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Resumen

Consideramos A un algebra de dimensién finita sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado.

Uno de los objetivos de este trabajo es determinar los grados de los mor-
fismos irreducibles teniendo en cuenta el carcaj con relaciones que representa a
un algebra. Estudiamos este problema para las dlgebras de cuerdas de tipo de
representacion finito. Mas ain, calculamos el indice de nilpotencia del radical de
la categoria de médulos de dichas algebras.

Asimismo, determinamos el indice de nilpotencia del radical de la categoria
de médulos de las algebras inclinadas de conglomerado en funcién del nimero de
vértices del carcaj ordinario. En el caso de las dlgebras inclinadas de conglomerado
de tipo A, y D,, también presentamos un enfoque geométrico.

Por otra parte, estudiamos los morfismos de la categoria de médulos de un
algebra y su relacion con el radical, comparandolos con los morfismos inducidos
en la categoria de médulos del dlgebra de endomorfismos de un médulo inclinante.
Para ello utilizamos el Teorema de Inclinacién, debido a S. Brenner y M. Butler.
Aplicamos estos resultados y hallamos una cota del indice de nilpotencia del
radical de la categoria de moddulos de las dlgebras inclinadas iteradas de tipo
Dynkin.

Para todas las clases de élgebras arriba mencionadas, estudiamos la compo-
sicién de los morfismos irreducibles y su relacién con la potencia del radical a la
cual pertenece. Finalmente, estudiamos el problema de la existencia de algebras
que poseen morfismos irreducibles de un médulo indescomponible no proyectivo
a su trasladado de Auslander-Reiten.






Abstract

We consider finite dimensional algebras over an algebraically closed field.

One of the aims of this work is to determine the degree of the irreducible
morphisms taking into account the bound quiver of an algebra. In particular, we
study this problem in representation-finite string algebras. Moreover, we compute
the nilpotency bound of the radical of the module category.

We also determine the nilpotency bound of the radical of the module category
of any cluster tilted algebras of finite representation type in terms of the number
of vertices of its ordinary quiver. Furthermore, for cluster tilted algebras of type
A, and D,,, we also present a geometric approach.

On the other hand, we study the relationship between morphisms and the
powers of the radical where they belong. We establish a comparison with the
induced morphisms in the module category of the endomorphism algebra of a
tilting module. For this purpose, we strongly use Brenner and Butler’s theorem.
We apply this result to study the nilpotency bound of the radical of the module
category of iterated tilted algebras of Dynkin type.

For all the above mentioned algebras, we study the composition of irreducible
morphisms and the relationship with the power of their radical. Finally, we con-
sider the problem of the existence of algebras having irreducible morphisms from
an indecomposable non-projective module to its Auslander-Reiten translate.
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Introduccion.

En este trabajo consideraremos A una k-algebra de dimension finita sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado. Es conocido que en este contexto, un dlgebra
A bésica y conexa tiene asociado un carcaj ()4, denominado carcaj ordinario de
A. Més ain, el dlgebra A es Morita equivalente al dlgebra cociente kQ /1, donde
kQ 4 denota al algebra de caminos de Q4 e I es un ideal admisible de £Q) 4.

Vamos a denotar por mod A la categoria de A-mddulos a derecha finitamente
generados.

Las nociones de morfismos irreducibles y sucesiones que casi se parten fueron
introducidas por M. Auslander e I. Reiten en los setentas, y son de fundamental
importancia en el desarrollo de la teoria de representaciones de dlgebras.

Existe una importante conexion entre un morfismo irreducible y el radical de
la categoria mod A. Esta relacién viene dada por el hecho de que un morfismo
entre médulos indescomponibles es irreducible si y sélo si pertenece al radical y
no al radical al cuadrado.

Recordemos que, dados X e Y en mod A, el radical del Hom4(X,Y), que lo
denotaremos por R(X,Y), es el conjunto de todos los morfismos f : X — Y
tales que, para todo A-moédulo indescomponible M y todo par de morfismos
h:M—Xyh:Y — M, la composicién h'fh no es un isomorfismo. Inducti-
vamente se definen las potencias de R(X,Y’) para todo nimero entero positivo
n. Finalmente, el radical infinito #*°(X,Y") de Hom4(X,Y), es la interseccién de
todas las potencias naturales de R(X,Y).

Un algebra A es de tipo de representacion finito si existe s6lo un nimero finito
de clases de isomorfismos de A-mddulos indescomponibles.

M. Auslander caracterizo las dlgebras de tipo de representacion finito en fun-
cion del radical de su categoria de médulos. Més precisamente, demostrod que un
algebra A es de tipo de representacion finito si y sélo el radical infinito de mod A
es cero, es decir, R(X,Y) = 0 para todo X e Y en mod A. Al menor nimero
natural m para el cual R"(mod A) = 0 se denomina indice de nilpotencia del
radical de mod A y lo denotaremos por 4.

En 1970, M. Harada e Y. Sai hallaron una cota para la cual el radical de



la categoria de modulos de un algebra de tipo de representacion finito se anula.
Dicha cota fue encontrada en funcién de la longitud ordinaria de los médulos in-
descomponibles. Més precisamente, ellos probaron que 3?2b_1(m0d A) =0, donde
b denota el maximo de la longitud ordinaria de todos los A-mdédulos indescom-
ponibles.

Mas tarde, en 1998, D. Eisenbud y J. A. de la Pena mejoraron notablemente
dicha cota. Ellos también utilizaron la nocién de longitud ordinaria de los modulos
e introdujeron una nueva variable, que fue dada en funcién de todos los médulos
simples, ver [27].

En 2012, C. Chaio en [16], encontré el menor entero positivo donde el radical
de la categoria de moédulos se anula, es decir, el indice de nilpotencia. Para ello
utilizé nociones de grados de morfismos irreducibles.

La teorfa de grados de morfismos irreducibles fue introducida por S. Liu en
[36] para estudiar la composicién de morfismos irreducibles y su relacién con la
potencias del radical. S. Liu defini6 el grado de la siguiente manera; consider6 f :
X — Y un morfismo irreducible en modA, con X o Y mddulo indescomponible. El
grado a izquierda de f, d;(f), es finito, si existen un entero positivo n, un médulo
Z en mod A y un morfismo g € R"(Z, X)\R""(Z, X) tal que fg € R"(Z,Y).
Mas aun, el grado a izquierda de f es igual a m, si m es el menor entero positivo
que satisface dicha condiciéon. En caso contrario, el grado a izquierda de f es
infinito. Dualmente, S. Liu definié el grado a derecha de f, d,.(f).

Recién en el ano 2001, se retomo la investigacion sobre el tema de los grados
y su aplicacion al estudio de la composicién de morfismos irreducibles, donde se
comenzaron a obtener avances. La nocion de grado es una herramienta poderosa
y estd permitiendo resolver problemas de la teoria de representaciones de algebras
de artin. En particular, en un trabajo realizado por C. Chaio, P. Le Meur y S.
Trepode [23], los autores dieron una caracterizacién para que el grado a izquierda
(0 a derecha) de un morfismo irreducible sea finito. Ademads, dieron equivalencias
para determinar cuando un algebra de dimension finita sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado es de tipo de representacion finito, en términos de grados de
morfismos irreducibles.

Como mencionamos anteriormente, para las algebras de tipo de representacién
finito se obtuvo el indice de nilpotencia del radical de su categoria de médulos en
funcion de los grados de ciertos morfismos irreducibles.

En esta tesis modificamos este resultado, facilitando los cédlculos para deter-
minar el indice de nilpotencia. Probamos que no es necesario analizar los vértices
que son pozos o fuentes. Mas precisamente, demostramos el siguiente teorema.

Teorema A. Sea A = kQa/l4 un dlgebra de tipo de representacion finito.

2



Denotamos porV al subconjunto de vértices de Q) o4 que no son ni pozos ni fuentes.
Para cada a €V, definimos v, = d,(tq) + di(6,), donde 0, : rad P, — P, e
g : I, = I,/soc1, son morfismos irreducibles y P, e 1, denotan a los mddulos
proyectivo e inyectivo indescomponibles correspondientes al vértice a. Entonces el
indice de nilpotencia de R(mod A) estd dado por:

ra = max{r,, cona € V}+1.

Por otra parte, cabe destacar que en la mayoria de la teoria existente, los
grados se calculan teniendo en cuenta el carcaj de Auslander-Reiten (un grafo
orientado). En este trabajo, presentamos un nuevo enfoque para determinar los
grados de los morfismos irreducibles y los indices de nilpotencia del radical de
la categoria de mddulos de las dlgebras de tipo de representacién finito. Dicha
lectura la establecemos a partir del carcaj con relaciones que representa a un
algebra. Nos enfocamos en las dlgebras de cuerdas, las algebras inclinadas de
conglomerado y las algebras inclinadas iteradas.

Las dlgebras de cuerdas fueron estudiadas por M. Butler y C. Ringel en [14].
En dicho articulo, los autores dieron una descripcién completa de todos los médu-
los indescomponibles de un algebra de cuerdas, a través de ciertos paseos del
carcaj con relaciones, llamados cuerdas de Q4. Més precisamente, definieron los
denominados médulos cuerda y moédulos banda. Mas ain, si consideramos un
algebra de cuerdas de tipo de representacién finito, todos los médulos indescom-
ponibles son médulos cuerda.

En este trabajo, determinamos el grado finito de cualquier morfismo irredu-
cible sélo teniendo en cuenta el carcaj con relaciones de un algebra de cuerdas,
ver el Teorema 2.2.10 y el Lema 2.4.1.

Por otro lado, abordamos el estudio de los grados de morfismos irreducibles
y el radical de la categoria de mddulos en la teoria de inclinacion. Esta consiste
en comparar las categorias de modulos de un algebra dada y del algebra de
endomorfismos de un médulo particular, denominado moédulo inclinante.

Es sabido que dada un élgebra A, un moédulo inclinante 7" induce dos subca-
tegorfas plenas de mod A, T(T') y F(T'), denominadas clase de torsién y clase sin
torsion, respectivamente. Ademas, si consideramos el algebra de endomorfismos
B = End 4T, el médulo inclinante T" también induce dos subcategorias plenas de
mod B, la clase de torsion X'(T) y la clase sin torsiéon Y(T"). Mds ain, en el Teore-
ma de Inclinacién debido a S. Brenner y M. Butler, ellos establecen equivalencias
de categorias entre las subcategorias 7 (1) e Y(T'), asi como también entre las sub-
categorias F(T') y X(T'). Recordemos que el par (7 (1), F(T")) se dice escindido,
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si todo A-mdédulo indescomponible pertenece a T (T') o a F(T'). Andlogamente,
podemos definir cuando el par (X(7),Y(T)) es escindido en mod B.

En esta tesis estudiamos la relacion entre los morfismos en mod A y en mod B
con respecto a la potencia del radical a la cual pertenecen. Se probaron los si-
guientes resultados.

Proposicién B. Sean A un dlgebra, T un A-mdédulo inclinante y B = End4(T).
Supongamos que los pares de torsion (T(T),F(T)) y (X(T),V(T)) son escindi-
dos. Consideremos f : M — N un morfismo con M, N € T(T). Entonces para
todo n € N,

feRNL(M,N) siy sdlo si F(f) € Ry(F(M),F(N)),
donde F' = Homy (T, —).

En el caso en que solo uno de los pares de torsién se escinde, probamos el
siguiente resultado.

Proposicion C. Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = End4(T).
Supongamos que sdlo el par de torsion (T(T),F(T)) se escinde. Consideremos
f M — N un morfismo con M, N € T(T). Si f € R4 (M, N)\R5" (M, N) para
algin n > 1 entonces F(f) € Ry (F(M), F(N)), donde F = Homu (T, —).

Mas ain, si F(f) ¢ Ry (F(M), F(N)

de n morfismos irreducibles entre modulos indescomponibles como sigue

) entonces existe un camino no nulo

F(M) = X — ... — Xp_1 — F(N)
donde cada X; pertenece a Y(T), paral <i<n-—1.

Tanto la Proposiciéon B como la Proposicion C son vélidas si consideramos
el morfismo f entre médulos indescomponibles de F(7T') y su equivalencia con la
categoria X (7).

Aplicamos dichos resultados en el caso particular de los médulos APR-inclinantes.
Logramos comparar el indice de nilpotencia de (mod A) y R(mod B). Mas pre-
cisamente, hemos probado el Teorema D.

Teorema D. Sea A un dlgebra, T un A-moddulo APR-inclinante y B =
End4(T). Si B es de tipo de representacion finito, entonces ra < rg, donde ra y
rp son los indices de nilpotencia de R(mod A) y R(mod B), respectivamente.

Este resultado se ha aplicado a las algebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin.
Determinamos una cota del indice de nilpotencia del radical de su categoria de
modulos, dependiendo del algebra hereditaria a la cual esta asociada.
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En esta tesis también hemos estudiado la teoria de grados de morfismos irredu-
cibles en las dlgebras inclinadas de conglomerado. La categoria de conglomerado
fue introducida en el ano 2006 por A. Buan, R. Marsh, M. Reineke, I. Reiten and
G. Todorov en [12] como el cociente D°(mod H)/F, donde D’(mod H) denota
la categoria derivada de un algebra hereditaria H y F' es el funtor F' = 7 'y,
con 7p el trasladado de Auslander-Reiten en D’(mod H) y [1] el funtor suspen-
sién (shift). Alli, los autores describen a los objetos inclinantes en la categoria de
conglomerado. Més tarde, A. Buan, R. Marsh e I. Reiten definen en [13] las alge-
bras inclinadas de conglomerado como las algebras de endomorfismos End¢(7")7,
donde T" es un objeto inclinante en dicha categoria.

En el ano 2006 y de manera independiente, P. Caldero, F. Chapoton y R.
Schiffler en [15] introdujeron la categorfa de conglomerado de tipo A, desde un
punto de vista geométrico. Mas precisamente, los autores definieron a la categoria
de diagonales de un poligono de n+ 3 vértices y demostraron que dicha categoria
es equivalente a la categoria de conglomerado de tipo A,. Mas ain, los objetos
inclinantes estan dados por un conjunto completo de diagonales que no se interse-
can, lo que denominaron una triangulaciéon del poligono. Las élgebras inclinadas
de conglomerado de tipo A,, son aquellas que provienen de una triangulacién de
un poligono de n 4 3 vértices.

Mas tarde, generalizando el concepto presentado en [15] y baséndose en un
modelo geométrico de poligonos con punciones introducido por S. Fomin, M.
Shapiro y D. Thurston en [29], R. Schiffler en [38] introduce a la categoria de
conglomerado de tipo D,,. En este caso, la categoria de diagonales la defini6 so-
bre un poligono de n vértices con una puncién en su centro, y demostro que dicha
categoria es equivalente a la categoria de conglomerado de tipo D,,. Como en el
caso A,, las triangulaciones estan en correspondencia con los objetos inclinantes
de la categoria de conglomerado. Més aun, las algebras inclinadas de conglome-
rado de tipo D,, son aquellas que provienen de una triangulacién de un poligono
de n vértices con una puncioén en su centro.

En este trabajo, calculamos el indice de nilpotencia de un élgebra inclinada de
conglomerado de tipo de representacion finito en funcién del niimero de vértices
que tiene su carcaj ordinario. Probamos el siguiente resultado.

Teorema E. Sean A un carcaj Dynkin y A un dlgebra inclinada de con-
glomerado de tipo A. Denotamos por r4 el indice de nilpotencia de R(mod A),
entonces,

(a) Si A= A,, entonces T4 =n paran > 1.

(b) Si A = D,, entonces 14 = 2n — 3 para n > 4.
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(c) Si A = Eg, entonces vy = 11.
(d) Si A = E;, entonces ry = 17.
(e) Si A = Eg, entonces 74 = 29.

Por otra parte, es sabido que la composicién de n morfismos irreducibles entre
moédulos indescomponibles pertenece a R™. Una pregunta natural es cuando la
composiciéon de n morfismos irreducibles entre modulos indescomponibles esta en
§Rn+1'

Hay varios trabajos hechos en esta direccion. K. Igusa y G. Todorov, dieron
una solucién parcial al problema en [33], demostrando que si se tienen n morfis-
mos irreducibles entre médulos indescomponibles que forman parte de un camino
seccional, entonces su composicién no pertenece a Ro"*!. Liu generalizé este re-
sultado para ciertos caminos que denomind caminos preseccionales. En [21] C.
Chaio, F. Coelho y S. Trepode, dieron condiciones necesarias y suficientes para
que la composicién de dos morfismos irreducibles entre médulos indescomponibles
pertenezcan al radical al cubo. Mas atin, los autores probaron que no existe una
composicion de dos morfismos que pertenezca al radical al cubo y no pertenezca
al radical a la cuarta. Siguiendo con esta linea de trabajo, E. R. Alvares y F.
Coelho han demostrado en [1] que si la composicién de dos morfismos irreduci-
bles pertenece a 3, entonces dicha composicién pertenece a #°. En dicho articulo
presentaron un ejemplo en el cual la composiciéon de dos morfismos irreducibles
pertenece a R*\RS.

Generalizando este concepto, C. Chaio, P. Le Meur y S. Trepode en [23] dieron
caracterizaciones para que una composicion no nula de n morfismos irreducibles
entre médulos indescomponibles pertenezca a R**1. En el caso particular de com-
ponentes que tienen sucesiones que casi se parten con a lo sumo dos términos en
el medio, C. Chaio probé en [19] que si la composicién no nula de n morfismos
irreducibles pertenece a 1" entonces pertenece a "3,

En esta tesis continuamos con el estudio de la problematica que acabamos
de mencionar. Probamos que tanto en las algebras inclinadas iteradas de tipo
Dynkin como en la algebras inclinadas de conglomerado de tipo de representaciéon
finito, la composicién de n morfismos irreducibles entre médulos indescomponibles
pertenece a ™ si y sélo si dicha composicién es nula.

Por otra parte, estudiamos el problema de encontrar el menor ntimero natural
t,cont > 3, para el cual la composicién de n morfismos irreducibles entre médulos
indescomponibles pertenece a R\ Ry donde la composicién de n — 1
morfismos no pertenezca a R".

Resolvimos el problema recién enunciado para t > 4.



En el caso de que t = 3, encontramos familias de algebras donde existen
n morfismos irreducibles tales que su composicién pertenece a R*3\R"™ pero
donde n — 1 morfismos pertenecen a R". Sigue abierto el problema original para
t=3.

Finalmente, estudiamos una caracterizacién de cuando en un algebra existe
un morfismo irreducible de M en 7 M, donde 7 M es el trasladado de Auslander-
Reiten de M. Este problema esta vinculado con el problema anterior para el caso
t=3.

Cabe destacar que estos ultimos resultados, que consisten en estudiar las
familias de algebras tales que exista un morfismo irreducible de un médulo indes-
componible a su trasladado de Auslander-Reiten, se comenzaron a estudiar en la
Universidade Federal do Parana, Curitiba, Brasil, con una beca del Programa Es-
cala para Estudiantes de Posgrado, otorgado por la Asociacion de Universidades
Grupo Montevideo, en colaboracién con el Dr. Edson R. Alvares.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera.

El Capitulo 1 esta destinado a introducir las nociones basicas y los resultados
que utilizamos en esta tesis.

En el Capitulo 2 introducimos los conceptos relacionados con las algebras de
cuerdas. Luego determinamos el grado finito de cualquier morfismo irreducible a
partir del carcaj con relaciones de un algebra. En particular, calculamos el indice
de nilpotencia de las algebras de cuerdas de tipo de representacion finito.

El Capitulo 3 lo destinamos al estudio de la composicién de morfismos irre-
ducibles y su relacién con las potencias del radical. Particularmente, estudiamos
la composicién no nula de n morfismos irreducibles que pertenece a la potencia
n + 1 del radical .

En el Capitulo 4 introducimos algunos conceptos de la teoria de inclinacién
que son esenciales para el desarrollo de los resultados obtenidos. Demostramos la
Proposicién B y la Proposicién C basandonos esencialmente en las equivalencias
presentadas en el Teorema de Inclinacién. Ademads, aqui demostramos el Teore-
ma A y el Teorema D. Por otra parte, determinamos el indice de nilpotencia del
radical de la categoria de modulos de un &algebra hereditaria de tipo de repre-
sentacién finito a partir de la cantidad de vértices que tiene su carcaj ordinario.
Apoyéandonos en dicho resultado, determinamos una cota para el indice de nilpo-
tencia del radical de la categoria de médulos de un algebra inclinada iterada de
tipo Dynkin.

Finalmente, dedicamos el Capitulo 5 a las algebras inclinadas de conglomera-
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do de tipo de representacion finito. En la primer parte del capitulo demostramos
el Teorema E usando la nocién de algebras inclinadas de conglomerado presen-
tada en [13], mientras que en la segunda parte probamos los incisos (a) y (b)
del Teorema E, utilizando la realizacién geométrica presentada en [15] y [38],
respectivamente.

Esta tesis se llevé a cabo con el financiamiento de una Beca Interna Docto-
ral, otorgada por el Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas
(CONICET) y dirigida por la Dra. Claudia Chaio.



Capitulo 1

Preliminares.

A lo largo de este trabajo, consideraremos A un algebra de dimensién finita
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Por mod A entenderemos la categoria de los A-mdédulos a derecha finitamente
generados y por indA la subcategoria plena de mod A de A-mdédulos indescompo-
nibles. Para denotar un objeto X de la categoria mod A, usualmente utilizaremos
la notaciéon X € mod A.

Recordemos que una k-algebra A es de dimensién finita si como k-espacio
vectorial es de dimension finita.

Comenzaremos recordando algunas nociones y resultados basicos, que seran
esenciales para el desarrollo de esta tesis.

1.1. Categorias y funtores.

Para este trabajo es fundamental recordar los conceptos de categorias y
funtores que daremos a continuacion.

Definicién 1.1.1 Una categoria es una terna C = (ObC,HomC,o), donde
ObC denota la clase de objetos de C, HomC denota la clase de morfis-
mos de C, y o es una operacion parcial entre los morfismos de C que satisface
las siguientes condiciones:

(a) Para cada par de objetos X eY de C asociamos el conjunto Home(X,Y),
denominado conjunto de morfismos de X en 'Y, tal que para pares distintos

de objetos (X,Y) # (Z,U), se tiene que la interseccion de los conjuntos
Home(X,Y) y Home(Z,U) es vacia.
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(b) Para cada terna de objetos X, Y, Z de C, la operacion

Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z)
(9.f) = gof

esta definida y satisface las siguientes dos propiedades:
(i) ho(go f)=(hog)of, para todo f € Hom¢(X,Y), g € Home (Y, Z)
y h € Home(Z,U), con U € C.

(ii) Para cada objeto X de C, existe un elemento 1x € Home(X, X), llama-
do morfismo identidad, tal que si f € Home(X,Y) y g € Home(Z, X)
entonces folx =f ylxog=yg.

A un morfismo f € Home(X,Y') lo representaremos por la expresién f : X —
Y.

Definicién 1.1.2 Sea C una categoria. Una categoria C' es una subcategoria
de C si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) La clase ObC" de objetos de C' es una subclase de la clase ObC de objetos
de C.

(b) Si X,Y son objetos de C', entonces Home/(X,Y) C Home(X,Y).
(¢) La composicion de morfismos en C' es la misma que en C.

(d) Para cada objeto X € C', el morfismo identidad 1’y en Home (X, X) coin-
cide con el morfismo identidad 1x en Home (X, X).

Una subcategoria C' de C se dice plena si Home (X,Y) = Home(X,Y) para
todo par de objetos X,Y de C'.

Son ejemplos de subcategorias plenas de mod A las categorias Gen M y add M,
con M € mod A, donde los objetos, en el primer caso, son los A-mdédulos gene-

rados por M, y en el segundo caso son sumas directas de sumandos directos de
M.

A continuacién recordaremos la definicién de funtor entre categorias.

Definicién 1.1.3 Sean C y D dos categorias. Un funtor F' : C — D es co-
variante si a cada objeto X € C se le asigna un objeto F(X) € D, y a cada
morfismo h: X =Y en C, un morfismo F(h) : F(X) — F(Y) en D tales que se
satisfacen las condiciones:
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(a) F(1x) = lpcx), para todo objeto X de C.

(b) Para cada par de morfismos f : X - Y yg:Y — Z enC, se tiene la
igualdad F(go f) = F(g) o F(f).

Un funtor F : C — D es contravariante si a cada objeto X € C se le asigna
un objeto F(X) € D, y a cada morfismo h : X — Y en C, un morfismo F(h) :
F(Y) — F(X) en D tales que se satisfacen las condiciones:

(a) F(1x) = lpcx), para todo objeto X de C.

(b) Para cada par de morfismos f : X - Y yg:Y — Z enC, se tiene la
igualdad F(go f) = F(f)o F(g).

Sean F': C — D, G : C — D dos funtores covariantes. Un morfismo funto-
rial ¢ : F' — G es una familia ¢ = {px } O} de morfismos px : F(X) — G(X)
tales que, para cualquier morfismo f : X — Y, el diagrama

F(X) =7~ G(X)

en D es conmutativo. Decimos que ¢ es un isomorfismo funtorial si, para todo
X eC, px: F(X)— G(X) es un isomorfismo en D.

Sean F, G, H : C — D tres funtores covariantes, y ¢ : F — G, ¢ : G — H dos
morfismos funtoriales. La composicién de morfismos funtoriales ¢pp : F' — H
estd dado por la familia (¢p)x = dxpx.

Definicién 1.1.4 Un funtor covariante F : C — D se denomina una equiva-
lencia de categorias si existen un funtor G : D — C e isomorfismos funtoriales
p:le = GF y¢:1p — FG, donde 1¢ y 1p son los funtores identidad sobre las
categorias C y D, respectivamente. El funtor G se denomina el funtor cuasi-
inverso de F', y decimos que C y D son categorias equivalentes.

Sea F' : C — D un funtor covariante. Para cada par de objetos X,Y € C,
F induce una aplicacién F' : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)), definida por
f— F(f). El funtor F se dice:

e fiel, si dicha aplicacién es inyectiva.

e pleno, si dicha aplicacion es suryectiva.
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e denso, si para todo objeto M € D, existe un objeto X € C tal que
F(X)~ M.

Se prueba que un funtor covariante F' : C — D es una equivalencia de cate-
gorias si y sélo si F' es fiel, pleno y denso, [6, Apéndice, Teorema 2.5].

Se tienen las definiciones duales, considerando funtores contravariantes.

Dado M un A-médulo, los funtores Homy(M, —), — ® M, Exty(M,—) y
Tori'(—, M), son ejemplos de funtores entre las categorfas de médulos mod A y
mod B, donde B = End4(M) (ver Seccién 4.1). En este trabajo utilizaremos
fuertemente estos funtores, que los daremos por conocidos. El lector interesado
puede referirse a [2, Capitulo IV, Capitulo V, Capitulo IX] para una lectura de
los mismos.

1.2. Carcaj asociado a un algebra y algebras de
caminos.

Definicién 1.2.1 Un carcaj QQ = (Qo, Q1, s,€) es una cuatro-upla que consiste
en dos conjuntos: QQy el conjunto de vértices y Q1 el conjunto de flechas, y dos
aplicaciones s,e : Q1 — @, que asocian a cada flecha o : 1 — j, su vértice inicial
s(a) =1 y su vértice final e(a) = j.

El carcaj () se dice finito, si los conjuntos Qg y @)1 son finitos.

El grafo subyacente () del carcaj Q, es el grafo que se obtiene de Q sin tener
en cuenta la orientacién de las flechas.

Un carcaj () es conexo si lo es su grafo subyacente Q).

Un camino en un carcaj () es una sucesion ordenada de flechas v = «,...ay
tales que e(a;) = s(a;41) para 1 < i < n. Para cada vértice i € @y, asociamos
el camino ¢; de longitud cero, denominado camino trivial. Para un camino no
trivial 7 = ..., con n > 1, definimos s(y) = s(aq) y e(y) = e(ay).

Diremos que un camino no trivial v = «,...a; en un carcaj ) es un ciclo
orientado si s(7y) = e(7).

1

Para cada flecha o : © — y, denotamos por a™" : y — x su inversa formal.
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Un paseo de z a y en () es una composicion formal o;'...a5?af' donde cada «; es
. €\ __ €i4+1 €1\ __
una flecha en Q y ¢; € {1, -1} para todo i, con e(ay’) = s(o;57 ), s(af') =z y
€\
e(af’) = y.

Recordemos la definiciéon de mutacién de un carcaj en un vértice.

Definicién 1.2.2 Sea QQ un carcaj sin flechas maltiples, sin lazos y sin ciclos
de longitud dos. Sea x un vértice de ). La mutacion de () en el vértice r,

1 (Q), transforma el carcaj @ en un nuevo carcaj Q' = u.(Q), que se construye
de la siguiente manera:

(1) Se agrega un nuevo vértice y.

(2) En caso de existir un camino de la formai — x — j, se analiza la existencia
de una flecha de j a i:

1. Si eziste una flecha j — 1, entonces ésta se elimina.
II. Si no existe una flecha j — i, entonces se agrega una flecha i — j.

(3) Para todo vértice i, se reemplazan todas las flechas i — x por flechas y — 1,
y se reemplazan todas las flechas x — i por flechas i — y.

(4) Se elimina el vértice x.

La definicién anterior puede ser extendida a carcajes que posean flechas multi-
ples, pero para el contexto en el que trabajaremos no es necesario enunciarla.

Definicién 1.2.3 Sea QQ un carcaj finito y k un cuerpo. El dlgebra de caminos
kQ es el k-espacio vectorial cuya base es el conjunto de todos los caminos del
carcaj Q (incluso los triviales).

Daremos en kQ una estructura de k-dlgebra definiendo la siguiente multiplica-

cion: dados dos caminos v1 = Qy...ap Y Yo = Bp...01, donde oy y B; son flechas,
se tiene que

B 0 st 6(’72) 7£ 5(71>7
= { a0y P B ST €(72) = 5(M1).

En el caso de los caminos triviales definimos

0 siyi=¢g;, Y=¢ con i#j,
T1Y2 = Yo St =i, V2= B Pr, con e(ya) =1,
TS Y= Qpea, Y2 =& con S(y) =i
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Este producto se extiende por linealidad a todo kQ, obteniéndose una k—dlgebra
cuya unidad es Do Ei-

Puede probarse que si () es conexo entonces k(@) es una k-algebra indescom-
ponible, es decir, no es producto directo de dos k-algebras, y que es de dimensién
finita si y sélo si ) no tiene ciclos orientados.

Recordemos que dada A una k—4&lgebra de dimensién finita, existe un sistema
completo de idempotentes ortogonales y primitivos {ey, ..., e,}, tal que conside-
rando A como A-médulo a derecha, entonces A = e AP ... e, A.

El algebra A se denomina basica, si ;A 2 e;A para todo ¢ # j. Diremos que
A es conexa si 0 y 1 son los tnicos idempotentes centrales de A, es decir, los
unicos elementos idempotentes que conmutan con todo elemento de A.

Definimos el carcaj ordinario ()4 como sigue: los vértices ()4 son tantos
como los idempotentes del sistema. A cada vértice i se le asocia el idempotente
e;, y el numero de flechas que comienzan en el vértice ¢ y terminan en el vértice
7 esta dado por:

dimy[ e; (rad A/rad?A) e; |

con la estructura natural de A — A-bimédulo del cociente rad A/ rad®A.

Es sabido que dada una k-algebra A de dimensién finita, basica e indescompo-
nible sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado, existe un morfismo de k-algebras
p: kQa — A que es sobreyectivo, y cuyo ntcleo I es un ideal admisible, es
decir, tal que r™ C I C 72, donde 7 es el ideal de kQ 4 generado por las flechas.

Gabriel probd el siguiente resultado, que muestra la importancia de la nocién
de algebra de caminos.

Teorema 1.2.4 [6, Capitulo II, Teorema 3.7 Toda k-dlgebra A de dimension
finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, bdsica y conexa es isomorfa al
cociente del dlgebra de caminos del carcaj ordinario asociado a A sobre un ideal

admisible, es decir, A= kQa/l.

Definicién 1.2.5 Sea A una k-dlgebra de dimension finita, bdsica y conexa. Un
isomorfismo A ~ kQa/I, donde I es un ideal admisible de kQ 4, se denomina
una presentacion del dlgebra A.

Dado un carcaj Q e I un ideal admisible de kQ, al par (Q,I) se lo denomina
carcaj con relaciones.

A continuacién presentaremos el concepto de representaciones de un carcaj
con relaciones.
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Sea (@), I) un carcaj finito con relaciones. Una representacién M = (M,, fu)acQo.aco
de (@, I) se define de la siguiente manera:

e A cada vértice a € @)y se le asocia un k—espacio vectorial M,;
e A cada flecha o : a — b se le asocia una aplicacién k-lineal f, : M, — M,.
Més atn, si ) o, ...0m, € I entonces la suma de aplicaciones lineales

Zm fOémSm o .. faml es nula

Una representacién M es de dimensién finita si cada espacio vectorial M, es
de dimensién finita.

Sean (Q,I) un carcaj con relaciones y M = (M, fo), N = (N4, g.) dos
representaciones de (@, ). Un morfismo de representaciones ¢ : M — N es
un conjunto de aplicaciones k-lineales ¢ = (¢q)acq, tales que para toda flecha
a :a — b el siguiente diagrama conmuta

Denotamos por rep,(Q, ) a la categoria k-lineal de representaciones de di-
mensién finita del carcaj con relaciones (@, I).

El siguiente resultado es de gran importancia.

Teorema 1.2.6 Sea A una k-dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado y A ~ kQa/I una presentacion de A. Entonces existe una
equivalencia de categorias

F:mod A — rep,(Qa,I)

1.3. Morfismos irreducibles y radical de la cate-
goria de moédulos.

En esta seccion veremos cémo relacionar los morfismos irreducibles de
mod A y el radical de dicha categoria. Para ello recordemos las siguientes defini-
clones.

Consideremos un algebra A. Diremos que el morfismo f : X — Y en modA
es una secciéon o un monomorfismo que se parte si existe un morfismo ¢ :
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Y — X tal que gf = 1x. Dualmente, diremos que f es una retraccién o un
epimorfismo que se parte si existe un morfismo h : Y — X tal que fh = 1y.

Definamos el radical de la categoria de médulos, [4, Capitulo 1, Seccién 3.

Definicién 1.3.1 Sea A un dlgebra y X eY enmod A. Elradical de Hom,(X,Y),
que denotaremos por R(X,Y), es el conjunto de todas las aplicaciones f €
Homyu(X,Y') tales que hfg no es un isomorfismo, cualesquiera sean g : M — X
yh:Y — M con M € ind A.

Inductivamente, pueden definirse las potencias del radical como sigue:

7f e R(X,Y) siy sélo si existen M; € modA tales que f = XI_ h;g; con
g; € %(X, Mz) y hz < %n_l(Mi,Y).”

Finalmente, se define el radical infinito como

R*(X,Y) = [|R"(X,Y)

neN

En el caso en que X e Y son mddulos indescomponibles de mod A, entonces:

R(X,Y)={f: X — Y| f no es un isomorfismo}

Observacion 1.3.2 La sucesion formada por las potencias del radical es una
cadena descendente que se estabiliza, es decir, se verifica lo siguiente: Dados
X, Y € mod A,

RX,Y)DORI(X,)Y)D..DORX,Y)D ...

y existe un numero natural m tal que R™(X,Y) = R2(X,Y), [8, Capitulo V,
Lema 7.2].

Recordemos que un algebra A es de tipo de representacion finito si el
nimero de representantes de clases de isomorfismos de A-mdédulos indescompo-
nibles es finito. En caso contrario decimos que el algebra es de tipo de repre-
sentacion infinito.

El siguiente resultado caracteriza a las algebras de tipo de representacién
finito en funcién al radical de la categoria de moédulos.

Teorema 1.3.3 Un dlgebra A es de tipo de representacion finito si y sélo si
R>°(mod A) =0, es decir, R™(X,Y) =0 para todo X eY en mod A.
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Definicién 1.3.4 Sea A un dlgebra de tipo de representacion finito. Al menor
numero entero no negativo m que satisface R (mod A) = 0 lo denominamos
indice de nilpotencia del radical de mod A. A dicho nimero lo vamos a
denotar por ra.

Definamos ahora el concepto de morfismo irreducible.

Definicién 1.3.5 Un morfismo f: X — Y en mod A se dice irreducible si:

(i) f no es seccion ni retraccion, y

(ii) Si f se factoriza f = gh, donde h: X — Z yg:7Z — Y, con Z € mod A,
entonces h es seccion o g es retraccion.

Observacién 1.3.6 [6, Capitulo IV, Pag. 100] Si f : X — Y es un morfismo
irreducible en mod A, entonces f es un monomorfismo propio o f es un epimor-
fismo propio.

Existe una importante relacion entre el radical y los morfismos irreducibles,
que esta dada por el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.7 5i X oY son A-mddulos indescomponibles y f : X — Y un
morfismo irreducible entonces f € R(X,Y)\R?(X,Y).

La reciproca es cierta si ambos médulos son indescomponibles, y es un resultado
debido a R. Bautista (ver [9]).

Dado un morfismo irreducible f: X — Y, con X e Y A-mddulos indescom-
ponibles, definimos los cocientes

(X, V) = RX, V) /RAX,Y)

kx = End(X)/rad(End(X)).

Asi, Irr(X, Y) resulta un ky-ky-bimédulo, es decir, Irr(X,Y) tiene estructura de
kx-modulo a izquierda y ky-médulo a derecha.
Maés atn, Irr(X,Y') resulta un k-espacio vectorial.

Cabe destacar que los morfismos irreducibles brindan informacién de los mor-
fismos de la categoria mod A, dado por el siguiente resultado.
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Proposicion 1.3.8 Sean X,Y mdodulos indescomponibles. Si f : X — Y es
un morfismo que mo es isomorfismo, entonces f = XI_,a; + 3, donde cada
a; - X —Y es una composicion finita de morfismos irreducibles entre maodu-

los indescomponibles y [ pertenece a R°(X,Y).

Si A es un é&lgebra de tipo de representacién finito entonces R*°(X,Y) =
0 para todo X,Y € mod A. Luego, en virtud de la proposicién anterior, todo
morfismo entre moédulos indescomponibles que no es un isomorfismo se escribe
como una suma finita de composiciones de morfismos irreducibles entre moédulos
indescomponibles.

El siguiente resultado nos sera de gran utilidad a los largo de esta tesis.

Proposicién 1.3.9 [8, Proposicién 7.4] Sean M y N mddulos indescomponibles
en mod A y consideremos f € R (M, N), para n > 2. Entonces se satisfacen las
siguientes afirmaciones.

(a) (i) Ezisten un nimero natural s, A-mddulos indescomponibles X1, ..., X,
morfismos f; € Ra(M, X;) y morfismos g; : X; — N, donde cada g;
es una suma finita de composiciones de n — 1 morfismos irreducibles
entre mddulos indescomponibles, tales que f =" | g:f;.

(ii) Si f € RY(M,N) \ R4 (M, N), entonces por lo menos uno de los
morfismos f; del inciso (i) es irreducible y f = u + v, donde u es
no nulo y es una suma de composiciones de n. morfismos irreducibles
entre médulos indescomponibles y v € R (M, N).

(b) (i) Ezisten un nimero natural t, A-mddulos indescomponibles Yy, ..., Y},
morfismos f; M — Y; y morfismos g; € Ra(Yi, N), donde cada f;
es una suma finita de composiciones de n — 1 morfismos irreducibles
entre modulos indescomponibles, tales que f = Z§=1 gifi.

(i) Si f € RY(M,N) \ R4 (M, N), entonces por lo menos uno de los
morfismos g; del inciso (i) es irreducible.

1.4. Carcaj de traslacion.

En esta seccién introduciremos la nocién de carcaj de traslacion y presen-
taremos algunos resultados esenciales para este trabajo.

Definicién 1.4.1 Consideremos I' un carcaj localmente finito y sin lazos. Su-
pongamos que ' no tiene flechas maultiples. Para cada v € Ty denotamos por
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x~ (x%) al conjunto de vértices que son predecesores inmediatos (sucesores in-
mediatos, respectivamente) de x. Sea T una biyeccion que tiene por dominio y
codominio al conjunto de vértices I'y.

El par (I',7) se denomina un carcaj de traslacion si para cada x € Ty tal
que Tx existe y cada vértice y € x~, la cantidad de flechas de y a x en I" es igual
a la cantidad de flechas de Tx ay en .

La biyeccién 7 en la definicién anterior es llamada la traslacién de (I', 7). Los
vértices x en I tales que 7z (77'z) no estdn definidos, se denominan vértices
proyectivos (vértices inyectivos, respectivamente). Para cada flecha a : y —
x, con x no proyectivo, denotaremos por o(«) la flecha 7o — y.

El subcarcaj pleno de I' formado por un vértice no proyectivo z, su trasladado
no inyectivo 72 y por el conjunto (r7x)* = 2~ es llamado la malla comenzando
en 7x y terminando en x.

Denotaremos por k(I') la categoria de mallas de I', es decir la categoria
que resulta del cociente de la categoria de caminos kI' con el ideal generado por

los morfismos ) ao(a), donde o : - — z es una flecha que termina en z,

s —T
siendo x un vértice no proyectivo.

Sea I una componente conexa de un carcaj de traslacion. Un camino en I’

. f1 f -
es una secuencia r; — Ty —> -+ —> T, —> T4, donde x;, f; son vértices
y flechas de T', respectivamente. Dicho camino es un ciclo si se satisface que
X1 = Xoq

Un camino yg — y; — --- — ¥y, en I’ se dice seccional si 771Y; 2 Y,
parat=20,....,n — 2.

Dos caminos en I' son llamados caminos paralelos si tienen el mismo vértice
inicial y el mismo vértice final.

Una componente conexa ' se dice componente con longitud si todos los
caminos paralelos en I' tienen la misma longitud. En caso contrario, se dice que
I' es una componente sin longitud. Si I' es una componente con longitud y
z,y € I', decimos que la longitud entre x e y, ¢(x,y), es igual n si existe un
camino en I' de x a y de largo n.

Observemos que una componente con longitud no tiene ciclos orientados.

Una componente conexa [' de un carcaj de traslacién se dice dirigida si no
existen ciclos en TI'.

19



En esta tesis probaremos que ciertas componentes de un carcaj de traslacién
son con longitud. Para este propdsito es necesario presentar la nocion de grupo
fundamental de un carcaj de traslacién. Para ello necesitamos definir un relacién
de homotopia, la cual es una relacion de equivalencia.

Definimos la relacion de homotopia en I' como la menor relacién de equi-
valencia ~ en el conjunto de todos los paseos de I' tales que:

1 1

(a) Sia:x — y es una flecha, entonces a 'a ~ e, y aa™" ~ e,

(b) Si x es no proyectivo, entonces ao(a) ~ fo(f) para todo par de flechas
«, [ que terminen en x.

(c¢) Si u ~ v, entonces wuw' ~ wvw' cada vez que dicha composicién tenga
sentido.

Sea x € I'y arbitrario. Denotemos por 7 (I', z) al conjunto de clases de equiva-
lencia @ de caminos que comienzan y terminan en x. Dicho conjunto tiene estruc-
tura de grupo definida por la operacion w.v = u.v. Como I' es conexo, se puede
demostrar que m(I",z) no depende de la elecciéon de z. Por lo tanto, a m (', x)
lo notaremos simplemente por m1(I') y lo llamaremos el grupo fundamental de

.
Un carcaj de traslacién se dice simplemente conexo si es conexo y m1(I') = 1.

Se puede probar que un carcaj de traslacion es simplemente conexo si su
grafico de orbitas es de tipo arbol.

Dada I' una componente conexa de un carcaj de traslacién, el grafico de
orbitas de I', O(T"), se construye de la siguiente manera; ponemos un punto por
cada 7-6rbita distinta O(M), con M € I', y existe una arista entre dos puntos
distintos O(M) y O(N) de O(T') si existen m,n € Z y un morfismo irreducible
"M — "N o7"N — 7™ M. El nimero de aristas es igual a dimgIrr(7" M, 7" N)
o dimgIrr(7" N, 7™ M), respectivamente. Una componente I' es de tipo arbol si
su grafico de dérbitas O(I') lo es.

El siguiente resultado, debido a K. Bongartz y P. Gabriel en [11], nos da una
caracterizacion para determinar si una componente de un carcaj de traslacién es
con longitud.

Teorema 1.4.2 Sea I' una componente conexa de un carcaj de traslacion. St I’
es simplemente conexa, entonces I' es una componente con longitud.
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1.5. Carcaj de Auslander-Reiten y sucesiones
que casi se parten.

En esta seccién definiremos el carcaj de Auslander-Reiten I' que es

mod A’
una herramienta muy til para visualizar gran parte de la categoria de modulos

del algebra A.

El carcaj de Auslander-Reiten ', q, de mod A es un caso particular de
carcaj de traslacion con posibles flechas multiples. La traslacién 7, denominado el
trasladado de Auslander-Reiten, es la composicién de dos funtores bien conocidos,
la traspuesta Tr y la dualidad estdndar D = Homy(—, k), es decir, 7 = DTr y

7=1 = TrD ([6, Capitulo IV, Definicién 2.3]).

Definicién 1.5.1 Sea A es un dlgebra de dimension finita, bdsica y conezxa. El
carcaj de Awuslander-Reiten, I',,q4, de mod A es un carcaj definido de la
siguiente manera.

(a) Los vértices de I'moaa son las clases de isomorfismo [X] de médulos indes-
componibles X en mod A.

(b) Sean [M] y [N] dos vértices en I'yoaa correspondientes a los mddulos in-
descomponibles M y N en mod A, respectivamente. Las flechas [M] — [N]
estan en correspondencia biyectiva con una base de vectores del k-espacio
vectorial Trr(M, N).

Si A es una k-dlgebra de tipo de representacién finita, entonces el carcaj
[ hod 4 Do tiene flechas muiltiples, es decir dimg(Irr(M, N)) < 1 para M, N A-
modulos indescomponibles, ver [8; Capitulo VII, Corolario 2.3].

Para realizar el objetivo de este trabajo vamos a analizar caminos de I'
A continuacién daremos la definicién.

mod A°

Definicién 1.5.2 Una sucesion de morfismos no nulos

con X; €ind A parai=1,...,n+1, se dice un camino en mod A si los morfismos
fi mo son isomorfismos para i =1,...,n.

Sea I una componente del carcaj de Auslander-Reiten, I'ynoqa. Un camino en
mod A es llamado un camino en I', si los morfismos f; son irreducibles para
1=1,..,n.
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Sean M y N dos mdédulos indescomponibles de mod A. En general, denota-
remos por M ~» N a los caminos de M a N de morfismos irreducibles entre
modulos indescomponibles.

Daremos la definicién de sucesion que casi se parte, para ello recordemos
algunas definiciones previas.

Definicién 1.5.3 (a) Sea f : X — Y un morfismo de A-mddulos. Se dice
que f es minimal a tzquierda si hf = f implica que h es automorfismo,
donde h es morfismo en mod A. Se dice que f cast se parte a izquierda
sS4

(i) no es una seccion, y

(i) para todo morfismo u : X — U en mod A que no es seccion, existe
u' Y — U enmod A tal que v’ f = u.

Finalmente, [ se dice minimal que cast se parte a izquierda si es
manimal a 1zquierda y casi se parte a izquierda.

(b) Sea g: X — Y un morfismo de A-mddulos. Se dice que g es minimal a
derecha si gh = g implica que h es automorfismo, donde h es morfismo
en mod A. Se dice que g cast se parte a derecha si

(i) no es una retraccion, y

(i) para todo morfismo v :V — Y enmod A que no es retraccion, existe
vV — X enmod A tal que gv' = v.

Finalmente, g se dice minimal que cast se parte a derecha si es mi-
nimal a derecha y casi se parte a derecha.

Definicién 1.5.4 Una sucesion exacta corta de A-mddulos

0—L-1s M2 N—0

que no se parte, se dice una sucesion que casi se parte si:
(a) [ es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda.

(b) g es un morfismo minimal que casi se parte a derecha.

El siguiente teorema, cuya demostracién se encuentra en [6, Capitulo IV,
Teorema 1.13], resume las propiedades y caracterizaciones de las sucesiones que
casi se parten.
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Teorema 1.5.5 Sea 0 —s L 5 M % N — 0 una sucesidn evacta corta.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) La sucesion casi se parte.

(b) L es indescomponible y g es un morfismo que casi se parte a derecha.
(¢) N es indescomponible y f es un morfismo que casi se parte a izquierda.
(d) f es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda.

(e) g es un morfismo minimal que casi se parte a derecha.

(f) L,N son indescomponibles y f,qg son irreducibles.

Recordemos que el radical de un médulo M, rad M, es la interseccion de
todos los submoédulos maximales de M. El top de M, top M se define como el
cociente. de M sobre su radical, es decir, top M = M /rad M.

Sea M un A-modulo. El zécalo de M, soc M, es el submoédulo de M generado
por todos los submodulos simples de M.

Los tnicos morfismos minimales que casi se parten a derecha que no son
suryectivos son de la forma rad P — P, con P un A-médulo proyectivo indes-
componible.

Los tnicos morfismos minimales que casi se parten a izquierda que no son
inyectivos son de la forma I — [/soc, con I un A-mdédulo inyectivo indescom-
ponible.

En virtud de ello, recordemos el siguiente resultado.

Lema 1.5.6 (a) Sea P un A-mddulo indescomponible proyectivo. f: X — P
es un morfismo minimal que casi se parte a derecha si y solo si f es un
monomorfismo, con imagen rad P.

(b) Sea I un A-mddulo indescomponible inyectivo, entonces g : I — Y es
un morfismo minimal que casi se parte a izquierda si y solo si g es un
epimorfismo con nicleo soc 1.

La siguiente proposicién nos brinda un método constructivo para calcular el
trasladado de Auslander-Reiten. Primero recordemos el funtor Nakayama:

Definicién 1.5.7 El funtor Nakayama de mod A se define como
v = DHomu(—, A) : mod A — mod A.
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El funtor Nakayama induce una equivalencia de categorias entre las subcate-
gorias plenas de mod A, proj A e inj A, donde la primera tiene como objetos a
los médulos proyectivos, y la segunda a los médulos inyectivos, ([6, Capitulo III,
Proposicién 2.10]).

Para presentar la préxima proposicion es necesario recordar la definicién de
presentacion proyectiva minimal de un modulo.

Definicién 1.5.8 Consideremos M € mod A. Un epimorfismo h : P — M se
denomina la cubterta proyectiva de M, si P es un modulo proyectivo y si para
cada submodulo X de P, la tqualdad Ker h + X = P tmplica que X = P.

Una sucesion ezacta Py 2 Py 2% M — 0 es una presentaciéon proyectiva
minimal del mddulo M, si los morfismos Py 2% M y P, 23 Ker py son cubiertas
proyectivas.

Consideremos L € mod A. Un monomorfismo u : L — I se denomina la
envolvente inyectiva de L, si I es un modulo inyectivo y cada submaodulo no
nulo X de I tiene interseccion no nula con Imu.

-, ’lLO ul o » . .
Una sucesion ezacta 0 — L — I° =5 I' es una presentacién inyectiva

0
minimal del mdédulo L, si los morfismos L % I° y Imu' < I' son envolventes
myectivas.

Proposicién 1.5.9 Sea P, 2 Py 2% M una presentacion proyectiva minimal
del A-mddulo M. Entonces existe una sucesion exacta

0—7M —vP, 225 Py 2% vM — 0

donde v es el funtor Nakayama.

Se puede probar que si M y N son mddulos indescomponibles en mod A,
entonces:

(a) El médulo 7M es nulo si y sélo si M es proyectivo.
(b) El médulo 77! N es nulo si y s6lo si N es inyectivo.

(c) Si M es un médulo no proyectivo, entonces 7 M es un médulo indescompo-
nible no inyectivo y 777 M = M.

(d) Si N es un médulo no inyectivo, entonces 7' N es un médulo indescompo-
nible no proyectivo y 77 !N = N.
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Teorema 1.5.10 Sea A un dlgebra de artin.

(1) Si M es un médulo indescomponible no proyectivo entonces existe una su-
cesion que casi se parte que termina en M :

0O— ™M —27—M—N0.

(2) Si M es un mddulo indescomponible no inyectivo entonces existe una suce-
sion que casi se parte que comienza en M :

0—M-—E—717'M-—0.

Se puede demostrar que las sucesiones que casi se parten son unicas, salvo
isomorfismos.

Definicién 1.5.11 Sea A un dlgebra y consideremos M un A—mddulo no pro-
yectivo (no inyectivo) indescomponible. Denotamos por a(M) (o/ (M), respectiva-
mente) el nimero de sumandos indescomponibles del término del medio que tiene
la sucesion que casi se parte que termina (que comienza, respectivamente) en M.

Sea I' una componente de I'yoq 4. Decimos que a(I') < m, para algin nimero
natural m, si a(M) y o/ (M) es menor o igual que m para todo M € ', siempre
y cuando las sucesiones estén definidas.

Observacion 1.5.12 La sucesion que casi se parte que empieza en un A-mddulo
simple proyectivo S; = P; tiene la siguiente forma:

0—S; —>@ijj — 7718, =0
i

donde S; es el simple proyectivo relacionado con el vértice i € (Qa)o, Pj repre-
senta al mddulo proyectivo indescomponible relacionado con el vértice j € (Qa)o
ym; = dimkIrr(Si, P])

A continuacién presentaremos la formula de Aulander-Reiten.

Teorema 1.5.13 [6, Capitulo IV, 2.13] Sea A una k-dlgebra y sean M, N dos
A-mddulos en mod A. Entonces existen isomorfismos

Ext} (M, N) = DHom , (7 'N, M) = DHomu (N, ™M)
que son funtoriales en ambas variables.
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Nota: Hom (M, N) es el k- espacio vectorial de morfismos de M a N que estd
definido como el cociente de espacios vectoriales

I—I(j_m14(M7N) = HomA(MaN)/P(MvN)

donde P(M, N) denota al subconjunto de Hom (M, N) de los morfismos que
factorizan por un A-modulo proyectivo.

Asimismo Hom 4 (M, N) es el k- espacio vectorial de morfismos de M a N que
esta definido como el cociente de espacios vectoriales

Homa(M, N) = Homa(M, N)/Z(M, N)
donde Z(M, N) denota al subconjunto de Homy (M, N) de los morfismos que

factorizan por un A-moédulo inyectivo.

Recordemos que un A-médulo M tiene dimensién proyectiva, dp M, igual
a m, si existe una sucesion exacta de la forma

0P "™mp . . SPBPpMM o

con P; A-mdédulos proyectivos, para ¢ = 1,...,m, y no existe una sucesion exacta
de la forma

0= Py ™5 Ppo— . P P M5 0
con P, A-médulos proyectivos, para ¢ =1,...,m — 1.

Dualmente se define la dimensién inyectiva, di M, de un A-médulo M.

Se puede demostrar que si dp M < 1 y N es arbitrario, entonces existe un
isomorfismo k-lineal Ext!, (M, N) & DHom (N, 7M), [6, Capitulo IV, Corolario
2.14].

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.5.14 [6, Capitulo IV, Corolario 2.15] Sean A un dlgebra y M, N mddulos
en mod A.

(a) SidpM <1 ydiN <1 entonces eziste un isomorfismo k-lineal
Hom (N, 7M) = Homyu (7' N, M).
(b) SidpM <1, diTN <1 y N es un modulo indescomponible no proyectivo
entonces existe un isomorfismo k-lineal
Homy (7N, 7M) = Homa(N, M).
(c) SidpT™*M <1, diN <1y M es un mddulo indescomponible no inyectivo
entonces existe un isomorfismo k-lineal

Hom(77'N,77'M) = Hom4 (N, M).
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1.6. Algebras hereditarias.

En esta seccion introduciremos las algebras hereditarias, y daremos algu-
nas caracterizaciones de las mismas.

Definicién 1.6.1 Un dlgebra A se dice hereditaria a derecha si cualquier
ideal a derecha de A es un A-mdodulo proyectivo.
Dualmente se define dlgebra hereditaria a izquierda.

Mencionemos algunas caracterizaciones de las algebras hereditarias a derecha.
El lector interesado puede referirse a [6, Capitulo VII, Seccién 1].

Lema 1.6.2 Sea A un dlgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es hereditaria a derecha.
(b) La dimension global de A es a lo sumo uno.
(¢) Cada submddulo de un A-mddulo proyectivo a derecha es proyectivo.
(d) Cada cociente de un A-mddulo inyectivo a derecha es inyectivo.

(e) Cada submddulo de un A-mddulo proyectivo a derecha finitamente generado
es proyectivo.

(f) Cada cociente de un A-mddulo inyectivo a derecha finitamente generado es
myectivo.

(9) Elradical de cualquier A-mddulo proyectivo a derecha finitamente generado
es proyectivo.

(h) El cociente de un A-mddulo inyectivo a derecha finitamente generado sobre
su zocalo es inyectivo.

Un &lgebra de dimension finita es hereditaria a derecha si y sélo si es here-
ditaria a izquierda. Por lo tanto, de ahora en adelante vamos a mencionar a las
algebras hereditarias sin hacer ninguna especificacion.

Lema 1.6.3 [6, Capitulo VII, Lema 1.6] Sea A una k-dlgebra hereditaria bdsica,
e y € idempotentes primitivos de A. Entonces existe un isomorfismo de k-espacios
vectoriales

Irr(e’A, eA) = e(rad A/rad®A)e’.

La siguiente es una caracterizacion muy importante de las algebras heredita-
rias:
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Lema 1.6.4 [6, Capitulo VII, Teorema 1.7]

(a) Si Q es un carcaj finito, conexo y aciclilo, entonces el dlgebra A = kQ es
hereditaria y Q4 = Q.

(b) Si A es un dlgebra hereditaria bdsica y conezxa y {ey,...,e,} es un conjunto
completo de idempotentes primitivos ortogonales de A, entonces

(i) el carcaj Q4 de A es finito, conexo y aciclico.
(ii) las k-dlgebras A y kQa son isomorfas.

Como una consecuencia inmediata del Lema 1.6.3 se deduce el siguiente re-
sultado.

Lema 1.6.5 Sea A ~ kQ 4 un dlgebra hereditaria. Existe un morfismo irreducible
f : P, — P, entre maodulos proyectivos indescomponibles en mod A si y solo si
existe una flecha a — b en Q4.

Analogamente se puede enunciar el resultado anterior para moédulos inyectivos.

A continuacién enunciaremos el teorema de Gabriel, que caracteriza a las
algebras hereditarias de tipo de representacion finito.

Teorema 1.6.6 [6, Capitulo VII, Teorema 5.10] Sea QQ un carcaj finito, conexo y
aciclico. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y A = kQ el dlgebra de caminos
de Q. Entonces el dlgebra A es de tipo de representacion finito si y solo si el grafo
subyacente Q de Q es uno de los diagramas Dynkin, los cuales son:

A,: e . ) ° n>1
)
D, : \o ° ° e n>4
o/
°
|
Eg: o ° ° ° °
°
|
Er ° ° ° ° ° °
°
|
Eg ) ° ) ) . ° °
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Observacién 1.6.7 A partir del Lema 1.6.4 y del Teorema 1.6.6, podemos afir-
mar que los diagramas Dynkin representan algebras hereditarias de tipo de re-
presentacion finito.

1.7. Grados de morfismos irreducibles

En esta seccion introduciremos el concepto de grado de un morfismo irre-
ducible, dado por S. Liu en [36]. Esta herramienta es de gran importancia para
presentar un resultado de C. Chaio [16], que sera fundamental para la demostra-
cién de los resultados principales de esta tesis.

Definicién 1.7.1 Sea A un dlgebra de artin y sea f: X — Y un morfismo irre-
ducible en mod A con X oY indescomponibles. Decimos que el grado a izquier-
da de f es infinito si, para cualquier entero positivo n, cualquier Z € mod A y
cualquier morfismo g € R (Z, X) \ R"(Z, X)), tenemos que fg ¢ R""*(Z, X).
En caso contrario, decimos que el grado a tzquierda de f es igual a m, st m es
el menor entero positivo tal que existe un morfismo g € R™(Z, X) \ R™(Z, X)
para algin Z € mod A, tal que fg € R™(Z, X). Notamos al grado a izquierda

de f por di(f).
Dualmente, podemos definir el grado a derecha de f, que es denotado por

d.(f)-

K. Igusa y G. Todorov demostraron el siguiente resultado, el cual es muy
utilizado en la teoria de grados de morfismos irreducibles.

Proposicién 1.7.2 [33, Apéndice] Sea A un dlgebra de artin y para i =1,...,n
sean f;  X; — X;11 morfismos irreducibles, donde X; es un mddulo indescom-

ponible en mod A para cada j = 1,...,n+ 1. Si el camino X ELN Xg — ... n,
X411 es seccional, entonces se verifica que

foof1 € RM(X1, Xngr) \ RVTHXD, X)),

Como una de las primeras caracterizaciones en la teoria de grados, S. Liu
probé el siguiente resultado.

Proposicién 1.7.3 [36, Proposicién 1.12] Sea f : X — Y un morfismo irredu-
cible en mod A con X oY A-mdodulos indescomponibles. Entonces,

(1) di(f) =1 siy sdlo si f es un morfismo que casi se parte minimal a derecha
sobreyectivo.
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(2) d.(f) =1 siysdlosif esun morfismo que casi se parte minimal a izquierda
myectivo.

Los siguientes resultados, dados en el contexto de algebras de dimension finita
sobre cuerpos algebraicamente cerrados, son de gran utilidad para el calculo del
grado de un morfismo irreducible.

Teorema 1.7.4 [23, Teorema C] Sean A un dlgebra de tipo de representacion
finito y f : X — Y un morfismo wrreducible con X indescomponible. Sea I' la
componente de Auslander-Reiten de A que contiene a X y sea n € N.

(a) Sidi(f)=n, entonces existen Z € T y h € R"(Z, X)\R"(Z, X) tales que
fh=0.

(b) Sid.(f) =mn, entonces existen Z € T y h € R(Y, Z)\R"T(Y, Z) tales que
hf =0.

Proposicién 1.7.5 [23, Proposicién 3.4] Sean A un dlgebra de tipo de represen-
tacion finito y f : X — Y un morfismo irreducible en mod A con X un mddulo
indescomponible. Sea T' la componente de Auslander-Reiten de T'yoqa que con-
tiene a X y n un numero entero, tal que n > 1. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) di(f) =n.

(b) [ es epimorfismo y el morfismo inclusion ker(f) : Ker(f) — X es tal que
ker(f) € R"(Ker(f), X) \ R"™ (Ker(f), X).

El siguiente resultado dado en [21] caracteriza a los grados finitos sobre com-

ponentes I' de I',, /4, con a(I") < 2.

Proposicién 1.7.6 Sea A un dlgebra y I' una componente de I'oqa tal que
al') < 2. Sea f: M — N un morfismo irreducible con M,N € I'. Entonces
di(f) = n siy sélo si existe una configuracion de sucesiones que casi se parten

como sigue:
Ker(f) ZTNl ““““““““““““ /Nl\ (11)
fl\*ﬂ\/2 ,,,,, T N,
P
TN3 Nn—l
7
TN, \ N
T



donde Ker(f) = 7Ny — ... = 7N, = M es un camino seccional de longitud n
Y [l fi=0yaKer(f)) =1. Mds ain, di(g;) =i para todo 1 < i < n.

Teorema 1.7.7 [20, Teorema 2.26] Sea A un dlgebra y I' una componente de
Thoda que satisface que a(T') < 2. Sea f = (f1, f2)' : X = Y1 @ Ys un morfismo
irreducible con grado a izquierda finito y X,Y1,Ys € T'. Entonces di(f) = di(f1) +

di(f2)

Dualmente se pueden enunciar los resultados para calcular el grado a derecha
finito de un monomorfismo.

En [23] los autores dieron condiciones equivalentes, en términos de morfismos
irreducibles y grados, para saber si un algebra es de tipo de representacion finito.
Enunciaremos algunos resultados:

Teorema 1.7.8 [23, Teorema A] Sea A un dlgebra. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) A es de tipo de representacion finito.

(b) Para cada A-mddulo inyectivo indescomponible I que no es simple, la pro-
yeccion I — I/soc(1) tiene grado a izquierda finito.

(¢) Para cada A-mddulo proyectivo indescomponible P que no es simple, el
morfismo irreducible rad P — P tiene grado a derecha finito.

(d) Para cada epimorfismo irreducible f : X —Y con X oY indescomponibles,
el grado a izquierda de f es finito.

(e) Para cada monomorfismo irreducible f : X —Y con X oY indescomponi-
bles, el grado a derecha de f es finito.

El objetivo es calcular el indice de nilpotencia del radical de la categoria
de médulos de un algebra de tipo de representacién finito. Para ello, por [16],
es suficiente estudiar los morfismos cuyo dominio es un médulo inyectivo indes-
componible y los morfismos que tienen como codominio un médulo proyectivo
indescomponible.

A continuacién presentaremos algunos resultados dados en [16] que nos seran
de utilidad a lo largo de esta tesis.
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Lema 1.7.9 Sea A = kQa/I4 un dlgebra de tipo de representacion finito. Sea
f P, = I, un morfismo no nulo del A—mddulo proyectivo correspondiente
al vértice a € (Qa)o al A-mddulo inyectivo indescomponible correspondiente al
vértice b € (Qa)o. Si f no factoriza a través del médulo simple S,, entonces
existe un morfismo que no es un isomorfismo ¢ : I, — I, tal que pf # 0 y of
factoriza a través de S,.

A continuacién enunciaremos el resultado dual.

Lema 1.7.10 Sea A = kQ /14 un dlgebra de tipo de representacion finito. Sea
f P, = I, un morfismo no nulo del A—mddulo proyectivo correspondiente
al vértice a € (Qa)o al A-mddulo inyectivo indescomponible correspondiente al
vértice b € (Qa)o- Si f no factoriza a través del mddulo simple Sy, entonces
existe un morfismo que no es un isomorfismo p : P, — P,, tal que fo #0 y fo
factoriza a través de Sp.

Lema 1.7.11 [16, Lema 2.3] Sea A = kQ/I un dlgebra de dimension finita sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado y asumamos que A es de tipo de representacion
finito. Sea h : M — N un morfismo no nulo entre A-mddulos indescomponibles.
Entonces existe una composicion no nula P, — M N 1,, donde P, e I, son
los maodulos indescomponibles proyectivo e inyectivo, respectivamente, para algin
vértice a € Q.

El préximo corolario nos asegura que alcanza con estudiar los morfismos de
P, en I, para obtener el indice de nilpotencia de f(mod A).

Corolario 1.7.12 [16, Corolario 1] Si R™(P,, 1,) = 0 para todo a € Qo, entonces
R"™(M, N) =0 para todos los mdédulos M, N en mod A.

Maés atin, en [16] se prueba que basta con estudiar los caminos no nulos de la

forma P, ~ I, en T que se factorizan por el simple S,,. Para ello recordemos

mod A’
la siguiente notacion presentada en el mismo articulo.

Notacién 1.7.13 Sea A = kQ4/I4 un algebra de tipo de representacién finito
y consideremos a un vértice de Q4. Sean P,, I, y S, los A-médulos proyectivo,
inyectivo y simple correspondientes al vértice a, respectivamente. Definimos al
numero n, como sigue:

e Si P, =.5,, entonces n, = 0.

e Si P, # S,, entonces n, = d.(t,), donde ¢, es el morfismo irreducible
Lo : rad(P,) — P,.

32



Dualmente definimos al ntimero m, como sigue:
e Sil,=S,, entonces m, = 0.

e Si I, # S,, entonces m, = d.(6,), donde 6, es el morfismo irreducible
O, : 1, — 1,/soc(1,).

Finalmente definimos r, = m, + ng.

Lema 1.7.14 [16, Lema 2.4] Sea A = kQ/I un dlgebra de tipo de representacion
finito. Dado a € Qq, consideremos P,, S, e I, los A-mddulos proyectivo, simple e
inyectivo correspondientes al vértice a, respectivamente. Sea r, el numero definido
en la Notacion 1.7.13. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Cada morfismo no nulo f : P, — 1, que factoriza a través del A-mddulo
simple S, es tal que f € R (P, I,) \ R Py, I,).

(b) Cada morfismo no nulo f : P, — 1, que no factoriza a través del A-médulo
simple S, es tal que f € RF(P,, 1,) \ RF (P, 1), con 0 < k < r,.

Observacién 1.7.15 Como consecuencia directa del Lema 1.7.14 y la Obser-
vacién 1.3.2 se deduce que si un morfismo h pertenece a R¥(P,, 1,), entonces
kE<r,.

Estamos en condiciones de enunciar el resultado mas importante de esta sec-
cién, dado por C. Chaio en [16].

Teorema 1.7.16 [16, Teorema 2.5] Sea A = kQa/Ila un dlgebra de tipo de re-
presentacion finito. Entonces el indice de nilpotencia R(mod A), ra, estd dado
por

ra= méX{Ta}aE(QA)o +1,

es decir, R™4 (mod A) = 0, mientras que R™ ' (mod A) # 0.

Como una consecuencia directa, se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 1.7.17 Sean A = kQa/Ia un dlgebra de tipo de representacion fini-
to y ra el indice de nilpotencia de R(mod A). La composicion de ry morfismos
irreducibles entre modulos indescomponibles en mod A es nula.

Transcribiremos la siguiente observacién de [16], la cual utilizaremos con fre-
cuencia en la proxima seccion.
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Observacion 1.7.18 Sean A un algebra de tipo de representacién finito y r4
el indice de nilpotencia de R(mod A). Entonces el nimero 74 se puede dar en
funcion de la longitud del camino no nulo més largo de morfismos irreducibles de
un A-modulo proyectivo P, hasta el A-mdédulo inyectivo I, pasando a través del
simple S,, todos correspondiente al mismo vértice, a. Mas precisamente,

ra = max{l(P, ~ S, ~ ]a)}aE(QA)o + 1.

A continuacién enunciaremos algunos resultados que relacionan la composi-
ciéon de morfismos irreducibles con la potencia del radical a la cual pertenece.

Ya hemos enunciado que si la composicién de n morfismos irreducibles en-
tre médulos indescomponibles pertenece a un camino seccional, entonces dicha
compisicon no pertenece a la potencia n + 1 del radical.

El siguiente resultado es de gran utilidad para nuestra tesis. Su enunciado y
demostracion se encuentra en [23, Proposicién 5.1].

Proposicién 1.7.19 Sea A un dlgebra y consideremos I' una componente de
[oaa con valuacion trivial. Seann > 1 y X1, ..., X,, modulos en I". Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes.

(a) Existen morfismos irreducibles h; : X; — X;y1 tales que la composicion
By .. hy € RH(X, X, 00)\ {0}

(b) Existen morfismos irreducibles f; : X; — Xiv1 y morfismos €; : X; — Xiq
tales que fr...f1=0,¢6,...61#0ye; = fi 0g; € R*(X;, X;41) para cada
1.

El siguiente resultado es para dlgebras dirigidas, es decir, su carcaj de Auslander-
Reiten es un carcaj dirigido.

Proposicién 1.7.20 [26/[Corolario 2.11] Sea A un dlgebra dirigida. Considere-
mosn > 1y h; : X; — X1 morfismos irreducibles para 1 < i < n, y cada
X; € Thoana para 1 <i <n+ 1. Entonces h,, ... hy € R (X1, X,,41) siy sdlo si
Ry ...hy =0.
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Capitulo 2

Grados en un algebra de cuerdas.

Basandose en el articulo de B. Wald y J. Waschbiisch, [39], las dlgebras de
cuerdas fueron estudiadas por Butler y Ringel en [14] y han tenido un rol im-
portante en la teoria de representaciones de algebras dando la posibilidad de
describir su categoria de mddulos en forma combinatoria. No sélo caracteriza-
ron sus médulos indescomponibles (médulos cuerdas o médulos bandas), sino
que también describieron la estructura de todas las componentes de su carcaj de
Auslander-Reiten.

En este capitulo vamos a calcular los grados (finitos) de cualquier morfismo
irreducible, con dominio o codominio indescomponible, a partir del carcaj con
relaciones que representa a un algebra de cuerdas. En particular, vamos a deter-
minar el indice de nilpotencia del radical de la categoria de médulos de un dlgebra
de cuerdas de tipo de representacion finito, a partir del carcaj con relaciones del
algebra.

En la primera seccién introduciremos definiciones y resultados preliminares
de las algebras de cuerdas, y luego presentaremos los resultados obtenidos en este
contexto.

2.1. Preliminares sobre las algebras de cuerdas.

Comenzaremos con la definicién de algebra de cuerdas dada en [14].

Definicién 2.1.1 Sea A = kQa/Is una k-dlgebra de dimension finita, donde
kQ 4 es el dlgebra de caminos del carcaj de Q 4. El dlgebra A es llamada algebra
de cuerdas si satisface las siguientes condiciones:

(1) Cada vértice del carcaj Q4 es el punto inicial de a lo sumo dos flechas y es
el punto final de a lo sumo dos flechas.
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(2) Dada una flecha 3, existe a lo sumo una flechay con s(B) = e(y) y By & La;
y eziste a lo sumo una flecha v con e(8) = s(y) y v5 & La.

(3) El ideal 14 estd generado por caminos de @ 4.

Recordemos que un paseo en () de longitud n, con n > 0, es una secuencia
w = ¢,...c1, donde cada ¢; es una flecha o la inversa formal de una flecha tal que
e(c;) = s(ciy1) parai=1,...,n — 1.

Diremos que un paseo es reducido si w es trivial o si w = ¢,...c; entonces
ciy1# ¢ ' parai=1,...,n—1.

Sea A = kQ4/I4 un algebra de cuerdas. Una cuerda en ()4 consiste en un
camino trivial €,, con v € (Q4)p 0 un paseo reducido C' = ¢,...c; de longitud
n > 1 tal que ningin subpaseo propio ¢;4...c;11¢; ni su inverso pertenecen a [ 4.

Decimos que una cuerda C' = ¢,...c; es una cuerda directa si todo ¢; es una
flecha, para 1 < i < n. De forma similar decimos que C' es una cuerda inversa
si todo ¢; es la inversa de una flecha, para 1 < ¢ < n. Notemos que las cuerdas
directas son caminos en (4. En este trabajo vamos a considerar a los caminos
triviales &,, con v € (Q4)o, tanto cuerdas directas como inversas.

Sea C' = ¢,...c; una cuerda en () 4. Una subcuerda de C es una cuerda de la
forma ¢, y4...c,, donde 1 < ryr+s<n.

Para cada cuerda C, se define un A-médulo indescomponible M (C') llamado
modulo cuerda, como sigue:

Si C = g, es el camino trivial en v € (Q4)o, entonces M(C) = S, es el
A-médulo simple correspondiente al vértice v.

Consideremos ahora una cuerda C' = ¢,...c;, con n > 1. Vamos a etiquetar a
los vértices que aparecen en C' de la siguiente manera:

e Denotamos por u(i) = s(¢;) para 1 <i<nyun+1)=e(c,).
e Para cada vértice v en (D4, definimos el conjunto I, como

I = {i|uli) =v} C{1,...,n+1}.

El médulo M (C') lo definimos como la representacién (M, fa)ve(@a)o,ac(@a),» don-
de para cada vértice v € (Qa)o,

M. — 0 sil, =10
" | K™ en caso contrario, donde m = card([,)
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Sea ahora o : u — v una flecha en Q4. Si M, = 0 o M, = 0, entonces f, es
la transformacion lineal nula. En caso contrario, vamos a definir a f, : M, — M,
en una base B, de M,. En efecto, consideremos B, = {z; | ¢ € I,} una base
ordenada de M, (en el sentido en que z; < z; si i < j).

e Sia = ¢, entonces fo(2;) = zit1.
e Sia!=c¢;, entonces fo(zi41) = 2.

e Siexiste z; € B, que no satisface ninguna de las dos condiciones anteriores,
entonces fq(2;) = 0.

De esta forma obtenemos una representacién de M (C') que satisface las rela-
ciones de 4. Méas ain, M(C) ~ M(C™).

Mostraremos la representacién de un modulo cuerda en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.2 (a). Consideremos el algebra de cuerdas dada por la siguiente
presentacion

1_2-"3 con [ =< Ba >
B

Consideremos la cuerda C' = v8 ta~ty~! = ¢4c3¢9¢1. Representemos a dicha
cuerda de la siguiente manera:

En el siguiente cuadro vamos a calcular para cada vértice u € @Qq, los conjuntos
Iy, My y By

w | 1| 2 | 3
Lo | {3} | {24} | {15}
M,| k| K k2

B, {23} {22, 24} {2’1, Zs}
Ya tenemos definidos los espacios vectoriales en cada vértice. A continuacion
definiremos las transformaciones lineales en cada flecha.
Comencemos definiendo f, : M; — M. Para ello definiremos f, sobre cada
I = ¢y, entonces f,(z3) = 22. Dado que
la base ordenada By es {zs, 24}, resulta que

fa= (1 0).

elemento de la base By = {z3}. Como a~
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Consideremos ahora la flecha 5 € (Q4)1 y definamos fz : My — M, sobre la
base By = {29,24}. Como B! = c3, entonces f5(z4) = z3. Mds atin, como ni la
flecha 8 ni su inversa aparecen nuevamente en la cuerda C, entonces fz(z2) = 0.
Por lo tanto,

fa=1(01).

Notemos que fgf, = 0, correspondiente a la relaciéon So = 0

Por tltimo definamos f, : My — Mj. Nuevamente, a dicha transformacién
lineal vamos a definirla sobre la base By = {z3,24}. Como v~1 = ¢;, entonces
f+(22) = z1; y como v = ¢4, entonces f,(z4) = 2z5. Por lo tanto,

. 10
f7:1d2x2:(0 1)

En conclusién, una representacion del médulo cuerda M (C') es la siguiente:

aor
S e
© 1)

Para un mejor entendimiento, en general vamos a denotar a los médulos cuer-
das a partir de su serie de Loewy. En particular, el médulo cuerda M (C) queda
representado de la siguiente manera.

M(C):

Teorema 2.1.3 Sea A un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion finito,
entonces todos los A-mddulos indescomponibles son modulos cuerdas.

Observaciéon 2.1.4 Recordemos que los médulos bandas se definen a partir de
cuerdas C' que satisfacen que para todo niimero natural n, C™ es una cuerda. Si
consideramos un algebra de cuerdas de tipo de representacion finito, no existen
cuerdas que satisfagan dicha condicion.

A lo largo de este capitulo utilizaremos la nocién de cuerdas que comienzan
o terminan en un pico o en una profundidad. Recordemos su definicion, dada en

[14].
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Definicién 2.1.5 Diremos que una cuerda C comienza en una profundidad
(en un pico, respectivamente) si no existen flechas 3 en Q4 tales que CB3~' (CB,
respectivamente) es una cuerda.

De manera dual se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.1.6 Diremos que una cuerda C' termina en una profundidad
(en un pico, respectivamente) si no existen flechas 3 tales que SC (B71C, res-
pectivamente) es una cuerda.

Es claro que si C' es una cuerda que comienza en un pico (en una profun-
didad, respectivamente) entonces C~! termina en un pico (en una profundidad,
respectivamente).

Observacion 2.1.7 [14] Sean C'y D cuerdas y 8 una flecha de Q4 tales que
CpD es una cuerda. Entonces M (C') es un submédulo de M (CBD). Més ain, el
cociente M (CBD)/M(C) es isomorfo a M (D).

Dualmente, si C'y D cuerdas y 3 una flecha de Q4 tales que C37'D es una
cuerda, entonces M (D) es un submédulo de M(CB371D). Mis atn, el cociente
M(CB~'D)/M (D) es isomorfo a M(C).

El siguiente lema es un resumen de algunos lemas que se encuentran en [14]
y que son esenciales para el desarrollo de este capitulo.

Lema 2.1.8 Sean A = kQa/I4 un dlgebra de cuerdas y C una cuerda en Q4.
Se satisfacen los siguientes enunciados:

(a) Si C' no comienza en un pico, entonces existen una flecha B y una cuerda
directa D tal que la cuerda C, = CBD~! comienza en una profundidad.
Mas ain, el morfismo inclusion M(C) — M(C}) es un monomorfismo
wrreducible.

(b) Si C' no termina en un pico, entonces existen una flecha B y una cuerda
directa D tal que la cuerda ,C = DB 'C termina en una profundidad.
Mas ain, el morfismo inclusion M(C) — M(,C) es un monomorfismo
wrreducible.

(c) Si C no comienza en una profundidad, entonces existen una flecha B y una
cuerda directa D tal que la cuerda C. = CB~'D comienza en un pico. Mds
atn, el morfismo proyeccion M (C.) — M(C) es un epimorfismo irreducible.
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(d) Si C' no termina en una profundidad, entonces existen una flecha  y una
cuerda directa D tal que la cuerda .C = D™'BC termina en un pico. Mds
atn, el morfismo proyeccion M(.C) — M(C) es un epimorfismo irreduci-
ble.

Observacién 2.1.9 Dada una cuerda C| sigue de la definicién de las algebras
de cuerdas que las cuerdas Cj,, ,C, C. y .C (en caso de que existan) son tnicas.
En efecto, consideremos una cuerda C' que no comienza en un pico. Entonces
existe una flecha 8 € (Q4); tal que CB es una cuerda. Por la Definicién 2.1.1,
la flecha [ es unica. Si C'f es una cuerda que comienza en una profundidad
entonces C, = C'3. En caso contrario, existe una tnica flecha a; tal que CBa;!
es una cuerda. Si C'Sa; " es una cuerda que comienza en una profundidad entonces
Cj, = CBa;*. En caso contrario, iteramos el mismo argumento una cantidad finita

1

de veces y obtenemos que O}, = CBa;’...a; ! es una cuerda que comienza en

.
una profundidad. Debido a que las flechas 3, aj, 7 = 1,...,r, son unicas, resulta
que la cuerda Y, es unica.

Con argumentos similares podemos demostrar que las cuerdas ,C, C. y .C

son unicas.

Dada A un algebra de cuerdas, estamos en condiciones de describir a los
A—moédulos proyectivos e inyectivos indescomponibles en funcién de las cuerdas.

Sea u un vértice de ) 4, el médulo proyectivo P, correspondiente al vértice u
es un médulo cuerda. Més precisamente, P, = M(CoC; ') donde Oy = vy ... y
Cy = A\, ... A1 son caminos (o cuerdas directas) que terminan en una profundidad,
con s(Cy) = v = s(Cy).

Los sumandos indescomponibles de rad P, estan dados por los médulos Ry =
Moyt .. azl) vy Ry = M(\,...)\s). Sin pérdida de generalidad, si suponemos
que rad P es indescomponible, entonces podemos considerar Ry = 0, es decir que
Cy = ¢g,.

De manera similar, el médulo inyectivo [, correspondiente al vértice u es
un médulo cuerda. Mas precisamente, I, = M(D,'D;) donde Dy = 7,...7, y
Dy = (1...0, son caminos (o cuerdas directas) que comienzan en un pico, con
e(D1) =u=e(Dy).

Los sumandos indescomponibles de I /soc I, estén dados por los médulos J; =
M(yy...v) y Jo = M(B7 ... 3. Si I/soc, es indescomponible, sin pérdida
de generalidad consideraremos J; = 0, es decir que Dy = &,,.

En [14] se prueba que dada A un algebra de cuerdas entonces a(I',;, 4 4) < 2,
es decir, que todas las sucesiones que casi se parten tienen a lo sumo dos términos
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del medio indescomponibles. A continuaciéon describiremos las sucesiones que casi
se parten de los médulos cuerdas.

Las sucesiones que casi se parten con un tinico término del medio indescom-
ponible se construyen de la siguiente manera. Para cada flecha [, consideremos
la cuerda B = By '8B; " que comienza y termina en un pico, donde By y B; son
caminos en @ 4. Vamos a denotar por U(3) y V() los médulos cuerdas M (B; ')
y M(B;'), respectivamente. Existe una sucesién que casi se parte de la forma

0— UB) — M(B) — V() —0 (2.1)

Mas atn, toda sucesién que casi se parte con un unico término del medio indes-
componible es de la forma (2.1). Estas sucesiones estan indexadas, en una forma
natural, con la cantidad de flechas de () 4.

Asimismo, en [14] se describen todas las sucesiones que casi se parten con dos
términos del medio indescomponibles que comienzan en un médulo cuerda.

Consideremos C' una cuerda tal que M (C') no es un médulo inyectivo y no es
isomorfo a un médulo de la forma U () descripto en la sucesién (2.1). Describire-
mos la sucesién que casi se parte que comienza en M (C'). Vamos a separar dicha
descripcion en cuatro casos, dependiendo si la cuerda C' comienza o termina en
un pico.

e Si C no comienza ni termina en un pico, entonces tanto Cj, como ,C estan
definidas y existe una sucesién que casi se parte de la forma

e Si (' no comienza pero termina en un pico, entonces C', esta definida. Como
M (C') no es isomorfo a U(f) para ningin 5 € (Q4)1, entonces C' no es una
cuerda inversa. Por lo tanto podemos escribir a C' como C' = C; 'y D, donde
C7 es un camino y D una cuerda. Asi resulta que C' = .D. Mas atn, como
C no comienza en un pico, tampoco lo hace la cuerda D y en consecuencia
D, esta definido. Existe una sucesién que casi se parte de la forma

0 — M(C) — M(D)& M(Cy) — M(Dy) — 0.
e Ahora consideremos el caso en que C' comienza pero no termina en un pico.
Entonces sabemos que existe la cuerda ,C' y dualmente al caso anterior

podemos escribir a la cuerda C' como D., con D una cuerda en () 4. Entonces
existe una sucesion que casi se parte de la forma

0 — M(C) — M(,C)® M(D) — M(,D) — 0.
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e Finalmente consideremos el caso en que C' comienza y termina en un pico.
Como M (C') no es inyectivo, C no es de la forma D; Dy, con D; y Dy cuer-
das directas. Por consiguiente, podemos escribir a C' como C;'vDB~1CY,
donde C7 y C5 son caminos y D una cuerda. De esta manera resulta que
C = .D. y existe la siguiente sucesién que casi se parte

0— M(C)— M(D,) ® M(.D) — M(D) — 0.
Dualmente, se pueden describir las sucesiones que casi se parten que termi-

nan en un moédulo cuerda M(C), analizando si C' comienza o termina en una
profundidad.

En el siguiente ejemplo describiremos algunas sucesiones que casi se parten.

Ejemplo 2.1.10 Consideremos el dlgebra de cuerdas dada por la siguiente pre-

sentacién
o
1_2-"-3 con I =< Ba >
B

Vamos a calcular una sucesion que casi se parte con un tnico término del medio
indescomponible. En efecto, consideremos la flecha v : 2 — 3, entonces la cuerda
B =e3'"y8'a~'y~! comienza y termina en un pico. Siguiendo la notacién intro-
ducida anteriormente, los caminos By y Bs estan dados por By = yaf y By = €3,
respectivamente. Entonces existe una sucesion que casi se parte como sigue:

00— M(egl) — M(Eg_l'yﬁ_lofl'y_l) — M(B_la_lv_l) — 0.

Ahora calculemos una sucesién que casi se parte con dos términos del medio
indescomponibles. En efecto, consideremos la cuerda C' = ya. Notemos que C'
es una cuerda que no comienza en un pico pero si termina en un pico. Entonces
podemos definir la cuerda Cj, = ya 8y~ 1. Més atin, la cuerda C' podemos escribirla
como C' = 5?:17& = .D, donde D en este caso es la cuerda «. Por lo tanto, la
sucesion que casi se parte que comienza en M (C) es:

0 — M(ya) — M(a) @ M(yafBy™t) — M(aBy™t) — 0.

2.2. Grados y algebras de cuerdas

A lo largo de esta seccién consideraremos A un algebra de cuerdas de tipo
de representacién finito. Como sélo trabajaremos con el dlgebra A, simplemente
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vamos a denotar por (@, ) a una presentacién de A, es decir, A ~ kQ/I. Mostra-
remos cémo calcular el indice de nilpotencia de R™(mod A) teniendo en cuenta
solamente la presentacién del dlgebra A.

Recordemos que dado un vértice u en @), el A-moédulo inyectivo I, correspon-
diente al vértice u estd dado por el médulo cuerda M (Dy'Dy), con Dy y Dy son
caminos que comienzan en un pico y e(Dy) = u = e(Dy). J; y Jo denotan los
sumandos indescomponibles de [, /socl,.

Denotaremos por J; (Jo, respectivamente) el A-submédulo de I, tal que el
cociente de I, por J; (Jo, respectivamente) es Jo (J1, respectivamente). Es decir
Jo =1, /71 yJi=1, /72 Observemos que J; v J, son A-médulos indescomponi-
bles. Més atin, J; = M (D) y Jo = M(D>).

De manera similar, el A-moédulo proyectivo P, correspondiente al vértice u
estd dado por el médulo cuerda M(C,Cy'), con C; y Cy son caminos que ter-
minan en una profundidad y s(C}) = u = e(Cs). Ry y R denotan los sumandos
indescomponibles de rad P,.

Denotaremos por R; (R,, respectivamente) el A-médulo cociente de P, por
R, (R, respectivamente), es decir Ry = P,/Ry y Ry = P,/R;. Nuevamente
observemos que R; y Ry son A-médulos indescomponibles. Mas atin, R, = M (C})
y Ry=M (Cy).

De ahora en adelante vamos a fijar un vértice u en el carcaj () y denotaremos
a los modulos proyectivo e inyectivo correspondientes al vértice u simplemente
por P e I, respectivamente.

Para cada A—modulo indescomponible Z definimos los siguientes conjuntos:
Mz ={X €ind A| Z es un submédulo de X} y
Sz={X €indA|3JY €ind A tal que Y es un submédulo de X y X/Y ~ Z}.

El siguiente resultado caracteriza a los conjuntos Mz y Sg; en funcién de
cuerdas del carcaj ordinario de un algebra de cuerdas.

Lema 2.2.1 Sea A = kQ/I un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion fi-
nito. Sean I = M(Dy;*D,) y P = M(CoC[ ") A-médulos inyectivo y proyectivo
indescomponibles, respectivamente, donde Dy = vy ...7vs y Do = [1... 5, son ca-
minos que comienzan en un pico y C1 = aq, ...aq y Co = A, ... A1 son caminos
que terminan en una profundidad. Sean Jy y Jy los sumandos directos indescom-
ponibles de I/socl y Ry y Ry los sumandos directos indescomponibles de radP.
Entonces,

(a) Mz ={M(C) tal que C o C~' pertenece a Cp,}, donde
Cp, = {D;'D donde D es trivial o D =y, D’ con D' una cuerda}.

43



(b) Sg; ={M(D) tal que D o D~' pertenece a D¢, }, donde
D¢, = {CyC donde C es trivial 0 C = a;'C” con C’ una cuerda}.

Demostracién: S6lo probaremos el enunciado (a) ya que el (b) se deduce de
manera dual.

Asumamos que X € M, entonces Jo, € X.Si X = J, entonces X =
M(D;1"). En caso contrario, consideramos C' la cuerda tal que X = M (C). Como
Jo es un submédulo de X podemos considerar que C' = D, 'aD, para algin
a € @y y para D una cuerda. Afirmamos que a = ;. En efecto, como I =
I(u) = M(D;'D;) con u € Qy vy u = e(Ds) = s(D;') = e(a), entonces tenemos
que a lo sumo una de las siguientes condiciones se cumplen: o = (3, 0 bien a = ;.
Si a = B se contradice el hecho que C' es cuerda, ya que C = 3-'... 3, 61D
no seria un paseo reducido. Por lo tanto, tenemos que o = ; y por consiguiente
C € Cp,.

Reciprocamente, es claro que M(D;') = J, € M. Ahora consideremos
C una cuerda tal que C = Dy;'y D, donde D es una cuerda. Luego, por la
Observacién 2.1.7 tenemos que M(D; ') es un submédulo de M (C). Por lo tanto
M(C) e M. O

Observacién 2.2.2 Dado I un A—médulo inyectivo indescomponible con J; y
Jo los sumandos directos de I/soc resulta que I y .J, pertenecen al conjunto
M. Mas atn, I es el inico médulo inyectivo indescomponible que pertenece a

Ahora, si consideramos una cuerda C' de la forma C' = D5 '~ Dy D, clara-
mente D no puede ser trivial, pues de otra manera C' no seria reducida. Notemos
que tanto C' como C~! son cuerdas distintas que pertenecen a Cp,, pero M(C) y
M(C™1) representan al mismo médulo cuerda.

Para facilitar la lectura, a un médulo indescomponible M (C') que pertenece
a Mz tal que M(C) # M(Ds) y M(C) no es de la forma M (D3 "'y, Dy ' Ds)
simplemente escribiremos M (C) = M (D5 'y, D) con D una cuerda.

Podemos notar que el mismo anélisis que se hizo anteriormente para los médu-
los Jy y Ry puede hacerse para J; y Ry ya que I = M(Dy'D;) = M(D;'Ds) y
P = M(CyCt) = M(CiC3 ).

A continuacién presentaremos algunos ejemplos para mostrar cémo se cons-
truyen los conjuntos M=z y Sy

Ejemplo 2.2.3 (a). Sea A = kQ/I el algebra de cuerdas dada por la presenta-
cién
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1

e
YNV N
g

con I, =< fBa >. Vamos a denotar a los médulos indescomponibles teniendo en
cuenta su serie de Loewy.

1
Consideremos [5 = M(e *da) : 26 . Entonces, I5/socl; = Ji(5) & Jo(5)
)
1 - _ 6
donde J;(5) = M(«): 5 ¥ Jo(5) = M(gg): 6. Luego, Jo(5) = M(e7!): 5
Por lo tanto, M = {X;}?_, donde
- 6 26 L
Xi=T=ME: | Xo=ME): ) Xg= T = M(=%a): 26,
)
5 26
Xi=M(87): 56 y Xs = M(=165" 4 1): 35
4
2
Consideremos ahora P, = M(y36~1): 3 5 . Entonces, rad Py = Ry (2)®Ry(2)
4
3 o 2
donde Ry(2) = M(e5): 5 y Ra(2) = M(7y): 4 Luego, Ry(2) = M(v58): 3 .
4
Por lo tanto, Sz; = {X;}i_, donde
2 2
Xi=Ry=M®p): 3, Xo=Po=M(Hp5"): 35,
4 4
26 26
Xz3=MB6e): 35 y Xy= MBI teA™): 357.
4 4

(b). Sea A = kQ/I el algebra de cuerdas dada por la presentacién

1253

B

con la relacion fa = 0.
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2
Sea I3 = M (g3 vap) : ; . Entonces J(3) =0y J5(3) = M(e3") : 3.
3

Luego, Mz = {X;}/_, donde

1
— 2
X;=J(3)=M(ezh) : 3, Xo = M(y) : g X = M(ya): 2,
3
: ? 2
X4:M(’}/ﬁ_1> 13 ,X5—[3:M(’}/Oéﬁ) ) 7X6:M(’y _la_l) 13 )
3
2
X7 =M@yaBy™)=MHB8lay™h: 313 .
2

Notemos que el médulo cuerda X; puede obtenerse mediante dos cuerdas
distintas de C.,.

En la siguiente proposicion describimos las sucesiones que casi se parten que
comienzan (terminan, respectivamente) en un A—modulo indescomponible per-
teneciente a M (Sg;, respectivamente).

Proposicién 2.2.4 Sea A = kQ/I un dlgebra de cuerdas de tipo de representa-
cion finito. Sean I = M(Dy*Dy) y P = M(CyCyY) A-mddulos inyectivo y pro-
yectivo indescomponibles, respectivamente, donde Dy = v, ...vs y Do = By ... 5,
son caminos que comienzan en un pico Yy C7 = ... y Co = N\, ... A1 son
caminos que terminan en una profundidad. Sean Jy y Jo los sumandos directos

indescomponibles de I/socl y Ry y Ry los sumandos directos indescomponibles
de radP.

(a) Sea X un médulo no inyectivo de M. Entonces se satisface uno de los
siguientes enunciados.

(i) Si X = Jy entonces o/ (X) = 1 yO—>Tgi>X’i>Y—>O es una
sucesion que casi se parte con X' € M.

(ii) Si X = M(Dy 'y D~y Dy) entonces o/ (X) =2 y
0- X% x0x "y 50

es una sucesion que casi se parte con X1, Xo € M3y donde f, g, f', ¢’
son epimorfismos con nicleo igual a Js.
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(iii) Si X # Jy y X # M(D5 'y Dyt D) entonces o/ (X) =2 y

JAPWAN
0-x Y xex,"y 0
es una sucesion que casi se parte con Xy € Mg, donde f,g" son
epimorfismos con Ker(f) = Ker(¢') = Jo, y si f',g son epimorfismos
entonces sus nicleos no son iguales a Jo.
(b) Sea Y un mddulo no proyectivo de Sg.. Entonces se satisface uno de los
siguientes enunciados.

(i) Si Y = Ry entonces a(Y) = 1 y0—>Xi>X’i>E—>0 es una
sucesion que casi se parte con X' € Sg;.

(1) SiY = M(Cya;'CayCy) entonces a(Y) =2y

JAPWAN 2
0-xYWxex, "™y 50
es una sucesion que casi se parte con X1, Xy € Sg; y donde f, g, f', ¢
son monomorfismos con contcleo igual a Rs.

(i) SiY # Ry yY # M(Coa;'CayCy) entonces a(Y) =2y
0-x Y x0x, "y 50

es una sucesion que casi se parte con X; € Sg;, donde f, g’ son mono-
morfismos con Coker(f) = Coker(g’) = Rs, y si f', g son monomorfis-
mos entonces sus conicleos no son iguales a Rs.

Demostracién: Sélo probaremos el inciso (a) ya que el (b) se deduce de manera
dual.

(a), (i) Sea X = J,. Luego X = M(D;"). Observemos que D, ' no comien-
za en un pico ya que Dy'7y; es una cuerda. Por lo tanto, (D;'), = Dy'y D
estd definida de manera unica con D una cuerda inversa que comienza en una
profundidad. Entonces existe una sucesion que casi se parte

0— M(DyY) L M(Dy'*yD) % M(D) — 0

donde el término del medio es indescomponible, ver 2.1. Por el Lema 2.2.1(a), el
médulo cuerda M (D5 'y, D) pertenece a M, probando asi el primer enunciado.

(a), (ii) Sea C = Dy'yiDy;'Dy y X = M(C). Como C' es una cuerda que
comienza y termina en un pico, la sucesion que casi se parte que comienza en X
es de la forma

0 — M(C) Y MDDy @ M(D D,) ¢ M(D) — 0.
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Por el Lema 2.2.1(a) tenemos que M (D' D) y M (D~ Dy) = M(Dy'y, D7)
pertenecen al conjunto M. Ademds, en virtud del Lema 2.1.8, el morfismo f :
M(C) — M (D3 '~ D) es un epimorfismo irreducible cuyo nticleo es .J,. Asimismo,
los morfismos g, f/, ¢’ son también epimorfismos irreducibles con nticleo Js.

(a), (iii) Sea X = M(C) tal que X € My, X # Joy X # M(Dy 'y D' Ds).
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que C' = D5 'y, D con D una cuerda.
Como D, ' es una cuerda que termina en un pico, también lo es C. Por ende,
siguiendo la teoria enunciada anteriormente, para describir la sucesion que casi se
parte que comienza en el médulo X tenemos que analizar la cuerda D. En efecto,
D satisface una de las siguientes condiciones:

(1) D comienza en un pico, o
(2) D no comienza en un pico.

Si D satisface (1) entonces D no puede ser una cuerda directa ya que X no es
un médulo inyectivo. Por lo tanto, podemos escribir D = D"a~'D’ con a € Q,
y donde D’ es una cuerda directa. Luego C' = Dy 'y D"a~'D’ y la sucesién que
casi se parte que comienza en X es de la forma:

0— M(C)— M(D"a 'D")® M(D;'~yD") — M(D") — 0

con los dos sumandos directos del término del medio indescomponibles. Ademaés,
por Lema 2.2.1(a) resulta que M(D; 'y D") € M.

Por el Lema 2.1.8, los morfismos M(C) — M (D) y M(Dy'y,D") — M(D")
son epimorfismos con nicleo igual a J,, y los morfismos M (C) — M (D5 '~ D")
y M(D"a™'D") — M(D") son epimorfismos con niicleo igual a M(D’).

Afirmamos que M (D') # J,. De hecho, si suponemos que M(D') = J, en-
tonces D' = Dy o D' = D;'. Asumamos primero que D' = D;'. Como D'
y Dy ! son cuerdas directa e inversa, respectivamente, entonces por la igualdad
éstas deben ser triviales. Escribimos Dy = ¢,,. Luego, la cuerda C' es de la forma
C =g, lviD"a~te,. Mas ain, como D, es trivial existe una tnica flecha ter-
minando en el vértice u, y dado que e(a) = u = e(7y), se tiene que a = 7,
contradiciendo que X = M (C) no es un médulo de la forma M (D5 'y, Dy ' Dy).

Ahora asumamos que D’ = Dy. Debido a que e(«) = u a lo sumo existen dos
posibilidades: &« = 71 0 @« = ;1. Si a = 71, entonces resulta una contradiccién a lo
asumido ya que M (C) serfa de la forma M (D5 'y, D"~; ' D,). Ahora, si a = 3 se
contradice el hecho de que C' es una cuerda, pues no seria un paseo reducido dado
que a tDy = B, . .. B.. Por lo tanto D' # D, y por consiguiente M (D') # J,.

Finalmente, si D satisface (2) entonces D no comienza en un pico y por ende
tampoco lo hace la cuerda C. Luego, D, = DaD’ y C), = CaD' estan definidas,
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donde « es una flecha de Q y D’ es una cuerda. Entonces, la sucesién que casi se
parte que comienza en el médulo X es

0— M(C) — M(Dy'vDaD") @ M(D) — M(DaD') — 0

con M(Dy'yyDaD') € My Més atin, en virtud del Lema 2.1.8, los morfismos
M(C) — M(D) y M(Dy'y,DaD’) — M(DaD') con epimorfismos cuyo niicleo
es M(Dy) = Jy, y M(C) — M(Dy'viDaD'") y M(D) — M(DaD') son mono-
morfismos. Queda asi probada la proposiciéon. O

Recordemos que la Proposicién 1.7.6 presentada en el Capitulo 1 describe
las configuraciones de sucesiones que casi se parten, cuando consideramos un
epimorfismo irreducible entre médulos indescomponibles de grado finito, para
alh) < 2.

El propésito del siguiente resultado es determinar el grado a izquierda de
cualquier morfismo irreducible I — I/socI, donde I es un médulo inyectivo
indescomponible. Para dicho objetivo vamos a considerar cada epimorfismo irre-
ducible de I a un sumando directo indescomponible de I/soc I. Vamos a aplicar
la Proposicion 1.7.6 y probar que los moédulos involucrados en el camino seccio-
nal 0 de tal lema pertenecen al conjunto M. Dualmente, vamos a determinar
el grado a derecha de cualquier morfismo irreducible rad P — P.

Continuando con la notaciéon establecida anteriormente, presentamos el si-
guiente resultado.

Proposicién 2.2.5 Sea A ~ kQ/I un dlgebra de cuerdas de tipo de representa-
cion finito. Se satisfacen los siguientes enunciados.

(a) Sean I = M(Dy'Dy) un A-médulo inyectivo indescomponible (no simple)
y J1, Jo los sumandos directos indescomponibles de I /socl. Sea f: 1 — J;
el epimorfismo irreducible con di(f) =1 > 1. Entonces, eziste una configu-
racion de sucesiones que casi se parten como Sique:
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con Jo = My — ... = M;_y — I un camino seccional de longitud 1 y
My € Mz para todo k =1,....,1 —1. Mds atn, My, aparece exactamente dos
veces en el camino seccional si My = M(Dy'~v1 D~y ' Dy) y solamente una
vez si My, # M(D5"'v1Dv; ' Dy). Por otro lado, dado un mddulo M € My
entonces M = Jo, M =1 o M = My, para algun k=1, ...,1 — 1.

(b) Sea P = M(CyC;h) un A-médulo proyectivo indescomponible (no simple)
y Ri, Ry los sumandos directos indescomponibles de rad P. Sea f : R —
P el monomorfismo irreducible con d,.(f) = | > 1. Entonces, existe una
configuracion de sucesiones que casi se parten como Sigue:

N1 Sl / Ry (2.3)
. N
Ny M
Nl gl """""""""""" M2
Ry - M,
\ /
P
con P — My, — ... = M;_1 — Ry un camino seccional de longitud | y

My € Sg; para todo k= 1,...,1 — 1. Mds ain, My, aparece exactamente dos
veces en el camino seccional si My = M(Cya;'CarCyt) y solamente una
vez si My # M(Csay'ConCyY). Por otro lado, dado un médulo M € Sg;
entonces M = P, M = Ry o M = M, para alguin k=1,...,1 — 1.

Demostracién: Sélo probaremos el inciso (a) ya que el inciso (b) se deduce de
manera dual.

(a). Sea f : I — Jy la poyeccién canédnica tal que d;(f) = [ > 1. Como
Ker(f) = J, por la Proposicién 1.7.6 existe una configuracién de sucesiones que
casi se parten como en (2.2), donde M) = TNy, para cada k = 1,...,0 — 1,
§:Jy = My — ... = M,_; — I es un camino seccional de longitud [ tal que
fo=0yad(h) =1

Primero probaremos que cada My pertenece al conjunto Mz, para k =
1,...,l — 1. Lo probaremos por induccién sobre el grado a izquierda de f. Si
d;(f) = 1, entonces existe una sucesion que casi se parte 0 — Jo — [ EN J—0
con el término del medio indescomponible. Como los médulos J, e I pertenecen
al conjunto M, obtenemos lo buscado.

Ahora, si [ > 1 por hipotesis inductiva asumamos que My, ..., M; 5 estan
en Mz y probemos entonces que M; ; también pertenece a dicho conjunto.
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(g1—2:fi-1)T (ti—1,91-1)
2 =%

Sea 0 — M;_o Ni_o & M;_,
casi se parte que comienza en M; . Por la Proposiciéon 2.2.4, al menos uno

N;_1 — 0 la sucesiéon que

de los médulos Ny 0 M;_; del término del medio pertenece a M. Si ambos
moédulos pertenecen a M-, no hay nada que probar. En caso contrario, podemos
afirmar por la Proposicién 2.2.4 (a), (i7) que el médulo M;_5 no es de la forma
M (D, Dy Dy). Entonces podemos escribir M;_y = M (D5 7,C)_5).

Por la existencia de la configuracién (2.2) sabemos que el morfismo g; 5 :
M,_s — N,_5 es un epimorfismo irreducible con ntcleo J,. Por otro lado, si-
guiendo el Lema 2.1.8, tenemos que M (Dy'y1C)_5)/M(D;") ~ M(Cj_5) y por
consiguiente Im(g;_o) ~ M(C;_3). Por lo tanto, N;_o ~ M(C)_s).

Afirmamos que M;_; € M. En efecto, supongamos que N;_» € M. Por el
Lema 2.2.1(a) tenemos que Cy_s = D;'C]_, (donde C]_, puede ser tanto trivial
como de la forma C]_, = % C/",, con C]', una cuerda) o de manera inversa
Ci—s = C]_4D5 (donde C]_, puede ser tanto trivial como de la forma C] , =

" vy con C, una cuerda). Notemos que el tiltimo caso no es posible, ya que
si C_g = CV ,y7 ' Dy entonces M, 5 = M (D3 'y C) 7' Dy) contradiciendo lo
que habiamos asumido. Mas atn, Dy tampoco es trivial. En efecto, si Dy fuera
trivial entonces M;_y = M (g, '71C;_3). Sumado a esto tenemos dos opciones para
Ci_o: que C)_, sea trivial o no lo sea. Supongamos que C;_s es trivial, entonces
Ci_s = €, y es una cuerda que no comienza en un pico ya que M;_ 5 no es
un moédulo inyectivo. Luego esta definido (Cj_s), = e,m D’ ya que como Dy es
trivial resulta que v; es la unica flecha de () que tiene como vértice final a u. Por
consiguiente, la sucesion que casi se parte que comienza en M; 5 es la siguiente

0 — M(e;'y1en) — M(e, ' yieuniDi—s) © M(ey) — M(ey1D') — 0

donde ambos médulos del término del medio indescomponibles pertenecen a M4,
contradiciendo asi lo que habiamos asumido. Por lo tanto C}_s no es trivial.

Ahora, si Cj_5 no es trivial entonces C;_5 = £,'vC], y por ende M; 5, =
M (e 'y, ' 1 C) ). Con el mismo analisis anterior, C}” , no es una cuerda direc-
ta que comienza en un pico, pues M;_ s no es un A—modulo inyectivo. Luego, al
igual que antes, la sucesiéon que casi se parte que comienza en M; 5 tiene am-
bos términos del medio en el conjunto M, contradiciendo nuevamente lo que
habiamos asumido. Por lo tanto podemos concluir que Dy no es trivial.

Ahora, continuemos analizando los casos faltantes asumiendo que Ds no es
trivial. Vamos a descartarlo probando que podemos construir un moédulo banda.

Si Cpy = Dy'Cl_,, como M; 5 = M(Dy'yCi_3) entonces Dy'y Dy es
una cuerda. Por lo tanto todas las potencias positivas de la cuerda Dy '+, estdn
definidas, obteniendo asi una cuerda banda contradiciendo que A es de tipo de
representacion finito.
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Ahora, si Ci_y = D, entonces D, 'y, Dy es una cuerda. Como ningtin sub-
paseo de D 'y, Dy pertenece a I, resulta que todas las potencias naturales de la
cuerda Dy 'y Doy ! estéan definidas, contradiciendo nuevamente que A es de tipo
de representacion finito.

Todas estas contradicciones provienen de suponer primero que N;_ 5 es un
moédulo de M. Por lo tanto, N;_» 7 M7, obteniendo asi que M; ; € Mz,
probando lo querido.

A continuacién probaremos que dado M € Mz, entonces M = M), para
algin k = 0,...,[ considerando a My = J, y M; = I. Por Lema 2.2.1, como
M € My entonces M = M(D;") o M = M(D3 'y D) donde D es una cuerda.
En el caso en que M = M(D; "), entonces M = M, probando asi lo deseado. En
caso contrario, por el Lema 2.1.8 la proyeccién canénica g : M (Dy 'y D) — M (D)
es un epimorfismo irreducible con Ker(g) = J,. Por ser A un élgebra de tipo de
representacion finito, siguiendo el Teorema 1.7.8 resulta que d;(g) = n < co. Mas
aun, por la Proposicién 1.7.6 existe una configuracion de sucesiones que casi se
parten como sigue:

Jop Y,
N 4 \
TY] Y,
~N
7'ng . Yn—2
L T~
TYn—l """"""""""""""""" Yn—l >~ M(D)
~ M %

donde J;, — 7Y; — .-+ = 7Y,,_1 — M es un camino seccional.
Por otra parte, el epimorfismo irreducible f : I — J; es tal que d;(f) = I. Més
aun, existe una configuracién de sucesiones que casi se parten como en (2.2).
Afirmamos que n < [. En efecto, si n > [, como ambas configuraciones ante-
riormente mencionadas involucran sucesiones que casi se parten comenzando en
los mismos maédulos, resulta que M; ~ 7Y; para 1 < i <[, contradiciendo asi que
M; = I es un médulo inyectivo. Por lo tanto n < [ y en consecuencia M = M,,.
Por ultimo vamos a determinar el numero de médulos no isomorfos M, en el
camino seccional Jo — My — -+ — M,,_1 — I en (2.2). Vamos a probar que los
médulos de la forma M (D5 'y, Dy, ' Dy) aparecen exactamente dos veces en (2.2)
mientras que los otros médulos M en (2.2) son no isomorfos dos a dos.
Consideremos M = M (Dy 'y Dv; ' Dy). Por la Proposicién 2.2.4(a), (i7) los
morfismos f; : M(Dy'yy Dy 'Dy) — M(Dy'y D) y fo : M(Dy'y1 Dyt Dy) —
M(D~;'Dy) son epimorfismos irreducibles tales que Ker(f;) = Ker(fs) = Ja.
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Como A es un algebra de tipo de representacién finito, entonces por el Teorema
1.7.8 tenemos que di(f1) = ny < ly di(f2) = ne < [. En consecuencia, existen
dos configuraciones de sucesiones que casi se parten como las siguientes:

/e Y, Jop /
\X / ...... \ Y- \X/ / ......... \ v/
1 2 1 2
N / N . /f .
X Yo, -1 2 ng—1
7 -1 / -1
Xy g o M(Dy D) X oq M (D~ Do)
™~ M /7fl M /7}”2

Si my = ng, por la unicidad (salvo isomorfismos) de las sucesiones que casi se
parten deducimos que Y; ~ Y/ para todo 1 < i < ny. Pero Y,,, ~ M(Dy'y D) %
M(D~;'Dy) ~ Y, . Por lo tanto, ny # na.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que n; < ny. Luego, M ~ M, y
M ~ M,,, con 1 < ny < ny <1, probando asi que M aparece por lo menos dos
veces como un maédulo en el camino seccional descripto en (2.2).

Ahora supongamos que M ~ M, para algin 1 < k <[, k #ny;y k # ny. El
epimorfismo irreducible gy : My — Ny es tal que d;(gy) = k. Como /(M) = 2
resulta que Ny tiene dos posibilidades: Ny ~ M(Dz_lfle) o Ny ~ M(D~;'Dy).
De esta manera tenemos que di(gx) = ny1 o di(gx) = ng, contradiciendo asi lo
que habfamos asumido. En conclusién, probamos que M = M (D5 '~y Dy ' Dy)
aparece exactamente dos veces en el camino seccional J, — My — --- — M,,_; —
I de la configuracién (2.2).

Ahora asumamos que M ~ Jo, ~ T o M ~ M(D;'y,D). En los dos primeros
casos, M claramente aparece sélo una vez en (2.2) pues existe una unica sucesién
que casi se parte con término del medio indescomponible que comienza en un
moédulo de M7 y hay un tinico médulo inyectivo indescomponible en el conjunto
M, respectivamente. Consideremos por tltimo que M ~ M (Dy 'y D) y supon-
gamos que M aparece dos veces en la configuracién (2.2), es decir, M ~ My y
M~ M;conl<k<l 1<j<lyk# j. Entonces, las sucesiones que casi se
parten 0 — My, — M1 Ny — Nygr -0y 0 —= M; = M1 ®N; — Njpqg — 0
son isomorfas. Por la Proposicién 2.2.4, (a), (ii7) sabemos que Myi1 — Nii1 y
M1 — Nj;y son epimorfismos irreducibles con nticleo igual a Jp, y ademas
Ny = Nig1y Nj — Njiq son tanto monomorfismos irreducibles o si son epimor-
fismos su nticleo no es igual a Jo. Por lo tanto, los morfismos My1 — N1y
M1 — Nji1 son isomorfos y por ende k = di(gx) = di(g;) = j, contradiciendo
que k # 7, lo que habfamos supuesto. En conclusién, en estos casos M aparece
sélo una vez en (2.2), probando asi el resultado. O

23



A continuacion, mostraremos dos ejemplos donde algunos moédulos aparecen
dos veces en el camino seccional mencionado anteriormente.

Ejemplo 2.2.6 (a). Consideremos el algebra de cuerdas dada por la siguiente
presentacion

1~ 7 2-%3

-
B

con la relacién fa = 0. El carcaj de Auslander-Reiten es el siguiente:

donde los mismos médulos en dicho carcaj estan identificados entre si.

Siguiendo la notacién de la proposicién anterior, si consideramos el modu-
lo inyectivo indescomponible correspondiente al vértice 3, tenemos que I3 =
M(Dy;'D;) con Dy = e3 y D; = vaf3. Luego, como se puede observar en el
camino seccional

S3->P2—)7'_1P1—>TSQ—>T3SQ—>P1—>P2—>I3

el médulo proyectivo indescomponible P, = M (5 va 3y~ e3) aparece dos veces,
mientras que el resto de los médulos que intervienen en el camino sélo aparecen
una vez.

(b). Consideremos el algebra de cuerdas dada por la siguiente presentacién

aC1—5>237

con las relaciones o® = 0, 2 = 0 y Sa = 0. El carcaj de Auslander-Reiten es el

siguiente:
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donde los mismos médulos en dicho carcaj estan identificados entre si.

Si consideramos el modulo inyectivo indescomponible correspondiente al vérti-
ce 1, resulta que I, = M(D;'D;) con Dy = 1y D; = o? Luego, el ca-
mino seccional mencionado en la proposicién anterior comienza en el médulo
S1 y termina en el médulo I y tiene longitud 20. Notemos que los moédu-
los 725y = M(e;'a?B87 1y 1Ba"tey), 21, = M(e;'a?B~ 1y 1Ba2e), 71, =
M(eitaBf Iy Bate)) y 7281 = M(e;'aB 'y tBa2e;) aparecen dos veces,
mientras que el resto aparece sélo una vez.

Estamos en condiciones de presentar uno de los resultados principales de esta
seccién, que se deduce inmediatamente de la Proposicién 2.2.5 y del Lema 2.2.1.

Teorema 2.2.7 Sea A un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion finito.
Sean I y P A-maodulos inyectivo y proyectivo indescomponibles, respectivamente.
Sean Jy y Jy los sumandos directos indescomponibles de I/socl y Ry y Rs los
sumandos directos indescomponibles de rad P. Entonces,

(a) di(I — Jy) = card(Cp,) — 1 y d;(I — Jp) = card(Cp,) — 1;
(b) d.(Ry — P)=card(D¢,) — 1 y d.(Ry — P) = card(Dg¢,) — 1,
siempre que dichos morfismos irreducibles estén definidos.

Por la Observacién 2.2.2, sabemos que si existe una cuerda C' tal que C' y
C~! pertenece a Cp,, obtenemos el mismo médulo cuerda en M. El teorema
anterior puede ser enunciado en funciéon de conjuntos de médulos cuerdas.
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Siguiendo la notacion usada en la proposicion anterior, consideremos los con-
juntos

M, ={M(C)|C = D;*'3.DB;*D; con D una cuerda no trivial},

My ={M(C) | C = Dy'~v1D~y; ' Dy con D una cuerda no trivial},
Sy ={M(C)| C = CiA\"D\C;! con D una cuerda no trivial} y
Sy = {M(C) | C = Cya;'DayCy ! con D una cuerda no trivial}.

Entonces podemos enunciar el Teorema 2.2.7 como sigue:

Teorema 2.2.8 Sea A un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion finito.
Sean I y P A-mddulos inyectivo y proyectivo indescomponibles, respectivamente.
Sean Jy y Jy los sumandos directos indescomponibles de I/socl y Ry y Rs los
sumandos directos indescomponibles de rad P. Entonces,

(a) di(I — J;) = card(M5; — Ms) + 2 card(Ms) — 1y
di(I — Jp) = card(M5 — M) +2 card(M;) — 1;

(b) d.(Ry — P) = card(Sg; — S2) + 2 card(Sz) =1y
d.(Ry — P) = card(Sg- — S1) +2 card(S1) — 1,

siempre que dichos morfismos irreducibles estén definidos.

Observaciéon 2.2.9 En el caso que no existan médulos de la forma M(C) =
M(Dy 'y, Dy Dy) entonces todos los médulos en el camino seccional son no
isomorfos dos a dos. En tal caso, card(Cp,) = card(Mz;).

Como una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.7 y del Teorema 1.7.7
obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.10 Sea A un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion finito.
Sean I y P A-maddulos inyectivo y proyectivo indescomponibles, respectivamente,
y supongamos que no son modulos simples. Consideremos Jy y Jo los sumandos
directos indescomponibles de I/socl y Ry y Ry los sumandos directos indescom-
ponibles de rad P. Entonces,

(a) di(I — I/socl) = card(Cp,) + card(Cp,) — 2.
(b) d.(radP — P) = card(D¢,) + card(De, ) — 2.
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Recordemos que, por el Teorema 1.7.16, para calcular el indice de nilpotencia
del radical de la categoria de médulos de un algebra de tipo de representaciéon
finito, s6lo hace falta conocer los grados a izquierda de los morfismos irreducibles
de la forma I — [/socl, donde I es un médulo inyectivo indescomponible; y los
grados a derecha de los morfismos irreducibles de la forma rad P — P, donde P
es un modulo proyectivo indescomponible.

Por el Teorema 2.2.10, observemos que dichos grados los podemos calcular a
partir del cardinal de ciertos conjuntos de cuerdas de Q).

A continuacion, presentaremos un ejemplo para mostrar cémo calculamos el
indice de nilpotencia del radical de la categoria de médulos, teniendo en cuenta
la presentacion del dlgebra A y el Teorema 1.7.16.

Ejemplo 2.2.11 Consideremos A = kQ/I el élgebra de cuerdas dada por la
presentacion

o
VNN
.

con [ =< fa >.

Sean [, y P, los A-médulos inyectivo y proyectivo correspondientes al vérti-
ce u, respectivamente. Sean Ji(u), Jo(u) y Ri(u), Ry(u) los sumandos directos
indescomponibles de I, /socl, y rad P,, respectivamente.

Para i = 1,2 denotamos por m;(u) = card(Cp, () y por n;(u) = card(De;(w))-
Consideremos n,, y m, los valores definidos en la Notacion 1.7.13. Notemos que si
I,, es un médulo simple, tenemos que my(u) = 1 = my(u). De la misma manera,
si P, es un mdédulo simple entonces ni(u) = 1 = ny(u). Ademas, resulta de la
reciente observacion y del Teorema 2.2.10 que

ny = ni(u) +na(u) — 2 y my = ma(u) + mo(u) — 2.
Mas aun, recordemos que 7, = My, + n,.

Calculando m;(u) y n;(u) para cada vértice u € @y obtenemos los siguientes
resultados:
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Por lo tanto, por el Teorema 1.7.16 tenemos que 74 = 7, es decir, R (mod A) = 0,
mientras que R°(mod A) # 0.

Veremos més adelante en el Teorema 4.2.9, que para conocer el indice de
nilpotencia de (mod A) sélo basta calcular los valores 79 y 73, ya que 2 y 3 son
los tinicos vértices que no son ni pozos ni fuentes en ().

2.3. Cobémo leer grados a través del carcaj ordi-
nario.

Sea A ~ kQ@Q/I un algebra de cuerdas de tipo de representacion finito. Para
cada vértice u € )y, vamos a definir dos carcajes Q¢ y (J; como siguen:

(i) a) Los vértices (QF)o son las cuerdas C' en @ tales que e(C) = u, donde
C' es el camino trivial €, o es de la forma C' = aC’, con «a € Q.

b) Sia=Cyb= C"son dos vértices de (QF)o, entonces existe una flecha
a — ben QF si " es el paseo reducido de C37!, para alguna flecha

B e Q.

(ii) a) Los vértices (Q7)o son las cuerdas C' en @ tales que s(C') = u, donde
C' es el camino trivial €, o es de la forma C' = C'a, con a € Q.

b) Sia=Cyb= C"son dos vértices de (Q?)o, entonces existe una flecha
a — ben @ si C' es el paseo reducido de SC, para alguna flecha

B e Q.

A continuacién, presentaremos un ejemplo para mostrar que estos dos nuevos
carcajes no son necesariamente subcarcajes de Q).

Ejemplo 2.3.1 Sea A = kQ/I el dlgebra de cuerdas dado por la presentacién
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N

con I =< 4f, e, pe >.
Consideremos el vértice u = 3. Entonces, el carcaj (5 es el siguiente

a717715

/\

Ba~ly71s

\ e .

AT

\/

Se puede observar que ()5 no es un subcarcaj de (), pero si consideramos el
vértice u = 5 podemos notar que ()¢ es un subcarcaj de () como podemos ver a
continuacion:

ed

|
NS

Proposicién 2.3.2 Sea A = kQ/I una dlegbra de cuerdas de tipo de repre-
sentacion finito. Sean I = I, y P = P, los A-mddulos inyectivo y proyectivo
indescomponibles correspondientes al vértice u € QQy, respectivamente. Entonces,

(a) di(I — I/socl) = card((QS)o) —
(b) d.(radP — P) = card((Q2)o) — 1,

siempre que dichos morfismos irreducibles estén definidos.

Demostracién: Probaremos unicamente el inciso (a) ya que el inciso (b) se
deduce de manera dual. Vamos a considerar el caso general, es decir, cuando @)
tiene un subcarcaj de la forma:

v1 v2

u

Las cuerdas de () correspondientes a los vértices de Q)¢ son de la forma:
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(1) CVO = Eu,
(ii) Cy = 1Y con C] una cuerda,
(ili) Cy = (1C% con Cf una cuerda.

Observemos que existe una biyeccién entre las cuerdas dadas en (i7) y las cuer-
das D, 'C} que pertenecen al conjunto Cp, — { Dy }. También existe una biyeccién
entre las cuerdas dadas en (iii) y las cuerdas de la forma D;'Cy, pertenecientes
al conjunto Cp, — { D1 }.

Por lo tanto, por la Proposicion 2.2.5 tenemos que

d(I — socl) = card(Cp,) — 1+ card(Cp,) — 1
= card(Cp, — {D3}) + card(Cp, — {D1})
= card((Q;)o) — 1.

pues en esa biyeccion no estamos considerando la cuerda Cy = ¢,,. O

Ejemplo 2.3.3 Consideremos A el algebra de cuerdas dada en el Ejemplo 2.3.1.
Por el resultado anterior tenemos que d;(Is — I5/socls) = 3 ya que Q% tiene
cuatro vértices, y d.(radP; — P3) = 6 ya que (3 tiene siete vértices.

A continuacién, para cada vértice u € )y construiremos los carcajes Q5 y
Q5. Més atn, vamos a calcular el grado a izquierda y a derecha de los morfismos
irreducibles f, : I, — I,/socl, y g, : rad P, — P,, respectivamente, en el caso
de que ellos existan. Siguiendo la Notacion 1.7.13, denotamos por r, = m, + n,.

u 1 2 3 4 5 6 7

S O B A A |

v/ VoY !

di(fu) - 2 4 4 3 — 2

€1

/\ /N !

Qi . . . = . . . €3 €4 . €5 . €6 &7
\/ VNS NS T
\/ |
dr(gu) 4 2 6 2 1 4 —
r(w) 4 4 10 6 4 4 2

Para calcular el indice de nilpotencia de R(mod A), como veremos en el Teo-
rema 4.2.9, sélo hace falta analizar el méximo valor del conjunto {ry, 73, 74,75},
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ya que los vértices 1 y 6 son fuentes de () y el vértice 7 es un pozo de (). Obser-
vemos que dicho maximo se da en el vértice u = 3. Por lo tanto, concluimos que

R (mod A) = 0, mientras que R'°(mod A) # 0.

2.4. Grados de morfismos irreducibles en un alge-
bra de cuerdas.

Consideremos A ~ kQ/I un algebra de cuerdas de tipo de representacién
finito y fijemos I, = M(D;'D;) un A-médulo inyectivo indescomponible donde
J1 'y Jo son los sumandos directos indescomponibles de I, /soc I,,. Asumamos que
d,(I, — J1) = n. Por el Teorema 2.2.7 tenemos que card(Cp,) = n + 1.

Podemos ordenar los elementos del conjunto Cp, = {Cy, ..., C,} de la siguien-
te manera: diremos que C; < C;11 para i = 0,...n — 1, si existe un morfismo
irreducible de M (C;) a M (Ciyq).

Recordemos que si C' € Cp, entonces C' es una cuerda que termina en un pico.

Sea Cy = Dy y Oy = (D31, = Dy'yCY con C) una cuerda inversa que
comienza en una profundidad. Definimos las siguientes cuerdas de manera induc-
tiva.

Consideremos ya definida C; = Dy '~,C!. Si C! no comienza en un pico, en-
tonces definimos Ciy1 = Dy 'y CL,, donde CL, = (C!), es decir, Cl,; es de la
forma C},, = C{BC} con 3 una flecha y C}’ una cuerda inversa que comienza en
una profundidad. Por lo tanto, por el Lema 2.1.8 existe un morfismo irreducible
de M(C;) a M(Cyy1). Ahora, si C] comienza en un pico (pero no es una cuerda
directa), entonces C! se puede escribir como C! = C/a~'C! con a € Q, y C/
una cuerda directa. Entonces, definimos a C;; como Cj11 = Dy 1716’{ 41 donde
Ci., = C}. Nuevamente, por el Lema 2.1.8 existe un morfismo irreducible de
M(C;) a M(Cy41). En caso contrario, si C comienza en un pico y es una cuerda
directa, entonces M (C;) es el médulo inyectivo de M. Por el Lema 2.2.1 sabe-
mos que en todos los casos se tiene que C;11 € Cp,. Siguiendo esta costruccién

resulta que el ltimo médulo M (C,,) es el médulo inyectivo de M. Por lo tanto,
M(C,) = M(D;'Dy).

Vamos a denotar M (C;) = X; parai =0, ...,n. Asimismo, vamos a construir
el camino seccional de la Proposicién 2.2.5. Més atn, tenemos una configuracién
de sucesiones que casi se parten como sigue:
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) SR Yy
\ /g: .
X2 Yn—l
471,—/—1 \
X, i Y,
N ¥ a

donde di(g; : X; = Y;) =i, parai=1,...,n.

A continuacién probaremos que dado un epimorfismo irreducible entre A—modu-
los indescomponibles f : M — N, existe un A—maodulo inyectivo indescomponible
tal que, para algin 7 = 1, ..., n, resulta que f ~ g; de la configuracién anterior.

Lema 2.4.1 Sea A ~ kQ/I un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion
finito y sea f: M — N un epimorfismo irreducible con M, N € ind A. Entonces,
existe un tnico u € Qq tal que Ker(f) = Jo(u), donde I, es el A-mddulo inyectivo
correspondiente al vértice u y Jy(u), Ja(u) son los sumandos directos de I /soc I,.
Mds aiin, M € Mg,

Demostracién: Sea f : M — N un epimorfismo irreducible entre los médulos
indescomponibles M = M(C) y N = M(C"). Afirmamos que C’ o bien no co-
mienza o no termina en una profundidad, porque en caso contrario M (C’) no
podria ser el codominio de un epimorfismo. Luego, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que C’ es una cuerda que no termina en una profundidad (si
no, podemos considerar C’~1). En consecuencia, siguiendo la descripcién de las
sucesiones que casi se parten con dos términos en el medio, C' es de la forma
C =D'aC" =, C" con a € Q; y D un camino que comienza en un pico. M4s
aun, Ker(f) ~ M (D).

Consideremos ahora el vértice u € Q) tal que e(D) = u. El A-médulo inyectivo
correspondiente al vértice u es de la forma I, = M(D;*D;) con D; y D, caminos
que comienzan en un pico y tales que e(D;) = u = e(D,). Dado que tanto D!
como Dy ! son cuerdas inversas que terminan en un pico con e(D) = e(D;) en-
tonces D = Dy. Mds atin, si Ji(u) y Ja(u) son los sumandos directos de I, /socl,,
entonces Jo(u) = M(D) = Ker(f). Ademss, por el Lema 2.2.1 M € Mz
probando asi el resultado propuesto. O

Observaciéon 2.4.2 Por el lema anterior, para cualquier epimorfismo irreducible
entre modulos indescomponibles f : M — N, tenemos que M € ./\/lz(u) para
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algin vértice u € (Qy. Si M aparece sélo una vez en la configuracién de sucesiones
que casi se parten descripta anteriormente, es decir, M ~ X, para algin 1 <
k < n, entonces d;(f) = k. En caso contrario, si M ~ X, y M ~ X, con
1 <k < j < n, tenemos que analizar el médulo N para conocer el grado a
izquierda de f. De hecho, si N ~ Xj.4, entonces d;(f) = j. De otra manera,
N ~ Y} y entonces concluimos que d;(f) = k.

De manera similar podemos leer el grado a derecha de cualquier monomorfismo
irreducible entre médulos indescomponibles g : M — N, dando un orden para el
conjunto D¢, , donde M(Cy) es el contcleo de g. Dualmente al orden dado para
conjunto Cp,, en este caso tenemos que D; < D;;; en Dg,, si existe un morfismo
irreducible M(D;,1) — M(D;). Més precisamente, Dy = Ry, D; = .Dy y para
continuar con el orden de las cuerdas restantes de D¢, debemos analizar si éstas
terminan en una profundidad.

A continuacion, presentaremos un ejemplo para mostrar como podemos cal-
cular el grado a izquierda de cualquier epimorfismo irreducible a partir del quiver

con relaciones de A, es decir, sin tener en cuenta el carcaj de Auslander-Reiten
de mod A.

Ejemplo 2.4.3 (a). Sea A ~ kQ/I el algebra de cuerdas dado en el Ejemplo
2.2.3.

ia
YNV N
|
con [ =< fBa >.

2 2
Sea f el epimorfismo irreducible f : M — N, donde M : 0

N: )
35 7 3
Denotamos a M = M(C)y N = M(C") donde C = 7167 y C' = 7L
Observemos que C' = £~ 15C", por lo tanto siguiendo la construccién anterior

1

tenemos que €7 es la cuerda inversa que termina en un pico y la flecha v, esta

6
5
Vamos a denotar por J5(5) el A-médulo M (e7!) y vamos a ordenar al conjunto

representada por 6. Méas atin, Ker(f) = M(e7!):

M5 como describimos anteriormente. Consideramos Xo = M (ehHy X, =
M (e716Cy) con C} una cuerda inversa que comienza en una profundidad. Luego,
X es de la forma X; = M(7'§871y71). Como C es una cuerda que comienza
en un pico y no es directa, escribimos C; = 371y~ le,, donde g4 es una cuerda
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directa. Por lo tanto, definimos a Xy como X, = M(e716C5) con Cy = S~
Nuevamente, (5 es una cuerda que comienza en un pico y no es directa, entonces
definimos X3 como X3 = M(715C3) con C5 = 5. Ahora, C3 no comienza en un
pico, entonces definimos X, = M(¢716C}) con Cy = a. Como C} es una cuerda
directa que comienza en un pico, resulta que X es el médulo inyectivo de MTQ(5)a
obteniendo asi el siguiente conjunto ordenado:

26 1
6 26 26
MTQ(5):{X0157X1235,X2:35,X3: 5 , X4: 26 }.
4 5

Como M = Xy € My, concluimos que d;(f) = 2.
(b). Sea A = kQ/I el algebra de cuerdas dada por la presentacion

12923
B8

con la relacion fa = 0.

Consideremos el epimorfismo irreducible f : P, — I3 y calculemos su grado
a izquierda. Tenemos que el codominio es I3 = M(e5'va3). Como dicha cuerda
termina en una profundidad, siguiendo el algoritmo anterior vamos a considerar
su cuerda inversa, es decir, I3y = M(C") con C" = f~1a~1y71. Asi, C' no termina
en una profundidad y .C" = e3'y8 a1y~ = € con M(C) = P,. En este caso,
D = g3y e(e3) = 3. Por lo tanto, siguiendo el Lema 2.4.1, para obtener el grado a
izquierda de f debemos ordenar el conjunto My(3) donde J5(3) = M(e3) = Ss.

El médulo P, aparece dos veces en el conjunto M+-(3) ya que es de la for-
ma M (g5 y8 a~ 1y te3). Por consiguiente, tenemos que analizar en qué lugar
aparece el moédulo I3, que también pertenece a dicho conjunto.

En efecto, comencemos ordenando al conjunto. Para ello, consideramos Cy =
g3ty O = (Co)p = e3 9B taty~L. Observemos que P, = M(C}). Luego,
debemos construir la cuerda Cy y analizar si I3 es M(Csy) o no.

En efecto, tenemos que C; = e3'7C] con C} = a1y~ una cuerda que
comienza en un pico y no es directa. Luego podemos escribirla como C] =
(B 'a")y7les v de esta manera definimos a Cy = e3'y57ta~!. En este caso
M (Cy) # I3, por lo tanto afirmamos que d;(f) = 1. Si en caso contrario, M (Cs)
hubiese sido I3, deberfamos continuar ordenando al conjunto M+(3) hasta que
el médulo P, aparezca nuevamente.

Hasta aqui hemos analizado el grado de morfismos irreducibles entre médulos
indescomponibles. Los siguientes resultados nos permiten determinar los grados
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de los morfismos irreducibles cuando el dominio o el codominio de un morfismo
irreducible es un médulo descomponible.

Proposicion 2.4.4 Sea A un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion fini-
to. Consideremos f : M — Ny @& Ny un morfismo irreducible, con M, Ny y No
A-mdodulos indescomponibles. Entonces se satisface uno de los siguientes enun-
ciados.

(a) Si M no es inyectivo, entonces d.(f) =1 y di(f) = oco.

(b) Si M es inyectivo, entonces d,(f) = oo y di(f) < oco. El valor de d;(f) estd
dado en el Teorema 2.2.10.

Demostracion: Consideremos f : M — N; & N, un morfismo irreducible, con
M, Ny, Ny € ind A.

(a) Si M no es un médulo inyectivo, entonces existe una sucesién de Auslander-
Reiten que comienza en el médulo M y en consecuencia f es un morfismo minimal
que casi se parte a izquierda inyectivo. Por lo tanto, en virtud de la Proposicién
1.7.3 resulta que d,.(f) = 1 y en consecuencia d;(f) = co.

(b) Si M es un A—médulo inyectivo, digamos M = I, entonces Ny = J; y
Ny = J,, donde J; y J; son los sumandos indescomponibles del médulo 1 /soc 1.
Por lo tanto, en virtud del Teorema 1.7.8 resulta que d;(f) < 0o y en consecuencia
d.(f) = oo. Méas aun, si consideramos f; : [ — J1 y fo : [ — J,, entonces

di(f) = di(f1) + di(f2) y su valor exacto lo podemos determinar por el Teorema
2.2.10. 0O

Dualmente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.5 Sea A un dlgebra de cuerdas de tipo de representacion fini-
to. Consideremos f : My @& My — N un morfismo irreducible, con My, My y N
A-mdédulos indescomponibles. Entonces se satisface uno de los siguientes enun-
ciados.

(a) Si N no es proyectivo, entonces d,(f) = oo y di(f) = 1.

(b) Si M es proyectivo, entonces d.(f) < oo y di(f) = oo. El valor de d,.(f)
estd dado en el Teorema 2.2.10.
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Capitulo 3

Sobre la composicién de
morfismos irreducibles.

Uno de los problemas que interesan en la teoria de representaciones es el estu-
dio de composiciones de morfismos irreducibles y la relacién con la potencia del
radical a la cual pertenecen. Sigue de la definicién de radical, que la composicién
de n morfismos irreducibles pertenece a la potencia n-ésima del radical.

Uno de los primeros resultados en esta direccién fue dado por K. Igusa y G.
Todorov, quienes probaron que la composicién de n morfismos irreducibles entre
modulos indescomponibles que forman parte de un camino seccional pertenece
al RTM\R"TL. S. Liu generalizé este resultado para ciertos caminos que denominé
caminos preseccionales.

En este capitulo estudiaremos composiciones no nulas de n morfismos irredu-
cibles que pertenecen a la potencia n + 1 del radical.

3.1. Composicion de n morfismos irreducibles
en la potencia n+ 1 del radical, que no per-
tenece al radical infinito.

En [21], C. Chaio, F. Coelho y S. Trepode dieron una caracterizacién para
que la composicion de dos morfismos irreducibles entre moédulos indescomponi-
bles pertenezca al radical al cubo. Mas atn, los autores probaron que no existen
morfismos irreducibles f y g tales que gf € R*\R?*. Continuando con este estudio,
E. R. Alvares y F. Coelho probaron en [1], que si la composicién de dos morfis-
mos irreducibles pertenece a R2, entonces pertenece a 2°. Ademads, presentaron
el siguiente ejemplo, que muestra la existencia dos morfismos irreducibles cuya
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composicién pertenece a 7o°\RE.

Ejemplo 3.1.1 Sea A el dlgebra dada por la presentacion
o C 1 N 2

donde I =< o? >. El carcaj de Auslander-Reiten de I' es el siguiente.

mod A

donde los mismos médulos en dicho carcaj estan identificados entre si.
Consideremos los morfismos irreducibles hy : So — Py y hy : P, — Iy, con
hi = f1 vy he = fo+ f2939291. Luego, la composicion

hohi = fafi + f2939201F1 = f2939201 f1

es no nula y pertenece a R°(Sy, I5)\R®(Sy, I5), debido a que los morfismos de la
ultima composicion forman parte de un camino seccional.

Siguiendo con esta linea de investigacion, en [22], los autores estudiaron carac-
terizaciones para que la composicion de tres morfismos irreducibles pertenezca a
la cuarta potencia del radical, considerando que la composicion de dos morfismos
no pertenezca al radical al cubo.

En virtud de generalizar este enfoque, C. Chaio en [19] estudié la composicién
de n morfismos irreducibles sobre caminos casi preseccionales. Recordemos la
definicién de camino preseccional y casi preseccional.

Definicién 3.1.2 Un camino Yy — Y1 — ... = Y, en ' 0q4 se dice preseccio-
nal si para cada i, con 1 <1 < n —1, tal que Y;_1 ~ 7Y;11 entonces existe un
morfismo irreducible Y;_; ® 7Yi1 — Y;. O, equivalentemente, si 7 1Y;_; ~ Y4,
entonces existe un morfismo irreducible Y; — 771Y;_1 @ Yii1.

Notemos que todo camino seccional es también un camino preseccional.
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Definicién 3.1.3 Un camino Yy — Y, — ... = Y, en 'y se dice casi presec-
cional a izquierda si Yy — Y7 — ... = Y, es un camino preseccional en
FmodA € Yn = T_IYn—Q-

Dualmente se define camino casi preseccional a derecha.

C. Chaio prob¢ el siguiente resultado.

Teorema 3.1.4 [19, Teorema 2.18] Sea A un dlgebra y supongamos que existe
una configuracion de sucesiones que casi se partemn como Sigue

JLY S 1M
My "o 1M,
f2 M3 T_an,Q
/ \
Mn—l --------------------------------- Mn+1 ~T 1Mn—1
Py, — T
n
donde f, : My — My, ... f, : M, — M,.1 son morfismos irreducibles entre

modulos indescomponibles con f,, ... f1 en un camino casi preseccional a izquierda
tal que fn_1...f1 & R*(My, M,,). Sean h; : M; — M;y1 morfismos irreducibles
para i = 1,...,n tales que la composicion 0 # h,...hy € R"TY My, M,y 1).
Entonces hy, ... hy € RV (M, M, ,1).

Nuestro objetivo es determinar para qué nimeros naturales ¢ la composicién
no nula de n morfismos irreducibles que pertenece a "1, también pertenece a
RFA\R L Notemos que bajo las hipotesis del Teorema 3.1.4, el valor de ¢ es

mayor o igual que tres.
Vamos a considerar las siguientes familias de &lgebras.

Sean m y n numeros naturales, con m > 2 y n > 2. Vamos a denotar por
(U(m,n —1),1I) el siguiente carcaj con relaciones:

a Y2 Ym—1 a
9 —>...—>
71/ Ym
1 \x e I =<YmYm-1>
b\ b b ﬁn—l
2 ﬁQ T Bn72 n-1
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Probaremos que en la categoria de médulos de un algebra A dada por la pre-
sentacién (U(m,n —1),1), con m,n > 2, existe una composicién de n morfismos
irreducibles que pertenece a R 2™\ Rl

Observemos que el algebra A es un algebra de cuerdas. Mas ain, es de tipo
de representacion finito, debido a que no se puede construir una cuerda C' tal que
para todo niimero natural n, C™ sea una cuerda.

A lo largo de esta seccion vamos a utilizar la siguiente notacion.

Notacién 3.1.5 Sea A el algebra dada por la presentacién (U(m,n —1),I) con
m,n > 2. Consideremos las siguiente cuerdas de U(m,n — 1):

e Para 1l < j <m — 1 definimos

e Gi=7...mM Y
L ajzvm_l...%-.

e Para 1 <i<n —1 definimos

® Bi=pi...01,y
o Eizﬁnfl--'ﬁi

Notemos que G,,,_1 = G, y B,_1 = B;.

Los siguientes resultados son esenciales para la demostracion del Teorema
3.1.12.

Lema 3.1.6 Sea A el dlgebra dada por la presentacion (U(m,n — 1),1), con
m,n > 2. Consideremos los morfismos irreducibles t,, :rad P, — P, vy, :
I, — I, /socl,, , donde P, e I, son los A-médulos proyectivo e inyectivo

correspondientes al vértice a,,, respectivamente. Entonces, d,(t,, ) =m +n — 1.
Mas ain, d(ta,,) = di(0,,,).

Demostracién: Sea A el algebra dada por la presentacion (U(m,n — 1),1),
con m,n > 2. Para el vértice a,, en U(m,n — 1), consideremos los morfismos
irreducibles ¢,,, v 6,, como en el enunciado. Como presentamos en la Seccion
2.3 del capitulo anterior, d;(0,,,) v d,(t4,,) se pueden determinar en funcién de la
cantidad de vértices de los carcajes Q5 'y @7 , respectivamente.

Recordemos que los vértices del carcaj @ son las cuerdas C' tales que e(C') =

am, y C =¢,, 0 C esdelaforma C =, 1C’ con C’ una cuerda. Utilizando la
Notacién 3.1.5, el carcaj @, ~es el siguiente.
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_ — = -1
Gm—1 G1B, Ganfl’YwL

Observemos que el cardinal del conjunto (Q )o es igual a m + n. En con-
clusién, por la Proposicién 2.3.2 tenemos que d;(6,,,) = card((Q5, )o) — 1. Por lo
tanto d;(0,, ) =m+n — 1.

De manera dual, podemos construir el carcaj @ . Siguiendo la Notacién
3.1.5, el carcaj Q; ~es el siguiente.

-1
By vm

N

—_1 -1
G1 Bl Tm B‘Z
—_1 -1
Gm—2B1 vm B, ~17m Cam

| ./

=-1
Gm-1B] Tm

También @ tiene m +n vértices. Por lo tanto, en virtud de la Proposicién 2.3.2
tenemos que d,(t,, ) =m+mn—1.0

Observacién 3.1.7 Observemos que la cuerda
— 1 — -
Gm-1By Ym = Gan—ll'Vm

es un vértice tanto del carcaj )¢ como del carcaj (); . Vamos a denotar por L
m m
al modulo cuerda que proviene de dicha cuerda.

Dados X,Y vy Z modulos indescomponibles, denotaremos por X ~» Y ~» Z a
los caminos de morfismos irreducibles entre modulos indescomponibles de X a Z
que pasan por el modulo Y.
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Proposicién 3.1.8 Sea A el dlgebra dada por la presentacion (U(m,n —1),1),
con m,n > 2. Consideremos P, , S, e I, los modulos proyectivo, simple e

inyectivo correspondientes al vértice a,,. Sea L el modulo cuerda M(Gm_lﬁl_ Yim)-
Entonces existe en mod A un camino seccional de la forma

P, ~ L~ S, ~>L~1,.
Mads ain, el ciclo L ~ S,,, ~ L tiene longitud igual a 2m.

Demostracién: Sea A el dlgebra dada por la presentacién (U(m,n — 1),1),
con m,n > 2. Sea I, el A-médulo inyectivo correspondiente al vértice a,, y
consideremos el morfismo irreducible 6,, : I, — 1, /socl,, . Observemos que
I,, /socl,, es un moédulo indescomponible. Més atn, Ker(6,, ) = S,, v por el
lema anterior d;(6,, ) = m+n—1. Por lo tanto, en virtud de la Proposicién 2.2.5,
existe una configuracién de sucesiones que casi se parten como sigue

Sam ““““““““““““““““ Tﬁlsam
% 7 ~
Ml ................................... 7.—1]\4’1
f2 M, / T_le+n—3
Mm-i-n Q) e Iam/SOCIam

fmﬂx T

donde el camino S,, — M; — ... = M,,4;_2 — I, es un camino seccional.

Por otra parte, los modulos en dicho camino seccional estan en corresponden-
cia con los médulos cuerdas M (C'), donde C' son las cuerdas de los vértices del
carcaj Q¢ . En particular, el médulo cuerda L = M(G1B,,7n), es un médulo
que aparece en dicho camino. Ademas, L # S, v L # I, . Por lo tanto, podemos
representar al camino de la siguiente manera

Sa,, ~ L~ 1,

Afirmamos que la longitud del camino S, ~» L es igual a m. Para probar la
afirmacién debemos ordenar el conjunto C,, , como presentamos en la Seccién 2.4.
Recordemos que C; < Cj4 si existe un morfismo irreducible M (C;) — M (Citq).
Para dar dicho orden tenemos que analizar si las cuerdas comienzan en un pico.
En particular, si C; es una cuerda que no termina en un pico, entonces definimos
Civ1 como (Cy)p.

Sea Cy = ¢,'. Como Cj no comienza en un pico, definimos Cy = (Cy), =
EatYm_1 = Gn_1. Luego, existe un morfismo irreducible S,,, = M(Cy) — M(C}).
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Observemos que para 2 < 7 < m — 1, las cuerdas @- = Ym—1-...7; DO CO-
mienzan en un pico. Més atin, (Gs), = G1B,", v para 3 < j < m — 1 tenemos
que @-) h= @j’yj_l = @j_l. Luego, continuando con el orden del conjunto C., ,
definimos para 2 < i < m — 2 las cuerdas C; = Gpy—; v Crnq = éan__ll.

Finalmente, C,,_; tampoco comienza en un pico. Entonces C,, = (Cy,_1)n =
G1B;, V- De esta manera obtenemos que el médulo cuerda M(C,,) es igual a
L.

Por lo tanto, tenemos un camino de morfismos irreducibles

Sam:M<Co>—>M(Cl)—>%M(Cm_l)%M(Om):L ~ ]

am

(3.1)

y el camino S, ~» L tiene longitud m.

Dualmente, consideremos P, el A-moédulo proyectivo indescomponible co-

rrespondiente al vértice a,, y el morfismo irreducible ¢, : rad P, , — P, . Obser-
vemos que rad P, es un médulo indescomponible y ademés, Coker(t,,, ) = S,,, -
Por lo tanto, en virtud de la Proposicion 2.2.5 y el Lema 3.1.6, existe un camino
seccional P, ~-» S, de longitud m +n — 1. Nuevamente, los médulos de dicho
camino estdn en correspondencia con las cuerdas de los vértices del carcaj Q7 .
En particular, el médulo cuerda L = M (Gm_l§1_17m) es un moédulo de dicho
camino seccional. Mas ain, L # P, 'y L # S,, . Por lo tanto, dicho camino es
de la forma P, , ~» L ~~ S,, .

Nuevamente, afirmamos que el camino L ~» S, tiene longitud igual a m.
En este caso, para determinar la longitud de dicho camino debemos ordenar el
conjunto D, .

De manera dual a lo que vimos anteriormente, D; < D, si existe un morfismo
irreducible M(D;1) — M(D;). Para dar dicho orden debemos analizar si las
cuerdas terminan en una profundidad. En particular, si D; es una cuerda que no
termina en una profundidad, entonces definimos D;,; como .D;.

Sea Dy = g,,. Como Dy no termina en una profundidad definimos D; =
Dy = 51_1 .. -/87:_11’ym5m = B;_lﬂm. Nuevamente, la cuerda D; no termina en
una profundidad, entonces Dy = .D; = v, B, *,9m. Notemos que para cada j, con
1 <j<m—2, las cuerdas G; = 7, ...7 no terminan en una profundidad. Mas
aun, .(G;) = vj:1G; = Gj41. Por lo tanto, continuando el orden del conjunto
D,, , definimos para 3 < ¢ < m las cuerdas D; = Gi_lB;_lﬂm. De esta manera,
M (D,,) = L. Luego, el camino de morfismos irreducibles es de la forma

P, ~~L=M(D,)— M(Dy_1)—...=> M(D;y) = M(Dy) =S,

Am, *

(3.2)
Por lo tanto, el camino L ~» S, tiene longitud m.
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Ahora, del camino (3.2) y del camino (3.1) obtenemos el camino
P, ~ L~ S, ~L~1, . (3.3)

donde el ciclo L ~» S,, ~ L tiene longitud igual a 2m.

Resta probar que el camino (3.3) es seccional. Sabemos de su construccién
que los caminos P, ~» L ~» S, v S, ~» L ~» I, son seccionales. Luego,
debemos analizar si el subcamino M (D) — S, — M (C}) es seccional. Notemos
que M(D;) es un médulo inyectivo, ya que Dy = B, ', donde B, 1 y 7, son
caminos que terminan en un pico. Mas precisamente, como e(B,,_1) = & = e(Vn),
entonces M (D) = I, donde I, es el médulo inyectivo correspondiente al vértice
x. Por lo tanto, M(Cy) 2 77'I,. En conclusién, el camino (3.3) es un camino
seccional, completando de esta forma la prueba de la proposicién. O

Proposicién 3.1.9 Sea A el dlgebra dada por la presentacion (U(m,n —1),1),
con m,n > 2. Consideremos los mddulos cuerda L = M(G1B, vm) y N =
M(G,B;',). Entonces f : L — N es un epimorfismo irreducible. Mds ain,

dl(f) =n—1.

Demostracién: Sea A el dlgebra dada por la presentaciéon (U(m,n —1),1), con
m,n > 2. Consideremos L = M(C) y N = M (D) los médulos cuerda de mod A,
donde C' = v,,,_1 .. .’ylﬁfl .. .ﬁ;_llﬁym vD="p_1.. .7161_1 - ;_12. Notemos que
D es una cuerda que no comienza en una profundidad. Més atin, D, = DS, *,v,, =
C. Por lo tanto, en virtud del Lema 2.1.8,(c) tenemos que f : M(C) — M (D)
es un epimorfismo irreducible, donde Ker(f) ~ M(C)/M(D) ~ M(Vy) = P,
Mas ain, como A es un algebra de tipo de representacion finito, f tiene grado a
izquierda finito.

Vamos a calcular el valor exacto de d;(f) con el algoritmo establecido en el
capitulo anterior. Ya vimos que el Ker(f) ~ M(v,,). Como e(7,,) = x, considera-
mos el médulo I, = M(v,.'B,_1). De esta manera, los sumandos indescomponi-
bles de I, /socl, resultan Ji(x) = M (B, _2) y Jo(x) = S,,,. Ademds, considerando
el morfismo irreducible h : I, — Ji(x), tenemos que Ker(f) ~ M(7,,) ~ Ker(h).
Por lo tanto, asumiendo que d;(h) = [, el morfismo f : L — N estd representado
por algin morfismo ¢; : X; — 771 X;_; de la siguiente configuracién de sucesiones
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que casi se parten.

P, s TP,
JN —a ™~
Xl \ """""""""""" T_le
f XQ% ....T_le—z
et N
Xl—l '''''''''''''''''''''''''''''''''' Jl(l‘)
fz\I %

donde o/(P,) =1y ¢ : P, - Xy — ... = X_1 — I, es un camino seccional.
Ademds, los m6dulos que aparecen en el camino ¢ pertenecen al conjunto Mz
En particular, el médulo L aparece en dicho camino seccional. Como L 2 P, y
L 2 1,, entonces L ~ X, para algin j, 1 <j <[ —1.

Por otra parte, en la demostracién de la Proposicién 3.1.8, probamos la exis-
tencia de un camino seccional

p:P, - M —...—L—...> My, 3—>1,—5,,

de longitud m +n — 1. y que ademas el camino L ~» S, tiene longitud m.

Como dimy(Homy (P,,,, Sa,,)) = 1, entonces | = m+n—2. Més atn, afirmamos
que para cada i, 1 <7 <[—1 tenemos que M; ~ X;. En efecto, como o/ (P,,) = 1,
entonces X; ~ M,. Por otra parte, como p es un camino seccional, My 2% 771 P,.
Por lo tanto, Xy ~ M. Siguiendo con este argumento resulta que X; ~ M;,
para 1 < ¢ < [ — 1. De esta manera, como el camino L ~» S,  tiene longitud
m, entonces L ~ X,,_;. Por lo probado en la Seccién 2.4 del capitulo anterior,
tenemos que d;(f) = n — 1, probando el resultado. O

Observacién 3.1.10 En las demostraciones de la Proposiciéon 3.1.8 y la Propo-
sicion 3.1.9 hemos probado la existencia de un camino seccional

P o Law Sy~ Lo I,

donde el camino ¢ tienen longitud n — 1 y el ciclo L ~» L tiene longitud 2m.
Maés atn, sabemos que existe un morfismo irreducible f : L — N. Afirmamos que
el modulo N es parte de dicho camino seccional. En efecto, en la demostracién
Proposicién 3.1.8 hemos ordenado las primeras m cuerdas C1, . . ., C,, del conjunto
C.,. . donde Cy, = G1 B, ym v M(Cy,) = L. Continuemos con el orden de dicho
conjunto. Observemos que C,, es una cuerda que comienza en un pico. Luego,
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podemos escribir a C,, como @135_12 ;flfym. De esta manera, C,11 = @1377_12
y N = M(Cps1). Ademés, N no es un médulo del camino P, ~~ S,, , debido
a que la cuerda G B, ', no es un vértice del carcaj Q; . Asi, podemos concluir
que el camino seccional mencionado anteriormente es de la forma

P

am

wLwSamWL—)NW[am

donde la flecha representa un morfismo irreducible.

A continuacién transcribiremos parcialmente la Proposicién 2.3 de [19] que
nos sera de utilidad para el préximo resultado.

Proposicién 3.1.11 Sea A un dlgebra y Xl-j €indA, parai=1,....,n1 y j =
1,...,n9. Sea I una componente de I'poq 4, con a(I') < 2 y dimg(Irr(X,Y)) < 1,
para todo X, Y € I'. Supongamos que existe en I' una configuracion de sucesiones
que cast se parten como Sigue

XO
1 - B 0
. an “ Xn1—1
. e
Xl
e ~ - . v O o
X2 X X Xo
N e N ) 7
X}”‘l .
an 7 U Xn2_1_,~
1 0
\ Xn2 /
0

donde o/ (X?) = 2 para i = 1,...,ny yj = 1,...,n9. Sean g; : X" — X
para it =1,....,n1 y f; : Xg — Xg_l para j = 1,...,ny morfismos irreducibles
que satisfacen la relacion de malla de la configuracion anterior. Entonces la com-
poSicion fi ... fuyG1 - Gn, & R Mds aun, para cualesquiera morfismos
irreducibles bl - X3 — X1y b 0 X2 - X2 enmod A parai=1,...,n1 y
j=1,...,ny se satisface hj ... h{*hy? .. b1 ¢ Rrtnetl

Estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.12 Sea A el dlgebra dada por la presentacion (U(m,n — 1),1),
con m,m > 2. FEntonces existen morfismos irreducibles h; : X; — X;11 pa-
ral < i <mn, yX; A—mddulos indescomponibles para 1 < i < n + 1, ta-
les que hy, ...hy € RVT2( X, X, ) \R"2" (X, X,01). Ademds, hy_y...hy &
R (X1, X0) y by oo ho & RY( X2, Xpg1)-

Demostracién: Consideremos el epimorfismo irreducible f : L —+ N de la Pro-
posicion 3.1.9. Hemos probado que el grado a izquierda de f esigualan —1y
que Ker(f) = P,,. Por lo tanto, existe una configuraciéon de sucesiones que casi
se parten como sigue:

P, P
Dy T
T
v Ty

talque 0 : P,, - Y1 — ... = Y, o — L es un camino seccional de longitud n — 1
y ffaz1-.. fi = 0. Ademas, por la Observacion 3.1.10 existe un camino seccional
de la forma

Py L8, AL NI,

donde ¢(¢) =n—1y €(pep1) = 2m. Més ain, hemos probado que los médulos in-
volucrados en el camino ¢ : P, ~» L son los mismos que los médulos involucrados
en el camino 6.

Consideremos X1 =PFP,,, X, =L, X, ,1 =Ny X; =Y, 1 paral <i<n-—1.
Definimos los morfismos irreducibles h; = f; para 1 <i<n—2, h,_1 = fo_1 +
frn_1p, donde p : L ~» L es una composicién de 2m morfismos irreducibles que
son parte del camino seccional psp1, y h, = f. De esta manera la composicion

b ohi = f(fac1+ fac1p) fa—2. -
= ffloafo— - i+ flaapfn—e... fi
= ffoapfa—2a... f1.

pertenece a R ( X1, X, 1) \R"T2 (X, X, 1), debido a que los morfismos son
parte de un camino seccional de largo n+ 2m. Ademas, h,_1...h; ¢ ®"(X1, X,,)
y en virtud de la Proposicién 3.1.11 tenemos que hy, ... hy ¢ R"(Xs, X,,11). De
esta manera queda demostrado el teorema. O

Visualicemos lo probado hasta el momento en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.1.13 Sea A el dlgebra de cuerdas cada por la presentacion

71 32)4 3
1/ \5
51\‘\247

con I =< 3y, >. El carcaj de Auslander-Reiten I' es el siguiente.

mod A
o . .
o e T N,
D T
\\\Hffgi ----- jETfJHiii “““““ Tfﬁb//
p >y s,
N T L ey

donde los mismos médulos en el carcaj estan identificados entre si.
Definimos el morfismo irreducible hy : 77155 — L como

ha = f2 + 969594939291 f2.

De esta manera, f3hof1 : P, — N es una composicién de 3 morfismos irreducibles
que pertenece a R?(Py, N)\R!(Py, N), ya que

fshofi = fsfofi + 3969594939201 f2f1
= 3969591939291 f2.]1,

y los morfismos de esta tltima composicion pertenecen a un camino seccional de
longitud 9.

Observacién 3.1.14 En el Teorema 3.1.12 hemos encontrado familias de alge-
bras en las cuales existe una composiciéon de n morfismos irreducibles, para n > 2,
que pertenece a R*T\RT con ¢ > 4 y ¢ un nimero par.

A continuacién estudiaremos la problematica planteada para valores impares
de t. Para ello, vamos a considerar la siguiente familia de carcajes con relaciones.
Paran > 1y m > 2, consideremos (V(m,n), J)
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Si consideramos ahora A un algebra de cuerdas dada por la presentacion
(V(m,n — 2),J) con n > 3y m > 2, entonces existe una composiciéon de n
morfismos irreducibles en mod A tal que pertenece a R T2m 1\ Rr2mt2,

Enunciaremos los resultados andlogos a los que presentamos anteriormente,
pero sin efectuar su demostracién ya que se deduce de forma similar.

Proposicién 3.1.15 Sea A el dlgebra dada por la presentacion (V(m,n—2),.J),
conm > 2 yn > 3. Consideremos P, = S, e I, los mdodulos simple proyectivo e
inyectivo correspondientes al vértice x en V(m,n — 2). Sea L el mddulo cuerda
L = M(aYp1-.-mB7" - B i yma™). Entonces existe en mod A un camino
seccional de la forma

P~ L~as L~ 1.

Mds aun, el ciclo L ~ L tiene longitud igual a 2m + 1.

Proposicién 3.1.16 Sea A el dlgebra dada por la presentacion (V(m,n—2),.J),
conm > 2yn >3 Sean L = M(aym_1...mB7 ... B yyma™) y N =
M(aYm-1 ... B B ym) A-mddulos indescomponibles y f :+ M — N un
morfismo. Entonces f es un epimorfismo irreducible. Mds ain, di(f) =n — 1.

Teorema 3.1.17 Sea A el dlgebra dada por la presentacion (V(m,n — 2),.J),
conm > 2 yn > 3. Entonces existen morfismos irreducibles h; : X; — X; 11
para 1 < i < n, y X; A—mddulos indescomponibles para 1 < i < n + 1, tales
que hy ... hy € RTPNX X, ) \RVTETE(X, X, 0). Ademds, By ... hy &
R (X1, X0) Y by oo ho & RY( X2, X))

En el siguiente ejemplo, ilustraremos la problematica planteada para un valor

impar de t. Mas precisamente, presentaremos la existencia de una composicién
de 4 morfismos irreducibles que pertenece a R4\ R

Ejemplo 3.1.18 Sea A el dlgebra dada por la presentacion
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donde los mismos médulos en el carcaj estan identificados entre si.
Definimos el morfismo irreducible hs : 771 P, — L como

hs = f3+ 9591939291 f3-

De esta manera, la composicién

Jahsfofi = fafsfofi + [19591939291 3 f2.f1
= [19591939291 f3f2 1,

es una composicién de 4 morfismos irreducibles que pertenece a R\R'?, ya que
los morfismos de la ultima composicién pertenecen a un camino seccional de largo

9.

3.2. Composicion de n morfismos irreducibles
que pertenece a " y no pertenece a R"**

En el Teorema 3.1.12 y el Teorema 3.1.17 hemos encontrado familias de dlge-
bras donde existe una composicién de n morfismos irreducibles que pertenece a
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ROF\RMTHL conn > 3y ¢t > 4. Més ain, con la condicién de que la composicién
de n — 1 morfismos no pertenece a R".

Dedicaremos esta seccion a estudiar el problema para ¢t = 3. En el Ejem-
plo 3.1.1, presentamos un élgebra donde existe una composicion de 2 morfismos
irreducibles que pertenece a R*\R°®. M4s atn, es claro que cada morfismo no
pertenece a 2% debido a que son irreducibles.

Vamos a considerar la siguiente familia de carcajes con relaciones para n > 2,
y la vamos a denotar por (W (n), I).

o(C122- 2 Py e I =<a? BB >

Si consideramos A un &lgebra dada por la presentacién (W (n — 1),1) con
n > 3, entonces existe en mod A una composicién de n morfismos irreducibles h; :
X; — X;y1 para 1 <i < mn, tal que hy,...h; € R"3(X, X, 1) \R"™( X1, Xpi1),
pero con la condicién de que la composicién h,, ... hy pertenece a R"(Xo, X1 1).

Mostraremos esta situacion en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1 Consideremos el algebra A dada por la presentacion

1—>2—>3 4
C

con I =< a?, B3 >. El carcaj de Auslander-Reiten de I'

mod 4 €s el siguiente.
Py
N
Py I I
7 \S 7 fQ\;S ;
JRC—— g e T2 S —— )
%P O\ ;
JEEC T L
A
M M S
PR 2 M

donde los mismos mdédulos en dicho carcaj estan identificados entre si.

De la misma manera que presentamos en los ejemplos anteriores, si conside-
ramos el morfismo irreducible hy = f5+ g3g291 f3, la composicion fihs fo fi es una
composicién de 4 morfismos irreducibles que pertenece a R7(Py, I)\R¥(P, 1),
pero en este caso, fihsfo € R (I3, I).
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Nota: Hasta el momento no hemos encontrado ejemplos donde exista una com-
posicién de n morfismos irreducible que pertenezca a R\ R"™ y que la com-
posicién de n — 1 morfismos no pertenezca a R". Por otra parte, no hemos podido
probar que tal composicién no existe.

Si consideramos un algebra A que esté bajo las hipétesis del Teorema 3.1.4
y suponemos que dicha composicién pertenece a "3\ R"™  entonces se puede
probar que debe existir en mod A un ciclo de longitud 3.

Daremos una caracterizaciéon para la existencia de ciclos de longitud 3. Re-
cordemos que un camino X; — Xy, — X3 — ... —» X, = X; — X, se dice
ciclo seccional, si dicho camino es seccional. El siguiente resultado nos sera de
utilidad para nuestro objetivo.

Teorema 3.2.2 [10] Sea A un dlgebra. Entonces no existen ciclos seccionales en
el carcaj de Auslander-Reiten de mod A.

Recordemos también que dado un morfismo irreducible f : X — Y entre
modulos indescomponibles, con Y un médulo no proyectivo, entonces existe un
morfismo irreducible 7Y — X. Dualmente, si X no es un médulo inyectivo,
entonces existe un morfismo irreducible de Y — 771 X.

Ademas, para todo n € Z tal que 7"X # 0y 7"Y # 0, entonces existe un
isomorfismo k-lineal Irr(X,Y) & Irr(7" X, 7"Y").

Probemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.3 Sea A un dlgebra. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) Existe un mddulo indescomponible no proyectivo M y un morfismo irredu-
cible M — TM.

(b) Eziste en mod A un ciclo de morfismos irreducibles entre mddulos indes-
componibles de longitud 3.

Demostracion: Sea M un A-mddulo no proyectivo indescomponible tal que
existe un morfismo irreducible de M a su trasladado de Auslander-Reiten, 7M;
digamos f: M — 7M.

Supongamos primero que M no es un médulo inyectivo. Entonces existe 7- 1M
y mas atin, existe un morfismo irreducible 7M — 771M. Por otra parte, existe
un morfismo irreducible de 77'M en 7717 M ~ M. Por lo tanto, existe un camino
de morfismos irreducibles entre moédulos indescomponibles

M s M—>TtM— 7'M
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que es un ciclo de longitud tres.

Ahora, si M es un mdédulo inyectivo, entonces afirmamos que 7M no es un
modulo proyectivo. En efecto, supongamos que 7M es un moédulo proyectivo.
Entonces el morfismo irreducible f es un epimorfismo y un monomorfismo si-
multaneamente, lo que resulta una contradiccion. Por lo tanto, 7M no es un
moédulo proyectivo y en consecuencia existe 72M. Con los mismos argumentos
que antes, existe un morfismo irreducible 72M — M y un morfismo irreducible
de 7M en 7(7M) = 7>M. Por lo tanto, existe el siguiente camino de morfismos
irreducibles

M — 1M — 7°M — M

que es un ciclo de longitud tres.

Reciprocamente, supongamos que existe en mod A un ciclo de morfismos irre-
ducibles entre médulos indescomponibles de longitud tres como el siguiente

M — M; — My, — M.

En virtud del Teorema 3.2.2, dicho ciclo no es seccional, en consecuencia el camino
M — M; — M, — M — M, no es seccional. Por lo tanto, se satisface alguna de
las siguientes condiciones:

(1) M ~ 7M. Luego, existe un morfismo irreducible My — 7M.

(2) My ~ 7M. Luego, existe un morfismo irreducible M — 7M.

(3) My ~ 7M. Luego, existe un morfismo irreducible M; — 7M;.

En conclusién, en todos los casos existe un morfismo irreducible de un médulo
a su trasladado de Auslander-Reiten, probando asi el resultado. O

Vamos a presentar familias de algebras donde existan un médulo M y un
morfismo irreducible de M a su trasladado de Auslander-Reiten. Para ello consi-
deremos los siguientes carcajes con relaciones:
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Q : aCo—ﬁ>x el =<a",Pa> n>2

@2: x—’8>oQa elhb=<a"af > n>2

els=<pfa> m>1

Qs :

ely=<af> m2>1

Qs :
8

=2

[ ]
«
[

N

2

:
l/l

Se puede probar que para un dlgebra A dada por una presentacion (Q, I) que
satisface alguna de las siguientes cuatro condiciones, entonces existe un maédulo

indescomponible no proyectivo M € mod A y un morfismo irreducible de M en

TM.
(1)

(4)

(21 es un subcarcaj pleno de @ e I; C I. Més atn, si existe 0 : x — y en @,
entonces 05 € I. Ademds, no existen otras flechas en ) que incidan en los
vértices de ().

ég es un subcarcaj pleno de Q) e I C I. Mas atn, si existe 0 : y — x en @,
entonces 50 € I. Ademads, no existen otras flechas en @) que incidan en los
vértices de Q)s.

()3 es un subcarcaj pleno de Q e I3 C I. Mas aun, si existe § : x — y en Q),
entonces 0 € I. Ademads, no existen otras flechas en ) que incidan en los
vértices de Qs.

(24 es un subcarcaj pleno de @ e I, C I. Més atn, si existe 0 : y — x en @Q,
entonces 80 € I. Ademds, no existen otras flechas en ) que incidan en los
vértices de (Qy.

En efecto, observemos que el Ejemplo 3.2.1, el dlgebra A estd dada por una
presentacién que satisface la condicién (1). En este caso, los médulos M, Sy y
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7M no son moédulos proyectivos y, més aun, existe un morfismo irreducible de
dichos médulos a su trasladado de Auslander-Reiten.

Las algebras que satisfagan las condiciones (3) o (4) son &lgebras de tipo de
representacion infinito. Por ejemplo, si consideramos las algebra de cuerdas dadas
por la presentacién (Qs, I3), para m > 1, el médulo inyectivo correspondiente
al vértice x, I,, satisface que existe un morfismo irreducible I, — 7I,. Méas
precisamente, la sucesién que casi se parte que termina en [, tiene un tnico
término del medio indescomponible.

0—)M(’yf1...'y;Ll) —>M(’yfl...’y,;la'yfl...’y;blﬁ_l) —>M(’yf1...’y;blﬁ_1) —0

donde M(y;t...7'87Y) = I, y M(y'...vY) = 71,. Notemos que ademés,
Tl, = I,/socl,. Por lo tanto, existe un morfismo irreducible I, — 7I,. M&s
mod 4 tal que I, € T', todos los médulos M tal
que M € I, satisfacen la condicion de la existencia de un morfismo irreducible
M — 7M. A continuacién presentaremos un ejemplo particular para describir

aun, si I es la componente de I'

esta situacion.

Ejemplo 3.2.4 Sea A el algebra dada por la presentacion

1
7
2/ a con I =<af >

N

B

<

Sea I componente de I';, jq 4, que contiene al médulo inyectivo ;. Entonces
I' es la siguiente.

.......... Iy
I

AT

....... U0 P ) S F————
~ 4 ~ N 7N

TAL o V0 F— T2I o

7 N e ~ e N e

"""" T614 7'5[4 T4]4 T3]4

donde los mismos maodulos en I' estdn identificados entre si. Observemos que
todos los maodulos de esta componente son dominio de un morfismo irreducible,
cuyo codominio es su trasladado de Auslander-Reiten.
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Definicién 3.2.5 Un mddulo indescomponible M en mod A se dice T-estable a
izquierda si existe T" M para todo n natural.

Dualmente, M se dice T-estable a derecha si existe T-"M para todo n
natural.

Definicién 3.2.6 Un modulo indescomponible M se dice T-estable si es estable
a izquierda y a derecha.

En particular, si un moédulo 7-estable M satisface que 7" M ~ M para algin
nimero natural m, entonces se dice que M es T-periddico. Mas aun, M tiene
periodo m si 7™M ~ M y 7M % M para todo 1 < k < m.

Para presentar el tultimo resultado de esta seccién es necesario recordar el
siguiente teorema.

Teorema 3.2.7 [36, Teorema 2.3] Consideremos A un dlgebra y Uyoq a €l carcaj
de Auslander-Reiten de mod A. Sea I' un subcarcaj pleno de I'yyoq 4. Supongamos
que I' satisface alguna de las siguientes condiciones.

(1) Si X es un mddulo no proyectivo en I', entonces X estd en I y la sucesion
que cast se parte que termina en X tiene al menos dos términos en el medio
en I.

(2) Si X es un mddulo no inyectivo en T, entonces 771X estd en T y la sucesidn
que casi se parte que comienza en X tiene al menos dos términos en el medio
en I

Entonces no existen ciclos orientados en I.
Probemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.8 Sea A un dlgebra. Consideremos M un A-mddulo no pro-
yectivo tal que existe un morfismo irreducible M — 7M. St M es un modulo
T-estable, entonces M es T-periddico y tiene periodo 3.

Demostraciéon: Sea A un algebra y consideremos M un moédulo indescomponible
y T-estable tal que existe un morfismo irreducible M — 7M. Supongamos que M
no es 7-periodico. Entonces para todo nimero entero n, los modulos 7" M estan
definidos. Mas aun, dados r, s € Z tales que r # s tenemos que 7°M 2 7" M.

Debido a la existencia de un morfismo irreducible M — 7M, entonces existe
un morfismo irreducible de 7*M — 71 M para todo k € Z. M4s atn, sabemos
que existe un morfismo irreducible de 72M — M. Por lo tanto, para todo ntimero
entero k también existe un morfismo irreducible 7% M — 7F=2)/1.
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Consideremos I' el subcarcaj pleno de I' cuyos modulos son de la for-

ma 7 M para todo ntimero entero k. Obserrxﬁe(;goAs que todo modulo de I' no es
proyectivo ni inyectivo. Més atin, para todo médulo 7°M en I, tenemos que
T*M — 7FIM @ 7F72M es un morfismo irreducible. En consecuencia, como
TFIM 22 7720, todas las sucesiones que casi se parten en I' tienen al menos
dos términos del medio indescomponibles. Por lo tanto, por el Teorema 3.2.7 no
existen ciclos orientados en I', contradiciendo el Teorema 3.2.3. En conclusién,
M es T-periddico.

Afirmamos que el médulo M tiene periodo 3. En efecto, sea n el 7-periodo
del médulo M, es decir, M ~ 7™M y M 2 7°M para 1 < k < n. Como
existen morfismos irreducibles M — 7M y 72M — M y no existen lazos en
I hod 4> deducimos que n > 2. Por otra parte, debido a la existencia del morfismo

irreducible M — 7 M, existe un ciclo en I' de la forma

mod A
M=M= 71*M—> .. =71 'M — "M ~ M.

En virtud del Teorema 3.2.2, sabemos que el camino M L M = M 1o es

seccional. Por lo tanto 78 M ~ 7(75+2M) ~ 7¥+3 M para algin k& < n. En conclu-

sién, para cualquier valor de k que satisfaga lo anterior, tenemos que M ~ 73M,
concluyendo asi que M tiene 7-periodo 3. O
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Capitulo 4

Radical y teoria de inclinacion

El objetivo de este capitulo es establecer relaciones entre el radical de la
categoria de médulos de un algebra A dada, y el radical de la categoria de médulos
de End4T, donde T es un A-médulo inclinante. Para ello utilizaremos la teoria
de inclinacion.

En la primera seccién introduciremos algunas nociones bésicas de la teoria de
inclinacion, y en las siguientes secciones presentaremos los resultados obtenidos
en ese contexto.

4.1. Preliminares sobre la teoria de inclinacion

La teoria de inclinacién compara las categorias de mddulos sobre un
algebra A y el dlgebra de endomorfismos de un cierto A-médulo 7', al que se
denomina médulo inclinante.

Recordemos que dada A un dlgebra y M un A—mddulo, el dlgebra de en-
domorfismos B = Ends M es una k-algebra con respecto a la composicion de
morfismos. Mas atn, la accion natural de B en M hace de M un B— A—biméddulo,
dado que la linealidad de cada elemento f € B implica f(ma) = f(m)a = (fm)a,
para todo m € M y a € A. Para todo A-mdédulo a derecha N, el grupo abeliano
Hom 4 (M, N) tiene estructura de B-médulo a derecha dada por (fb)(m) = f(bm),
para € Homy(M,N), b€ By m € M.

El objetivo principal de esta seccion es presentar el teorema de inclinacion, el
cual establece equivalencias entre subcategorias plenas de mod A y mod B, con
B =End, (T') para T un cierto A-mdédulo.

Esta seccién estd basada en [3], [6, Capitulo VI] y [4, Capitulo 2].
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Definicién 4.1.1 Un par (T, F) de subcategorias aditivas y plenas de mod A es
un par de torsion si:

(a) Homu(M,N) =0 para todo M € T y N € F.
(b) Si Homy (M, F) = 0 para todo F € F, entonces M € T .
(¢) Si Homy (T, N) =0 para todo T € T, entonces N € F.

En otras palabras, un par de torsién es un par de subcategorias aditivas tales
que no hay ningiin morfismo no nulo de la primera subcategoria a la segunda, y
son maximales con esa propiedad. Las subcategorias 7 y F se denominan clase
de torsion y clase sin torsion, respectivamente.

Definicién 4.1.2 Un par de torsion (T, F) se dice escindido, si cada A-mddulo
indescomponible pertenece a T o a F.

El siguiente resultado da condiciones para la existencia de pares de torsion.

Proposicién 4.1.3 (a) Sea T wuna subcategoria aditiva y plena de mod A.
Eziste una subcategoria F tal que (T,F) es un par de torsion si y sdlo
si T es cerrado por cocientes y por extensiones.

(b) Sea F una subcategoria aditiva y plena de mod A. Eziste una subcategoria T
tal que (T, F) es un par de torsion si y solo si F es cerrado por submddulos
y por extensiones.

(c) Si (T,F) es un par de torsion de mod A, entonces para todo mddulo M
existe una unica sucesion exacta corta

0—tM—M— M/tM — 0 (4.1)

contM € T y M/tM € F; inica en el sentido que toda sucesion exacta
corta
0O0—-L—->M—N—=0

con LeT yN eF, esisomorfa a la sucesion (4.1).
La sucesién exacta (4.1) se dice candnica.

Recordemos que dado M € mod A, podemos definir una subcategoria plena de
mod A, cuyos objetos son los A-mdédulos generados por M. A dicha subcategoria
la denotamos por Gen M.

No siempre Gen M es una clase de torsion cuando M es un médulo arbitrario.
A continuacién enunciaremos una condicién sobre el médulo M para que Gen M
sea una clase de torsion.
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Lema 4.1.4 Sea T un A-mddulo tal que Ext' (T, M) = 0 para todo M € GenT .
Entonces, GenT' es una clase de torsion. Ademds, la clase sin torsion correspon-
diente es {M € mod A | Homa(T, M) = 0}.

La siguiente definicion es fundamental para el desarrollo de esta tesis.

Definicién 4.1.5 Un A-mdodulo T se dice inclinante si satisface las siguientes
propiedades:

(Ty) dpT < 1.
(Ty) Exty(T,T) = 0.

(T3) Ewiste una sucesion exacta corta

0= Ay =T, —T)—0
conT' yT" enaddT.

Si un modulo T cumple sdlo las dos primeras propiedades (T1) y (Ty) decimos
que es un modulo inclinante parcial.

Lema 4.1.6 Sea T un A-mddulo tal que dp T < 1. Entonces, T es inclinante
parcial si y sélo si Exty (T, M) =0 para todo M € GenT.

Una consecuencia directa del lema anterior es que todo médulo inclinante par-
cial induce un par de torsién (Gen T, F), con F = {M € modA | Homu(T, M) =
0}.

Se prueba que la clase de torsién Gen T es igual a la clase {M € mod A |
Exty(T, M) = 0} cuando T es un médulo inclinante, ver [4, Capitulo 2, Teorema

3.5]. Luego, vamos a denotar como (7(T), F(T)) el par de torsién inducido por
T.

Enunciaremos algunos resultados que nos serdn de gran utilidad para demos-
trar el teorema de inclinacion de Brenner y Butler.

Corolario 4.1.7 Sean T un A-mddulo inclinante y B = Enda(T"). Entonces
M € T(T) siy sélo siep : Homa(T, M) @p T — M es un isomorfismo.

Lema 4.1.8 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = End4T. Para
M, N € T(T) hay isomorfismos funtoriales:
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(a) Homy (M, N) = Hompg(Hom, (T, M), Hom4 (T, N)).

(b) Extly (M, N) = Exty(Hom(T, M), Hom4 (T, N)).

El Lema 4.1.8 muestra que la restriccién del funtor Homa(7, —) sobre la
subcategoria 7 (T") es un funtor fiel, pleno y preserva extensiones.
La base de la teoria de inclinacién es que, si T4 es un A-mddulo inclinante y

B = End4T, entonces g1 es un B°?-mdédulo inclinante. Esto hace simétricos los
roles de Ay B.

Lema 4.1.9 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = EndTy4. En-
tonces, g1 es un B-mddulo inclinante a izquierda y existe un isomorfismo entre
A y (End gT)°, dado por a — (t — ta).

A continuaciéon veremos que un A-médulo inclinante T4 induce un par de
torsion en la categoria mod B.

Corolario 4.1.10 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = End4T.
Entonces T induce un par de torsion (X(T4),Y(T4)) en mod B, donde

X(Tx) = DF(pT) ={Xp | X @5 T = 0}

Y(Ta) = DT (5T) = {Y5 | Tor{ (Y, T) = 0}.

Definicién 4.1.11 Sean A un dlgebra, T un A-modulo inclinante y B = End4T.
Entonces

(a) T se dice separante si el par de torsion inducido (T(T"), F(T)) en mod A
es escindido.

(b) T se dice escindido si el par de torsion inducido (X (T),Y(T)) en mod B
es escindido.

Lema 4.1.12 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = EndsT. En-
tonces Y € Y(Ta) si y solo si el morfismo funtorial 6y 1Y — Homu(T,Y @5 T)
definido por y — (t — y ®t) es un isomorfismo.

Ahora estamos en condiciones de presentar el teorema de inclinacén. Este
resultado es fundamental para el desarrollo de las siguientes secciones de este
capitulo.
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Teorema 4.1.13 (Brenner-Butler) Sean A un dlgebra, T un A-mddulo incli-
nante y B = End4T". Entonces:

(a) Los funtores Homa(T, —) y — ®p T inducen equivalencias cuasi-inversas

entre T(T) e Y (T).

(b) Los funtores Ext! (T, —) y Tor?(—,T) inducen equivalencias cuasi-inversas

entre F (T) y X (T).

Demostracién: Sélo probaremos el primer inciso. Para la demostracion del inciso
(b), referimos al lector a [6, Capitulo VI, Teorema 3.8].
(a) Comencemos probando que si Y € YV (Ty), entonces Y @ T € T (Ty).

Sea Y € Y (T,), sabemos que existe un epimorfismo B™ + Y, con m > 0,
por ser B un generador en mod B, y por lo tanto un epimorfismo

TXL;Bm(@BTAHY@BT

Luego, Y @p T € GenTy =T (Ty) .

Sea ahora M € T (T4). Probaremos que Homy (T, M) € Y (T4) por dualidad,
teniendo en cuenta que g7 es un médulo inclinante y que A = (EndgT')P. En
efecto, como M € T (T4), entonces DM € Y (gT) . Luego, T @4 DM € T (5T).
Por lo tanto, Homy (7, M) = D(T @4 DM) € Y (T4), probando lo deseado.

Por el Corolario 4.1.7 sabemos que Hom 4 (T, M)®@pT = M para M € T (T4) .
Por otro lado, usando el Lema 4.1.12 tenemos que Y = Homu(7T,Y ®p T') para
Y € Y (T4), lo que termina la demostracién de (a). O

Es posible visualizar las equivalencias inversas del teorema de inclinacién en
los carcajes de Auslander-Reiten de A y B. En la siguiente figura se muestran las
clases T, F en mod A, y las clases X', Y en mod B, y las equivalencias inversas.

I'p y(TA) X(TA)

El siguiente resultado, denominado el Lema de Conexion, tiene un gran interés
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tedrico para nosotros ya que da una caracterizacion de los mddulos inyectivos
pertenecientes a la subcategorfa J(T") en mod B.

Lema 4.1.14 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante y B = EndsT. Sean
P e I la cobertura proyectiva y la envolvente inyectiva de un A-modulo simple S,
respectivamente. Entonces

7 *Homy (T, I) ~ ExtY (T, P).
En particular, P € addT si y solo si Homa(T, 1) es un B-mddulo inyectivo.
El siguiente corolario sera de utilidad para el proximo ejemplo.

Corolario 4.1.15 Sea T un A-mddulo inclinante. Entonces, L € add T si y solo
siLeT(T)yrLe F(T).

En el siguiente ejemplo introduciremos un modulo inclinante particular.

Ejemplo 4.1.16 [4, Capitulo 2, Ejemplo 3.12(c)]. Sea A ~ kQ4/I4 un algebra.
Consideremos S un A-moddulo simple proyectivo no inyectivo. Es conocido que
S =25,, donde a € Qg es un pozo del carcaj ). Entonces el modulo

Tla] = 77 '(Sa) ® (BvsaP)

es un moédulo inclinante, el cual se denomina médulo APR-inclinante. Ademas
T'a] es separante. En efecto, consideremos la sucesién exacta que casi se parte

0—=S,—=P—=7S,) =0

Como S, es simple, tenemos que P es proyectivo. Entonces T'[a] satisface (7})
y (T3) de la Definicién 4.1.5, pues ningiin sumando indescomponible de P es
isomorfo a .S,, debido a la Observacion 1.5.12.

La condicién (T3) es una consecuencia de

Ext! (T[a], T]a]) = DHom4(T[a], 7T[a]) = DHom4(T[a], S,) = 0

pues S, es simple proyectivo y dp T'[a] < 1.

Veamos ahora que el par de torsién (7 (T'[a]), F(T[a])) es escindido. En efecto,
M € T(T[a]) siysolosi0 = Ext}(T[a], M) = DHom(M, 7T[a]) = DHom(M, S,,).
Esto ocurre si y s6lo si ningin sumando directo de M indescomponible es iso-
morfo a S,. Como S, = 77T '[a] € F(T[a]) (por el Corolario 4.1.15) se deduce que
F(Ta]) = add S,, mientras que T (T'[a]) = add(ind A\ {S,}).
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Por lo recientemente visto, sabemos que cualquier A—moddulo APR-inclinante
es separante. A continuacién daremos una caracterizaciéon para determinar cuando
dicho médulo es escindido. Para ello recordemos la siguiente definicién.

Definicién 4.1.17 Sea A ~ kQ/I un dlgebra y asumamos que @ no tiene ciclos
orientados. En particular Q) contiene al menos un pozo. Un pozo a € Qg se dice
libre si no es el punto final de una relacion de Q. En caso contrario decimos que
el pozo a es ligado.

Lema 4.1.18 FElmddulo APR-inclinante T'[a] es escindido si y solo si el vértice a
es un pozo libre. Mds ain, en este caso el quiver ordinario Qp de B = End(T[a])
no tiene ciclos orientados y el vértice ' € (Qp)o, correspondiente al pozo libre
a € (Qa)o, es una fuente.

4.2. Sobre el radical y la teoria de inclinacién

A lo largo de esta seccién vamos a considerar A un algebra, T un A—mddulo
inclinante y B ~ End4T. Estudiaremos los morfismos de la categoria mod A y
su relacion con el radical para compararlos con los morfismos inducidos en la
categoria mod B.

En la siguiente proposicion vamos a asumir que 7" es un modulo separante. El
resultado es dual si se considera a 1" un modulo escindido.

Recordemos que dado un morfismo f € R%(M,N) con n > 2, entonces
f = ¥2_,g:f; para algin s € N, donde cada f; pertenece al R4(M, X;), con
X; €ind A, y cada g; : X; — N es una suma finita de composiciones de n— 1 mor-
fismos irreducibles entre médulos indescomponibles. Mas atn, si f ¢ R (M, V)
entonces algun f; es irreducible.

Proposicién 4.2.1 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante separante y
B = End4(T). Sean M, N A—mddulos indescomponibles de T(T), f : M — N
un morfismo yn > 1. Si f € R4(M,N) entonces F(f) € REy(F(M), F(N)),
donde F' = Homu (T, —).

Mds aiin, si F(f) ¢ RE™(F(M),F(N)) entonces existe un camino no nulo
de n morfismos irreducibles entre modulos indescomponibles como sigue

F(M) = X, — ... = X,_1 — F(N)
donde cada X; pertenece a Y(T), paral <i<n-—1.
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Demostracién: Consideremos F' = Hom (7', —) la equivalencia entre las subca-
tegorfas 7 (T') e Y(T') definida en el Teorema 4.1.13. Sean M, N médulos indes-
componibles de T(T') y f : M — N un morfismos tal que f € R (M, N), para
algin n > 1. Probaremos por induccién que F(f) € Ry (F (M), F(N)).

Sin =1, entonces f no es un isomorfismo. En consecuencia, por el Teorema
4.1.13, F(f) no es un isomorfismo en mod B. Luego, F(f) € Rp(F (M), F(N)).

Consideremos ahora que n > 2 y asumamos que si un morfismo h : X — Y
pertenece R% ' (X,Y), con X e Y en T(T), entonces F(h) € Ry H(F(X), F(Y)).
Por la Proposicién 1.3.9 existen un nimero natural s > 1 y médulos indescom-
ponibles X, ..., X,, tales que f = ¥5_,¢;fi, con f; € Ra(M, X;) y g; = Sy_ h¥
donde cada h¥ es una composicién de n — 1 morfismos irreducibles entre médulos
indescomponibles, con 1 <1 < s, 1 <k <t y1 <7 <n. Por lo tanto, cada

€ R"Y(X;, N). Como f # 0, vamos a asumir que cada morfismo f; y cada
morfismo g; son no nulos.

Dado que T es un A—mddulo inclinante separante, todos los mdédulos in-
descomponibles X;, con 1 < i < s, pertenecen a T (7)), pues M € T(T) y
no existen morfismos no nulos desde la subcategoria 7 (7") a la subcategoria
F(T). Por lo tanto, por el Teorema 4.1.13 resulta que F(f) = X;_,F(¢;)F(f:),
con F(f;) € Ra(F(M),F(X;)) y por hipétesis inductiva tenemos que F(g;) €
RYYF(X;), F(N)). Por consiguiente F(f) € R (F(M), F(N)), probando asf la
primera implicacion.

Ahora asumamos que F(f) ¢ R (F(M), F(N)), y en consecuencia f ¢
RW(M, N). Para n = 1, existe trivialmente un camino de longitud 1 entre
F(M)y F(N), pues F(f) es un morfismo irreducible.

Sin > 2, como f € R4 (M, N)\R3 (M, N) entonces existe un s > 1 tal que
f =%l hEf donde cada hF = A" hP! es una composicién de n — 1
morfismos irreducibles entre mddulos indescomponibles en 7 (7'). Luego, F(f) =
Y Yl F(hEY L F (RPN F(f). Sitodos los sumandos de F/(f) pertenecen a
REF(F(M), F(N)), entonces el morfismo F(f) pertenece a R%™ (F(M), F(N),
generando asi una contradiccion con lo asumido.

Luego, existe por lo menos un 2o y un kg, con 1 < 45 < sy 1 < ky <
t; tal que F(hf{?"fl) (hko VF(fi,) € RETHF(M), F(N)) resultando asf ser
una composicién de n morfismos irreducibles entre médulos indescomponibles de
Y(T'). Queda asi probado el resultado. O

El resultado anterior es también valido si consideramos un morfismo entre
modulos indescomponibles pertenecientes a la clase sin torsion. Lo enunciaremos
a continuacion.

Proposicién 4.2.2 Sean A un dlgebra, T un A-modulo inclinante separante y
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B = Endu(T). Sean M,N A—mddulos indescomponibles de F(T), g : M — N
un morfismo y n > 1. Si g € R%(M, N) entonces F'(g) € Ry(F'(M), F'(N)),
donde F' = Ext}y(T, —).

Mads aiin, si F'(g) ¢ RE™(F'/(M), F'(N)) entonces existe un camino no nulo

de n morfismos irreducibles entre modulos indescomponibles como sigue
F'(M) = X, — ... = X,_1 — F'(N)

donde cada X; pertenece a X(T), paral <i<n-—1,

El siguiente ejemplo muestra que si consideramos un A-mdédulo inclinante
separante pero no escindido, dado un morfismo en mod A que no pertenezca a
alguna potencia del radical, el morfismo inducido en mod B puede pertenecer a
dicha potencia.

Ejemplo 4.2.3 Sea A = kQ /14 el dlgebra dada por la presentacién

1%2-+>3—>4 con Ip=<vyBa >

Consideremos el A—mddulo inclinante T'= P; & P, ® P3 & S3. En este caso, el
algebra de endomorfismos B = End4T = kQp/Ip estd dada por la presentacion

1o 3 con Ip =< 6”}”—5’0&’>
=~
o 476

El carcaj de Auslander-Reiten es

I'p | S — [ T — Ly
Pg/ """""""""""""" X%Pl/—]é/%y """"""""""""" Il/—Sl/
~N 7 NN
S — LR —— Iy

Observemos que el A—modulo inclinante T' es separante pero no es escindido,
ya que los B—moddulos indescomponibles Y e I no pertenecen ni a la subcate-
gorfa X' (T") ni a la subcategoria V(7).
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El morfismo f : Sy — I de mod A no pertenece a R*(Sy, I) por ser un
morfismo irreducible, mientras que Homa(T, f) € R?*(Sy, Ir) debido a que no
existe un camino de longitud 1 entre Sy e Io.

Como consecuencia de la Proposicion 4.2.1 y su dual, se deduce el siguiente
resultado.

Corolario 4.2.4 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante separante y es-
cindido y B = Ends(T). Sean M, N A—mddulos indescomponibles de T (T),
f: M — N un morfismo y n € N. Entonces, f € R%(M,N) si y solo si
F(f) e RE(F(M),F(N)), donde F = Homu(T, —).

El Corolario 4.2.4 también es valido si consideramos un morfismo entre modu-
los indescomponibles pertenecientes a la clase sin torsion.

Los resultados anteriores muestran el vinculo entre los morfismos y su rela-
cién con el radical cuando consideramos el dominio y el codominio en la misma

subcategoria.

El siguiente ejemplo muestra que el resultado no es valido si dichos médulos
pertenecen a distintas subcategorias.

Ejemplo 4.2.5 Sea A = k(@ el algebra dada por la presentacion

1-2—-=3—-4

El carcaj de Aulander-Reiten de mod A es el siguiente:

donde los modulos encuadrados denotan los sumandos del moédulo inclinante
T =P &I38 M®S;. Denotamos con rojo y con azul los médulos indescom-
ponibles de la subcategoria de torsiéon y la subcategoria sin torsiéon de mod A,
respectivamente.

Entonces B = EndsT = kQ’ estda dada por la presentacién:
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V<2 =3 =4

y el carcaj de Auslander-Reiten de mod B es

FB . Pll = S]/ """"""""" 14/
RN
Pz/ Lo
7N /O
Pg/ 17\[ _[2/ = SQ/
N A N
5'4, — P4, ............................... SB’ ................ ]1,

Ahora, si consideramos un morfismo irreducible f : P, — P; en mod A, donde
Py, e F(T)y P, € T(T), tenemos que f € R(Py, P1)\R?*(Py, P). Por otro lado,
Ext!y (T, Py) ~ Sy y Homa(T, P;) ~ Sy son B-médulos simples no isomorfos, y
por lo tanto el Uinico morfismo que existe entre ellos es el morfismo nulo, el cual
pertenece al radical infinito.

Como una aplicacién inmediata del Corolario 4.2.4, tenemos el siguiente re-
sultado.

Lema 4.2.6 Sean A un dlgebra, T un A-mddulo inclinante separante y escindido
y B = Enda(T). Entonces, f : M — N es un morfismo irreducible entre A-
modulos indescomponibles de T (T') (F(T), respectivamente) si y solo si F(f) :
F(M) — F(N) (F'(f) : F'(M) — F'(N), respectivamente) es un morfismo
irreducible entre B-mddulos indescomponibles de Y(T') (X(T'), respectivamente),
donde F = Homy(T, =) (F' = Ext} (T, —), respectivamente).

A continuacién probaremos un resultado que serd necesario para la demos-
tracion del préximo lema. Ademds, sale como una consecuencia inmediata que
podemos simplificar los calculos al momento de hallar el indice de nilpotencia de
un algebra de tipo de representacion finito.

Para ello recordemos la Notacion 1.7.13

Sea A ~ kQ /14 un élgebra de tipo de representacion finito y sea a un vértice
de Q A-

Si P, = S, se define n, = 0. En caso contrario, consideramos el morfismo
irreducible ¢, : rad(P,) — P, y definimos n, = d,(¢,).

Dualmente, si I, = S, se define m, = 0. En caso contrario, definimos m, =
d,(6,), donde 0, : I, — I,/soc(1,).

Por dltimo definimos r, = m, + n,. Por el Lema 1.7.14 sabemos que los
morfismos ¢, : P, — I, que factorizan por S, satisfacen que ¢, € R (P,, 1,) \
Rrati(P,, 1,).
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Proposicién 4.2.7 Sea A ~ kQ /14 un dlgebra de tipo de representacion finito.
Asumamos que Q) 5 tiene al menos un pozo y consideremos P, = S, un A-mddulo
simple y proyectivo. Entonces existe un vértice b # a tal que v, < ry,.

Demostracion: Sea a un pozo del carcaj Q4. Como P, = S,, un morfismo no
nulo ¢, : P, — I,. es tal que ¢, € R (P,, I,) \ R (P,, I,). Por lo tanto, en
virtud de la Proposicién 1.3.9, existe un camino no nulo de morfismos irreducibles
entre modulos indescomponibles de longitud r,

hr

IR I S D )

Afirmamos que X; es proyectivo. En efecto, supongamos que no lo es. Luego
existe un morfismo irreducible 7X; — P,. Debido a que P, es proyectivo, 7.X;
es sumando directo de radP, y radP, = 0 por ser P, un A-médulo simple. Por
lo tanto 7.X7; = 0 y en consecuencia X; es un A—mddulo proyectivo. Denotemos
X1 = P, para algin vértice b # a. Consideremos ¢y = h,, ... hy : B, — I, el
morfismo no nulo proveniente del camino anterior. Luego ¢ € R™*"Y(B;, I,) \
R7e(Py, 1,). Como b # a, ¥ no factoriza por Sy. En virtud del Lema 1.7.9, existe
un morfismo no nulo & : I, — I, € R(I,, [,) tal que £ es no nulo y factoriza
a través de Sy. Por lo tanto, {1 € R (P, I,). Siguiendo la Observacién 1.7.15
resulta que r, < rp. O.

Considerando I, = S, un médulo simple e inyectivo, con un anélisis similar se
obtiene un resultado dual al anterior. A continuacién enunciaremos el resultado.

Proposicién 4.2.8 Sea A ~ kQ4/I4 un dlgebra de tipo de representacion finito.
Asumamos que Q4 tiene al menos una fuente y consideremos I, = S, un A-
modulo simple inyectivo. Entonces existe un vértice b # a tal que rq < 1.

Recordemos que, como enunciamos en el Teorema 1.7.16, el indice de nilpo-
tencia 74 del radical de la categoria de médulos de un dlgebra A = kQ4/I4 de
tipo de representacion finito viene dado por

ra =max{r,, cona € (Qa)} + 1.

Sigue como una consecuencia inmediata de la Proposicién 4.2.7 y de la Propo-
sicion 4.2.8, que para calcular dicho indice de nilpotencia sélo basta con analizar
los vértices de Q4 que no son pozos ni fuentes. Enunciemos el Teorema A.

Teorema 4.2.9 Sea A = kQa/I un dlgebra de tipo de representacion finito.
Denotamos por V al subconjunto de vértices de Q) o4 que no son ni pozos ni fuentes.
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Asumamos que V # 0 y para cada a € V definimos r, = d,(1,) + di(0,), donde
0, : radP, — P, e, : I, — I,/s0cl, son morfismos irreducibles y P, e I,
denotan a los modulos proyectivo e inyectivo indescomponibles correspondientes
al vértice a. Entonces el indice de nilpotencia de R(mod A) estd dado por:

ra = max{r,, cona € V}+1.

Observacion 4.2.10 Sea A un algebra. Puede suceder que el conjunto V sea
vacio, es decir, todos los vértices de ()4 son pozos o fuentes. En dicho caso afir-
mamos que no existe un ideal admisible de k(@) 4. En efecto, supongamos existe
un camino de longitud mayor o igual a 2, més precisamente, a,1 =3 a, Lyt
as 33 ay, con s > 2. De esta manera ay es un vértice que no es ni un pozo ni una
fuente, contradiciendo lo asumido. Luego, A ~ kQ) 4, deduciendo asi que A es un
algebra hereditaria.

En la préxima seccién, estudiaremos a las algebras hereditarias de tipo de
representacion finito. Mas precisamente, probaremos en el Lema 4.3.3 que r, = 13
para todo a,b € (Q4)o. En consecuencia, para calcular del indice de nilpotencia
de R(mod A) sélo basta con calcular un solo valor de r,, para algin a € (Qa)o.
Maés atn, en este caso el valor de r, esta dado en funcion de la cantidad de vértices
de @4, ver el Teorema 4.3.9.

A continuacién vamos a considerar A un algebra y B el algebra de endomor-
fismos de modulos inclinantes particulares. El objetivo es comparar el indice de
nilpotencia del radical de la categoria de modulos de ambas algebras, cuando
éstas sean de tipo de representacién finito.

Es sabido que dada un algebra A de tipo de representacion infinito, el algebra
B = Endu(T), donde T es un A-mddulo inclinante separante, también es de
tipo de representacién infinito. Reciprocamente, si T' es un A-modulo inclinante
escindido y B es de tipo de representacién infinito, entonces A es de tipo de
representacion infinito.

Para presentar el primer resultado, es necesario introducir la siguiente nota-
cién.

Notacién 4.2.11 Dado un élgebra de tipo de representacién finito A ~ kQ /14
vamos a denotar por (R4)o al subconjunto de (Q4)o de todos los vértices que
determinen el indice de nilpotencia del radical de su categoria de modulo, es
decir,

(Ra)o={u € (Qa)o tal quer, =714 —1} C (Qa)o.
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Teorema 4.2.12 Sea A ~ kQa/Ia un dlgebra, T un A-mddulo inclinante se-
parante y B = EndjT. Si B es de tipo de representacion finito y para algin
u € (Ra)o se tiene que P, € add T, entonces

rA STB7

donde 14 y rp denotan los indices de nilpotencia de R(mod A) y R(mod B),
respectivamente.

Demostracién: Sea A ~ kQs/I4 un algebra y B = EndsT', donde T es un
A—modulo inclinante separante que satisface que P, € add T, para algiun u €
(Ra)o. Asumamos que B es de tipo de representacién finito, y por consiguiente,
A es de tipo de representacién finito. Sean r4 y rg los indices de nilpotencia de
R(mod A) y R(mod B), respectivamente y probemos que r4 < rp.

Por hipétesis, sabemos que el vértice u € (Q4)o satisface que r4—1 = r,. Con-
sideremos ¢, : P, — I, un morfismo no nulo que factoriza por 5, entonces ¢, €
Rra-4(P,, I,)\R™(P,, I,). Como T es un A—mdédulo inclinante separante y P, e
I, € T(T), resulta de la Proposicién 4.2.1 que 0 # F(p,) € 5 (F(P,), F(1,)).
Por consiguiente, como R3* " (mod B) # 0, debido a la maximalidad de r5 dedu-
cimos que ry < rg. O

En el Teorema 4.2.12 hemos probado céomo se relacionan los indices de nil-
potencia del radical de la categoria de médulos de un algebra y el de su dlgebra
de endomorfismos de un cierto moédulo inclinante, cuando éstas son de tipo de
representacién finito.

A continuacién vamos a dar una caracterizacién para que dichos indices de
nilpotencia sean iguales. Para ello es necesario demostrar el siguiente lema. Este
resultado estd probado por M. Hoshino en la demostracion de la Proposicion 6
en [32]. A continuacién proponemos una prueba diferente, realizada en funcién
del radical.

Lema 4.2.13 Sean A ~ kQa/I4 un dlgebra de tipo de representacion finito y
B = EndsT donde T es un A—mddulo inclinante separante. Asumamos que
B es un dlgebra de tipo de representacion finito y denotemos por F al funtor
Homu (T, —). Entonces para todo vértice u € (Qa)o tal que P, € addT, se tie-
ne que F(P,) y F(I,) son B—mddulos proyectivo e inyectivo indescomponibles,
respectivamente, tales que topF(P,) = socF(1,).

Demostraciéon: Sean A un élgebra de tipo de representacion finito y 7' un
A—modulo inclinante separante. Sea u un vértice de Q4 tal que P, € addT.
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Sabemos que el A—modulo inyectivo indescomponible I, € T(T') por ser T se-
parante. Mds atun, F'(P,) es un B—modulo proyectivo indescomponible y por el
Lema de Conexién 4.1.14 resulta que F(I,) es un B—mddulo inyectivo indes-
componible. Denotemos dichos médulos por F(P,) = P, y F(I,) = fw/, con
v w' € (Qp)o.

Afirmamos que v = w’. En efecto, supongamos que v’ y w’ son vértices dis-
tintos de Q. Sea v, : P, — I, un morfismo no nulo de mod A que factoriza por
Sy, luego 1, € R™(P,, [,)\R™(P,, I,). Como T es un médulo inclinante sepa-
rante, por la Proposicién 4.2.1 tenemos que F'(¢,) € 5)?”“(]3@/, fw/). Claramente,
F (1) no factoriza por el B-médulo simple §w/, pues v’ # w'. Por lo tanto, por el
Lema 1.7.10 existe un morfismo que no es un isomorfismo ¢ : ﬁw/ — ﬁv/ tal que
F(¢,)e # 0. Como P, es un B—médulo proyectivo indescomponible, existen
T, un A—mddulo indescomponible perteneciente a add7 y un morfismo no nulo
que no es isomorfismo ¢ : T, — P, tales que P,y = F(T,) v & = F(p). Més
atin, el morfismo v, es no nulo y pertenece a R (T, I,,). En virtud del Lema

1.7.11, existe una composicén no nula P, — T, w I, — I, que pertenece a
Rretl(P,, I,), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, concluimos que v’ = w'.

|

Proposicién 4.2.14 Sean A ~ kQa/I4 un dlgebra de tipo de representacion
finito, T un A—mddulo inclinante separante y asumamos que B = EndsT es
un dlgebra de tipo de representacion finito. Supongamos que existe un vértice
u € (Ra)o C (Qa)o tal que P, € addT.

Sira = rp entonces existe un camino no nulo de morfismos irreducibles entre
modulos indescomponibles como sigue

F(P,) — X, = ... = )?TA,Q — F(I,)
de longitud ro — 1.

Demostracién: Sea A un dlgebra de tipo de representacién finito y T'un A—modu-
lo separante. Asumamos que B = End4(7") es un élgebra de tipo de representa-
ciéon finito tal que r4, = rpg, donde r4 y rg denotan el indice de nilpotencia de
R(mod A) y R(mod B), respectivamente.

Asumamos que existe un vértice u € (Ra)o tal que P, € addT, es decir
ra—1 =r,. Consideremos ¢, : P, — I, un morfismo no nulo que se factoriza por
S.. Luego sabemos que ¢, € R4~ P,, I,)\R"™(P,, I,) y en consecuencia, existe
un camino de morfismos irreducibles entre médulos indescomponibles como sigue:

frA—l

PO x B e T
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Como T es un médulo separante, afirmamos que cada X; con 1 <7 < ry — 2
pertenece a la subcategoria 7 (T") ya que P, € T(T') y no existen morfismos no
nulos de 7(7') a F(T'). Luego, por el Teorema 4.1.13 existe un camino de no
isomorfismos no nulo como sigue:

F(fr —1)

b=FE) "W Ex) 5 S P, ) F(I,).

Claramente cada F'(X;) es un B—mddulo indescomponible perteneciente a Y(7'),
para 1 < i < ry — 2. Afirmamos que cada F(f;) son morfismos irreducibles.
En efecto, supongamos que existe un j, con 1 < j < ry — 1 tal que F(f;) no es
irreducible. Entonces F(f;) € R*(F(X;-1), F(X;)) y en consecuencia el morfismo
¥ € R4 (mod B) = K= (mod B), lo que contradice que R"2(mod B) = 0.

Por lo tanto, cada morfismo F'(f;) es irreducible, obteniendo asi lo deseado.0

Mas adelante demostraremos que si A es un algebra inclinada y B es un
algebra hereditaria, entonces vale la reciproca de la proposicién anterior.

A continuacién consideraremos a B como el dlgebra de endomorfismos de un
médulo APR-inclinante.

Observacion 4.2.15 Sea A ~ kQ4/I un algebra y T[a] un A—médulo APR-
inclinante, donde a es un pozo de Q4. Sigue de la construcciéon T[a] y de la
Proposicién 4.2.7 que siempre existe un vértice u € (R4)o tal que P, € add T[a).

El siguiente resultado es un caso particular del Teorema 4.2.12.

Lema 4.2.16 Sea A ~ kQa/Is un dlgebra y asumamos que existe un pozo
a € (Qa)o. Sean Tla] el A—mddulo APR-inclinante asociado al vértice a y
B = End4(T[a]). Si B es de tipo de representacion finito, entonces vy < rp,
donde T4 y T denotan los indices de nilpotencia de R(mod A) y R(mod B), res-
pectivamente.

A continuacién consideraremos el caso en que T[a] sea un A—mddulo APR-
inclinante, donde a es un pozo libre de () 4.

Lema 4.2.17 Sea A ~ kQa/Ia un dlgebra de tipo de representacion finito y
supongamos que eziste un pozo libre a € (Qa)o. Sean T[a] el A—mddulo APR-
inclinante asociado al vértice a y B = End4(T[a]). Entonces, ra = rg, donder y
rp denotan los indices de nilpotencia de R(mod A) y R(mod B), respectivamente.
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Demostracion:

Asumamos que A ~ kQ4/I4 un élgebra de tipo de representacién finito.
Luego, B también lo es. Denotemos por 74 y rp los indices de nilpotencia de
R(mod A) y R(mod B), respectivamente.

Por el Lema 4.2.16, tenemos que r4 < rg. Probemos ahora que se satisface la
igualdad. En efecto, supongamos que r4 < rg o equivalentemente r4 < rg — 1.
Como a es un pozo libre en (Q4)o, por el Lema 4.1.18 sabemos que d’, el vértice
correspondiente a a en () g, es una fuente. Luego, en virtud de la Proposicion 4.2.8,
existe un vértice O’ € (Qp)o con b’ # d/, tal que ry = rp — 1. Sea @y : Py — Iy
un morfismo no nulo que factoriza por §b/ en mod B. Entonces, sigue del Lema
1.7.14 que &y € RoE " (Py, Iy )\RSE (Py, Iy ). o

Maés aun, los B—méddulos indescomponibles Py y I, pertenecen a la sub-
categoria Y(T[a]) pues a' # b'. Luego, por el Teorema de Inclinacién, existen
médulos indescomponibles M, N € T (T'[a]) y un morfismo no nulo f : M — N
tales que Py = F(M), I, = F(N) y &y = F(f). Por el Corolario 4.2.4 resulta que
feRP (M, N)\RE(M,N), lo que es una contradiccién pues R4 (mod A) = 0
y ra < rg— 1. Por lo tanto concluimos que r4 = rg. O

4.3. Indice de nilpotencia de un algebra heredi-
taria.

El teorema principal de esta seccién, como otros resultados necesarios para
su demostracion, fueros presentados en mi tesis de Licenciatura. Debido al hecho
que dichos resultados son herramientas muy ttiles para el desarrollo de esta tesis
y que ademas no han sido publicados, vamos a transcribirlos en esta seccién con
sus respectivas demostraciones.

El objetivo es determinar el indice de nilpotencia de un algebra hereditaria
de tipo de representacién finito en funcion a la cantidad de vértices que tiene su
carcaj ordinario. Para su demostracion, vamos a utilizar herramientas de la teoria
de inclinacion y propiedades de las algebras hereditarias, muchas de las cuales
hemos introducido en el Capitulo 1.

Es sabido que en las dlgebras hereditarias de tipo de representacién finito,
existe una tnica componente I' en el carcaj de Auslander-Reiten (I' = T'; 4 ;)
Queremos probar que dicha componente es una componente con longitud. Para

ello vamos analizar el grafico de érbitas de T'.

Lema 4.3.1 Sea H un dlgebra hereditaria de tipo de representacion finito, tal que
H = kQpy. Entonces el grifico de orbitas O(I'moan) es igual al grafo subyacente
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Qn.

Demostracion: Consideremos H un algebra hereditaria de tipo de representa-
cién finito, con H = kQ g, v supongamos que (g tiene n vértices.

Analicemos ahora el grafico de orbitas de I En el carcaj de Aulander-

Reiten sélo hay n érbitas distintas, y cada H —m(I')I:i?ﬂgl proyectivo indescomponible
pertenece a una de ellas. Luego, por la definicién de gréfico de érbitas, O(I'y,,q ;)
tiene un punto por cada H-modulo proyectivo indescomponible, y hay una arista
entre dos puntos distintos, si existe un morfismo irreducible entre dos médulos
proyectivos indescomponibles.

El Lema 1.6.5 nos dice que existe un morfismo irreducible f : P, — P,, donde
P,y P, son H-médulos proyectivos indescomponibles, si y solo si existe una flecha
a — b en Qp. Luego el carcaj subyacente Q resulta igual al gfafico de érbitas
o ). O

mod #

Proposicién 4.3.2 Sea H = kQg un dlgebra hereditaria de tipo de representa-
cion finito. Entonces I'yoqg €s un carcaj con longitud.

Demostracion: Sea H = kQ)y un algebra hereditaria de tipo de representaciéon
finito. Entonces Qp es un grafo Dynkin. Por lo probado en el Lema 4.3.1, el
grafico de érbitas O(I'y,,q ) es igual a Qu que es de tipo arbol, ver el Teorema
1.6.6. Por lo tanto, I
resulta que I'

mod x €8 simplemente conexo y en virtud del Teorema 1.4.2

mod g €S una componente con longitud. O

El siguiente lema es esencial para la demostracion del resultado principal de
esta seccién. Recordemos que para calcular el indice de nilpotencia del radical de
la categoria de médulos de un algebra A de tipo de representacion finito, basta
con analizar los caminos de la forma P, ~ S, ~» [I,, donde P,, S, e I, son los
A-médulos proyectivo, simple e inyectivo correspondientes al vértice a en @ 4.
Maés precisamente, recordando la Notacién 1.7.13, para cada vértice a € (Q4)o,
definimos el nimero r, como r, = ¢(P, ~ S, ~» 1,). El indice de nilpotencia r4

de R(mod A) esta dado por
T4 = MAX{Tq fac(@a) + 1-

Lema 4.3.3 Sea H = kQ g un dlgebra hereditaria de tipo de representacion fini-
to. Entonces r, = 1y, para todo par de vértices a y b en Qp.

Demostracién: Sabemos que r, estd dado por la longitud de los caminos de la

forma P, ~ S, ~ I,. Como I es un carcaj con longitud, so6lo basta con

mod #
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analizar los caminos que comienzan en P, y terminan en [,. En efecto, primero
probemos que si existe una flecha entre dos vértices en el carcaj ordinario asociado
al algebra H, los caminos que deseamos analizar tienen la misma longitud. Sean
i,7 € (Qg)o tales que existe una flecha i — j, entonces por el Lema 1.6.5 y su
dual, existen morfismos irreducibles P; — P, e I; — I;, donde P; y P; son los
H-moédulos proyectivos correspondientes al vértice j e 7, respectivamente; e I; e I;
son los H-médulos inyectivos correspondientes al vértice j e i, respectivamente.
Ademds, por el Lema 1.7.11, para todo vértice a € (Qp)o existe un camino no

nulo P, ~» [,. Luegoen I vamos a tener un diagrama de la siguiente forma:

mod 7

/f/\
//f

Ahora supongamos que el camino de morfismos irreducibles P; ~» I; tiene
longitud igual a 7. En consecuencia el camino P; ~» I; — I; tiene longitud r + 1,
pues la flecha representa a un morfismo irreducible entre moédulos indescomponi-
bles. Como estamos en una componente con longitud, el camino P; — P; ~» I;
también tiene longitud r 41, y como la flecha representa a un morfismo irreduci-
ble entre moédulos indescomponibles, resulta que el camino P; ~» [I; tiene longitud
r.

Luego, hemos probado que si existe una flecha i — j 0 7 — 7 en Qg, los
caminos P; ~» I; y P; ~» [; tienen la misma longitud. Como el dlgebra H es
conexa, se deduce que todos los caminos de la forma P, ~ [, tiene el mismo
largo. En particular, todos los caminos de la forma P, ~~ S, ~» [, tienen la
misma longitud, y en consecuencia

:K(Pawsaw[a)zg(waSbw[b):Tb.D

Consideremos H ~ k@ gy un algebra hereditaria de tipo de representacién
finito. Nuestro préximo objetivo es probar que el indice de nilpotencia rg no
depende de la orientacion de (). Es decir, dos dlgebra hereditarias con el mismo
grafo subyacente tienen el mismo indice de nilpotencia del radical de su categoria
de modulos.

Vamos a recordar algunos resultados necesarios para dicho objetivo.

Sea A ~ kQa/I4 un algebra y consideremos que el vértice a es un pozo en
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Q4. El médulo APR-inclinante T'[a] esta dado por
Tla] = 7(Sa) ® (BpraP),

donde S, es un simple proyectivo y P, denota al A-mddulo proyectivo correspon-
dientes al vértice b en Q4. En particular, cuando consideramos H = kQpy /Iy un
algebra hereditaria, todo pozo siempre es un pozo libre debido a que Iy = 0.
El siguiente resultado describe como obtener el carcaj ordinario del algebra de
endomorfismos B = EndyT[a]. Recordemos también que p,(Qp) denota a la
mutacién del carcaj Qg sobre el vértice a, ver la Definicion 1.2.2.

Teorema 4.3.4 [6, Teorema 5.3] Sea H ~ kQp un dlgebra hereditaria y conside-
remos al vértice a un pozo (libre) en Q. Sean T'[a] el H-mddulo APR-inclinante
correspondiente al vértice a y B = EndyTa]. Entonces B es un dlgebra heredi-
taria isomorfa al dlgebra de caminos kQg, donde Qp = 11,(Qp)-

Lema 4.3.5 [6, Lema 5.2] Sean Q) y Q' dos carcajes de tipo drbol con el mismo
grafo subyacente. Entonces existe una secuencia de carcajes Q = Q,..., Q" y
puntos a; € Q°, con 1 < i <t+1, tales que

(i) para cada s tal que 1 < s <t, a, es un pozo en Q° y Q™ = 1, (Q%); y
(i) Q' = Q.
Estamos en condiciones de presentar el siguiente resultado.

Lema 4.3.6 Sean H = kQy y H' = kQpg' dos dlgebra hereditaria de tipo de
representacion finito con el mismo grafo subyacente, Qg = Qpr. Denotemos por
rg y T los indices de nilpotencia de R(mod H) y R(mod H'), respectivamente.
Entonces, rg = ry.

Demostracién: Consideremos dos élgebras hereditarias H = kQg y H' = kQ g
de tipo de representacién finito tales que Qg = Q. En particular, dichos carcajes
son de tipo arbol. Por el Lema 4.3.5, existe una secuencia de carcajes Qg =
QY ..., Q" y puntos a, € Q°, con 1 < s < t, tales que a, es un pozo en Q° y
Ua, (Q%) = Q*F1, con Q' = Q. Entonces, en cada paso podemos considerar
Tas] el médulo APR-inclinante en mod kQ*® correspondiente al pozo a, € Q*. En
consecuencia, por el Teorema 4.3.4 tenemos que Endygs (Tas]) ~ kQ*. Ademds,
por el Lema 4.2.17 cada una de estas algebras son de tipo de representacion finito.
Mas aun, los indices de nilpotencia del radical de sus respectivas categorias de
modulos no varfan, es decir, rypgs = rpgs+1, para 1 < s < t. Por lo tanto,

TH =Tkt = TgQt+1 = TH/. d
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Observacion 4.3.7 Sigue del Lema 4.3.3, del Lema 4.3.6 y del Teorema 1.7.16
que dada un algebra hereditaria de tipo de representacién finito, para calcular
el indice de nilpotencia del radical de su categoria de médulos, sélo hace falta
fijar una orientacién del carcaj ordinario del algebra, y analizar un sélo camino
de la forma P, ~ [I,, donde P, e I, son los modulos proyectivo e inyectivo
indescomponibles correspondientes al mismo vértice a, respectivamente.

El siguiente lema es necesario para la demostracion del teorema principal de
esta seccion.

Lema 4.3.8 Sea Q) el siguiente grafo orientado

n—1
n—2—sn-—3 2 1
n/
conn > 4. Consideremosi € Qy, coni=1,...,n—2. Sean P; e I; los kQ)-mddulos

proyectivo e inyectivo, respectivamente, correspondiente al vértice i. Entonces,
—(n—2
TP~

Demostracion: Observemos que en mod k(@) los médulos proyectivos no son
inyectivos y viceversa.

(=2)p, = [,, 0 lo que es equivalente P, = 7" 2];.

Probemos primero que 7~
Para ello vamos a calcular los trasladados de Auslander-Reiten por definicion,
ver la Proposicion 1.5.9.

Comencemos calculando 71;. La presentacion proyectiva minimal de I; resulta
Py y—> P, &P, "—1 —=0

Aplicando a esa sucesion el funtor Nakayama v obtenemos la siguiente sucesion

exacta:

01l ——v(Prs) 0P, @ P, " (1)

que es equivalente a

v(

0— =11, AP S S

ya que v(P;) = I; y v(p1) es un epimorfismo por ser un morfismo entre médulos
inyectivos. Por lo tanto resulta que

7([1) = Ker(v(p1)) & Sya.
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Ahora calculemos 7(S,_2). La presentaciéon proyectiva minimal de .S, es

Pn—3 & Pn—2 © Sn—2_>0

Aplicando a esa sucesién el funtor Nakayama resulta la sucesion exacta:

v(ps3) In—2 0

00— TSn—2 [n—3

Por lo tanto:
T(Sn—2) = Ker(v(p3)) = S,_s.

Iterando este tltimo procedimiento sucesivamente obtenemos que 7(S;;1)

~

S; parai=1,....,n — 3. Luego
Tn_211 = Tn—3sn_2 = Tn_4Sn_3 = .= 7—52 = Sl = P1

Logrando el resultado deseado.

De manera inductiva vamos a probar que 7~ ("~2 P, est4 definido y es isomorfo
al;parat=2,..,n—2.
En efecto, supongamos que
R R R T e A  (h

para k <n — 2.
Queremos probar que 7"~ P, estd definido. Mds atn, 7~ "2 P, = I,.
Supongamos que 7~ "2 P, no estd definido. Esto significa que existe j, con
1 <j<n-—2, tal que 777 P, es inyectivo. Denotemos 77/ P, = I;. Observemos
que [ # 1, ...,k — 1 ya que inyectivos distintos perteneces a distintas 7-6rbitas.
Como 7~ ("2 P,_; = I,_; por hipétesis inductiva, entonces 7 *P,_; estd defi-
nido para todo t, con 1 <t < n — 2. En particular 777 P,_; est4 definido. Por el
Lema 1.5.14 tenemos

HOIIle(Pkfl, Pk) &= HOIIle(Tiijfl, Tﬁjpk) = HOIIle(Tiijfl, Il) (42)

Como existe un morfismo irreducible P,_; — P, entonces por (4.2) existe un
morfismo 777 P,_; — I; y es irreducible. Mds atin, 777 P,_; no es inyectivo (pues
Jj < n —2), luego existe un morfismo irreducible

[l — T_j_lpk_l. (43)

Por ser kQ hereditaria se tiene que 77771 P,_; es inyectivo. Como por hipétesis
inductiva P,_; est4 en la misma 7-6rbita que Ij,_1, resulta que 77"1P,_; & I;_;.
Asi en (4.3) se tiene un morfismo irreducible [; — I;_;, con lo cual existe una
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flecha £k — 1 — [ en @), y por la orientacién de ) resulta que [ = k — 2. Asi
obtenemos que

. HI )
TP =L =1 2",
Por lo tanto Py y Pj,_o estan en la misma 7-6rbita, lo que es un absurdo por ser
proyectivos distintos. Por lo tanto hemos probado que 772 P, est4 definido.

Veamos ahora que 7~ "2 P, = [,

Como existe un morfismo irreducible P,_; — P, por (4.2) existe también un
morfismo irreducible 7~"=2 P,_; — 772 P, (tomando j = n—2). Ademds, por
hipétesis inductiva, 7= "2 P,_; 2 I;_;, entonces 7~ ("~2) P, también es inyectivo
por ser kQ hereditaria. Sea 7-("=2) P, = I;, luego en Q existe una flecha { — k—1.
Por lo tanto, por la orientacién de (), [ = k probando el resultado. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema principal de esta sec-
cion.

Teorema 4.3.9 Sea H = kQ un dlgebra hereditaria de tipo de representacion
finito y sea ry el indice de nilpotencia de R(mod H).

(a) Si Q = A,, entonces ry =n, paran > 1.

(b) Si Q = D,,, entonces iy = 2n — 3, para n > 4.
(c) Si Q= Es, entonces ry = 11.

(d) Si Q = Ey, entonces ry = 17.

(e) Si Q = Es, entonces rg = 29.

Demostracién: (a) Consideremos H = k@ donde () estd dado por el siguiente
grafo orientado:

n—-sn-—1 2 1

Asi resulta que P, = S1 e I} = P,.
El Lema 1.6.5, permite construir un camino no nulo de morfismos irreducibles
de longitud n — 1 como sigue:

fl f2 fn—2 fn—l

Pn—l Pn:II

Slzpl P2

En virtud del Lema 4.3.3, todos los caminos de la forma P; ~» I;, tienen
longitud igual a n — 1. Dado que el carcaj de Auslander-Reiten, I',, 4 €s con
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longitud, todos los caminos de la forma P; ~~ S; ~» I; también tienen longitud
igual an—1, parai =1, ...,n. Por lo tanto, por la Observacién 1.7.18 resulta que

rg = max{l(P, ~> S, ~> 1) }acg, +1=n—14+1=n.

Ahora sea H' = k@', donde ' = A,. Por el Lema 4.3.6, rppy = 1y = n,
demostrando asi el primer enunciado.

(b) Sea H = k@, donde @ esta dado por el siguiente grafo orientado

n—1

/

n
Sin pérdida de generalidad, vamos a analizar la longitud del camino Py ~ I;.
El Lema 1.6.5, permite construir un camino no nulo de n — 2 morfismos
irreducibles como sigue:

. fn—3 fn—2

P1L>P2£>" —>Pn_2—>Pn_1 (44)

Debido a que el médulo proyectivo P, 5 no es inyectivo, existe un morfismo
irreducible P,_; — 7 'P,_5.

Por el Lema 4.3.8, existe 77 ("2 P, para i € Qy, coni = 1,...,n — 2. Por lo
tanto existe 7P, para 1 < j <n — 2.

Probaremos a continuacion la existencia de los morfismos irreducibles de la
forma 7' P,_(i11) = 7' Py_(;42) para i = 1,...,n— 3. En efecto, el Lema 1.5.14
nos brinda la siguiente equivalencia:

—i—1

Homp (77" Py—i41), 7" Pu—(iv2)) = Homp (Po—(i11), 7 Pa—(i12))

Como existe un morfismo irreducible P,_(i19) — Po_(i+1), ¥ Pa—(i42) DO e€s
inyectivo para ¢ = 1,...,n— 3, entonces existe un morfismo irreducible P, 1) —
T_lpn_(i+2). Por lo tanto, la equivalencia anterior nos garantiza un morfismo
irreducible 77°P,_(;41) = 7" ' P,_(;+2) probando lo deseado.

Luego nos podemos construir el siguiente camino de n — 2 morfismos irredu-
cibles:

Pn,1 L Tﬁlpnfg ﬁ) ce @) Ti(nig)PQ gn_—2> Ti(n72)P1 (45)

Sabemos que 7~ "2 P, = [, por el Lema 4.3.8, por lo tanto uniendo los
caminos (4.4) y (4.5) , podemos construir el siguiente camino de 2(n—2) morfismos
irreducibles
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f2 JE;Pngfn—iPn 1—>

T_lpn_2 92, .. 9n—-3 T_(n_3)P2 gn—2 T_(n_Q)Pl ~ _[1

Por el Lema 4.3.3, todos los caminos de la forma P, ~ I, con a € Qg también
tienen longitud 2(n — 2), y al ser el carcaj de Auslander-Reiten con longitud por
ser H hereditaria, resulta que los caminos P; ~~ S; ~» I; también tienen longitud
igual a 2(n — 2). Luego, por el Teorema 1.7.16 resulta que

rg = max{l(P, ~> S, ~ 1) }acg, + 1 =2(n—2) +1=2n—3.

Consideremos ahora H’ un algebra hereditaria, donde H' = kQ’' con Q' = D,,.
Entonces por el Lema 4.3.6 resulta que rgr = rg = 2n — 3.

(¢) Consideremos el algebra H = k@, donde @) estd dado por el siguiente grafo
orientado:

1 2 6 ) 4

Entonces el carcaj de Auslander-Reiten tiene la forma:

kV\/\V\/\%\

3_3%- 9.%.9.9.%.9.%.%.9— 96—6

SN NN NSNS

P4— g s Gl g s @ s g

Podemos notar que el camino P3 ~~ I3 estd dado por la composicion de los
siguientes morfismos irreducibles:

ngP6£771P2ET71P6A7'72P5£T72P6&773P2ﬁ>
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7739, fg 4P, E 74P f—lg I3

cuya longitud es igual a 10. Luego, por la Observacién 4.3.7 concluimos que
ry = 11. Entonces si consideramos cualquier dlgebra H' = kQ' con Q' = Eg
resulta que rg = 11.

De la misma manera podemos demostrar los incisos (d) y (e). O

4.4. Algebras inclinadas iteradas de tipo Dyn-
kin

En esta seccion vamos a aplicar algunos resultados presentados anteriormente
en un conjunto particular de algebras: las dlgebras inclinadas iteradas.
Para ello recordemos la siguiente definicién.

Definicién 4.4.1 Sea A un carcaj finito, conexo y sin ciclos orientados. Un dlge-
bra A se dice dlgebra inclinada iterada de tipo A si existen una secuencia de
algebras A = Ay, A1, ..., Ay = kA y una secuencia de A;—mdodulos inclinantes
separantes T, para 0 < i < m tales que Ajy1 = Endy, 7. En particular, si
m =1 entonces A se denomina dlgebra inclinada.

Observaciéon 4.4.2 Se deduce directamente de la definicion y del Teorema 4.2.12
que si A es un carcaj Dynkin, entonces un algebra inclinada iterada de tipo A es
de tipo de representacién finito.

A continuacién vamos a demostrar que si A es un algebra inclinada vale el
enunciado reciproco de la Proposicién 4.2.14. Recordemos que (R4)o denota al

subconjunto de vértices de (Q4)o que determinan el indice de nilpotencia de
R(mod A).

Proposicién 4.4.3 Sean A ~ kQa/Ia un dlgebra inclinada, donde B = EndaT
es un dlgebra hereditaria de tipo de representacion finito, con T un A—mddulo
inclinante separante. Asumamos que existe un vértice u € (Ra)o C (Qa)o tal que
P, eaddT.

ra = rg sty solo existe un camino no nulo de morfismos irreducibles entre
modulos indescomponibles como sique

F(P,) — X, > ... — )?TA,Q — F(I,)
de longitud ro — 1.
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Demostracién: Sea A un dlgebra inclinada y B = End4(7") un algebra here-
ditaria de tipo de representacion finito, con 7" un A—modulo separante. Por la
Observacién 4.4.2, A también es de tipo de representacion finito. Denotemos por
ra y g el indice de nilpotencia de R(mod A) y R(mod B), respectivamente. Asu-
mamos que existe un vértice u € (R4)o tal que P, € add T, es decir ry — 1 = r,.
La primera implicacion se deduce de la Proposicion 4.2.14.

Reciprocamente, sabemos que existe camino no nulo de morfismos irreducibles
entre médulos indescomponibles en mod B de longitud r4 — 1 como sigue:

F(P) = X; — ... = X, o — F(IL,). (4.6)

Probemos entonces que 74 = rg. Por el Lema 4.2.13, sabemos que F(P,) = ﬁu
y F(I,) = I+ son B—médulos proyectivo e inyectivo indescomponibles corres-
pondientes al mismo vértice u* € (Qp)o.

Por otra parte, como B es un &algebra hereditaria, siguiendo el Lema 4.3.3
sabemos que cualquier camino de morfismos irreducibles entre médulos indes-
componibles de la forma Pa* ~ [ tiene longitud rg — 1, para todo a* € (@p)o.
En particular, el camino (4.6) tiene longitud rg — 1, por lo tanto 74 = rg. O

En esta seccion presentaremos una cota del indice de nilpotencia de las alge-
bras inclinadas iteradas de tipo Dynkin. Para ello, recordemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 4.4.4 [30, Teorema 6.2] Sean A un carcaj Dynkin y A un dlgebra
inclinada iterada de tipo A. Entonces existen una secuencia de dlgebras A =
Ao, A1, ..., A = kA y una secuencia de A;—mddulos APR-inclinantes T, pa-
ra 0 <1 <m tales que A; 1 = EndAiT(i).

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 4.2.16 y del
Teorema 4.3.9.

Corolario 4.4.5 Sean A un carcaj Dynkin y A un dlgebra inclinada iterada de
tipo A, entonces:

(a) Si A = A,, entonces R%(mod A) = 0 para n > 1.
(b) Si A = D,, entonces R *(mod A) =0 para n > 4.
(c) Si A = Eg, entonces R4 (mod A) = 0.

(d) Si A = E;, entonces R (mod A) = 0.

e) Si A = FEg, entonces R¥ (mod A) = 0.
A

115



Observacion 4.4.6 Los valores encontrados en el teorema anterior proporcionan
una cota del indice de nilpotencia del radical de la categoria de moédulos de las
algebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin, pero no necesariamente ese valor es
dicho indice de nilpotencia.

El siguiente ejemplo muestra que el indice de nilpotencia de un algebra incli-
nada iterada no depende del tipo Dynkin de la cual proviene.

Ejemplo 4.4.7 Sea A; el algebra dada por la presentacién

1&;'2'&3—7>4—6>5 con I =< Ba >

y As el algebra dada por la presentacion

Ambas algebras son algebras inclinadas iteradas de tipo As. Por lo tanto, por
el teorema anterior sabemos que R°(mod A;) = 0 = R°(mod A,).

Podemos notar que tanto el algebra A; como el algebra A, son algebras de
cuerdas. Por consiguiente, para determinar el indice de nilpotencia del radical de
sus categorias de modulos podemos aplicar lo estudiado en el Capitulo 2. Por lo
tanto, tenemos que r4, = 5 mientras que r4, = 4.

Las algebras inclinadas iteradas de tipo Dynkin estdn descriptas a partir de
su carcaj con relaciones. Solo transcribiremos dicha descripcion para las dlgebras
inclinada iterada de tipo A,. Para el caso de las algebras inclinadas iteradas
de tipo D,, y E, con p = 6,7,8, sugerimos al lector dirigirse a [7, 34] y [28],
respectivamente.

Teorema 4.4.8 [5] Un dlgebra A = kQa/l4 es inclinada iterada de tipo A, siy
sélo si el carcaj con relaciones (Qa, I4) satisface las siguientes condiciones:

(i) Q4 es un drbol.
(i1) Cada vértice en Q4 tiene a lo sumo cuatro vecinos.
(1ii) Todas las relaciones tienen longitud dos.

(iv) Si un vértice tiene cuatro vecinos, entonces el siguiente es un subcarcaj

pleno de (Qa,14):



(v) Si un vértice tiene tres vecinos, entonces uno de los siguientes es un sub-

° 0 ®
carcaj pleno de (Qa,14): } |
e— >0— >0 e ——— @0 ——— @

Observaciéon 4.4.9 Podemos notar que un algebra inclinada iterada A de tipo
A, es, en particular, un algebra de cuerdas de tipo de representacién finito. El
Corolario 4.4.5 nos proporciona una cota inmediata del indice de nilpotencia
de R(mod A), a saber, r4 < n. En el caso de necesitar el valor exacto de dicho
indice de nilpotencia, podemos calcularlo desde el carcaj con relaciones del dlgebra
utilizando el Teorema 2.2.10 presentado en el Capitulo 2.

A continuacién vamos a presentar la relaciéon entre la composicién de morfis-
mos irreducibles entre modulos indescomponibles con la potencia del radical al
cual pertenece. Para ello recordemos el siguiente resultado

Proposicién 4.4.10 [31, Corolario 7.6] Sea A un dlgebra inclinada iterada de
tipo de representacion finito, entonces mod A es dirigida.

El siguiente resultado se deduce de la Proposicién 4.4.10 y de la Proposicion
1.7.20.

Proposicién 4.4.11 Sean A un carcaj Dynkin y A un dlgebra inclinada iterada
de tipo A. Sean h; : X; — X;y1 morfismos irreducibles entre modulos indes-
componibles, para 1 < i < n. Entonces h,...h; € §RZ+1(X1,XH+1) sty solo st
h,...hy =0.
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Capitulo 5

Grados en algebras inclinadas de
conglomerado

En [12], los autores introdujeron la categoria de conglomerado C como el co-
ciente D/F de la categoria derivada D = D°(mod H) de un 4lgebra hereditaria
H sobre el funtor F = 75'[1], donde 7p es el trasladado de Auslander-Reiten
en Dy [1] el funtor suspensién. En [13], A. Buan, R. Marsh e I. Reiten definie-
ron las algebras inclinadas de conglomerado como aquellas algebras de la forma
End¢(7")°, donde T' es un objeto inclinante en C.

Estas algebras son muy cercanas a las algebras hereditarias en el sentido que
un algebra inclinada de conglomerado de tipo de representacién finito tiene el
mismo nimero de clases de isomorfismos de moédulos indescomponibles que el
algebra hereditaria de la cual proviene.

Simultaneamente y de manera independiente, P. Caldero, F. Chapoton y R.
Schiffler en [15] introdujeron la categoria de conglomerado de tipo A,, desde un
punto de vista geométrico. Mas tarde, en [38], R. Schiffler introduce, también
geométricamente, la categoria de conglomerado de tipo D,,.

El objetivo de este capitulo es determinar el indice de nilpotencia del radical
de la categoria de médulos de un algebra inclinada de conglomerado de tipo de
representacion finito, en funcién de la cantidad de vértices que tiene su carcaj
ordinario.

En la primer seccién introduciremos el concepto de la categoria derivada de un
algebra hereditaria con el fin de describir la categoria de conglomerado y definir
las 4lgebras inclinadas de conglomerado.

En la siguiente seccion, demostraremos el resultado principal, considerando
un algebra inclinada de conglomerado desde el punto de vista introducido en [13].
Mas precisamente, daremos el indice de nilpotencia de cualquier algebra inclinada
de conglomerado de tipo de representaciéon finito en funcion de la cantidad de
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vértices del carcaj ordinario asociado a ella.

En la tercer seccion de este capitulo, probaremos los mismos resultados que
en la Seccion 2 para las algebras inclinadas de conglomerado de tipo A, v D,,
desde el punto de vista geométrico presentado en [15] y [38], respectivamente.

5.1. Sobre la categoria derivada de un algebra
hereditaria

En esta secciéon comenzaremos introduciendo los conceptos de categorias trian-
guladas con el fin de describir la categoria derivada de un algebra hereditaria de
tipo de representacion finito y la categoria de conglomerado de dicha algebra.

Esta seccién estd basada esencialmente en los resultados de los articulos [12]

y [31].

Definicién 5.1.1 Sea € una categoria aditiva y T un automorfismo de €, de-
nominado funtor de traslacion. Una séxtupla (X,Y,Z,u,v,w) en € estd dada
por objetos X,Y,Z € € y por morfismos X =Y = Z 5 TX. Un morfismo
de séxtuplas de (X,Y,Z u,v,w) a (XY, Z' v/ v, w') es una terna (f,qg,h)
de morfismos tal que el siguiente diagrama conmuta:

Los elementos de un conjunto T de séxtuplas en € se denominan tridngulos.
Un conjunto T se dice una triangulacion de € si se satisfacen las siguientes
condiciones.

(TR1) Cada séxtupla isomorfa a un tridngulo es un tridngulo. Cada morfismo w :
X — Y puede ser sumergido en un tridngulo (X,Y, Z,u,v,w). La séxtupla
(X,X,0,1x,0,0) es un triangulo.

(TR2) (X,Y,Z,u,v,w) es un tridngulo si y solo si (Y,Z,TX,v,w,—Tu) es un
triangulo.

(TR3) Dados dos triangulos (X,Y, Z, u,v,w) y (X', Y', Z' ',V W), y morfismos
f:X =X, g:Y =Y tales que ' f = gu, entonces existe un morfismo
(f,g,h) del primer tridngulo al sequndo.
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(TR4) (Azioma del octaedro) Dados los triangulos (X,Y, 2" u,i,"), (Y, Z, X', v, j, j')
y (X, Z, Y vu, k, k'), entonces existen morfismos f : Z' =Y yg:Y' — X'
tales que el siguiente diagrama conmuta y la tercera fila es un tridngulo.

Ty IR x X U x

T2
g oy 9 xy T g
i K’
TX XX

La categoria aditiva € junto al funtor de traslacion T y la triangulacion T se
denomina una categoria triangulada.

Un tridgngulo X 5 Y % Z 5 TX en € se denomina tridngulo de Auslander-
Reiten si se satisfacen las siguientes condiciones.

(AR1) X, Z son indescomponibles;
(AR2) w # 0;

(AR3) Si f : W — Z no es una retraccién, entonces existe f' : W — Y tal que

vf' = f.

Decimos que la categoria € tiene triangulos de Auslander-Reiten si para todo
objeto indescomponible Z € € existe un triangulo que satisface la definicién
anterior.

Proposicién 5.1.2 Sea X =Y 5 Z 5 TX un tridngulo de Auslander-Reiten.
Se satisfacen las siquientes condiciones.

(i) Dado X o Z, el mencionado triangulo es tunico salvo isomorfismos de
triangulos.

(ii) Los morfismos u y v son irreducibles.

(i) Si f : Zy — Z es irreducible, entonces existe una seccion g : Z; — Y tal
que f = vg.
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(i) Si f: X — Xj es irreducible, entonces existe una retraccion g : Y — X
tal que f = gu.

A continuacién presentaremos la nociéon de la categoria derivada acotada.
Para ello, comenzaremos definiendo la categoria de complejos y la categoria de
homotopia, dando las nociones necesarias para nuestro proposito.

Sea A una categoria aditiva. Un complejo X* = (X* d');cz sobre A es una
coleccién de objetos X' y morfismos d* : X* — X! tales que d"™'d’ = 0. Un
complejo X® = (X, d");cz se dice acotado si X' = ( para casi todo i € Z, y
se denomina concentrado si existe ig € Z tal que X # 0 y X' = 0 para todo
i # ig. En este caso podemos identificar al complejo X® con el objeto X% de A.

Dados X* = (X', dy) e Y* = (Y d}) dos complejos en A, un morfismo
f*: X* — Y* es una secuencia de morfismos f* = {f'}icz, con f': X — Y7,
tales que di fi™ = fid}, para todo i € Z. Es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo.

Denotamos por C(A) la categoria de complejos. Denotamos por C’(A) a
la subcategoria plena de C(.A) de complejos acotados.

Si A es una subcategoria plena de una categoria abeliana, se define la i-ésima
cohomologifa de un complejo X*® en C(A) como H*(X*) = Ker d% /Tm d4 "

Un morfismo u® : X* — Y* en C(A), se dice cuasi-isomorfismo si induce un
isomorfismo en cohomologfa, es decir H'(u®) : H{(X*®) — H'(Y"®) es isomorfismo
para todo 7 € Z.

Decimos que dos morfismos de complejos f¢, g* : X* — Y* son homotopicos
si existe una sucesién de morfismos X <3 Y1 tal que fi — ¢g' = ditst + sldy
para todo i € Z. Sea Ht(X*,Y*) la colecciéon de morfismos de X*® a Y'* que son
homotépicos al morfismo nulo, esta coleccion forma un ideal de morfismos en la
categoria de complejos.

La categoria de homotopia K(.A) es una categoria cociente que tiene los
mismos objetos que C(.A) y los morfismos son clases en

Homy(X°®,Y*) = Home(X®,Y*)/Ht(X®,Y"*).
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El funtor suspensién (shift) 7' : C(A) — C(A) se define en los objetos
por (TX®)" = X (drx)" = —(dx)"™ y en los morfismos por (Tf*)" = fi+i.
Ademas T' es un automorfismo y denotamos a su inversa por 7.

Vamos a considerar H un algebra hereditaria y mod H su categoria de médu-
los. La categorfa derivada D”(mod H) de complejos acotados es la categorfa que
se obtiene de K’(mod H) por la localizacién con respecto al conjunto de cuasi-
isomorfismos, ([35, Section 2.5]). D(mod H) es una categorfa triangulada cuyo
funtor de traslacién es el funtor suspensién, denotado por [1]. Ademds, D’(mod H)
es una categoria aditiva. Més aun, tiene triangulos de Auslander-Reiten. Los ob-
jetos indescomponibles de D°(mod H) son los complejos concentrados X*, cuya
unica entrada es un H-mdédulo indescomponible. El carcaj de Auslander-Reiten
['(D*(mod H)) se construye pegando infinitas copias de I'(mod H) (ver [30, 1.5]).
En particular, si H es un dlgebra hereditaria de tipo de representacion finito, es
decir, H ~ kA con A un carcaj Dynkin, entonces I'(D°(mod H)) ~ ZA.

El siguiente resultado nos serd de utilidad en este capitulo. Recordemos que
una componente I' de un carcaj de traslaciéon conexo se dice que es una compo-
nente con longitud, si todos los caminos paralelos en I' tienen la misma longitud.

Proposicién 5.1.3 Sea H un dlgebra hereditaria de tipo de representacion finito.
Entonces T'(D°(mod H)) es un carcaj con longitud.

Demostracién: Vamos a probar que I'(D°(mod H)) es con longitud analizando
su grafico de orbitas. Como H es un algebra hereditaria de tipo de representacion
finito, entonces H ~ kA, con A un carcaj Dynkin. Mds atin, I'(D?(mod H)) ~
ZA. Es claro que el gréfico de érbitas de T'(D?(mod H)) es isomorfo a A, donde
A denota al grafo subyacente de A. En consecuencia, dicho gréafico de drbitas es
de tipo arbol. Por lo tanto I'(D?(mod H)) es un carcaj de traslaciéon simplemente
conexo y por el Teorema 1.4.2 tenemos que I'(D’(mod H)) es con longitud. O

A partir de ahora, vamos a considerar H un algebra hereditaria de dimension
finita, y vamos a denotar por D a la categoria derivada de complejos acotados
Db(mod H). En [12], los autores definen la categoria de conglomerado C = Cg
del dlgebra H como la categorfa de 6rbitas C = D/F, donde F' = 77 ![1] es la
composicién del funtor suspensién [1] con el trasladado de Auslander-Reiten 7 en
la categoria D. Los objetos de C son clases provenientes de los objetos de D, y
los morfismos en C se definen como

Home(X,Y) = [ [ Homp(F'X,Y).

€L
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En la Proposicién 5.1.5 veremos que estos sumandos son casi todos nulos.

A continuacién vamos a enumerar algunas propiedades basicas de C.

(i) C es una categoria triangulada, cuyo funtor de traslacién sobre C también
lo denotamos por [1].

(ii) C tiene tridngulos de Auslander-Reiten inducidos por los tridngulos de
Auslander-Reiten de D. También denotamos al trasladado de Auslander-
Reiten de C por 7.

Observaciéon 5.1.4 De la condicién (ii) podemos deducir que los morfismos irre-
ducibles en C son inducidos por morfismos irreducibles en D. Mas aiin, caminos
no nulos de morfismos irreducibles entre objetos indescomponibles en C son in-
ducidos por caminos no nulos de morfismos irreducibles entre objetos indescom-
ponibles en D. Ademads, ambos caminos tienen la misma longitud, es decir, la
misma cantidad de morfismos irreducibles.

Vamos a considerar § = ind(mod H V H|[1]), el conjunto que consiste en
los H—médulos indescomponibles, junto con los objetos P[1], donde P es un
H—modulo proyectivo indescomponible. Podemos interpretar a S como el domi-
nio fundamental de C por la acciéon de F' sobre D, conteniendo exactamente un
representante de cada F'—odrbita sobre ind D.

Proposicién 5.1.5 Sean X e Y objetos en S. Entonces
(a) Homp(F'X,Y) =0 para todo i # —1,0.

(b) Si X oY no estin sobre un ciclo orientado en D, entonces Homp(F'X,Y) #
0 para a lo sumo un valor de 1.

Observacién 5.1.6 Sea C la categoria de conglomerado de un algebra heredita-
ria H de tipo de representacion finito. Sean XeY objetos indescomponibles y
f: X — Y un morfismo en C. Si denotamos por X e Y en § a representantes de
XeYen D, respectivamente, entonces por la Proposicién 5.1.5 (a) tenemos que

GomCN,N: ompi, = Homp(r "X, @ Homp(X,Y).
H X, Y H F'X Y H F'X Y H X, Y

1€EZ

Maés atin, como I'(D) es con longitud, por lo tanto es dirigida y no hay ciclos en
D. Luego, por la Proposicién 5.1.5 (b), por lo menos uno de los sumandos de la
igualdad anterior es cero, es decir, Homp(F~'X,Y) = 0 0 bien Homp(X,Y) = 0.
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A continuacion presentaremos un ejemplo donde podemos visualizar la cate-
goria derivada acotada de un algebra hereditaria, y el dominio fundamental de C
por la accién de F' sobre D.

Ejemplo 5.1.7 Sea H el dlgebra hereditaria dada por el carcaj

3 2 1

El carcaj de Aulander-Reiten de la categorfa derivada D’(mod H) es el si-
guiente:

ININININAN N
NANININANSNS

Denotamos con rojo a los modulos indescomponibles que conforman el do-
minio fundamental S. Podemos visualizar la categoria de conglomerado C de la
siguiente manera:

W@/\f&
RN\ AN

P3[-1 1[1

Observemos que el camino de morfismos irreducibles en C
I; = B1] 3 Py
es inducido por el camino de morfismos irreducibles en D

L[0] &5 Py[1] B S[1].
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5.2. Algebras inclinadas de conglomerado

En esta seccion vamos introducir el concepto de algebra inclinada de conglo-
merado, siguiendo la definicién dada en [13]. Nuestro objetivo es determinar el
indice de nilpotencia de un algebra inclinada de conglomerado de tipo de repre-
sentacién finito en funcién de la cantidad de vértices que tiene el carcaj ordinario
que representa a dicha dlgebra. Mas precisamente, probaremos que el indice de
nilpotencia es invariante bajo mutaciones, y utilizaremos el hecho de que las alge-
bras hereditarias son un caso particular de algebras inclinadas de conglomerado.

Por abuso de notacién, vamos a denotar por X al objeto X de C , que tiene
como representante al objeto X € S.

Definicién 5.2.1 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra hereditaria
H. Un objeto T en C se dice inclinante si Exty(T,T) = 0 y T es mazimal
con respecto a esta propiedad, es decir, st Ext(lj(T ® X, T o X) =0, entonces
X eaddT.

Definicién 5.2.2 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra hereditaria
H. El dlgebra Ende(T), donde T' es un objeto inclinante en C, se denomina
algebra inclinada de conglomerado.

Notacién 5.2.3 Siguiendo la notacién presentada en [13], vamos a denotar por
I' a un algebra inclinada de conglomerado End¢(7")° (Definicién 5.2.2).

El proximo resultado muestra la conexion que existe entre la categoria de
conglomerado de un algebra hereditaria y la categoria de médulos de un algebra
inclinada de conglomerado.

Teorema 5.2.4 [13] Sean T un objeto inclinante de C y G = Home(T', —), donde
G : C — modT. Entonces, el funtor G inducido por G

G :C/add(7T) — mod I’
es una equivalencia.

Sea I' = End¢(7")°P un algebra inclinada de conglomerado. Se deduce del teo-
rema anterior que un I'—mddulo proyectivo indescomponible P, es de la forma
Hom¢(T',T,), donde T, es un sumando indescomponible de 7'. Ademads, es cono-
cido que el I'-modulo inyectivo indescomponible [, que es la cubierta inyectiva
del médulo simple S, = top P,, es de la forma Home (T, 72T,).

A continuacién presentaremos algunas nociones y resultados de la teoria de
algebras inclinadas de conglomerado, que serdn necesarias para esta tesis.
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Proposicién 5.2.5 Las sucesiones de Auslander-Reiten en modI' ~ C/add(7T)
son inducidas por tridngulos de Auslander-Reiten en C.

Se deduce de la proposicion anterior que los morfismos irreducibles en mod I'
que no factorizan por add(7T') son inducidos por morfismos irreducibles en C.
Maés aun, caminos de morfismos irreducibles entre mdédulos indescomponibles en
mod I' son inducidos por caminos de morfismos irreducibles entre objetos indes-
componibles en C, y ambos tienen la misma longitud.

Definicién 5.2.6 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra heredita-
ria H. Un objeto inclinante casi completo en C es un objeto T tal que
Exté(T,T) = 0 y emste un objeto indescomponible X, denominado comple-
mento, tal que T ® X es un objeto inclinante.

Teorema 5.2.7 Sea H un dlgebra hereditaria y T un objeto inclinante casi com-
pleto en C. Entonces T tiene exactamente dos complementos no isomorfos. A
dichos complementos los notaremos por M y M*.

Consideremos I' = Ende(T)? y IV = Ende(T"), donde T =T & M y T' =
T @ M* son dos objetos inclinantes de C que provienen de las completaciones M
y M* de un objeto inclinante casi completo T'. Es sabido que podemos obtener un

algebra de la otra mediante una mutacién de sus carcajes ordinarios. Recordemos
la Definicién 1.2.2.

Definicién 5.2.8 Sea Q) un carcaj sin flechas maultiples, sin lazos y sin dos-ciclos.
Sea x un vértice de Q). La mutacion p, en el vértice x transforma el carcaj Q) en
un nuevo carcaj Q' = p,Q que se construye de la siguiente manera:

(1) Se agrega un nuevo vértice y.

(2) En caso de existir un camino de la formai — x — j, se analiza la existencia
de una flecha de j a i:

1. Si existe una flecha de j a1, entonces ésta se elimina.

1. Si no existe una flecha de j a i, entonces se agrega una flecha de i a
j.

(8) Para todo vértice i, se reemplazan todas las flechas de i a x por flechas de
Yy ati, y se reemplazan todas las flechas de x a i por flechas de i a y.

(4) Se elimina el vértice x.
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El siguiente resultado relaciona las algebras I' y IV mediante una mutacion de
sus carcajes ordinarios.

Teorema 5.2.9 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra hereditaria
H. Sean T' = Ende(T)? y IV = Ende (1) dlgebras inclinadas de conglomerado,
donde T=T@®M, T =T &M yT es un objeto inclinante casi completo de
C con completaciones M y M*. Denotamos por Qr y Qr los carcajes ordinarios
de I' y I, respectivamente. Sea x el vértice de Qr proveniente del sumando M
de T. Entonces Qr = pQr.

A continuaciéon transcribiremos algunos resultados relacionados con las dlge-
bras inclinadas de conglomerado de tipo de representacion finito que nos seran

de utilidad.

Proposicién 5.2.10 Sea I' = End¢(T)? un dlgebra inclinada de conglomerado,
C la categoria de conglomerado del dlgebra hereditaria H y T un objeto inclinante
en C. Entonces I' es de tipo de representacion finito si y solo st H es de tipo de
representacion finito. En este caso, el niumero de maodulos indescomponibles en
mod H y en mod " coinciden.

Proposicién 5.2.11 SiI' = End¢(T) es un dlgebra inclinada de conglomera-
do conexa y de tipo de representacion finito, entonces existe un unico diagrama
Dynkin A, tal que I" es inclinada de conglomerado de tipo A.

El siguiente corolario es esencial para el resultado principal de este capitulo.

Corolario 5.2.12 Sea A un carcaj conexo y aciclico. La clase de carcajes que se
obtienen de A por sucesivas mutaciones coincide con la clase de carcajes de las
algebras inclinadas de conglomerado de tipo A. Mdas atun, si A es de tipo Dynkin,
existe una cantidad finita de dichas clases.

Recordemos que dada un algebra A, el top de un A-médulo M, top M, se
define como el cociente del médulo sobre su radical, es decir, top M = M /rad M.
En el caso particular de que M es un A-moédulo proyectivo indescomponible,
top M es un moédulo simple.

Notacion: Sea C la categoria de conglomerado de un &lgebra hereditaria H.
Consideremos I' = Ende (7)) y IV = Ende(77)° las algebras inclinadas de con-
glomerado, donde T es un objeto inclinante casi completo en C con completaciones
MyM T=TeoMyT =T & M*.

Si consideramos Qr y Qr los carcajes ordinarios de las algebras I' y I, res-
pectivamente, vamos a denotar por a a los vértices de Qr y Qr provenientes de
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un sumando indescomponible T, de T'. Al vértice de Qr proveniente del sumando
M de T lo denotaremos por x, y al vértice de Qr+ proveniente del sumando M*
de T" lo denotaremos por y.

Proposicién 5.2.13 Sea T un objeto inclinante casi completo en C con com-
pletaciones M y M*. Consideremos I' = Ende(T) y I = End¢(T")P con
T=Te&MyT =T & M*. Entonces,

(a) ElT-mddulo Home(T, 7M*) es simple. Mds ain, Home (T, 7M*) ~ top P,
donde P, = Hom¢(T', M).

(b) ELT'-médulo Home (1", 7M) es simple. Mds ain, Home (T, 7M) =~ top Py,
donde P,y = Home (1", M*).

Como vimos en el Teorema 5.2.4, el funtor Home (7', —) induce una equivalen-
cia entre las categorias C/add(7T") y mod I'. Mds atin, en la proposicién anterior
se ve que dicha equivalencia transforma a 7M* en S,. Andlogamente, el funtor
Hom¢ (7", —) induce una equivalencia entre las categorias C/add(77") y modI”,
que transforma a 7M en S;. Si ahora consideramos T=TeMoM *, obtenemos
equivalencias entre C/add(T) y modI'/add S,, y andlogamente, entre C/add(T)
y mod I"/add S,

En consecuencia se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.2.14 Sea T un objeto inclinante casi completo en C con completa-
ciones M y M*. Consideremos ' = Ende(T) y I = Ende(T")? con T = T®&M
yT' =T & M. Sean S, y S}, los simples correspondientes a top(Home (T, M)) y
top(Home(T", M*)), respectivamente. Entonces existe una equivalencia

F:modT'/add S, — modT”/add S,

Observacién 5.2.15 Consideremos las algebras inclinadas de conglomerado I’
y IV como en el teorema anterior. Sea T, un sumando directo indescomponible
de T, y denotamos por P, = Hom¢ (T, T,) e I, = Home(T, 7°T,) a los I'—médu-
los proyectivo e inyectivo indescomponibles correspondientes al vértice a € Qr,
respectivamente. Denotamos por P! = Home(T",T,) e I, = Home(T", 7°T,) a los
["—moddulos proyectivo e inyectivo indescomponibles correspondientes al vértice
a € Qrv, respectivamente.

Por la equivalencia presentada en el Teorema 5.2.14, es claro que F(F,) = P,
y F(1,) = I, ya que provienen del mismo objeto indescomponible en la categoria
de conglomerado C.
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Ya estamos en condiciones de presentar los resultados principales de esta
seccion.

Proposicion 5.2.16 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra heredita-
ria H y T un objeto inclinante casi completo en C con completaciones M y M*.
Consideremos I' = Ende(T)? y I = Ende(T")? con T=TOM yT' =T @ M*.
Sean S, y S, los simples top de Home (T, M) y de Home (T, M*), respectivamente
y F:modTl'/add S, — modI"/add S, la equivalencia del Teorema 5.2.14.

Sea f: X =Y, con X,Y €indD'. Entonces f es un morfismo irreducible en
mod I que no factoriza por add Sy; si y solo si F(f) es un morfismo irreducible
en mod I que no factoriza por add Sy«.

Demostracién: Sean I y IV las dlgebras inclinadas de conglomerado definidas
como en el enunciado. Sean X e Y mdédulos indescomponibles de modI' y f :
X — Y un morfismo no nulo que no factoriza por add .Sy,;. Por la equivalencia
dada en el Teorema 5.2.14, se tiene que F(f) : F(X) — F(Y) es no nulo y no
factoriza por add Sy;«.

Probemos que si f es irreducible, entonces F'(f) también lo es. Para ello
debemos ver que F'(f) no es una seccién ni una retraccién, y si existen un médulo
Z € modI” y morfismos § : F(X) — Z y h: Z — F(Y) tales que F(f) = hg,
entonces g es una seccién o bien h es una retraccién. En efecto, supongamos que
F(f) es una seccién, entonces existe un morfismo f/ : F(Y) — F(X) tal que
f’F(f) = lp(x). Més atn, f/ no factoriza por add Sys+ pues, si lo hiciera, F(f)
también factorizaria por add Sy ya que F(f) = F(f)lpx) = F(f)f'F(f). En

consecuencia, existe un morfismo f’:Y — X tal que f/ = F(f’). Por lo tanto

F(lx) = 1rx) = F(f)F(f) = F(f'f)

y debido a que F' es un funtor fiel, obtenemos que 1x = f'f y en consecuencia
f es una seccion, lo que contradice que f es un morfismo irreducible. Por lo
tanto F'(f) no es una secciéon. De manera andloga se prueba que F(f) no es una
retraccion.

Ahora asumamos que existe un médulo Z € mod I” y morfismos g : F(X) —
7y h:Z — F(Y) tales que F(f) = E’gv Como F(f) no factoriza por add Sy,
tampoco lo hacen los morfismos g y h. Por el Teorema 5.2.14, existen Z € mod I
y morfismos g : X — Z y h: Z — Y que no factorizan por add Sy, tales que
G = F(g) y h = F(h). Por lo tanto F(f) = F(h)F(g) = F(hg), y por ser F un
funtor fiel, tenemos que f = hg. Como f es un morfismo irreducible, entonces g es
una seccion o bien h es una retraccién, y en consecuencia g = F'(g) es una seccién
o h = F(h) es una retraccion, resultando asi F(f) un morfismo irreducible.
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Considerando F’ la equivalencia cuasi-inversa de F, la reciproca se prueba de
manera analoga. O

Nuestro proposito es calcular el indice de nilpotencia del radical de la categoria
de moédulos de un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo de representaciéon
finito. Por el Teorema 1.7.16 sabemos que este indice estd dado en funcion de
los grados de ciertos morfismos irreducibles, o equivalentemente, estda dado en
funcién de la maxima potencia del radical a la cudl pertenecen ciertos morfismos
relacionados. Recordemos la Notacion 1.7.13 y adaptémosla a este contexto.

Notacién 5.2.17 Sea A ~ k@Q/I un &lgebra de tipo de representacién finito
y sea u un vértice de Q4. Consideremos los morfismos ¢, : rad(P,) — P,y
0. : I, — I,/soc(l,), donde P,, S, e I, denotan los médulos proyectivo, simple e
inyectivo correspondiente al vértice u, respectivamente. En caso en que P, # S,
entonces ¢, es un morfismo irreducible. Dualmente, si I,, # S, entonces 6, es un
morfismo irreducible. Definimos los siguientes valores:

{ 0 si S, =P, { 0 si S, =1,
Ny = d T, =

+(ty) en caso contrario ’ di(0,) en caso contrario.

Definimos r,, = m, + n,. Finalmente, el indice de nilpotencia de f(mod A),
denotado por 4, se define como r4 = max{r,, con u € (Qa)o} + 1.

Para una mejor comprension de los siguientes resultados, al considerar dos
algebras I' ~ kQr/Ir y IV ~ kQr+ /I, vamos a denotar los valores recién definidos
por r, = my, + n,, para u € Qp, y por r, =m, +n! para v € Q.

Recordemos que los morfismos de P, a I, que factorizan por S, pertenecen a
R"+(P,, 1,), pero no pertenecen a la siguiente potencia del radical (ver el Lema
1.7.14). M4s atin, por la maximalidad de 7, si existe un morfismo f € R*(P,, I,),
entonces k < r,.

Vamos a probar que el indice de nilpotencia es invariante bajo mutaciones.

Siguiendo la notacién presentada anteriormente, denotamos por a al vértice
de Qr v Qr proveniente de T}, un sumando indescomponible de T'; y denotamos
por z (y, respectivamente) al vértice de Qr (Qr, respectivamente) provenientes
del sumandos M de T' (M* de T, respectivamente).

Los siguientes lemas son necesarios para el préximo teorema.

Lema 5.2.18 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra hereditaria H
de tipo de representacion finito y sea T un objeto inclinante casi completo en C

131



con completaciones M y M*. Consideremos I' = Ende(T @ M) ~ kQr/Ir y
I" = Ende(T © M*)P ~ kQr /I las dlgebras inclinadas de conglomerado, res-
pectivamente. Entonces, para todo sumando indescomponible T, de T, se satisface
que rq =1

Demostracién: Sean H un algebra hereditaria de tipo de representacion finito y
C su categorfa de conglomerado. Consideremos T’ un objeto inclinante casi com-
pleto en C con completaciones M y M*. Sean I' = End¢(T)? y IV = End¢(T7)P
algebras inclinadas de conglomerado, donde T =T ® M y T =T & M* son
objetos inclinantes en C.

Sean 7, un sumando indescomponible de T. Consideremos P,, S, e I, los
['—médulos proyectivo, simple e inyectivo correspondientes al vértice a € Qr,
respectivamente; y P!, S! e I! a los ["-médulos proyectivo, simple e inyectivo
correspondientes al vértice a € Qrv, respectivamente. Sean r, y r. los valores
definidos en la Notacién 5.2.17. Probemos que r, = 77,.

Sea f, : P, — I, un morfismo no nulo de mod I que factoriza por S,. Luego,
por el Lema 1.7.14 sabemos que f, € R (P,, L,)\Rf*"!(P,, L,). Por lo tanto,
en virtud de la Proposiciéon 1.3.9 podemos escribir al morfismo f, como f, =
Y% ,9:fi, para algin s > 1, donde cada f; € Rp(P,, X;), con X; € indI', y cada
g; es una suma finita de composiciones de r, — 1 morfismos irreducibles entre
modulos indescomponibles.

Sea S, el I'-modulo simple que es el top del I'-moédulo proyectivo indescom-
ponible P, = Hom¢ (T, M'). Como S, # S, afirmamos que ni los morfismos f; ni
los morfismos g; factorizan por add S,, pues Homp(P,, S,) = 0 = Homp(S,, I,).
Por lo tanto, por la equivalencia F' : modI'/add S, — modI”/add S, dada en
el Teorema 5.2.14, resulta que F(f,) = Xi_,F(¢;)F(f;) es un morfismo no nulo,
donde cada F(f;) € R (F(P,), F(X;)). Més ain, por la Proposicién 5.2.16, ca-
da F(g;) es una suma finita de composiciones de r, — 1 morfismos irreducibles
entre médulos indescomponibles. Luego, F(f,) € R (F(F,), F'(1,)). Por la Ob-
servacién 5.2.15, sabemos que F(f,) € R (P, 1.). Por lo tanto, en virtud de la
Observacion 1.7.15 tenemos que 7, < 7.

De manera andloga podemos probar que r, < r, utilizando la equivalencia
cuasi-inversa de F', concluyendo asi que r, = /. O

Lema 5.2.19 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra hereditaria H
de tipo de representacion finito y sea T un objeto inclinante casi completo en C
con completaciones M y M*. Consideremos I' = Ende(T)? ~ kQr/Ir y I =
Ende(T")P ~ kQr /I las dlgebras inclinadas de conglomerado con T =T &M y
T' =T @ M*. Sean x ey los vértices de Qr y Qr, respectivamente provenientes
de los sumandos M de Ty M* de T", respectivamente. Entonces 1, = 1,.
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Demostracién: Sean I' ~ kQr/Ir y I" ~ kQr/ /I las élgebras inclinadas de
conglomerado definidas como en el enunciado. Consideremos z el vértice de Qr
proveniente del sumando M de T e y el vértice de Qs proveniente del sumando
M* de T'. Vamos a probar que r, = r;. Para ello veamos que n, = m; y que
m, = ny, donde 1, = n, +m, y r, = nj, + n; son los valores definidos en la
Notacién 5.2.17.

Consideremos f, : P, — S, un morfismo no nulo. Entonces, por el Lema 1.7.14
sabemos que f, € R"=(P,,S,)\R"="(P,,S,). Por lo tanto, por la Proposicién
1.3.9 sabemos que existe un camino en modI' de morfismos irreducibles entre
modulos indescomponibles

hn,

oo P X B X, X, S,

de longitud n,. Por la equivalencia definida en el Teorema 5.2.4, éste es inducido
por un camino no nulo de morfismos irreducibles entre objetos indescomponibles
en la categoria de conglomerado, que no factoriza por add 77T

@JlegXlg)}Q%...—)an_llgTM* (51)

y también de longitud n,, donde P, = Hom¢(7', M), S, = Home(T', 7M*) y cada
X; = Hom¢ (T, )?l), para 1 <i¢<n, — 1.

Por otra parte, si consideramos g, : S; — I, un morfismo no nulo en mod I,
por el Lema 1.7.14 tenemos que g, € R™(S), I!)\R™ (5! I!). Por lo tanto,
con un andlisis andlogo al anterior, existe ¢; un camino no nulo de m; morfismos
irreducibles entre médulos indescomponibles de S; a I en mod I". Més atin, este
camino es inducido por un camino no nulo J’ y» de TM a T2M*, de m;, morfismos
irreducibles entre objetos indescomponibles de la categoria de conglomerado C,

que no factoriza por add 7", como sigue:
DM Y =Yy Y, = T2M 5.2
Yy Y

ya que S, = Home (1", 7M) e I = Home(T, 72 M*).

Ademas, tenemos que 0 # ¢, € Home(M,7M*), donde Home(M,7M*) =
Homp(F~'M,7M*) & Homp(M, 7M*); y también 0 # ¢, € Home(M,7M*),
donde Home (7 M, 72M*) = Homp(F~*vM,72M*) & Homp(TM, 72 M*). En am-
bos casos solo uno de los sumandos es no nulo debido a que H es de tipo de
representacion finito, (ver la Observacion 5.1.6).

Luego, si Homp(F~*M,7M*) # 0, entonces Homp(F~'7M,72M*) # 0 ya
que

Homp(F~'M,7M*) = Homp(rM[-1],7M*)
~ Homp(r2M[-1], 72 M*) (5.3)
~ Homp(F 7 M, 72M*).
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Por lo tanto, el camino (5.1) es inducido por un camino de 7M[—1] a 7M* de
morfismos irreducibles entre objetos indescomponibles en D de longitud n,, y
el camino (5.2) es inducido por un camino de 72M[—1] a 72M* de morfismos
irreducibles entre objetos indescomponibles en D de longitud mg/. Mas atn, como
Homp(7M|[—1],7M*) ~ Homp(7?M|[—1],72M*) y T'(D) es un carcaj con longi-

!/

"

Ahora, si Homp(M, 7M*) # 0, con el mismo argumento, también concluimos
!/

"

Andlogamente, considerando g, : S, — I, un morfismo no nulo en modI" y

tud, entonces n, = m
que nz =m

[y« P, — S, un morfismo no nulo en mod I, con un andlisis andlogo al anterior
podemos concluir que m, = n,. Por lo tanto, r, = m, + n, =n; +m; =r,. O

Teorema 5.2.20 Sea C la categoria de conglomerado de un dlgebra hereditaria
H de tipo de representacion finito. Sea T un objeto inclinante casi completo en C
con completaciones M y M*. Sean T =T ®M yT' =T @ M* objetos inclinantes
enC yI' = Ende(T)? y I" = Endc(T")% las dlgebras inclinadas de conglomerado,
respectivamente.

Entonces, r0 = rp, donde rr y rpv denotan los indices de nilpotencia de
R(modI") y R(modI"), respectivamente.

Demostracién: Sean I' ~ kQr/Ir y IV ~ kQr/ /I las algebras inclinadas de
conglomerado definidas en el enunciado. Como H es de tipo de representacion
finito, entonces I' y I también lo son. Denotamos por r+ y rr los indices de
nilpotencia de R(mod I') y R(mod I"), respectivamente. Vamos a probar que rp =
rre.

En efecto, sabemos que

rr = méx{r, |u € (Qr)o} + 1 =max{r, | T, € ind(addT)} + 1, y

rro=max{r, | v € (Qr)o} + 1 = méx{r] | T, € ind(add T")} + 1.

Por el Lema 5.2.18, tenemos que 1, = r!, para todo vértice a de Qr y Qr prove-
niente del sumando indescomponible T, de T en C. Més atin, por el Lema 5.2.19,
sabemos que r, = r,, donde x denota al vértice de Qr proveniente del sumando
M de T en C, e y denota al vértice de Qs proveniente del sumando M* de T” en
C. Por lo tanto, obtenemos las siguientes igualdades:

rr = max{r, | T, €ind(addT)} +1
= max{r, | T, € ind(add T),r,} + 1
= max{r, | T, € ind(add T), 7} + 1 (5.4)
= max{r, | T, €ind(add7")} +1

rre,
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Probando que rr = rp. O

Teorema 5.2.21 Sean A un carcaj Dynkin y I' un dlgebra inclinada de con-
glomerado de tipo A. Denotamos por rr el indice de nilpotencia de R(modT'),
entonces,

(a) Si A = A,, entonces rr =n para n > 1.

(b) Si A = D, entonces rr = 2n — 3 para n > 4.
(c) Si A = Eg, entonces rp = 11.

(d) Si A = Ey, entonces rp = 17.

(e) Si A = Eg, entonces rp = 29.

Demostracién: Sea I' ~ kQr/Ir un élgebra inclinada de conglomerado de tipo
A, donde A es un carcaj Dynkin y sea H el dlgebra hereditaria H = kA.

Como H es de tipo de representacion finito, por la Proposicién 5.2.10, sabemos
que I' también lo es. Sean ry y rr los indices de nilpotencia de R(mod H) y
R(mod '), respectivamente. Afirmamos que rr = ry.

En efecto, por el Corolario 5.2.12, podemos transformar el algebra I' en el
algebra H, por una secuencia finita de mutaciones del carcaj Qr, y en cada paso,
por el Teorema 5.2.20, sabemos que los indices de nilpotencia del radical de la
categoria de médulos no varian. Por lo tanto, rr = ry y en virtud del Teorema
4.3.9 tenemos el resultado deseado. O

A continuacién vamos a establecer la relacion existente entre la composicion de
morfismos irreducibles entre médulos indescomponibles, y la potencia del radical
a la cual pertenece dicha composicion. Para ello, probemos primero el siguiente
resultado.

Proposicién 5.2.22 Sea I un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo de re-
presentacion finito. Sean M y N en ind T tales que Irrp(M, N) # 0. Entonces
dimy,(Homrp (M, N)) = 1. En particular, R(M, N) = 0.

Demostracién: Sea I' un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo de repre-
sentacién finito. Entonces, I' = End¢(7) donde C = D/F es la categoria de
conglomerado de un &lgebra hereditaria H de tipo de representacién finito y T’
un objeto inclinante de C.

Como Irrp(M, N) # 0, entonces existe un morfismo irreducible, digamos f :
M — N. Queremos probar que todos los morfismos g : M — N en modI" son
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k-linealmente dependientes a f. En efecto, supongamos que existe un morfismo
no nulo g : M — N que es k-linealmente independiente con f. Como I es de tipo
de representacién finito, sabemos que dimy(Irrp(M, N)) = 1. En consecuencia, g
no es un morfismo irreducible, por lo tanto g € R*(M, N). Més atin, debido a que
R>*(modT') = 0, existe un n > 2 tal que g € R"(M, N)\R" (M, N).

Por lo tanto, existen morfismos ]7, g : M — N en la categoria de conglo-
merado C que no factorizan por add(7 7). Ademads, estos morfismos son indu-
cidos por morfismos en la categoria derivada. Mas atn, como Homc(]\N4 N) =
Homp (F~'M, N) & Homp (M, N), y sélo uno de los sumandos es no nulo, pode-
mos deducir la existencia en I'(D) de un morfismo irreducible y de un camino de
longitud n, con n > 2, entre los mismos médulos, contradiciendo que I'(D) es un
carcaj con longitud.

Por lo tanto, no existe un morfismo g : M — N en modI' que sea lineal-
mente independiente con f. Luego dimg(Homp(M, N)) = 1. Més ain, como f es
irreducible, deducimos que R&(M, N) = 0. O

Teorema 5.2.23 Sea A un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo de re-
presentacion finito. Consideremos h; : X; — X;11 morfismos irreducibles con
X; € ind A para 1 < i < m. Entonces hy,...hy € R™H (X, X,41) si y sdlo si
hpp...h1 =0.

Demostracion: Sea A un algebra inclinada de conglomerado de tipo de represen-
tacion finito. Consideremos Xy, ..., X,,11 mdédulos indescomponibles de mod A y
h; : X; — X141 morfismos irreducibles, para 1 < i < m.

Si hyy ... hy =0, es claro que hy, ... hy € R™THX, Xyt

Reciprocamente, supongamos que h, ...hy € R™ (X, Xpi1) ¥ An - - - Iy #
0. Entonces, por el Teorema 1.7.19 existen morfismos irreducibles f; : X; — X1,
para 1 < ¢ < m tales que f,, ... fi = 0. Por la Proposiciéon 5.2.22, sabemos
que para cada i se satisface que dimy(Homu(X;, X;11)) = 1. Por lo tanto, f;
y h; son k-linealmente dependientes, es decir, para cada ¢ podemos escribir a
h; como h; = \;f;, donde \; es un elemento no nulo de k. En consecuencia,
B ... hi = Af ... f1 = 0, contradiciendo lo que habiamos asumido. Por lo tanto,
Ry, ... h1 = 0 demostrando asi lo deseado. O

5.3. Algebras inclinadas de conglomerado de ti-
po A, y de tipo D,,.

En [15], P. Caldero, F. Chapoton y R. Schifler presentaron a la categoria de
conglomerado de las algebras hereditarias de tipo A, de una manera geométrica.
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Mas precisamente, teniendo en cuenta las diagonales de un poligono de n+3 vérti-
ces. Los morfismos entre las diagonales son realizados geométricamente usando
movimientos de pivoteos elementales y relaciones de malla. Mas tarde, en [38],
R. Schifler exhibi6 a la categoria de conglomerado de las algebras hereditarias de
tipo D,, también geométricamente, reemplazando el poligono de n + 3 vértices
por un poligono de n vértices con una puncién en su centro. En este caso, en vez
de tener en cuenta las diagonales del poligono, el autor considera las clases de
homotopia entre dos vértices. Los morfismos también son definidos usando movi-
mientos de pivoteos elementales y relaciones de malla, generalizando el concepto
introducido en [15].

Las algebras inclinadas de conglomerado también se definieron de manera
geométrica. Las de tipo A,, son aquellas que se obtienen desde una triangulacién
arbitraria de un poligono de n + 3 vértices. La categoria de médulos esta comple-
tamente determinada por la triangulacion y, mas aun, los objetos inclinantes de
la categoria de conglomerado estan en correspondencia con las triangulaciones del
poligono. Para el caso D, se tiene un resultado similar. Las dlgebras inclinadas
de conglomerado de tipo D,, son aquellas que se obtienen desde una triangulacién
arbitraria de un poligono de n vértices con una punciéon. Como en el caso A,, la
categoria de modulos también esta completamente determinada por la triangu-
lacién y los objetos inclinantes estan en correspondencia con las triangulaciones
del poligono.

El objetivo de esta seccién es presentar una demostracion distinta de la dada
en el Teorema 5.2.21 para determinar el indice de nilpotencia de las algebras
inclinadas de conglomerado de tipo A,, y D,,, utilizando las triangulaciones men-
cionadas.

5.3.1. Algebras inclinadas de conglomerado de tipo A,.

Vamos a comenzar esta seccién presentando la realizacién geométrica de la
categoria de conglomerado de tipo A,.

Fijamos un entero positivo n y consideramos un poligono (regular) de n + 3
vértices. Una diagonal es un segmento en el interior del poligono cuyos extremos
son vértices no adyacentes del poligono. Siguiendo la notacién de [15], las diago-
nales se denominan raices y las denotamos con letras griegas. En algunos casos,
denotaremos a una raiz a por M,;, donde a y b son los vértices del poligono que
representan a los extremos de la diagonal .

Sean a y b vértices del poligono. Decimos que a y b son vértices vecinos si
el segmento ab es una arista del poligono. En particular, vamos a diferenciar si a
es vecino antihorario de b o si a es vecino horario de 0, dependiendo de las
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posiciones relativas de los vértices en el poligono.

Una triangulacién T' del poligono es un conjunto maximal de diagonales
que no se intersecan. Dicha triangulacién divide al poligono en triangulos. A las
diagonales de la triangulacién T las llamamos raices negativas, mientras que las
otras diagonales las denominamos raices positivas. Existen n raices negativas,
a las cuales las denotamos por —«;, parat=1,...,n.

Dada una raiz positiva «, el soporte de «, Supp «, es el conjunto de raices
negativas que cruzan a a.

Un movimiento de pivoteo elemental de una raiz « a una raiz o’ esta
definido si las correspondientes diagonales comparten un vértice, denominado
pivot. En tal caso, dicho movimiento se define como la rotacién sobre el pivot
en sentido antihorario desde o hasta o/. A un movimiento de pivoteo elemental
con pivot en el vértice a, lo denotamos por P®. Un camino de pivoteos entre
dos raices a y o’ es una secuencia de movimientos de pivoteos elementales de «
a o'. Sea P un camino de pivoteos, de longitud de P, {(P), es la cantidad de
movimientos de pivoteos elementales que tiene la secuencia.

Sea n un entero positivo y consideremos un poligono de n + 3 vértices. De-
notamos por C a la categoria cuyos objetos indescomponibles son las diagonales
del poligono, es decir, las raices (negativas y positivas), y los morfismos entre
dos raices estan generados por caminos de pivoteos, con la siguiente relaciéon de
malla:

(i) Si existe un camino de pivoteos desde a = M, hasta o/ = M., tal que
PiP(a) = o/, entonces P1P%(a) = P°Pb(a).
(ii) Si en algin paso de la secuencia de pivoteo, una diagonal se transforma en

una arista del poligono, entonces la relacion de malla es cero.

La siguiente figura ilustra la condicién ().

pipe

En [15], los autores probaron que la categoria C es equivalente a la categoria de
conglomerado de tipo A,. Més aun, también probaron que los objetos inclinantes
estan en correspondencia con las triangulaciones 7" del poligono.
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A continuacion definiremos un carcaj proveniente de una triangulacion T' de
un poligono de n + 3 vértices.

Sea T" una triangulacién de un poligono de n 4 3 vértices. Definimos el carcaj
QT como sigue:

e los vértices de Q1 estan en biyeccidn con las raices negativas de T'. Podemos
considerar a los vértice como el punto medio de cada diagonal de T'.

e Existe una arista entre dos vértices de ()7 si las diagonales correspondientes
son lados de un mismo tridngulo en 7'. Una arista ¢ — j esta orientada como
la flecha ¢ — j en Qr si existe un movimiento de pivoteo de —a; a —ay.

Siguiendo la notacién de [15], denotamos por mod Qr a la categoria de médu-
los sobre el carcaj QQr con la siguiente relacién: en todo tres-ciclo, la composicién
de dos flechas consecutivas es cero.

El siguiente resultado es esencial para nuestro trabajo.

Teorema 5.3.1 [15] Las dlgebras inclinadas de conglomerado de tipo A, son
precisamente aquellas que se obtienen de una triangulacion de un poligono de
n + 3 vértices.

A continuacién vamos a introducir a los objetos de mod ()7, indexados por las
raices positivas. Sea a una rafz positiva, el médulo M(a) = (M, f*) = (M, f7;)
estd dado por la siguiente representacion:

Mo —

7

(5.5)

kst —a; € Suppa,
0 en caso contrario

o idy, si Mio‘:k:Mjo‘
fi,j =

0 en caso contrario

Observacion 5.3.2 El modulo simple correspondiente al vértice j en QQr esta
dado por M (c;), donde «; es la raiz positiva que interseca tnicamente a —q; en
T, es decir, Supp a; = {—a;}.

A continuacion recordaremos la definicién de la siguiente categoria, introdu-
cida en [15].

Sea T una triangulacién de un poligono de n+3 vértices. La categoria k—lineal
Cr se define como sigue:

e Los objetos de Cr son combinaciones lineales de raices positivas con esca-
lares positivos.
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e Los morfismos entre dos raices positivas a y o estan generados por movi-
mientos de pivoteos elementales y la siguiente relacién de malla.

(i) Si existe un camino de pivoteos desde a = M, hasta o/ = M. 4 tal
que P1P%(a) = o/, entonces P1P%(a) = P°Pb(a).
(ii) Sien algin paso de la secuencia de pivoteo, una diagonal se transforma

en una raiz negativa o en una arista del poligono, entonces la relaciéon
de malla es cero.

El espacio de morfismos entre dos objetos de Cr se puede extender por
sumas directas.

Vamos a definir © un funtor aditivo entre las categorias Cr y mod Q.

Dada « una raiz positiva, definimos ©(«) = M («) dada por la representacién
presentada en (5.5). Definimos © sobre cualquier objeto de Cr extendiéndolo por
sumas directas.

Ahora, vamos a definir el funtor © sobre los morfismos. Por aditividad, es
suficiente definirlo sobre morfismos entre raices positivas. Consideremos primero
P : a — o un movimiento de pivoteo elemental. Entonces O(P) : M(a) —
M ('), se define como id; cuando sea posible, y 0 en caso contrario. Se puede
generalizar para cualquier morfismo entre dos raices positivas. Asi definido, en
[15] se prueba que se satisface la relacién de malla.

Teorema 5.3.3 [15, Teorema 4.4] Sea T' una triangulacion de un poligono de
n + 3 vértices. Entonces el funtor definido anteriormente

O CT — mod QT
es una equivalencia de categorias.

Observacién 5.3.4 Por el Teorema 5.3.1 y el Teorema 5.3.3, estudiar la cate-
goria de médulos de un algebra inclinada de conglomerado de tipo A, es equi-
valente a estudiar la categoria Cy, donde T' es una triangulaciéon de un poligono
de n + 3 vértices, asociada a dicha &algebra.

En [15, Corolario 4.7] se enuncia que existe una biyeccién entre las raices
positivas y los médulos indescomponibles de mod@Qr. Més ain, los factores de
composicion de un médulo M estan dados por el soporte de la correspondiente
raiz positiva dada por dicha biyeccién.

A continuacién presentaremos algunas descripciones de la categoria Cr, te-
niendo en cuenta la equivalencia de categorias definida anteriormente. Para ello
recordemos la siguiente notacion dada en [15].
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Sea a = M, una diagonal del poligono. Definimos r*(a) = M 4y 7~ (a) =
M. ¢, donde los vértices ¢ y d (e y f) son los vecinos antihorario (horario) de a y
b , respectivamente.

Teorema 5.3.5 Sean T una triangulacion de un poligono de n + 3 vértices y Cr
la correspondiente categoria. Entonces se satisfacen los siguientes enunciados.

(i) Los morfismos irreducibles en Cp son sumas directas de morfismos dados
por los movimientos de pivoteos elementales.

(ii) La relacion de malla de Cr es la relacion de malla del carcaj de Auslander-
Reiten de Cr.

(i1i) Sea o una raiz positiva de Cp. Entonces T = r~ (), donde T denota al
trasladado de Auslander-Reiten.

(iv) Los objetos proyectivos indescomponibles de Cr estdn dados por r™(T).

(v) Los objetos inyectivos indescomponibles de Cr estdin dados por r—(T).

Notacion: Sean T una triangulacién de un poligono de n + 3 vértices y Cr la
correspondiente categoria. Consideremos —a; una raiz negativa. Vamos a denotar
por a;’ y a; al objeto proyectivo e inyectivo indescomponible correspondiente a la
rafz —a;, respectivamente, es decir, oz;r =17 (—a;)y o =717 (—ay). Es claro que,
M(af) = P;y M(c;) = I;, donde P; e I; son los médulos proyectivo e inyectivo
indescomponibles en mod ()7 correspondiente al vértice j € 7, respectivamente.

La siguiente figura muestra, para una triangulaciéon particular 7', el objeto
proyectivo P, y el objeto inyectivo Iy en Cr, correspondientes a la raiz negativa

—Q9.

Dados dos médulos M(«) y M (') de mod Qr, en [15, Lemma 3.4] se prueba
que dimg(Homy, 4, (M(a), M(a'))) < 1. Por consiguiente, dados A un dlgebra
de conglomerado de tipo A, y M, N € mod A, tenemos que dimy(Hom (M, N)) <
1.

Como una consecuencia inmediata obtenemos el siguiente resultado.
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Corolario 5.3.6 Sea A un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo A,. En-
tonces, se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Para cada Z € ind A tenemos que R4(Enda(Z)) = 0.

(b) Sean M, N € ind A tales que Irr (M, N) # 0, entonces R2(M, N) = 0.

Demostracién: (a) Sea A un algebra inclinada de conglomerado de tipo A, y Z
un A—médulo indescomponible. Como Homa(Z, Z) # 0, entonces Homa(Z, Z)
tiene dimension uno. Por lo tanto todo morfismo f : Z — Z es un isomorfismo,
concluyendo asi que R4(Enda(Z)) = 0.

(b) Sea f : M — N un morfismo irreducible entre A-médulos indescomponi-
bles. Supongamos que R (M, N) # 0. Entonces existe g : M — N un morfismo
no nulo, tal que g € R% (M, N). Como dimg(Homy (M, N)) = 1, podemos es-
cribir a f como f = Ag, donde A es un elemento inversible de k. Por lo tanto
f € R4(M, N), contradiciendo que f es un morfismo irreducible. O

Estamos en condiciones de presentar el siguiente resultado, que es esencial
para el teorema principal de la seccién.

Teorema 5.3.7 Sea T una triangulacion de un poligono con n+3 vértices y con-
sideremos —a; una raiz negativa. Sean aj y a; los objetos proyectivo e inyectivo
correspondientes a —a;, respectivamente. Entonces todos los caminos de pivoteos
;- aj ~ a; tienen longitud n — 1.
Demostracién: Sea 7" una triangulacién y consideremos —a; = M, una raiz
negativa. Sean aj e a; los objetos proyectivo e inyectivo de Cr correspondientes a
—aj, respectivamente. Vamos a denotar a dichos objetos en funcién a sus extremos
, oo+ - _
en el poligono, es decir, a; = My, ,, v a; = My, 4,.
. . + . _ , . .

Consideremos P; = M(aj) e I; = M(a; ) los médulos proyectivo e inyec-
tivo de mod Q7 correspondientes al vértice j, respectivamente. Sabemos que
Hom,,,q QT(PJ’IJ') # 0. En consecuencia, por el Teorema 5.3.3 tenemos que
Home,.(a], a; ) # 0. Por lo tanto existe un camino de pivoteos

+ Pt 1 P2 o P m—1 P™ _
ij — — " — ... —0 —>Ozj.

donde cada o' son raices positivas y cada P* son movimientos de pivoteos ele-
mentales, para 1 <i<m —1y 1<k <m. Queremos probar que m =n — 1.

Sin pérdida de generalidad (por la relacién de malla) podemos asumir que los
m; primeros movimientos P!, ..., P™ tienen de pivot el vértice p, y transforman
la raiz a;r = M,, », en la raiz M, ,,, y que los siguientes m — m; movimientos
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Pt P™i tienen de pivot al vértice ¢; y transforman la raiz M, ,, en la
raiz aj = M, 4,, como ilustra la siguiente figura.

lupl,Pz A luthh

Podemos notar que por la posicién relativa en el poligono de los vértices
mencionados, todas las diagonales de este camino son raices positivas, ya que
intersecan a la raiz negativa —a;.

Ahora, etiquetemos a los vértices del poligono de la siguiente manera: deno-
tamos por 1 al vecino antihorario del vértice p;, y continuamos enumerando el
resto de los vértices en sentido antihorario. En consecuencia, el vértice p; queda
etiquetado por n + 3 y el vértice ¢; queda etiquetado por n + 1. Mas aun, los
objetos proyectivo e inyectivo correspondientes de —a; quedan etiquetados como

+

a M (n43),(m1+2)

M(m1)7(m+2)7

J
&)
Por lo tanto, por las etiquetas del vértice ¢; tenemos que n +1 = m + 2, y en
consecuencia m =n — 1.

En conclusién, dada una raiz negativa —q;, existe un camino de pivoteos no

nulo de o a a; de longitud n—1. Mas atin, dado quf dimy (Home, (o, o)) = 1,

cualquier camino de pivoteos no nulo de la forma «;

O

~ a; tiene longitud n — 1.

Teorema 5.3.8 Sea A un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo A,,. Enton-
ces T4 =n, donde ry denota al indice de nilpotencia de R(mod A).

Demostracion: Por la Observacién 1.7.18, dada A un algebra de tipo de repre-
sentacién finito, el indice de nilpotencia del R(mod A) estd dado en funcién del
camino de mayor longitud de la forma P, ~» S, ~ I,, con a € (Q,)o-
Consideremos A un élgebra inclinada de conglomerado de tipo A,. Entonces
existe 7" una triangulacién de un poligono de n + 3 vértices tal que la categoria
mod Q) es equivalente a la categoria Cr. Més atn, los médulos proyectivo, simple
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e inyectivo indescomponibles P;, S; e I;, correspondientes al vértice j € (Qr)o,
+
J
negativa de T'. Por el Teorema 5.3.7, todo camino de pivoteos no nulo de aj a

respectivamente, estdan dados por las raices o, a; y o, donde —a; es una raiz
a; tiene longitud n — 1. En consecuencia, todo camino no nulo de morfismos
irreducibles entre médulos indescomponibles en mod A de P; a I; tiene longitud
n — 1. En particular aquellos que factorizan por el médulo S;. Mas aun, por la
arbitrariedad de la eleccién del vértice j € Qr, deducimos que cualquier camino
de la forma P, ~~ S, ~ I,, con a € Qr, tiene longitud n — 1. Por lo tanto, si
denotamos por r4 el indice de nilpotencia de R(mod A) tenemos que

ra=méxjep{{(F) ~ Sj~ )} +1=n—-1+1=n0

El siguiente resultado muestra la relacion existente entre la composicion de
morfismos irreducibles y la potencia del radical a la cual pertenece.

Proposicién 5.3.9 Sea A un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo A,.
Consideremos h; : X; — X1 morfismos irreducibles con X; € ind A para
1 <i<m. Entonces hy, ... hy € R X1, X,11) sty s6lo si hy, ... hy =0.

Demostracion: Sea A un algebra inclinada de conglomerado de tipo A,, y con-
sideremos m morfismos irreducibles h; : X; — X1, con 1 <7 < m, donde cada
X, es un modulo indescomponible.

Si hyy ... hy =0, es claro que hy, ... hy € R X, Xpi1).

Reciprocamente, consideremos que h,, ...h; € R™ (X, X,, 1) y suponga-
mos que h,, ...h; # 0. Entonces, por el Teorema 1.7.19, existen morfismos irre-
ducibles f; : X; — X;i; tales que f,,...fi = 0. Como Homa(X;, X;11) # 0
entonces dimy(Hom (X4, X;41)) = 1, para 1 <i < m+ 1. Méas ain, a cada h; se
lo puede escribir como h; = \; f;, con \; € k*.

En consecuencia, h,,...h1 = Af,,... fi =0, contradiciendo lo que habiamos
asumido. Por lo tanto h,,...h; = 0. O

5.3.2. Algebras inclinadas de conglomerado de tipo D,,.

Siguiendo el mismo enfoque presentado en la seccién anterior, en [38], R.
Schiffler introdujo a la categoria de conglomerado de tipo D,, desde un punto de
vista geométrico. Més precisamente, consider6 una triangulacién en un poligono
regular de n vértices, con una puncion en su centro.

Muchas de las nociones que presentaremos aqui son una generalizacién de lo
introducido en la seccién anterior en el caso A,,.

Consideremos un poligono regular de n vértices con una puncién en su centro.
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Si a # b son vértices en el poligono, denotamos por d,; al camino de a a b
sobre el borde del poligono en el sentido antihorario, y no pasa por el mismo
vértice dos veces, (ver Figura 5.1). Si a = b, 0,4, es el camino que recorre el borde
del poligono exactamente una vez y a es el unico vértice que pasa por d,, dos
veces.

Figura 5.1: dap, Mayp 'y M,

Sia # b, |0.p| denota el nimero de vértices que pertenecen al camino dg,
incluyendo a los vértices a y b. Si a = b, |0, = n + 1. Siguiendo el concepto in-
troducido en la seccién anterior, decimos que b es el vecino antihorario (vecino
horario, respectivamente) de a si |45 = 2 (04| = 1, respectivamente).

Una diagonal es una tres-upla (a, o, b), donde a y b son vértices del poligono
con puncién y « es un camino de a a b que satisface

(1) « es homotépico a 6,4, es decir, podemos transformar continuamente al
camino « en el camino dgp.

(2) « yace en el interior del poligono, excepto por sus vértices extremos a y b.
(3) « no tiene autointersecciones.
(4) 10ap| = 3.

Dos diagonales (a, a,b) v (¢, 5, d) se dicen equivalentes sia = ¢, b =dy a es
homotépico a 3. Denotamos por E al conjunto de las clases de equivalencia de las
diagonales. Es claro que un elemento en E estd univocamente determinado por
el par ordenado de vértices (a, b). Denotaremos por M, la clase de equivalencia
de las diagonales (a, a, b).

En [38], el autor define E' = {M;, | M,y € E, e = 1y e=1ifa # b} al
conjunto de las diagonales etiquetadas.

Por cada par ordenado de vértices (a,b) tales que a # by b no es vecino
antihorario de a, existe exactamente una diagonal etiquetada M;b € E', que
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denotaremos simplemente por M, ;. Para cada vértice a, existen exactamente dos
diagonales etiquetadas: M, Ly M a{a. Estés se representardan como un segmento
que tiene como vértices extremos a a y a la puncién del poligono. Si € = —1,
dicho segmento sera marcado con una linea, mientras que si € = 1, el segmento
no estard marcado, ver Figura 5.1.

Sean M = M;, y N = Mé’d dos diagonales en E’. El niimero de cruces
e(M,N) de M a N es el menor nimero de intersecciones de My, y M. 4 en el
interior del poligono con puncién. Si a # b o ¢ # d, el nimero de cruces es claro.
En el caso en que a = by ¢ = b, no es tan directo decir cuando dichas diagonales
se cruzan. En [38], el autor definié dicho nimero como sigue:

e(M,N):{(l) stageyere (5.6)

en caso contrario

Decimos que M cruza a N si e(M, N) es por lo menos 1. Sigue de su construccién
que el nimero de cruces es a lo sumo 2.

Generalizando el concepto en el caso A,,, vamos a definir los movimientos de
pivoteos elementales, que corresponderan a morfismos irreducibles en la categoria
de conglomerado.

Un movimiento elemental manda una diagonal etiquetada Mg, € E' a otra
diagonal etiquetada M(jb, € L' que satisfacen ciertas condiciones. Dichas condi-
ciones vamos a separarlas en cuatro casos dependiendo la posicién relativa de a
y b. Vamos a denotar por ¢ (d, respectivamente) el vecino antihorario de a (b,
respectivamente).

1. Si |04 = 3 entonces hay precisamente un movimiento de pivoteo elemental
Ma,b —> Ma,d-

2. Si4 <|dap| < n—1, entonces hay precisamente dos movimientos de pivoteo
elementales: My = My y Moy — Mg q.

3. Si|d4p| = m, entonces d = a y hay precisamente tres movimientos de pivoteo
clementales Mgy = My, Moy — My, v Moy — My,

4. Si|04p| = n+1, entonces a = by hay precisamente un movimiento elemental
M;,a = Me.q.

Notemos que en todos los casos, en un movimiento de pivoteo elemental las
diagonales etiquetadas comparten un vértice. A dicho vértice lo denominamos
pivot. Al igual que antes, un camino de pivoteos entre dos diagonales etique-
tadas es una secuencia de movimientos de pivoteos elementales.
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Consideremos un poligono de n vértices con una puncién. Como antes, una
triangulacion en dicho poligono es un conjunto maximal de diagonales etique-
tadas que no se intersecan. A diferencia del caso A,, aqui una triangulaciéon no
necesariamente corta al poligono en triangulos. Como presentamos en la seccion
anterior, dada una triangulacién T', las diagonales etiquetadas que pertenecen a T’
se denominan raices negativas y las otras diagonales etiquetadas se denominan
raices positivas. En [38, Lemma 3.4] se prueba que una triangulacién de un
poligono de n vértices con una puncién tiene exactamente n elementos. A esas n
raices negativas las denotaremos por —q;.

Se define también el trasladado 7 de una diagonal Mg, € E’ como sigue:
denotamos por a’ y o' los vecinos horario de a y b, respectivamente.

1. Sia # b, entonces TMyp = My .
2. Sia =0, entonces TM; , = M, para € = +1.

Notacién 5.3.10 Vamos a unificar la notacion presentada en la seccién anterior.
Notemos que si a # b, 7 M, estd definido como r~(M,,) presentado en el Teore-
ma 5.3.5 . En el caso que a = b, definimos r~ (M¢ ) = TM¢ ., como enunciamos

recientemente en el punto 2.

De forma similar al caso A, se define C una categoria k-lineal como sigue. Los
objetos son sumas directas de raices (positivas y negativas) en E’. Por aditividad
es suficiente definir los morfismos entre raices. Dadas dos raices M y N, el espacio
de morfismos Home (M, N) es el cociente del k-espacio vectorial generado por
caminos de pivoteo de M a N, sobre el espacio generado por la siguiente relacion,
denominada relaciéon de malla: Para cada raiz X € E’, la relacién de malla estd
dada por

Y X =Y X,

donde 7X — Y; y Y; — X son todos los movimientos de pivoteos elementales
que comienzan (terminan, respectivamente) en 7X (X, respectivamente). Por lo
visto anteriormente, estas sumas tienen a lo sumo tres sumandos.

Esta categoria C es equivalente a una categoria de conglomerado de tipo D,
ver [38, Teorema 4.3].

La siguiente proposicién nos sera de utilidad para nuestro trabajo.

Proposicién 5.3.11 Sea C la categoria de diagonales etiquetadas de un poligono
de n vértices con una puncion. Sean M, N € indC. Entonces la dimension como
k-espacio vectorial de Home(M, N) es igual a e(TM,N).
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A continuacién presentaremos la equivalencia que relaciona a las algebras
inclinadas de conglomerado de tipo D,, con la categoria de diagonales etiquetadas.
Para ello vamos a definir una nueva categoria k-lineal.

Sea T' una triangulaciéon de un poligono de n vértices con una puncion. De-
finimos a la categoria Cr de la siguiente manera. Los objetos de Cr son sumas
directas de raices positivas en E’. El espacio de morfismos Home, (M, N) entre
dos raices positivas M, N es el cociente del k-espacio vectorial generado por ca-
minos de pivoteo de M a N entre raices positivas, sobre el espacio generado por
la relacién de malla presentada para la categoria C, con la condicién adicional de
que la composicion 7X +— Y; — X es cero si alguno de los tres objetos es una
raiz negativa. Los morfismos se extienden por aditividad para cualquier par de
objetos de Cr.

Observacion 5.3.12 Dada la definicion de las categorias C y Cr, tenemos que
Cr es una subcategoria de C, pero ésta no es plena. Por lo tanto, dados M, N
objetos de Cr, resulta que

dimy (Home, (M, N)) < dimy(Home (M, N)).

Consideremos un poligono de n vértices con una puncion y C la categoria de
diagonales etiquetadas. Un objeto inclinante en la categoria C es un conjunto
maximal de diagonales etiquetadas que no se intersecan, es decir, es una triangu-
lacion del poligono.

Sea T una triangulacién de un poligono con puncién de n vértices. Enton-
ces, el dlgebra de endomorfismos Ende (7)) se denomina algebra inclinada de
conglomerado. Se muestra en [38, Seccién 6.4] que Home (77T, —) induce una
equivalencia de categorias

T - CT — mod(EndC(T))OP.

Maés atn, si denotamos a las diagonales de T por T, . .. T, el vector dimensién
de un médulo @7 (M ,) estd dado por

(di_m@T(M;,b))i = e ;,bv T;).

Teorema 5.3.13 [38] Las dlgebras inclinadas de conglomerado de tipo D,, son
precisamente aquellas que se obtienen de una triangulacion de un poligono de n
vértices con una pPuncion.

Con lo presentado hasta ahora estamos en condiciones de probar los resultados
principales de esta seccion.
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Lema 5.3.14 Sea T wuna triangulacion de un poligono de n vértices con una
puncion. Se satisfacen los siguientes enunciados.

(a) Para cada objeto indescomponible M € Cr, el k-espacio vectorial Ende,. (M)
tiene dimension uno.

(b) St M y N son objetos indescomponibles de Cr tal que existe un movimiento
de pivoteo elemental de M a N, entonces Home,. (M, N) tiene dimension
uno.

Demostraciéon: Vamos a probar el resultado usando el concepto de nimero de
cruces entre dos raices. Por la Proposicion 5.3.11 y la Observacién 5.3.12 tenemos
que dadas dos raices positivas M y N, dimy(Home, (M, N)) < e(rM, N).

(a) Sea M = Mg, un objeto indescomponible de Cr.

Si M = My ,, entonces TM = M_,,, donde a’ es el vecino horario de a. Por
la definicién del nimero de cruces, obtenemos que e(T7M, M) = 1.

Si M = My, con a # b, entonces TM = Mgy, con o' y U’ los vecinos horario
de a y b, respectivamente, como ilustra la Figura 5.2.

Figura 5.2: e(7M, M)

Luego, podemos observar que e(7M, M) = 1.

En ambos casos dimiEnde,. (M) < e(tM, M) = 1. Méas ain, Endc,. (M) # 0.
Por lo tanto, dimgEndc,.(M) = 1.

(b) Sean M = Mg, y N = M;’d objetos indescomponibles de Cr tales que
existe un movimiento de pivoteo elemental de M a N. Luego, Home,. (M, N) # 0.
Para probar la afirmacién vamos a analizar los siguientes dos casos:

1. Si a = b, entonces hay precisamente un movimiento de pivoteo elemental
M — N, donde d = a y c es el vecino antihorario de a. Sea TM = M,
con @ el vecino horario de a. Entonces, es claro que e(tM, N) = 1.
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2. Si a # b, entonces los siguientes son los diferentes tipos de movimientos de
pivoteo elementales:

(i) Myp +— M, 4, donde d es el vecino antihorario de b, si 3 < |dq] < n—1;
(il) Map— M., donde c es el vecino antihorario de a, si 4 < [0,5| < n;

(iil) Map = Mg ,, con € = £1, si [0q| = n.

Sea TM = M ;f:b,, con a’ y b’ los vecinos horario de a y b, respectivamente. En
todos los casos tenemos que e(7M, N) = 1, como ilustra la siguiente figura

abHMad abHMcb Ma,b'_)M;,a

I . b,

Asi, dimgHome, (M, N) < 1y como Home, (M, N) # 0, entonces dim;Home, (M, N) =
1, probando lo deseado. O

Como consecuencia del lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3.15 Sea T una triangulacion de un poligono de n vértices con una
puncion. Entonces, se satisfacen los siquientes enunciados.

(a) Para cada M € indCp, tenemos que e, (Ende, (M)) = 0.

(b) Si M,N € indCr y Irre, (M, N) # 0, entonces Rz (M, N) = 0.

Dada T una triangulacion de un poligono con n vértices con una puncién,
vamos a describir los objetos proyectivos, inyectivos y simples de la categoria Cr,
de manera analoga a lo descripto en el caso A,.

e Los objetos simples de Cr estan dados por las raices positivas que intersecan
a una unica raiz negativa.

e Los objetos proyectivos indescomponibles de Cr estdn dados por r (7).

e Los objetos inyectivos indescomponibles de Cr estén dados por r— (7).
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Observacion 5.3.16 Consideremos 1" una triangulacion de un poligono de n
vértices con una puncién. Sean C la categoria de diagonales etiquetadas y I' =
End¢(T) el algebra inclinada de conglomerado. Como vimos anteriormente, la
categoria de raices positivas Cr es equivalente a la categoria mod(End¢(T")P).
Dicha equivalencia esté dada por el funtor ¢z, inducido por Home (77T, —).

Andlogamente al caso A,, dada —a; una raiz negativa, el médulo proyectivo
indescomponible P; estd dado por la imagen de la raiz positiva r*(—a;), es decir
P; = o7(r*(—a;)). De la misma manera, el médulo inyectivo indescomponible I
esta dado por ¢r(r~(—a;)) y el médulo simple S; esta dado por ¢r(a;), donde
a; es la raiz positiva que interseca unicamente a la raiz negativa —o; en T

Para simplificar la notacién, vamos a denotar por oz;r y a; al objeto proyectivo
e inyectivo indescomponible correspondiente a la raiz —o;, respectivamente.

Lema 5.3.17 Sea T wuna triangulacion de un poligono de n vértices con una
puncion. Consideremos Oéj_ y o al objeto proyectivo e inyectivo indescompo-
nibles de Cr correspondiente a la raiz negativa —ay, respectivamente. Entonces
dimy,(Home, (o], 0 )) = 1,

Demostraciéon: Por la Proposicion 5.3.11 y la Observacion 5.3.12, sabemos que

dimy(Home, (], o)) < e(ra,
que analizar el nimero de cruces e(—a;, 7(—q;)).

Considerando los casos en que —a; = M¢ , con € € {—1,1}, 0 —aj = My,

a,a’

;). Como 7o) = —a; y aj = 7(—q;), tenemos

con a # b, de manera analoga a la demostracién del Lema 5.3.14, podemos
probar que e(—a;,7(—a;)) = 1 (ver Figura 5.2). Por lo tanto, tenemos que
dimy (Home, (o, o)) < 1.

Mads atn, si consideramos I' = End¢(T)? v ¢r : Cr — mod I la equivalencia
de categorias definida anteriormente, tenemos que Home, (ozj,ozj_) # 0 ya que

Homr(P;, I;) # 0. Por lo tanto, dimy(Home, (o, a;)) = 1. O

Estamos en condiciones de determinar la longitud de los caminos de pivoteos
de la forma a;r ~ aj ~ a; en Cr, que representan caminos de morfismos irreduci-
bles de la forma P; ~» Sj ~+ I; en mod(End¢(7T')?). Como dimy,(Home, (o, a; ) =
1, todos los caminos de pivoteos no nulo de a;f a «; tienen la misma longitud.

_l’_

En particular los caminos de pivoteos no nulos de la forma o ~ a; ~ a5 .

Antes de probar el proximo resultado, recordemos la siguijente notacién dada
en [38]. Sean a y b vértices en el poligono. Denotamos por [a,b] al conjunto de
todos los vértices que yacen sobre el camino d,p. Por ]a, b| denotamos el conjunto
de vértices [a, b]\{a, b}, y por |a, b] (|a, b], respectivamente) denotamos el conjunto

de vértices pertenecientes a [a, b] \ {a} ([a,b] \ {b}, respectivamente).
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Teorema 5.3.18 Sea T' una triangulacion de un poligono de n vértices con una
puncion. Dada —a; una raiz negativa, denotamos por a;r y o al objeto proyectivo
e inyectivo de Cp correspondientes a —a;, respectivamente. Entonces todo camino
de pivoteos no nulo de a;r a oy tiene longitud tgual a 2n — 4.

Demostracién: Sea 7' una triangulacién de un poligono de n vértices con una
puncién. Consideremos —c«; una raiz negativa arbitraria de 7"y sean ozj y a;
los objetos proyectivo e inyectivo de Cr correspondientes a —a;, respectivamente.
Vamos a analizar la longitud de los caminos de pivoteos de a;? a o

Para dicho propdsito, vamos a estudiar dos casos diferentes:

Caso 1. —oj = Mg, con e € {—1,1},y
Caso 2. —a; = M,y con a # b.
Caso 1. Sea —a; = M ,, con € € {—1,1}. Entonces a =M, =M,

donde p y ¢ son los vértices vecinos antihorario y horario de a, respectivamente.
Por las posiciones relativas de los vértices p y ¢ en el poligono, sabemos que
10p.q] =n — 1, es decir, card(]p,q]) =n — 2.
Como HomCT(Mp o M ) # 0, entonces existe un camino de pivoteos no nulo
como sigue:
1 P2 o PP

M, —>a —a® — ... —a™ iMq‘;.
Queremos determinar la longitud de dicho camino en funcién de la cantidad de
vértices del poligono.

Sin pérdida de generalidad, por la relaciéon de malla podemos asumir que los
primeros k& movimientos P!, ..., P¥ tienen como pivot al vértice p y transforman
laraiz M, en la raiz M, 4, y los ultimos m — k movimientos PFL . P™ tienen
como p1vot al vértice ¢ y transforma la raiz M, , en la raiz M, /. Ilustramos la
situacion en la siguiente figura.
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Ademas, por las posiciones relativas de los vértices a, p y ¢ en el poligono, todas
las rafces o', con 1 < ¢ < m — 1, intersecan a —a; = M, , vy en consecuencia
son raices positivas, es decir, objetos indescomponibles en Cr. Mas aun, como
card(]p,q]) = n — 2 tenemos que k = n—2y m —k = n — 2. Por lo tanto,
m = 2n — 4.

Caso 2. Ahora consideremos el caso en que —a; = Mgy, con a # b. Entonces,
oz;r = My, p, ¥y @5 = My, 4,, donde p; y g1 son los vértices vecinos antihorario
y horario de a, respectivamente; y po vy g2 son los vértices vecinos antihorario y
horario de b, respectivamente.

Supongamos que hay k vértices en el conjunto |a,b], es decir, |0, = k + 1,
donde 2 < k < n — 1. Entonces, por las posiciones relativas de los vértices
a,b, p1,p2, q1, g2 en el poligono, tenemos que el conjunto |py, go] tiene k—2 vértices
y el conjunto ]qi, po] tiene n — k — 2 vértices.

Como en el primer caso, debido a que Home, (M,
existe un camino de pivoteos no nulo como sigue:

Mgy, 4) # 0, entonces

1,P27

Pl P2 az P3 m—1 pm

My, py — af == 0 — ... —a™ — M, 4 (5.7)

1,P2

Por la relaciones de malla existentes, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que los primeros k¥ — 2 movimientos P,... P*=2 tienen como pivot al
vértice p, y transforman la raiz M, ,, en la raiz M, ,,. Los siguientes n — k — 2
movimientos P*~!, ... P"~* los podemos asumir como los movimientos de pivoteo
elementales que tienen como pivot al vértice g, y transforman la raiz M,, ,, en la
raiz M, 4, . llustramos dicha situacién en la siguiente figura.

Por lo tanto, en n — 4 movimientos tenemos un camino de pivoteos My, ,, ~
Mfl%‘h'

Ahora, es claro que en n movimientos obtengo un camino M, ,, ~> My, g,-
En efecto, como |0y, 4| = |das] = k + 1, podemos asumir que los siguientes k
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movimientos P73, ..., P"~*** tienen como pivot el vértice ¢o y transforman la

raiz. My, 4, en la raiz Mg, .y los ultimos n — k movimientos prostk o pind
.’ . . ’ . 7/ € e
también tienen de pivot al vértice o y transforman la raiz M, . en lasraiz My, 4,

como ilustra la siguiente figura.

M,

q2

€
1q1WM

q2,q92
DL

a

Mas aun, por las posiciones relativas de los vértices a, b, p1, p2, q1, g2 en el poligono,
todas las raices o', 1 <14 < m — 1, intersecan a M, ;. Por lo tanto, o’ son objetos
indescomponibles en Cr y en conclusién (5.7) es un camino en Cr y tiene longitud
2n — 4.

Como el k-espacio vectorial Home, (a;
que todo camino de pivoteos no nulo tiene longitud 2n — 4. O

,a; ) tiene dimensién uno, se deduce

Finalmente enunciaremos y probaremos el resultado que determina el indice
de nilpotencia del radical de la categoria de médulos de un algebra inclinada de
conglomerado de tipo D,,.

Teorema 5.3.19 Sea A un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo D,,. En-
tonces ra = 2n — 3, donde r4 denota al indice de nilpotencia de R(mod A).

Demostracién: Sea A un algebra inclinada de conglomerado de tipo D,,. En-
tonces existe una triangulaciéon 7' de un poligono de n vértices tal que el funtor
o1 : Cr — mod A es una equivalencia de categorias, donde @7 estd inducido por
el funtor Home (77T, —).

Para calcular el indice de nilpotencia de $f(mod A), debemos analizar la lon-
gitud de los caminos de morfismos irreducibles entre médulos indescomponibles
del médulo proyectivo indescomponible P; al médulo inyectivo indescomponible
I; que factoriza por el médulo simple S;. Mds precisamente,

ra = maxjeq{{(F; ~ S~ Ij)} + 1.

Por otra parte, por la equivalencia mencionada anteriormente, dada —a; una
y : _ + _ - + _
rafz negativa de 7', tenemos que P; = ¢r(aj) e I; = ¢r(a;), donde o) =

(—ay) v af = 7(-ay)
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Por el Teorema 5.3.18 sabemos que todo camino de pivoteos no nulo de aj
a a; en Cr tiene longitud 2n — 4. Luego, todo camino no nulo de morfismos
irreducibles de P; a I; en mod A también tiene longitud 2n —4. M4s atn, sigue del
Lema 5.3.17 y de la equivalencia entre categorias ¢r, que dimy(Hom (P}, I;)) = 1.
Por lo tanto, en particular los caminos no nulos de morfismos irreducibles entre
modulos indescomponibles de la forma P; ~ S; ~» I; tienen longitud 2n — 4.
Ademas, por la eleccién arbitraria de —q;, resulta que esto se cumple para todo
7 € Qp. Por lo tanto,

ra =maxjeg,{l(¢;)} +1=2n—4+1=2n—3,

probando asi nuestro resultado.O

Al igual que en el caso A, el siguiente resultado se deduce directamente del
Corolario 5.3.15.

Proposicién 5.3.20 Sea A un dlgebra inclinada de conglomerado de tipo D,,.
Sean h; : X;—X; 11 morfismos irreducibles con X; € ind A. Entonces, h, ... h1 €
R™( X1, Xyy1) siy solo si hy,...hy = 0.
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