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Resumen 

Elegimos una línea mundo compleja analítica en un espacio 
complejo cuadridimensional, considerando el caso particular con 
axisimetria. Obtenemos las ecuaciones para el momento lineal y la 
definición para el momento angular asintóticamente planos de las 
ecuaciones de Einstein-Maxwell. Encontramos las ecuaciones para 
la pérdida de masa, el cambio en el momento lineal y la 
conservación del momento angular para la simetría en estudio. Se 
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establece una definición posible en las ecuaciones del centro de 
masa. Obtenemos finalmente las ecuaciones de movimiento para la 
línea mundo donde se relacionan el momento lineal y el momento 
angular estableciendo condiciones de axisimetría en el caso no 
estacionario.  

 

Palabras Clave: Relatividad General; Einstein-Maxwell; Líneas 
Mundo Complejas. 

 

 

Abstract:  

We choose a complex analytic world line in a four-dimensional 
complex space, considering the particular axisimetric case. We 
obtain the equations for the momentum and the definition for the 
angular momentum of asymptotically flat Einstein-Maxwell 
equations. We find the equations for mass loss, the change in 
momentum and angular momentum conservation for the symmetry 
study. Finally obtain the equations of motion for the online world 
where you relate the momentum and angular momentum setting 
axisimetric conditions in the nonstationary case.  

 

Keywords: General Relativity; Einstein-Maxwell; Complex World 
Lines. 

 

 

0. Introducción 

  Estudiamos el movimiento de partículas en un campo 

gravitatorio bajo ciertas condiciones iniciales. Utilizamos 

ecuaciones conocidas para las componentes del tensor de Weyl, el 

shear asintótico y el aspecto de la masa¸ con el uso de los 

armónicos esféricos tensoriales. Buscamos encontrar las 

ecuaciones para el momento lineal y para el momento angular.  
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  Calculamos la componente de Weyl 0
1ψ  directamente 

relacionada con la componente de Weyl 0
2ψ  , teniendo en cuenta las 

componentes con l=1. 

  Previamente exponemos las ecuaciones involucradas en 

nuestro estudio, para luego aplicar el teorema de perdida de masa 

de Bondi, lo que nos permite obtener las expresiones para el 

cambio en la masa y el cambio en el momento lineal.  

  El estudio en general se hace para el caso axisimétrico, 

por lo cual solo contribuyen aquellas componentes en la dirección 

del eje z. El hecho de usar esta consideración nos lleva a una 

extraordinaria simplificación en las ecuaciones, mejorando para 

este caso la interpretación de los resultados dentro de las 

limitaciones que esta idealización supone.  

 

 

1. Ecuaciones  

  Utilizamos las expresiones para las componentes de Weyl 

[1][4] y sus derivadas respecto de u definidas como 

  0
3

0
2

0
1 2ˆ σψψψ +∂−=&  (1-1) 

 

  0
4

0
3

0
2

ˆ σψψψ +∂−=&  (1-2) 

 

  σψ &∂= ˆ0
3  (1-3) 

 

  σψ &&−=0
4  (1-4) 
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siendo la constante 4

2
c
Gk = . 

  Además introducimos la definición del aspecto de la 

masa como  

  σσσψ &+∂+=Ψ 20
2

ˆ  (1-5) 

 

  Y el shear asintótico definido como 

  2
3

2
2 ijk

ijk
ij

ij YY σσσ +=  (1-6) 

 

  Esta definición del shear nos permite encontrar términos 

adicionales en las ecuaciones de cambio en la masa, el cambio en el 

momento lineal y el cambio en el momento angular. 

 

 

2. Ecuaciones para el cambio en la masa y el cambio en el 

momento lineal 

  Si tomamos la ecuación para el aspecto de la masa en 

armónicos esféricos tensoriales y la derivamos con respecto de u, 

obtenemos 

 ....YP
c
G6M

c
G22 0

i1
i

32 +−−=Ψ &&&  (2-1) 

 

  Por otro lado se puede aplicar el teorema de la perdida 

de masa de Bondi [1][3], dado por la ecuación 
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 σσ &&& =Ψ  (2-2) 

 

  Para resolver el segundo miembro de esta ecuación 

usamos la ecuación (1-6) y realizamos los correspondientes 

productos en armónicos esféricos tensoriales, 

 ( ) =++= −− ).( 2
3

2
2

2
2

2
2 lmn

lmn
lm

lm
ij

ij
ij

ij YYYY σσσσσσ &&&&&&  (2-3) 

 

Entonces obtenemos usando también (2-1) ecuación 

 llkijkijkijkijijM
c

G σσσσσσ &&&&&&&
35
72

5
6

5
122

2 −+=−  (2-4) 

 

y con 0
i1Y  tenemos 

 [ ]jkljklijijkP
c
G σσσσ &&& +=

7
36

3  (2-5) 

 

de donde despejando convenientemente obtenemos las ecuaciones 

para M&  y kP&  

  De estas ecuaciones es claro que tenemos pérdida de 

masa y que el momento lineal no se conserva. Resulta además 

característico, que para el shear aquí considerado, la ecuación 

para el cambio en el momento lineal involucra productos del tipo 

ijσ por ijkσ . De otro modo si 0=ijkσ , momento lineal es una 

cantidad conservada. 
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3. Momento Lineal y Momento Angular 

  Utilizando las ecuaciones (1-1) a (1-6) encontramos 

considerando solo los términos para l=1 y aplicando las 

condiciones para axisimetría, que 0
1ψ&  tiene la forma  

  ( ) σσσσψ &&& ∂+∂+−= ˆ2ˆ12
3

0
1

kk P
c
G

 (3-1) 

 

Interpretamos esta componente de Weyl como  

  kkk0
1 JiP && +=ψ  (3-2) 

 

  Es decir que parte real de esta última ecuación es el 

momento lineal, mientras que la parte imaginaria representa la 

derivada del momento angular. Podemos entonces separar (3-1) en 

sus partes real e imaginaria. Entonces tenemos 

  k
R

k

G
cP 0

1

3

12
ψ&−=  (3-3) 

 

  kk
I J&& =0

1ψ  (3-4) 

 

Si el momento angular se conserva tendríamos que  

  0J k =&  (3-5)  

 

  Para completar la expresión para el momento (3-3) 

procedemos en la siguiente sección a calcular k0
1ψ . 
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4-Calculo de k0
1ψ  

  En esta etapa podemos preguntarnos, cual es la noción 

que tenemos del centro de masa. Si usamos la ecuación de 

transformación que relaciona la componente dipolar del tensor de 

Weyl en coordenadas de Bondi y en coordenadas Newman-Unti 

(NU) [1][4]. 

  0
3

20
2

0
1

0*
1 33 ψψψψ LL +−=  (4-1) 

 

  Sobre esta ecuación establecemos la noción para el 

centro de masa, considerando que en coordenadas NU el momento 

dipolar de masa es cero. Es decir el centro es aquel punto del 

espacio tiempo para el cual 00*
1 =ψ ; para las componentes con l=1.  

  Entonces, con esta noción de centro de masa, la ecuación 

(4-1) se puede escribir como 

  0
3

20
2

0
1 33 ψψψ LL −=  (4-2) 

 

usando la función L para el caso axisimétrico como 

  ...1
1 += k

kYL ξ  (4-3)  

 

  Donde además aplicamos las ecuaciones (1-5) y (1-6). 

Realizamos todos los productos que aparecen con los armónicos 

esféricos tensoriales. Como estamos tratando con el caso con 

axisimetría descartamos todos aquellos términos para los cuales 
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aparece ijk∈ . Entonces la ecuación con los términos para l=1 que 

obtenemos es relativamente sencilla  

  ikikk GM
c

σξξψ
5

1826
2

0
1 +−=  (4-4) 

 

  Por otro lado, podemos usar la ecuación de campo (1-1), 

y de ella obtener la expresión para el momento lineal según la 

relación (3-3); esta es 

  [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+++−= lljljjkijkjkijkiljljii P

c
G σσσσσσσσψ &&&&&

5
72

35
216

7
612

3
0

1  (4-5) 

 

Donde ahora reemplazamos el primer miembro por (4-4) y 

encontramos 

  ( ) [ ] +++−= ⋅
R

jkijkiljlj
R

ikik
R

k

G
c

G
cMvP σσσσσξ &&

14
2

10
23 22

  

 

  
R

lljljjkijk

G
c

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+ σσσσ &&

5
72

35
216

12
2 2

 (4-6) 

 

  Donde el punto indica derivación respecto de u y el 

subíndice R refiere a la parte real.  

  Del mismo modo podemos trabajar con la relación (3-4); 

pero esta no resulta del todo satisfactoria físicamente, para la 

definición del momento angular y su conservación. 
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5. Definicion del Momento Angular 

  Para el momento angular adoptamos la definición del 

mismo usando la integral de Komar para un espacio tiempo 

axisimétrico, es decir 

  ( ) ab
b

S

a
S dSJ .lim

16
1

φξπ ∫∇= ∞→  (5-1) 

 

  Donde ( )
α
φξ es un vector rotacional de Killing que satisface 

la ecuación de Killing 0=∇+∇ abba ξξ . Donde S es la esfera, sobre 

la que se definen los vectores aaaa mmnl ;;; . (Figura1). 

 

 

 

 

Figura 1. 
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  Sobre el integrando podemos trabajar de la siguiente 

manera: 

  Usando la ecuación de Killing podemos ademas escribir 

que  

  c
c
bba

a R ξξ 2)( =∇∇  (5-2) 

 

  Si definimos ahora una nueva cantidad  

  
ed

eabcdab RH ξ=∈  (5-3) 

 

  Entonces usando la integral de Komar escribimos 

  ( ) ( ) a
ca

cab
S

ba dRdS Σ=∇ ∫∫
Σ

φφ ξξ 2  (5-4) 

 

Donde S es el borde de la superficie Σ . Aplicando el teorema de 

Stokes 

  ∫∫ ∈=∇
S

b
bcde

a

s
a vv

δ

 (5-5) 

 

  Donde bcde∈  es el elemento de volumen. Entonces 

escribiendo cd
cd
abab HH =∈*  la integral se puede escribir como  

  ( ) dxHdHd cd
S

cd
ab

ab

S
ab ∫∫ ∈=Σ

δ

2*  (5-6) 

 

  O bien que  
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  cdeab
abcde

ab
ab dRdxH Σ∈= ∫∫

ΣΣ

ξ
δ

2*  (5-7) 

 

  Volviendo entonces a la definición de momento angular 

dado por la integral de Komar para un espacio tiempo 

axisimétrico, y considerando dos superficies −Σδ  y +Σδ  , por las 

cuales pasa la línea mundo, tendremos el cálculo del flujo de 

momento angular por ellas. Es decir 

  cdeab
abcde

ab
ab

ab
ab dRdxHdxHJ Σ∈=−=Δ ∫∫∫

ΣΣΣ −+

ξ
δδ

2**  (5-8) 

 

  Donde si el flujo de momento angular en la primera 

superficie es igual que en la segunda superficie  

  02 =Σ∈∫
Σ

cdeab
abcde dR ξ  (5-9) 

 

  Donde es claro que 0=ΔJ . Indica la conservación del 

momento angular.  

  Si escribimos la relación entre el tensor de Ricci y el 

Tensor energía-momento, es decir  

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= TgTR ababab 2

18π  (5-10) 

 

  Entonces el cambio en el momento angular es para 

nosotros  

  cdeab
abcde dTJ Σ∈=Δ ∫

Σ

ξ
π2
1

 (5-11) 
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  Donde vemos claramente la relación entre el cambio en 

el momento angular y el tensor tensión-energía-momento. 

  Adoptamos entonces una nueva definición para el 

momento angular, que en principio difiere de la que anteriormente 

trabajábamos. 

  Ahora usamos la definición del observable ][ aNO dado 

para un espacio tiempo axisimétrico no estacionario; usando la 

integral de Komar [5]; como la definición del momento angular 

  ( ) ( ) aa
a

a

S
a

a JdSmkmk
k

NO =∂+−∂+−= ∫ ]ˆ[1][ 0
1

0
1 σσψσσψ  (5-12) 

 

  Donde a
amk es imaginario puro.  

  Como vemos estamos adoptando una nueva definición del 

momento angular, como la parte imaginaria de σσψ ∂+
)0

1 . Esta 

definición es diferente de la mencionada anteriormente con la 

ecuación (3-2). Esta diferencia se hace aún más notable si 

tomamos la derivada con respecto de u y obtenemos la ecuación 

para el cambio en el momento angular. Si derivamos la anterior 

tenemos usando la ecuación de campo  

  σσψψ && ∂+−∂= 20
2

0
1  (5-13) 

 

  Tenemos que  

  ( ) σσσσσψ &&& ∂+∂+∂+Ψ−∂= 230
1  (5-14) 
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  De donde la expresión para el cambio en el momento 

angular para un espacio tiempo axisimétrico no estacionario sería 

( ) ( ) dSmkdSmk
k

J a
a

S

a
a

a ]3[]3[1 σσσσσσσσσσσσ ∂+∂+∂+Ψ−∂−∂+∂+∂+Ψ−∂−= ∫ &&&&&&&  (5-15) 

 

  Donde el producto de los vectores a
amk  es imaginario 

puro. De esta ecuación es claro que para un espacio tiempo 

axisimétrico estacionario, 0=kJ& . 

 

 

Conclusiones 

  Las consideraciones hechas para el caso axisimétrico 

llevan a una notable simplificación de las ecuaciones, lo cual 

mejora su interpretación física en los términos de mas bajo orden. 

Para el caso axisimétrico encontramos, considerando el shear 

asintótico con términos 2σ  y 3σ , la ecuación para la pérdida de 

masa y la no conservación del momento lineal.  

  Luego considerando una noción de la definición del 

centro de masa, proponemos una definición como partes real e 

imaginaria de 0
1ψ&  para todos los términos con l=1 del momento 

lineal y la ecuación de cambio del momento angular. En base a 

ello, encontramos para el caso axisimétrico una ecuación para el 

momento lineal.  

  En cambio proponemos una definición para el momento 

angular usando la integral de Komar para una espacio-tiempo 

axisimétrico, por considerar que esta es Físicamente más 

satisfactoria según la definición de un vector rotacional de Killing 
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que contempla la condición de axisimetría, es decir la 

independencia de las ecuaciones del ángulo φ . 

  Por último escribimos la ecuación para el cambio en el 

momento angular. Se continúa trabajando para demostrar la 

conservación del momento angular para un espacio tiempo 

axisimétrico no estacionario. 
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