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ARBITRAJE Y CUBRIMIENTO. ENFOQUE NO
PROBABILISTICO

lvan L. Degano

Resumen

La presente tesis estudia el intervalo de precios justos para un derivado financiero
a partir de un conjunto general de trayectorias de precios de los activos que componen
una cartera de inversion. Sobre este conjunto no se asume ninguna hipo6tesis probabi-
listica ni topologica. El enfoque permite que las negociaciones se produzcan un niimero
finito de veces, no necesariamente fijo ni igualmente espaciados en el tiempo. Se defi-
ne a los mercados con estas caracteristicas como mercados trayectoriales, permitiendo
que una gran variedad de modelos no probabilisticos existentes sean vistos como casos
particulares de los mismos. El trabajo provee resultados sobre ausencia de arbitraje,
basados tinicamente en las propiedades del conjunto de trayectorias, y estudia la inva-
rianza de esta condiciéon bajo transformaciones sobre el mercado. Se define el concepto
de mercado O-neutral y se relaciona con las condiciones del mercado conocidas.

Para un derivado dado, existe un intervalo de posibles precios justos bajo la hipotesis
de mercado O-neutral, que es mas general que el requerimiento usual de no arbitraje.
Las cotas de este intervalo quedan dadas por una optimizacién minimax global. Varias
propiedades de estas cotas son presentadas. La tesis desarrolla un método recursivo para
evaluarlas, el cual consiste en reducir la optimizacion global a optimizaciones minimax
locales por medio de programaciéon dinamica. El trabajo incluye varios ejemplos y
varias salidas numéricas que ilustran su aplicabilidad. Como particularidad se muestra
numéricamente el efecto que tiene la presencia de oportunidades de arbitraje en las

cotas del intervalo de precios.
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ARBITRAGE AND HEDGING.
NON-PROBABILISTIC APPROACH

lvan L. Degano

Abstract

The present thesis studies the interval of fair prices for contingent claims defined on
a general trajectory space representing prices of a risky asset traded in an investment
portfolio. No prior probabilistic or topological assumptions are placed on the trajectory
set. The approach allows trading at a finite number of occasions but not bounded in
number nor necessarily equally spaced in time. Trajectory markets are introduced for
which several non-probabilistic markets models existing in the literature are nested
as particular cases. The thesis provides natural trajectory based conditions providing
arbitrage-free trajectorial markets and studies transformations over the market for
which the arbitrage-free condition is invariant. 0-neutral markets are defined and related
to arbitrage-free market conditions.

For a given option, there exists an interval bounding the set of possible fair prices
under the O-neutral condition, the latter is a more general condition than the usual no-
arbitrage requirement. The price bounds are defined by a global minmax optimization.
Several properties of the interval bounds are obtained. The thesis develops a backward
recursive method to evaluate the interval bounds. The global minmax optimization,
defining the price interval, is reduced to a local minmax optimization via dynamic
programming. Several examples are presented along with numerical output illustrating
the relevance of the new approach. In particular, the effect of the presence of arbitrage

on the interval bounds is illustrated.
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Introduccion

Las matematicas en el mundo financiero aparecen, sobre todo, como una herramien-
ta indispensable para valorar, analizar y entender el riesgo asociado a las fluctuaciones
de cotizacion, o de valor de los instrumentos de los mercados financieros. Se trata de
fluctuaciones debidas a las presiones que los distintos agentes del mercado ejercen sobre
los precios de compra y venta, en funcion de sus intereses y expectativas y de la infor-
macion de que disponen. En finanzas, el término riesgo se emplea de manera precisa
para referirse a todo tipo de incertidumbre sobre el precio o el valor de un determinado
activo o posicion, o sobre cualquier otra caracteristica que afecte a la operatividad del

mercado.

El uso de las matemaéticas en el mundo financiero ha adquirido una enorme impor-
tancia en los anos recientes, sobre todo en la conexiéon con los sofisticados mercados
de derivados y en la gestion del riesgo. Los derivados no son dinero, ni son inversiones
en acciones, son inversiones en inversiones. Por derivado financiero se entiende a un
contrato entre dos partes, un comprador y un vendedor, a partir del cual el comprador
tiene el derecho, pero no la obligacion, de comprar o vender un activo en un tiempo
futuro a un determinado precio. A finales del siglo XVIII, ya se negociaban en Nueva
York derivados sobre instrumentos financieros, como acciones, y no sélo sobre materias
primas tangibles. Pero los frecuentes incumplimientos de los contratos recomendaron la
prohibicién de su negociacion. Desde 1973 funciona en Chicago un mercado organizado
de derivados financieros. Hoy en dia, hay muchos mercados con amplisimos voltimenes
de negociaciéon. Los instrumentos derivados son ahora indispensables para la gestion

eficaz del riesgo financiero.

El pionero en introducir las matematicas dentro de los mercados de derivados fue
Louis Bachellier (1870-1946). En su tesis doctoral Bachellier (1900) construy6 un mo-
delo estocéstico para precios de activos, donde incorporé informalmente el movimiento

Browniano. Pero no fue hasta 1973, con las publicaciones de Black & Scholes (1973), y
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Merton (1973) que se dio una nueva dimension a la matematica financiera. Su principal
idea fue la de contemplar la valoraciéon y la cobertura como dos aspectos de la misma
cuestion: el valor del derivado y de la cobertura es la cantidad de dinero minima de
la que es necesario disponer para, con una inversion inicial adecuada y una gestion
dindmica juiciosa, generar a vencimiento, y pase lo que pase, los flujos requeridos por
el derivado. Su enfoque usa la condicion de no arbitraje, la cual establece que, si los
flujos contingentes de un activo financiero son siempre superiores a los de otro, enton-
ces el precio que el mercado esta dispuesto a pagar por la opcién sobre el primero sera
superior a la del segundo. Por este trabajo Merton y Scholes recibieron el Premio Nobel
de Economia en 1997.

Pero la efectividad de la ecuacion de Black y Scholes depende del propio comporta-
miento del mercado. Si las suposiciones tras el modelo dejan de cumplirse, la ecuacién
no puede ser utilizada. Por un lado, el modelo depende de un pardmetro que no es
directamente observable llamado volatibilidad. Es natural entonces que el modelado de
la incertidumbre se concentre en este parametro. En particular, los llamados modelos
de volatibilidad incierta han sido considerado por varios autores, como por ejemplo,
Avellaneda et al. (1995) y Lyons (1995). Por otro lado el modelo supone que el mercado
es completo, algo que es atipico en los mercados de hoy en dia. Los mercados son en si

incompletos, lo que se debe principalmente a dos causas importantes:
- No hay suficientes activos en el mercado para cubrir la incertidumbre.

- Las estrategias de negociaciéon son limitadas o no son ideales debido a la discre-

tizacion, saltos o costos de transaccion, etc.

En un mercado completo libre de arbitraje, independientemente del modelo que se
elija, cualquier derivado financiero es alcanzable y puede ser evaluado por medio de
la tnica medida de martingala que existe (ver Harrison & Pliska (1981)), obteniendo
un dnico precio. En un mercado incompleto libre de arbitraje, en cambio, existe un
intervalo de precios para cualquier derivado financiero. Tal intervalo queda determina-
do por las cotas de subcubrimiento y supercubrimiento introducidas originalmente en
Karoui & Quenez (1995). En el caso de un derivado europeo, la cota superior coincide
con el supremo sobre el conjunto de medidas de martingala equivalentes de la esperan-
za del derivado, mientras que la cota inferior queda determinada por el infimo de las

esperanzas sobre el mismo conjunto.
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La importancia de la construccion del modelo también radica en el tamano del in-
tervalo de precios, ya que sus cotas podrian degenerar en los valores absolutos dados
por Merton (1973), los cuales son independientes del modelo elegido, como se puede
ver en Eberlein & Jacod (1997) para tiempo continuo. En Carassus et al. (2007) y
Carassus & Vargiolu (2010), los autores dan un método recursivo por medio de pro-
gramacion dindmica para calcular la cota de supercubrimiento para opciones europeas
y americanas, en caso de mercados donde las negociaciones solo estan permitidas un
numero fijo y finito de veces. Mediante el mismo, los autores mencionados demuestran
que para modelos estocéasticos donde el rango de valores del proceso de precios es aco-
tado, el intervalo de precios no se trivializa. Otra alternativa para reducir el tamano
del intervalo es permitir negociar con derivados liquidos, con el objetivo de obtener
mejores aproximaciones de un derivado no liquido. En Kahalé (2017) se da un método
basado en programacién convexa para calcular las cotas del intervalo y su correspon-
diente estrategia de cubrimiento para un derivado que puede darse en términos de otros

derivados.

El problema de encontrar un valor para las opciones financieras es en realidad un
problema de control 6ptimo bajo incertidumbre que tradicionalmente es tratado en
entornos estocasticos, donde la evolucién de los activos financieros es descripta, en el
caso de modelos libre de arbitraje, por una martingala en espacios de probabilidad
filtrados. Por citar algunas referencias, en Henclova (2005), Pennanen (2011) y Dahl
(2016) el problema es tratado como una optimizacién estocastica. Pero en la mayo-
ria de las ocasiones, la medida de probabilidad no se conoce. Por lo tanto, es natural
preguntarse cuando puede desarrollarse una teoria de precios interesante sin asumir
ninguna hipotesis probabilistica. En espacios finitos, por ejemplo, los resultados bési-
cos de cubrimiento y valoracion de opciones pueden ser deducidos con simple algebra
(ver Cutland & Roux (2013)) o por medio de programacion lineal (ver por ejemplo
(Pliska, 1997, Capitulo 1), Ritchken (1985), Ritchken & Kuo (1988), King (2002) o
Dahl (2013)). En el modelo binomial de Cox et al. (1979), simples ecuaciones linea-
les alcanzan para deducir las condiciones de no arbitraje, la medida de martingala
equivalente, la estrategia de cubrimiento y también, el tinico precio del derivado. Hay
algunos trabajos recientes que debilitan, o eliminan directamente las hipotesis estocas-
ticas. Como ejemplo, mencionaremos las versiones robustas del Teorema Fundamental
de Valoracion de Activos (FTAP por sus siglas en inglés) que se han desarrollado en
Acciaio et al. (2013), Riedel (2014), Burzoni et al. (2015), Burzoni et al. (2017) y Che-
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ridito et al. (2017). Esta literatura se concentra principalmente en la representacion

dual de las cotas del intervalo.

Si no se conoce la medida de probabilidad, es posible acceder a otra informacion
con menos detalle, por ejemplo, se puede conocer el conjunto de valores posibles para
los activos, pero no su correspondiente distribucion de probabilidad. Bajo estas cir-
cunstancias, proponemos plantear en esta tesis el problema de encontrar el precio de
un derivado financiero bajo un enfoque minimax. Dentro de esta vision del problema,
se asume que la peor situacion posible, relativa a un conjunto dado, puede ocurrir para
cualquiera de las decisiones que tome el inversor. Entonces el objetivo es encontrar
la mejor de estas peores situaciones, o, en otras palabras, encontrar la minima de las
maximas pérdidas posibles. En este sentido, hubo algunos acercamientos especificos e
independientes al tema. En Howe et al. (1994), Howe et al. (1996) y Howe & Rustem
(1997) se utiliza una optimizacion minimax para un modelo de uno y dos pasos sobre
un conjunto de trayectorias especifico. Por otra parte, en Britten-Jones & Neuberger
(1996) se plantea un enfoque minimax para un modelo que tiene como principal carac-
teristica la variacion cuadratica de los precios (también se puede ver una exposicion
sobre este tema en Rebonato (2004)). En Kolokoltsov (1998) y Roorda et al. (2005), se
introducen los mercados por intervalos y, para esa clase de mercados y un solo activo
riesgoso, dieron una caracterizaciéon del intervalo de precios para opciones europeas
con una funcién de pago convexa y no decreciente. También se puede encontrar una

exposicion de estos trabajos en el libro Bernhard et al. (2013).

En esta tesis extenderemos el enfoque minimax al caso de una cartera con varios
activos financieros. Desarrollaremos resultados efectivos que permitan evaluar el in-
tervalo de precios para un derivado financiero en mercados incompletos a partir del
conjunto de trayectorias de precios, sin pedir restricciones topologicas adicionales, lo
que muestra la naturalidad del enfoque. Las cotas del intervalo en este contexto queda-
ran dadas por una optimizacién minimax, y coinciden con las cotas de subcubrimiento

y supercubrimiento definidas en los entornos estocasticos.

Las versiones robustas del FTAP hacen énfasis en mostrar los resultados clasicos
sin una medida de probabilidad. Principalmente caracterizan las cotas del intervalo
por medio de sus representaciones duales asumiendo no arbitraje, estableciendo una
conexion con medidas de martingala (Burzoni et al. (2017), Cox et al. (2016) y Riedel
(2014)). Pero también es importante la tarea basica de caracterizar los conjuntos de

trayectorias con hipotesis simples y generales que garanticen la ausencia de oportunida-

XX



des de arbitraje en un mercado trayectorial. En otras palabras, es de interés establecer
una relacion entre la ausencia de arbitraje y una condicién geométrica local sobre el
camino que sigue la trayectoria. Esto es logrado en esta tesis, junto a otros resultados

en el mismo sentido.

El modelo propuesto ofrece mas generalidad a la hora de encontrar un precio para
una opcion financiera, ya que se puede asegurar la existencia del intervalo atn en
presencia de ciertas oportunidades de arbitraje, esto es, aquellas situaciones en las que
el inversor invierte sin correr el riesgo de perder dinero. La coexistencia de arbitraje
y el intervalo de precios es una consecuencia del punto de vista pesimista del enfoque
minimax y refleja una situacion financiera béasica. Los inversores involucrados en la
transaccion de la opcion prefieren los beneficios seguros del contrato antes que las
potenciales ganancias del arbitraje. El fen6meno anterior, lo reflejaremos con la nociéon
de mercado 0-neutral, el cual fue presentado asociado a la definicion de arbitraje en
Britten-Jones & Neuberger (1996), y definido formalmente para el caso de un activo
en Ferrando et al. (2014). Esta nocion resulta ser més débil que la nocion de arbitraje.
Presentaremos varias propiedades de estos mercados y mostraremos numéricamente su

efecto sobre las cotas de precios.

Muchos modelos asumen negociaciones continuas, lo que es por supuesto una idea-
lizacion. Pero otros tantos, asumen una discretizacion fija del tiempo en donde se
producen las negociaciones. En esta tesis, consideraremos una version discreta de los
momentos donde las negociaciones podran ser llevadas a cabo, pero estos momentos no
seran fijos sino que dependeran de la trayectoria de precios. Asumir estas condiciones
hace que el momento de liquidacion de la estrategia también dependa de la trayectoria.
En este sentido, Cheridito (2003) y Bender et al. (2011) definen una clase de estrate-
gias en un entorno probabilistico que llaman estrategias casi simples que cumplen con
estas propiedades. Este enfoque dentro de un entorno deterministico fue estudiado en
Ferrando et al. (2014) y en Degano et al. (2018) para el caso de un solo activo riesgoso,
donde se justifica detalladamente el modelo. Con el objetivo de encontrar un algoritmo
de calculo para las cotas del intervalo de precios, asumiremos un nimero méaximo de
pasos permitidos, pero en Ferrando et al. (2014) se trabaja sobre una hipétesis mas

débil. Quedaré para futuras investigaciones debilitar esta hipotesis sobre los mercados.

Aunque en Ferrando et al. (2014) se estudia una conexion entre el enfoque no proba-
bilistico con el clasico enfoque estocéstico, es importante remarcar sus diferencias. En

realidad, los conjuntos de trayectorias estan implicitos en los modelos estocasticos. Es

XXI



por ello que las definiciones locales que presentaremos sobre el conjunto de trayectorias
se pueden traducir como el analogo de la definicion de una martingala. En los modelos
estocésticos estas condiciones no han jugado un rol preponderante. Nosotros logramos
caracterizar el conjunto de trayectorias con hipotesis simples y generales que garanti-
zan no arbitraje. Por otra parte, en un entorno probabilistico las cotas del intervalo de
precios deben evaluarse por medio de infimos y supremos esenciales que, en general, son
computacionalmente intratables. Nuestro enfoque y resultados no requieren tratar con

conjuntos de medida cero y entonces las complicaciones de esa naturaleza son evitadas.

Presentaremos ademas resultados rigurosos que permiten evaluar las cotas del in-
tervalo. Los resultados sugieren un algoritmo de célculo iterativo, por medio de pro-
gramacion dindmica, en términos de optimizaciones minimax para un conjunto general
de trayectorias. Por medio del analisis convexo, propondremos un procedimiento para
resolver cada una de las optimizaciones del método iterativo. Este procedimiento es
valido atn en el caso de infinitos puntos y reduce la optimizacion minimax por una
simple maximizacion.

El algoritmo permite evaluar el intervalo de precios para derivados europeos depen-
dientes de la trayectoria de precios de los activos, y cualquier conjunto de trayectorias.
El enfoque que proponemos se puede adaptar a una gran cantidad de posibles mode-
los. En particular, los modelos construidos por Roorda et al. (2005) y Britten-Jones &
Neuberger (1996) pueden ser visto como casos especiales de nuestro enfoque. En este
sentido presentaremos un modelo que relaja la hipotesis de una variacion cuadratica
fija usada en Britten-Jones & Neuberger (1996), permitiendo trayectorias con distintas
variaciones cuadraticas. Por tltimo, estudiaremos ejemplos numéricos que ilustran la

viabilidad del enfoque y alguna de sus caracteristicas.

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se encuentra el
formalismo general de esta tesis, junto con la notaciéon que se utilizara. El principal
objetivo del capitulo es presentar los resultados méas importantes sobre la teoria de
arbitraje sin asumir ninguna hipotesis probabilistica, ni topologica, ni de cardinalidad
sobre el conjunto de trayectorias, siguiendo una comparaciéon con los resultados que
se obtienen en los clasicos modelos probabilisticos. Ademés se introduce la nociéon de
mercado O-neutral. En él también se estudia qué transformaciones sobre los conjuntos

de precios mantienen las caracteristicas del mercado.

En el Capitulo 2 se presenta la definicién de derivados financieros, junto a algunos

ejemplos. El capitulo define nociones tales como arbitraje relativo y precio justo, las
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cuales llevan a establecer de manera natural el intervalo de precios justos para un
derivado en funcion de cotas minimax. El Teorema 2.1 da las condiciones para que tal
intervalo exista. Ademas se introducen las cotas condicionales minimax con el objetivo
de caracterizar completamente el intervalo de precios.

El Capitulo 3 establece, bajo condiciones apropiadas, como calcular las cotas mini-
max por medio de un procedimiento iterativo. Para ello se definen en primer lugar las
cotas minimax dindmicas. También se describe como implementar este procedimiento
iterativo por medio del andlisis convexo. El capitulo 4 describe una adaptacion de algu-
nos modelos sencillos presentes en la literatura, tales como los mercados por intervalos
y los mercados de variacion cuadratica. Ademas, se muestran algunos resultados nu-
méricos que se desprenden de la implementacion del modelo. Por tltimo, el Apéndice
contiene resultados complementarios y técnicos del Anélisis Convexo que se utilizan a

lo largo de esta tesis.
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Capitulo 1

Mercados Trayectoriales

En este capitulo estudiaremos la estructura matematica de un modelo dinamico
de un mercado financiero. Consideraremos un nimero finito de activos cuyos precios
al inicio de las transacciones son conocidos. La incertidumbre de los precios futuros
la representaremos por un conjunto de sucesiones de niimeros reales, que llamaremos
trayectorias. Las estrategias de negociacion serdn reajustadas sucesivamente, teniendo
en cuenta la informacion disponible en cada etapa. La eficiencia del mercado requiere
que tales estrategias dindmicas no generen oportunidades de arbitraje. En la Seccion
1.3 y 1.4 mostraremos algunos resultados que buscan caracterizar mercados libres de
arbitraje a partir del conjunto de trayectorias. A su vez, introduciremos un concepto
més general sobre el mercado, que llamaremos O-neutral, y presentaremos resultados

que lo caracterizan.

1.1. Un Modelo para Varios Activos

Consideraremos un mercado compuesto de d 4+ 1 activos en un intervalo de tiempo
[0, T]. El modelo sera discreto en el sentido que indexaremos los momentos de negocia-
cion por ntmeros enteros. El precio del i-ésimo activo serd modelado a través de una
sucesion de niimeros reales. Dado sy = (s%, s, s%,...,s%) € R vamos a denotar por

S una sucesion de vectores en R4*! tal que

S; = (S?,S},Sf, . ,Sfl) con Sy = sg.
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Una estrategia de negociacion es una sucesion de funciones sobre el conjunto de tra-

yectorias en R%*! la cual denotaremos por
(D - (HO,H) - {(HZO, Hil, e 7Hid)}i20'

Cada coordenada Hij, 0 < j < drepresenta el valor de la estrategia en la etapa i para el
j-ésimo activo. Tanto los valores de los activos como las cantidades invertidas pueden
tomar valores en subconjuntos generales de ntimeros reales.

Las etapas de negociacion podran ser desencadenadas por eventos arbitrarios pro-
pios del mercado, sin la necesidad de estar asociados directamente al tiempo. Para
lograr este mayor grado de generalidad agregaremos una nueva fuente de incertidum-
bre en las trayectorias, la cual denotaremos por W = {I¥;}. En términos financieros,
esta nueva variable puede representar cualquier valor observable de interés, como por
ejemplo el volumen de transacciones, el tiempo, variacion cuadratica de la trayectorias,
etc. Como nuestro objetivo final es buscar el precio de derivados financieros, los cuales
tienen un horizonte de tiempo finito, necesitaremos una fuente de informacion extra
que indique cuando una trayectoria alcanza el tiempo final 7". Utilizaremos entonces
un nimero natural m para indicar la etapa en la que la trayectoria alcanza el tiempo
T'. Esta nueva variable juega un rol fundamental a la hora de calcular el intervalo de

precio justos, aunque no interviene en las propiedades del mercado.

Definicién 1.1 (Conjunto de trayectorias). Dado so € R y wy € Qp, un conjunto

de trayectorias . es un subconjunto de
Foo(80,w0) ={S = {(S;, Wi,m) }iso 0 Si € Xy, Wi € Qy, m € O, (S, Wo) = (80, wo)}

donde ¥ = {¥;} es una familia de subconjuntos de R, Q = {Q;} es una familia de

conjuntos y © C N. A los elementos de . los llamaremos trayectorias.

Es importante hacer notar que si S = {(S;, W, m)} v S = {(S;, W, )} son dos
trayectorias, S, podria suceder en un tiempo diferente a Si, aunque W, = W;. Es decir,
los indices estaran asociados a etapas de negociacion pero no estaran directamente rela-
cionados con el tiempo, solamente asumiremos que la etapa ¢+ 1 ocurre temporalmente
después de la etapa i.

Definiremos M : . — N la proyeccion sobre la tercer coordenada de S, es decir
M (S) = m. Los resultados y propiedades que aparecen en este capitulo solo involucran
la primer coordenada S;. Seguiremos utilizando de todas formas la Definicion anterior

para no confundir al lector.
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Para construir un modelo de mercado adecuado vamos a pedir que toda estrategia
sea no anticipativa. La no anticipatividad de las estrategias expresa el hecho de que
las inversiones deben realizarse al principio de cada periodo, de manera que no puedan

anticiparse a futuros cambios de precios.

Definicién 1.2 (Conjunto de estrategias). Sea .’ un conjunto de trayectorias, una
estrategia ® es una sucesion de (pares de) funciones ® = {(H?, H;)};>o con HY : ¥ — R
y H; : ¥ — R tal que para todo S, S’ € ., tal que S, = S; para todo 0 < i < k, con
k< min{M(S), M(S')}, se tiene que Pr(S) = P, (S').

El valor de H/(S) de una estrategia ® corresponde a la cantidad de j-esima accion
que se tiene durante el (i + 1)-ésimo periodo entre i e i + 1. Entonces H?(S)S? es la
cantidad invertida en la j-ésima accién en el periodo ¢ + 1, mientras que l—!ij(S)SZJrl
es el valor obtenido al final del periodo. Entonces, el valor total de la estrategia ® al

comienzo del periodo ¢ + 1 es
d .
HY(8)S) + Hi(S) - S; = H(S)S] + ) H](S)S],
y al final del periodo, el valor de la estrategia ® cambiara a

H}(8)S}y + Hi(8) - Sip1 = SP1+ ZH] )SL 1.

Continuando con esta dinamica, en la proxima instancia de negociacion el inversor
elegird invertir ®;;,. En general, el valor de HY,,(S)S?; + H;11(S) - Siy1 puede ser
diferente al valor de HY(S)S?,, + H;(S) - Siy1, lo que significa que se agrego o se retir6
alguna suma de dinero de la estrategia. Sin embargo, para muchas aplicaciones esta
situacion no esta permitida. Por ejemplo, si el objetivo es buscar un precio “justo” para
un cierto contrato financiero, este valor deberé ser el minimo necesario para cubrir las
obligaciones que genere el contrato, es decir, que cualquier inyeccion o retiro de dinero
afectara esta propiedad.

Esto ultimo nos lleva a definir el siguiente concepto.

Definicion 1.3 (Estrategias autofinanciadas). Sea ¢ un conjunto de estrategias para
un conjunto de trayectorias .. Diremos que ® € 7 es autofinanciada si para toda
Se Sei1>0,

HY(S)S)1 + Hi(S) - Sis1 = Hyy 1 (S)SPyy + Higa(S) - Sita. (1.1)
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La propiedad de autofinanciacion significa que la estrategia es rebalanceada de tal
manera que su valor es preservado. De esta propiedad se desprende que las ganancias y
pérdidas acumuladas resultantes de las fluctuaciones de precios son las tinicas fuentes

de variacion de la estrategia

HY (S)S2 + Hia(S) - Sivn — (HY(S)SY + Hy(S) - S;) =
= H)(S)(S}1 — S7) + Hi(S) - (Sis1 — Si).

(2

Si sumamos la anterior ecuacion desde ¢ = 0 hasta la etapa k obtenemos que

k—1
HY(S)S) + Hy(S) - Si, = HYSy + Hy - Sy + Z (H(S)AS° + Hi(S) - AS),  (1.2)

=0

para k > 0, donde A;S® = S, | — S? y A;S = Siy1 — S;. El valor HyS§ + Hy - Sy puede
interpretarse como la inversion inicial para obtener el valor de ®.
Mencionaremos a continuaciéon algunos ejemplos de estrategias que utilizaremos

més adelante.

Ejemplo 1.1. 1. La estrategia nula ® = 0, tal que
0(S) = {(0,0)};50 para todo S € .
donde 0 es el vector nulo de R
2. Dados h € R y h € R?, definimos por estrategia constante ® = h a la funciéon

h(S) = {(h, h)}iZO para toda S € .

3. Sea ® = {(H?, H;)};>0 una estrategia autofinanciada. Definimos por —® a la
sucesion de funciones {(—HY, —H;)}i>o. Es facil ver que —® es una estrategia.
Veamos que es autofinanciada. Sea S € .¥ e ¢ > 0, entonces como ¢ es autofi-

nanciada

—HY(S)S%, — Hi(S)- Sis1 = —(HY(S)S%, + Hi(S) - Sis1)
= —(H},,(S)SPy1 + Hi1(S) - Sita)
= _H?Jrl(S)SiOJrl — Hi11(S) - Siya.

Por lo tanto —® es una estrategia autofinanciada.
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4. Sean @ = {(H? H;)}isoy ® = {(H?, H;)};>0 dos estrategias. Definimos ® = &+
a la sucesion

® = {H’+ H°, H, + H;} .

Veamos que ® es una estrategia. Sean S, S’ € ., tal que S, = S; para todo
0 <i<k, conk < min{M(S), M(S)}. Se sigue de que ® y & son estrategias,
que

Dy (S) = 4(S) + D4(S) = BK(S') + B(S') = B4(S)).
Entonces ® es una estrategia. Supongamos ahora que o y @ son autofinanciadas,

entonces, dado S € % e i > 0 se tiene que

HY(S)S%, + Hi(S)- S = (HX(S) + HO(8))S%, + (F(S) + F,(8)) - Siwr =
= ]:IZQ(S)SZQJA + ]flz(S) Siy1 + ﬁ?(S)S?H + ﬁZ(S) - Sip =
= H1(S)SYy + His1(S) - Sivr + HY 1 (S)SY + Hisi(S) - Sy =
= (A2 (S) + HY1(8)St + (Hisa (S) + Hipa(S)) - Sia =
- H?H(S)S?H + Hiy1(S) - Sisr.

Para la teoria de finanzas, lo importante es el compartamiento de los precios de los
activos respecto al precio de algin otro. Es conveniente entonces introducir la version
descontada de las sucesiones de precios. Vamos a construir una version normalizada
de los precios, dividiendo a los mismos por el precio de un activo adecuado, el cual se
denomina numéraire. Por ejemplo, en muchos casos es de utilidad seleccionar el valor
de una cuenta bancaria como numéraire.

Con este fin, asumiremos a partir de aqui que S? > 0 para todo i > 0. Esta hipotesis
nos permitira usar a S como numéraire. Para cada S € ., construiremos una sucesion
de precios relativos X (S) = {(X(S;), W;,m)}iso donde X : D C R4 — R es la
funcion definida por

X(S;) = S 5¢ D={S;, e R*: 59> 1.3
(1)— 507750 ) —{26 . z‘> } ()

Ahora, X7(S;) representa el valor del j-ésimo activo en unidades del numéraire.
Dado S € . y k > 0, denotaremos por V,*(S) el valor relativo de la cartera asociada

a la estrategia ® € 7 dado por

Vi2(S) = HY(S) + Hi(S) - X(S). (1.4)
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Claramente V,2(S) = %}(3'5’“, entonces V,2(S) puede ser interpretado como el valor de
la estrategia al comienzo de la etapa k expresado en unidades del numéraire. Ademas,
notaremos por Gy (S) a las ganancias generadas hasta la etapa k asociadas a ® € J#

para una trayectoria S € ., es decir

k—1
H(S)-AXS sik>1
D H(S) S sk .

Gf(S) =
0 sik=0

donde AXS = X (S;11)—X(S;). GE(S) refleja, en términos del numéraire, las ganancias
netas acumuladas por medio de la estrategia ® al principio de la k-ésima etapa.
Observacion 1.1. Notemos que, para cualquier estrategia ® y cualquier trayectoria S
se cumple que G¢(S) = -G *(S).

Una estrategia autofinanciada para una trayectoria S € . también resultara auto-

financiada para la sucesion X(S).

Proposicion 1.1. Sea .7 un espacio de trayectorias, y sea ® una estrategia sobre 7.

Entonces son equivalentes:
1. ® es autofinanciada.

2. H? ((S)+ H;_1(S) - X(S;) = HX(S) + Hi(S) - X(S;) para todo S € &/ ei > 0.

k—1
3. ViE(S) = Vi" + GR(S) = HY + Ho - X(So) + Y _ Hy(S) - AXS para todo k > 0.

i=0
Demostracion. Notemos que la Proposicion 5.7 de Follmer & Schied (2011) es valida
aln en casos donde no tengamos un mercado indexado por etapas de tiempo prefijadas.

Por lo tanto la misma idea utilizada en ese resultado se aplica a nuestro contexto. [l

Observacion 1.2. De la Proposicién anterior, sabemos que la componente H° de una

estrategia ® autofinanciada satisface que
H}\(S) — Hy_y(S) = —(Hk(S) — Hi-1(8)) - X(S). (1.6)

Dado que
HY) =V® — Hy - X(Sp), (1.7)

la sucesion H° queda completamente determinada por la inversion inicial V¥ y H por

medio de las ecuaciones anteriores.
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Definicién 1.4 (Mercado trayectorial). Dado sy € R, wy € ), un conjunto de
trayectorias . C . (So,wp) y un conjunto de estrategias ¢, diremos que .# =

S x A es un mercado trayectorial si satisface las siguientes propiedades:
1. Para cada S € ., la coordenada S? > 0 para todo i > 0.
2. Toda ® € JZ es autofinanciada y & = 0 pertenece a 7.

3. Para cada (S, ®) € . existe Ng(S) € N tal que ®x(S) = Py, (S) = 0 para todo
k > Ng(S).

Diremos que el mercado es semiacotado si para cada ® € 7 existe ne € N tal que
Ng(S) < ng para toda S € . y que es n-acotado si No(S) < M(S) < n para cada
par (S,®) € .4 con n € N.

La tercera propiedad de la Definicion anterior expresa que el ajuste de la cartera
asociada a la estrategia ® para una trayectoria S terminard en, o antes del, perio-
do Ng(S) — 1, lo que significa que se liquidé la estrategia en, o antes de, el periodo
Ng(S). En tal caso la estrategia correspondiente sera llamada liguidada. La definicion

de mercado n-acotado seré de utilidad a la hora de trabajar con derivados financieros.

Observacion 1.3. Observemos que la propiedad de mercado semiacotado esté relaciona-
da con la nocion de que cada Ng sea inicialmente acotado, definido en (Ferrando et al.,
2014, Definicion 17). Se ve facilmente que si un mercado trayectorial es semiacotado

entonces Ng es inicialmente acotado para todo ® € 7.

1.2. Arbitraje y O-neutralidad

Con el objetivo de que los mercados trayectoriales sean razonables desde un punto de
vista econémico, pediremos a los mismos que satisfagan algunos criterios. Por ejemplo,
el modelo podria ser incoherente si el inversor fuera capaz de generar una ganancia en
una transaccion, sin correr riesgo alguno de perder dinero. Este es el caso de existencia

de estrategias dominantes en el mercado.

Definicion 1.5 (Estrategias Dominantes). Dado un mercado trayectorial # = .7 x

A, diremos que ® € H es una estrategia dominante si Vy, (S) > Vi¥ para todo S € .&7.
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Notemos que una estrategia dominante no es razonable desde el punto de vista
econémico: un inversor que comienza con un capital inicial V;® no deberia tener ga-
rantizada una manera de conseguir un capital mayor al capital inicial. Un mercado
trayectorial que contenga estrategias dominantes no puede ser un modelo realista.

Debido a lo anterior, tiene sentido centrar nuestra atencién en modelos que no
contengan este tipo de estrategias. La siguiente Definicion, al igual que la anterior, es

una adaptacion dinamica de la definida en Pliska (1997).

Definicién 1.6 (Ley de precio tnico). Diremos que un mercado trayectorial .# =
S x A cumple la ley de precio unico si no existen dos estrategias <T>, d € A tal que
V]%(S) = VS@ (S) para todo S € . pero VO‘ID > VOE).

De la Definicion anterior se obtiene el siguiente resultado.
Proposicion 1.2. Sea # = . x 5 un mercado trayectorial tal que

» para cada ® € I se tiene que —P € I, y

= para cualquiera dos estrategias i), O € A se tiene que d+de .
Entonces, si M no contiene estrategias dominantes, vale la ley de precio inico.
Demostracion. La demostracion es una generalizacion de (Pliska, 1997, (1.12)). O

En otras palabras, si la ley de precio tinico no se cumple, entonces existira al menos
una estrategia dominante. El enunciado reciproco no necesariamente es cierto debido
a que se puede tener una estrategia dominante en un mercado que satisfaga la ley de
precio tnico (ver (Pliska, 1997, Ejemplo 1.5)).

Consideremos nuevamente un mercado que no contenga estrategias dominantes. Es
claro entonces que no puede contener estrategias que permitan generar un capital fi-
nal mayor que el capital inicial. Pero este mercado podria contener estrategias que no
permitan perder dinero, y que permitan una ganancia solo para alguna de las trayec-
torias posibles. En otras palabras, el inversor podria tener la posibilidad de generar
una ganancia sin la necesidad de incurrir en un riesgo de pérdida. Tal oportunidad de

inversion es llamada oportunidad de arbitraje.

Definiciéon 1.7 (Estrategia de arbitraje). Dado un mercado trayectorial # = . x 7,

® € I es una estrategia de arbitraje si:

= VS €., V2 (S) > V.
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= 35" € . tal que Vi (S*) > V%
Diremos que .Z es libre de arbitraje si 7 no contiene estrategias de arbitraje.

La existencia de tales oportunidades de arbitraje pueden deberse a ineficiencias del
mercado, en el sentido de que ciertos instrumentos financieros no han sido valorados

en una forma razonable. De las definiciones se sigue trivialmente la siguiente relacion.

Proposicion 1.3. Si el mercado trayectorial # = & x F es libre de arbitraje,

entonces no contiene estrategias dominantes.

En esta tesis, propondremos otro criterio para los mercados, originalmente presen-
tado en Britten-Jones & Neuberger (1996) asociado a la definicion de arbitraje, y luego
definido formalmente para el caso de un activo en Ferrando et al. (2014). Este criterio
dice que la mayor de las minimas ganancias posibles que puede obtenerse por medio

de cualquiera de las estrategias disponible en el mercado es 0.

Definicion 1.8 (0-Neutral). Sea .# = . x ¢ un mercado trayectorial. Diremos que
A es 0-neutral si

Nag(S)—1

¢ i _ { . . X =
;ggﬂs}g; Gy, (S) —;2;;812; . H;(S)-A}S| =0. (1.8)

1=

Si la mayor de las minimas ganancias es cero, la definicion de mercado 0 neutral
estd diciendo intuitivamente que para cada estrategia hay al menos una posibilidad de
que el inversor pierda dinero, o en el mejor de los casos, no pierda nada.

El siguiente resultado es de suma importancia dentro de esta tesis.

Proposicion 1.4. Sea # = . X 7 un mercado sin estrategias dominantes. Entonces

A es 0-neutral.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por el contrarreciproco. Notemos que si A4 =

& x € es un mercado trayectorial, 0 € S y entonces siempre se cumple que

inf G% (S)>0.
s 4t On8) 2

Es decir que si .# no es O-neutral, existe una estrategia ® tal que

. ®
812; Gy, (S) > 0.
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Por lo tanto GY, (S) > 0 para todo S € .. Luego
Vi, (S) = V' + Gy, (8) > V¢

para todo S € .. Entonces ® es una estrategia dominante.

Por otra parte, un mercado O-neutral implica la ley de precio tnico.

Proposicion 1.5. Sea A4 = . x 7 un mercado trayectorial O-neutral tal que para
cualquiera dos estrategias Ci),é € JC se tiene que d — O € A. Entonces M cumple

con la ley de precio unico.

Demostracion. Vamos a demostrar el resultado por el contrarreciproco. Supongamos
que . no cumple con la ley de precio inico. Entonces existen dos estrategias &D, dew
tal que fo’% (S) = VJ{?@(S) para todo S € . y V¥ > V*. Entonces

Vi (8) = Vv, (8) = (V5" = V§¥) + (G, (S) — G, (8)) = 0.

Luego,
Gx,(8) =GR (S)=Vy = Vg >0

para todo S € .. Sea ® = o — &3, por hipotesis & € 7, y

) N5 (S)—1 Nz(8)-1
GL(8)-Gh(S) = 3 H(S)-A¥S— 3 i(S)-AXS
=0 =0
No(S)-1

donde Ng(S) = max{N3(S), N5(S)}. Entonces
GE(S)=VF-V>0 VvSe.7,

de donde se tiene que

. ®
S}g; Gy, (S) > 0.

Por lo tanto

sup mf G% (S) > 0,
s 42 0N 8)

y entonces .# no es 0-neutral. m
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En otras palabras, si la ley de precio tinico no se cumple, entonces el mercado no
serd O-neutral. La vuelta, no siempre es verdadera, ya que la ley de precio tinico puede

valer aiin en mercados que no sean O-neutral, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Consideremos un mercado trayectorial # = . x 7 tal que .¥ = {g, §},
donde (sg,wo) = ((1,1),wq) y

S; = ((1,2), W), S; = ((1,3),W1) vy No(S) = No(S) =1 Vd € 2.

Vamos a suponer que .77 contiene cualquier funcién no anticipativa y autofinanciada.
Entonces para cada (x1,72) € R? existe un tinico ® € J# (y entonces un tnico precio
inicial Vj) tal que
r = V(S) = V¥ + Hy(S)
{ 2y = V2(S) = Vi + 2Hy(S).

~ ~

Notemos que de la no anticipatividad de ®, se tiene que Hy(S) = Hy(S). Entonces la

ley de precio tinico vale. Sin embargo, si (x1,22) = (1,2), entonces Hy=1>0y

P e A
S%;Gl (S)=1>0= ;g}%éngl (S) > 0.

Por lo tanto el mercado .Z no es 0-neutral

En resumen, bajo las hipotesis adecuadas, tenemos la siguiente cadena de implica-

ciones para un mercado trayectorial:

’Libre de Arbitraje = Sin estrategias dominantes = 0-neutral = Precio tinico

1.3. Informaciéon del mercado

Antes de presentar algunos resultados sobre mercados libres de arbitraje y merca-
dos O-neutral, es necesario introducir un concepto que serd de utilidad a la hora de
estudiarlos. La idea es sumamente sencilla: vamos a tratar de obtener informacion del
mercado, analizando la informacién del mismo a partir de una etapa k.

Mas alla de que el conjunto . represente la coleccion de todas las posibles tra-
yectorias, en realidad, el mercado solo seguira una, por ejemplo S. En cualquier etapa
k < M(S), el inversor no conocera la informacion completa de S, sino solo la infor-
macion parcial Sp, Sy, ..., Sk. Con respecto a futuras etapas, lo inico que conocen los

inversores en la etapa k es que S es un elemento del conjunto

Fsm={8'€S:8=8,0<i<kyMS)>kC.
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A medida que el tiempo avanza, habra méas informacion disponible sobre el mercado,
entonces el inversor aumentara sus conocimientos sobre posibles futuros escenarios.

Esto se expresa matematicamente como
s w) © Ssh)

para k' > k. Al par (S,k) lo llamaremos nodo y al conjunto .#(s ) lo llamaremos
conjunto de trayectorias condicionado en el nodo (S, k).

La idea de condicionar un conjunto de trayectorias se centra en el concepto de
informacion. Dado un mercado trayectorial .# = . x 4, y cualquier trayectoria
Se . yk >0, el subconjunto .#(g ) de . depende solo del nodo (S, k). Es decir,
para cada trayectoria S e S(s,r) conocemos la informacion de la historia de sus valores
hasta la etapa k, resultando ser la misma para cada una de esas trayectorias.

Habiendo definido los conjuntos de trayectorias condicionados, podemos considerar
el submercado de ., cuyas trayectorias son un subconjunto condicionado de . y

definir un analogo de O-neutralidad para mercados condicionales.

Definicion 1.9 (0-Neutral Condicional). Sea .# = .7 x # un mercado trayectorial.
Dado S € . y k > 0, diremos que .# es condicionalmente 0-neutral en (S, k) si

Ng(S)—1
sup inf Hi(S)-AXS| =o. 1.9
sup fnf Z (S) (1.9)

Si bien no tenemos una definicion condicional para libre de arbitraje, podemos
caracterizarlos a partir de lo que suceda a partir de una etapa. La siguiente Proposi-
cibn muestra que si no existen oportunidades de arbitraje en cada una de las etapas,

viéndolas como mercados de un paso, entonces el mercado serd libre de arbitraje.

Proposicion 1.6. Sea # = ¥ x 7 un mercado trayectorial semiacotado. Si para

cada trayectoria S € . y cada k > 0 se tiene que
1. Hi(S) - A¥S <0 para todo S’ € S,k 0,
2. existe S* € sy tal que H(S*) - AXS* <0,
para toda ® € J, entonces M es libre de arbitraje.

Demostracion. Supongamos que existe una estrategia de arbitraje ® € 7 y que cada

nodo (S, k) cumple con la propiedad 1. o 2. Sea

k=min{k: V7, (S) >V} VSesy3IS e, Vi(5)>V'}.
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Sabemos que k < oo, pues, por hipoétesis, existe ng € N tal que

k < sup Ng(S) < ng.
Sev

Luego, V2(S) < V*(S) para todo S € .. Sea S* la trayectoria que cumple que
Vi (S*) > Vi(S*). Entonces, se sigue de la Proposicion 1.1 que

Hy(8) - AP S'= Vi, (8) - Vi7(8) 20 VS8 € Hse

Hi(S*) - AFS* = V2 ,(S*) — V2(S*) >0,
Lo que es un absurdo. Luego .# es libre de arbitraje. O

Podemos probar la implicaciéon inversa de la Proposiciéon anterior, pero para ello
vamos a necesitar asumir que un tipo especial de estrategias sean posibles de utilizar.
Consideremos £ € R%, S € % y k > 0, vamos a definir a la funcion £8#% ;.7 — Rd
por

§&(S) = .
0 caso contrario
Dado Vp, podemos obtener por medio de las ecuaciones (1.6) y (1.7) una sucesion de

funciones {£?},50 de tal manera que la funcion =% : .7 — R4 dada por

=R (S) = (£9(S), 8M(S))

sea autofinanciada. Ademas, definiendo N4 (S) = k+1 para todo S € .7, es facil ver

(S.k)

que = es no anticipativa. Denominaremos a este tipo de funciones como estrategias

restringidas, en este caso al nodo (g, k).

Proposicion 1.7. Sea un mercado trayectorial # = ¥ X € tal que toda estrategia
restringida pertenece a J. Si existe S € .7, k>0 y & € R? tal que

» £-AFS >0 para todo S’ € Ls k), y
» eziste S* € s tal que & AFS* >0,
entonces el mercado tiene estrategias de arbitraje.

Demostracion. Vamos a definir una funcion €5+ : .7 — R¢ como

_ para todo S’ € .
0 caso contrario

¢SM(8) = { § sti=kyS €S
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Sik)

Dado Vi = 0, podemos obtener la estrategia restringida Z5*), Entonces, por hipotesis,

5 pertenece a . Luego, se sigue de la Proposicion 1.1 que

—=(S,k)

VW s (8) =€ ApS =0,

para todo S’ € . y existe S* € . tal que

SO0 (8 =€ AFST > 0.

Ne(s.k)

=(S,k)

Por lo tanto, Z(5*) es una estrategia de arbitraje. O

Para esta tesis los mercados O-neutral resultaran de gran importancia. Es por ello,

que también serd de utilidad caracterizarlos.

Proposiciéon 1.8 (Caracterizacion de Mercados O-neutral). Un mercado trayectorial
M =S X H es condicionalmente 0-neutral en (S, k) si, y sélo si, para cada ® € H°
y € >0 existe S € S s tal que
Ng(S€)—1
> OH(S)-ANS <« (1.10)
i=k
Demostracion. Supongamos primero que .# es condicionalmente O-neutral en (S, k).

De la definicién se sigue que para cualquier € > 0

Ng(S")—1
inf H; (S -AXS'| <0<e
S'€S(s k) ; ( ) ¢ -

para toda ® € . Entonces para cada ® existe S® € .%s ) tal que

Ng(S®)—1
> Hi(S®)-AXST <
i=k
para cualquier ¢ > 0. Por lo tanto hemos probado la condiciéon necesaria. Para la
condicion suficiente, sea € > 0, entonces por hipotesis para cada ® € 7 existe S¢ €
s,k tal que
Ng(8)—1
> OH(S) AFS <«
i=k
Entonces para cada ® € 7 se tiene que

Ne(S')—1

inf Y H(S)-ASS| <

S'c,
(8,%) i=k
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Como € > 0 fue elegido de manera arbitraria, se sigue que

Ng(S')—1
inf H;(S")-AXS'| <0
S’EY(S’;C) ; ( ) -

para toda ® € 7. Por lo tanto, como 0 € 77, concluimos que .Z es condicionalmente
O-neutral en (S, k). O

1.4. Condiciones Locales

Las Proposiciones 1.7 y 1.8 sugieren mirar el mercado trayectorial # = . x
como una sucesion de submercados condicionales, y estudiar las condiciones de libre
de arbitraje o O-neutral a partir de cada uno de estos submercados. Consecuentemente
vamos a definir condiciones sobre cada nodo (S, k) en el mercado en términos de la

convexidad de los precios. Vamos a denotar por Axﬂs,k) al conjunto
A Ssp ={A0 S8 € Asm} CRY, (1.11)

donde AXS" = X (S ,,) — X(S}).

Las definiciones que siguen involucran la idea de clausura e interior relativo de la
capsula convexa, Recordemos que la capsula convexa de un subconjunto £ C R? se
define como el conjunto de todas las combinaciones convexas de los puntos de E, o,
equivalentemente, el menor conjunto convexo que contiene a E y la notaremos por
co E. A partir de aqui, utilizaremos la notaciéon cl E para notar la clausura topoldgica
del conjunto F.

Por su parte, la idea del interior relativo es un poco diferente a la idea de interior
que normalmente se define en cualquier curso de topologia. El interior de un conjunto
en R? es el conjunto de puntos que no estan sobre su frontera. Es posible que un
conjunto E en R? tenga dimensiéon m menor que d. En tal caso, el interior relativo
de E hace referencia al interior de F visto como subconjunto de R™. Denotaremos al
interior relativo de un conjunto £ por ri . En el Apéndice A se encuentran detallados
los resultados sobre andlisis convexo que utilizaremos en esta seccion.

Dada una trayectoria S € . y un ntumero entero k > 0, llamaremos locales a las

propiedades referidas a un nodo (S, k) .

Definicion 1.10 (Condiciones locales). Dado un conjunto de trayectorias ., S € .

y un ntimero entero k > 0.
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» Elnodo (S, k) es llamado libre de arbitraje si 0 € ri(co AX.Hg ). - es llamado
localmente libre de arbitraje si para todo S € % y k > 0, el nodo (S, k) es libre

de arbitraje.

» El nodo (S, k) es llamado 0-neutral si 0 € cl(co AX.HAg ). -7 es llamado local-
mente 0-neutral si el nodo (S, k) es O-neutral para toda S € . y k > 0.

Un nodo que es 0-neutral pero que no es libre de arbitraje, se llamara nodo de arbitraje.

Notemos que un nodo libre de arbitraje siempre es O-neutral. Las definiciones an-
teriores no son caprichosas, sino que responden a la extension natural del caso d = 1,
como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3. Consideremos un mercado trayectorial .# = . x J con d = 1y sea

(S, k) un nodo libre de arbitraje. Entonces
0e I‘i(CO Axﬁﬂ(&k)) CR.

Al ser un subconjunto de R, co A*.#g ;) resulta ser un intervalo. Luego, deben existir
dos trayectorias SI° = (5%, W m®) € SHgy y S = (S, W™, m"™) € Hgy tal

que 0 € (AF S AXS™) o, equivalentemente,
X (Sk) € (X(Sp91), X( ki)
Gréaficamente, el nodo (S, k) lo podemos expresar de la siguiente forma,

[ ]
[ ] /
\ .
indicando que en el paso k + 1, existe al menos un valor mayor y un valor menor que
X (Sk). Este tipo de nodos puede considerarse como la descripcion de un juego justo,

donde existe tanto la posibilidad de ganar como la posibilidad de perder.

Supongamos ahora que el nodo (S, k) es un nodo 0O-neutral. Entonces
0 € cl(co A*F s 1)) C R.

Esta condicion nos da dos escenarios posibles para el nodo (S, k). Por un lado, 0 puede
pertenecer al interior relativo de co Axﬁﬂ(syk). En tal caso, obtenemos un nodo de
iguales caracteristicas al de un nodo libre de arbitraje. Por otro lado, 0 podria ser un
punto de acumulacion del conjunto co AXﬁﬂ(s,k), ubicandose en su frontera. Entonces,

como co AXLS”(SJC) es un intervalo, tenemos alguna de las siguientes situaciones:
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. A?S’ > () para todo S = (S, W, m) € sk, lo que implica

X(Sk11) > X(Sk) VS € Ss,

~

. A?S < 0 para todo S = (5’, W,m) € Ssx), lo que implica

X(gk+1> < X(Sk) VS € S S,k

Esta situacion se ve reflejada graficamente de la siguiente forma para el primer caso

/

@ T @

La aparicion de la flecha punteada en el grafico obedece a que no podemos asegurar que
existe una trayectoria S € s,k tal que X (Spt1) = X(Sk). Tal situacion se traduce

en un juego no justo, en el que no existe la posibilidad de perder.

Nuestro objetivo entonces sera obtener informacion del mercado a partir del conjun-
to de trayectorias. La siguiente Proposicion muestra consecuencias que se desprenden
de la Definicion de nodo libre de arbitraje y nodo O-neutral, que seran importantes en

el resto de esta seccion.
Proposicion 1.9. Dado un mercado trayectorial # = . x 7€, sea S € ./ yk > 0.
1. Si (S, k) es un nodo libre de arbitraje, entonces para cada ® € F se tiene que

Hi(S)-AyS =0 VS € Hspy 6 inf  Hi(S) - AFS <O0.
S’Eiﬁ(s,k)

2. Si (S, k) es un nodo 0-neutral, entonces para cada ® € F se tiene que

inf  Hy(S)-A¥XS <0.
sl K(S) - ApS" <

Demostracion. Sea ® € . Para demostrar 1. vamos a ver que si (S, k) es un nodo

libre de arbitraje ocurre alguna de las siguientes dos situaciones
» H(S) - AXS" =0 para todo S’ € Hsp), 0,

= existe S* € .Hg ) tal que Hy(S) - AXS* < 0.
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Supongamos que la primera condiciéon no se cumple. Si existe S* € #(gy) tal que
Hi(S) - A¥S* < 0, entonces

inf  Hy(S) - A¥XS < 0.
S’Ey(s’m k( ) k

Si no, existe S* € Hs ) tal que Hy(S) - AyS* > 0. Como AFS* € co A sk ¥
0 € ri(co AX.Hs 1)), se sigue de la Proposicion A.4 que existe € > 0 tal que

—eAkXS* € co AX,Sﬂ(S,k).

Luego se sigue del Teorema A.4 que existen S(), ... S+ ¢ S(s.k) tal que

d+1
—eAX S = MAKSD 4o A AXSED con Z)\i =1, N2=0.

i=1

Entonces
d+1

0> —e (Hy(S)- AYSY) Z)\ (Hi(S) - AYS®).
Por lo tanto, debe existir algin 1 < j < d + 1 tal que Hy(S) - AXSYW < 0, y entonces

inf  Hi(S)-AyS <0.
S/Ey(&k)

Para mostrar 2., vamos a probar que si (S, k) es un nodo 0 neutral, entonces para
cada € > 0 existe S¢ € Sg ) tal que Hy(S) Ay S¢ < e. Luego de la definicion de infimo

se sigue el resultado. Supongamos que existe un ¢ > 0 tal que
Hy(S) - A¥S' > ¢

para todo S’ € .%(s 1). Sabemos de la hip6tesis que 0 € cl(co AX.#s 1)), entonces existe
una sucesion {z;}32; € co AX.Sg ) tal que z; — 0 cuando j — oco. Por el Teorema
A.4, para cada z; existen SU9), ... SUFLI) € Fg ) tal que
d+1
x; = MALSWD 4 ... d+1AXSdHJ con Z/\J—ly/\J>0

=1

Entonces

0 = Hy(S)-0= HS)- (lml xj) = Jhlgo (Hi(S) - x;) =

J—00

d+1 d+1
_ j AN QDY > | Je
- j15&;Ai (Hi(S) - AYS )Zjlggoz:)\ze €.

Lo que es un absurdo. Por lo tanto hemos probado 2. O
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Observemos que de la Proposicion anterior se sigue que si (S, k) es un nodo libre de
arbitraje, entonces puede existir alguna estrategia ® que cumpla la condicion Hy(S) -
AFS =0 para todo S € Fs k). Si Hi(S) # 0, podemos encontrar alguna coordenada

H ,jc(S) # 0 y representar el j-ésimo activo como una combinacion lineal de los restantes

X7 (Spy1) — X7 (Sk) = X' (Skt1) — X'(Sk)).

%#J

En este sentido, el j-ésimo activo en ese nodo es “redundante” y puede ser omitido. La
siguiente Definicion puede encontrarse en Follmer & Schied (2011) para el caso de un

mercado de un paso.

Definicion 1.11 (Mercado no redundante). Dado # = . x 7 un mercado trayecto-
rial, sea S € .y k > 0. Llamaremos al nodo (S, k) no redundante si para cada & € 5
tal que Hy(S) - Afﬁ = 0 para todo S € S (s,k), se cumple que H(S) = 0. Diremos que

el mercado .#Z es no redundante si todos sus nodos son no redundantes.

Las definiciones locales nos permiten asegurar condiciones globales sobre un mer-
cado trayectorial. El siguiente Teorema caracteriza un mercado libre de arbitraje por

medio de nodos libres de arbitraje.

Teorema 1.1 (Caracterizacion de Mercados Libres de Arbitraje). Sea . un espacio
de trayectorias localmente libre de arbitraje (en el sentido de la Definicion 1.10), y
un conjunto de estrategias. Entonces el mercado trayectorial # = & x F es libre
de arbitraje si M es semiacotado. Ademds, si las estrategias restringidas pertenecen al

conjunto € entonces las condiciones son equivalentes.

Demostracion. Sea ® € . De la Proposicion 1.9 tenemos que si . es localmente

libre de arbitraje, todo nodo (S, k) cumplira que

Hi(S)-AyS =0 VS € Fspy 6 inf  Hi(S) - ALS <.

S'€S(s,k)

Si para todo nodo (S, k) vale que Hy(S) - Aj¥S" = 0 para todo S’ € .#(s 1) entonces

No(S)-1

Gr,(8)= Y Hi(S)-AFS=0

=0

para todo S € .. Luego se sigue que

Vie(8) = V5" + GR,(S) =V
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para toda S € ., con lo que ® no es una estrategia de arbitraje. Supongamos ahora
que existe una trayectoria S € . y un entero positivo k tal que en el nodo (S, k),
Hi(S) - AYS” # 0 para cualquier S’ € .#s ). Entonces existe S* € sy tal que
H(S)-A¥S* < 0. Sea k; el menor entero tal que el nodo (S, k;) cumple con lo anterior.

Entonces existe S € (S, ky) tal que

> Hi(S)-AfS <o

i=0
Si para todo k; < k < Ng(S), en el nodo (S, k) vale Hy(S') - AXS" = 0 para todo
S e 7 (s .1)» entonces

Si existe ky < k < Ng(S) tal que Hy(S) - AXS* < 0 para algin S* € (s entonces,
igual que antes, sea ks el entero més chico mayor que k; tal que el nodo (S, k2) cumple

con lo anterior. Entonces existe S € S (s1,) tal que H,,(S) - Aég < 0. Entonces

> Hi(S)-AfS <o
i=0
Si para todo ky < k < Ng(S), en el nodo (S, k) vale Hy(S) - AXS" = 0 para todo

S e 7 (&.r)> entonces
Ng(S)—1
Gr.(S)= D H(S)-AFS <o,
i=0
Si existe ky < k < Ng(S) tal que H(S) - AXS* < 0 para algin S* € (& r): entonces
podemos repetir el procedimiento. El proceso termina dado que por hipoétesis existe

ne € N tal que Ng(S) < ng para todo S € .. Por lo tanto, existe S* € . tal que
Vi, (8%) = V5’ + Gy, (8") < Vi,

de donde podemos concluir que ® no es una estrategia de arbitraje. Por lo tanto .# es
libre de arbitraje.

Consideremos ahora que .# es libre de arbitraje. Para demostrar la equivalencia,
vamos a suponer que .# no es localmente libre de arbitraje y llegar a una contradiccion.
Si . no es localmente libre de arbitraje, entonces existe alguna trayectoria S € . y un
nimero natural k£ > 0 tal que 0 ¢ ri(co AX.#s 1)). Aplicando el Teorema de Separacion
A.3, existe £ € R? tal que
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» -2 >0 para todo z € ri(co A* Fg ), ¥
» 2" > 0 para algin 2* € ri(co A* S g ).
Luego, se sigue de la Proposicion A.2 que para cada = € ri(co AX.%g 1)
ar + (1 — )AL S €ri(co AX F s )
para todo 8" € Sg ) vy o € (0,1]. Entonces
E(ar+(1—a)ArS)=af -2+ (1 —a)f-AFXS >0

para todo S" € Hg ) v a € (0,1]. Por lo tanto & - AX.S" > 0 para todo S" € Hg ). Por

otra parte, como z* € ri(co AX.g ), existen S ... S+ ¢ Ss,k) tal que
d+1
2t = MAFSW 4 A AF S con Y N =1, A >0
i=1
Entonces

E-a = ME-AFSW 4o A€ AYSERD S,

Por lo tanto, £ - A¥SU) > 0 para algiin j = 1,...,d + 1. Luego, de la Proposiciéon 1.7,

se sigue que . contiene una estrategia de arbitraje, lo que es un absurdo. O

Es importante ahora realizar un anélisis similar para el caso de mercados trayecto-
riales localmente O-neutral con el fin de buscar su relacién con los mercados 0-neutral.
El siguiente Teorema nos asegura que un mercado trayectorial sera O-neutral si es

localmente O-neutral.

Teorema 1.2. Sea A4 = . x 7 un mercado trayectorial semiacotado. Dados S € .
y k > 0, supongamos que cada nodo (S', k') con 8" € Hsr) y k' > k es 0-neutral.
Entonces M es condicionalmente 0-neutral en (S, k). En particular, si A es localmente

0-neutral, entonces A es 0-neutral.

Demostracion. Sea ® € S y € > 0. Sabemos de la hipotesis que el nodo (S, k) es un
nodo O-neutral, entonces se sigue de la Proposicion 1.9 que existe S € Ssr) tal que
Hi(S) - AFSW < £. Entonces si No(SW) =k + 1, se tiene

Ng(SM)—1
€
> H(SW)-AFSW < 5 <6
i=k
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y de la Proposicion 1.8 se sigue que .# es condicionalmente O-neutral en (S, k). Si
No(SW) > k + 1, por hipotesis el nodo (S, k + 1) es O-neutral. Entonces, por la

misma razoén que antes existe S ¢ s py1y tal que Hi1(SW) - AF 8P < <
Entonces si Ng(S®) = k + 2 se tiene que

Ng(8@)-1 Ngp(8@)—-1
H,(S®) . AX5® < ‘<

y de la Proposicién 1.8 se sigue que .# es condicionalmente O-neutral en (S, k). Si
Ng(S?®) > k + 2, podemos volver a repetir el proceso. Dado que por hipotesis existe
ne € N tal que Ny(S) < ng, existe 1 <k <ng —ky S*) € g1 r_1y tal que

Ng(S*E)y—1 Ng(S*))—1
H;(S®)) . AXsH) ~ ‘<
i=k ( ) ' ; 2 ‘

Por lo tanto, como ® € 7 fue elegida de manera arbitraria, se sigue de la Proposicion

1.8 que . es condicionalmente O-neutral en (S, k). O

En este caso, la condicion O-neutral del mercado no alcanza para asegurar que el
mercado sea localmente O-neutral. Sin embargo, si podemos asegurar que existird al

menos un nodo O-neutral.

Proposicion 1.10. Sea A4 = ¥ x F un mercado trayectorial , y sean S € % y
k > 0 tal que A es condicionalmente 0-neutral en (S, k). Si toda estrategia restringida

pertenece al conjunto €, entonces el nodo (S,k) es un nodo 0-neutral.

Demostracion. Supongamos que . es condicionalmente O-neutral en (S, k) y se cumple
que 0 ¢ cl(co A*.Fg)). Como la clausura de un conjunto convexo resulta ser un
conjunto convexo (Proposicion A.3) y cerrado, podemos aplicar la segunda parte del
Teorema A.3, de donde se tiene que existe un ¢ € R? tal que inf¢ -y > 0 donde el
infimo es sobre todos los y € cl(co A¥.#g ). Por lo tanto

imf ¢ AFS >0 para toda S’ € (g 4).
S’EPV(S’IC)

. ., . S,k
Vamos a definir una sucesiéon de funciones 51'( ). 7 = R como

‘ para todo S’ € ..
0 caso contrario

¢SM(8) = { £ sii=kyS € Asp
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Dado 1 = 0, podemos obtener la estrategia restringida =), Por hipotesis, =25+ ¢

J€. Luego se tiene que

Ng(s,v) (8)-1
: =(S,k) rq! X q
inf =, SH-AZS| >0,
S’EJ’(s,k) ; i ( ) k
lo que es un absurdo. Por lo tanto (S, k) es un nodo O-neutral. [l

1.5. Invarianza de las Condiciones Locales

Serd de interés en lo que resta del capitulo determinar que tipo de transformacio-
nes sobre un nodo dado no afectaran sus propiedades locales, de tal forma que nos
permita estudiar cuando un mercado sea libre de arbitraje o O-neutral. De esta mane-
ra, probaremos que las propiedades del mercado son independientes de la eleccion del
numeéraire.

Recordemos de la Definicion 1.10, que las condiciones locales estan basadas sobre
propiedades del conjunto de incrementos AX.#s 1), donde (S,%) es un nodo posible
del mercado. Este conjunto queda totalmente determinado por los valores que toman
las trayectorias en la etapa k+ 1 y el valor de Si. Para interpretar esta situacion, para

cada nodo (S, k) denotaremos por
Sk(S) = {Sky1:S=(S,W,m) € Hsp} C R (1.12)

al conjunto de precios alcanzables.
La siguiente Proposicion muestra que las condiciones locales pueden ser reescritas

en términos del conjunto X (S).

Proposicion 1.11. Dado un conjunto de trayectorias ., S = (S,W,m) € . y un

numero entero k > 0.
1. El nodo (S, k) es libre de arbitraje si, y solo si,

X(Sy) € ri(co X (Sk(S))).

2. El nodo (S, k) es 0-neutral si, y sdlo si,

X (Sk) € cl(co X(Xk(S))).
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Demostracion. Empezaremos mostrando 1. Sea (S, k) un nodo libre de arbitraje, en-
tonces 0 € ri(co A¥.Hg ). Consideremos = € co X(Zk(S)), luego = — X (S;) €
co A% Fs ). Se sigue de la Proposicion A.4 que existe € > 0 tal que

0—e(z — X(Sk) —0) = —e(z — X(Sk)) € co A* Fsp).

Entonces

X(Sk) — e(x — X(Sk)) € co X(Zk(S)).

Por lo tanto, como x fue elegido arbitrariamente, se sigue nuevamente de la Proposiciéon
A4 que X (Sk) € ri(co X(2k(S))). Supongamos ahora que X (Si) € ri(co X (Zk(S))), v
consideremos & € co A*.#(g ). Entonces & + X (S) € co X (Zx(S)). De la Proposicion

A .4 se tiene que existe € > 0 tal que
X(Sk) — E(ZZ' + X(Sk) — X(Sk)) = X(Sk) — €T € co X(Ek(S))

Por lo tanto —ez € co AX.#g ), y utilizando nuevamente la Proposicion A.4 se con-
cluye que el nodo (S, k) es libre de arbitraje.
Para mostrar 2., supongamos primero que (S,k) es un nodo O-neutral. Entonces

existe una sucesion {z;}ien C co A¥.F gy tal que z; — 0 cuando i — +o00. Entonces
{z; + X (Sk) }ien € co X(2k(S)),

vy z; + X(Sk) — X(Sk) cuando i — +oo. Por lo tanto X (Sx) € cl(co X (2x(S))).
Tomando el camino inverso en la demostracion podemos probar la implicacién recipro-
ca. O

Debido a que las propiedades locales solo involucran los valores de los incrementos
AXS, es natural que la funcion que actiie sobre el conjunto X (3x(S)) C R? sea la que
determine las condiciones para que se preserven las configuraciones locales.

Comenzaremos el andlisis para el caso de libre de arbitraje. Recordemos de la De-
finicion A.3 que una funcion f : D C R? — R? con D convexo preserva segmentos

estrictamente si
F({ae + (1— @)z : 0 <@ < 1)) = {Bf(e1) + (1 — B)f(22) : 0 < B < 1}

para todo x1, 9 € D.
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Lema 1.1. Sea D C R? un conjunto convezo y sea f : D — RY una funcion que
preserva segmentos estrictamente. Dado un mercado trayectorial M = & X I, sea
Se.” yk>0.95(S,k) es un nodo libre de arbitraje y X (Xx(S)) C D, entonces

0 €1i(co{f(#)— fxs) : & € X(Zk(S)) y vs = X(Sk)}) C RY.

Demostracion. Seay € co { f(&) — f(zs) : & € X(Zk(S)) y 2s = X(Sk) }. Entonces sa-
bemos del Teorema A.4 que existen Z1,...,Zq11 € X (Zk(S)) tal que

d+1 d+1

y=> pi (f(&:)— flzs)) con > pi=1, p>0.
i=1 =1

Luego
d+1

y+ f(zs) Zm 7).
Como f preserva segmentos, se sigue que

co {f(&1),..., f(Zay1)} C flco {&1,...,Eas1}).

Entonces existen escalares 61, ...,04.1 tal que

d+1 d+1
y+ flzs)=f (Z ei:z:i> con Z 0, =1, 6;>0. (1.13)
=1 =1

Vamos a definir como
d+1

=1

entonces

d+1
T — Ty = ZG )€co{d—mxs:3 € X(Zk(S)) y s = X(Sk)} = co AXCS/(SJﬂ)'

Como (S, k) es un nodo libre de arbitraje, 0 € ri(co A¥.#(g ), y entonces se sigue de

la Proposicion A.4 que existe un € > 0 tal que
—€(x — 15) € co AN F g 1) = x5 — e(x — x8) € co X(Zx(S)).

Ahora, como f preserva segmentos, se sigue de la Proposicién A.5 que f(co X (Xx(S)))

es convexo. Entonces existen Ty, ...,%q41 € X(Zk(S)) tal que

d+1 d+1

fzg —e(x —2g)) Z,uz Z;) con Z,uz—l i > 0.
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Entonces

flrs —e(x —ag))— f(zs) € co {f(2)— flws) : & € X(Zk(S)) vy s = X(Si)}. (1.14)

€

Por otra parte, sea a = Tre

luego 0 <a<ly
rs=ar+ (1—a)(rs —e(z —xg)),

Entonces, se sigue de la hipotesis y de (1.13) que

flzs) = Bf(z)+ (1 —pB)f (x5 —e(x — xg))
= By+ flxs)) + (1 —B)f (zs — e (z — xs))

con 0 < § < 1. Entonces podemos concluir a partir de (1.14) y lo anterior que

——yecco{f(@)— flws):2 € X(Xk(S)) y xs = X(Si)}.

1-p
Por lo tanto, como y € co {f(2) — f(xs)) : & € X(Zk(S)) y 2s = X(Sk)} fue elegido
de manera arbitraria, tomando € = % > 0, se sigue de la Proposicion A.4 que

0 € ri(co {f(2) — flzg) : & € X(Zk(S)) y x5 = X(Si)}.
O

Antes de presentar uno de los resultados principales de esta seccién, daremos el

siguiente Lema que serd de utilidad en lo que sigue.

Lema 1.2. Sean X y X' las funciones perspectivas sobre R y RY*+! respectivamen-
te definidas en (1.3). Sea f : dom X — RY*Y wna funcién que preserva segmentos
estrictamente con f(0) = 0 tal que Im f C dom X'. Entonces existe una funcion
7 - R4 — RY que también preserva segmentos estrictamente que hace al siguiente
diagrama conmutativo:

dom X —~ dom X’

NN

R . RY
f

Demostracion. Observemos que la funcién X es suryectiva, entonces para todo € R?
existe s € dom X tal que X(s) = z. Vamos a definir entonces f : R* — R? por
f(x) = X(f(s)) para todo € R Veamos que f esta bien definida, es decir, dados
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cualquiera dos 5,5 € R tal que X (3) = X(5), entonces X (f(3)) = X(f(3)). Como
X (8) = X(8), entonces

st 54 st 5t st 54 st 5
@,...,@ - @,...,E = ]_,g—,...,@ - ]_,E,...,E
~0 (40 2l ad __ 20 (20 ~1 ~d
<:>5(3,s, ,s)—s(s,s, ,s)
& s s
S = —S.
SO

Sea o = 3—3, entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad que 0 < a <1y
§=as5+ (1 - a)0.
Luego, como f preserva segmentos estrictamente, se sigue que existe 0 < § < 1 tal que

f(8)=Bf(8)+ (1= p)f(0) =B[(3),
ya que f(0) = 0. Entonces X'(f(8)) = X'(f(3)). Por lo tanto f esta bien definida.
Veamos ahora que f preserva segmentos estrictamente. Sea = € R? tal que

r=ai+(l-a)icon0<a<l1, z,&€cR:

Entonces existe $,§ € dom X tal que X (§) = 2y X(5) = Z. Entonces, como X preserva

segmentos (Proposicion A.7), existe a € (0,1) tal que
r=X(as+(1—a)s).

Luego, como f y X' preservan segmentos estrictamente,

fl@) = X'(f(as+ (1 - a)3)) = BX'(f(3)) + (1 = B)X'(f(3)) =
= Bf(@)+(1-B)f(),

con 0 < B < 1. Entonces
flx) e {Bf (@) + (1= B)f(Z): 0< B <1},

La inclusion inversa se demuestra de manera similar. Por lo tanto, f preserva segmentos

estrictamente. 0

Nuestro objetivo es encontrar transformaciones sobre los mercados que preserven
nodos libres de arbitraje. El siguiente Teorema da un caso 1til de funciones que pre-
servan este tipo de nodos, el cual nos permitird obtener conclusiones sobre la indepen-

dencia de mercados libres de arbitraje respecto de la eleccion del numéraire.
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Teorema 1.3. Sean X y X' las funciones perspectivas sobre R y RY+1 respectiva-
mente definidas en (1.3). Sea f:dom X — R+ wna funcién que preserva segmentos
estrictamente con f(0) = 0 tal que Im f C dom X'. Dado un mercado trayectorial

M= xH, sea S €S yk>0.85i(S, k) esun nodo libre de arbitraje, entonces
0 € rifeo {X'(f(Sn)) — X'(F(S1) : § € Fs}) CR.

Demostracion. Sabemos del Lema 1.2 que existe una funcion f : R? — R? que también
preserva segmentos estrictamente dada por f(z) = X'(f(s)) donde s € dom X tal que
X(s) = z. Por lo tanto, del Lema 1.1 se sigue que

0 € ri(co {f(2) — f(zs) : & € X(Zp(8)) v ws = X (Sk)}),
0, equivalentemente,

0 € ri(co {X'(f(Sk1) = X'(f(Sk) : S € Fsm}).
O

Una de las transformaciones que més nos interesa en términos financieros es aquella
que cambia el numéraire del mercado. Vamos a suponer que el primer activo S! es
estrictamente positivo para toda trayectoria en .7, entonces la primer coordenada
puede cumplir el papel de un numéraire alternativo para el mercado. Para cada S € .7,
denotaremos a la sucesion de precios relativos a S por Y(S) = {(Y(S;), Wi, m) }iso

donde Y : R — R? es la funciéon perspectiva sobre la segunda coordenada:
Si ¢ S d
Ahora, Y7(S;) representa el valor del j-ésimo activo en unidades del nuevo numéraire.
Probaremos a continuacion la siguiente Proposicion que serd de utilidad en los

proximos resultados.

Proposicién 1.12. Sea o la permutacion de R que cambia la primera coordenada
por la sequnda y X la funcion perspectiva sobre R4 definida en (1.3). Entonces, se
tiene que Y = X oo sobre D = {s € dom X : s' > 0}. Mds aiin, o preserva segmentos

estrictamente.

Demostracion. Sea s € D, entonces o(s) € dom X y

(Xoo)(s) = X(o(s,s",...,5%) = X (s",s°,...,s%) = (S—,,S—) =Y (s).
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Ademas o es una transformacion lineal, entonces se sigue de la Proposicion A.6 que

preserva segmentos estrictamente. O

Estamos en condiciones ahora de mostrar que la propiedad de libre de arbitraje
para un mercado trayectorial .#Z es independiente de la eleccion del numéraire. Para

ello, enunciaremos el siguiente Corolario.

Corolario 1.1. Sea A4 = . x 3 un mercado trayectorial semiacotado tal que S* > 0
para toda trayectoria S € .7 y toda estrategia restringida pertenece a F€. Si M es libre

de arbitraje respecto del numéraire S° entonces .4 también lo es respecto del numéraire

St

Demostracion. De la Proposicion 1.12 se tiene que Y = X o o sobre el conjunto D =
{s € dom X : s' > 0}, donde o es la permutacion de la primera coordenada por la
segunda. Ademas como .# es libre de arbitraje respecto del numéraire S°, se sigue del
Teorema 1.1 que es localmente libre de arbitraje. Entonces todo nodo (S, k) es libre de

arbitraje. Como o cumple con las hipotesis del Teorema 1.3 podemos asegurar que
0 € rifco A Fgy) =1i (co {¥(S) = V() : S € Hs })

para todo nodo (S, k), o en otras palabras, que todo nodo es libre de arbitraje respecto
del numéraire S'. Luego se sigue del Teorema 1.1 que .# es libre de arbitraje con

respecto al numéraire S*. O

Por ultimo vamos a mostrar que también existen funciones que preservan mercados
O-neutral. Vamos a realizar un analisis similar al que hicimos para el caso libre de

arbitraje. Empezaremos con el siguiente Lema.

Lema 1.3. Sea D C R? un conjunto convezo y sea f : D — RY wuna funcién continua
que preserva segmentos en el sentido de la Definicion A.3. Dado un mercado trayectorial
M= XA, sea S €. yk>0.85i(S, k) es un nodo 0-neutral y cl X (X,(S)) C D,

entonces

0€cl(co{f(&)— f(zs):2 € X(Zk(S)) yas=X(S%)}).

Demostracion. Sea e >0y rg = X(S;). Como f es continua, existe § > 0 tal que para
todo z € D con ||z — zgllq < § se tiene que ||f(x) — f(zs)|la < €, donde || - |4 es la

norma euclidea de R? y || - ||a es la norma euclidea de R?. Por otra parte, como (S, k)



30 Mercados Trayectoriales

es un nodo O-neutral, se sigue de la Proposicion 1.11 que xg € cl(co X (2(S))). Luego,

existe T € co X (X(S))) tal que || — xs|la < I, y entonces

1F () = Flas)lla <.

Ademas, dado que f preserva segmentos se tiene que

(@) € co f(X(2k(8))).

Por lo tanto, como € > 0 fue elegido de manera arbitraria, f(zg) € cl(co f(X(Zx(S)))).
Luego, existe una sucesion {;}ien € co f(X(Zk(S))) tal que §; — f(zg) cuando

1 — +00. Entonces

{9 — f(as)}ien € co {f(2) = flzs) : & € X(3k(S)) y s = X(Sk)},

v Ui — f(xg) — 0 cuando ¢ — +o0. Por lo tanto

]

En esta ocasion, el objetivo es encontrar transformaciones sobre los mercados que

preserven nodos O-neutral. El siguiente Teorema da la clave de como construirlas.

Teorema 1.4. Sean X y X' las funciones perspectivas sobre R y RY+! respectiva-
mente definidas en (1.3). Sea f : dom X — R+ una funcion continua que preserva
segmentos estrictamente con f(0) = 0 tal que Im f C dom X'. Dado un mercado tra-
yectorial M = S X A, sea S € .S yk > 0. Si(S,k) es un nodo 0-neutral, entonces

0ed <co {X'(f(S'kH)) ~X'(f(S): S € y(s,k)}) C RY.

Demostracion. Sabemos del Lema 1.2 que existe una funcion f : R — R% que también
preserva segmentos estrictamente dada por f(x) = X'(f(s)) donde s € dom X tal que
X(s) = z. Resta ver que f es continua. Para ello vamos a mostrar primero que X’ es

continua. Sea € > 0y ¢t € dom X', vamos a definir

T @)
n=min< —, —= .
2" 4|t a4




1.5 Invarianza de las Condiciones Locales 31

Entonces para cada t € dom X’ tal que ||t — t||g#+1 < 1 se tiene que

_ 1 1 1
1X't) — X'O|a= t—o(tl,...,td)—m(t,...,t) =
t d!
I G o I A (AU 1§
$07" B
O, TN =T ) 0 ) — 0, 1Y)
= = <
9% »
@, LY = D e+ =P )]
< <
Ot — 7w £ — 2°) |||
< [t — tf|a+1 +_!0 el _
107
Ot = Hlar + [£° = 2] )E] t— gt [Fl]a
< 9 [t — tl| a1 _OI [IE]]ar-+1 4 I ||d_0+1|| la+1 -
(") (t")?
An|1t]lar+1
()

Por lo tanto X’ es continua. Luego, como f es continua, tenemos que X'o f es continua,

de donde se sigue que f es continua. Entonces, del Lema 1.3 se deduce que

0, equivalentemente,

0€cl(co {X(f(Si1) = X'(F(S1) : S € Hsiy )

]

En la definicion de mercado O-neutral, queda explicita la dependencia de un mercado
O-neutral con la eleccion del numéraire. Consideremos al igual que en el Corolario 1.1
mercados trayectoriales tal que S > 0 para toda trayectoria, lo que permitird tomar

a esa coordenada como un numeéraire alternativo.

Corolario 1.2. Dado un mercado trayectorial # = . x H tal que S* > 0 para toda
trayectoria S € 7. Si (S, k) es un nodo 0-neutral respecto del numéraire S°, entonces
también lo es con respecto al numéraire St. En particular, si M es localmente 0-neutral,

M serd 0-neutral para cualquier eleccion del numéraire.
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Demostracion. De la Proposicion 1.12 se tiene que Y = X' o ¢ sobre el conjunto
D = {s €dom X : s!' >0}, donde o es la permutacion de la primer coordenada por la

segunda. Como o cumple con las hipotesis del Teorema 1.4, se tiene que
0€c (Co {Y(S,M) —Y(S)):Se y(sﬁ)})

y entonces (S, k) es un nodo 0-neutral respecto al numéraire S*. Luego podemos con-
cluir que si un mercado .# es localmente O-neutral para el numéraire S°, entonces
también lo sera respecto al numéraire S*. Por lo tanto, se sigue del Teorema 1.2 que si
A es localmente O-neutral para S°, .# sera O-neutral para cualquier otra eleccion del

numéraire. O



Capitulo 2
Valuacion de Derivados Financieros

Un tema importante dentro de las matematicas financieras es el anélisis de deriva-
dos europeos, ciertos contratos financieros cuya funciéon de pago en un tiempo final T’
depende del comportamiento de las acciones S°, S!,...,S?y, en ciertos casos, también
de otros factores. El objetivo principal de este capitulo es determinar un precio cohe-
rente para estos contratos, de tal manera que ninguna de las partes que intervienen

puedan obtener un beneficio sin correr riesgo alguno.

2.1. Derivados Financieros

Este capitulo se centra en la valuaciéon de derivados financieros, es por ello que en
esta seccion daremos una breve introduccién a la idea de un derivado y el problema de
establecerle un precio.

Un derivado financiero es un contrato financiero cuyo valor es determinado por
medio de uno o més activos riesgosos. Esta definicion abstracta se comprende mejor
con el ejemplo de opciones call europeas, que es uno de los tipos de derivados mas

simples que se negocian en los mercados de valores.

Ejemplo 2.1. Un call europeo sobre un activo es un contrato financiero que habilita a su
poseedor a comprar una accioén a un precio fijo K (escrito de antemano en el contrato)
en un tiempo futuro fijo 7' (también escrito en el contrato), por ejemplo, un mes.

El poseedor de la opcion no estd obligado a comprar la accioén a ese precio: puede
optar por no ejercer ese derecho. La eleccion de ejecutar la opciéon a tiempo 1" dependera
del valor de la accion en el mercado en ese momento, que es, por supuesto, desconocido

en el presente. A tiempo T el precio Sy del activo se conoceré:
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= Si St > K entonces tiene sentido que el poseedor ejerza la opcion, mas alla de
que el poseedor quiera la accion o no. Comprar una accién que vale Sr por un

valor menor K, otorga una ganancia de Sy — K.

= Si St < K entonces no tiene sentido ejercer la opcién. Si el poseedor desea com-
prar la accion, puede hacerlo por igual o mejor precio comprandola directamente

en el mercado por el valor St.

Al momento en que el call europeo es comprado o vendido, el precio futuro Sp
es desconocido entonces no se puede predecir cual de las dos posibilidades anteriores
ocurrira. Sin embargo, es claro que la opcion es algo que vale la pena poseer ya que es
un contrato sin obligaciones para el poseedor: en el peor de los casos no valdra nada
de aqui a un mes, pero también podria tener un valor positivo en ese tiempo. Es claro
que el valor de un call europeo depende del valor del activo, entonces es un derivado.

Una descripcion matematica precisa del valor de la opcion a tiempo 71" es la cantidad
Hla:X{O, ST — K}

Como el inversor que adquiera esa opcién obtiene un beneficio, debe pagar un precio por
ella, el problema es determinar su valor. Al mismo tiempo, este valor debe permitirle

al vendedor cubrirse de las obligaciones que la opcién le generan.

Este ejemplo ilustra la cuestion principal estudiada en este capitulo, es decir, cuanto
se deberia pagar hoy por un derivado que ofrece una cantidad desconocida pero bien
definida en el futuro. Para el vendedor de tal derivado la cuestion es a qué precio debe
venderla hoy, cuando no sabe que pasara en el futuro. En lo que resta de la seccion,
describiremos en términos matematicos los derivados financieros.

Consideremos entonces un mercado trayectorial .# = . x ¢ y supongamos,
ademaés, que tenemos un derivado financiero, que en principio notaremos por Z. El
derivado tiene un valor final a tiempo 7" denominado payoff o funcion de pago, que
depende del comportamiento del precio de los activos S°, S!,...,S% El valor de los
activos depende en si mismos del escenario que seguira el modelo, y entonces definiremos

formalmente derivado financiero, o simplemente derivado, de la siguiente manera.

Definicion 2.1 (Derivado financiero). Un derivado financiero es un activo cuya funcion

de pago a tiempo T es Z : . — R, el cual notaremos simplemente por Z.

Debido a que el derivado financiero depende de un tiempo final 7', ser& necesario, de

ahora en adelante, que las estrategias sean liquidadas antes del momento de expiracion
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de la opcion. Recordemos nuestro enfoque captura la nocion del tiempo dentro de la
variable m de cada trayectoria. Entonces, dado un mercado trayectorial # = . x 7,

supondremos que
Ng(S) < M(S) (2.1)
para cada par (S, ®) € .. Esta relacion, debido al punto (3) de la Definicion 1.4, hace

que podamos reescribir las nociones de arbitraje y O-neutral en términos de M.

A continuacion daremos algunos ejemplos de derivados financieros.

Ejemplo 2.2. Consideremos un mercado trayectorial # = . x # cond =1y S® =1
para toda S € .%7.

1. El poseedor de un call europeo tiene el derecho pero no la obligacion de com-
prar una acciéon a tiempo 7' a un precio fijo K. Esto corresponde a un derivado

financiero de la forma

Z<4(S) = (Saus) — K)™

De forma inversa, una opcion put da el derecho pero no la obligacion de vender

un activo a tiempo 1" por un precio K. Esto corresponde al derivado

Z74(S) = (K — Syys)) ™

2. La funcién de pago de una opcion asidtica depende del precio promedio de la

accion. Por ejemplo, el valor de un call con precio de ejercicio K corresponde al

derivado
| M) +
Z38) = | w7 Si—K |,
M(S) ;
y el valor de un put a
Lo\
Z8) = K-+ DS
M(8S) ;

3. La funcion de pago de una opciéon barrera depende de cuando el precio de la
accion alcanza un cierto nivel antes del tiempo final 7. El ejemplo més simple es
el de una opcioén digital con barrera B,

' 1 si méx S!>nB
Z9(8S) = 0<i<M(S)

0 caso contrario

la cual paga una unidad si el precio alcanza una barrera superior B > S3.
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4. Una opcion lookback permite intercambiar la accion al maximo o minimo precio
que ocurri6 durante la vida de la opcion. Un call lookback, por ejemplo, tiene la
funcion de pago

Zlcball(S) = Sjl\/[(s) — 0<7¥I<1}/\?(S) 5«21’

mientras que el valor de un put estd dado por

2i0(8) = s 5! = Sk

2.2. Cotas Minimax Globales

La idea de esta seccion es extender el concepto de arbitraje a situaciones en las que
se contemple el uso de derivados financieros. En este sentido definiremos precisamente
que significa que un precio sea “muy alto”, “muy bajo” o “justo”.

Sea 7 el precio hipotético en que es negociado el derivado Z a tiempo 0. El problema
de encontrar un precio a Z es encontrar aquellos valores de m que son justos. Para darle
formalismo a este concepto, recordemos de (1.5) que las ganancias generadas asociadas
a una estrategia ® para una trayectoria S hasta la etapa M(S) estan dadas por

M(S)—1
GH(S)= > Hi(S)-ASS.
i=0
Definicion 2.2 (Arbitraje relativo). Sea .# = . x 7 un mercado trayectorial y Z

un derivado financiero. Diremos que ® € JZ es un arbitraje relativo a Z si

para todo S € .

Ve 4+ GY(S) — ZO(S> >0, (2.2)
Su(s)
= existe S* € ./,
Z *
Vol + G (S*) — 0<S ) 0; (2.3)
SM(S*)
07
= para todo S € .¥
ZO(S) +GT(S) -Vt >0, (2.4)
SM(S)
= existe S* € .7,
Z *
(8") +G3(SY) =V >0 (2.5)
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Observacion 2.1. De la Definicion 1.7 se sigue que ® € J# con V¥ = 0 es una estrategia

de arbitraje si, y solo si, es un arbitraje relativo con respecto al derivado Z = 0.

Un inversor racional nunca estara de acuerdo en vender el derivado Z a un precio 7
si este permite un arbitraje relativo a Z, porque esto significa que el comprador podria
tener la posibilidad de generarse una ganancia sin correr ningun riesgo, comprando Z y
utilizando una estrategia ® € J# tal que 7 = VO<i> y (2.4) y (2.5) son ciertas. De manera
analoga, no comprara un derivado Z a un precio que permita un arbitraje relativo a
7, ya que podria permitirle al vendedor crearse una ganancia sin riesgo vendiendo Z y
utilizando simultdneamente una estrategia ® € 7 tal que 7 = VO&’ y (2.2) y (2.3) son
ciertas.

Esto lleva a incluir también dentro del principio de libre de arbitraje a los derivados:
en un modelo de mercado racional los precios de los derivados seran aquellos que pre-
vengan arbitrajes relativos. En otras palabras, un derivados financiero sera negociado

a un “precio justo”, que definiremos a continuacion.

Definicion 2.3 (Precio justo). Dado un mercado trayectorial .# = . x 7, un nimero
real w7 es llamado precio justo para un derivado Z si no existe ® € % con V¥ = 17
que sea un arbitraje relativo a Z. El conjunto de todos los precios libres de arbitraje

de Z los denotaremos por II(Z7).

Un precio justo 7% de un derivado Z es por definicion un precio para el cual Z puede
ser negociado a tiempo 0 sin introducir oportunidades de arbitraje dentro del mercado
M si Z es vendido por 77, entonces ni el vendedor ni el comprador podran armarse una
estrategia de inversion que elimine todo el riesgo y otorgue una oportunidad de generar
una ganancia positiva. Notemos que el precio justo 7% estd expresado en unidades
del numeéraire. La cantidad que corresponde a 7% en términos de unidades monetarias
antes del descuento es 7 = S{7Z. Entonces 7 es un precio justo (no descontado) para
el derivado Z.

Nuestro objetivo es encontrar y caracterizar el conjunto de precios libres de arbitraje

para un derivado Z. Vamos a notar por

Z(S)

DAs) = Shi(s)

(2.6)

al valor del derivado financiero Z para la trayectoria S descontado cuando el numéraire

es S°.
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Proposicion 2.1. Sea 4 = . x 7 un mercado trayectorial y Z un derivado finan-
ciero. Si % es un precio justo para Z, entonces

sup inf [DZ(S) +G%(S)] < 7? Z < inf sup [D?(S) — G%,(9)] .

sup fuf [D¥(8) + G(S)] < 7y < fuf sup [DX(S) — Gy (S)]

Z un precio justo para el derivado Z. Entonces toda

Demostracion. Consideremos
® €  con V¥ = 77 no es un arbitraje relativo con respecto a Z, es decir, alguna
de las condiciones (2.2) o (2.3) no se cumplen y alguna de las condiciones (2.4) o (2.5)
tampoco. Supongamos que existe ® € 7 con V;® = 77 tal que (2.2) no vale, entonces
existe S* € . tal que

7? < D?(S*) — G%,(S%).
Entonces

77 < sup [D?(S) — G3(S)] .
Se

Si existe ® € 5 con V¥ = 77 tal que (2.3) no vale, entonces para todo S € . se
tiene que

m? < D%(S) — G§,(S).

Luego

77 < sup [D?(S) — G,(S)] .
Se

Por lo tanto para cada ® € .7 que no cumpla (2.2) o (2.3) se tiene que

77 < sup [D?(S) — G3(S)] .
Ses

Entonces si 7% es un precio justo se sigue que

Z o z @
T < q)lg;slelg [D7(S) — Gy (S)] .
Supongamos ahora que existe ® € # con V¥ = 7% tal que (2.4) no vale, entonces
existe S* € . tal que
% > D?(S*) — GH(S%).
Entonces

zZ o ¢ Z(Q\ _ @
T >s12; [D7(S) — Gy (S)] .

Si existe ® € 5 con V¥ = 77 tal que (2.5) no vale, entonces para todo S € . se
tiene que

7% > DZ(S) + G¥,(S).
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Luego

Z s ¢ z ®
7r _812; [DZ(S) + Gy(S)] -

Por lo tanto para cada ® € .7 que no cumpla (2.4) o (2.5) se tiene que
Z > mf [D? i :
m” > Inf [D7(S) + Gy(S)]

Z

Entonces si m“ es un precio justo se sigue que

Z > / Z [ )
n* 2 sup fnf [D¥(S) + G}y(S)]

]

La Proposicion anterior define dos cantidades que serdn muy importantes dentro

de esta tesis.

Definicion 2.4 (Cotas Minimax). Dado un mercado trayectorial .# = . x 7 y un

derivado financiero Z, definimos como cotas minimaz a las cantidades

V(So, Z, #) = q)lélff 2112 [D7(S) — G3(S)] (2.7)
A se
V(So,Z,.#) = sup inf [D?(S)+ Gy(S)]. (2.8)
e SeS

Observacion 2.2. Podemos escribir a las cotas minimax en su versién extendida

M(S)-1
V(So, Z,#) = inf sup |D#(S)— Hi(S) - AXS
e ge P
- M(S)—1 T
V(So, Z,.#) = sup inf |D?(S)+ H(S) - AFS
e SES P
Notemos ademés que D~%(S) = —DZ(S). Entonces es facil ver que

V(So, Z, M) =~V (So, —Z, M).

Observacion 2.3. Las cotas minimax globales resultan coincidir con las cotas de super-

cubrimiento y subcubrimiento clasicas:

(So. Z, M) = inf [V} : V3 (S) > D?(S) VS € .¥]
(So, Z, M) = sup[Vy": V4 (S) < D?(S)vS e .7].
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Mostraremos a continuacion la igualdad para el caso de la cota minimax superior. La
cota inferior se demuestra de forma analoga. Sea V¥ tal que V;%(S) > Z(S) para todo

S € .. Entonces se sigue de la Proposicion 1.1 que
D*(S) = Gy(S) < V'
para todo S € ., de donde
sup [D*(8) - G (S)] < V4"

Por lo tanto
V(So, Z,#4) < inf [V}* : V3;(S) > D*(S) VS € .¥]..

Para mostrar la otra desigualdad, supongamos que V (Sg, Z, .#) > —o0 y consideremos

e > 0. Entonces existe ® € .# tal que

V(SO7ZJ %) < sup [DZ(S> - G(}M(S) < V(So,Z,%) + €,
Ses

luego
D?(S) < V(So, Z, M) + € + G2,(S)

para toda S € .. Por lo tanto,
inf [Vi¥ : Vi (S) > D?(S) VS € %] < V(So, Z, M) + €.

Como € > 0 fue elegido arbitrariamente, se sigue la desigualdad buscada.

La Proposicién anterior da informacion sobre la existencia de precios justos ya que

Z

nos dice que si 7 es un precio justo para Z, entonces

K(SO7Z7'%) S 7TZ y 7TZ S V(sza'%)

Mas atin, nos permite concluir que si V(So, Z,.#) < V(So, Z,.#), el conjunto de
precios justos para Z serd vacio, con lo cual no existiran tales precios.

En los siguientes resultados probaremos la implicacion inversa, es decir, si por medio
del comportamiento de las cotas minimax podemos asegurar la existencia de precios

justos. La siguiente Proposicion asegura la existencia de precios justos siempre que
K(So, Z, %) < Vo(So, Z, %)

Proposicion 2.2. Sea # = & x 4 un mercado trayectorial y Z un deriva-
do. Si las cotas minimaz cumplen que V(So, Z, #) < Vo(So, Z, M), entonces todo

w e (V(So, Z, M),V (So, Z, M )) es un precio justo.
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Demostracion. Sea m € (V.(So, Z, . #),V (Sy, Z,.#)). Entonces

< inf sup [D?(S) — G%.(S)] < sup [D?(S) — G%,(S
7t sup [D¥(S) - G (8)] < sup [DX(S) - GI(S)]

para toda ® € J7. Luego, existe S €.7 tal que
7 < D?(S) — G%.(S).
Entonces (2.2) no se cumple para ninguna ® € J# con V¥ = 7. Por otro lado

. z ® z ®
> sg)p;ﬂ ég; [D#(S) + G3(S)] > 12; [D?(S) + G3(S)]

para toda ® € 7. Luego, existe S € .7 tal que

7 > DZ(S) + G%,(S).

Entonces (2.4) no se cumple para ninguna ® € 5 con V;* = 7. Por lo tanto 7 es un

precio justo para el derivado Z.

]

Las Proposiciones 2.1 y 2.2 invitan a pensar bajo que condiciones existe al me-

nos un precio justo para un derivado Z, o, en otras palabras, cuando V(Sy, Z, #) <

V(So, Z, 4 ). Para ello demostraremos antes un resultado auxiliar.

Lema 2.1. Sea .# = . x € un mercado trayectorial tal que F€ es cerrado bajo la

suma de sus elementos, y sean Zi y Zo dos derivados financieros. Entonces se tiene

que

V(SO, Zl + Z27 ‘%> S V(S()) Zl; ‘%> + V(SO, 227%)'

Demostracion. Sean ® y d dos elementos genéricos de JZ. Sea ¢ = P+ <i>, entonces

V(Sm Zy+ Zy, M) < sup [DZlJrZQ(S) - G(]\Z(S)}

Se
[ M(S)-1
Z1(S) + Z,(S . A
= sup i ;0+ 2(S) — + Hi(S)) - AS
Ses M(S) i=0
[ M(S)-1
Z1(S
— sup Sé( ) _ > Hy(S)- AXS+ Z H;(S)-AXS
Se.” M(S) i=0 M(S) i=0

< Slelfﬂ [DZI(S) _ G%(S)} 4 21612 [DZ2(S) — G%](Sﬂ )

Como y d fueron elegidas de forma arbitraria podemos tomar infimo sobre 7 en

ambos sumandos, de donde se obtiene el resultado.

]
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Teorema 2.1. Sea A = . X F un mercado trayectorial tal que F€ es cerrado bajo
la suma de sus elementos y sea Z un derivado financiero. Si A es 0-neutral entonces
se tiene que

V(Sy, Z, #) < (SO,Z M).
Demostracion. Como .# es 0-neutral entonces

e _ ® _ ® _
V(So,0, #) = 125/ 51612[ Gu(S)] = sgjp; 8121; (G (S)] = 0.

Luego, del Lema 2.1 se sigue que
0="V(S0,0,.)=V (S0, Z + (=Z), M) <V(So, Z, M)+ V(So,—Z, M).
Por lo tanto, se sigue de la Observacion 2.2 que
V(So, Z, M) = =V (So,—Z, M) <V (S0, Z, M).
O

De aqui en adelante supondremos que el conjunto de estrategias 7 es cerrado bajo
la suma de sus elementos al menos que se aclare lo contrario. Vamos a definir entonces

el intervalo de precios.

Definicion 2.5. Sea .# = . x ¢ un mercado trayectorial O-neutral, y un derivado
Z. Llamaremos al intervalo [V (Sy, Z, .# ),V (Sy, Z, #)] intervalo de precios justos para
Z relativo a A .

Observemos que aunque .Z sea un mercado 0-neutral, no es suficiente para asegurar
que V(So, Z,.#) o V(Sy, Z,.#) sea un precio justo. Vamos a probar a continuacion
que bajo ciertas hipotesis el mercado tendra un tnico precio justo que coincidira con
el valor de las cotas minimax. Para ello necesitamos definir antes la nociéon de derivado

alcanzable.

Definicién 2.6 (Derivado alcanzable). Sea .# = . x J¢ un mercado trayectorial.
Un derivado Z es alcanzable si existe una estrategia ®Z = (H°, H?) € J tal que

Z(S) = Hy,(S)Shys) + Hii(S) - Sus)

para todo S € .. A tal estrategia ®Z la llamaremos estrategia replicadora de Z.
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De la Definicion anterior y de la Proposicion 1.1 se sigue inmediatamente que un
derivado Z es alcanzable si, y solo si, existe una estrategia ®% = (H°, H?) € 47 tal

que el correspondiente derivado descontado es de la forma
D*(8) = Vi (8) = Vi*" + G/ (S) (2.9)
para toda S € ..

Proposicion 2.3. Sea A = . x F un mercado trayectorial y Z un derivado. Asu-
mamos que A es 0-neutral y que para cada ® € € se tiene que —P € €. Entonces

si Z es alcanzable con estrategia replicadora ®Z,
V(So, Z, M) =V (So, Z, M) =V
Mas atn, si A es libre de arbitraje, entonces ™ = Voq’z es un precio justo.

Demostracion. Por hipotesis,
D?(S) =V + G/ (S) para todo S € ..

Entonces, como —G%/(S) = GXf’Z(S) (ver Observacion 1.1),

A et _ e _ . A —oZ
sup | D7(8) — G/ (8)] = Vi = jnf. [D(8) + G (S)]

de donde se tiene que
V(S(J?Z? %) S ‘/()’PZ S K(Slb Z7 %)

pues —® € S para cada ® € . A su vez, por el Teorema 2.1, V(Sy, Z, #) <
V(So, Z, #), por lo tanto

K(So,Z,%) S v(SO7Z7'%> S ‘/OCI) S K(Swzﬂﬂ) S V(S(]?Z?‘%)
lo que implica que
V{(So, Z,.M) =V (S0, Z,.4) = Vs

Consideremos ahora que .# es libre de arbitraje y asumamos que m = VO‘I’Z no es un
precio justo. Entonces existe ® € .2 tal que cumple (2.2) y (2.3), o cumple (2.4) y
(2.5). Si cumple las primeras dos, como 7 = VOCI)Z = D%(S) —G%Z(S) para todo S € .,

se sigue que

T+ G%(S) — DZ(S) = D?(S) — G%(S) + G%,(S) — D?(S) = G%*"(S) > 0
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para todo S € ., y que existe S* € .¥ tal que
T+ GY(S*) — DZ(S*) = DZ(S*) — G/ (S*) + G3,(S*) — D?(S*) = G327(S*) > 0.
Luego
Vi ) =t o e 2 v
para toda S € . y existe S* € . tal que
Vi (ST =V GRS 2 v

Por lo tanto, d — 7 € A es una estrategia de arbitraje, lo que es un absurdo. De la

misma forma, si ® cumple con las condiciones (2.4) y (2.5), se tiene que
D?(S)+ G%(S) —m=G¥ ~%(S) >0
para todo S € .7, y que existe S* € . tal que
T+ G (S*) — DY(S*) = G¥ %(S*) > 0.

Luego ®Z — & € J es una estrategia de arbitraje, lo que también es un absurdo. Por

lo tanto, 7 = Vi es un precio justo. O

Observacion 2.4. De la Proposicion anterior se sigue que si Z es un derivado alcanzable

en un mercado O-neutral .# la inversion inicial que es necesaria para replicar Z es
HYSY + Hy - Sy = SOV (So, Z, M) = SV (So, Z, M).

A modo de resumen, hemos probado que cualquier precio justo 7% de un derivado
7 debe encontrarse entre los nimeros V(S, Z, #) y Vo(S, Z, . #) (Proposicion 2.1).
Reciprocamente, vimos que si 7 € (V(S, Z, .#),Vo(S, Z, #)) es un precio justo para
Z (Proposicion 2.2). También mostramos que esos nimeros resultan ser el inico precio
justo en el caso de que Z sea alcanzable (Proposicion 2.3). Para caracterizar completa-
mente el conjunto precios justos para Z restaria estudiar si V,(S, Z, #) y Vo(S, Z, #)
son precios justos en el caso de que Z no sea alcanzable. Mostraremos que no lo son, pe-
ro dejaremos su analisis para la Seccion 2.4, debido a que para probarlo necesitaremos

de nuevas herramientas.
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2.3. Cotas Minimax Condicionales

Anteriormente vimos varios resultados validos para un mercado trayectorial .# =
< x . A continuacién vamos a generalizar algunos de ellos al caso de mercados con-
dicionales. Empezaremos definiendo dos funcionales sobre el conjunto de trayectorias,

que corresponden al analogo de las cotas minimax.

Definicién 2.7 (Cotas Condicionales Minimax). Dado un mercado trayectorial .# =
S X #, Z un derivado y (S, k) un nodo, definimos como cotas condicionales minimaz

a las cantidades

L ME)-1 .
inf sup |DZ(S)— > H(S)-ArS| si k< M(S),
o de S€Y<g 5 i=k
Vk(S,Z, %> = ’
D%(S) si k= M(S),
0 si k> M(S).
(2.10)
L ME)-1 .
sup inf |DZ(S)+ >, Hi(S) -AXS| si k< M(S),
den SE{y(S,k) i=k
Kk<S=Z= '%> = VA . .
D“(S) si k= DM(S),
0 si k> M(S).
(2.11)

Notemos, al igual que para las cotas globales, que si k < M(S) entonces
Vi(S,Z, M) = —Vi(S,~Z,.4),

y, ademas, que V (S, Z, . #) =V (S, Z, M) y Vo(S, Z, 4 =V (Sy, Z, M ).

Observacion 2.5. Observemos que podemos reescribir la condicién de condicionalmente
O-neutral en términos de las cotas condicionales. Supongamos que el mercado .Z es

condicionalmente 0-neutral en un nodo (S, k), entonces

M(S)—1
V,.(S,Z=0,.#) = sup inf Hi(S)-AfS| =0,
den S€S

1=

M(S)-1

Vi(S,Z=0,.#) = — sup if H,(S) - AXS| =0.
k( ) @65;565, 2_; (S) - 4;
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Los siguientes resultados son la extension a mercados condicionales del Lema 2.1 y

del Teorema 2.1.

Lema 2.2. Sea # = . x 7 un mercado trayectorial, y sean Z1 y Zy dos derivados

financieros. Entonces, para S € % y k > 0 se tiene que
Vk(Sv Zl + ZQa '%) < Vk(sa Zh%) +vk(sa ZQa '%)

Demostracion. La prueba se sigue de manera analoga a la demostracion del Lema
2.1. O

Teorema 2.2. Sea .# = . x 7 un mercado trayectorial y sea Z un derivado finan-

ciero. Si para S € % yk >0, M es condicionalmente 0-neutral en (S, k), entonces

Vi(S, Z, M) < Vi(S,Z, ).

Demostracion. Como .# es condicionalmente O-neutral en (S,k) entonces
Vi(S,0,.#) = 0. Luego, del Lema 2.2 se sigue que

0=Vi(S,0,.4)=Vi(S, Z+(~2), M) <Vi(S,Z, M)+ Vi(S,—Z,.4).
Por lo tanto
Kk(sa Z7 %) = _Vk(Sa _Za %> < Vk(s> Z> %)
O

Por 1ultimo, las cotas condicionales también coinciden cuando tenemos un derivado

alcanzable.

Proposicion 2.4. Sea M = . X F un mercado trayectorial, S € ., k>0 y Z un
derivado. Asumamos que # es condicionalmente 0-neutral en (S, k) y que para cada

b cH, —®c . Entonces si Z es alcanzable con estrategia replicadora ®Z,
V(S Z,M) =V (S, Z,.4) = V.

Demostracion. Por hipotesis,

M(S)—1

DX(S) =V + G (8) =V + Y HI(S)-AlS
=0

para todo S € .. Entonces,

M(S)—1 k-1
D#(8)— > H(S)-ANS =V + Y HZ(S)-AXS =V(s),

i=k =0
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Luego,

M(S)—1 M(S)—1
sup | DZ(S) — HZ(S) - AXS| = V27(S) = ff | D?(S)+ —HZ(S)|,
sup (S) ZZ_;Z()Z w (S)=duf | D%(S) ; (S)

de donde se tiene que
Vk<sa Za %) S qu)Z(S) S Kk(s7 Z7 %)

pues —® € S para cada ® € . A su vez, por el Teorema 2.2, V, (S, Z, #) <
Vi(S,Z,.#), lo que implica que

Kk(S?ZV%) = Vk(S,Z,%> = ‘/;:I)Z.

2.4. Caracterizacién de 77

Ahora que ya tenemos a disposicion la definicion de cotas condicionales, vamos a
terminar de caracterizar la estructura del conjunto de precios justos de un derivado
financiero Z. En la Secciéon 2.2 mostramos que bajo ciertas condiciones cada precio
justo debe pertenecer al intervalo [V (So, Z, .# ),V (So, Z, #)] (Proposiciéon 2.1). Tam-
bién vimos que los valores V (So, Z, . #) y V(So, Z, #) coinciden si Z es alcanzable
(Proposicion 2.3). En esta seccion mostraremos que la implicacion inversa también es
cierta, es decir, Z es alcanzable si y solo si V(Sy, Z,.#) = V(Sy, Z, . #). Para ello,
primero definiremos algunas nociones que seran de utilidad.

Consideremos un mercado trayectorial .#Z = . x ¢ y una trayectoria S € ¥,

vamos a notar al conjunto de todas las imagenes de S por 7 con
rg A (S)={H(S): ® = (H°, H) € #}. (2.12)
Ademaés, para cada nodo (S, k) vamos a definir el conjunto
I,(S) = {H,(S): ® = (H°, H) € s} C R, (2.13)

que corresponde al conjunto que contiene todas las imagenes de S por ¢ en la k-ésima

etapa.
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Observacion 2.6. Observemos que si S y S son dos trayectorias distintas de . tal que

S; = S; para todo 0 < i < k, con k < min{M(S), M(S)}, entonces se tiene de la
definicion de estrategia (Definicion 1.2) que Hy(S) = Hy(S) para toda ® = (H, H) €
€. Por lo tanto

I(S) = Ik(S).
También notemos que si k > M(S), entonces I;(S) = {0}.

Vamos a necesitar, no solo en este apartado, sino a lo largo de esta tesis una propie-
dad adicional sobre el conjunto de estrategias. La naturaleza del problema que estamos
estudiando necesita que la eleccion de Hy(S) se decida en la k-ésima etapa independien-
temente de la eleccion que se haya hecho en las etapas anteriores, y que la estrategia
formada por estas sucesivas elecciones pertenezca al conjunto 7. Es decir, para cada
sucesion {u; }ieny con u; € I;(S), debe existir una estrategia ® = (H°, H) € 4 tal que

H;(S) = u;. Bajo estas consideraciones, definiremos la siguiente clase de estrategias.

Definicién 2.8 (Conjuntos de estrategias full). Dado un mercado trayectorial .Z =
S x H, diremos que 7 es full, si

g #(8) = [[ 1(S)

para todo S € ..

Observemos que para cada S € . la inclusion,
rg #(8) C [] 1:(9)
i=0

siempre es verdadera, no asi la inclusiéon inversa. De todos modos, cualquier conjunto
de estrategias % puede ser extendido a un conjunto Z que es full, como explicaremos
a continuacion. .

Para cada eleccion de u € HMS)’ existe una sucesion {®° = (H®Y HH}2, de

i=0
elementos de .7 tal que

u; = H{(S), Vi>D0.

Si definimos ® = (H°, H) con H = {H}};>0, H) = Héo,o) y H? determinado por (1.6),
® resultard ser una estrategia autofinanciada debido a la Proposicion 1.1.

La siguiente Proposicion sera de utilidad.
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Proposicion 2.5. Sea A4 = . x F un mercado trayectorial n-acotado libre de arbi-
traje y no redundante (en el sentido de la Definicion 1.11), con J full. Supongamos
ademds que para cada S € .7 y k > 0, el conjunto I;,(S) = R Entonces

M(S)—1
VS, Z, .4) + H;(S)-AXS — D?(S) >0, (2.14)
i=k
M(S)-1
V.(S,Z,.#) + H;(S) - Af*S — D%(S) <0, (2.15)
i=k

para todo S e S8,k)-

Demostracion. Nos concentraremos en demostrar (2.14), ya que (2.15) se prueba de
forma similar. Probaremos el resultado por induccién hacia atras sobre el indice k.
Consideremos entonces k =n—1y S € . con M(S) > k. Asumiremos sin pérdida de
generalidad que V,,_(S, Z, .#) < +00. Sea

{Ui}iEN g (Vn_l(S, Z, %), +OO)

una sucesion tal que v; — V,,_1(S, Z, .#) cuando i — +o0. Como v; > V,,_1(S, Z, #),
para cada i > 0 existe @) = (H(O’i)’H(i)) € # tal que

v; > Sup VTL(S, Z, e%) - HT(Lle(S) : Afflg] Z V'n,(Sa Z7 'ﬂ) - ngl(s> : Afflg
Séy(s’k)

para todo S e Z(s,n—1)- Entonces

vi+ HP (S) - AX S =V (S, Z,M) = vi + H? (S)- AX S — D?(S) >0

n—

para todo S e Z(sn—1)- Notaremos por §; = Y

n—1

(S). Supongamos que lim inf; ||&;]|4 <
00, entonces existe una subsucesion {&;; };en que converge a algin £ € R?. Entonces
Voi(S, Z, M) + & - A S — D?(S) = .HIJP (Uz‘j +&, AN S - DZ(S)) > 0.
j—4oo
Luego, como I(S) = R, existe ® € 5 tal que H,_1(S) = & Supongamos ahora
que lim inf; [|§;|l¢ = co. Entonces existe una subsucesion {&;; }jen, tal que la sucesion

{—H;ij”d}jeN converge a algiin 77 € R? con ||n||4 = 1. Luego
5

N 1 N N
n-AX S = lim o (vij gAY S DZ(S)> >0
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para toda S € Zsn-1). Como . es libre de arbitraje, el nodo (S,n — 1) es libre de
arbitraje (Teorema 1.1). Entonces se sigue de lo anterior y de la Proposicion 1.9 que

n-AX §=0

n

para todo S e Z(s,n—1)- Luego, como el mercado es no redundante, n = 0. Pero esto es
una contradiccion, ya que ||n]ls = 1. Por lo tanto, (2.14) es valido para k =n — 1.

Supongamos ahora que (2.14) es valido para k + 1, y veamos que también es cierto
para k. Sea S € . tal que M(S) > k. De la misma forma que antes, podemos probar
que para toda S e Ss,r) existe £ € R? tal que

Vi(S, Z, M)+ NS =V (S, Z,.4) >0

para toda S € S s,k)- Ademas, si M(S) = k + 1, entonces Vyi1(S, Z,.#) = D?(S).
Por lo tanto, dado que I,(S) = RY, existe ® €  tal que Hy(S) = £ y (2.14) es valido.
Por otro lado, si M(S) > k + 1, por hipotesis inductiva, para cada S € .% existe PS

tal que

M(S)—1

i=k+1
para toda S € ‘Z(S,kﬂrl)' Como 7 es full, existe una estrategia ® € J tal que Hy(S) =
£y Hy(S) = HP(S) donde S € (8 y+1) Para todo ¢ > k + 1. Entonces tenemos que

M(S)—1
i=k
M(S)—1
i=k+1
para todo S € Z(s,k)- Por lo tanto hemos probado (2.14). O

Si uno puede mostrar que Z puede ser replicado por alguna estrategia &% € 7,
entonces el problema de determinar un precio para Z tiene una soluciéon sencilla: el
precio de Z es tunico e igual a VO‘I’Z. El siguiente Teorema también muestra que los

derivados alcanzables son los tinicos que admiten un tinico precio justo.

Teorema 2.3. Sea .# = . x 7 un mercado trayectorial n-acotado y Z un derivado

financiero. Asumamos que A es libre de arbitraje y que para cada ® € € se tiene
que —P € .
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1. St Z es alcanzable, entonces el conjunto de precios justos para Z consiste de un

solo elemento dado por

Vb — K(SQ,Z, %) - V(So,Z, %)

2. Si Z no es alcanzable y ademds A cumple las hipdtesis de la Proposicion 2.5,

entonces

H<Z) = (K(S()v Z, %)7 V(S07 Z, //))
donde 11(Z) es el conjunto de precios justos para Z .
Demostracion. La primera afirmacion se sigue de la Proposicion 2.3. Para probar la

parte 2., notemos que V(Sy, Z, . #) < V(So, Z, #) debido al Teorema 2.1 y por las
Proposiciones 2.1 y 2.2,

VS0, 2,4 ),V (S0, Z,.#)) C1(Z) € [V(So, Z,.4 ),V (S0, Z, A ).

Entonces solo resta excluir la posibilidad de que los puntos de frontera sean precios

justos. Sabemos a partir de la Proposicion 2.5 que existe ® € 7 tal que
V (S0, Z, M) + G3(S) — D¥(S) > 0

para todo S € (s,k)- Por hipotesis Z no es alcanzable, entonces se sigue que existe
S* € .7 tal que

V(So, Z, M) + G5,(S*) — D?(S*) > 0.
Por lo tanto V (S, Z, .#) no es un precio justo. La prueba para V (S, Z, .#) sale de

forma similar. Por lo tanto, hemos probado el resultado. O






Capitulo 3
Evaluacion de Cotas Minimax

En general, intentar calcular directamente el problema de optimizacion que aparece
en la definicion de las cotas minimax es una tarea complicada. Ademas, la formulacion
del problema no da ninguna pista de cémo construir una estrategia ® que permita
cubrirse del riesgo. Sin embargo, es posible dar una solucion computacional a este
problema usando un método de optimizacion conocido como Programacion Dindmica.

El problema financiero que estamos modelando involucra situaciones en que las
decisiones se toman por etapas. El resultado de cada decision no puede ser predecido,
pero puede ser anticipado antes de que se tome la siguiente decision. Nuestro objetivo
en este capitulo es describir y justificar un algoritmo secuencial que permita calcular
las cotas V(Sy, Z, . #) y V.(So, Z, #). La idea es para cada escenario posible, evaluar
todas las posibles estrategias con el fin de elegir aquella que sea 6ptima para las etapas

siguientes.

3.1. Cotas Minimax Dinamicas

La definicion de las cotas minimax (2.7) y (2.8) permiten determinar el precio justo
de un derivado financiero, pero no son tutiles para su calculo, ya que involucran una
optimizaciéon sobre todo el conjunto de trayectorias y sobre todo el conjunto de estra-
tegias, los cuales pueden ser exageradamente grandes. Entonces, si queremos resolver
el problema, vamos a tener que cambiarlo por uno mas sencillo.

Con el fin de mantener un paralelismo con la teoria de programacion dinamica para
problemas que involucren optimizaciones minimax (Bertsekas (2000)), vamos a centrar

nuestra atencion en hallar una manera secuencial de resolver la cota (2.7). Notemos que
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debido a la Observacion 2.2 si obtenemos una formulacion dinamica para V (Sy, Z, .#),
también la tendremos para V(Sy, Z, ).

Formularemos el problema para el caso de mercados acotados, de esta manera po-
dremos adaptar el calculo del intervalo de precios en un problema de programaciéon

dindmica. Nuestro modelo tiene entonces dos caracteristicas principales:

» un sistema dindmico discretizado por las etapas k = 0,1, ...,n, donde M(S) <n

para todo S € .7,

= una funcién de ganancias
M(S)—1
G*(S)= ) Hi(S) ArS,
=0
que es aditiva a través de las etapas, en el sentido de que la ganancia Hk(S) A?S”
generada en un nodo (S,k) para una trayectoria S € S(s,k) Y una estrategia

® € S se va acumulando a medida que transcurren las etapas.

Bajo estos términos, DZ(S)—G®(S) es la funcién que representa las pérdidas totales
del inversor que vende el derivado Z, para cada estrategia ® € 7 y cada trayectoria
S € ., donde DZ(8S) es el valor terminal del derivado descontado que ocurre al final del
proceso. Nuestro objetivo entonces es hallar V(Sy, Z, .#), es decir, dado un mercado
trayectorial acotado .# = . x 7 y un derivado Z, encontrar una estrategia ® €
que minimice la maxima pérdida dada por

sup [D7(S) — G*(S)] .
ses

Este enfoque minimax suele considerarse como una regla conservativa y pesimista.
La siguiente definicion inductiva sienta las bases para calcular V(Sy, Z, #) por

medio de programacion dinamica.

Definicion 3.1 (Cotas minmax dindmicas). Sea # = . x 7 un mercado trayectorial
n-acotado y sea Z un derivado. Para S € . y 0 < k < n definimos como k-ésima cota
minimazx dindmica superior al valor
inf  sup  [Upsi(S', Z, 4) — Hi(S) - ALS] si k< M(S),
o de S'eH(s k)
Ui(S, Z,.#) = pz(s) si k= M(S),
0 si k> M(S).



3.1 Cotas Minimax Dinamicas 55

También definiremos como k-ésima cota dindmica minimaz inferior al valor

Qk(s> Z> %> = _Uk(sa _Za %)

Observacion 3.1. Dado que Uy(S, Z,.#) v Uo(S, Z,.#) solo dependen de (Sy, Wp),
adoptaremos la notacion U(Sy, Z, .#) y U(Sy, Z, #), respectivamente.

La introduccion de las cotas dindmicas puede ser explicada usando un principio
de optimalidad. En particular, supongamos que nos encontramos en un nodo (S, k) y
consideramos el subproblema de hallar el valor de (2.10). Si ® € JZ es la estrategia
optima que realiza V (S, Z, .#), entonces ® también debe ser la estrategia que realice
Ui(S,Z, #). La cota dinamica (3.1) expresa intuitivamente claro el hecho que dado
un nodo (S, k) se debera elegir una estrategia ® € J# tal que Hy minimice el maximo
sobre todas las trayectorias S’ € .#(g ) de la suma del costo propio de la etapa, mas el
costo 6ptimo del subproblema que comienza en la etapa k£ + 1. Vamos a probar en esta
seccion que, bajo ciertas condiciones, U(Sy, Z, .4 ) coincide con el valor de V(Sy, Z, ).

Una de las desigualdades siempre es valida, sin necesidad de asumir ninguna hipo-

tesis adicional.

Teorema 3.1. Sea A4 = ./ x S un mercado trayectorial n-acotado y sea Z un

deriwado financiero. Para 0 < k <n, la inecuacion
Uw(S, Z,.4) <V (S, Z,.4), (3.2)
se mantiene verdadera para todo S € . tal que M(S) > k.

Demostracion. Lo demostraremos por induccion hacia atrés sobre el indice k. Consi-
deremos primero k =n — 1. Si 8 € . con M(S) > n — 1, toda S’ € Hg ) satisface
M (S’) = n. Entonces, se sigue de (2.7) y de la Definicion 3.1 que
Vi(S,Z,#4) = inf sup [D?(S)— Hi(S) A)S| =Uk(S, Z, M).
bet S’Gy(s’k)
Asumamos ahora que (3.2) es cierto para k y consideremos cualquier nodo (S,k — 1)
con M(S) > k — 1. Sea ® € S fija, entonces para toda S' € s ,—1) con M(S') =k

tenemos

n—

Un(S, Z, M) — Hp1(S) Ay S = D?(S) - H;(S") - AFS' <
i=k—1
n—1
< sup  |DA(S) - ) Hi(S)-AYS (3.3)
S/Ey(s,kfl)

i=k—1
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ya que H;(S") = 0 para todo i > k. Supongamos ahora S’ € sy con M(S') > k.
Entonces, se sigue de la hipotesis inductiva,

n—1

Un(S', Z, M) <V (S, Z,#) = inf sup [DZ(S”) — ZHZ'(SN) CAXS”

veH
S"€S s k) i—k

Por lo tanto, para ®* € 57,

Uk(S/’ Z, /l) - HI:—l(S) ’ A?—lsl <
n—1
< inf  sup [DZ (S") — ZH (S")- AXS”

T de#
Slley<s/ k) Z k

~H{L(S)-AF, S <

B n—1
< sup DZ(S”)—ZH*(S”) AXS"| — H (S)-Af S <
S”Ey(sl k) | i=k
< Sup Sl/ S// A%XS”
< sup |D#(S) - Hi( NAXS (3.4)
S'€S(sk-1) i=k—1

La tltima desigualdad es valida pues .#(s/ 1) € #(sr—1). Por tltimo, de (3.3) y (3.4) se

sigue que
n—1
sup  [Ux(S, Z,.#) — Hy (S)-AY,S] < sup  |DZ(S)— Y Hi(S)-ASS
S’Gy(s’k) S/Ey(s’k) i—k—1
y como ®* € JZ fue elegido de forma arbitraria, se sigue (3.2). O

Del Teorema se desprende inmediatamente el siguiente Corolario.

Corolario 3.1. Sea A4 = . x F un mercado trayectorial n-acotado y sea Z un

deriwado financiero. Para 0 < k <n, la inecuacion
se mantiene verdadera para todo S € . tal que M(S) > k.

Demostracion. Utilizando el Teorema 3.1 para el derivado —Z, y multiplicando por —1
ambos lados de la desigualdad, se sigue de la Definicion 3.1 y de la Observacion 2.2

inmediatamente el resultado. O
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A continuacién veremos que las cotas dinamicas mantienen muchas de las pro-
piedades que valen para las cotas condicionales. El primer resultado representa el
analogo dinamico de la condicién O-neutral, el cual serd de utilidad a la hora de

demostrar que las cotas dindmicas se comportan de la manera esperada, es decir,
U(S,Z,.4) <UxS,Z, ).

Proposicion 3.1. Sea # = ./ x 7 un mercado trayectorial n-acotado y Z > 0 un
derivado financiero. Si .7 es localmente 0-neutral, entonces para cualquier S € % y

0 <k <n se tiene que
1. Uw(S, Z,.#) > 0.
2. U(S,Z=0,4)=US,Z=0,.4) = 0.

Demostracion. Para demostrar 1. haremos induccion hacia atrés sobre k. Para k = n,
de la definicion de las cotas dindmicas tenemos alguna de las siguientes posibilidades

para cualquier S € .%:

= Si M(S) = n entonces

pues Z(S) >0y S° > 0.
» Si M(S) < n, entonces U, (S, Z,.#) = 0.

Supongamos ahora que Uy, (S, Z,.#) > 0 para algin 0 < k < n — 1 y cualquier
S'e 7. Sea S €., si M(S) < k entonces, como antes, tenemos que

Uk(S,Z,//) = Zéf) Z 0o Uk(S,Z,%) =0.
k

Por otra parte, si k& < M(S), dado que .#(gx) es un nodo O-neutral, se sigue de la
Proposicién 1.9 que para toda ® € 77

sup [—Hi(S) - AFS] > 0.
S'€S(s,k)

Entonces de la hipotesis inductiva se tiene que

sup  [Upi(S', Z, 4) — Hy(S) - A S'] > sup  [—Hi(S)- AFS'] >0
S'€X (s 1) S’€H(s k)
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para toda ® € . Por lo tanto U (S, Z,.#) > 0.
Para 2. vamos a asumir primero que M (S) < k, entonces de la Definicion

Uw(S,Z =0,.4) = 0.

Por otra parte, si M(S) = k tenemos que

Z(8)

=0.
Sy

Uk(S,Z =0,.4) = D*(8) =
Por tltimo para M (S) > k se sigue del Teorema 3.1 y del item anterior que

Ademas, como .¥ es localmente O-neutral, se tiene del Teorema 1.2 que .# es con-
dicionalmente O-neutral en (S, k). Entonces V(S,Z = 0,.#) = 0, y, por lo tanto,
Uw(S,Z=0,.#4)=0. O

Continuando con la analogia de propiedades entre las cotas globales y las cotas
dindmicas, vamos a mostrar el anidlogo del Teorema 2.1. Para ello probaremos primero

la subaditividad de las cotas dindmicas.

Lema 3.1. Sea A4 = . x 7 un mercado trayectorial n-acotado tal que € es cerrado

bajo la suma de sus elementos. Si Z1 y Zy son dos derivados financieros, entonces
Uk(SaZI—{_ZZa%) SUk(SaZh'%)_FUk(S?ZQ?%) (36)
para toda trayectoria S € .7 .

Demostracion. Sea S € .. Probaremos el resultado por induccién hacia atras. Consi-

deremos primero el caso k = n, entonces si M (S) < n,
0=Ux(S,Z1 + Zy, M) < Ui(S, Z1, M) + Ui(S, Zo, #) =0+ 0= 0.

Ahora, si k = M(S), se tiene que

_ Zi(8) + Z(8) _ Z1(5)+Zz(s)

Uk(S7ZI+Z27%) - S]g - Sg Sg :Uk<sazlaﬁ)+ﬁk(s7227%)

Asumamos entonces que (3.6) es valido para algin 0 < & < n—1y cualquier S e ZSk)-

Si k > M (S) entonces se prueba igual que antes que

Ui(S, Z1 + Zy, M) < U(S, Zy, M)+ Ui(S, Zo, M).
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Sean @' y ®? dos elementos de 7, entonces ®! + &2 € . Por lo tanto si k < M(S)

tenemos que

Uk(SaZI_’_Z??%) S sup Uk-&-l(SaZl—l—Z%%)_(Hli(s)_’_ng(S))Ai(’g} S

Se&”(s,k)
< sup |Upsi(S, Zy, M) — HHS) - AXS + Uyt (S, Zo, M) — HX(S) - Agfé} <
gECV(SJC)
_sup [Ukﬂ(S, Zy, M) — Hi(S) - AkX‘g} + sup [Uk-i-l(ga Zy, M) — H(S) A?S]
SE,Y(S,,C) Se'y(sak)

Luego, como ®! y ®2 son elementos arbitrarios de J#, se sigue que
Uk(s7 Zl + Z27 %) < Uk(sv 217 '%) + Uk(s7 ZQy %)
]

Teorema 3.2. Sea M = . x € un mercado trayectorial n-acotado y sea Z un

derivado financiero. Si . es localmente 0-neutral, entonces

para cualquier S € 7.

Demostracion. Sean Zy = Z'y Zy = —Z. Del Lema 3.1 y de la Proposicion 3.1 se sigue

que
0=Ux(S,0,.4)=Ui(S,Z+ (~=2), 4) <U(S, Z, M) +U(S,~Z, H).

Entonces
Qk(svza '%> = _Uk(s7_Z7‘%) < Uk(S,Z, %)

]

El siguiente Corolario muestra que las cotas dindmicas coinciden en el caso de que
Z sea un derivado alcanzable, de la misma forma que sucede con las cotas minmax

(Proposicion 2.3). Ademas, resultan ser iguales a las cotas minimax.

Corolario 3.2. Sea # = ¥ x F un mercado trayectorial n-acotado tal que &
es localmente 0-neutral. Sea (S,k) un nodo del mercado y Z un derivado financiero

alcanzable mediante la estrategia ® € 3 y —d? € . Entonces

Kk(saza %) = Qk(saza '/l) = Uk(S,Z, %) = Vk(S,Z, %)
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Demostracion. De los Teoremas 3.1 y 3.2, se sigue que
VS, Z, M) <US,Z, M) <Uy(S,Z, M) < Vi(S,Z, M).
Luego, de la Proposicion 2.3 concluimos que

Vi(S, Z, M) =US, Z, M) =Uy(S,Z, M) =V(S, Z, H).

3.1.1. Formulacion Dinamica

Como mencionamos antes, estamos interesados en obtener la igualdad de la inecua-
cion (3.2) también cuando Z no es alcanzable. Para lograr este objetivo sera necesario
introducir algunas cuestiones técnicas relacionadas con la formulaciéon del problema, y
la validez del algoritmo dinadmico.

Recordemos que una vez que el inversor adopta una estrategia ® € 7, a partir
de que se observa un estado (S, k) (se lleg6 a una etapa k por una trayectoria S), se

producen la siguiente sucesion de hechos:
1. El inversor observa Sy y aplica Hy(S).
2. Se llega a la proxima etapa, donde ocurre (S, k+1), con Se S k)-

3. Se tiene la pérdida/ganancia Hy(S) - AXS y se acumula junto a la de las etapas

anteriores.

4. En el caso que M(S) = k+1, el valor descontado del derivado DZ(S) se acumula
al valor anterior y el proceso termina. En caso contrario, se repite la sucesion de

eventos anteriores para la proxima etapa.

Para cada etapa, debemos formular el proceso anterior en los términos matematicos
adecuados. Una de las mejores ventajas que tiene programacion dindmica es que su
aplicabilidad no depende, en general, de la naturaleza del problema. Los resultados
clasicos sugieren que las variables de control son elegidas en cada etapa de forma
independiente de un conjunto dado que depende del estado en que se encuentre el
sistema. Entonces vamos a necesitar que la eleccion de H(S) se decida en la k-ésima
etapa independientemente de la eleccion que se haya hecho en las etapas anteriores, y

que la estrategia formada por estas sucesivas elecciones pertenezca al conjunto 7.
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Es decir, libraremos al inversor de elegir una estrategia a tiempo 0 y seguir dicha
estrategia estrictamente, y le permitiremos que decida que estrategia usar en cada nodo
segin su conveniencia. De esta forma, la decision en un nodo (S, k) no depende de las
decisiones anteriores, o sea, no depende de Hy 1, Hy o, ..., Hy. Pero, en contrapartida,
depende del nodo, y el nodo guarda informacién sobre el pasado. Por lo tanto, la
eleccion de H(S) sigue dependiendo de la informacion del pasado.

Notemos que la propiedad full sobre el conjunto de estrategias (Definicion 2.8)
contempla este grado de libertad. Un conjunto de estrategias full estd dado por el
producto cartesiano de los conjuntos que contienen todas las imagenes de S por 7
en cada etapa. Esto implica que no es necesario fijar la estrategia a seguir en el inicio
del proceso, sino que permitird elegir una estrategia diferente en cada paso, ya que la
estrategia resultante sera de todos modos una estrategia del conjunto.

Mostraremos a continuacion que la igualdad en (3.2) vale para un mercado acotado

con un conjunto de estrategias full.

Teorema 3.3. Sea # = . x J un mercado trayectorial n-acotado, con F€ full
y sea Z un derivado. Supongamos, ademds, que para cada S € & con M(S) > k,
Vk+1(S, Z, M) > —o0 para todo Se S (s,k), entonces

Vi(S, Z, M) =U\(S,Z, M). (3.8)
Ademas, si Kk+1(S, Z, M) <+ para todo Se Ssk), entonces

Vi.(S, Z, 4)=U,S,Z, ). (3.9)
Demostracion. Debido al Teorema 3.1 solo necesitamos probar

Vi(S, Z, #) <ULS, Z, ). (3.10)

Demostraremos este resultado por induccién hacia atras. Sea k =n—1y S € .7 tal
que M(S) > n — 1, entonces de las Definiciones 2.7 y 3.1 se tiene que
VS, Z..#) = if sup [DZ(S) — Hy(S)- Agfﬁ] — TW(S, Z,.4).
Hex Sc.v
MED

Supongamos ahora que (3.10) es valido para k+1 y cualquier S €. con M(S) > k+1.
Veamos que también es cierto para k. Sea ® € # y S € S s,k tal que M(S) > k+ 1.
Entonces por hipétesis inductiva

M(S)-1
Vier(S,Z,#) = inf  sup |D*(S)— > H/(S) - AXS| <Up(S,Z..4).

(8,k+1) i=k+1
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Como VkH(S, Z, M) > —o0, dado € > 0, existe ¢ € 2, tal que

M(S)-1
Csup [DF(S)— > HI(S)-ASS| < V(S Z, M) + £ U (S, Z,.M) + e
Sey(S,Iﬁq) i=k+1

Por lo tanto,
M(S)—1
sup  [DZ(S)— > HI(S)-AXS| — Hy(S) AYS <

S€ (5 1i1) i=k+1
<Upa(S,Z,4) — Hy(S) - AXS +¢. (3.11)

Como S es full, existe & = (ﬁo,f]) e A tal que H, = H, vy H; = H;. Se sigue
entonces de (3.11) que

M(S)—1
DX8)— Y H(S)-AXS < sup [Uk+1(s,z,///) —Hk(S).Agfé] +e (3.12)
i=k SE€ES(s,k)

Sea ahora S € .% con M(S) = k + 1, entonces

M(S)-1
Upsr(S, Z, 4) — Hy(S) - AXS = D?(S) — 7,(S) - AXS
i=k
Por lo tanto
M(S)—1
DZ(S) - Hi(S) - AXS < sup |Upen(S, Z, ) — Hi(S) - Asz] +e (3.13)
i=k SeS (s k)

Por tultimo, como S € .7 fue elegido de manera arbitraria, se sigue de las ecuaciones
(3.12) y (3.13) que

inf sup |D?(S)— Hi(S) - AXS| <
< sw [Ton(S,2,.4) — H(S) - AFS] + 2,
Sef(syk)

y entonces, dado que ® € 7 también fue seleccionada de forma arbitraria

Vi(S. Z,.#) < if sup [Uk+1(s,z,///)—Hk(S)AkX(S)}+g<
(beijEY(s’k)

< U}JS,Z,%) + €.
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Como la desigualdad anterior vale para cualquier € > 0, entonces probamos final-
mente (3.10). Ademas, si Kk+1(S,Z,///) < +oo para todo S € Z(s,k), entonces
Vk+1(s’ —Z, M) > —o0 para todo S e S(s,k)- Luego, se sigue de lo anterior que

Vi(S,~Z, M) =ULS,~Z, M).
Por lo tanto,
Kk(s7 Z> %) = Qk(s> Z> %)
O]

La hipotesis Vk+1(§,Z, M) > —oo para todo S € s,k es fundamental. Una
de las posibilidades para que se cumpla, por ejemplo, es que exista una estrategia
o = (H, H') € A tal que realice el infimo, es decir

M(S)—1
Vk+1(s> Z, M) = sup Dz(s) - Z HJ(S) ’ AZXS'

S€X (8 k41) i=k+1

De forma anéloga, la hipotesis KkH(Q, Z, M) < +o0o para todo S e S(s,r) €s cierta si
existe ®+ = (HOL, HY) € A tal que realice el supremo, es decir

M(S)—1
S€S (8 k11 i=k-+1

Otra posibilidad es que el derivado sea acotado por funciones afines.

Corolario 3.3. Sea A4 = . x F un mercado trayectorial localmente 0-neutral n-
acotado, con F full, tal que toda estrategia constante es un elemento de 7. Conside-

remos Z un derivado financiero tal que

Z(S) > a- Sus) + aS](\)J(S), (3.14)
para toda S € .7, con a € R y o € R, entonces

V(So, Z, M) =U(Sy, Z, H). (3.15)

Si, ademds,

Z(8) <b- Sus) + ASNs). (3.16)

para toda S € .7, para algin b € R? y B € R, entonces

V(So, Z, M) = U(So, Z, M). (3.17)
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Demostracion. Se sigue de (3.14) que
DZ(S) >a- X(SM(S)) + «.

para toda S € .. Entonces para cada nodo (S, k) y d € A se tiene que

M(S)—1
sup | DZ(S) — Hi(S)-AXS| >
SE,V(S’,C) i=k
[ M(S)-1
> sup |a-X(Sus)+a— Y H(S)-AFS| =
SeS(s k) i i=k
[ M(S)-1 M(S)—1
= sup |a-X(Sp)+a-+ Z a-AXS — Z Hi(S)-AXS| =
S€S(s,k) i i=k i=k
M(8)—1
=a-X(Sk)+a+ sup |— Z (Hy(S) —a) - AFS| >
SE€S(s,k) i=k
M(S)—1
>a-X(Sy)+a+ imf sup |- Z Hi(S)-AXS| =a-X(S) +a,
ext QG,V(S,k) i=k

pues .# es condicionalmente O-neutral en (S, k) (Teorema 1.2). Como ® fue elegida
arbitrariamente se sigue que V (S, Z, .#) > —oo para todo nodo (S, k). Por lo tanto

del Teorema 3.3 se sigue (3.15). Supongamos ahora que (3.16) es cierta. Entonces
~Z(S) = b Sus) — BShs)-

Luego se sigue de lo anterior que V(Sy, —Z,.#) = U(Sy, —Z, .#), de donde se sigue
(3.17). O

La hipotesis de acotacion del derivado enunciadas en el Corolario anterior no son
tan restrictivas en general. Por ejemplo, cualquiera de los derivados que presentamos
en el ejemplo 2.2 tienen la propiedad de ser derivados positivos, y por ende, cumplen

con la condicion (3.14). Llamaremos a esta clase de derivados como derivados minimax.

Definicién 3.2 (Derivado Minimax). Sean a,b € RYy o, 8 € R. Dado A4 = . x A
un mercado trayectorial n-acotado y Z un derivado financiero sobre .. Diremos que

Z es un derivado minimax inferior si
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De manera similar, diremos que Z es un derivado minimax superior si

Si Z es un derivado minimax inferior y superior a la vez, simplemente lo llamaremos

derivado minimaz.

3.2. Envolvente Convexa

Los ultimos resultados de la secciéon anterior sugieren un algoritmo iterativo para
resolver el problema minimax que aparece en las cotas (2.7) y (2.8) para un mercado
trayectorial # = . X € con  un conjunto de estrategias full. Ademas nos dicen
un poco mas: por medio de este mismo algoritmo podemos construir una estrategia
Optima que resuelva el problema global, calculando en cada nodo (S, k) la cota dinamica
correspondiente. Desafortunadamente, se conocen pocos casos de soluciones cerradas
para estos problemas. Una solucion computacional requiere de un esfuerzo muy grande,
va que en cada nodo (S, k), para cada estrategia ® € 7 se debe calcular un méaximo
sobre todas las trayectorias Se s,k Y luego elegir el mas pequeno de esos maximos.

De todas formas, el Teorema de Weirestrass (Teorema A.11) nos da algunas pistas
de cuando podremos encontrar valores finitos para las cotas dinamicas. Dado un nodo
(S, k) tal que I;(S) = R? podemos definir la funciéon G : R? — R U {400} dada por

G(u) = sup Upir(S, Z, M) —u- AES| .
SeS(sx)

Esta funcion resulta ser convexa y semicontinua inferior ya que es el supremo de fun-
ciones afines (Teorema A.6). Encontrar el valor de la cota dinamica Ux(S, Z, .#) se
traduce entonces en buscar el minimo de la funcion G. Si, por ejemplo, G es coerciva
(Ver Definicion A.12), se sigue del Teorema de Weierstrass que el conjunto de mini-
mos de G es no vacio y compacto. Por lo tanto, debe existir un R > 0 tal que buscar
minimos en I (S) es lo mismo que buscarlos en el conjunto {u € R? : ||u|lq < R}. En
Ferrando et al. (2014) mostramos que para el caso d = 1, la funcion G es coerciva bajo
la hipotesis de que el nodo (S, k) sea libre de arbitraje.

En esta seccion presentaremos un método para calcular las cotas dindmicas
Ui(S, Z,.#) utilizando otras herramientas provenientes del anélisis convexo. En lo
que sigue trabajaremos sobre mercados trayectoriales con conjuntos de estrategias full.

Debido a como estd desarrollada la teoria de convexidad vamos a obtener resultados
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para la cota dinamica inferior U, (S, Z, .#). Recordemos que teniendo la cota inferior

podemos obtener la cota superior por medio de la relacion
U (S, Z, M) =—~ULS,~Z, ).

El hecho de asumir conjuntos de estrategias full nos permite trabajar con una version
simplificada de la cota inferior, es decir, dado S € .’ con M(S) > k, la cota dindmica

inferior toma la forma

Ui(S, Z, M) = sup inf |U, (S, Z, M) +u-ASS|, (3.18)
u€ly (S) SGy(S’k)

donde
I(S) = {H,(S) : ® = (H°, H) € #} C R

El objetivo de esta seccidon serd encontrar un procedimiento alternativo para calcular
el valor de (3.18).
Notemos primero que la cota (3.18) podria tomar valores infinitos. Una manera

sencilla de evitar esta situacion es trabajar con derivados minimax.

Proposicion 3.2. Sea A = ./ x 7€ un mercado trayectorial n-acotado tal que Ix(S) =
R? para todo S € . y k > 0.

1. Si Z es un deriwado minimaz inferior, entonces
a-X(Sy)+a<U,S, Z ), (3.19)
para todo S € . con M(S) > k.

2. Si Z es un deriwado minimax superior, entonces

Un(S,Z,.#) <b-X(S) + 6, (3.20)
para todo S € . con M(S) > k.

Demostracion. Probaremos 1. por induccion hacia atras. Notemos primero que si Z es
un derivado minimax inferior, entonces
DZ(S) > a- X(S,) +a.

Si k=mn,sea S €. con M(S)=n, entonces

U,(S,Z,.#) = D?(@S) >a-X(S,) +a.
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Supongamos ahora que (3.19) es verdadera para k + 1, y veamos que también es cierta
para k. Sea S € . con M(S) > k. Por un lado, si M(S) = k se tiene que

U(S,Z,.#) = D*(S) > a- X(Sy) + .
Por otro, si M(S) > k, se sigue de la hipotesis inductiva que

U.S,Z,.4) = sup int [Qk+1(é,z,///)+u-A§S]z

u€lL(S) SGy(s,k)

Y]

sup  Inf [a X (Sp1) +a+u- Akxé} >
uGIk(S) Sey(s,k)

Z . inf |:CLX(;§]€+1)+OJ—G/A‘]§S:| =
SGY(S’;C)
= a- X(Sk) + «.

Por lo tanto
a - X(Sk) + S Qk(S,Z,%),

para todo S € . con M(S) > k.

Para mostrar 2., asumamos que Z es un derivado minimax superior, entonces
—Z(8) > —b- Sws) — BSirs)-
Luego, se sigue de 1. que
b X(Sk) = B < Uy(S,—Z, ).
Por lo tanto, se tiene de la Definicién 3.1 que
Uw(S, Z, M) = ~U(S,~Z,.#) >b- X(S) + f5.
O

Antes de presentar los resultados, necesitamos definir una funcién auxiliar que sera

de mucha ayuda. Dado S € . y k > 0 vamos a definir para cada x € R? el conjunto
Fsm (@) ={S = (S, W,m) € s : X(Sk1) =2} € Hs ),
y la funcion g : R = RU {oco} dada por
imf U, (S, Z,4) si € X(Zk(S))

Isp(r) = S/sm@) , (3.21)
+o0 siox ¢ X(Zk(S))



68 Evaluacion de Cotas Minimax

donde X;(S) es el conjunto definido por (1.12). Observemos que si QkH(S, Z, M) < 0

para todo Se S(s,k), se sigue inmediatamente de la definicion de g(s ) que
{reR?: g (x) < oo} = X(2k(S)).

Debido al Teorema 3.2 y a la Proposicion 3.2, esta situacion puede darse, por ejemplo,
cuando .# es un mercado localmente O-neutral y Z es un derivado minimax superior,
ya que

Upi(S, Z, M) <TUii(S, Z, M) < +00.

La Proposicion que sigue sera de utilidad.

Proposicion 3.3. Sea A4 = . X F un mercado trayectorial n-acotado y Z un deri-
vado financiero. Supongamos que para algin S € ¥ y k > 0 existen a € R* y a € R
tal que

a- X(§k+1) +a< Qk+1(gv Z, M)

para todo S e S(s.k)- Entonces
a-z+a < gsp(r)
para todo x € RY.

Demostracion. Supongamos que (S, k) es un nodo del mercado .# tal que existen

a € RYy o € R tal que
a-X(Spr1) +a<U, (S, Z,.4)
para todo S € Ssk)- Sea x € RY, si z € X (Z4(8)) se sigue que

gk (x) = inf Qkﬂ(g,Z,,///) >q - X(S’k+1) +a=a -+ a.
SGY(S’k)(:c)

Por otra parte, si z ¢ X (2x(S)),
+00 = ggp(®) >a-x+ .
Por lo tanto, se sigue el resultado. O

En la siguiente Proposicion utilizaremos la nociéon de conjugada o funcion dual de

una funcion (Definicion A.10).
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Proposicion 3.4. Sea A = . x F un mercado trayectorial n-acotado y Z un de-
rivado financiero. Consideremos S € . y k > 0 tal que k < M(S) e I(S) = RY,
entonces

gzg,k) (ZES) = Qk(su Z7 %)7
donde xs = X (Sk).
Demostracion. Sea S € . y k > 0. Calculemos primero la biconjugada de la funcion
g(s,k)- De la Definicion A.10 se sigue que

Iisw(u) = sup [u- 2 — g (L),

Z€Rd

para todo u € R?. Luego, para cada x € R,

9($ 1) (r) = sup [u - T — 9?5,/&)(“)} = sup |u-x — sup [u T — g(s ) (i)}
u€Rd u€Rd ZER?

= sup Inf [gex(®) —u- (2 —2)] =sup inf [gswm(@)+u-(&—2)].

ueRd ZeR4 ucRa ZeR4

La tltima igualdad se sigue debido a que si u € R?, entonces —u € R%. Veamos ahora

que g5 4 (zs) = Ui(S, Z, A). Asumamos que x € X (2Zx(S)), entonces
9. (1) < Ur (8. Z,.4), V8 € Hsu(@)-

Ademés, © = X (Sky1) para todo S = (S, W, 1) € Lsx(x). Luego, para cada u € R
se tiene que

A

g (@) Fu-(x—as) <Upi(S, Z, M) +u- (X(Sky1) — X(Sk)).
Por lo tanto,

1 Ay — < Q . G _
xexl(gi(s)) lgsm(@) +u-(z—as)] <UL (S, Z, M) +u- (X(Sp1) — X (Sk)),

para todo S € S(s,k), de donde

inf r)t+u-(r—2xg)| < inf [U S,Z,./// —|—u‘AXS’}.
2EX(S(S)) [965.0() (v = s)] S s T ) g

Por otra parte, dado que X (24(S)) C R?, se sigue que

tnf (w—wg)] < f S —
nf (9.0 (2) +u- (z—2g)] < L. (9.0 (2) +u- (z—zs)],
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y entonces

inf [g(SJc) () +u-(z— xs)} < inf [QkJrl(Sa Z, M)+ u- Ai(g

x€R4 S’Ey(s’k)
para toda u € R?. Por lo tanto

gsm(rs) = sup inf [gem (@) +u- (v —as)] <
ueRd zER4

< sup inf [QkH(S,Z,.///)—i—u‘AkXS'}g

ueR SES (s 1)

< ULS.Z ). (3.22)

Para demostrar la otra desigualdad, consideremos = € X (24(S)) arbitrario y el con-
junto s k) (z) C < (s,k)- Entonces para cada u € R tenemos que
Cif (U (8,2 4) +u-AFS] < if [Qk+1(S,Z, M)+ Akxé} -
SGy(Sﬂk) 567(5,1@)(93)

= it (U (8,20 4w AYS =
SEY(S’k)(m)

= gsp() tu-(z—2s),
pues AXS = X (Sy1) — X(S)) =  — xg para todo S € Zs.k)(2). Como z € X(X,(S))
fue elegido arbitrariamente, se sigue que

inf (U, (S, Z, 4)+u-AXS| < inf x)+u-(r—uag)|.
SES (s, [_kﬂ( ) F ] z€X (SK(8)) [g(s’m ) ( S)]

Por otro lado, como g(s k) (x) = oo para cada x ¢ X (2x(S)), se tiene que

nf (z —2s)] = if (3 — 28)] -
ey 8000220 = o) - ]

Por lo tanto
US,Z, #) = sup inf [Qk+1(S,Z,///)+u-A§S']
u€ERE SES (s k)

< sup Inf [gem (@) +u-(z—ag)] = 9is ) (Ts). (3.23)
uweR rER ’

Entonces de (3.22) y (3.23) se sigue la igualdad buscada. O

Como la funcion g es una funcion definida sobre R? que toma valores en
RU{+o0} tenemos a disposicion toda la teoria del anélisis convexo para poder obtener
resultados que ayuden al calculo de las cotas minimax. El hecho de que la doble con-
jugada de g(s ) coincida con la cota dindmica nos da la siguiente simplificacion, que
involucra la envolvente convexa (Definicion A.8) y la envolvente semicontinua inferior

(Definicion A.9) de g(s k).
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Teorema 3.4. Sea .# = . x 7 un mercado trayectorial n-acotado y Z un derivado
financiero. Consideremos una trayectoria S = (S,W,m) € . y un entero k > 0 tal

que m > k con las siguientes propiedades,

» (S, k) es un nodo libre de arbitraje con I;(S) = R,
» existen a € R y o € R tal que
a- X(Skp1) + @ < Uy (S, Z,.4) < 400

para todo S e Ss)-

Entonces
d+1 d+1
=1 =1

(3.24)
donde Agr1 = {( M, Moy, darn) s N >0y SN =17,

Demostracion. Consideremos S = (S, W, m) € . y k > 0 cumpliendo las hipotesis del

enunciado. Se sigue entonces de la Proposicion 3.3 que
gsp(T) >a-v+ o

para todo z € RY. Luego, del inciso (3) del Teorema A.10 junto con la Proposiciéon

anterior tenemos que
Un(S,Z,.4) = gzg,k)(xS) = ?(S,k) (zs),

donde rs = X(Sk) vy g°sx) es la envolvente semicontinua inferior de la envolvente
convexa de g(s ). Por otra parte, como QkH(S, Z, M) < oo para todo S e S8k se

tiene de el Lema A.1 que
{z e R?: 9(sy(x) <0} =co{x € R : g p(z) < 00} = co X(Zk(9)).

Entonces, como (S, k) es un nodo libre de arbitraje, sabemos de la Proposicion 1.11 que
s € ri(co X (Xx(S)), y entonces se sigue del Teorema A.9 que g%s 1) (Ts) = g(s 1) (Ts)-
Ademés se tiene a partir de la Proposicion A.9 que gf&k) > —o0, por lo tanto, del
Teorema A.8 obtenemos que

d+1 d+1

U,(S,Z, M) = inf {Z Nigsm (i) : > Aiwi = X(Sp), A € Ad+1} :
=1 =1
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donde Agi1 = {(A1, Aoy, Ags1) s Ay >0y Zdﬂ A; = 1}. Luego, como gs x)(Z) = oo
siz ¢ X(2k(S)), se tiene que
d+1 d+1
UL(S,Z, %) = 1nf{2)\zg(s;€) x;) :x; € X(Zk(S Z)xxl— )\GAd+1}
=1
[

Notemos que para que valga el Teorema anterior en un nodo (S, %) del mercado
son necesarias hipotesis sobre el valor de U, +1(S,Z, M) para cualquier trayectoria
S e (s,k)- Es 1til entonces preguntarse si existe alguna hipotesis sobre el mercado o
el derivado financiero que las aseguren. El siguiente Corolario da una respuesta a este

planteo.

Corolario 3.4. Sea A/ = . x 7 un mercado trayectorial n-acotado libre de arbitraje

tal que I;(S) = RY para todo S € .7 y k > 0. Si Z es un derivado financiero minimax

entonces
d+1 d+1

U(S, Z, ) = mf{Z)\ZQSk () : x; € X(Zk(S Z)\mz— )\EAd+1}
=1

para todo S € .7 y k >0, donde Agy1 = {( A1, A2y -y Agp1) : A >0y Zd+1)\ =1}.

Demostracion. Notemos que si el mercado .# es libre de arbitraje, entonces se sigue
del Teorema 1.1 que todo nodo (S, k) es libre de arbitraje. Ademas, se tiene de la

Proposicion 3.2 junto al Teorema 3.2, que existen a,b € R? y a, 3 € R tal que
X(Sp)+a<US,Z, #) <b-X(Sk)+ [ < +o0,

para todo S € % con M(S) > k. Por lo tanto, aplicando el Teorema 3.4 se tiene el
resultado. []

El valor de cada cota dindmica en un nodo (S, k) estd sumamente condicionada por
la condicion local del nodo en cuestion. El siguiente resultado muestra que si (S, k) es
un nodo de arbitraje en el sentido de la Definicion 1.10, podemos achicar el conjunto

(3.24) en donde buscar las soluciones para las cotas dinamicas.

Teorema 3.5. Sea .# = . x 7 un mercado trayectorial n-acotado y Z un derivado
financiero. Consideremos una trayectoria S = (S,W,m) € . y un entero k > 0 tal

que m > k con las siguientes propiedades,
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» (S, k) es un nodo de arbitraje con I;,(S) = R4,
» ezisten a € R y o € R tal que
X(Sp41) +a < Qk+1(s> Z, M) < +0
para todo S € s k)
= [a funcion Y(s ) €s semicontinua inferior.

Entonces si X (Si) € co X (Xx(S)) existe b € R? tal que

d+1 d+1

U(S, Z, ) = 1nf{ZAzgSk x;) Z)\m,— Sk), x; € Hy, )\EAd+1}, (3.25)

donde Ngr1 = {( M, das - s dan) M >0y SN =1}y
Hy, = {z € X(Z1(S)):b-x=b-25} CR% (3.26)

En particular, si 0 es un punto extremo de co AXZSJC), en el sentido de la Definicion

A.5, entonces
U(S, Z,.4) = int {Q,m(é, Z.M): S e Z&k)(xs)} .
Ademds, si X (Sy) ¢ co X(Xk(S)) entonces U, (S, Z, #) =

Demostracion. Consideremos S = (S, W, m) € . y k > 0 cumpliendo las hipotesis del

enunciado. Se sigue entonces de la Proposicion 3.3 que
gsm(x)>a-v+a

para todo = € R?. Luego como Y(s,x) s semicontinua inferior, del inciso (3) del Teorema

A.10 junto con la Proposiciéon 3.4, tenemos que

Un(S,Z,.4) = g?g,k) (zs) = g(CS,k)(xS)a

donde zg = X (Sk). Ademés se tiene a partir de la Proposicion A.9 que Yis g > —00,

por lo tanto, del Teorema A.8 obtenemos que

=1

d+1 d+1
Qk(S7Z7'ﬂ> lnf{z)\zg(Sk) xz) $Z€X Ek kaz: )\eAd—H}
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donde Agi1 = {( A, A, .., Aap1) = A > 0y Zf:ll Ai = 1}. Entonces si zg ¢
co X(Xk(S)) se sigue que U,(S,Z, . #) = +oo. Supongamos, por el contrario, que
zs € co X (2k(S)). De la Definicion 1.10 y la Proposicion 1.11 se tiene que si (S, k)
es un nodo de arbitraje, entonces zg ¢ ri(co X (2x(S))). Por lo tanto, del Teorema de

Separacion A.1 aplicado a Fy = {xg} y Es = co X (Xx(S)), existe b € R? tal que
b-x>b-xs VrecoX(Zk(S)).

Consideremos entonces el conjunto H, definido por (3.26) y supongamos que

d+1
Irs = Z )\Z.CEZ con \ € Ad+1, x; € X(Ek(S)>

i=1
Entonces x; € H, para todo7=1,...d+ 1, pues sino,

d+1
boas=> X(b-a;)>b-as,
i=1
lo que es un absurdo. Por lo tanto se sigue (3.25). De la misma forma, si 0 es un
punto extremo de co A¥.7(g ), se tiene que g es un punto extremo de co X (3(S)),
y entonces no se puede escribir como combinacién convexa de ningtin punto, salvo de

él mismo. Por lo tanto, se tiene de (3.25) que

UL(S, 7, M) = gso(ws) = nf {Uy1(S. Z,.4) : S € Hslas) |
]

Como vemos la teorfa de convexidad nos ayuda a comprender el problema de op-
timizacion, lo que nos va a permitir desarrollar un algoritmo de célculo eficaz, como

presentaremos en la siguiente Seccion.

3.3. Algoritmo Iterativo

En lo que va del capitulo, hemos presentado varios resultados con el objetivo de
resolver el problema de conseguir un precio justo para un derivado financiero en un
marco deterministico. Si bien por si solos los resultados no son de demasiada ayuda,
vamos a presentar un algoritmo de calculo para las cotas minimax (2.7) y (2.8) basado
en todos ellos. Ademas, el algoritmo permite obtener el valor local Hy(S) de la estrategia

6ptima, lo que reduce la complejidad que presenta la variacion de ® € 7. El objetivo
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de esta seccion, es explicar detalladamente cada paso de este algoritmo. La eficiencia
del mismo no fue objeto de estudio en esta tesis.

Antes de comenzar, es importante enumerar de forma clara todas las hipotesis que
vamos a necesitar. Vamos a considerar un conjunto de trayectorias ./, un conjunto de
estrategias full 77 cerrado bajo la suma de sus elementos que contenga a las estrategias
constantes y un derivado financiero minimax Z. Vamos a suponer que el mercado
trayectorial # = . x J es n-acotado y localmente O-neutral. Esta ultima hipotesis
hace que el problema quede bien planteado: si el mercado es localmente O-neutral,
entonces sabemos del Teorema 1.2 que el mercado es O-neutral y, por lo tanto, del
Teorema 2.1 que existe un intervalo de precios para Z. Entonces debemos encontrar

los valores

- _ 2(8) = xg

Z(S) <
V(So,Z,#) = sup inf +§:HiS CAXS
V(S ) @e;;” Se.s _SOM(S) — (8)- A

Dada la relacién V (S, Z, . #) = —V(So, —Z,.#), alcanzara con calcular una de
ellas. Debido al desarrollo que presentamos en la Seccién anterior, trabajaremos prin-
cipalmente con la cota inferior. Dado que S es un conjunto de estrategias full y que

Z es un derivado minimax, podemos asegurar mediante el Corolario 3.3 que
K(SO7Z>%) = Q(SOva '%)

Esto nos lleva al algoritmo dindmico que mencionamos, utilizando la definicion de la

cotas dindmicas (Definicion 3.1). Vamos a proceder de la siguiente forma:

1. Para cada S € .¥ calcularemos el valor de U, (S, Z, .#') que solo depende de Z y
M(S)

2. Una vez calculado cada U, (S, Z,.#), vamos a poder calcular el valor de
U, 1(S,Z, #) para cada S € ..

3. Seguiremos con este procedimiento recursivo hasta llegar a U(Sy, Z, .#), que solo

involucra conocer los valores de U, (S, Z, #') para cada S € .%.

4. Una vez que tenemos el valor de U(Sy, Z, .#), calculamos U (Sy, Z, 4 ).
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Con estos pasos logramos el objetivo de calcular V(Sy, Z,.#) vy V(Sy, Z, ).

Lo que presenta mayor complejidad es calcular en cada paso los valores de
UL(S,Z, #) para todo 0 < k < n. Es por ello que los resultados obtenidos en la
Seccion 3.2 cobran mayor importancia. Por ejemplo, podriamos pedirle al mercado .#
una hipotesis mas fuerte, como que sea libre de arbitraje, luego el Teorema 3.4 vale, y
obtenemos una forma mas sencilla de calcular las cotas dindmicas.

A continuacién veremos la utilidad del Teorema 3.4 a la hora de proponer un algo-
ritmo de célculo para la cota dinamica U, (S, Z, #) en algun nodo que cumpla con las

hipotesis necesarias.

3.3.1. Casod=1

En este apartado vamos a considerar el caso particular de un mercado trayectorial
n-acotado A4 = . x A con d = 1. Para cada S € .,y 0 < k < M(S) daremos un
procedimiento geométrico, utilizando los resultados previos, con el objetivo de calcular
las cotas dindmicas.

Consideremos momentidneamente una trayectoria arbitraria pero fija S € sk Y

un namero u € R, y sea para cada = € R,
() = Upr (S, Z, M) +u(X (Spi1) — 7).
f no es otra cosa que una recta en el plano, que contiene al punto
(X(gkﬂ):gkﬂ(ga Z,M)) € R?
con pendiente u. Entonces,
Usr (S, Z, ) + u(X (Sp1) — X (Si))

es la interseccion de £ con la recta vertical * = X(S). Por lo tanto, para cada u € I§
fijo, permitiéndonos algtin abuso del lenguaje,

f |Up oS, Z, ) + u(X (Si1) = X (S)
S’Ey(s’m

serd la recta que interseque “mas abajo” a la recta x = X (Sg). Entonces U,(S, Z, #)
se convierte en el maximo valor de esas minimas intersecciones.
Visualizar el problema geométricamente es de gran ayuda para plantear algoritmos

de célculo eficientes. Asumamos que las hipotesis del Teorema 3.4 se cumplen. En tal
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caso, ya vimos que para cada S € &y 0 < k < M(S) podemos caracterizar la cota

dindmica inferior de la forma:

)\1.171 + )\2332 = X(Sk)

)\1 +>\2 = 1
U.(S,Z, #) =1inf ¢ A 1)+ A T9) : . (3.27
U ( ) 19(s.0) (71) + Aag(s v (2) v € X(54(S)) (3.27)
A >0

Este valor resulta ser la interseccion de una de las caras de la capsula convexa de los
puntos (z, g (z)) € R? con z € X (X4(S)), con la recta © = X (Sy).

Trabajando un poco sobre las condiciones de (3.27), se obtiene que Ay = 1 — Ay, de
donde,

X(Sk) = )\1331 + (1 - )\1)552 =

X(Sk) = ZL’Q—)\l(.Z'Q—ZL‘l):
l’Q—X Sk)

To — T1

para cada x5 # x1. Reemplazando ahora en (3.27) obtenemos que

zo — X (S zo — X (S
Agsp(21) + Aagsm(2) = QZET;HQ(SM(W + (1 N %) 9(s.x) (72)
zo — X (S
= g(s,k)(ﬂﬁz) - <2—<k)) (g(s,k)(xz) - g(S,k)(xl))
To — Iq

To) — x
_ g(S,k)(I2> . <g(svk)( 2) g(S,k)( 1)) (ZL’Q . X(Sk))
To — X1
Por otra parte, dado que x1,22 € X(Z4(S)), existen S = (S, W,m) € sk Y
S = (5', W, m) € sk tal que 1 = X(S’Hl) y Xg = X(S’Hl), y entonces

M X (Spi1) + XX (Ser1) = X (Sp).

Luego X (S),) se encuentra en el segmento comprendido entre X (Sy11) y X (Sks1). Este
segmento se encuentra en R, por lo tanto es un intervalo. Entonces podemos asumir
que X (Sk+1) es un valor menor o igual a X (S), vy X (Sks1) es un valor mayor a X (Sy).

Por lo tanto, si definimos los siguientes conjuntos

2}?(8) = {Sk—i-l : S = (S,W,ﬁ’L) & Lsﬂ(syk) y X(gk_H) > X(Sk)} ,

A

$do(g) = {Sm S = (8, W) € Sy v X(Spa) < X(Sk)} , (3.28)
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podemos transformar el problema de optimizacion (3.27) en

1 € X(37(S)) } (3.29)

U.(S,Z #) = inf ") — u(z"?, 29 (2" — xg) :
Uil ) {g(s,k>( ) —u( ) s) w0 ¢ X (x4o(8)

donde zg = X (Sk) vy

oy _ 980(") ~ g5 (%) (3.30)

xup — pdo

u(z"’, x

Este valor resulta ser la pendiente de la recta del plano que contiene a los puntos
(2%, gis ) ("P)) v (29, gs 1y (2°)), v, entonces, el valor de U, (S, Z, . #) es la menor
interseccion de las rectas de la forma (3.29) con la recta vertical x = X (S).

Por lo tanto, mostramos que el problema de encontrar el maximo valor para cada
pendiente u de las minimas intersecciones de la recta ¢ con x = X (Sg), es equivalente
a encontrar la minima interseccion de las rectas que contienen un punto a la izquierda
y otro a la derecha de la recta vertical x = X (Si). Ademés, como (3.24) resulta ser
la envolvente convexa de la funcion g(s ), entonces a partir de la caracterizacion del
Lema A.1, también resulta ser el lado inferior de la capsula convexa de los puntos del

epigrafe de g(s ) que interseca a la recta x = X (Sy).

Observacion 3.2. 1. Los conjuntos definidos en (3.28) también podrian haberse de-

finido de una manera alternativa intercambiando la desigualdad estricta, es decir,

E}ip(s) = {ngrl : s = (Sa Wam) S ’Sﬂ(svk) y X(gk+1) > X(Sk>} )

~

S(8) = {81 8 = (8, W, ) € Hspy ¥ X(Sern) < X(S)

2. Notemos que para cualquier z'P € X (ZP(S)) y 29° € X (X{°(S)) vale la siguiente
igualdad

d

Iis (") — u(x"?, 29°) (2" — z5) = gis.p(2%) — u(a"?, 2%°) (2% — zs).

Para cada nodo (S, k), los conjuntos X;P(S) y X¢°(S) seran distintos de vacio s,

por ejemplo, el nodo (S, k) es O-neutral y existe una trayectoria S e s,k tal que
X (Sps1) = X(Sg) 0 (S, k) es un nodo libre de arbitraje.

3.3.2. Casod=2

Vamos a considerar ahora el caso particular de un mercado trayectorial n-acotado

M =S x A con d=2. Al igual que antes daremos un interpretacion geométrica de
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la situacion. Sea S € s,k una trayectoria arbitraria pero fija y un vector u € R?,

definimos para cada x € R,
q(x) = U1 (S, Z, M) +u- (X (Ski1) — ).
q es un plano en el espacio, con vector normal u, y contiene al punto
(X(S’k-i-l)agk-i—l(S? Z,M)) € R’

Entonces,
Upii(S, Z, M) + u- (X(Sps1) = X(Sk))

es la interseccion de ¢ con la recta vertical ! = X1(Sy,) y 22 = X?(S}). Por lo tanto,
para cada u € R? fijo, permitiéndonos algiin abuso del lenguaje,

b U (8, Z,) + s (X (Sii1) = X(S)]

SeS s
serd el plano que interseque “mas abajo” a la recta ' = X1(Sy) y 22 = X2%(Sp).
Entonces U, (S, Z, #) se convierte en el maximo valor de esas minimas intersecciones.
Para este caso obtendremos a partir del Teorema 3.4, una situaciéon anéloga al caso
d = 1: el valor U, (S, Z, #) resulta ser la interseccion de una de las caras de la capsula
convexa de los puntos (z, gsx(x)) € R? con z € X(3,(S)), con la recta z = X (Sk).

Resolver el problema de encontrar la interseccion de una recta con una cara de

la capsula convexa de un conjunto de puntos no es tarea sencilla. Asumamos que las
hipotesis del Teorema 3.4 se cumplen, entonces para cada S € % y 0 < k < M(S)

podemos caracterizar la cota dinamica inferior de la forma:

S A = X(Sy) |
3 3
U(S. Z,.a) = inf $ " Ngis (i) + 22N =1 . (3.31)
=t z; € X(ZH(S))
A >0 )

\

Asumiremos que X (X;) contiene una cantidad finita de puntos y que (S, k) es un nodo
libre de arbitraje. Propondremos para resolver esta situaciéon el algoritmo presentado
en Koptelov & Konashkova (2013), el cual tiene la ventaja de que no necesita construir
la capsula convexa de los puntos de X (Xx(S)) para encontrar la interseccion de la

misma con una recta dada.
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La idea principal es disminuir en una serie de pasos la dimension del problema. Esto
se logra separando el conjunto de puntos en dos. Se construye un plano que contenga a
la recta o' = X1(Sy) y 2% = X?(Sk) de tal forma que queden puntos a ambos lados del
plano. Por cada par de puntos separados por el plano, se traza una recta que los una. De
esa manera se obtiene un nuevo conjunto de puntos contenidos en dicho plano, dado por
la interseccion de esas rectas con el plano dado. A su vez, estos nuevos puntos quedaran
separados por la recta original. Nuevamente, por cada par de puntos separados por la
recta, se traza una recta que los una. Asi obtenemos un conjunto de puntos en la recta,
dado por la interseccion de esas rectas con la recta original. Entonces el valor de (3.31)
estard dado por el menor valor de ese conjunto.

Vamos a definir por
X ={(z,9sm(x)) v € X(Zk(S))} C R®.
A continuacién daremos el algoritmo en detalle.

1. Consideremos la recta de R? dada por ' = X(Sy) y 22 = X?(S).

2. Vamos a separar los puntos en dos conjuntos,

27 = {(z.gsm(@) € X 2® < X*(S)} CR?,
27 = {(w.gsp) € 2 2% > X3(S)} CR.

Como el nodo (S, k) es libre de arbitraje, entonces los conjuntos 22" y 272" son

no vacios.

3. Conectaremos ahora cada punto (27, g p) (7)) € 22 y (a*, g p(z+)) € 272
para hallar los puntos del conjunto 22 C R?, el cual contiene los puntos inter-

seccion entre estas rectas y el plano 2% = X?(Sy).

4. A continuacion, separaremos los puntos del nuevo conjunto 272 en otros dos

conjuntos
20 = {2 p)) e 27 i pt < XSy} C R
%QZ,IJF _ {(p17p27p3) c %2: :pl Z X1<Sk)} C R?)‘

Nuevamente, los conjuntos 221 y 221" seran distintos de vacio, pues el
nodo (S, k) es libre de arbitraje.



3.3 Algoritmo Iterativo 81

5. Por tltimo, conectaremos cada punto p~ € 221 y pt € 22717 para hallar
los puntos del conjunto 221" C R?, el cual contiene los puntos interseccion

entre estas rectas y la recta ' = X1(Sy) y 2% = X?(Sy).

6. Con el nuevo conjunto 22 +!" construido, buscamos

U,(S, Z, .#) = min{p® : (p",p* p*) € 27" }.

En conclusion, este algoritmo puede ser utilizado para construir programas compu-
tacionales eficientes para calcular el intervalo de precios de un derivado financiero para

el caso en que se trabaje con una cartera financiera compuesta por solo tres activos.






Capitulo 4
Ejemplos: Mercados por Intervalos

Se podria pensar que una pequena cantidad de modelos encuadran dentro del forma-
lismo que presentamos en esta tesis, pero por el contrario, el enfoque permite construir
una gran variedad de conjuntos de trayectorias por medio de la informacion histoérica
que se obtiene del mercado. Por citar un ejemplo, los conjuntos de trayectorias podrian
ser construidos a partir de trayectorias muestrales de martingalas de tiempo continuo
(ver Ferrando et al. (2014)).

En este capitulo daremos algunos ejemplos de mercados trayectoriales definidos en
términos de alguna fuente adicional de incertidumbre, la cual tenemos codificada en la
variable W de cada trayectoria. Desarrollaremos una clase general de mercados, basados
en los mercados por intervalos introducidos originalmente en Roorda et al. (2005),
dentro de los cuales podemos encontrar tanto ejemplos conocidos como el clasico modelo
binomial y trinomial, asi como también un modelo basado en la variacion cuadrética
de las trayectorias. Ademéas mostraremos numéricamente algunos de los resultados que

hemos desarrollado en esta tesis.

4.1. Mercados por Intervalos

Los ejemplos que presentaremos en este capitulo estan basados en alguna variable
observable que representa algtin dato de interés para el inversor. A partir de ella, vamos
a definir conjuntos de trayectorias, estableciendo relaciones con los posibles valores del
stock. En algunos casos, las relaciones se obtienen inmediatamente de la naturaleza
discreta de las transacciones financieras.

Durante este capitulo trabajaremos con mercados trayectoriales compuestos por un
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bono libre de riesgo (cuenta bancaria) y un activo riesgoso (stock). Es decir, conside-
raremos d = 1, y asumiremos que la variable S° representara un bono libre de riesgo
con tasa de interés igual a cero, lo que nos permite tomar, sin pérdida de generalidad
SY =1 para todo 7 > 0, y por lo tanto, X (S;) = S} para toda trayectoria S = (S, W, m).
Haremos un abuso de notacién en este apartado, y simplemente notaremos por S a S*.
La variable W sera aquella que codifique la informaciéon observable. Por simplicidad,
tomaremos a W como una variable unidimensional.

No hay un resultado esencial en esta tesis donde se requiera que S; > 0, pero
imponiendo esta restricciéon, podremos establecer conexiones de manera més sencilla
con los modelos usuales. La siguiente Definicion es una generalizacion de los mercados

presentados en Roorda et al. (2005). Asumiremos que wy =0, 3; CR y Q; C (0, 00).

Definicién 4.1. Diremos que un conjunto de trayectorias . C ., (so) es un conjunto

de trayectorias por intervalos si para todo numeroreal ¢ > 0y 0 <d <1 < u, y un

subconjunto @) C UX€;, cada trayectoria S € .7 verifica que:

Sit1
i

2. 0 < Wiy — W; < e paratodo 0 <i < M(S),

1. d<

< u para todo 7 > 0,

3. WM(S) € Q

Para un conjunto de trayectorias por intervalos . y un conjunto de estrategias ¢,
llamaremos al mercado trayectorial # = . x 5 un mercado trayectorial por inter-

valos.

Dado . un conjunto de trayectorias por intervalos, recordemos que si tenemos
dos trayectorias S,S € Z(50) tal que S, = 8y Wi = W, para todo i > 0 no
implica necesariamente que M(S) —= M(S). Entonces, podria suceder que WM(S) €qQ
Y W) ¢ (@ y, por lo tanto, S € . and S ¢ .. Notemos también que un conjunto
de trayectorias por intervalos no necesita ser, en general, el conjunto de todas las

trayectorias S satisfaciendo las condiciones enumeradas en la Definicion 4.1.

Observacion 4.1. Sea d = e * y u = e* para algin o > 0. Entonces, la condicion 1. en

la Definicién anterior puede ser reemplazada por

(5 =

Abordaremos este caso méas adelante.
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Los ejemplos especificos de mercados por intervalos que daremos impondran méas
restricciones sobre los conjuntos de trayectorias. Una vez que se establezcan estas res-
tricciones, los conjuntos de trayectorias quedarin definidos de una manera combinato-
ria, es decir, permitiendo que el conjunto . contenga todas las posibles trayectorias S
que satisfagan las condiciones. Esta manera de definir el conjunto de trayectorias hara
sencillo chequear si las propiedades locales se cumplen.

Por ejemplo, sea .# = . x 2 un mercado trayectorial por intervalos tal que
. contiene todas las trayectorias que cumplan las condiciones de la Definicién 4.1.
Claramente, entonces, existe la posibilidad de elegir para cada nodo (S, k) trayectorias
S', 8% € Sk tal que Sy < Spy < uSky dSp < Si,, < Sk respectivamente. Por lo
tanto, cualquier nodo sera libre de arbitraje (ver Ejemplo 1.3) y, en ese caso, el mercado
resultard ser localmente libre de arbitraje (ver Definicion 1.10).

La figura de abajo ilustra un paso tipico de una trayectoria en un mercado por

intervalos.

Si—i-l

7

S;

dsS;

Una de las cuestiones a estudiar en este tipo de mercados es el comportamiento de
las cotas respecto a los valores del conjunto (). Notemos que en la Definicion 4.1 la
incorporacion de @ restringe los posibles valores de m en cada trayectoria. Vamos a
mostrar que las cotas dindmicas se comportan monotoénicamente respecto a los valores

contenidos en (. Primero necesitamos introducir la siguiente definicion.

Definicion 4.2 (Derivado convexo y concavo). Sea 4 = . x F un mercado trayec-
torial por intervalos y Z un derivado financiero tal que Z(S) = z(Sw(s)) para alguna

funcion z : R — R.

» Diremos que Z es convero si 2 es convexa.

= Diremos que Z es concavo si z es concava.

Dentro de la clase de derivados convexos, podemos encontrar, por ejemplo, las

opciones call y put europeas. El siguiente resultado sera de utilidad.
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Proposicion 4.1. Sea # = . x 7 un mercado trayectorial por intervalos, n-acotado

y libre de arbitraje.
1. Si Z es un derivado financiero concavo, entonces
UL(S,Z,.4) < =(S)
para todo S € .7 y 0 < k < M(S).
2. Si Z es un derivado financiero convexo, entonces
2(Sk) < Uk(S, Z, M)
para todo S € .7 y 0 < k < M(S).

Demostracion. Vamos a demostrar 1. por induccion hacia atras. Sea k =nysea S € .

tal que M(S) = n. Entonces
U.(S,Z, M) = z(S,).

Supongamos que para 0 < k < n se tiene que U, (S, Z, #) < z(Sk+1) para todo
Se. s conk+1<M(S)<n.SeaS €.y supongamos que M(S) = k, entonces

Un(S, Z, ) = z(Sk).

Supongamos ahora que M (S) > k. Como .# es libre de arbitraje, entonces sabemos del
Teorema 1.1 que el nodo (S, k) es libre de arbitraje. Por lo tanto existen trayectorias
SUP = (S, W™ m") € gy y S = (59, W, m®) € Hg ) tal que Si9, < S <
Syt1 (ver Ejemplo 1.3). Sea u € I,(S) tal que u < —u(S,%,, Si9,) donde u(S,h,, Spe,)
estd dado por (3.30). Entonces se sigue de la hipotesis inductiva que
. l/;lf [QkH(S, Z, M)+ u(Ski1 — Sk)} S Upa (8", Z, ) + u(Sihy — Sk) <
€7(s,0)
QkJrl(Sup’ Z’ %) - u(Sk—i-l? Sk+1)(511€15_1 - Sk) S
u 2(Se81) = 205820 | qu
< stspn) - (U ) s - s < ()
k+1 k+1

pues z es una funcion concava. Si ahora consideramos u € I(S) tal que u <

IN

—u(SyY, S19,), se sigue de la hipotesis inductiva que

ot Uiia(8,2,) + (S = )| S U (8%, Z,) + (S, - i) <
€(s.k)

< Qz’ﬂ(sdoazw///)—U(Sk+175k+1)(5k+1 Sk) <
s (S )Y
< sttt - (o) (s - 50 < (50
k+1 k+1
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pues z es una funciéon concava. Por lo tanto

inf [QM(S, Zo M)+ u(Spsr — sk)] < 2(Sy) Yu e I(S).
SE«/W(SM

Entonces

Ui(S, Z, #) < 2(5%)

para todo S € . con k < M(S) < n.
Para demostrar 2., consideremos Z un derivado convexo. Entonces —Z es un deri-

vado concavo. De 1. se sigue que
UL(S,—Z, . 4) < —2z(Sk)
para todo S € . con k < M(S) < n. Luego se sigue de la Definicion 3.1 que
Uk(S. Z, M) = ~U(S,~Z, M) = =(S)
para todo S € . con k < M(S) < n. O

El Teorema que sigue muestra la relacion que existe entre las cotas dinamicas de dos
mercados trayectoriales, los cuales en principio cuentan con las mismas trayectorias,

aunque ellas difieren en la cantidad maxima de pasos que se les permiten.

Teorema 4.1. Sea M = . x H y M = . x A dos mercados trayectoriales por
intervalos libres de arbitraje n-acotado y n-acotado respectivamente, con n < n. Su-

pongamos que para cada S € . eziste S e .7 tal que S; = S; para todo 0 < i < M(S)

y M(S) < M(S).
1. Si Z es un deriwado financiero concavo, entonces
Un(S.Z,.4M) <UKS. Z,.4) (4.1)
para todo 0 < k < n.
2. Si Z es un derivado financiero convexo, entonces
U(S, Z,.4) <UL, Z, //Z) (4.2)

para todo 0 < k < n.
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Demostracion. Probaremos 1. por induccién hacia atras. Sea k = ny S € % con
M(S) = n. Por hipotesis existe S € . tal que S; = S; para todo 0 < i < M(S) y

M (S) > M(S). Entonces se sigue de la Proposicion anterior que
U, (S, Z,.4) < 2(S,) = 2(5,) =U, (S, Z, 4).

Supongamos ahora que (4.1) es valido para k+1con 0 < k <n—1yseaS €./
con M(S) > k. Nuevamente tenemos de la hipotesis que existe S € .7 tal que S; = S;

para todo 0 < i < M(S) y M(S) < M(S). Consideremos primero el caso k = M (S).

Se sigue entonces de la Proposicion anterior que
Ui(S, Z, M) < 2(S) = 2(Sk) = Uy(S, Z, .4).

Supongamos ahora que k < M(S). Como # es el mismo conjunto de estrategias
para ambos mercados, se tiene de la Observacion 2.6 que I(S) = Ik(g). Sea entonces
u€ I(S)y S e S (s.k), luego existe S €. tal que S, =3, para todo 0 < i < M(S) y

M(S) < M(S). Ademas S € LSZ@,,C). Entonces por hipoétesis inductiva

Qk+1(§7 Z, -//Z) + u(§k+1 —Sk) < Qk—l—l(sa Z, M)+ U(gkﬂ — Sk).

Luego
fnf [Qkﬂ(g,z,//i)wmﬁ] < if [QkH(S,Z,,//Z)JruAkE]
SGy(gyk) Sey(g’k)zsk-‘—l:*sk-&-l

S Qk.‘,—l(sj Z, %) - UAkS
Como la eleccion de S € S,y fue arbitraria, se sigue que

fnf [Qkﬂ(s Z, M) — u(Spi1 — sk)] < fof [Qk+1(S, Z, M) — u(Spsr — sk)] .
SeSsr) S€Ss.m)

Por lo tanto, como I(S) = Ix(S),

Qk(S,Z,%) SQ}{;(SJZJ‘%)

para todo 0 < k < n.
Para mostrar 2. consideremos un derivado Z convexo. Entonces —Z es concavo, y

por 1.
Qk(g7 _Z7 ’%) S Qk’<sv _Z> ‘ﬂ)

para todo 0 < k < n. Por lo tanto de la Definicion 3.1 se tiene que
UW(S, 2, M) = —Uy(S,~Z, M) > —Uy(S,—Z, #) = Ux(S, Z, )

para todo 0 < k < n. O
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El siguiente Corolario muestra la monotonia de las cotas dinamicas respecto a los

valores de Q).

Corolario 4.1. Sea A4 = & x € un mercado trayectorial por intervalos libre de

arbitraje con Q = {vy,...,v}. Consideremos para cada j = 1,...,1 el mercado por
intervalos M, = S, x H tal que S, ={S € & : Wiys) = v;}. Supongamos que
para cada j y S € .7, emwiste Se.9, i1 tal que Sy = S; para todo 0 < i < M(S).

1. 8t Z es un derivado concavo, entonces

U(So, Z, M,

Uj+1

) < U(So, Z, My,). (4.3)
2. St Z es un deriwado convero, entonces

U (So, Z, My,) < T (S, Z, My,,.,). (4.4)

Demostracion. Fijemos j y sea S € ., entonces Wyys) = v;. Por hipdtesis existe
S € . ¥ tal que S; = S; para todo 0 < i < M(S) y WM(S) = vj41. Luego A, y M,

cumplen con las hipotesis del Teorema 4.1. Por lo tanto, si Z es céoncavo,

j+1

(SCH Z M,

Uj+1

) S Q(S(): 27 %'Uj)

Por otra parte, si Z es convexo entonces —Z es concavo. Por lo tanto, se concluye de

lo anterior que

U(SbaZa %v) - _Q(S(h _27 %”Uj) S _Q(SOJ Z M,

'U]+1> = (507 Z %UJ-H)
]

Por 1ltimo, tenemos el siguiente resultado para las cotas dindAmicas de un mercado

por intervalos con un conjunto () finito.

Corolario 4.2. Sea M = ./ X H un mercado trayectorial por intervalos libre de
arbitraje con Q = {vy,...,u}. Consideremos M, = S, X F el mercado trayectorial
por intervalos tal que .7, = {S € 7 : Wyysy = v} y supongamos que para cada S € .7
existe S € S, tal que S; = S; para todo 0 < i < M(S).

1. Si Z es un derivado concavo, entonces se tiene que

U(So, Z, M) = U(So, Z, M.y,). (4.5)
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2. 81 Z es un derivado convezo, entonces se tiene que

U(So, Z, M) = U(So, Z, My). (4.6)

Demostracion. Sea S € .7, entonces Wy (s) = v; para algin j = 1,..., . Por hipotesis
existe S € S, tal que S; = 5’1 para todo 0 < i < M(S) y W, & = u- Luego,
M(S) < M(S) y, entonces, My, y A cumplen con la hipotesis del Teorema 4.1. Por lo
tanto, si Z es céncavo,

U(So, Z, M) < U(So, Z, M)
Ademas, como .7, C ., entonces
U(So, Z, M) < U(So, Z, My).
Por lo tanto
U(So, Z, ) = U(So, Z, My,).

Por otra parte, si Z es convexo entonces —Z es concavo. Luego de lo anterior
U(So, Z, M) = ~U(So, = Z, M) = ~U(So, —Z, M) = U(So, Z, M.y).
m

Uno esperaria que bajo alguna condiciéon la cota inferior de un mercado con varios
valores en () coincida con el valor de la minima cota del mercado asociado al minimo
valor de ). El siguiente ejemplo muestra que si Z es un derivado convexo no es cierto

que el valor de U(Sy, Z, .#') viene dado por el minimo valor de Q.

Ejemplo 4.1. Consideremos las trayectorias dadas por el siguiente grafo

(13257
(1,2; 8%)
—
\\\»/ (0,9;26%)
(0,8; 5%)
(0,75;26%)
Cada numero en el grafo representa el valor de (S, W), y cada flecha el lugar hacia donde

puede seguir la trayectoria. Vamos a considerar que este mercado tiene Q = {3?, 23%}
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para algin § € R y calcularemos la minima cota inferior para un call europeo con

K =1 siguiendo el algoritmo que desarrollamos en la Seccion 3.3.

w/—;o

~— .
Cada ntimero representa ahora el valor de la cota dindmica inferior en ese nodo.

Luego U(Sy, Z, #) = 0,05. Ahora vamos a considerar el mercado que contiene solo las

trayectorias del mercado anterior con @ = {?}. Es decir

(1,2;8%)
(10)
(0,8; 52)

Para este caso, las cotas dindmicas vienen dadas por

02
0,1

\ 0
Entonces U(Sy, Z, .#) = 0,1. Podemos concluir que la cota inferior del mercado con
Q = {3?,2/%} no coincide con la cota del mercado con Q = {5*}.

Las siguientes secciones dan dos ejemplos concretos de mercados por intervalos y
algunas de sus propiedades. En principio, no asumiremos que el mercado contenga
todas las trayectorias que cumplan las condiciones de la Definicion 4.1 a menos que se

aclare lo contrario.

4.1.1. Mercados de Tiempo Fijo

Consideremos una particion fija del tiempo &2, esto es, para el intervalo de tiempo
en donde se desarrolla el derivado financiero [0, 7], vamos a considerar & : 0 = t; <
t1 < --- <t, =T los tnicos tiempos para los cuales la cartera del inversor puede ser
rebalanceada. Sea entonces €2; = {t;}, lo que implica que W; = ¢; paratodoi =1,...,n.

Dado que el derivado financiero expirara a tiempo ¢, = T, necesitaremos imponer
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© = {n}. Por lo tanto, una trayectoria S € .#,(so, wo) bajo las restricciones anteriores
tiene la forma S = {(S;,t;, n) }ien.

Observacion 4.2. Para cualquier conjunto de estrategias 7, el mercado trayectorial
M =S x H con .S C Ss(s0,wo) bajo las condiciones anteriores es un mercado n-
acotado. Notemos que en el formalismo general las trayectorias son sucesiones infinitas
de nimeros reales, pero como .Z es n-acotado, serd innecesario definir los valores S;

para ¢ > n.

La condicion M(S) = n para todo S € 7 (s, wp) implica que Wiy = t, = T.
Entonces, con el objetivo de definir un subconjunto de % (so, wp) en los términos de
la Definicion 4.1, el conjunto @ solo deberéa contener al elemento T, es decir, @ = {T'}.
Ademés, definiremos

c=max{tiy1 —t;: 0<i<n-—1},

y, entonces, la condicion 2. de la Definicion 4.1 vale. Por ltimo, dados 0 < d <
1 < u, denotaremos por .7 (sg,d, u, &) un subconjunto de % (so, wy) satisfaciendo
las condiciones de la Definicion 4.1 para u,d y el conjunto @ = {T'}. Para cualquier
conjunto de estrategias .7, llamaremos al mercado asociado # = . (so,d, u, ) x H
un mercado trayectorial de tiempo fijo.

Notemos que si para cualquier nodo (S, k) los conjuntos ;P (S) y 3¢°(S) definidos
en (3.28) son distintos de vacio, entonces .# es localmente O-neutral, independiente-
mente de los valores intermedios entre d y u, y entonces, .#Z es 0-neutral debido al
Teorema 1.2. Por lo tanto, del Teorema 2.1, podemos definir el intervalo de precios
(V(so, Z, ),V (s, Z, . #)] para cualquier derivado Z y las cotas del intervalo pueden
ser evaluadas con los métodos que desarrollamos en los capitulos anteriores en el caso,
por ejemplo, que Z sea un derivado minimax.

La siguiente Proposicion muestra que, en un mercado de tiempo fijo, las cotas
dindmicas para un derivado convexo también resultan ser convexas. Este resultado
fue probado originalmente en Roorda et al. (2005), nosotros proponemos una prueba

alternativa usando el Teorema 3.4.

Proposiciéon 4.2. Sea 0 < d < 1 < u. Consideremos un mercado trayectorial de
tiempo fijo libre de arbitraje M = . (so,d,u, P) x H y sea Z un derivado financiero

MINIMaL.

1. Supongamos que Z es convezo y que para cada nodo (S, k) los conjuntos 3,7 (S) y

Y40(S) definidos en (3.28) son distintos de vacio. Asumamos ademds que eziste
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S € Ssk) tal que §k+1 = Sy. Entonces U (S, Z, #) es una funcion convera
dada por
ka(su Z, '%) = Z(Sk)‘

2. Supongamos que Z es concavo y para cada 0 < k <n—1yS € #(so,d,u, P)
eriste 8*,8% € As ) tal que S}, = uSy, y St = dSy. Entonces U,(S, Z, &)
es una funcion concava dada por

1-d .
_ko—i-l(S 727%)—’_

u—1
Uy(S,Z, .4) = — ko+1(Sd, Z, M). (4.7)

Demostracion. Mostraremos primero 1. Sea S € . (sg,d,u, #)y s = S,_1. Como Z

es convexo, se sigue para cada ' € X,P(S) y s9° € X{°(S) que
z(s) = =z (s“p (1 — %) + sd° <%>)

(1 S ) + 2(5%) (—;:p__sio)

(

(

IA

IN

s —s s —s
up do
e )( T )+g<sn s )(—Sup_sdo)

< gsa-n)(s™) —u(s*®, s) (s — s).
En particular
9sn-1)(s"7) — u(s", s)(s"" — 5) = g(s.n-1)(s) = ().

Por lo tanto, se sigue de (3.29) que U,, (S, Z, #) = z(Sp—1). Mas atn, U,, (-, Z, )
es convexa. Finalmente por induccion hacia atras se obtiene el resultado.

Sea S € .7(sg,d,u, P) y sea s* = S* y st = S% Como s* > s"P para cualquier
s"P € XP(S) y Z es concavo,
g% — gup g% — gup
2(s") (1 — —"— ) +2(s)) | ——
o (1- 525 ) e (5

gU — gup g% — gup
Zlst(1—-—" )+ 57—
(o (-5 )+ (52))

< 2(5™) = gsn-1)(s"P).

gsan-n(s") —u(s", s9)(s" — ')

IN

Similarmente, como s* > s%° para cualquier s%° € $9°(S) y Z es concavo, se sigue que
do U do
u u d u do u s —5 s — 8
— — , — = l—— _
snon(s*) — u(s*, (s — %) AM( ) e (52

IN

Su—SdO Su_sdo
z Su l1— — Sd EE——
(+(1-5=5) < (5%))

2(s%) = gs -1 (5%).

IN
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u__ . .
Entonces, como 0 < 2—=% < 1, se tiene de lo anterior que

Isn-1)(s") —uls", %) (s" = 5) < grsn-1)(s") — u(s", 5 (" — s),

para todo s% € X,P(S) y s%° € 3¢{°(S). Por lo tanto, se sigue de (3.29) que

1—d u—1
anl(sa Z? '%) = g(S,n—l) (Su) - u(8u7 Sd)(‘Su - 8) = U — dZ(USN—l) + u—d

Z(dSn_l).

Como la propiedad de concavidad se preserva tomando combinaciones lineales positivas,
se prueba que U, (-, Z, . #) es concava y solo depende del valor de S,,_;. Haciendo

induccion hacia atras se concluye la prueba. O]

El clasico mercado binomial, introducido originalmente en Cox et al. (1979), es
una situacion particular de mercados trayectoriales de tiempo fijo. En cualquier nodo
de este modelo, el valor de Sii1 solo puede ser uSy o dSy para cada 0 < k < n. Los
modelos binomiales son importantes porque pueden ser usados para aproximar modelos
de tiempo continuo haciendo tender el paso de tiempo a 0. La siguiente Proposicion
muestra que la cota minimax para un modelo binomial coincide con el precio de Cox-
Ross-Rubinstein para cualquier derivado financiero. Notemos que en el modelo binomial
cualquier derivado es alcanzable (Cutland & Roux, 2013, Teorema 6.8), entonces por

el Teorema 2.3 tendremos un tnico precio justo.

Proposicion 4.3. Sea M = S (so,d,u, P) x F un mercado binomial con pardme-

tros u y d, donde 0 < d < 1 < u. Sea Z un derivado financiero minimaz tal que
Z(S) = 2(S,) para alguna funcion z : R — R. Entonces V(so, Z, M) = V (s, Z, M),

y coinciden con el precio de Coz-Ross-Rubinstein:

() () (220) s

Demostracion. Probaremos por induccion hacia atras sobre el indice k£ que

U(8.7.4) =Y < " ) (=) (220 e,y

i=k \ J

para toda S € .. Sea k = n — 1, entonces se sigue de (3.29) que para cada S €
y(‘SOad?ua y)a

1—d uw—1

anl(svzv'%) = u_dz(usn—1)+ w—d

Z(dSn_l) .
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que es (4.8). Supongamos ahora que (4.8) vale para k + 1 y veamos que también es

cierto para k. Sea S € .7, se sigue de (3.29) que

1—-4d u u—1
Qk(sa Z?'%) = u—_koJrl(S 727 'ﬂ) + mgk+1(sd7 Z7 %)7

donde S*,S? ¢ S(s.k) tales que Si | = uSy y S,‘jH = dSy. Entonces, por hipotesis

inductiva,
" - n 1—d\’ [u—1\"" v il e
Qk+1 (S 9 Z7 %> = Z . U — d U — d Z<Sk+1u d )
i=k+1 J
- n 1—d\’ fu—1\"" 1
Qk+1(sd> Z> j{> - Z < ] ) (u _ d) (u _ d) Z(‘Slf:l—i-lu]-i_ld ])'
i=k+1

Por ultimo, reemplazando y haciendo un cambio de variables, obtenemos que

Uu(S, Z, ) = zn: ( " ) (i:fl)ﬂ (z:;)"j Z(Spudttd ).

i=k \ J
Por lo tanto hemos probado (4.8). Luego, si tomamos k = 0, obtenemos que
U(So, Z, M) =YV (So, Z, #) coincide con el precio de Cox-Ross-Rubinstein. H

El mercado trinomial fue originalmente introducido en Boyle (1988) y ofrece mas
flexibilidad que los modelos binomiales. Los precios de los activos pueden aumentar,
bajar o también pueden tomar un valor intermedio entre w.S; y d.S; en cada nodo, como

se muestra en el siguiente diagrama.

7

dsS;

Como se aprecia, 0 < d < b < u, pero no es necesario que b = 1. Estos modelos
de mercados son incompletos y, entonces, las técnicas de determinar el valor de un
derivado por medio de una estrategia replicadora ya no funcionan. Nosotros podemos,
sin embargo, encontrar cotas para este valor. El siguiente Teorema caracteriza las cotas
minimax V (so, Z, . #) y V(so, Z, #) para mercados incompletos de tiempo fijo .4 =
L (s0,d,u, P) x . Vamos a mostrar que las cotas quedan totalmente determinadas

para el caso de un derivado convexo. Este resultado también puede encontrarse en
Kolokoltsov (1998) y Roorda et al. (2005).



96 Ejemplos: Mercados por Intervalos

Teorema 4.2. Sea M = S (So,u,d, P) X H un mercado trayectorial de tiempo fijo

con 0 <d<1<wuyZ un derivado minimax convezo.

1. Sipara todo 0 <k <n-—1y8S e .S (sy,d,u, P) existe S*,S* € Hsy tal que
Sk = uSy y Si. = dSk, entonces V(So, Z, M) viene dado por el precio de

Coz-Ross-Rubinstein para el modelo binomial con parametros d y u.

2. SiparatodaS € F(s0,d,u, 2) y0 < k < n se tiene que 23°(S) # 0 y X7(S) # 0
y existe S e S s,k tal que Ses1 = Sk, entonces V(So, Z, #) = z(5).

Demostracion. La prueba de (1) puede verse en (Roorda et al., 2005, Teorema 1). Para

(2), se sigue de la Proposicion 4.2 que V(sy, Z, #) = Z ya que Z es convexo. ]

El Teorema asume que la trayectoria constante pertenece a .%(sg, d, u, &?). Si esta
condicion no se satisface, entonces la parte 2. del Teorema anterior no se cumple como

veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Consideremos .# = (S, u,d, #) x ## un mercado trayectorial de

tiempo fijo trinomial con 0 < d < b <1 < uyn =1, como se muestra en el siguiente

diagrama,
uSy
So /
dSy
Sea Z un derivado convexo. Entonces
! - Zz(uso) + o= 2z(bSo) <1 - Zz(uSo) + o= Cllz(dSO).
Luego de (3.29) se sigue que
V(So, Z, M) = U(So, Z, ) = i:l;z(us,-) + Z—:zz(bsi).

Ademas se ve facilmente que V (sg, Z, .#) tiende a V (sq, 2, .#) cuando b tiende a d.
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4.1.2. Variaciéon Cuadratica Trayectorial (VCT)

Incorporaremos ahora otro ejemplo de mercado trayectorial en donde cambiaremos
el significado de la variable observable W, de tal manera que quede dependiendo de
los valores del activo. Consideraremos que la coordenada S modela la funciéon e*®)
donde z(t) es la funcion de precios del activo y W representara la variacion cuadratica

muestral de las trayectorias, es decir,

k—1

Wi =Y (log Si41 — log 5)°. (4.9)

1=0

Para cada ¢ € N vamos a definir los conjuntos,

k—1
Yi=Ae" xR }y Q= {Z(log Siy1 — log Si)z,SZ- € Zl} )

1=0

Consideremos también que m € © = N. Por lo tanto una trayectoria S € . (so, wp)
tiene la forma S = {(5;, W;, m) };en, donde W; es dado por (4.9).

Las restricciones generales que definen los mercados por intervalos en la Definicion
4.1 pueden, en este caso, ser interpretadas como restricciones sobre la variacién cua-
dratica consumida y sobre el valor absoluto de la variaciéon de precios, ambos entre
instancias de negociacion consecutivas. Sea a > 0, como indicamos en la Observacion

4.1, podemos restringir las trayectorias con la siguiente condiciéon

Si-i—l
|
‘ %S,

<. (4.10)

La condicion Wy sy € @ la podemos traducir en términos financieros como aquellas
trayectorias cuya variacion cuadratica muestral en el intervalo [0, 7] pertenece al con-
junto @@ dado de antemano. Ademas, tomando ¢ = o2, la restriccion W1 — W; < cen

la Definicion 4.1 se cumple.

Denotaremos por .%(sg, a, ) al subconjunto de % (so, wp) satisfaciendo las con-

“ u=e* c=a’y el conjunto Q. Para cualquier conjunto

diciones de 4.1 para d = e~
de estrategias # llamaremos al mercado trayectorial asociado .# = .7 (sg, v, Q) X F

como mercado de variacion cuadrdtica trayectorial o, simplemente, mercado VCT. Un
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nodo tipico de este tipo de mercados es como el siguiente,

(Sie2, W, + c3)

(Si7 Wz) ¢ <«
Siemt W+ ¢2)

(Sie™ 2, W2+ c2)

El conjunto de trayectorias introducido en Britten-Jones & Neuberger (1996) puede
ser visto como un caso especial de mercados VCT tomando ) = {vg}.

En la siguiente seccion estudiaremos como evaluar el intervalo de precios para versio-
nes finitas de mercados por intervalos, en especial para mercados VCT. Consideraremos

un conjunto finito ), que no necesariamente contiene un tnico elemento.

4.2. Mercados Finitos por Intervalos

En esta seccion presentaremos una discretizacion apropiada para los mercados tra-
yectoriales por intervalos que definimos en la seccion anterior. De esta forma podremos
calcular las cotas minimax para los ejemplos que enumeramos mas arriba.

Una discretizacion natural para implementar los mercados por intervalos definidos
en la Seccion 4.1 se obtiene introduciendo nimeros reales 0, 5 > 0 y nimeros naturales
Ny, N, € N. Asumiremos que la coordena S de las trayectorias esta asociada a la
funcion de precios ), es decir

€x(ti) — Sz

El uso de la funcion exponencial facilita la conexion con los modelos de mercados
estocasticos.

Pediremos que S; y W; pertenezcan a los conjuntos

Y =%N(0,N) = {seef k€ {-N,—N, +1,...,N;}}
QzEQ(ﬁaNQ) = {jﬁ27j€{07---7N2}}' (411)

Los parametros 0 y 8 proveen una discretizacion natural del conjunto de trayectorias.
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Observacion 4.3. Si la variable W esta directamente relacionada con la variable S,
como es el caso de los mercados VCT, es natural tener un tnico parametro J para
discretizar ¥; y €2;. Por otro lado, si los conjuntos €2; ya son discretos, no hay necesidad
de implementar una discretizacion. Este es el caso, por ejemplo, de un mercado de

tiempo fijo donde €2; solo tiene un elemento.

Notemos que cualquier trayectoria S = {(S;, W;, m) };eny en un mercado por interva-
los cumple que wy < Wy < --- < W,,,. Por lo tanto, si existe k& < m tal que W, = N,32,
entonces k debe ser igual a m. Es decir, una trayectoria S € . (so, wp) con X; y ;
definido por (4.11) necesariamente tiene M(S) < N,. Por lo tanto, la coordenada m

debe pertenecer al conjunto
©={1,..., N}, (4.12)

y entonces se sigue de la Definicion 1.4 que los mercados correspondientes son Ns-
acotados.

Con el objetivo de definir un subconjunto de . (so, wo) que satisfaga las propieda-
des enumeradas en la Definicion 4.1, vamos a definir la coleccion A = {ny,...,ng} C ©
de ntmeros enteros positivos, y el conjunto Qx = {n13?,...,neB*}. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que ng = N,. Para cualquier par de enteros positivos p
y ¢, denotaremos por . (so, 9, 5, p,q, N1, A) al subconjunto de Z (so, wp) con 3, 'y
© definidos por (4.11) y (4.12) satisfaciendo las condiciones de la Definicion 4.1 (en
los términos de la Observacion 4.1) para a = pd, ¢ = ¢3? y Q4. Llamaremos a este

conjunto por conjunto de trayectorias finito y como mercado finito al mercado asociado
% = y(sﬂvéaﬁap7Q7Nl7A) X H

donde 7 es un conjunto de estrategias. Es claro que un conjunto de trayectorias finito
tendré cardinalidad finita.

Los parametros N; y Ny juegan un rol central en el comportamiento local de los
mercados finitos. Asumamos que la trayectoria S = {(S;, W;, N2)};en pertenece al

conjunto de trayectorias finito . (s, d, 5, p, ¢, N1, A). Teniendo en cuenta la restriccion

p5 =« Z |10g Si—i—l — logSZ| = |k’i+1 — k’l|6,

Nz2pd Entonces,

el mayor valor que Sy, puede alcanzar corresponde al valor Sy, = spe
con el objetivo de permitir este tipo de trayectorias, debemos tomar N; < p N,. En
el caso que Ny < (N, — 1) p, podrian existir trayectorias con nodos de arbitraje, en el

sentido de la Definicion 1.10.



100 Ejemplos: Mercados por Intervalos

Ejemplo 4.3. Consideremos la trayectoria S definida por
] (s0e™.iB? No) sii < S
1 T . ..
(s9eM1° iB% Ny) sii > %.
perteneciente a . (s, 0, fp, ¢, N1, A) con N7 = (No—1)p. Esta trayectoria satisface que
M — N, —1 < Ns, con lo cual, todavia queda un paso mas disponible. Entonces, para

p
cualquier trayectoria S € .(s n,—1) se sigue que

Sny < Sny—1 = SNp—1 = s0e™°.

Por lo tanto (S, No — 1) es un nodo de arbitraje.

La Figura 4.1 muestra trayectorias aleatorias en un conjunto de trayectorias finito
(50,0, ,p,q, N1, A) con sg = 1, wg = 0, § = = 0,0058, p =3, ¢q =9, A =
{100,200}, N; = 300 y Ny = 200. Se muestran en ella 100 trayectorias aleatorias en
cada imagen. La primera corresponde a trayectorias con Wy sy = 0,0034 = 100 52,
entonces deben tener M < 100. La segunda imagen corresponde a trayectorias con
W) = 0,0067 = 200 52, con lo cual deben tener M < 200. Las trayectorias se
muestran en diferentes graficos por conveniencia, pero pertenecen al mismo conjunto

de trayectorias . (sq, 0, 3, p, q, N1, A).

4.3. Resultados Numeéricos

En esta seccion implementaremos numeéricamente los ejemplos presentados en la
Seccién anterior para ilustrar algunas caracteristicas de interés del enfoque desarrollado
en esta tesis. Calcularemos las cotas minimax para un derivado Z usando los mercados
finitos de la Seccion 4.2. Las salidas ilustran los intervalos de precios para opciones call
(Ejemplo 2.1) con respecto al méximo niimero de pasos y diferentes medidas de saltos p
y su variacion en la presencia de nodos de arbitraje. Por tiltimo, algunas aproximaciones
de cubrimiento y el efecto de volatibilidad variable seran también reflejadas.

Consideremos entonces un call europeo con precio de ejercicio igual a $1 y un activo
que no paga dividendos, con precio inicial $1 y volatibilidad ¢ = 20%. El precio de

Black & Scholes para estas hipotesis es $0.0326 cuando so = K = 1. Vamos a definir
2
vog=0>-T=0,04- 5 = 0,0067.

Construiremos un conjunto de trayectorias de variacion cuadratica muestral tomando

Q) = {vo} y definiendo W; por (4.9).
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1.25

1.25

1.2

0.9&

0.9

0.8 ftonces, para No € N ladd;88¢nemos un tnico valoripara 8. Como W se definié en

offirminos de S _solo neceditameg i ardmet ra construir la version finita del
0 50 100 .0 50, 100 150 200 9
mercado V6idps En consecuencia, asumiresigss de aca en adelante que d = 8y ¢ = p~.

Por lo tanto, para p € N, A = {Ny} y N; = pNs,, consideraremos el conjunto de
trayectorias finito .7 (sg, @, @), donde a = pd y Q = {N0%}. Asumiremos que tal
conjunto contiene todas las trayectorias S = (S, W, m) pertenecientes a los conjuntos
(4.11) que satisfacen las condiciones (4.10).

Sea M = .7 (50, @, Q) x H el mercado asociado, con 7 un conjunto de estrategias
full. La Figura 4.2 muestra la convergencia de V (s, Z,.#) y V(so, Z, #) al precio
de Black y Scholes al crecer Ny cuando p = 2,3,5 con Ny tomando valores desde 5 a
200. Cuando la unidad de salto p es mayor que 1, claramente, el intervalo de precios es
més estrecho cuando N, aumenta y el precio de Black y Scholes pertenece al intervalo.

También podemos ver que el intervalo se ensancha cuando p aumenta. Esto se debe a
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0.038

Figura 4o2s o funcion de N, para diferentes

valores dgygal

0.032
que sip < pl

incluido en ¢
0.028

las cotas, el méaximo sobre el conjunto con parametrp p’ es mayor que el maximo sobre
0.026 y - .
el conjunto ton paranietro p, sd?,;oediendo 18 opuestd@n el caso del minimo.

1€ trayectorias con parametro p esta

o p’. Entonces, cuando calculamos

Fijemos ahora N, = 100 y calculemos el intervalo de precios para diferentes niveles
iniciales del activo. Sea .# = . (so,, Q) X S el mercado asociado donde JZ es un
conjunto de estrategias full. La Figura 4.3 muestra V(sq, Z,.#) y V(so, Z,.#) para
diferentes unidades de salto p = 1, 3,5, 7. Podemos ver que el precio aumenta cuando
sg disminuye. Notemos también que las cotas minimax son muy estrechas para valores
altos de sg. Por lo tanto, podemos concluir que los saltos tienen menos efecto sobre los

valores de las cotas minimax para valores iniciales altos del activo.

4.3.1. Nodos de Arbitraje

Es interesante mostrar el efecto que tienen los nodos de arbitraje (en el sentido de la
Definicion 1.10) sobre las cotas minimax de un mercado trayectorial. Consideraremos
para ello el conjunto de trayectorias finito VCT (s, a, Q) con los mismos parametros
que antes, pero ahora la coordenada W no estara definida por (4.9). Es decir, W; no
depende en principio de los valores de .S;.

Modificaremos este conjunto de trayectorias progresivamente con el objetivo de
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0.16
0.14 -
0.12-
Figusa para diferentes valores de p.

0.08

incorporag,yd Definicién 1.10)segtn el siguiente
procedimjen riamente, y cambiaremos el con-
junto ZkQSOQ ctoria tal que SZ = S, para todo
0<:<k Y Ohtr= ‘ ‘ ‘ ‘

0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15

» si S > Sy, eliminaremos del mercado toda aquella trayectoria Se Ss,r) tal que

Sky1 € XIP(S) e incorporaremos la trayectoria S.

= si S, < Sy, eliminaremos del mercado toda aquella trayectoria Se Ssx) tal que

Spi1 € 290(8) ¢ incorporaremos la trayectoria S.

Este procedimiento define un nuevo conjunto de trayectorias que denotaremos por
Zab (50, @, Q), donde arb hace referencia a arbitraje, que resultara localmente O-neutral.
Esta altima condiciéon permite calcular las cotas de precios. Observemos que el conjunto
de trayectorias modificadas tiene trayectorias con Syy1 = Sk para algiun k siendo (S, k)
un nodo de arbitraje.

La Figura 4.4 muestra las cotas minimax como funciéon de sy para el mercado
M =S x F y el mercado modificado A, = Fary, X € con p = 1, adicionando dife-
rentes porcentajes de nodos de arbitraje. Notemos que en este caso las cotas minimax
coinciden. Del mismo modo, la Figura 4.5 muestra las cotas minimax como funcion de

So para p = 3.
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BJ&N Model 40% arbitrage nodes
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
Figura|4.4: C minimax como| funcion So para|p = 1 en presencia de nodos de
0 0
arbitraje0.9 1 1.1 0.9 1 1.1
So So
80% arbitrage nodes 100% arbitrage nodes
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0
0.9 1 1.1 0.9 1 1.1
S S5
BJ&N model 40% arbitrage nodes
0.15 0.15
0.1 0.1
. 005 L. 0.05 .
Figura|4.5: C inimax como p = 3 en presencia de nodos de
., 0% 0
arbitrajeo. 1 1.4
So So
80% arbitrage nodes 100% arbitrage nodes
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
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4.3.2. Cubrimiento

El algoritmo presentado nos permite calcular no solo el valor de las cotas dindmi-
cas, sino también una estrategia ¢ptima @, la cual proporciona informaciéon sobre las
inversiones a lo largo de cada posible trayectoria en .. En cada nodo (S, k), las cotas
minimax dinamicas Uy(S, Z, .#) y U,(S, Z, #) pueden calcularse, quedando deter-
minado en cada caso un valor 6ptimo u;. Por lo tanto, podemos definir una funcién
o' = (H°, H") sobre . dada por:

Hl(S) = uj si S € s,

donde uj; es un valor 6ptimo determinado por la cota minimax superior Un(S, Z,.4).
Para cualquier valor V', se tiene de (1.6) y (1.7) que ®' es una estrategia autofinan-
ciada.

Es interesante estudiar como ®' aproxima Z, como funcién de una trayectoria
S € ., para un valor inicial de la cartera V. En una posicion corta los valores de
cubrimiento estan dados por

M(S)-1

V+ > HI(S)AS (4.13)

con V € R el valor inicial de la cartera.

La Figura 4.6 muestra los valores de cubrimiento (4.13) con V' = V(Sy, Z, .#)+0,01
y V =V(Sy, Z,.#) — 0,03, para trayectorias aleatorias con so = 1, p = 3y Ny = 100
con respecto a un call europeo Z para el modelo .# = % (sp,,Q) x H estudiado
al principio de la Seccion. Podemos ver que los valores de (4.13) cubren por arriba el
valor del derivado en el primer caso. Para el caso X = V(So, Z, M) — 0,03, los valores
aproximan estrechamente a los valores del derivado.

En una posicion larga, los valores de cubrimiento estan dados por

M(S)—1
V— Y H(S)AS, (4.14)
i=0

con V € R el valor inicial de la cartera de inversion. La estrategia ®* se define de una
manera similar que ®', pero en este caso usando los valores 6ptimos que nos dan las
cotas dindmicas minimax inferiores U(S, Z, .#).

La Figura 4.7 muestra los valores de la ecuacion (4.14) con V' = V (sg, Z, #) — 0,01

y V =V(s, Z, #) + 0,03, para trayectorias aleatorias con respecto a un call europeo
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V+0.01 V-0.03
T T T

0.5

045 B
04 o 1 04 /
035 — :

03 03 |
025
02 02
015
04

0.1

0.05

-0.05 I I I I I I
0.8 1 1.2 14 0.8 1 1.2 14

Figura 4.6: Valores de cubrimiento del derivado financiero para V = V(Sy, Z, .#)+0,01
y V. =V (Sy, Z, .#) — 0,03.

Z. En este caso podemos ver que los valores de (4.14) se encuentran por debajo del
valor del derivado para V' = V(sg, Z, #) — 0,01. Para V. = V(so, Z, #) + 0,03, se
aproxima mejor al derivado.

Por ultimo, es de interés mostrar la situacion de los valores de cubrimiento del deri-
vado cuando se considera V = V(sg, Z, .#) junto a la estrategia ®" y V = V (sq, Z, )
junto a la estrategia ®¥. La Figura 4.8 refleja esta situacion para .4 = .7 (sg, a, Q) x
con o =1, Ny =100y p = 3.

4.3.3. Volatibilidad Variable

Este tltimo apartado estd dedicado a estudiar el comportamiento de las cotas mi-
nimax para diferentes configuraciones de un mercado finito .# respecto de la seleccion
del conjunto A. En un mercado finito VCT, A contiene la informacion de los posibles
valores de variacion cuadratica que se les permitird a las trayectorias del mercado.

Consideraremos primero mercados donde A contiene un solo elemento {ng} con
1 <60 <1yng < ngri. Denotaremos a los mercados correspondientes por .#y =
S (s0,,Qp) x #,1 <0 <1, donde Qp = {nyd*}. Las Figuras 4.9 y 4.10 muestran las
cotas minimax como funciéon de los valores de la variacion cuadratica para dos tipos

diferentes de derivados. Se define a la opcion mariposa con precio de ejecucion Ky < Ky
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0.5

0.1

V=V-0.01

V=V+0.03
T

0.5

Figura 4.7: Valores de cubrimiento del derivado para V = V (s, Z, . #) — 0,01 y V =
V (50, Z, ) +0,03.
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Call europeo Call mariposa
T T T T

0.035

0.016

0.014 - B
0.03 -

0.012 - B

0.025 -

0.01 B

0.008 R

0.015

0.006

0.01 Lt L L L L L 0.004 Lt L L L L
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

variacién cuadratica %1073 variacién cuadratica %1073

Figura 4.9: Cotas minimax como funcién de vy = n4d2 en el mercado .#, para un call

europeo con i = 1 y una opcién mariposa con K1 =1y Ky =1,1.

como
(Smsy — K1)™ si Sy < Btk

ZP(S) = :
(KQ — SM(S))+ si SM(S) > %

Tomaremos en esta oportunidad s = 1, a = 3 - \/m, Ny = Ny y ng
tomando valores entre 25 y 200. Construiremos ocho mercados finitos VCT ., =
S (s0,,Qp) x A donde Qp = {nyd?}.

Observemos que las cotas se incrementan de forma mondétona respecto a la variacion
cuadratica para el caso de un call europeo en concordancia con el Corolario 4.1, pero
en el caso de una opcion mariposa el comportamiento ya no es mon6tono. Notemos
que el call europeo es un derivado convexo, mientras que la opcién mariposa no lo es.

Es importante mostrar, ademés, el efecto de incorporar valores de variacién cua-
dratica al conjunto (). Con este fin, construiremos mercados finitos VCT .Z(,

S (50,0, Qp) x # donde, en este caso, Qg = {n16%,...,n90%}. La Figura 4.10 muestra
las cotas minimax como funcién de los conjuntos (Jy para un call europeo y una opcion
mariposa.

Notemos que, en la Figura 4.9, para un call europeo, el gréifico de la cota superior
coincide con el grafico de la cota inferior. Esto significa que la cota superior solo depende

del maximo valor del conjunto () en concordancia con el Corolario 4.2. En cambio, la
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0.035 Call Eu‘ropeo 0.03 Call Ma‘riposa
0.025 -
0.03
0.02
0.025 |
0.015 -
/
0.02 - /
/ 0.01 |
/
/
//
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0.015 - /
// 0.005
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Q, Q, Q, Q, Q,
Figura 4.10: Cotas minimax como funcién de Qg = {n162, ..., mg6%} en el mercado Mo,

para un call europeo con K =1 y una opcién mariposa con K; = 1 and Ky = 1,1.

cota inferior es constante para todo (Qy. Entonces podemos concluir que la cota inferior

solo depende del valor minimo del conjunto ). En el caso de la opcién mariposa, la cota

superior aumenta en forma mono6tona mientras que la cota inferior decrece respecto a

(9, pero no podemos obtener conclusiones sobre su dependencia de los valores de Q).






Apéndice A
Analisis Convexo

Daremos en este capitulo una breve introducciéon al andlisis convexo. Dividiremos
el capitulo en tres secciones. En la Seccion A.1 daremos algunos de los teoremas mas
importantes, como el teorema de separacion (algunas veces llamado Teorema de Hahn-
Banach, que es la version infinito dimensional del mismo) y el Teorema de Caratheo-
dory. En la Seccion A.2 presentaremos algunas propiedades de las funciones convexas,
tales como las nociones de dualidad. Por tltimo, en la Seccion A.3 introduciremos un
resultado de optimalidad.

El libro de referencia en el que basamos este capitulo es Dacorogna (2007), el cual
recopila varios resultados de Rockafellar (1970). Ademéas también se puede consultar
Boyd & Vandenberghe (2004), Bertsekas et al. (2003) y Horst & Tuy (1996). Adopta-

remos en este apéndice la siguiente notacion:

» Para un conjunto £ C R?, cl E'y E€ representaran respectivamente la clausura

y el complemento de E.

» - representard el producto interno de R? y, al menos que se diga lo contrario |||

denotara la norma euclidea de R%.

= La bola de centro € R? y radio r > 0 sera denotada por

By(z) :={yeR: ||y — z|| < r}.

A.1. Conjuntos Convexos

Para empezar recordemos las siguientes definiciones basicas.
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Definicién A.1. 1. Un conjunto E C R? se dice convezo si para cada z,y € E'y
cada t € [0, 1]
tr+ (1—t)y € E.

2. Un conjunto £ C RY se dice afin si para cada z,y € Ey cadat € R

tr+(1—t)ye E

3. La cdpsula afin de un conjunto 2 C R? es el menor conjunto afin que contiene a

FE. La denotaremos por aff E.
4. Un hiperplano A C R? es un conjunto de la forma
A={reR: 2z -a=a}
ac€RL a#0yack.
La siguiente Proposicion es elemental.
Proposicion A.1. 1. La interseccion arbitraria de conjuntos converos es convera.
2. La interseccion arbitraria de conjuntos afines es afin.
La nocion de interior relativo es un concepto muy importante en andlisis convexo.

Definicién A.2. Sea £ C R? un conjunto convexo. El interior relativo de E, que

denotaremos por ri E, es el interior del conjunto relativo a su capsula afin, es decir,
11 E={x € E:B(z,r)Nnaff £ C E para algin r > 0}.
La siguiente propiedad relaciona las nociones de clausura y relativo interior.

Proposicién A.2 ((Rockafellar, 1970, Teorema 6.1)). Sea E C R un conjunto convezo

no vacio. Entonces para cada x € ri E se tiene que
ar+(l—a)yeri B
para cada y € cl E y para todo o € (0, 1].

La Proposicion que sigue describe una de las propiedades més importantes de la

clausura y el relativo interior sobre conjuntos convexos.
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Proposicién A.3. Sea E C RY un conjunto convezo. Entonces cl E yri E son con-

VETO0S.

La siguiente caracterizacion del interior relativo para conjuntos convexos es de uti-

lidad.

Proposiciéon A.4 ((Rockafellar, 1970, Corolario 6.4.1)). Sea E C RY un conjunto
convezxo. Entonces el interior relativo de E es el conjunto de todos los puntos x € E

tal que para todo y € E existe algin € > 0 con
r—ely—x) € k.

En los siguientes resultados describiremos algunas operaciones que preservan conve-
xidad. Estas operaciones son de ayuda para determinar o establecer cuando un conjunto
es convexo. Para z,y € R? vamos a definir el segmento cerrado [x,y] y el segmento

abierto (z,y) por
[yl ={te+ (1 —t)y:0<t <1}y (r,y) ={te+ (1 —t)y: 0<t <1}

Dada una funciéon f : R — R?, vamos a presentar dos propiedades de preservacion
de conjuntos convexos por f introducidas en Pales (2012). Diremos que f preserva
converidad si f(E) es convexo para todo subconjunto convexo £ C R De manera
analoga, diremos que f~! preserva convexidad o f preserva convexidad inversamente
si f71(E") es convexo cuando E' es un subconjunto convexo de f(R?). Los siguientes

resultados son inmediatos.
Proposicion A.5. Sea f: R — R?,
1. f preserva convezidad si y sélo si [f(x), f(y)] C f([x,y]) para todo z,y € RY,

2. [ preserva converidad inversamente si y solo si f([x,y]) C [f(x), f(y)] para todo
z,y € R,

Notemos que se sigue de la Proposicion anterior que una funciéon que preserve
convexos y, a la vez, preserve inversamente cumple que [f(z), f(y)] = f([z,y]) para

todo x,y € R%, lo que motiva la siguiente Definicion.

Definicién A.3. Diremos que una funcion f : R? — RY preserva segmentos si
F@), f)] = f(lz,9]) para todo z,y € R% Si (f(x), f(y)) = f((x,y)) para todo

T,y € R? diremos que f preserva segmentos estrictamente.
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Entonces, f preserva segmentos si y sélo si f preserva convexos y preserva convexos
inversamente. Claramente, si f preserva segmentos estrictamente, entonces preserva
segmentos, la implicacion inversa, sin embargo, no siempre es cierta.

Las candidatas obvias a ser funciones que preservan segmentos estrictamente son
las funciones afines. Recordemos que una funcion f : R? — R? es afin si es la suma

de una funcion lineal méas una constante, es decir, f(z) = Az + b, donde A € R™*? y
beRY.

Proposicion A.6. Sea f : R* = RY una funcion afin. Entonces f preserva segmentos

estrictamente.

Dos ejemplos sencillos de transformacion afin son la funcion de escala y las trasla-
ciones. Sea £ C R? un conjunto convexo, a € Ry a € R? entonces los conjuntos a &

y E + a son convexos, donde
ab={ax:x€FE}, EF+a={x+a:x€EFE}.

Existe otra clase de funciones més generales que las afines, que también preservan
segmentos estrictamente. Consideremos la funcion P : R¥*! — R? con dom P = {z €
R : x> 0} x R? definida por

P(x) = — (2, 2%, ..., 2%). (A.1)

Esta funcion denominada funcion perspectiva, cambia de escala o normaliza vectores,
dejando, en este caso, la primera coordenada igual a 1, la cual descarta. Esta funcién
también preserva segmentos estrictamente (ver (Boyd & Vandenberghe, 2004, Seccion
2.3.3)).

Proposicién A.7. Sea P : R — R? la funcion perspectiva dada por (A.1), entonces

P preserva segmentos estrictamente.

Observacion A.1. Podemos armar funciones perspectiva que normalicen con respecto a

cualquier otra coordenada. En tal caso la Proposicion anterior se mantiene verdadera.

Por tltimo, definiremos las funciones lineales-fraccionales, que son aquellas que son
composicion de la funcién perspectiva con una funcion afin. Supongamos que g : R? —
’ ., . ., . E
R¥*! es una funcion afin, entonces la funcién f = P o g es llamada lineal-fraccional (o

proyectiva).
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s e, 4 -, - .
Proposicién A.8. Sea f : R — R? una funcion lineal fraccional, entonces f preserva

segmentos estrictamente.

La nocion de separacion es una de las nociones mas importantes en la teoria de
convexidad y sus aplicaciones. Se basa en el hecho de que un hiperplano en R? divide
R? en dos, en el sentido que el complemento del hiperplano es la uniéon de dos conjuntos
convexos abiertos disjuntos (semiespacios). El principal Teorema de Separacion es el

que sigue.

Teorema A.1 ((Rockafellar, 1970, Teorema 11.3)). Sean E; y Es dos conjuntos con-
vezos no vacios en RY. Siri By y1i Ey no tienen puntos en comin, entonces existe un

vector b € R? tal que
s b-x<b-y para todo x € Fy ey € Es.
» Friste x* € Fy ey* € Fy tal que b-x* < b-y*.
El siguiente Teorema muestra cuando podemos separar dos conjuntos fuertemente.

Teorema A.2 ((Rockafellar, 1970, Teorema 11.4)). Sean Ey y Ey dos conjuntos con-

vexos no vacios en R, Si
fnf{Hxl — l’sz 1x € El; T9 € EQ} > 0,
entonces existe un vector b € RY tal que b-x < b-y para todo x € E, ey € Es.

Presentaremos a continuacion el Teorema de Separacion que utilizamos para probar

el Teorema 1.1, el cual es una aplicaciéon directa de los Teoremas anteriores.

Teorema A.3. Supongamos que E C R? es un conjunto convero no vacio tal que

0 ¢ E. Entonces existe a € R tal que a -z > 0 para todo v € E y a-x¢ > 0 para al

menos un xo € E. Mds ain, si ing lz|la > 0, entonces podemos encontrar a € R? tal
xre

que infcpla- x| > 0.
A continuacion definiremos la capsula convexa de un conjunto.

Definicién A.4. La cdpsula conveza de un conjunto £ C R?, que denotaremos por

co F, es el conjunto convexo mas chico que contiene a F.

Una de las méas importantes caracterizaciones de la capsula convexa es el Teorema

de Carathéodory.
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Teorema A.4 (Teorema de Carathéodory). Sea E C R%. Entonces

d+1 d+1
co B = {Z)\le cx; € BN > O,Z/\: 1}.
i=1 =1

Dado E un conjunto convexo, existen varios conjuntos de puntos ' C E tal que
E = co F. Para cualquiera de estos conjuntos, los puntos de E se pueden expresar como
combinacion convexa de los puntos de F' por medio del Teorema de Carathéodory. Por
supuesto, el conjunto F' méas chico es la representacion més significativa de los puntos
de F.

Definicion A.5. Sea £ C R? un conjunto convexo. Diremos que z € E es un punto

r=aa+ (1 —a)b
=a=b=ux.
O<a<l, a,beFE

extremo de E si

Denotaremos el conjunto de puntos extremos de E por Eey.

Notemos que el conjunto de puntos extremos puede ser vacio. Este es el caso, por
ejemplo, de un conjunto convexo abierto. La importancia de los puntos extremos se
explica en el siguiente Teorema. Este resultado es conocido en general como Teorema

de Krein-Milman, que es el caso infinito dimensional del Teorema de Minkowsky.

Teorema A.5 (Teorema de Minkowsky). Sea £ C R? un conjunto compacto y sea

Eo el conjunto de puntos extremos de co E. Entonces

co F =co Eey.

A.2. Funciones Convexas

Mientras tratemos con funciones convexas, es conveniente permitirle a las funciones
tomar valor infinito, es decir, consideraremos funciones de R? en R U {oo}. Comenza-

remos con la definicion de funcién convexa.

Definicién A.6. Una funcion f: R? — R U {co} se dice convera si
fltz+ (1 —ty) <tf(@)+ (1 =)f(y)

para cada z,y € RY y t € [0, 1].

Vamos a recordar algunas definiciones y notaciones.
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Definicién A.7. Sea f: RY — R U {oo}.

1. f es semicontinua inferior si

liminf f(x;) > f(z).

T;—T
2. El dominio de f esta definido por

dom f = {zr € R?: f(z) < 00}.

3. El epigrafe de f esta definido por

epi f={(r,a) €R*xR: f(z) <a}.

4. Para a € R, se define el conjunto de nivel o de f como

Co={zcR?: f(z) <a}.

Teorema A.6. Sea f:R?— RU {oo}.
1. Las siguientes tres condiciones son equivalentes.

a) f es semicontinua inferior,
b) epi f es cerrado,

c) Cqy es cerrado para cada o € R.
2. Las siguientes dos condiciones son equivalentes.

a) f es convezxa,

b) epi f es convezo.
Ademds, si [ es convexa, entonces C, es convexa para cada o € R.

3. Sea f, : RY — RU {oo}, v € I, una familia arbitraria de funciones convezas.

Entonces

f=supf,

vel

es una funcion conveza.
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4. Sea f, : RY = RU{oo}, v € I, una familia arbitraria de funciones semicontinuas

inferiores. Entonces

Jf=supf,
vel
es una funcion semicontinua inferior.

Centraremos ahora nuestra atencién en la continuidad de las funciones convexas.

Teorema A.7. Sea f : R? — R U {400} una funcion convera tal que f # +oc.

Entonces f es continua en el interior del conjunto {z € R?: f(z) < oo}.

Otra nocion importante dentro del analisis convexo es la de envolvente convexa de

una funciéon

Definicién A.8. Sea f : RY — RU{oo}. La envolvente conveza de f, que denotaremos

por f¢ es la mayor funciéon convexa menor que f, o equivalentemente
F(z) = sup{g(x) : g < f y g convexa }
para cada r € R

El siguiente resultado da una interpretacion de la envolvente convexa de una funcion

f.
Lema A.l. Para cualquier funcion f:R? — R U {+oo} se tiene que
fé(x) =inf{a: (z,a) € co(epi f)}.
Ademds se tiene que co(epi f) Cepi f¢y
{reRY: f* < +oo} =co {x € R?: f < +o0}.

Observemos que la envolvente convexa es una funciéon continua en el interior de su
dominio por ser justamente una funcion convexa (Teorema A.7). Ademés, bajo ciertas

condiciones hereda alguna de las propiedades de la funcion original.
Proposicién A.9. Sea f:RY — RU {+00}.

1. Supongamos que existe a € RY y o € R tal que f(x) > a -1 + «, entonces
fe > —oo0.

2. Supongamos que f es semicontinua inferior y alguna de las siguientes dos condi-

ciones se cumple:



A.2 Funciones Convexas 119

a) dom f es compacto,

b) dom f es cerrado y convezo,

entonces f¢ es semicontinua inferior.

Una consecuencia inmediata del Teorema de Caratheodory (Teorema A.4) es la

siguiente caracterizacion de la envolvente convexa.
Teorema A.8. Sea f: R = R y, para cada v € RY,
fx) = sup{g(x) : g < f y g conveza }.

Supongamos que f¢ > —oo. Entonces

d+1 d+1 d+1
fe(x) = inf {Zaif(:vi) : Zaixi =x,0; >0 con Zai = 1} .
i=1 i=1 i=1

Otro concepto de importancia es el siguiente.

Definicién A.9. Sea f : R? — R U {+o00}. La envolvente semicontinua inferior de
f, que denotaremos por f, es la mayor funciéon semicontinua inferior menor que f, o

equivalentemente
f(x) = sup{g(x) : g < f y g semicontinua inferior }
para cada r € R

El resultado mas importante involucrando el concepto de envolvente semicontinua

inferior es el siguiente.

Teorema A.9 ((Rockafellar, 1970, Teorema 7.4)). Sea f : R? — R U {400} una
funcion convexa. Entonces f es una funcion convexa. Ademds, f coincide con f en el

conjunto ri {x € R?: f(r) < oco}.

Introduciremos ahora la nocion de dualidad. Esta nociéon juega un rol central en

analisis convexo.
Definicién A.10. Sea f: RY — R U {400} con f # oo.

1. La funcion f*: R4 — RU {400} definida por

fH(@") = sup{z - 2" — f(x)}

z€R4

es llamada conjugada, o dual de f.
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2. La funcion f**: R? — R U {+oc} definida por

[ (@) = sup {x - 2" — f*(27)}

z*cRd

es llamada biconjugada, o bidual de f.

La funcion conjugada es la maxima diferencia entre la funcion lineal = - x* y f(x).

Por dltimo daremos algunas propiedades importantes de estas funciones.
Teorema A.10. Sea f: RY — R U {+o0}. Entonces:

1. f* es convexa y semicontinua inferior

2. Si f es convexa y semicontinua inferior, entonces f* # oo.

3. La siguiente inecuacion es cierta

frsrsr

Mds aun, si f > —oo, entonces f** = f¢. En particular, si f es convexa y

semicontinua inferior, se tiene que f** = f

4. La identidad f** = f* es siempre verdadera.

A.3. Convexidad y Optimizacion

El problema de encontrar el minimo de una funcién f : R? — R U {+occ} es un

tema central en esta tesis.

Definicion A.11 (Minimo Global). Sea f : R — R U {400} con f # +o00. Diremos

que un punto z* € R? es un minimo de f sobre R si

Fa*) = inf f(x).

z€R4

Ademas diremos que f alcanza un minimo en z*.

Una pregunta bésica en optimizacion es cuando existe un punto minimo. Una de
las respuestas a esta pregunta la da el Teorema de Weierstrass. Antes necesitamos

introducir una clase de funciones.

Definicién A.12 (Funcion Coerciva). Diremos que una funcion f : R? — RU{+oo} es

coerciva si para cada sucesion {z }reny C R? con ||x1|| — 400 se tiene que f(z3) — +oo0.
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Notemos que como consecuencia de la Definicion todos los conjuntos de nivel de una
funcion coerciva son acotados. El siguiente resultado se puede encontrar en (Bertsekas
et al., 2003, Proposicion 2.1.1)

Teorema A.11 (Teorema de Weierstrass). Sea f : RY — R U {+oo} una funcion

semicontinua inferior y asumamos que alguna de las siguientes condiciones se cumple:
» el conjunto {x € R?: f(z) < 400} es acotado,
» existe a € R tal que el conjunto de nivel C,, de f es acotado,
= f es coerciva.

Entonces el conjunto de minimos de f es no vacio y compacto.
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