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RESUMEN

Esta tesis tiene como finalidad el estudio asintotico de sucesiones y subsucesiones
recursivas de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos, entre ellas, se destaca la

sucesion ‘H = {F;}°, definida por la ecuacion de tipo Artin-Schreier

sobre un cuerpo finito Fos con 2° elementos. Determinar el comportamiento asinté-
tico de esta torre sobre tales cuerpos finitos fue un problema propuesto por Beelen,
Garcia y Stichtenoth [2].

El trabajo esta dividido en tres capitulos. En el primero introducimos conceptos
fundamentales de la teoria de torres de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos.
El segundo esta dedicado a la resolucion del problema planteado lineas arriba; en
este sentido, demostramos que la sucesion H es una torre de género finito sobre Fos
para cualquier entero positivo s y probamos que el comportamiento de la tasa de
descomposicion depende de la paridad de s. Adicionalmente, calculamos de forma
precisa el nimero de lugares racionales y el género de cada cuerpo de funciones F;
sobre [y, deduciendo que la torre H sobre Fy es una torre asintoticamente 6ptima.
El tercer capitulo se enfoca en la construccion de subsucesiones y supersucesiones

de cuerpos de funciones y a la generalizacién de algunos resultados conocidos.
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El problema de cuantos lugares (puntos) racionales puede tener un cuerpo de funcio-
nes (curva) de género g definido sobre un cuerpo finito I, ha sido objeto de estudio
durante muchos anos en teoria de ntimeros. En 1948 Weil [23] demostro la hipotesis
de Riemann para cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos y como consecuencia
obtuvo el siguiente resultado: dado un cuerpo de funciones F' sobre F, de género g,

el nimero de lugares racionales N (F') satisface la desigualdad

IN(F) — (¢ + D] <294 (1)

La cota anterior es conocida como cota de Hasse-Weil. En 1981 Thara [16] y Manin
[18] notaron que esta cota puede ser mejorada si el género es grande en comparacion
con la cardinalidad del cuerpo finito sobre el cual se considere el cuerpo de funciones.

De hecho, en ese mismo articulo Thara introdujo la funcién

A(q) = limsup Nalg) (2)
g—ro0 g

donde N,(g) es el maximo namero de lugares racionales de un cuerpo de funciones

sobre I, de género g y probo que A(q) < v/2¢q, mejorando la cota para A(q) que se

obtiene de (1). También demostr6é que A(q?) > ¢ — 1 y conjeturd que en realidad

vale la igualdad. En 1983 Drinfeld y Vladut 9] probaron, para todo ¢, que
Alg) < Vg—1

y en particular concluyeron que A(¢*) = ¢ — 1. Si ¢ no es un cuadrado el valor
exacto de A(g) no se conoce, solo se conocen cotas inferiores; algunas de ellas se
han obtenido usando torres de cuerpos de clases. Serre [19] demostré que existe
una constante ¢ > 0 tal que A(q") > cnlog(q) para todo ¢ y todo enteron > 0y
Temkine [22| en 2001 prob6 que existe una constante ¢ > 0 tal que para todo ¢y

todo entero n > 0
log(q)

log(n) + log(q)

A(q") > en®log(q)
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Esta es una generalizacion de la cota de Serre que resulta ser mejor para todo ¢
no primo. Anteriormente Zink [24] habia usado superficies de Shimura degeneradas

para probar que si p es primo entonces

At > 2L

p+2
Motivados por potenciales aplicaciones a la teoria de codigos, Garcia y Stichtenoth
en [11] introducen la nociéon de torres recursivas en las que los cuerpos de funciones
que la componen son definidos explicitamente mediante una tnica ecuacién. Un
resultado clave en ese trabajo es que la torre F definida recursivamente por la

ecuacion
xq

T

(3)

es asintoticamente 6ptima sobre F 2, esto es, el limite A\(F) de la torre F satisface

Yy +y

De esta manera, los autores dieron una prueba alternativa a la conjetura de Thara.
La ventaja que tienen las torres de cuerpos de funciones frente a los métodos que
se habian usado previamente para obtener cotas de A(q) radica en que cada cuerpo
de funciones de la torre estd definido en términos de ecuaciones y generadores y
esto resulta ser de gran utilidad al momento de trabajar en aplicaciones concretas,
como es el caso de la teoria de codigos. Un ejemplo de esto se ve en [21] en donde, a
partir de la torre recursiva definida por la ecuacion (3), se construye una sucesion de
codigos asintoticamente buena que mejora la cota inferior clasica Gilbert-Varshamov
para la funcion de Manin en teoria de codigos, considerada por mucho tiempo como
inmejorable. También usando torres recursivas de cuerpos de funciones, ver [4], se

obtuvo una generalizacion de la cota inferior de Zink: para todo ¢ se satisface que

. 2¢°> — 1
A(g®) > :
q+2

En el ano 2006 Beelen, Garcia y Stichtenoth [2] dieron los primeros pasos hacia la
clasificacion de torres recursivas sobre un cuerpo finito I, con ¢ elementos, de acuer-
do a su comportamiento asintotico. Los autores se enfocaron en torres recursivas
definidas por ecuaciones de la forma a(y) = b(z), donde a y b son funciones racio-
nales adecuadas sobre F,. Este tipo de torres son llamadas (a,b)-torres sobre F,.
En particular, observaron que muchas (a, b)-torres pueden definirse recursivamente

por ecuaciones de la forma h(y) = A - h(B - z) para algin polinomio h sobre F,
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y A, B € GLy(F,). En este caso el simbolo A - u se usa para denotar la accion de

elementos de GLy(F,) como una transformacion de Mébius, esto es,

(c d> cu—+d
cur = .
e f 6U+f

Esta observacion fue clave y les permitié obtener resultados en la clasificacion de

torres de tipo Kummer y Artin-Schreier que son de gran importancia en la teoria.
Como una aplicacion de esos resultados dieron una lista de todas las (a,b)-torres
de tipo Artin-Schreier con dega = degb = 2 sobre el cuerpo finito Fy y verificaron
que todos los posibles casos se habian considerado en trabajos previos, excepto la

sucesion de tipo Artin-Schreier H sobre Fy definida recursivamente por la ecuacion

(4)

En este sentido, Beelen, Garcia y Stichtenoth plantearon, en ese mismo articulo,
como un problema abierto determinar si existe algin entero positivo s > 1 tal
que la sucesion recursiva H definida por (4) sea una torre asintéticamente buena
sobre [Fys. Este problema es resuelto en esta tesis y de esta forma completamos la
clasificacion de las (a, b)-torres de tipo Artin-Schreier con dega = degb = 2 sobre
[F5 iniciado por dichos autores.

Esta tesis se divide en tres capitulos. En el capitulo uno damos las definiciones
basicas y algunos resultados conocidos de la teoria de cuerpos de funciones y de
torres de cuerpos de funciones. En el capitulo dos demostramos que para cualquier
entero positivo s la sucesion H es en realidad una torre sobre Fys, que es 2-acotada
y de espacio de ramificacion finito lo que implica que H es de género finito. Por otra
parte, probamos que el comportamiento de la tasa de descomposicion depende de
la paridad de s: cuando s es par la torre H tiene tasa de descomposicion positiva
lo cual, junto con la finitud del género, implica que la torre H es asintoéticamente
buena; cuando s es impar la tasa de descomposicion es cero lo que implica que H
es asintoticamente mala. Debemos destacar la importancia de la prueba para s = 2
pues la ramificacion o no de algunos lugares de la torre depende de la existencia de
ciertos elementos, que denominamos de tipo 1 o tipo 2, que se construyen a partir de
manipulaciones de caracter técnico de la ecuacion (4). Por un lado, lo anterior nos
permite afirmar que los lugares racionales de H siempre ramifican en algin paso de
la torre e inmediatamente después se descomponen completamente y, por otro lado,
nos permite calcular de forma precisa el nimero de lugares racionales y el género de

cada cuerpo de funciones de la torre. De lo que se concluye que la torre H sobre [Fy
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es asintoticamente 6ptima.

Finalmente, el capitulo tres lo dedicamos a la construcciéon de subsucesiones y su-
persucesiones de cuerpos de funciones. En este orden, formulamos un método para
obtener una subsucesion propia a partir de una (a, b)-sucesion recusiva no trivial, el
cual puede implementarse computacionalmente de forma sencilla; ademas, consta-
tamos que varias de las subtorres conocidas en la literatura pueden obtenerse por
la aplicaciéon del método descrito y, adicionalmente, probamos que el método dado
en [6] es un caso particular del nuestro. Por otra parte, generalizamos un resultado
dado en el articulo [14] relacionado con la obtencion de una supertorre asintotica-
mente buena a partir de una torre asintéticamente buena. Finalmente, extendimos el
resultado de [8] en el que se dan condiciones suficientes para que una (a, b)-sucesion
recursiva no trivial tenga espacio de descomposicidén no vacio a sucesiones recursivas

definidas por ecuaciones reducibles.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo introducimos conceptos y resultados fundamentales de la teoria de
cuerpos de funciones y torres de cuerpos de funciones sobre cuerpos finitos necesarios
para el desarrollo de la tesis. Las demostraciones se pueden consultar en las secciones
1,3 y 7 del texto [20].

1.1. Extensiones algebraicas de cuerpos de

funciones

Una extension de cuerpos F'/k se dice un cuerpo de funciones algebraicas si
existe un elemento x € F' trascendente sobre k£ tal que F' es una extension finita del
cuerpo de funciones racionales k(x) sobre k. Por simplicidad diremos que F/k es un

cuerpo de funciones.

Dado un cuerpo de funciones F'/k, la clausura algebraica de k en F' es un subcuerpo
de F y lo denotaremos por kr. Es claro que F'/kp también es un cuerpo de funciones

y en caso de que k = kp diremos que k es el cuerpo total de constantes de F/k.

Sea F'/k un cuerpo de funciones. Un anillo de valuacién discreta O de F/k es
un anillo intermedio propio de F/k, esto es, k C O C F tal que para todo z € F se
tiene que z € O 0 27! € O. Se puede probar que los anillos de valuacién discreta de
un cuerpo de funciones son anillos locales, es decir, tienen un tnico ideal maximal.
(|20, Proposiciéon 1.1.15]).

Un lugar P de un cuerpo de funciones F'/k es un ideal maximal de algun anillo de

valuacion discreta de F'/k. Al conjunto de lugares de F'/k lo denotamos por P(F).

Una valuacién discreta de un cuerpo de funciones F'/k es una funcion sobreyectiva

v:F — ZU{oo} que satisface las siguientes condiciones:
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i. v(z) =00 siy solosiz=0.
ii. v(zy) =v(z)+ v(y) para todo z,y € F.
iii. v(z+vy) > min{v(z),v(y)} para todo z,y € F.

iv. v(a) =0 para todo a € k* := k \ {0}.

Una propiedad de mucha utilidad al momento de trabajar con valuaciones es la de-
sigualdad triangular estricta, la cual es consecuencia de los axiomas anteriores,

y afirma que: dados z,y € F tales que v(z) # v(y) entonces

v(z +y) = min{r(x), v(y)}.

Se puede probar que existe una biyeccion entre los lugares y las valuaciones discretas

de un cuerpo de funciones. También se ve que dado un lugar P de F'/k entonces
Op={x€F:vp(x)>0} y P={xeF:vp(xr)>0}

donde vp denota la valuacion discreta correspondiente a P. Si x es un elemento no
nulo de F' tal que vp(z) > 0 decimos que P es un cero de z y si vp(x) =m > 0
decimos que P es un cero de = de orden m. Si vp(x) < 0 decimos que P es un polo
de z y si vp(r) = —m < 0 decimos que P es un polo de x de orden m. Si P es un
cero (resp. un polo) de orden 1 de x decimos que P es un cero simple (resp. polo
simple) de z. Un elemento z € F es llamado un elemento primo o parametro

local para P si P es un cero simple de z.

Dado un lugar P de F/k, se define el cuerpo de clases residuales en P como
Fp:=0Op/P. Siz € Op denotamos la clase residual de x modulo P como z(P). La
proyeccion canonica

¢p:Op — Fp

induce una inmersion de cuerpos de kr a Fp. Por lo tanto se puede ver a kp yak
como subcuerpos de Fp. Se define el grado de P como deg P := [Fp : k|. Se puede
probar que cualquier lugar P tiene grado finito y que [kr : k] < deg P. En particular
si P es un lugar de grado uno tenemos que kp = k, es decir, k es el cuerpo total de

constantes de F'/k. Un lugar de grado uno es llamado racional.

En adelante F'/k denotara un cuerpo de funciones con k su cuerpo total de constan-

tes.

A continuacion damos los conceptos necesarios para definir el género de un cuerpo

de funciones que es un invariante de gran importancia en esta teoria.
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Un divisor D de F//k es una suma formal D =} _p oy np P donde np son coeficien-
tes enteros y np # 0 a lo més para un nimero finito de lugares P € P(F'). Es comin
escribir vp(D) en vez de np. Si D es un divisor de F//k definimos el grado deg(D)
de D como deg(D) = >~ pppy vp(D) deg(P) v el espacio de Riemann-Roch de

D como:
L(D) :={x € F:vp(x) > —vp(D) para todo P € P(F)} U {0}.

Este es un espacio vectorial finito dimensional sobre k y (D) denota su dimension.

El género de F'/k se define por:
g(F) := max{deg(D) — (D) +1: D es un divisor de F'/k}.

En |20, Proposicion 1.4.14| y |20, Corolario 1.4.14] se demuestra que el género de un

cuerpo de funciones es un entero no negativo.

El ejemplo més sencillo de un cuerpo de funciones es el cuerpo de funciones
racionales k(x)/k, donde z es un elemento trascendente sobre k. Este cuerpo de
funciones tiene género 0 y una descripcién muy particular de sus lugares, la cual
daremos a continuaciéon. Cada polinomio irreducible p(z) € k[z]| induce un lugar
en P(k(x)) que se denota como P,,). En este caso p(x) es un elemento primo para
P := P, y su correspondiente valuaciéon discreta es vp(q(x)) = n, donde g(x) es
de la forma p(z)"r(x) con n un entero, r(z) = s1(x)/sqe(z) € k(x) y si(z) € k[z] es
un polinomio no divisible por p(x) para i = 1,2. Por otra parte tenemos al lugar
infinito, denotado por P.. Un elemento primo para P,, es 1/z y su correspondiente
valuacion discreta esta dada por v (p1(z)/pa(2)) = degpe(x) — deg py(x). Ademas,
si P es un lugar de k(x)/k entonces P = P, para algin p(z) € k[z] irreducible o
P = P.. Finalmente, deg P,,) = degp(z) y deg P, = 1. En particular, si k es un

cuerpo finito el nimero de lugares racionales de k(x) es |k| + 1.

En adelante supondremos que F'/k' (resp. F'/k) es un cuerpo de funciones y que &’
(resp. k) es su cuerpo total de constantes. Un cuerpo de funciones F'/k" se dice una
extension algebraica (resp. extensiéon finita) de un cuerpo de funciones F'/k
si F'/F y K'/k son extensiones algebraicas (resp. extensiones finitas) de cuerpos.
Nuestro interés a lo largo del trabajo se centra en torres de cuerpos de funciones

sobre cuerpos finitos asi que supondremos que k es un cuerpo finito.

Ahora mencionaremos algunas definiciones y propiedades importantes de los lugares
en una extension algebraica de cuerpos de funciones F'/k’ de F/k. Sean P € P(F)
y Q € P(F"). Si P C @ diremos que () cae sobre P o que () esta arriba de P o
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que @ divide a P o que P es la restriccion de Q a F'y lo denotamos por Q| P. En
este caso se demuestra que existe un entero positivo e > 1 tal que para todo x € F'

se cumple que
vg(x) = evp(z).

El entero positivo e se conoce como el indice de ramificaciéon de () sobre P y se
denota por e(Q|P). También se prueba que para cada lugar Q € P(F’) existe un
tnico lugar P € P(F') tal que @) cae sobre P, concretamente P = QN F| y de manera
reciproca que para cada lugar P de F' existe al menos uno y lo mas un ntmero finito
de lugares en F’ arriba de P.

Se dice que un lugar P € P(F') ramifica en F'/F si existe un lugar @) de I’ arriba
de P tal que e(Q|P) > 1. En caso contrario decimos que P no ramifica en F'/F.
Decimos que la extension F’/F ramifica si existe un lugar P € P(F) que ramifica
y no ramifica en caso contrario.

Si @ cae sobre P se prueba que la clase residual Ff, es una extension de cuerpos de
la clase residual Fp. El grado de Fé?/Fp, el cual puede ser infinito, se denota por
f(Q|P) y es llamado el grado de inercia o el grado relativo de ) sobre P. En
caso de que f(Q|P) > 1 decimos que P es inerte en F”/F.

El indice de ramificacion y el grado de inercia son multiplicativos, esto es, si F”/F’
y F'/F son extensiones algebraicas y los lugares R € P(F"), Q € P(F') y P € P(F)
son tales que P C ) C R entonces

e(R|P) = e(RIQ)e(QIP) v [(RIP)= f(RIQ)f(QIP).

El siguiente resultado muestra que el indice de ramificacion y el grado de inercia

estan estrechamente relacionados.

Proposiciéon 1.1. (Igualdad fundamental) Sean F'/k' una extension finita de
F/k, P un lugar de F' y Qq,...,Q, todos los lugares de F' arriba de P entonces:

r

Ze(Qi’P)f(Qi|P) = [F: F].

i=1
Sean F'/k' una extension finita de F//k'y P € P(F). Se dice que el lugar P es
totalmente ramificado en F'/F si existe () un lugar de F’ arriba de P tal que
e(Q|P) = [F' : F]. La igualdad fundamental implica que @ es el tinico lugar arriba
de Py que f(Q|P) = 1. Se dice que P se descompone completamente en F’/F
si existen exactamente [F’ : F] lugares en F’ arriba de P. Usando nuevamente la

igualdad fundamental vemos que P se descompone completamente en F’'/F siy solo



Extensiones algebraicas de cuerpos de funciones 5

si e(Q|P) = f(Q|P) = 1 para todo lugar @@ de F’ arriba de P. Ahora veamos la
relacion que hay entre el grado de los lugares y el grado de inercia en una extension
de cuerpos de funciones finita. Dados Q) € P(F”) y P € P(F) con () arriba de P, se

muestra facilmente que

£(QIP)des P
(k" k]

En particular, si k = k" entonces @) es racional si y solo si P es racional y f(Q|P) = 1.

deg @ =

Ahora definimos los conceptos extension por constantes y divisor conorma que seran
necesarios para enunciar la siguiente proposicion. Sea F’/k" una extension algebraica
de F/k. Si F' es la composicion de los cuerpos F'y k' diremos que F’ es una
extension por constantes de F. Dado un lugar P € P(F') se define su conorma

(respecto a F'/F) como el divisor
Conpryp(P) ==Y e(Q|P)- Q.
QP

Proposicion 1.2. (Extensiones por constantes) Si ' [k’ es una extension por

constantes de F'/k entonces:
i. La extension F'/F no ramifica.
it. Los cuerpos de funciones F' y F' tienen el mismo género.
i, deg(Conp//p(D)) = deg(D) para cualquier divisor D de F.
iv. Sea Q € P(F') un lugar arriba de P € P(F). Si |k| =q y |K'| = ¢™ entonces:
a) deg@Q = (n’fm), donde n = deg P.
b F(QIP) = 2

¢) Hay exactamente (n,m) lugares en F' arriba de P.

El simbolo (n,m) denota el mdzimo comin divisor entre los enteros n y m.

A continuacién describiremos algunos resultados relacionados con la composicion de

dos cuerpos de funciones.

Proposicion 1.3. (Lema de Abhyankar) Sea F'/F una extension finita y sepa-
rable tal que Fy, Fy son cuerpos intermedios y F' es la composicion entre Fy y Fs.
Sean Q@ € P(F') un lugar arriba de P € P(F) y Q; la restriccion de Q a F; con
i = 1,2. Supongamos que la caracteristica de F', Car F', no divide a e(Q;|P) para
algun 1 = 1,2, entonces

e(Q1|P)e(Q2|P)

“QIP) = C10,1P) (@l P))
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Grafica 1.1: Lema de Abhyankar

Corolario 1.4. Sea F'/F una extension finita y separable tal que Fy, Fy son cuerpos
intermedios y F' es la composicion entre Fy y Fy. Sean Q) € P(F') un lugar arriba
de P € P(F) y Q; la restriccion de Q a F; con i = 1,2. Si Q|Qy ramifica en F'/Fy
entonces Qo|P ramifica en Fy/F.

Demostracion. Supongamos que Q2|P no ramifica en la extension Fy/F, es decir,
e(Q2|P) = 1, entonces el lema de Abhyankar implica que e(Q|P) = e(Q1|P). Ahora,

de la multiplicatividad del exponente diferente y la igualdad anterior tenemos que

e(Q|@1)e(Q1|P) = e(Q[P) = e(Qu|P),

por lo tanto e(Q|Q1) = 1, lo cual es una contradiccion.

Proposicion 1.5. Sean F'/F una extension finita y separable de cuerpos de fun-
ciones y F la clausura de Galois de F'/F. Si P es un lugar de F' que se descompone

completamente en F'/F entonces P se descompone completamente en E/F.

Proposicion 1.6. Sea F'/F una extension finita y separable de cuerpos de funciones
tal que Fy, Fy son cuerpos intermedios de F'/F y F' es la composicion de Fy y Fs.
Consideremos P € P(F)).

i. Si P se descompone completamente en Iy /F entonces cualquier lugar Q € P(F3)

arriba de P se descompone completamente en F'/Fs.

ii. St P se descompone completamente en F;/F con i = 1,2 entonces P se descom-

pone completamente en F'/F.

Proposicion 1.7. (Desigualdad de Castelnuovo) Sean F'/k, Fi/k y Fy/k cuer-
pos de funciones con k el cuerpo total de constantes de cada uno de ellos. Suponga-

mos que Fy y Fy son subcuerpos de F' tales que F' = F\F5. Entonces el género de
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F' satisface la siguiente desigualdad:
g(F) < g(F)IF": Byl + g(F)[F": B + ([F: Fy] = 1)([F": F3] — 1)

Un divisor de vital importancia asociado a una extension finita y separable F'/F es

el diferente de F’/F que se define como

Diff(F'/F) = » Y d(Q|P)-

PeP(F) Q|P

donde d(Q|P) denota a un entero no negativo llamado el exponente diferente de
Q) sobre P (ver |20, Definicion 3.4.3]). La siguiente proposicion es una herramienta
fundamental en el calculo del género de una extension finita y separable de cuerpos
de funciones y como se puede ver depende del divisor diferente asociado a dicha

extension.

Teorema 1.8. (Férmula del género de Hurwitz) Sean F'/k' una extension
finita y separable de F/k. Entonces el género g(F') de F'/k' y el género g(F) de

F/k satisfacen la siguiente relacion:

29(F") ~ 2 = (24(F) = 2) 5+ des(DIf(E'/ )

donde Diff(F'/F) denota el diferente de F'/F.

En general, el calculo del exponente diferente no es simple; sin embargo, en muchas
ocasiones es suficiente acotarlo. Teniendo en mente esto, a continuacion resaltamos

una variedad de resultados que involucran al exponente diferente.

Proposicion 1.9. Sean F'/F una extension finita y separable, un lugar P de F' y
Q1,-..,Q, todos los lugares de F' arriba de P. Si F' = F(y), donde y es entero
sobre Op y @ es el polinomio minimal de y sobre F. Entonces para 1 < i < r se
cumple que

d(Qi|P) < vg,(¢'())-

Proposicion 1.10. Sean F'/F una extension finita y separable, Q) € P(F') arriba
de P € P(F) tal que QQ sobre P es totalmente ramificado. Supongamos t es un

elemento primo de Q) y que @ es el polinomio minimal de t sobre F. Entonces
d(QIP) = vq(#(1))-

Proposiciéon 1.11. (Teorema del diferente de Dedekind) Sean F'/F una ex-
tension finita y separable y P € P(F). Para todo lugar Q € P(F') arriba de P se

cumple que:



8 PRELIMINARES

i d(QIP) > e(QIP) 1.
. d(Q|P) =e(Q|P) —1 siy sdlo si Car F' no divide a e(Q|P).

Proposicion 1.12. (Transitividad del exponente diferente) Sea Fy C F; C F,
una torre de extensiones finitas y separables. Dada la sucesion de lugares P C Q) C R
donde R € P(Fy),Q € P(Fy) y P € P(Fy) entonces

d(R|P) = d(R|Q) + d(Q|P)e(R|Q).

Sean F’/F una extension finita y separable, P € P(F), @Q € P(F’) y B un nimero
real positivo. Se dice que P es un lugar de ramificacién salvaje en F'/F si existe
Q) arriba de P tal que e(Q|P) es divisible por p := Car F, la caracteristica de F'.
Diremos que P es de ramificacion moderada en F’'/F si para cada @ arriba de
P tal que e(Q|P) > 1 se tiene que p no divide a e(Q|P). La extension F'/F' se dice
moderada o de ramificacion moderada si ningin lugar P € P(F) es salvaje en
F’/F. Finalmente, P se dice B-acotado en F'/F si para todo lugar @) arriba de P

el exponente diferente de Q|P satisface

d(Q|P) < B(e(Q[P) —1).

La extension F'/F se dice B-acotada si todo lugar P € P(F) es B-acotado en
F'/F. Del Teorema, del diferente de Dedekind tenemos que toda extension moderada
es l-acotada y de la transitividad del exponente diferente se sigue que si F”/F'y

F'/F son extensiones B-acotadas entonces " /F también es B-acotada.

Algunas extensiones 2-acotadas reciben especial atencion por las propiedades intere-
santes que poseen. Antes de mencionarlas recordemos que una p-extensién de cuer-
pos E'/F, donde p es un niimero primo, es una extension de Galois tal que su grupo
de Galois es un p-grupo. Notar que esto implica que el grado de E/F es una potencia
de p. Ahora, consideremos los cuerpos de funciones F'/k’" y F/k y p := Car(F). Se

dice que F'/E' es una p-extension de F/k si F'/F es una p-extension de cuerpos.

Sean F'/k' una p-extension de F'/k, P un lugar de F'y @ un lugar de F’ que cae
sobre P. Por los inscisos a) y e) de |20, Proposicion 3.8.5] y la formula del diferente

de Hilbert [20, Teorema 3.8.7] se sigue que

d(QIP) = 2(e(QP) = 1).

Por lo tanto, una p-extension F’'/k’ de F/k es 2-acotada si y solo si para todo
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Q eP(F')y P:=QNF se cample

d(QIP) = 2(e(Q|P) — 1). (1.1)

La siguiente definicion generaliza la nociéon de p-extension en cuerpos de funciones.
Sea I’ /K’ una extension finita de F//k y p = Car F'. Diremos que la extension F'/F
es débilmente ramificada si existe una sucesion de cuerpos intermedios {E;}7,
tal que

F=ECEC---CE,=F

y para cada 0 < i <n — 1 la extension E; 1/FE; es una p-extension 2-acotada.
Notemos que en cada extension intermedia vale la propiedad (1.1), asi por la transi-
tividad del exponente diferente, Proposicion 1.12, la extension F’/F también cumple

la propiedad (1.1). Ademas se sigue que el grado de F’/F' es una potencia p.

Inmediatamente enunciamos dos proposiciones referentes a extensiones débilmente

ramificadas.

Proposicién 1.13. Sea F"/F una extension de cuerpos de funciones de grado una

potencia de p := Car F'.

i. Supongamos que F"/F satisface la propiedad (1.1) y que erxiste un cuerpo in-
termedio F' tal que F"/F" y F'/F son extensiones de Galois. Entonces las
extensiones F"/F' y F'/F también cumplen la propiedad (1.1). En particular

son extenstones débilmente ramificadas.

ii. Reciprocamente, si F' es un cuerpo intermedio tal que F"/F' y F'/F son ex-
tensiones débilmente ramificadas entonces F"/F es una extension débilmente

ramificada.

Proposicion 1.14. Sean E,, Fy cuerpos intermedios de una extension finita y se-
parable de cuerpos de funciones F'/F. Si F' es la composicion entre Ey y Ey y cada

extension F;/F es débilmente ramificada entonces F'/F es débilmente ramificada.

El siguiente resultado nos da condiciones suficientes para garantizar la irreducibili-

dad de ciertos polinomios sobre cuerpos de funciones.

Proposicién 1.15. (Criterio de Eisenstein) Sea F'/k un cuerpo de funciones y

consideremos el polinomio

@(T) = anT" + an AT '+ -+ T +ag € F[T].
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Supongamos que existe un lugar P € P(F) tal que se cumple alguna de las condicio-

nes:
F1. vp(a,) =0, vp(a;) > vp(ag) >0 parai=1,...,n—1 y (n,vp(ag)) = 1.

E2. vp(a,) =0, vp(ag) <0, vp(a;)) >0 parai=1,...,n—11y (n,vp(ay)) = 1.
Entonces o(T') es irreducible sobre F. St F' = F(y) con ¢(y) = 0 entonces F'/F es

una extension de grado n y P es totalmente ramificado en F'/F.

Ahora presentamos los resultados mas relevantes de extensiones de tipo Kummer y

de tipo Artin-Schreier en cuerpos de funciones.

Teorema 1.16. (Teorema de Kummer) Sean P un lugar de F, F' = F(y) cony

entero sobre Op y ¢ € F[T] el polinomio minimal de y sobre F. Sea
pp:=¢ méd P=[]p"
i=1

la descomposicion en factores irreducibles de pp en Fp[T|, donde cada p; es un
polinomio mdnico e irreducible en Fp[T| ei=1,...,r; ademds, p; # p; para i # j.
Elijamos polinomios mdnicos p; € Op|T] tales que (¢;)p := @; méd P = p; y
degp; = degp;. Entonces, existen lugares Qq,...,Q, € P(F') tales que para i =

1,...,r se cumple que:

QilP, wi(y) €Qi y  f(Qi|P) > degp.

Si suponemos que n; = 1 para i = 1,...,r entonces existe, para cada 1 < i < r,
ezactamente un lugar Q; € P(F") arriba de P tal que p;(y) € Qi, Qi|P no ramifica
y f(Q;|P) = degp;. Ademds Q1,...,Q, € P(F") son todos los lugares en F' arriba
de P.

Sea F'/k un cuerpo de funciones tal que k contiene una raiz n-ésima de la unidad y

(n,Car k) = 1. Supongamos que u € F es un elemento que satisface
u# w? paratodo weF y dn,d> 1.
La extension definida por
F'=F(y) con y"=u

es llamada una extensiéon de Kummer de F.
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Teorema 1.17. Sea F'/F una extension de kummer como la descrita anteriormen-

te. Entonces:

i. El polinomio p(T) = T"—u es el polinomio minimal de y sobre F (en particular,
¢ es irreducible sobre F'). La extension F'/F es de Galois de grado n; su grupo
de Galois es ciclico y el grupo de automorfismos estd dado por o(y) = ey, donde

€ € k es una raiz n-ésima de la unidad.

ii. Sean P € P(F) y P' € P(F') una extension de P. Entonces

e(P'|P) = % y d(P|P)= % —1

donde rp = (n,vp(u)) > 0.

Sea F'/k un cuerpo de funciones y Car k = p. Supongamos que u € F' es un elemento
que satisface

u# w? —w paratodo w € F.

La extension definida por
F'=F(y) con y»—y=u

es llamada una extensiéon de Artin-Schreier de F.

Teorema 1.18. Sea F'/F una extension de Artin-Schreier como la descrita ante-
riormente. Para cada P € P(F) existe z € I tal que se cumple una y sdlo una de

las siguientes condiciones (ver [20, Lema 3.7.7])
S1. vp(u— (2 —2)) >0
S2. vp(u— (2P —2))=—m conm >0y (m,p) = 1.

Defintmos al entero mp como mp := —1 si se satisface la primera condicion y como

mp = m si se satisface la sequnda. Ademds, se cumplen las siguientes afirmaciones:

i. F'/F es una extension ciclica de grado p. Los automorfismos de F'/F estdn

dados por o(y) =y+v conv=0,1,...,p— 1.
i. P no ramifica en F'/F si y sdlo si mp = —1.

iii. P es totalmente ramificado en F'|F siy solo simp > 0. Mds ain, si QQ € P(F")

es el unico lugar arriba P entonces

d(Q[P) = (mp +1)(p—1).
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Finalizamos esta seccion con algunos resultados clasicos de la teoria de cuerpos.
Sean F'/F una extension finita de Galois, G = Gal(F”’/F) y « un elemento de F".

La traza de o de F’ a F, se define como

Trpp(a) = Z o(a).

ceG

En particular, si Gal(F’/F) = (o) tenemos que
Trer(a) = o™ Ha) + -+ o(a) + o

Proposicion 1.19. (versidn aditiva del Teorema 90 de Hilbert) Supongamos
que F'/F es una extension de Galois de grado n tal que Gal(F'/F) = (o). Un

elemento o € F' es de la forma

a=0o(f) -0

st sdlo si

Trpp(a) = 0" Ha)+ -+ o(a) + a=0.

Corolario 1.20. Sean k = F,, p = Cark y consideremos ¢(T) = TP —T — « con

a € F,. Si denotamos por Tr la funcion traza de k a F), entonces:

i. ¢(T) es irreducible sobre k si y solo si Tr(a) # 0.

ii. ¢(T) se descompone completamente sobre k si y sélo si Tr(a) = 0. En este caso,

si ¢(B) =0 entonces {B+i:1€F,} es el conjunto de las raices de ¢(T').

Este criterio de irreducibilidad de trinomios serd de gran utilidad en las secciones
2.3y 24.

Sean I’y F’ dos extensiones finitas de K y supongamos que F'y F’ son subcuerpos
de algin cuerpo E. Diremos que F' y F’ son cuerpos disjuntos o linealmente
disjuntos sobre K si

[FF': K| =[F: K][F': K].
En la siguiente proposiciéon recordamos dos propiedades relacionadas con este con-
cepto.
Proposicion 1.21. Sean F, F' y F" extensiones finitas de K.

i. Si al menos una de la extensiones F/K, F'/K es de Galois entonces F' y F’

son linealmente disjuntos sobre K si y solo si K = F N F’.
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it. Si los grados de F/K y F'/K son primos relativos entonces F' y F' son lineal-

mente disjuntos sobre K.

i11. Si F" es una extension de F' entonces F" y F son linealmente disjuntos sobre K
sty solo si F' y F son linealmente disjuntos sobre K y F" y F'F son linealmente

disjuntos sobre F'.

F'F

N
NN
N\

Grafica 1.2: Cuerpos linealmente disjuntos

1.2. Torres de cuerpos de funciones

Una sucesion de cuerpos de funciones F = {F;}°, sobre k se dice una sucesién
no trivial si F; C F;,; para cada ¢ > 0. Diremos que la sucesiéon F es recursiva

si existe una sucesion de elementos trascendentes {x;}:2, sobre k y un polinomio en
dos variables H(X,Y) € k[X,Y] tales que Fy = k(zo) y

Fip1 = Fi(wis),

donde H(z;,x;+1) = 0 para todo i > 0. Un cuerpo de funciones bésico asociado
a una sucesion recursiva F es un cuerpo de funciones F' = k(z,y) con z,y elementos

trascendentes sobre k que satisfacen H(z,y) = 0.

Se dice que una sucesion recursiva F sobre k es una (a,b)-sucesion recursiva o
una sucesién recursiva de tipo (a,b) si a(T) = a1(T)/ax(T) y b(T) = by (T) /b2(T)
donde (a1(T),as(T)) = 1y (b1(T),02(T)) = 1 y F esta definida por un polinomio
de la forma

H(X,Y) = a (Y )ba(X) — as(¥ )b (X).
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En este caso se suele decir que la (a,b)-sucesion recursiva F esta definida por la

ecuacion con variables separadas

Sean ¢1(T), g2(T) € E[T] polinomios primos relativos. Se define el grado de la
funcién racional ¢(7') = ¢1(T")/g2(T) como

deg(g(T')) = max{deg g1(T), deg g2(T') }.

Diremos que una (a, b)-sucesion recursiva F es de grado m si m es el grado de las
funciones racionales a(T),b(T) € k(T).

Una torre (o una torre de cuerpos de funciones) sobre k£ es una sucesion no

trivial de cuerpos de funciones F = {F;}2, que satisface las siguientes condiciones:
i. Fj,1/F; es una extension finita y separable para todo i > 0.

ii. El cuerpo total de constantes de F; es k, para cada ¢ > 0.

iii. El género g(F;) de F; tiende a infinito cuando i — oc.

Como consecuencia de las condiciones 7., i7. y la formula del género de Hurwitz

(Teorema 1.8) podemos reemplazar la condicion éii. por la condicién equivalente
v’ Existe j > 0 tal que g(F};) > 2.

A continuaciéon definiremos los conceptos mas relevantes asociados a una torre de
cuerpos de funciones sobre un cuerpo finito. En adelante k denotara un cuerpo finito.

Sea F = {F;}22, una torre de cuerpos de funciones sobre k.

i. El género de la torre F sobre F} se define como

ii. La tasa de descomposicion de la torre F sobre F} se define como

o N(R)
VFI ) = Jim

donde N(F;) denota el nimero de lugares racionales del cuerpo de funciones Fj.
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iii. El limite de la torre F se define como

MF) := lim Z
P =I5

Se puede demostrar que los limites anteriores existen y que ademaés se cumple que
VF/F) eRTU{oo} v v(F/F), MF) € Ry

(ver [20, Lema 7.2.3]). Cuando consideramos el género (resp. la tasa de descomposi-
cion) de la torre sobre Fy lo denotamos como (F) (resp. v(F)). De las definiciones

de limite de una torre y de funcion de Thara (2) tenemos que
0<AMF) < Alg) <vg—1.

Ahora, una torre de cuerpos de funciones F = {F;}2, sobre k se dice
i. Asint6ticamente buena si A\(F) > 0.
ii. Asintoticamente mala si A\(F) = 0.
iii. Asintéticamente 6ptima si A\(F) = /g — 1.
Es claro que F es asintoticamente buena si y sélo si v(F) > 0y ~(F) < oo.

A continuacion introducimos un espacio de vital importancia en el estudio del género

de una torre.

Sea F = {F;}°, una torre de cuerpos de funciones sobre k. Diremos que un lugar
P € P(F;) ramifica en la torre F si ramifica en F;/F; para algtn i > j. Si un lugar
P € P(Fp) es totalmente ramificado en F;/F, para cada ¢ > 1 decimos que P es
totalmente ramificado en la torre F. Se dice que la torre F es salvaje si existe
un lugar P € P(Fp) y un indice i > 1 tal que P es salvaje en la extension F;/Fy. En
caso contrario se dice moderada.

Definimos el espacio de ramificacién de la torre F sobre F; como el conjunto
R(F/F;) ={P € P(F}) : P ramifica en F}.
Si R(F/F}) es un conjunto finito definimos el divisor ramificacién de F como

R(F/Fj)= > P

PER(F/Fy)
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Cuando consideremos a F sobre [ simplemente escribiremos R(F) y R(F) para
el espacio de ramificacion y su grado, respectivamente. Una torre de cuerpos de
funciones F = {F;}°, se dice B-acotada (resp. débilmente ramificada) si para
cada i > 1 la extension F;/Fy es B-acotada (resp. débilmente ramificada). Como
consecuencia de la transitividad del exponente diferente, Proposicion 1.12, tenemos
el siguiente resultado: si F = {F;}2, una torre y cada extension F;,/F; es B-

acotada entonces F es una torre B-acotada.

La siguiente proposicion resalta la importancia del espacio de ramificaciéon de una

torre.

Teorema 1.22. Sea F = {F;}3°, una torre B-acotada con espacio de ramificacion

finito sobre F;. Entonces la torre tiene género finito, especificamente,

g(Fj) — 1+ 3 deg R(F/F)

s B |

A continuacién probaremos un resultado que es de utilidad en el estudio del género

de cierto tipo de torres recursivas.

Corolario 1.23. Sean F = {F;}°, una torre de cuerpos de funciones recursiva
sobre k tal que cada Fi1/F; es una p-extension y F' = k(x,y) el cuerpo de funciones
basico asociado a F. Si la extension F/k(y) es débilmente ramificada entonces la
torre F es débilmente ramificada. Ademds F tiene género finito si F tiene espacio

de ramificacion finito.

Demostracion. Supongamos que F;/F, es una extension débilmente ramificada y
probemos que F;;/F, también lo es. Como F es una torre recursiva de cuerpos de
funciones entonces existe una sucesion de elementos trascendentes {z;}°, sobre k
tal que Fy = k(xo) y Fip1 = Fi(xi1) = k(zo, ..., xi11) para ¢ > 0. Considerando
el homomorfismo que envia z; — x;41, con j = 0,...,%, tenemos que los cuerpos
F; vy k(xq,...,2:41) son k-isomorfos, luego k(xy,...,z;, x;11)/k(x1) es una extension
débilmente ramificada. Dado que Fj,; es la composicion de los cuerpos Fy = k(xg, 1)
y k(z1,..., 2, x01) vy la extension Fy /k(z1) es débilmente ramificada por hipotesis,
entonces la Proposicion 1.14 garantiza que la extension Fj.i/k(z1) es débilmente

ramificada; este hecho y la hipotesis F;,1/F; es una p-extension implican que

d(QIP) = 2(e(Q|P) = 1)

para todo Q € P(F;41) y P = QN F;, es decir, F;,1/F; es una extension débilmente

ramificada. Por lo tanto, por la Proposicion 1.13 la extension Fj1/Fy es débilmente
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ramificada, como se queria probar. En particular, tenemos que F es una torre 2-

acotada, luego la segunda afirmacion se sigue directamente del Teorema 1.22. O]

Ahora introducimos un espacio que es util al momento de estudiar la tasa de des-
composicion de una torre F = {F;}3°, sobre k. Sea j > 0, diremos que un lugar
P € P(F;) se descompone completamente en la torre F si P se descompone
completamente en la extension F;/F; para cada i > j. Ademas, definimos el espacio

de descomposicion de la torre F sobre F; como el conjunto
S;(F) :={P € P(F}) : P es racional y se descompone completamente en F}.

Al espacio de descomposicion So(F) de F lo denotaremos simplemente por S(F).

Teorema 1.24. Sea F = {F;}2, una torre sobre k. Supongamos que el conjunto
S;(F) es no wvacio para algin j > 0. Entonces F tiene tasa de descomposicion
positiva, mds aun,
v(F) = S

[}« Fol
Corolario 1.25. Sea F = {F;}2, una torre sobre k. Supongamos que S;(F) es un
congunto no vacio para algin j > 0, R(F/F;) es un conjunto finito y F es una torre
B-acotada entonces F es una torre asintdticamente buena, ain mds, su limite A\(F)
satisface

2|5;(F)]

ANF) = 29(F;) — 2+ Bdeg R(F/Fj)

Demostracion. Como S;(F) es un conjunto no vacio el Teorema 1.24 asegura que
F tiene tasa de descomposicion positiva y que v(F) satisface

S;(F

[ : Fo]
Por otra parte, dado que R(F/F}) es un conjunto finito y F es una torre B-acotada
entonces el Teorema 1.22 afirma que F es una torre de género finito y que ~(F)

satisface 5
g(Fy) — 1+ 5 deg R(F/F})

VF) < F, : Fy) '

Por lo tanto, F es una torre asintoticamente buena y A(F) satisface la desigualdad

N(EF) _ v(F)

) _ 2|S;(F)|
imoo g(F)  y(F)

> .
~ 29(Fj) — 24 Bdeg R(F/F})
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A partir de una torre F = {F;}22, sobre k podemos definir una torre 7’ que es muy
“similar” a JF, por ejemplo, tiene el mismo género de F. Veamos esto con detalle:
sea k' una extension algebraica de k. Para todo ¢ > 0 consideramos a F] como la
composicion de los cuerpos F; y K, esto es, F/ = F;k'. La sucesion F' = {F/}3°,
es llamada una extensién por constantes de F por k’. Se puede probar para
todo i > 0 que [F},, : Fj] = [F;41 : F}], k" es el cuerpo total de constantes de F

y g(F!) = g(F;). Por lo tanto F’ es una torre sobre k' y tiene el mismo género de
F. Ademés un lugar P € P(F;) ramifica en F;1/F; si y solo si un lugar @ € P(F})

arriba de P ramifica en F ,/F}, luego
R(F) = {P' e P(F]): P'N Fy € R(F)}.

Notemos que R(F) es finito si y solo si R(F’) es finito. En este caso tenemos que

ConFé/Fo Z COHF’/FO Z ZP/ Z P/ )

PER(F) PER(F) P'|P P'eR(F')

entonces por la Proposicion 1.2 iiz se sigue que
deg(R(F")) = deg(Congyr, (R(F))) = deg(R(F)).

Por lo tanto la cota dada en el Teorema 1.22 se mantiene independientemente de
cual sea el cuerpo de constantes en que se considere la torre. A causa de los re-
sultados anteriores decimos que las torres, al igual que los cuerpos de funciones,
son invariantes bajo extensiones por constantes y es frecuente trabajar sobre una
extension algebraica “adecuada” de k cuando se trata de estimar el género de una
torre sobre k. En caso de que k' sea un extension finita de k, por ejemplo, k =T, y

k' = Fn para algin n entero positivo mayor que uno entonces
v(F)zuv(F) vy AMF) = AT

En efecto, si P es un lugar racional de F; por la Proposicion 1.2 existe exactamente
un lugar racional @) en F] arriba de P, luego N(F]) > N(F;) para cada i > 0y

concluimos que

V(]:/) - zliglo [;;’(f]:—)”] = zl—>oo [1;/(]210] )

Podemos resumir los resultados anteriores como sigue:

Proposicién 1.26. Sean F una torre sobre F, y F' la extension por constantes de
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F por Fyn. Entonces:

i. El género, la tasa de descomposicion y el limite de F y F' se relacionan asi:

VF)=vF), v(F)zv(F) y  ANF) = ANF).
ii. Se cumple que R(F') = {P' € P(F}) : PPN Fy € R(F)} donde R(F) y R(F)
son los espacios de ramificacion de F y F' respectivamente.

ii. Los espacios de descomposicion S;(F) y S;(F') satisfacen que

Si(F)2{QeP(F) :QnFeS(F)} vy [SF)=IS(F)

La proposiciéon anterior implica que si una torre F tiene espacio de descomposiciéon
no vacio sobre I, entonces tiene tasa de descomposicion positiva sobre F,» para todo

n entero positivo.

En las siguientes secciones denotaremos por F sobre F» en vez de F’ sobre Fy» a la

extensiéon por constantes obtenida de la torre F sobre F, y la extension Fyn de [F,.






CAPITULO 2
UN PROBLEMA DE BEELEN,
GARCIA Y STICHTENOTH EN
UNA TORRE DE TIPO
ARTIN-SCHREIER SOBRE Fos.

En este capitulo estudiaremos el comportamiento asintético de la torre de cuerpos
de funciones H = {F;}32, definida de forma recursiva por la ecuacion de tipo Artin-
Schreier

vy = (2.1)

x
2+r+1
sobre Fos donde s es un entero positivo cualquiera. Para ello dividimos el capitulo en
cinco secciones. En la primera seccién probamos que en cada paso de la sucesién H
existe un lugar totalmente ramificado lo que garantiza que H es una torre. También
demostramos que H es una torre salvaje con género finito; para ello vemos que la
torre tiene espacio de ramificacion finito y que es débilmente ramificada; esta tltima
condicion es necesaria para concluir que la torre tiene género finito, pues la finitud
del espacio de ramificacion en torres salvajes no asegura la finitud del género. En
la segunda seccion estudiamos la tasa de descomposicion de la torre sobre Fy. Se
definen los conceptos de elementos de tipo 1 y 2 y de condicion de ramificacion
para una cierta sucesion de lugares. También se prueban tres lemas que implican
que el espacio de descomposiciéon de la torre es no vacio. En particular se deduce
que la torre es asintoticamente buena sobre [Fos para todo s entero positivo par. De
esta manera, se responde a la pregunta planteada por Beelen, Garcia y Stichtenoth
en relaciéon con el comportamiento asintético de esta torre. En la cuarta secciéon
calculamos de forma precisa el niimero de lugares racionales y el género de cada

paso de la torre sobre I, y concluimos que es una torre 6ptima. En la quinta y

21
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ultima secciéon mostramos que la tasa de descomposicion de la torre sobre Fos para
s entero positivo impar es cero. Este resultado se obtiene como consecuencia de que
el nimero de lugares racionales de cada cuerpo de funciones permanece constante

después del primer paso de la torre.

Iniciamos este capitulo con dos resultados claves y la siguiente notacion. Sea Fys un
cuerpo finito con 2° elementos. Si s es par, existe a € Fos que satisface o?+a+1 = 0.
El conjunto {0,1,,a + 1} C Fys es el cuerpo finito con cuatro elementos y lo

denotaremos por K := Fy.

Lema 2.1. Consideremos la ecuacion

vty =f() :x2+i+1'
Entonces )1 ) i1 ' )
f(y)+<:c+1) x+1_y+x2+x+1 R
Demostracion.
y+1 2 y+1 Yy y+1 2 y+1
f(y)+($+1) +x+1_y2+y+1+(x+1) Tt

_ ] " y+1 2+y+1
-~ flr)+1 r+1 r+1

> +ar+1 y+1\° y_ 1
(x +1)2 x+1 r+1 z+1

=Y

y(x2+1)—|—ya:+y2+1+y(x—|—1)+ 1
(x +1)2 r+1

Cyle+1)?  yr+yP+1+y(+1) 1
(x4 1)2 (x +1)2 r+1

1 L 1
>2+zrx+1 x+1

]

Proposicion 2.2. Sean F/K un cuerpo de funciones, x un elemento de F'\ K y

K el cuerpo total de constantes de F. Supongamos que F'/F es una extension de
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Artin-Schreier de grado dos tal que F' = F(y) y

X

2 _ — )
vy =Jf): 2 +z+1

Entonces cualquier cero Py y cualquier polo Py de x en F', se descomponen com-
pletamente en F'/F en un cero Qo de y y un cero Q1 de y + 1. Cualquier cero Py
de x+ 1 en F se descompone completamente en F'/F en un cero Q, de y+ « y un
cero Qa1 de y+ a+ 1. Ademds,

VQi(y + Z) = VPo(x) = _I/Poo(x)7

cont1=0,1y
v,y + B) = 2vp (z + 1),

con B € {a,a+ 1}.
F' Qo Q1 Qo o) Qo Qat

VARVARY;

F P P Py

Gréafica 2.1: Decomposicion de algunos ceros y polos de K (z)

Demostracién. Observemos que el polinomio o(T') := T?+T + f(z) define la exten-
sion F'/F. Siel lugar P € P(F) es un cero o polo de x entonces P es un cero de f(x),

luego ¢(T') es entero sobre Op y la reduccion modulo P de ¢(T') es el polinomio
ep(T) =T +T =T(T +1).

Luego el Teorema de Kummer (Teorema 1.16) garantiza que en F’ existen un cero
Qo de y y un cero ()1 de y + 1 arriba de P. Por otra parte, como y satisface la

ecuacion (2.1) tenemos que

VQi(Z/—i_i):VPo(x) y VQi<y+i):_VPoo(x>'

Sea P, un cero de # + 1 en F. Entonces vp(x + 1) > 0y vp(x) = 0 asi que
vp, (f(z)) = 0y la clase residual x(P;) es 1. Luego

pp(T) =T +T+1=(T+a)(T+a+1),
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y de nuevo el Teorema de Kummer asegura la existencia en F’ de un cero ), de
y+ ay un cero Qi1 de y + a + 1 arriba de P;. Ahora, reescribiendo la ecuacion

(2.1) como

(x+ 1)
22+x+1
vemos para ()3 arriba de Py que vg,(y+ ) = 2vp (v +1) como se queria probar. [

Y+y+1l= (2.2)

2.1. El género de la torre

El objetivo de esta seccidon es probar que la sucesion de cuerpos de funciones H es
una torre de género finito sobre K.
En el siguiente lema y en la grafica 2.2 describiremos el comportamiento de la ra-

mificacion del cuerpo de funciones basico F' = K(x,y) asociado a la torre H .

Lema 2.3. Sean F = K(z,y) el cuerpo de funciones bdsico asociado a la torre H
y B € {a,a+ 1}. Entonces F/K(x) es una extension de Artin-Schreier de grado
2 y K es el cuerpo total de constantes de F. Ademds, se cumplen las siguientes

propiedades:

i. Ellugar Ps de K(x) es totalmente ramificado en F y tiene exponente diferente
2. Ademds, si Q € P(F) cae sobre Ps, entonces Q N K(y) = R.

ii. Ellugar Py de K(x) se descompone completamente en F. Ademds, si Q € P(F)
cae sobre Py, entonces Q N K(y) es igual a Ry o R;.

iii. Fllugar Py, de K(x) se descompone completamente en F'. Ademds, si Q) € P(F)
cae sobre P, entonces QN K (y) es igual a Ry o Ry.

. Ellugar Py de K(x) se descompone completamente en F. Ademds, si Q € P(F)
cae sobre Py entonces Q N K (y) es igual a Ry 0 Rayq.

v. El lugar Rg de K(y) es totalmente ramificado en F y tiene exponente diferente
2.

vi. Si P esun lugar de K(x) (resp. K(y)) diferente de Py (resp. Rg) entonces P no
ramifica en F. Por lo tanto las extensiones F/K(z) y F/K(y) son débilmente

ramificadas.

Demostracion. Consideremos el lugar Ps € P(K(z)). Dado que Pj es un cero simple
de 2°+x+41 entonces vp, (f(x)) = —1, luego por el criterio de Eisenstein 1.15 tenemos

que el polinomio ¢(T) := T?+ T+ f(z) es irreducible sobre K (z) y P es totalmente
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F ~N/\e ~N/\e ~N/\e ~N/\e
4 N\ Vi N\ 4 N\ 7 \
v (e Q v v v [ N
K(y)

K(:C) PO R() PO Rl Poo Ro POO Rl

G G Y &N
~/ \\ ~/ AN VVANS VVANS
Vi ® Vi ® Q N\ Q N\
() \ ] N\ Y ' Y v
w2 w2 i) i
Pl Ra Pl R(Jt—i—l Pa Roo PO¢+1 Roo

Gréafica 2.2: Ramificacion en F/K(z)y F/K(y)

ramificado en F//K(x), por lo tanto, F/K(z) es una extension de Artin-Schreier de
grado dos y K es el cuerpo total de constantes de F. Si @) es el tnico lugar de F

arriba de Pj entonces () es un polo simple de y ya que

206(y) = vo(y* +y) = e(QIPs)ve, (f(x)) = 2.

Para finalizar la prueba de i calculamos el exponente diferente de )| Ps. Si denotamos

por mg := —vp,(f(z)) = 1 tenemos, por el Teorema 1.18, que

d(QIPs) = (2 1)(mp, + 1) = 2.

Ahora probaremos la afirmaciéon v. Sean () un lugar de F' arriba de Rz y S la
restriccion de @ a K (z), es decir, S := @ N K(z). De la igualdad (2.2) obtenemos

(z+ 1) )

Dado que Rg es un cero simple de y? +y+ 1 tenemos que vg(y> +y+1) = e(Q|Rp).

Por otra parte, si consideramos h(z) := 2* + z + 1 se sigue que

vo((z +1)*/h(x)) = 2e(Q|S)vs((x + 1) /(x)).

De todo lo anterior tenemos que

2e(Q[S)vs((x +1)/h(x)) = e(Q|Rs),

por lo tanto, los indices de ramificacion son e(Q|Rs) = 2, e(Q|S) = 1 y la valuacion
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satisface
l=vs((x+1)/h(z)) = vs(x + 1) — vs(h(z)).

De la dltima igualdad se deduce que S = P,, o S = Py, pero el caso S = P,, con-
tradice el inciso iii, por lo tanto, S = P;. En particular 23 es totalmente ramificado
en F//K(x)y x4+ 1 es un elemento primo para ). Notemos que F' = K(zx + 1,y) y

que la ecuacion (2.1) se puede escribir como

0.

2 1 2 1
(z+1)2+ (z+1) (y Tyt )+y Ty+ri_

y:+y Y4y
Luego

(2.3)

2 1 2 1
o(T) =T + (&)Tgﬁ_w

vty vty
es el polinomio minimal de x+1 sobre K(y) tomando P = Rz y aplicando el criterio

de Eisenstein (Proposicion 1.15). Por lo tanto, la Proposicion 1.10 afirma que

2 1
w):z

HQIRs) = vl +1) = v (L

Finalmente, probaremos vi. Por i (resp. v) sabemos que el lugar Ps de K (x) (resp. R
de K(y)) es totalmente ramificado en F//K(z). Sea P un lugar de K (z) diferente de
Pys, entonces vp(f(z)) > 0, luego por el Teorema 1.18 tenemos que P no ramifica en
F. Ahora consideremos un lugar R de K (y) diferente de Rs con 6 € {0,1,a, v + 1}
y @ un lugar de F arriba de R. Como la extension F/K(y) estd definida por el
polinomio ¢(T), el cual es entero sobre Og, entonces por la Proposicion 1.9 tenemos

que

2 1 2 1
AQIR) < vol¢(x+1)) = g (%) — «(QIR)va (%) —0,

por lo tanto, R no ramifica en F//K(x). Nos resta mostrar que R = R;, con i =0, 1,
no ramifica en F. Sean ) un lugar de F' que cae sobre Ry P = QN K (x), entonces de
il y iii tenemos que P = Py 0 P = P,; ademas, deben existir exactamente dos lugares
() distintos arriba de R, pues en caso contrario tendriamos Py = Q N K(x) = Py lo
cual es una contradiccion. Concluimos que R no ramifica en F//K (y) puesto que se

descompone completamente en F//K(y). O
Proposicion 2.4. La sucesion de cuerpos de funciones H es una torre sobre K.

Demostracidn. Denotaremos por Q) (resp. Q%) a un cero de z; € F; (resp. 7;+1 € F})

y por Q}; a un cero de z; + f € F; con f € {a,a + 1}. Probaremos para cada i > 0
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que la extension F; 1/ F; es una extension de Artin-Schreier de grado dos, que existe
un lugar Qiﬂ totalmente ramificado de Fj1/F; y que el cuerpo total de constantes
de F;.1 es K. El resultado es valido para ¢ = 0 ya que del Lema 2.3 se sigue que
F1/Fy es una extension de grado 2, Q% es totalmente ramificado y K es el cuerpo
total de constantes de Fy. Ademas, por la Proposicion 2.2 arriba de QY (resp. Q%)
hay dos ceros simples Q} con j = 0,1y arriba de Q! hay dos ceros dobles, a saber
Q}j con § € {a,a+ 1}. Recordemos que cada extension Fjyq/F; esta definida por la

ecuaciéon
2
Ly

TP+ wigr = fla) = o a——

Consideremos el elemento u; := (x; +1)/(z;—1 + 1) € F; y el polinomio
¢is1(T) = (T +w)* + (T +w) + f(z) =T+ T+ f(x;) + uf +w; € Fy[T).

Para cada ¢ > 1 tenemos que Fj 1 = Fy(x;41) = Fy(2i41 + w;), ademas ¢;11(T) es
separable y sus dos raices x; 1 +u;, x;11 +u; + 1 pertenecen a F;,q, luego para probar
que Fi1/F; es una extension de Artin-Schreier de grado 2 es suficiente mostrar que
el polinomio ¢;11(7) es irreducible sobre F;. Procedamos por induccion. En efecto,

para ¢ = 1 el Lema 2.1 implica que

1 1

T1) +ui +up =z + + )
fla) +urtu =a 2 +xo+1 xo+1

luego y@}i(f(xl) +ui +u1) = vgo(1/(xo + 1)) = =1y por el criterio de Eisenstein
(Proposicion 1.15) tenemos que el polinomio ¢5(T') es irreducible sobre F, que Qé es
un lugar totalmente ramificado en Fy»/F; y que el cuerpo total de constantes de F; es
K. Ademas de la Proposicion 2.2 se sigue que en F} arriba del cero simple Q] existen
dos ceros simples Q? con j = 0,1 y arriba de Q! hay dos ceros dobles denotados
por Q}; con f € {a,a + 1}. Ahora supongamos que F;/F; ; es una extension de
grado 2, que el cuerpo de constantes de Fj 1 es K y que Q)" (resp. Q5 ') es un
cero simple de x;_1 + 1 (resp. z;_1). La Proposicion 2.2 garantiza que cada uno de
dichos lugares se descompone completamente en F;/F; 1 en dos ceros dobles Qfé con
B € {a,a+1}. (resp. dos ceros simples Q) y Q}). Nuevamente, el Lema 2.1 implica

que
1 1

%271 +$i_1 + 1 + Ti—1 —I— 17

f(xi)WLU?‘f’uz‘:xH*

luego y%(f(xi) +uf + ;) = Vgi-1(1/(zi1 + 1)) = =1y por el criterio de Eisens-
tein tenemos que el polinomio ¢;,1(7T") es irreducible sobre F;, que Qiﬁ es un lugar

totalmente ramificado en F; 1/F; y que el cuerpo total de constantes de Fj,; es
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K. Finalmente de la Proposicion 2.2 se sigue que en Fj;,; existen dos ceros simples
Q7*, con j = 0,1, arriba del cero simple Q) y que existen dos ceros dobles Q};', con
B € {a,a+1}, arriba de Q). Para demostrar que la sucesion de géneros g(F;) tiende
a infinito cuando 7 tiende a infinito es suficiente ver existe un cuerpo de funciones de
‘H con género mayor a uno. Usando la féomula del género de Hurtwitz 1.8 y que todo
lugares de tipo Qiﬁ es totalmente ramificados en Fj,/F; para i = 0, 1 se prueba que

g(F1) =1y g(Fy) = 3. Por la tanto H es una torre sobre K. O

Proposicion 2.5. El espacio de ramificacion R(H) de la torre H sobre K es finito.
Mas precisamente,

R(H) g {POa P17 Pou PaJrla Poo}

Demostracion. Sea P € R(H) entonces existe un entero positivo n y un lugar R de
F,, arriba de P que ramifica en la extension F, 1 /F,. Para i =0,...,n denotamos
por R; a la restriccion de R a K(z,—;) y por S a la restriccion de R a K (x,_1,x,), €s
decir, R; := RN K(x,—;) y S := RN K(x,_1,x,), respectivamente. Dado que F, 4
es la composicion de los cuerpos F, y K(zp11,2,) y R € P(F,) ramifica en F,41/F),
entonces el Corolario 1.4 garantiza que Ry ramifica en K (z,1,,) (ver grafica 2.3);
ademés, el Lema 2.3 implica que Ry es un cero de x, + @ 0 x, + a + 1, e(S|Ry) = 2
y que R cae sobre un cero de z,_1 + 1, esto es, Ry = SN K(x,_1) es un cero de
ZTn—1 + 1. Ahora, supongamos que para todo i = 2,..,n — 1 el lugar R; es un polo
de z,,_; o un cero de z,,_; + § para algtn § € {0,1,«,« + 1}. Entonces el Lema 2.3

asegura en cualquier caso que el lugar P = R, € {P, P, P,, P.y1, Px} como se

queria probar. O
Fn+1 .
- ~ /N
\\ /, \\
\\ QJ \\
\ \
\ \
Fn \\ R \\
/ N \\ / \ \\
/ \ \ / \ \
/ \ \ / \ \
/ \ \ / \ \
/ \ \ / \ \
/7 \ \ /7 \ \
/
K(zo, 1) K(zp—1,2n) K(zn,Tnt1) S )
N
A
v
K (zo) K(xq) K(z,)  K(xnpi1) R, R, Ry

Grafica 2.3: Célculo del espacio de ramificacion en la torre H

En este momento estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta

seccion.
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Teorema 2.6. La torre H sobre K es débilmente ramificada y tiene género finito.
En particular, para todo entero positivo s la torre H sobre Fas tiene género finito y
v(H) satisface la desigualdad

v(H) < 4.

Demostracion. Sea F' = K(x,y) el cuerpo de funciones bésico asociado a H. Del
Lema 2.3 inciso vi se sigue que F'/K(z) y F/K(y) son extensiones débilmente ra-
mificadas. Dado que cada extension Fj,;/F; es una extension de Galois de grado 2
entonces el Corolario 1.23 asegura que la torre H sobre K es débilmente ramificada,
ademés es de género finito ya que por la Proposicion 2.5 el espacio de ramificacion

de H es finito. Finalmente, del Teorema 1.22 se concluye que
T(H) <4,

como se queria probar. O

Observacion 2.7. En el Teorema 2.16 se calcula el valor exacto del género de cada
cuerpo de funciones de la torre H, como consecuencia se obtiene una mejora de la

cota anterior.

2.2. La tasa de descomposicion de la torre: caso par

El objetivo de esta secciéon es probar que la torre H tiene tasa de descomposicion
positiva sobre 4. En este sentido, calcularemos el género y el nimero de lugares
racionales de cada cuerpo de funciones de la torre H sobre F,. Como consecuencia
de esos resultados concluiremos que H es una torre 6ptima sobre [y y que H es una
torre asintoticamente buena sobre Fos para todo s entero positivo par. En ésta y en

la siguiente seccion el simbolo Tr denotara la funciéon traza de Fy a [Fs.

Proposicion 2.8. Sean F/K un cuerpo de funciones, x un elemento de F'\ K y
K el cuerpo total de constantes de F. Supongamos que F'/F es una extension de

Artin-Schreier de grado dos tal que F' = F(y) y

xz

2 _ — )
Yy +y=f(2): P

. Supongamos que existe un elemento u € F' tal que

vp, (f(z) + v +u) = —1,
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entonces Pg es un lugar totalmente ramificado en F'/F. El uinico lugar de F'

arriba de Pg es un polo Qo de y € F' tal que

Voo ) = —vp,(x+8)  y  d(Qu|Ps) = 2.

Ademds, si P es un lugar que no es un cero de x + 3, P no ramifica en F'/F.

1. Supongamos que existe un elemento u € F tal que
vp,(f(x) +u® +u) >0y Te((f(z) +u” +u)(Ps)) = 0.

Entonces Pz se descompone completamente en F'/F en dos polos de y € F',

ademds se cumple que
20Q..(y) = —vp,(z + B)

donde Qs denota cualquiera de esos dos polos.

F' Qoo R Qoo

F Pg Pg

Grafica 2.4: Posible descomposicion de Pg

Demostracion. Probemos i. El Teorema 1.18 garantiza que Py es totalmente ramifi-
cado en F'/F con exponente diferente d(Quo|P3) = 2; ademas, también afirma que
si P no es un cero de x +  entonces P no ramifica en F'/F ya que vp(f(z)) > 0.
Finalmente, P3 es un polo de f(z) ya que es un cero de = + 3, luego de la ecuacion
(2.1) se sigue que

Vo (y) = —vpy(z + B).

Probemos ii. Del Teorema 1.18 se sigue que Ps no ramifica en F’. Por otra parte,
como y>+y = f(x) y F' = F(y) = F(y +u) entonces el polinomio minimal de y + u
sobre F' es

HT) =T+ T+ f(z) +u* + u.

Dado que Tr((f(z) +u® + u)(Ps)) = 0 entonces el polinomio
6p,(T) = T*+ T + (f(2) +u* +u)(Ps)

tiene sus dos raices en K y por el Teorema de Kummer concluimos que Pj se
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descompone completamente en F’/F. De la igualdad y*> + y = f(x) se obtiene

facilmente que
220G (y) = —vp,(z + B). O

La construccion de elementos que satisfagan las condiciones i o ii de la Proposicion
anterior serd crucial para probar que existe un lugar racional que se descompone
completamente en la torre H. En este momento es conveniente introducir la siguiente

definicion.

Sean F'/F una extension de Artin-Schreier de grado dos definida por la ecuacion
(2.1) como en la Proposicion 2.8 y P un lugar de F'. Un elemento u € F es llamado

un elemento de tipo 1 para P si
vp(f(x) +u* +u) = —1.

Un elemento u € F' es llamado un elemento de tipo 2 para un lugar racional P si

se cumple que
vp(f(z) +u +u) >0 vy Te((f(z) +u? +u)(P)) =0,

donde (f(x)+u*+u)(P) denota la reduccion modulo P del elemento f(z) + u? + u.

Observacion 2.9. Los arqgumentos dados en la Proposicion 2.8 garantizan que un
lugar P de F' es totalmente ramificado en F'/F si existe un elemento de tipo 1 para
P y que un lugar racional P se descompone completamente en F'/F si existe un

elemento de tipo 2 para P.

A partir de ahora y hasta la siguiente seccion usaremos la notacién utilizada en
la prueba de la Proposicion 2.4, es decir, un cero de x; (resp. x; + 1) en F; sera
denotado por Q) (resp. @}) y un polo de x; en F; sera denotado por Q% . Un cero
de z; + B en F;, con 5 € {«a,a + 1}, serd denotado por Q}; y, en general, ese sera el
significado de un simbolo de la forma @§ cuando una letra griega como ¢ sea usada

como subindice.

Ahora probaremos tres resultados técnicos (Lemas 2.10, 2.11 y 2.12). En los dos

primeros supondremos que se cumple la siguiente condicion:

Condicién de ramificacion. Sean k > 0 y F, C Fipyq C Fiyo una subsucesion de
la torre H. Para los lugares Q% C Q’E“ una y solo una de las siguientes condiciones

se cumple:
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Rl vgr(ep+1) =1y QZH es totalmente ramificado en Fiyo/Fyi1 (luego existe un

k42

unico polo Q5 de xy1o en Fiio arriba de QZH).

R2. I/Q;f(:ck +1) =2y QZH se descompone completamente en Fiio/Fjy1 (luego

existen dos polos Q'gjz de w19 en Fyyo arriba de QZH).
Si R1 (resp. R2) se cumple diremos que la sucesion QY C QZH C Q*+2 satisface la
condicion de ramificacion R1 (resp. R2).

Lema 2.10. Sean k > 0 e 1 > k + 4. Consideremos la subsucesion {Fj};jg de la

torre H y la siguiente sucesion de lugares:

k k k k i —
QCy cP gt ccQy!

donde inicamente tenemos los lugares Qé para k+3 < j <i—1. Entonces Q) '|QF+?

no ramifica en F;_1/Fyio. Ademds se cumplen las siguientes propiedades:

T+ 1

7. 910 == 10 +
k42 o+ 1

entonces (4o + (:Ek+15)2 + $k+15)(Ql§j2) =p.

1 .
it. Para j =k+3,---,i— 1 se tiene que (— —|—mk+2> (@) =0.
'IA

J

Demostracion. De la Proposicion 2.2 se sigue facilmente que Q6_1|Q’§O+2 no ramifica

en la extension F;_i/Fj.o. Demostremos que
(Thao + (2e10)? + 2410) (QE%) = 8.
La condicién de ramificacion implica que
Vorre (T +1) = G(Q];:2|Q’f)’/@’f (x, +1) = 2. (2.4)

Por otra parte, puesto que Vs (2342, +1)=0y VQZJA(I]H_l) = 0 tenemos que

1
VQISJQ (karl) = VngoJrz (m) =0. (25)

En lo sucesivo probaremos una identidad fundamental en el desarrollo de la prueba.

Para una mejor comprension de dicha identidad escribimos x = xp, y = xpy1 ¥

1 .
2 = Tpyo. En este caso tenemos que 6 = z + T ademés z,y, z satisfacen las
siguientes identidades:

=2+ fy), (2.6)
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V) =14+y+ (2.7)

v +y+1

LS S _x2+ac+1+ Ty 2.8)
wry+1l (p+12 z+1 (z+1)2 0 (2412 '

Entonces

vy+1)?  yly+1)
(x+1)2 x+1

24 (Y0 +yd =2+ 2% + 2y +

v y+1)7° | yly+1)
(x+1)2 r+1

=2+ (z+ f(y)y* + 2y +

(2 +y)? v +y
(x+1)2  z+1

=z+ 207+ f(y)y’ + 2y +

L WYyt
v +y+1 (z+1)2  z+4+1

=2 +y+1)+y+

WV+y+12 P+y+1
(x4 1)2 r+1

=z +y+ 1D +y+

(z+1) (z+1)? r+1
= —
2o+l Y (2 4+2+1)2 22+z+1’

donde la segunda, cuarta y quinta igualdad se obtienen de las ecuaciones (2.6), (2.7)

y (2.8) respectivamente. Por lo tanto,

Tpyo + (0p410)? + 2410 = Tpyo—s——t— + Tpyy + :
k2 + (Tr419) s k+2xi+xk+1 h (B2 4+ap+ 1) 224 a+1

Veremos que todos los términos de la derecha en la igualdad anterior, excepto xy1,

tienen valuacion positiva. De (2.4) y (2.5) tenemos que

1

) =0 1) =2
xi+xk+1> R

Vit (Trt1) = Vgrse (

lo cual implica junto con la ecuacion
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2
2 o - S(,’k, + xk + 1
Tiopo + T2 = f(Tri1) = karl—(xk 1)

que Vit (Tr42) = —2. De todo lo anterior se deduce que

Vngjz (Ik+2 + (xk-+16)2 + l‘k+15) =0

(Thyo + ($k+15)2 + Ik+15)(Qlo€2—2) = $k+1(Q§:2) = $k+1<Q,’/§+1) =p.

Para probar el segundo inciso también usaremos varias ecuaciones que se obtienen

de la ecuacion (2.1) que define la torre. Para todo j entero positivo se cumple que

1 1
vty = flzj) Y ) - L
j— j—
De aqui se deduce que
z; k+2 l? T k+2 Fz) k+2
CE‘ .
= ] + T + Tj5—1 + 1+ Tj—1 -+ + Tkt2- (29)
Tj—1 Tj—1
También se ve que
2 2
2 Thto T+ 1
Tiyg T+ T x = = . 2.10
(Tieys k+3) Tkt wi+2 ¥ Zpea + 1 y 7 1?71 Yo, + 1 ( )

Por otra parte, en la prueba del item anterior mostramos que Q**? es un polo de

orden dos de Tp4o y que e(Q)|Q%?) = 1, luego por la Proposicion 2.2 se tiene que

l/Qg—l (:L‘i_l) == VQ§+3(JZk+3) = —VQISOH (J]k_,_g) = 2,

lo que implica que

(i 1zi0)(Qi) = o = (M) Q) =0

Tk+2

Ahora procedamos por induccion sobre j. La ecuacion (2.9) para j = k + 3 es

1 Tk
+3

+ Tpyo = + Tpts + (TprsThge + 1) +

Tk+3 Tk42 Tk42

1 Tk43
Tht2! Thi2

Como Q'§+3 es un cero de los elementos xy. 3, se cumple que la reducciéon
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modulo Q§+3 del primer, segundo y cuarto sumando en la ecuaciéon anterior es cero.

Dado que (243 + 1)(Q53) = 1 la ecuacién (2.10) implica que

(@r30042)(Q5°) = (w3 + 1) (@hrs2r12)) (Q5 )

(e Y

2

por lo tanto, (zjio2ses + 1)(QET) = 0 y concluimos que

1
( + $k+2> ( IS+3) =0.
T3

Ahora, para j — 1 > k + 3 supongamos que se satisface

Tji—1

( : +:ck+2) Q) =0,

De la ecuacion (2.9) tenemos

1 T
; + Tgto = ( J + 1) —I—.I‘j —I—l‘jl‘j_l +fL’j_1 + + Tgto.

] j—1 Lj—1

Como (z; 4+ 1)(Q}) = 1 tomando la reduccion @) en la ecuacion (2.10) se obtiene

() 0= (25) @0 () @

. j 1
Finalmente, como @) es un cero de los elementos z;_1,2;,x;x;_1 ¥ o + Tpao

concluimos que

(xl + $k+2) (@) =0

J

como se queria probar. O

Lema 2.11. Sean k > 0,71 > k+ 3 y {Fj};ﬁC la subsucesion de la torre H. Si

1t =k + 3 consideramos la sucesion de lugares
k k1 k+2 k+3 k+4 k+5
Qi CQFT COEF CQ CQt Y,
y st 1> k4 3 consideramos la sucesion de lugares

Q" cEFPcfPccQit c@icyt Y,
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donde unicamente tenemos los lugares Q{) para k+3 < j <1 —1. Entonces Qéﬂ se
descompone completamente en Fi o/ F;11 y se cumple la condicion de ramificacion
R2 para

Q1 C Q" c QL™
Demostracion. Probaremos que el lugar Qé“ se descompone completamente en la

extension Fi,o/F;.; mostrando que

es un elemento de tipo 2 para Qg“ con 0 definido en el Lema 2.10. Del Lema 2.1 se

sigue que

1 n 1
2?4z +1 0 oz +1

f(l'i+1) + U2 +u = Ti+1 + + (5!Ek+1)2 + 5$k+1

L S . + (0p1)? + O
i i | Tie
+1 2ol 1 T, k+1 k+1
I S (i1 + 1) + —— + (Sap)’ +6
x; x;(x;_ x T
+1 2ol 1 T, k+1 E+1

SN SR I S e (S
=1 - F+ zi(zi x
+1 2ol 1 o k+2

+ (IkJrQ + ((5l‘k+1)2 + (5Ik+1). (211)
Ahora calcularemos la reduccion modulo Q4! del elemento f(x;.1) + u? + u. Si
i > k + 3 tenemos que z;(Q,") = 7;(Q}) = 1y 2,1(Q)") = z,1(Q5 ") = 0,

ademés

1 )
7 5 i\ Li— 1 i+l :0 1 1:9.
<$+1+x?+$i+1+$(x 1+))( o) +1+

Por otra parte, la ecuacion (2.10) con j = i, implica que

( )( ) = (— >(Q1)— (ﬁﬁxi_l“)( 1,

Finalmente, el Lema 2.10 implica que
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< ! + $k+2) Q™) + (@pp2 + (0xp41)” + 623,11)(Q5T) =04 8 = 6.

Ti—1

De todo lo anterior concluimos que
(f(@isa) + 0 +u) (@) =0+ 1+ 5.

Para i = k + 3 vale el mismo resultado. Al reescribir la ecuacion (2.11) obtenemos

1 1
+ Tpas | 1+ -
Th+y2

2

f($k+4) + U2 +u= Lht4q +

+ (Thys + DTpro + Tipo + (T4410)% + Tp410.

Como zj13(Q5™) = 2. 3(Q¥) =1y ﬁ( b = ﬁ(@’;ﬁ) = 0 entonces
1 1
Tpya + + g, (1+ )) MY —9g4+14+1=0
( +4 $z+3 + $k+3 + 1 +3 xk+2 ( 0 )

y de la ecuacion (2.10) se sigue que

(Tres + Dapg2) (Q5) = (w745 + Tras)Tas2) (QF)

(ot e

2
Thyo + Tigo + 1

Finalmente, para cualquier ¢ > k£ 4 3 tenemos que
Tr((f(zin) +u® +u)(Qp)) = Tr(0 + 1+ 8) =0

va que 0 + 1+ [ € F,. Entonces por la Proposiciéon 2.8 concluimos que Qg“ se

descompone completamente en Fj,o/F;, ;. Para garantizar que la sucesion
i i+1 i+2
Ql C QO - Qoo

cumple la condicion de ramificacion R2 resta probar que Vin(:cl- + 1) = 2 para

1 > k + 3. Esto es facil de ver pues la Proposicion 2.2 afirma que
voi (@i + 1) = Vg1 (2i-1) 0 Vorts (Trrs + 1) = —Vgrsa (Tuia)

y en la demostracion del Lema 2.10 vimos que VQ/(L')—l(.fEZ',]_) = —Vgk+2 (Tpyo) =2. O
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Lema 2.12. Sea {Fj}fﬁ una subsucesion de la torre H. Si QY es un cero simple

de xp + 1 € F}, entonces la sucesion de lugares

k k1 k+2
@7 C Q,3+ C QN
k+1

cumple la condicion de ramificacion R1, es decir, el lugar Q" es totalmente rami-
ficado en Fyyo/Fjyq.

Tpy1+1

i Y 0 = Tp1o + u. Por el Lema 2.1 tenemos que

Demostracion. Sean u =

1 1
P o+l w1

0%+ 0 = f(Tp1) +u” +u = app1 +

Dado que Q% es un cero simple de z; + 1 por hipétesis y e(QgﬂlQ’f) = 1 por la

Proposicién 2.2, entonces

1 1
524+ 6) = k+2) Hk+1
I/QISQ'?( + ) €(Qoo ’Qg )VQ§+1 Tpy1 + xz I 1 + P :

- (@105,
Luego, 2vgi+2(6) = —e(QE?|QEH") v concluimos que e(QAF2QE™) = 2. O

Ahora estamos preparados para enunciar y demostrar el resultado principal de esta

seccibn.

Teorema 2.13. Sea {F; fi,z una subsucesion de la torre H y consideremos la su-
cesiLon
k k41 k42
Qf C Q5" C Y™
Supongamos que QY es un lugar racional y un cero simple de x), + 1. Entonces Q%2

se descompone completamente en H.

Demostracion. De las Proposiciones 2.2 y 2.8 toda sucesion de lugares en la to-
rre H arriba de Q**? es una combinacion de subsucesiones de tipo 1 y/o tipo 2

respectivamente:
j j+1 j+2
Q1 CQy CQL,

QyC---CcQi
donde j > k+3 y [ > 1. Cualquier lugar en una subsucesion de tipo 2 se descompone

completamente en cada paso de la torre, asi que es suficiente considerar sucesiones

que tienen subsucesiones intermedias de tipo 1 o de tipo 1 y 2. Iniciemos con el caso
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j = k+3. Dado que Q¥ es un cero simple de z; + 1 entonces el Lemma 2.12 asegura

que la condicién de ramificacion R1 es valida en la subsucesion
k k41 k+2
Ql C Q/j C Qoo )

ademés dichos lugares son racionales por la Proposicion 2.2 y por ser Q% un lugar

racional. Ahora, el Lema 2.11 implica que las subsucesiones
k+3 k+4 k+5 k+1+3 k144 k+1+5
1 C QG C Qoo y 1 - ny C Qoo

satisfacen la condicién de ramificacion R2, donde se tienen las subsucesiones, que
son combinacién de subsucesiones de tipo 1 y de tipo 1 y 2 respectivamente, que se

muestran a continuacion:

Qi c Qi CcREPP Cc it Cc Qi C R,

k k+1 k+2 k+3 k+1+2 k+1+3 k+1+4 k+145
Qi Cc Q' cREP ci c--- c Qi C QI C QY C QL

con [ > 1; todos los lugares en estas subsucesiones son racionales ya que Q**? es
racional y todo lugar que cae sobre él se descompone completamente en su respectiva
extension. Los argumentos anteriores garantizan que cualquier sucesion de lugares
en la torre H arriba de Q"2 es precisamente una combinaciéon de subsucesiones
intermedias de lugares racionales de tipo 1 y/o tipo 2 en la que toda subsucesion de
tipo 1 satisface la condicién de ramificacion R2, por lo tanto Q%2 se descompone

completamente en la torre H. O

Finalizamos esta secciéon con un corolario de gran importancia en este trabajo.

Corolario 2.14. La torre H es asintoticamente buena sobre Fos para s entero po-

sitivo par.

Demostracién. Dado que QY es un cero simple de xy + 1 entonces por el Teorema
2.13 tenemos que Q% se descompone completamente en la torre H sobre Fy. Por
otra parte, del Teorema 2.6 sabemos que H tiene género finito sobre Fy, luego por el
Corolario 1.25 concluimos que H es asintoticamente buena sobre Fy. Por dltimo, H
es asintoticamente buena sobre Fos con s par ya que es una extension por constantes

de la torre ‘H sobre F, y la extension algebraica Fos con s par. O]
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2.3. El limite de la torre sobre [,

El proposito de esta seccion es dar una formula explicita para el nimero de lugares
racionales y el género de cada cuerpo de funciones F; de la torre H sobre F,. Como
consecuencia de ese resultado veremos que la torre ‘H sobre F, es 6ptima, esto es,
AMH) = A(4) = 1. Més atn veremos que para todo s > 2 entero positivo par el

limite de la torre H sobre Fgs es al menos uno.

Teorema 2.15. Sea | > 3. El nimero de lugares racionales N(F;) del cuerpo de
funciones F; € H es
N(F) =2 +8.

El nimero de lugares totalmente ramificados en F; 1/ F; es: dos para i = 0,1, cuatro

para i = 2 y ocho para 3 < i <[ —1.

Demostracion. Para calcular el nimero de lugares racionales de F; debemos contar
el namero de lugares racionales arriba de cada lugar racional Q% con € FyU{oco}.
Iniciamos con el lugar Q% que es un cero simple de zy + 1 € Fy. Entonces por la

Proposiciéon 2.2 y el Lema 2.12 tenemos dos sucesiones:
QICQaCQ% v  QVCQu CO% (2.12)

Por el Teorema 2.13 cada Q2 se descompone completamente en F;/Fy, luego existen

1

2 - 2!72 Jugares racionales en F arriba de Q). Ademas, los lugares Q. y Q!

41 son
totalmente ramificados en la extension F,/F; y ningan otro lugar @) de Fj, con
0 <j <l—1,arriba de @Y es totalmente ramificado en Fj 1/ F; por la Proposiciones
2.2,2.8 y el Lema 2.11.

Ahora consideremos el lugar racional Q9 que es un cero simple de zy € Fy. Por la
Proposicion 2.2, QY se descompone completamente en los lugares Q1, un cero simple
de z; + 1, y Q}, un cero simple de x;. Por lo que tenemos dos sucesiones Q) C Q1

y Q8 - Q(l). En el primer caso del Lema 2.12 obtenemos las sucesiones:
Q1 C Q% cCQl y Q1 C Qayy C Q% (2.13)

Notemos que la situacion descrita en (2.13) se corresponde con la analizada en (2.12)
porque Q1 es un lugar racional y es un cero simple de x; + 1 € F;. Por lo tanto,
los mismos argumentos usados anteriormente para deducir el ntimero de lugares
racionales en Fj arriba de QY nos permiten concluir que existen 2!=2 lugares racionales
de [} arriba de Q7, donde los lugares Q% y Q2. , son totalmente ramificados en la

extension F3/Fy; ademds, ningtin otro lugar @ de Fj arriba de Q7 es totalmente
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ramificado en Fj+1/Fj, con 2 < 7 <1[—1. Ahora para 1 < i <[ — 2 tenemos las

siguientes sucesiones de lugares sobre Q)
0 1 i1 ' 0 1 -3 -2
QCQC--CQy Cl, v QCQC--CQy CQy”.

Cada una de las primeras [ — 2 sucesiones aporta 2=~ lugares racionales a Fj,
de los cuales Q! y Q41 son los tinicos lugares arriba de QY que son totalmente
ramificados en la extension Fj, o/ F;, . La tltima sucesion aporta otros cuatro lugares
racionales, pues la Proposicion 2.2 afirma que Q',, fo, Q' v QL son racionales y
estan arriba de Qé‘Q. Por lo tanto, el ntimero de lugares racionales de F; arriba de
Qp es:

22 4ol 244 =92"1 19

ademas, para 2 < j < [—1 en la extension Fj,/F; tenemos exactamente dos lugares
que son totalmente ramificados y estan arriba de 3. Concretamente son los lugares

Qg con € {a,a+ 1} tales que la sucesion de lugares en {F} i:o es del tipo:

QCcQQc--c?co cl (2.14)

0

Ahora consideremos el lugar racional )7,

el cual es un polo simple de x(. De la
Proposiciéon 2.2 vemos que el lugar racional tiene el mismo comportamiento en la
extension Fy/Fy que el lugar QY, por lo tanto, tiene el mismo comportamiento que
Q) en la torre H, lo que implica que el nimero de lugares racionales en F arriba
de QY también es 2'~! + 2; ademés, en la extension Fji/Fj, con 2 < j <1 —1,
tenemos exactamente dos lugares Qjﬁ que son totalmente ramificados y caen sobre

Q% . Por lo tanto, en {F,}_, tenemos la sucesion de lugares del tipo:
) k=0
QL cQyc---C Qg‘Q C Q{‘l C Qg. (2.15)

Finalmente, calcularemos el nimero de lugares racionales en F; y el ntimero de
lugares totalmente ramificados arriba de Q%, con § € {a, + 1}, en cada extension
intermedia. Dado que Q% es un cero simple de x4+ 8 de la Proposicion 2.8 inciso i
(con u = 0) tenemos que Q% es totalmente ramificado en Fy/Fy y que el lugar Q! de
F| que cae sobre Q% es un polo simple de x;. Observemos que el lugar Q! cumple las
mismas propiedades que el lugar Q% analizado previamente, por lo tanto, 272 + 2
es el nimero de lugares racionales en [} arriba de Q! y, en particular, arriba de Q%.
Ademaés, para3 < j <Il—1y > 3, en la extension F;;;/F; hay exactamente cuatro

lugares totalmente ramificados, dos arriba de Q% y dos arriba de Q°_ ;. En este caso
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los tipos de sucesiones de lugares en {Fk}i:o que obtenemos son las siguientes:
Ly - .
QnCQRLCRICR; vy QuCQuCQiC--CQy CQi CQp (216
la primera para j = 3 y la segunda con j > 3. Arriba de Q% obtenemos

aCRLCcQIc@)y QL cLcc - c@i?cic@l, (2.17)

la primera para j = 3 y la segunda con j > 3. Notemos que todos los lugares
que aparecen en los distintos tipos de sucesiones son diferentes, a pesar de estar
denotados de la misma forma. De todo lo anterior tenemos que el nimero N(F}) de

lugares racionales en Fj es exactamente

NEF)=2"1+2- (27 +2)+2- (272 +2) =2 + 8,

ademés, damos la descripcién precisa de los lugares totalmente ramificados para

cada extension Fi1/F; con 0 <i <[ — 1. En principio para 0 < i < 2 tenemos que

( Q% en Fl/F(),

Qé en Fy/F COHQ%’Q?,

[ Q% en F3/F, con Q3|QF v Q3Q%

y para ¢ > 3 tenemos los lugares Qiﬁ en F; 1/ F; y estan completamente determinados
por las sucesiones (2.14), (2.15), (2.16) y (2.17) respectivamente. Finalmente hay que
resaltar que el exponente diferente de cada lugar es 2 lo cual es una consecuencia de

la Proposicion 2.8 item i. O

Teorema 2.16. Sea | > 3. El género g(F}) del cuerpo de funciones F; € H es
g(F) =21 — 7.

Demostracion. Del Teorema 2.15 tenemos que en las extensiones Fy/Fy y Fy/F)
existen dos lugares totalmente ramificados, en F3/F) existen cuatro lugares total-
mente ramificados y en Fj,/F; existen ocho lugares totalmente ramificados donde
3 <1 < l—1; ademas, todos ellos son lugares racionales y tienen exponente diferente

dos, por lo tanto,
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4 sii=0,1,
deg(Diff(Fj11/F;)) = 8 sii=2,
16 sii > 3.

Ahora por la formula del género de Hurwitz (Teorema 1.8) tenemos que
1 :
g(Fi1) —=1=(g(F) —1)-2+ §deg(D1f‘f(E+1/E)).
Facilmente vemos que g(Fy) =1, g(Fy) = 3, g(F3) — 1 = 2%y que
1
g(Fy) —1= (g(Fg)—l)-2+§24: (2%)-2+2° =21 + 22
Sea i > 4. Supongamos que
gF)—1=2"+2"" 4. 420420 =) "
=3
entonces

g(Fip) — 1= (Q(E)_l)'2+%24= (i:w) -2+23:Zz:2j.

Por lo tanto, para cualquier [ > 3 tenemos que
!
g(F) —1=> 2 =2 2% O
j=3

Corolario 2.17. La torre H sobre Fy es dptima y tanto su tasa de descomposicion

como su género son iguales a dos.

Demostracion. De los Teoremas 2.15 y 2.16 tenemos que

L N(Fl)_ ) 2l+1—|—8_
AH) = lim g(F) = lim oMt —7

ademas H tiene tasa de descomposicion

. NR) ., 24lys
R 7y R
y género
F 2l+1_7
VM) = tim 2 = 2. O

l—00 [-Fl : FO] o l—00 2l



El limite de la torre sobre F, 45

Corolario 2.18. El limite de la torre H sobre Fos con s entero positivo par satisface
A(H) > 1-

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del corolario anterior y la Proposicion
1.26. O

Finalizamos esta secciéon con algunas observaciones e interrogantes.

Observacion 2.19. Otra prueba' de que el género la torre H es dos es la siguiente:
para cualquier conjunto de lugares S de Fj denotaremos por P;(S) al conjunto de
lugares de F; que caen sobre los lugares de S. Por el Lema 2.3 y el Corolario 1.23
tenemos que H es una torre débilmente ramificada sobre F,. Luego por la férmula
del género de Hurwitz (Teorema 1.8), la Proposicion 2.5 y la igualdad fundamental

(Proposicion 1.1) tenemos que el género de F; satisface que

29(F) —2==2[F;: K] +2 Y > (e(QIP) - 1),

PeR(H) Q|P

luego

gF)—1=-2+ Y Se@p) - Y Y1

PeR(H) QP PeR(H) QP
= 2 ¢ Z 21 — 2P (R(H))|
PeER(H

=24 21;72( )| = |Pi(R(H))]
= 2(IR(H)| — 1) — [Pi(R(H))]-

Del Teorema 2.15 tenemos que
[Pi(R(H))| = N(F;) =2 +38,

por lo tanto,
g(Fz) — 1= 2i+2 - 2i+1 — 8 = 2i+1 -8

= 2.

, g(Fi)

Antes de enunciar nuestra siguiente observacion introducimos el concepto de clausura

de Galois de una torre. Sean F = {F;}2, una torre sobre F, y E; la clausura de

IEsta observacion fue planteada por P. Beelen en la revision del articulo [7].
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Galois de la extension F;/Fy para cada i > 1. La sucesion de cuerpos de funciones

G ={E;}2,, con Ey = Fj, se denomina la clausura de Galois de F.

En el articulo [12] se demostré que es suficiente que una torre F = {F;}3°, sobre F,
tenga espacio de descomposicion no vacio para asegurar que su clausura de Galois
G sea una torre sobre F,. Si, adicionalmente, F tiene espacio de ramificacion finito
y es una torre 2-acotada tal que cada Fj1/F; es una p-extension de Galois, donde
p es la caracteristica de F,, entonces G es una torre asintoticamente buena. Estas
condiciones las cumple la torre H, ver Teorema 2.13, Proposiciéon 2.5 y Lema 2.3.

En consecuencia:

Observacion 2.20. La clausura de Galois de la torre H sobre Fos es una torre

asintoticamente buena.
Pregunta 2.21. ;Es asintoticamente 6ptima la clausura de Galois de H sobre Fy?

Pregunta 2.22. ;Cuél es valor exacto del limite A(#) si consideramos la torre H

sobre [Fos con s > 2 entero positivo par?

Pregunta 2.23. ;Existe una torre F sobre Fp definida de forma recusiva que

generalice la torre H sobre F,?
Pregunta 2.24. ;Es modular la torre H sobre F,?
Esta ultima pregunta surge de la famosa conjetura de la modularidad de Elkies [10].

Conjetura de Elkies. Cualquier torre asintéticamente 6ptima definida de forma
recursiva sobre un cuerpo finito de cardinalidad cuadrada es modular, esto es, los
cuerpos en la torre son cuerpos de funciones de curvas modulares o de curvas mo-

dulares de Shimura o reduccién de curvas modulares de Drinfeld.

2.4. La tasa de descomposicion de la torre: caso
impar

En esta seccion calcularemos el niimero de lugares racionales de cada cuerpo de
funciones de la torre H sobre k := s para cualquier entero positivo impar s.
Como consecuencia de esto concluiremos que la torre H sobre Fys tiene tasa de
descomposicion cero y, por lo tanto, es asintoticamente mala. Con este importante

resultado finalizaremos el capitulo 2.

Denotamos la funcion traza de Fqs a Fy por Tr. Iniciamos con el siguiente lema clave:
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Lema 2.25. Sean 0,3 € k tales que 6> + 0 = Entonces

B
B*+B+1"

0 0+1
Tr{— | #Tr | — .
r<m+e+1># r<m+9+1)

Demostracion. Supongamos que

0 0+1
TV =Ty
r<m+9+1> r(m+9+1)

entonces la linealidad de la traza implica que

1
Tr{ —— ) =0. 2.18
r(92+6+1) (2.18)
Por otra parte, por hipotesis
g
?+0=———
B2+pB+1
luego
L _papel_ B (8
R2+0+1  p24+1 B+1 B+1) "

Finalmente, dado que Tr(1) =1 y Tr(a) = Tr(a?) para todo « € k, tenemos que

() -m0m (52) o (52))

lo cual contradice (2.18). O

Llegados a este punto, estamos en posicion de probar el resultado principal de esta

seccion.

Teorema 2.26. Consideremos la torre H = {F;}2, sobre k. Para todo i > 1, el
numero de lugares racionales de F; es constante, mads precisamente, para todo v > 1

se tiene que

N(F) = 2(]S[+ 1),

_ . B _
S{ﬂek.Tr(ﬁ2+ﬁ+1>O}.

Demostracion. Sea P un lugar racional de F;. Dado que s es impar, entonces para

cualquier 8 € k se tiene que 32 + 8 + 1 # 0. Luego la reduccién modulo P del

donde
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polinomio
x.
=T°+T+ —"—— ¢ F[T],
¢ * +xf—|—xi+1 7
es el polinomio
g
=T*+T+ ——— cK[T)].
b R 7]

para algtin [ € k. Por otra parte, el Teorema 90 de Hilbert afirma que

B o g _ 2
Tr<52+6+1 =0 siy solo si ﬁ2+ﬁ+1_9 +0,

para algin 0 € k, por lo tanto, ¢3 es irreducible sobre k si y s6lo si

b _
() -

Sean P, el polo de =y en Fy = k(zg) y Ps el cero de zp + ( en Fp, donde 3 € k.
Entonces ¢ méd Py, = ¢oy ¢ méd Pz = ¢g para € k. Si f ¢ SU{oco} tenemos
que ¢p es irreducible sobre k y del Teorema de Kummer (Teorema 1.16) se sigue que
Pj3 es inerte, que existe un solo lugar en F; arriba de Ps y que tiene grado dos. Ahora
si f € SU{oo} el polinomio ¢ se descompone completamente sobre k, es decir, ¢z
se factoriza como producto de dos polinomios lineales distintos sobre k. Claramente
si @ € k es una raiz de ¢p entonces ¢p(T) = (' + 6)(T + (6 + 1)). Nuevamente
por el Teorema de Kummer, existen exactamente dos lugares racionales Qy, Qg11
de I} = Fy(x;) arriba de Ps. Entonces

N(Fy) =2(|S|+1).

El Teorema de Kummer también afirma que z14+6 € Qg y x1+(0+1) € Qg1 asi que
las clases residuales x1(Qp) y £1(Qg+1) son 0y 0 + 1 respectivamente. Consideremos
ahora los lugares racionales de F;. Cada uno de estos lugares esta arriba de un lugar
racional de la forma @y, Qg1 para algin 6 € k, asi que los polinomios ¢y y g1 son

la reduccién de ¢ modulo QQy y Qg1 respectivamente. El Lema 2.25 garantiza que

=T’ +T+ ———
%0 e

se descompone completamente sobre k (resp. es irreducible sobre k) si y solo si

0+ 1

=T’ +T+ —i—
Go+1 Tt e e

es irreducible sobre k (resp. se descompone completamente sobre k), luego Qp se
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descompone completamente (resp. es inerte) si y solo si Qg1 es inerte (resp. se des-
compone completamente). Por lo tanto, para cada par de lugares Qy, Qp+1 tenemos
que, nuevamente por el Teorema de Kummer, uno de ellos es inerte y que existen dos
lugares racionales de F, que caen sobre el otro. Asi el ntimero de lugares racionales
de I es

N(Fy) = N(F1) =2(|S| +1).

En particular, hemos probado que cada lugar racional de F, cae sobre un lugar
racional de F} de la forma @)y para algin 6 € k, el cual se descompone completamente
en [, en dos lugares racionales de F de la forma ), y Q441 con clases residuales
22(Qy) = 7Y 22(Qy41) = v+ 1 por el Teorema de Kummer. Por hipétesis inductiva,
N(F;) =2(]S| + 1) y cada lugar racional de F; cae arriba de un lugar racional F;_;
de la forma @)y para algin 0 € k, el cudl se descompone completamente en F; en
dos lugares racionales de F; de la forma Qs y Qsy1 con clases residuales z;(Qs) = §
y 2;(Qsy1) = 0 + 1. De nuevo vemos que la reduccion de ¢ modulo esos dos lugares

son los polinomios ¢5 v ¢s.1 asi que por el Lema 2.25

J

T=T"+T+5———
¢s(T) LI PR

se descompone completamente sobre k (resp. es irreducible sobre k) si y solo si

0+1

N=T>+T+ —— ——
bs41(T) LR PR

es irreducible sobre k (resp. se descompone completamente sobre k). Por lo tanto,
@s 0 Qs11 se descompone completamente en F;,; mientras que el otro es inerte en

F;.1, lo que permite concluir que
N(Fi1) = N(F) = 28] + 1), s
Corolario 2.27. Para todo entero impar s la torre H sobre Fos es asintoticamente

mala.

Demostracion. Del Teorema 2.26 tenemos que

30 — tim YD 1o 208 +1)

—_— = - = 0. O
i—00 [E : FO} z’—glo 2






CAPITULO 3
SUBSUCESIONES Y
SUPERSUCESIONES DE
CUERPOS DE FUNCIONES

En la teoria de torres de cuerpos de funciones las subtorres y supertorres juegan un
papel relevante, pues en muchos casos, nos brindan informacién asintoética de una to-
rre dada. En este sentido, un resultado bien conocido en la teoria es que una subtorre
de una torre asintéticamente buena también es asintoticamente buena. Un ejemplo
del uso de esta técnica fue presentado por Bassa, Garcia y Stichtenoth [1], quienes
construyeron una torre F sobre F s asintoticamente buena, que ademas, resultoé ser
una supertorre de la torre £ estudiada anteriormente por Bezerra, Garcia y Stich-
tenoth en el articulo [4]. Vale la pena destacar que el estudio del comportamiento
asintotico de £ requirié calculos mas extensos y técnicos que aquellos empleados en
el estudio asintotico de la torre F. Teniendo esta idea como motivaciéon dedicamos
gran parte de este capitulo a la construcciéon de subsucesiones y supersucesiones
recursivas de torres de cuerpos de funciones.

Iniciamos este capitulo con algunas definiciones y resultados béasicos de torres y

subtorres de cuerpos de funciones.

Sean F = {F;}°, v € = {E;}32, sucesiones no triviales de cuerpos de funciones
sobre IF,. Diremos que £ es una subsucesién de F o que F es una supersucesion
de & si para cada ¢ > 0 existe un indice j := j(¢) y una inmersion ¢; : E; — Fj
sobre F,. Lo anterior equivale a que £; C Fj. Sin perdida de generalidad podemos
suponer que F; C F; omitiendo algunos de los F; y reenumerando si es necesario.
Si la contenencia anterior es propia para infinitos indices, es decir, F; C F; para
infinitos indices, diremos que £ es una subsucesiéon propia de F. En caso de que

£ vy F sean torres decimos que £ es una subtorre de F y lo denotamos por £ < F.

ol
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Proposicion 3.1. [20, Proposicion 7.28]. Si € es una subtorre de F entonces

AE) > \(F).

En particular, se tiene que:
1. St F es asintoticamente buena entonces £ también es asintdticamente buena.
1. S1 E es asintdticamente mala entonces F también es asintdticamente mala.

Observacién 3.2. Si suponemos que la extension Fy/FEy es finita y separable, se
puede mostrar la relacion siguiente relacion las tasas de descomposicion y los géneros

de &y F:
v(F)
[Fg . EO]

v o)< 2

V(g) 2 [F() . E()]

En particular, obtenemos los resultados de la proposicion anterior. En efecto, obser-

vemos que
[E; : F}] < o0 y N(F;) < N(E))[F; : E}],
luego,
' Nm) _NEIRGE] NFR) _ 1 N
(B Ey]  [F:E) T E:E)] [Fo:E)lE: R
por lo tanto, )
v(F
v(€) > —[Fo ; Eo].

Por otra parte, dado que F;/FEy es una extension separable entonces la extension
F;/ E; también lo es y como el divisor diferente es efectivo, es decir Diff (F;/E;) > 0,
entonces

deg(Diff (F3/ E;)) > 0.

Este hecho y la formula del género de Hurwitz (Teorema 1.8) implican que

9(F) — 1 > [F: Ei(g(E:) — 1),

luego,
gF) =1 (g(B)-VIF:E] _ g(F)
[E . Fo] [FO . EQ} - [Fz . Eo] [Ez . E0]7
de lo que concluimos que,
ey < 22
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3.1. Un método para construir subsucesiones de

cuerpos de funciones

En esta seccién proponemos un método para construir subsucesiones recursivas de
(a,b)-sucesiones de cuerpos de funciones y mostramos que varias de las subtorres
conocidas en la literatura en realidad se pueden obtener de esta manera. También
vemos que este método generaliza el método dado en [6]. Iniciamos esta seccion con

un resultado clave.

Proposicion 3.3. Sean € = {E;}2, y F = {F;}32, sucesiones recursivas no trivia-

les de cuerpos de funciones sobre F, definidas respectivamente por las relaciones

h(yi>yi+l) =0 ) f(ﬁz, 1171'.1_1) =0

donde h(X,Y) y f(X,Y) son polinomios con coeficientes en Fy, y {x:}320 v {vi}2,
son sucestones de elementos trascendentes sobre F,. Para cada 1 > 0 supongamos
que

degy h < [Fiq1 : Fi

vy = g(x;) con g(T) = g1(T)/g2(T) una funcion racional con coeficientes en F,
de grado mayor que uno. Entonces F; C F; para cada © > 0, esto es, £ es una

subsucesion propia de F.

Demostracion. Dado que y; = g(x;), E; = Fo(vo,---,uvi) y Fi = Fy(zo,---, 1)
entonces F; C F; para cada ¢ > 0. Por otra parte, sin perdida de generalidad
podemos suponer que el grado de la funcion racional g(T) es deg g(T) = deg ¢1(T).

Para cada ¢ > 0 consideremos el polinomio
@i(T) = g1(T) — g2(T)y: € E[T].

Es claro que el elemento z; es una raiz del polinomio ¢;(7T") para cada i > 0. Dado que
Ey =F,(yo) y Fo = F,(x0) entonces [Fy : Ey] = degg > 1. Ahora sea d; = [F; : E;].
Puesto que el grado de una torre de cuerpos es multiplicativo (ver grafica 3.1)
tenemos que

di+1[Ei+1 : Ez] = di[E+1 : E]

Probemos por induccién que d; > 1 para ¢ > 1. Supongamos que d; = 1 entonces

degg[F1 . Fo] = do[Fl . Fg] = [El . E()]
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Fiq

Grafica 3.1: Subcuerpos en las torres £ y F
Por hipotesis [E) : Ey] < degy h < [F} : Fy), por lo tanto, degg < 1 lo cual es una
contradiccion. Supongamos ahora que d; > 1y d;1; = 1 entonces
di|Fiv1 2 B = [Eiy1 : B5) < degy h < [Fiq : F),

y esto implica que d; < 1, lo cual es una contradicciéon. Concluimos que E; C F;

para cada i > 0, es decir, £ es una subsucesion propia de F. O

Observacion 3.4. De la demostraciéon de la proposicion anterior se deduce que
degg=[Fo:Eo] vy [Fi:Ei]>degg
para cada ¢ > 1. Adn més, si para cada ¢ > 0 se cumple la condicion
[Eis1 @ Bj] = degy h = [Fijq @ F]
entonces para ¢ > (0 se tiene que
[F; : B;] = degy.

A continuacién recordamos las definiciones de (a, b)-sucesion recursiva y del grado
de una funcién racional ya que seran usadas en el resto del capitulo. Una sucesion
recursiva F sobre F, es una (a,b)-sucesién recursiva o una sucesiéon recursiva

de tipo (a,b) si a(7T),b(T") son funciones racionales con coeficientes en F, tales que

donde (ay(T'),a2(T)) =1y (b1(T),b2(T)) = 1 y F esta definida por un polinomio
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de la forma
H(X,Y) = ai1(Y)ba(X) — az(Y)b1 (X).

En este caso se suele decir que la (a,b)-sucesion recursiva F esta definida por la

ecuacion con variables separadas

Sean ¢1(T), g2(T) € F,[T] polinomios primos relativos. Se define el grado de la
funcién racional ¢(7') = ¢1(T")/g2(T) como

deg g(T') = max{deg g1(T), deg g2(T)}.

En adelante, consideramos (a, b)-sucesiones recursivas con dega = degb ya que las

torres recursivas que no poseen esta propiedad resultan ser asintoticamente malas.

(Ver [13]).

Teorema 3.5. (El método) Sea F = {F;}°, sobre F, una (a,b)-sucesion no trivial
de cuerpos de funciones y {x;}52, una sucesion de elementos trascendentes sobre F,

tales que
a(wi1) = b(w;)

para cada i > 0. Supongamos que A(T),B(T),g(T),s(T) € F,(T) son funciones

racionales que cumplen las condiciones:
Aog=soa Yy Bog=sob. (3.1)
Entonces {g(x;)}2, es una sucesidn de elementos trascendentes sobre F,

A(g(wi1)) = Blg(:))

y la sucesion € = {E;}2, definida por Ey = F(g(x0)) y Eir1 = Ei(9(zi+1)) es una
(A, B)-subsucesion recursiva de F. Si, ademds, suponemos que la sucesion € es no

trivial y que para cada @ > 0 se cumple la condicion:
deg A < [Fii1 : F}] (3.2)

Entonces £ es una subsucesion propia de F.

Demostracion. Puesto que {z;}5°, es una sucesion de elementos trascendentes sobre

F, y g(T) es una funcién racional con coeficientes en F, entonces {g(z;)}2, es
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una sucesion de elementos trascendentes sobre F,. Para cada ¢ > 0 se tiene que

a(x;41) = b(x;), entonces por las condiciones (3.1) tenemos que

Alg(zin)) = s(a(zin)) = s(b(x:)) = B(g(x:)).

Ahora, dado que F; = Fy(zo,...,2;) y y; = g(x;) € F;, para cada 0 < j < 4,
se deduce que E; = F,(g(z0),...,9(z;)) C F; para todo i > 0, es decir, £ es una
subsucesion de F. Ahora, supongamos que la sucesion £ es no trivial, que se cumple

la condicion (3.2) y consideremos el polinomio
MX,Y) = A(Y) — Ao(Y)B(X)

donde A(Y) = A1(Y)/Ay(Y). Es fécil ver que & esta recursivamente definida por la
ecuacion h(X,Y) =0y que

degy h = deg A < [Fip : F].

Entonces por la Proposicion 3.3 tenemos que £ es una subsucesion propia de F,

como se queria probar. O

Una ventaja notable del método anterior es que, en general, la condicion (3.2) es
facil de comprobar. jBajo que condiciones se puede concluir que £ es una subtorre

propia de F en caso de no se cumpla dicha condicion?

Observacioén 3.6. Supongamos que £ y JF son sucesiones recursivas no triviales

que satisfacen las condiciones (3.1). Si para cada ¢ > 0 se cumplen las condiciones:
deg A > [Fiy1 @ Fi y [Eiq1 : B < [Figa 2 F.

Entonces £ es una subtorre propia de F.

Ahora describiremos brevemente el método propuesto en [6] para construir subsu-
cesiones de una sucesion de cuerpos de funciones dada:

Proposicion 3.7. [6, Proposicion 3.2.6] Sea F = {F;}°, una (a,b)-sucesion no
trivial de cuerpos de funciones. Sean f, a y b funciones racionales irreducibles con

coeficientes en IFy tales que

adofob=bofoa. (3.3)
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Consideremos la sucesion recursiva no trivial € = {E;}3°, definida por
a(yi+1) = b(y;)

con y; = fla(x;)) para cada i@ > 0. Supongamos que se cumplen las siguientes

condiciones:
i. dega=[Fi.1: F] y dega=|[E;11: E;] para cada i > 0.
ii. dega > dega 0 (dega,dega) = 1.

Entonces £ es una subsucesion propia de F.

A continuacién hacemos algunas observaciones relacionadas con este método.

Observacion 3.8. Para ver que el método anterior es un caso particular del plan-
teado en el Teorema 3.5 basta tomar A =a, B=0b, g= foay s=ao f y ver que

las condiciones (3.1) se satisfacen. En efecto,
Aog=aofoa=soa y Bog=bofoa=aofob=sob.
También podemos tomar g = foby s = bo f, luego
Aog=adofob=bofoa=s0a y Bog=bofob=sob.
Observacién 3.9. Si tomamos g = f oa, como en la observacion anterior, entonces
[Fo : Ey] = degg = deg f - dega.

A continuaciéon mostraremos tres ejemplos en los que se construyen subtorres pro-
pias de una torre dada usando el método propuesto en el Teorema 3.5, ademas,

mostraremos que dichas subtorres no se pueden obtener por el método anterior.

Ejemplo 3.10. Sea F; sobre F .2 la (a, b)-torre recursiva definida por la ecuacion

xq

. 3.4
i1 +1 (34)

Yty =

Esta torre es optima y fue estudiada en [L1]. Por otra parte, Bezerra y Garcia

mostraron en [3| que la (A, B)-torre Fy = {E;}2,, definida sobre F 2 por la ecuaciéon
y—1 27-1

= (3.5)




58 SUBSUCESIONES Y SUPERSUCESIONES

es una subtorre de F;. Veamos que Fy es una subtorre propia de F; que se puede
obtener usando el método dado en el Teorema 3.5. En este caso tenemos que

T4 T-1 T

:T‘JTH’ A(T) = Tq y B(T)= T

a(T)=T*'+T, b(T)
Consideremos las funciones racionales

o) = iy y o s(T)=-T"

-1 41
Entonces se cumplen las condiciones (3.1). En efecto,

1
S
A(g(T)) = qu — (et p)e!

1
Ta-1+1

= (1" + Ty = s(a(T))

y
() -1 (= (T )T 4 1)
B(g(T)) = Tq*11+1 - (Ta-1 + 1)4
o (Tq—l)q .
- (qul i 1)(1,1 - (b(T))

Por otro lado, si la subtorre £ pudiese obtenerse por el método dado en la Proposicion

3.7 entonces, por la Observacion 3.9, tendriamos que
q—1=[Fy: Ey) =deg [ -dega=degfq,

lo cual es una contradiccién.

Ejemplo 3.11. Consideremos la (a, b)-torre Fy = {F;}2, sobre F s estudiada por

Bassa et al. en [1] y que esta definida por la ecuacion

2d(a=1)

q _ ,\q—-1 -
(y y) +1= (xqfl — 1)Q*1

(3.6)
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Una caracteristica notable de esta torre es que
[F: Fyl =q(g—1) y [Fis1: Fj] =q paratodoi > 1.

Esto implica que no podemos usar el método de la Proposiciéon 3.7 para obtener
subtorres propias de JF5 pues esta torre no cumple la condicion i. Usemos el método
planteado en el Teorema 3.5 para mostrar que la (A, B)-torre F3 = {E;}3°, sobre
[F s estudiada en el articulo [4] y definida por la ecuacién
1-— 44z -1
- (3.7)

ye Z

es una subtorre propia de F,. A diferencia de F3, cada extension F,; 1 /FE; de F3 es

de grado ¢. En este caso tenemos

. 1 Tala—1)
a(T)=(T"=T)"" +1, b(T)Z—W,
1-T TI+T -1
M="rf v BI)=""
Consideremos las funciones racionales
T) = 1 TY=-T+1
9(T) = “rei_q1 7 s(T) = =T +

y comprobemos que se cumplen las condiciones (3.1). En efecto,

1+

Alg(T)) = T2
o) = =

I 1)t = (T - Ty s(a(T))

TN T - 1)t
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Finalmente, podemos destacar una propiedad adicional que tienen estas dos torres:

dado que H; C F; para cada ¢ > 0 tenemos que

[Fo: Hol =q—1 y [F;: Hi] = (¢ —1)* paracada i>1,

por lo tanto, para cada ¢ > 1 tenemos que el cuerpo Fj,; es la composicion de los

cuerpos F; v Hiyq.

Ejemplo 3.12. Sea Fy = {H,;}2, la (A, B)-torre recursiva sobre F s definida por

la ecuacion
z+1

q+1 s -
xatl

y "ty (3.8)

Veamos que F; es una subtorre propia de la (a, b)-torre F3 considerada en el ejemplo
anterior. Hay que resaltar que el grado de cada extension H,;,1/H; es q a pesar de
que la ecuacion (3.8) es de grado g + 1, por lo que la hipétesis i no se cumple y no
podemos usar el método planteado en la Proposicién 3.7. Por otra parte, notemos
que las hipotesis de la Observacion 3.6 si se satisfacen; de modo que, para concluir
que JF, es una subtorre propia de F3 resta mostrar que se satisfacen las condiciones

(3.1). En efecto, si consideramos

AT) =T + T, B(T)= % o(T) = 1;qu
WI) = M) =~ v ()=~
entonces )
T )
y
Blo(T) =~ =" ),

(Te+T —1)at!

3.2. Sobre la composicion de torres de cuerpos de

funciones

A continuacion describiremos una manera de construir supertorres asintoticamente
buenas a partir de una torre asintoticamente buena. Este método fue propuesto en
el articulo [14].

Introducimos las siguientes definiciones. Sean & = {E;}°, sobre F, una sucesion

de cuerpos de funciones y F'/E, una extension finita y separable. La sucesion de
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cuerpos de funciones {F;}°,, donde F; = E;F para cada i > 0, es llamada la
composicion de £ y F' y se denota por EF. Diremos que la sucesion £ y el cuerpo
F son linealmente disjuntos sobre Ej si para cada i > 1 los cuerpos E; y F son

linealmente disjuntos sobre Ej.

Teorema 3.13. [14, Teorema 3.2] Sea € = {E;}2, una torre de cuerpos de funcio-

nes sobre Fy que cumple las siguientes condiciones:

i. Ei1/E; es una extension de Galois para cada i > 0.

ii. el espacio de descomposicion S(E) de la torre € es no vacio.
1. £ es asintdticamente buena.

Supongamos que F/Ey una extension finita y separable, que Fy es el cuerpo total de
constantes de F, que la torre £ y el cuerpo F' son linealmente disjuntos sobre Eqy y

que el conjunto
S={QeP(F):degQ=1 y QNEyeS¢&)}

es no vacio. Entonces EF es una torre asintoticamente buena sobre F, y su limite
MEF) satisface la desigualdad

&l
MERY2 SR 1T [P Bul(1+ N(B)/NE))

Observacion 3.14. En la demostracion del resultado anterior se obtiene la siguiente

cota superior para el género de £F

VEF) < g(F) —1+[F : Fy (1 W ((];7()])7(5)) | (3.9)

Los resultados del teorema anterior pueden generalizarse de la siguiente manera:

Proposicién 3.15. Sean € = {E;}°, una torre de cuerpos de funciones sobre F, y
F/Ey una extension finita y separable tal que la torre £ y el cuerpo F' son linealmente
disjuntos sobre Ey. Supongamos que el espacio de descomposicion de €, S(E), y que

el conjunto
S={QeP(F):degQ=1 y QNEyeS¢)}

son no vacios, entonces la sucesion EF es una torre sobre Fy, su género, v(EF),

cumple

VEF) < g(F) = 1+ [F: Eo](1+~(€)) (3.10)
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y su limite \(EF) satisface la desigualdad

51

ANEF) = g(F) = 1+[F: EJ(1+~(&))

Si, ademds, € tiene género finito entonces EF' es asintoticamente buena.

Demostracion. Es claro que la sucesion EF = {F;}°, con F; = E;F es una suce-
sion no trivial de cuerpos de funciones, que cada F;y;/F; es una extension finita
y separable y que g(F;) — oo cuando ¢ — oo. Para concluir que £F es una torre
resta ver que IF, es el cuerpo total de constantes de cada F;. Esta condicion serd
probada después. Ahora mostraremos que se cumple (3.10). Por la Proposicion 1.7

(desigualdad de Castelnuovo) tenemos, para ¢ > 1, que
9(Fy) < g(F)[F; : F] +g(Ey)[Fi - Ei] + ([F: F] = 1)([F : EB] - 1),

esto es,

9(F3)

[Fi: E;|  [F;:F|]—1
7 F) R

< g(F) +g(Ej) ([Fi: E] - 1).

Por otra parte, como en la extensiones de cuerpos los grados son multiplicativos, se
tiene que
|F; : Ej||E; - Eo| = [F; : Eo| = [F; : F|[F : Ey),

es decir,

|F; : F] [E; : Ep)

Dado que F; = E;F para cada i > 1, también se satisface que
F,: B]<[F: Ey),

para cada ¢ > 1. De todo lo anterior se sigue que

FiF) (R

< g(F)+g(Ei)

([Fi: Bi] = 1)

[F:Ey [F:F]—1

[FZEZ]+ [F;: F] ([Fi:- E]—1)

= 9(F) +9(E)

ggfi) n [F[FF ]F—] 1

IN

g(F) + [F: Ey)

([F: Eo) — 1),
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por lo tanto,
VEF) < g(F) =1+ [F: Eo)(v(€) +1).

Supongamos que S(E) y S son conjuntos no vacios y tomemos un lugar @) en S.
Dado que @ es un lugar racional de F' tenemos que el cuerpo total de constantes de
F es F,. Ahora, como P := QN E, pertenece a S(£) entonces P es un lugar racional
de Ey que se descompone en F;/E, para cada ¢ > 1. Luego por la Proposicion 1.6
el lugar racional @) se descompone completamente en F;/F, para cada i > 1y esto
implica que I, es el cuerpo total de constantes de cada F;. En particular, £F es
una torre sobre F,, () se descompone completamente en la torre £ y se sigue que
S C S(EF). Finalmente, concluimos que

\er) - YED) J ISER)| 5| | -

VEF) = A(EF) — g(F) =1+ [F: E](1+~(E))

Observacién 3.16. Si € es una torre de género finito entonces la cota (3.10) mejora

la cota (3.9). En efecto, dado que el numero de lugares racionales N(E;) de E;

satisface que

entonces v(E) < N(Ejy). Por lo tanto,

y esto implica que

F) = 1+ [F s Bi(E€) + 1) < 9(F) - L+ [F+ Bl (147 £0(0)).

Observemos que el lado izquierdo de la desigualdad anterior es la cota (3.10) para
el género de EF, obtenida en la Proposicion 3.15, y el lado derecho es la cota (3.9)
para el género de £F obtenida por Garcia et. al. en el Teorema 3.13. A continuacion

se muestra un ejemplo en el cual la desigualdad anterior es estricta.

Ejemplo 3.17. Consideremos la torre Fy = { E;}2, definida sobre F ;2 por la ecua-
cion . .1

A — (3.11)
y1 z

En el articulo [3] Bezerra y Garcia demostraron que Fy es una torre éptima con

género ¥(Fo) = L3 y tasa de descomposicion v(Fp) = ¢. Este ultimo resultado se
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obtuvo al mostrar que el espacio de descomposicion de F es
S(Fo) ={P. € P(Fy) : . € Fpo tales que o’ +a —1=0}.

También demostraron, para ¢ # 2, que las extensiones F;,;/FE; no son Galois. Sea
q # 2 y consideremos la extension finita F' = F2(xg, 29) de Ey = Fp(z) definida

por la ecuaciéon de tipo Kummer

-1 Ig—l
ZO —_— *

3.12
- (312)

Por la teoria de extensiones de Kummer (Teorema 1.17) el polinomio minimo de 2

sobre Ej es
o — 1

q
Lo

p(T) =T +

y el grado de la extension F'/Ey es ¢ — 1; los unicos lugares que ramifican en F'/Fy
son Fy, el cero de xg, y P, el cero de zy + 1, ademads, son totalmente ramificados.
Luego por la férmula del género de Hurwitz se sigue que el género de F' es cero.

Ahora para cada P, € S(Fy) tenemos que
op.(T) :=¢(T) méd P, =T9"—1

y como este polinomio tiene g — 1 raices distintas en IF 2, por el Teorema de Kummer

concluimos que |S| = ¢(¢ — 1) donde
S={Q eP(F):Q es racional y QN Ey € S(Fy) }.

Finalmente, por la Proposiciéon 3.15 concluimos que el género de la torre £ = FoF

sobre [F 2 estd acotado por
YE) < g(F) =1+ [F: Eo](1 4+ ~(Fo)) =2(¢ — 1)

que y el limite de £ satisface

S| _ g
ST )

Estos resultados mejoran las cotas para el género y el limite de la torre £ que se

obtenienen con el Teorema 3.13 y que se muestran a continuacion:

Y(E) < g(F) =1+ [F: E|(1+ N(Eo)/A(Fo)) =¢" +q—1
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MEF) > |S|/(2(¢—1)) = qla— 1) /(" +q—1).

En la Proposicion 3.15 vimos que para obtener resultados asintoticos de la composi-
cion de € = {E;}2, y un cuerpo F' (que contiene a Ejy) es necesario que £ y F sean
linealmente disjuntos sobre Ej. Un resultado bien conocido en la teoria de cuerpos
afirma que si los grados [E; : Eg| y [F': Ep| son primos relativos (como en el ejemplo
anterior) entonces E; y F' son cuerpos linealmente disjuntos sobre Ey. Si los grados
no son primos relativos no hay un criterio simple para garantizar que £ y F' sean

linealmente disjuntos sobre Ey. En la siguiente proposicion tratamos este problema.

Proposicion 3.18. Sea & = {E;}3°, una sucesidn de cuerpos de funciones no trivial
sobre F, tal que cada extension E;11/E; es una extension de grado primo s. Supon-
gamos que F sobre F, es un cuerpo de funciones tal que F/E, es una extension de
Galois finita y que F' € E; para cada © > 0. Supongamos que los géneros de Ey y
F satisfacen que g(Ey) > g(F') y que F, es el cuerpo total de constantes de F' y de

cada F;. Entonces £ y F' son linealmente disjuntos sobre Ej.

Demostracion. Sea i un entero positivo. Dado que F'/Ej es una extension de Galois
finita, la Proposicion 1.21 afirma que E; y F' son cuerpos linealmente disjuntos sobre
Ey siy solo si

E;NF =E,.

Como F ¢ E; para cada i > 0 entonces E;NF # F. Ahora, puesto que [E; : Ey] = s
con s primoy Fy C E; N F C E; entonces E; = E; N F para algin 0 < [ < 4. Por
otra parte, como E; = E; N F C F entonces por la formula del género de Hurwitz,

Teorema 1.8, tenemos que g(E;) < g(F'). Ademas, por hipotesis g(F') < g(E}), luego,

g9(Ey) < g(F) < g(En).

Si 0 <! < i entonces g(F;) < g(E1), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
[ =0, es decir, £; N F = Ej. O

Proposicién 3.19. Sean &€ = {E;}2, vy F = {F;}2, sucesiones recursivas no
triviales sobre I, tales que I, es el cuerpo total de constantes de cada E; y cada Fj.
Supongamos que Fy/Eqy es una extension de Galois finita, que Fy € E; para cada

1 >0, que £ es una subsucesion propia de F y que
[E¢+1 : Ez] = [Fz‘+1 : Fz] =S,

donde s un nimero primo. Si g(FE1) > 0 entonces F es la composicion de € con Fy.
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Demostracion. Por hipotesis Fy/FEy es una extension de Galois finita, Fy € E; para
cadai > 1, cada extension F; 1/ E; es de grado primo y g(E;) > 0 = g(Fp). Entonces
por la Proposicion 3.18 tenemos, para ¢ > 1, que F; v Fy son cuerpos linealmente

disjuntos sobre Ej. Por lo tanto, para ¢ > 1 se tiene que
[EzFO . Fo] == [EZ : Eo] == Si.

Finalmente, como Fy C E;Fy C F; y por hipotesis [F; : Fy] = s' con s primo,

concluimos que F;Fy = F; para ¢ > 1, es decir, F es la composicion de £ con Fy. [

A continuacion definiremos el concepto de composicion de dos torres de cuerpos de

funciones.

Sean £ = {E,;}°, vy F = {F;}2, torres de cuerpos de funciones sobre F, tales que
Eq = F,. Se define la  composicion de £ y F (sobre Ey) como la sucesion de
cuerpos de funciones EF = {M;}2,, con My = Ey y M; := E,;F; para cada i > 1.

Observacion 3.20. Como consecuencia inmediata de la definicién de la composicion

EF ={M,;}2, de dos torres £ y F sobre F, se tienen las siguientes propiedades:
t. M; C M;.q para cada i > 0.

i. M1 /M; es una extension separable para cada i > 0.

iii. g(M;) — oo si i — oo.

w. € y F son subsucesiones de M.

Sean £ = {E;}°, v F = {F;}2, torres de cuerpos de funciones sobre IF,. Diremos
que las torres £ y F son linealmente disjuntas sobre E si Ey = F{, y para cada

i > 1 los cuerpos de funciones E; y F; son linealmente disjuntos sobre Ej.

Proposicién 3.21. Sean & = {E;}7°, y F = {F;}2, torres sobre F, linealmente
disjuntas sobre Ey. Supongamos que la interseccion S(F) N S(E) de los espacios
de ramificacion de £ y F es un conjunto no vacio, entonces EF es una torre so-
bre ¥, con tasa de descomposicion positiva. Ademds, el género de EF satisface la
desigualdad

VEF) <€) +~4(F) +1

y el limite de la torre EF cumple que

AEF) >
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En particular, si £ y F tienen género finito entonces EF es una torre asintoticamente

buena.

Demostracion. Sea P € S(F) N S(E) entonces P es un lugar racional de E, que
se descompone completamente en E;/Ey y en F;/Ey para cada i > 1, asi que la
Proposicion 1.6 asegura que el lugar P se descompone completamente en M;/E,
para cada ¢ > 1. De este hecho se sigue que [, es el cuerpo total de constantes de
cada M; y P se descompone completamente en la torre £F. En particular tenemos
que

S(FYNS(E) CS(EF)
y el Teorema 1.24 implica que

v(EF) Z |S(EF)| = |S(F)NS(E)].

Veamos la cota para el género de £F. Para cada ¢ > 1 tenemos que M; es la
composicion de los cuerpos de funciones E; y Fj, entonces por la desigualdad de

Castelnuovo, Proposiciéon 1.7, tenemos que
g(M;) < g(Ei)[M; : Ei] + g(F)[M; : Fi} + [M; : Eij[M; : F].
Por otra parte, dado que
[M; = Eo] = [M; : Ei|[E; : Eo] = [M; : E][F; : Eq]

entonces
9(M;) 9(E) 9(F)
Mo Eg (BB TR BT

luego,
VEF) <€) +(F) + 1.

Claramente tenemos la siguiente cota para el limite de £F

v(EF)
V(EF)

[S(F)NSE)
1E) +7(F) +1

MEF) = >

3.3. Sobre el espacio de descomposiciéon de

sucesiones recursivas

El espacio de descomposicion de una torre de cuerpos de funciones definida de forma

recursiva juega un papel vital en el estudio de su comportamiento asintotico, pues
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si dicho espacio es no vacio entonces la torre tiene tasa de descomposicién positiva
(Teorema 1.24). Hasta el momento no se conocen torres recursivas asintéticamente
buenas con espacio de descomposicion vacio. De alli la relevancia de dar condiciones
que garanticen que una sucesion no trivial de cuerpos de funciones tenga espacio de
descomposicién no vacio.

A lo largo de esta seccion el simbolo Z; denotara el conjunto de ceros en Fq de una

funcion racional f € F (7).

Teorema 3.22. [8, Teorema 2.1] Sea F = {F;}2, sobre F, una (a,b)-sucesion de
cuerpos de funciones, con a(T) = a1(T)/a2(T), tal que F, es el cuerpo total de
constantes para cada i > 0. Supongamos que existe una funcion racional ¢(T) €

F,(T) y que se cumplen las siguientes condiciones:
b Zigy N Zay = 0.

it. Zgoa C Ty

140 Zgoa S Legob -

. 0i41(T) = a1(T) — ao(T)b(x;) € F[T) es el polinomio minimal de x;1 sobre F;
para todo i > 0.

v. Para todo v € Zyoq €l polinomio 5(T) = ay(T) — ax(T)b(~y) € F,[T] tiene grado

d = deg(ay) y todas sus raices son simples.

Entonces para todo v € Zyoa, €l lugar Py,_, de Fy = F,(zo) se descompone comple-

tamente en F y, por lo tanto, el espacio de descomposicion de F|Fy satisface
IS(F) = [ Zgoa |-
En particular,
g(F;) — o0 cuando i — o0 Y N(F;) > deg(a)'| Zgoa |-

A continuacién veremos que el teorema anterior se puede generalizar modificando
la hipotesis iv. Observemos que dicha hipotesis implica que [F;i; : F;] = dega para
cada ¢ > 0. Sin embargo, lo que en general cumple una (a,b)-sucesion no trivial
F = {F;}, sobre F, es que [F;4; : F;] < dega para cada ¢ > 0. Si existe un
entero no negativo j tal que [Fj4; : F;] < dega para cada i > j diremos que la

(a, b)-sucesion F es reducible.



Sobre el espacio de descomposiciéon de sucesiones recursivas 69

Sean F = {F;}2, una (a,b)-sucesion reducible no trivial sobre F, tal que cada

extension Fj,,;/F; esta definida por el polinomio separable
pir1(T) = ar(T) — az(T)b(;),

donde p;1(T) es un polinomio reducible para cada ¢ > j y j es un entero no
negativo, y denotemos por ¢;1(7) € F;[T] al polinomio minimal de z;;; sobre F;.

Supongamos también que para cada ¢ > j

r=degpiy1 = [Fiy1: Fi] <dega y pit1(T) = @ir1(T)nix1 (T)

para algtin 7,1 (7T) € F;[T] de grado mayor que uno.

Teorema 3.23. Sea F = {F;}2, sobre F, es una sucesion (a,b)-recursiva no trivial

como la descrita anteriormente. Si existe ¢(t) € Fy(t) tal que se cumple que:
i. Zgoa C .
ii. Zopoa C Lisop.

iWi. Para cada o € Zyo, existe un lugar racional P, € P(F;) tal que el polinomio

Pa(T) = pis1(T) méd P, € F [T es separable de grado dega.

Entonces F es una torre sobre F, con espacio de descomposicion S;(F) no vacio y

tasa de descomposicion positiva, ademds, v(JF) satisface la siguiente estimacion

|Z¢Oa| .

Demostracion. Probaremos que {P, € P(F}) : a@ € Zgoo} € Sj(F). Consideremos
el lugar racional P, € P(F};) donde o € Zgyo,. Dado que el polinomio minimal de
z41 sobre Fjes ¢ 1(T) y pj1(T) = @j1(T)n+1(T) para algin n,41(T) € Fj [T
entonces la condicion iii implica que o (T) = @;41(T) méd P, € Fy[T] es un
polinomio separable, asi que ¢, (T) tiene r = deg ¢, = deg ;11 raices distintas en

F,, lamémoslas fi,..., 5. Dado que p(5;) = va(Bi)na(Bi) = 0 entonces a(f;) =
b(a). Por otra parte, la condicion ii implica que o € Zyop, por lo tanto,

¢(a(Bi)) = o(b(a)) = 0,

es decir, 3; € Zgoq- Finalmente, de la condicion i, se sigue que 3; € FF,. Hemos
probado que el polinomio ¢, (T) tiene todas sus raices en F,, luego por el Teorema

de Kummer (Teorema 1.16) existen @1, ..., Q, lugares racionales arriba de P, tales
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que z,41(Q;) = B; parai =1,...,r, es decir, que P, se descompone completamente
en Fjiq/F;. Ahora procedamos por induccién. Supongamos que el lugar P, de Fj
se descompone completamente en la extension F,/F; para n > j, es decir, que
existen k := [F), : Fj] lugares racionales arriba de P, denotados por Qu 1, .., Qaxk
que satisfacen z,(Qa;) = 7 para algin v; € Zgo,. Veamos que los lugares Q,
se descomponen completamente en F,1/F,. Sean Q = Q,,; y 7 = 7; para algin

1 <4 < k. Por la condicién iii tenemos que el polinomio

P~ (T) = Py (T)nv (T)

es separable, por lo tanto, ¢.(T") tiene r raices distintas en Fq y las denotaremos
por 6y, ...,0,. Dado que p,(0;) = ¢, (6))n,(6;) = 0 entonces a(6;) = b(7y), luego por
la condicion ii

¢(a(6:)) = o(b(7)) = 0,

por lo tanto, 0; € Z ., y del inciso i concluimos que ; € F,. Hemos probado que cada
polinomio ¢, (T") tiene todas sus raices en F,, luego por el Teorema de Kummer cada

lugar Q,; se descompone completamente en la extension F,,1/F,, esto es, existen
Ra,i,h ER) ROc,i,T’

lugares racionales arriba de Q,; tales que x,41(Ray) = 6 paral = 1,...,r. Fi-
nalmente, concluimos que el lugar P, se descompone completamente en la torre,
luego

Si(F) D {P, € P(F}) : @ € Zpoa},

y por el Teorema 1.24 tenemos que

ISP o 1 Zoeal

SR )

En particular, N(F;) — oo cuando i — oo luego por la cota de Hasse-Weil se
tiene que g(F;) — oo cuando i — oo, ademas, la existencia de al menos un lugar
racional en cada F; garantiza que I, es el cuerpo total de constantes de F; para cada
i>0. O

A continuacién presentaremos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.24. Consideremos la sucesién de cuerpos de funciones S = {G;}3°,
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sobre Fg definida de forma recursiva por la ecuaciéon

4
— 2
y-y__=zte (3.13)
y+1 4z
En este caso el polinomio que define la sucesion S es
T+ 2 rt+1 x+2
T=T'-T+(T+1 =T - T :
oT) +(T+ )x4+x ¥+ +m4—i—x
Puesto que p(25) = 0 entonces p(T') = @(T)n(T) con n(T) =T — L1 y
2
3 T+2 x+2 2
— i —— =0. 3.14
# () y+x+ly+(x+1 y+x(m+1)2 (3.14)
Podemos reescribir la ecuacion anterior como
T+ 2 x+2 T+ 2
23 4 ——= 22— 2)+ —==0
+27°+ _—7+2) +(I+1)2(y+ )+x(x+1)2 :

luego, un polinomio que se anula en y + 2 y define la sucesién S es

T+2 , T+ 2 T+ 2
T T .
r+1 +(93+1)2 +33(934—1)2

p(T) =T+

Para probar que S es una sucesion no trivial de cuerpos de funciones es suficiente
mostrar que existe un lugar totalmente ramificado en cada extension Fyq/F;. En
efecto, si denotamos por P, el cero simple de z¢ + 2 en Fjy entonces, por el criterio

de Eisenstein (Proposicion 1.15),

LE’0+2T2 ZL'0—|—2 I0+2

51(T) :=T° +
@1( ) Zo + 1 (Z’Q + 1)2 l’o(fﬂo + 1)2

es un polinomio irreducible sobre Fj, P; es totalmente ramificado y existe un tinico
lugar que es un polo simple de z; + 2. Usando inductivamente este argumento se
prueba que el lugar P, es totalmente ramificado en S, lo que implica que S es una
sucesion no trivial de cuerpos de funciones. En particular, este resultado muestra

que el polinomio

T+ 2 7+ 2\ 2
i1 (T) =T+ =2—=717 ! T+ ————— € E[T),
piv1(T) L +<xi+1) Uy P [T7]

que define cada extension F;q/F;, es irreducible para ¢ > 0. Ahora, veamos que la

sucesion S satisface las demés hipotesis requeridas en el Teorema 3.23. Consideremos
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las funciones racionales

T —T T+2
a(T) = i1 b(T) =iy Y o(T)=T+1.
Entonces T4 1 41
T)) = T = — =
all) =75 v D) =

lo que implica que Zgoq = Zgop. Es facil ver que Zyoq C Fg. En efecto, dado o € Fy
tal que a* + 1 = 0 se tiene que a® = (a?)? = (=1)? = 1, luego o = a. Finalmente,

para cada a € Zgo, tenemos un lugar racional P, en Fqo(z)) y el polinomio

141 2
a+T o+

=T'+1
ot + o at + « +

pa(T) = p(T) méd P, = T* —

es separable y de grado cuatro, por lo tanto, S es una torre sobre Fy y su tasa de

descomposicion satisface v(S) > | Zgoo | = 4.

Ejemplo 3.25. Consideremos nuevamente la torre Fy = {H,}°, sobre F s definida

de forma recursiva por la ecuacion

g1 _:1:+1.
+y_ xatl

y (3.15)

En este caso el polinomio que define la sucesion Fj es el polinomio separable

r+1
aj‘J-‘rl '

p(T) =T 4+ T —

Dado que —(z + 1)/z es una raiz del polinomio p(7") entonces

p(T) = (Z (—f” * 1)” o i) (T+ s 1) = o(T)(D),

j=1

y dado que p(y) = 0 se tiene que

q q—j
B r+1 j I
w(y)—Z(— . ) y —— =0

Jj=1

Ahora probaremos, para cada ¢ > 0, que el polinomio

(D) =3 (—xi - 1)H TV -~ € RIT]

=1 €X; Z;

que define cada extension Fj,/F; es irreducible. Puesto que ;11 (z;11) = 0 entonces
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q—1
J],—i-l : l’i—i-l
xz+1+1q+z x)qsz+1+1)J_ Iq :O,
J=1 ‘

es decir, x;11 + 1 es una raiz del polinomio

Consideremos el cero simple Q°; de zg + 1 en Fy. Puesto que

1 1
v (1)=0 vy vy (L_):VQOI (%:— ):1

(=) 7~

entonces por el criterio de Eisenstein existe un tnico lugar Q', en F} que es un
cero simple de z; + 1, ademas, ¢(Q*,|Q°,) = ¢. Usando el argumento anterior se
prueba por induccion que el lugar Q°; es totalmente ramificado en la sucesion F.
En particular, F; es una sucesion no trivial y el polinomio ¢;,; es irreducible sobre
F; para cada ¢ > 0, como se queria probar. Ahora, veamos que se satisfacen el resto

de condiciones pedidas en el Teorema 3.23. Consideremos las funciones racionales

T+1
_ g+l _ _
luego
T + T +1
Ha(T) =T +T+1 y HT)) = ———

La condicién ii se cumple trivialmente. Mostremos que se satisface i. Sea o € Zgo,

entonces ! + a + 1 = 0, luego
a? 1 — (aq2+q+1)q—1 _ (aq2+q . a)q—l = ((—a—1)7- a)q—l — -1l 1.

Por 1ltimo, mostremos que se cumple la condicién iii. En este caso j = 0. Para cada

a € Zgoq consideremos el lugar racional P, de P(z). Claramente el polinomio

a+1
Qi+l

pa(T) =TT + T — =T 4T +1
se separable y de grado degp(T) = ¢ + 1. De todo lo anterior concluimos que F;
es una torre con espacio de descomposicion no vacio sobre Fj y que su tasa de

descomposicion satisface
V(.F) Z |Z¢oa’ :q+1
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En general, no es facil determinar si una ecuacién define una sucesiéon no recursi-
va de cuerpos de funciones, como vimos en los ejemplos anteriores. Para finalizar
esta secciéon daremos algunos criterios para probar que ciertas ecuaciones definen

sucesiones recursivas no triviales.

Proposicién 3.26. Sean a(T'),b1(T), bo(T) polinomios con coeficientes sobre IF, ta-

les que:

i. d(T) %0,

ii. bi(T) y bo(T) son polinomios coprimos y
iii. k= deg(b1(T)) — deg(ba(T")) > 0.

Consideremos la sucesion de cuerpos de funciones F = {F;}32, sobre F, definida

recursivamente por la ecuacion

Supongamos, ademds, que existe un lugar P € P(Fy) que cumple la condicion

vp(b(zg)) <0 Yy (k- vp(b(z)),dega) = 1. (3.16)

Entonces P es un lugar totalmente ramificado en la torre; en particular, F es una
sucesion no trivial sobre F, tal que para cada i > 0 la extension Fyi1/F; es separable

y F, es el cuerpo total de constantes de F;.

Demostracion. Es suficiente mostrar que P es totalmente ramificado en la extension
F;/Fy para cada ¢ > 0. Sean n := dega y ()1 € P(F}) un lugar arriba de P. Dado
que P es un polo de b(zg) y v, (a(z1)) = e(Q1]|P)vp(b(xg)) entonces () es un polo

de a(xy), luego por la desigualdad triangular estricta tenemos que

g, (21) = vo, (a(z1)) = e(Qi|P)vp(b(xo))- (3.17)

Ahora, la hipotesis (k-vp(b(zg)),n) = 1 y laigualdad (3.17) implican que n divide a
e(Q1|P). Por otra parte, es bien sabido que e(Q1|P) < [F} : Fy] < dega = n, por lo
tanto, P es totalmente ramificado en Fy/Fy, F, es el cuerpo total de constantes de
F} y el polinomio ¢1(T") := a(T) — b(xg) es irreducible sobre Fy; ademas, la hipotesis
a'(T') # 0 garantiza que ¢1(T") es separable. De la igualdad (3.17) también se deduce

que ()7 es un polo de x1, por lo tanto,

vg, (b(x1)) = degby - v, (x1) — deg by - vg, (1) = k - vp(b(xp)). (3.18)
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Ahora, para ¢ > 0, supongamos que existe un lugar Q); € P(F;) arriba de P tal que
Q(QZ‘P) = [Fl : FQ] = ni y I/Qi(xi) = k‘i_l . Vp(b(%o)).

Sea ;11 un lugar de Fj,; que cae sobre Q;. Dado que k! - vp(b(xg)) < O se sigue
que @; es un polo de x;, ademas, por un argumento similar al dado en (3.18) tenemos
que

v, (b(w:)) = k - vg,(2;) = k' - vp(b(xo))

Qi (a(i41)) = e(Qia|Qi)vg, (b(x:)) = e(Qira]Qi)k vp(b(x0)).

Por lo tanto, ;11 es un polo de x; y se cumple que

Qo (Ti1) = Vg, (a(Tip1)) = €(Qina|Qi)vp (b(wo)) K.

Finalmente, la hipotesis (kvp(b(zg)),n) = 1 implica que

e(Qis1|Qs) = [Fiqa : Fi]l =n y VQ¢+1(1’¢+1) =k vp(b(zo)),

por consiguiente, P es totalmente ramificado en la extension Fjyq/Fp, F, es el cuerpo
total de constantes de F; 11y w;i11(T) = a(T) — b(x;) es irreducible sobre F; y como
@i 1 (T) = a'(T) # 0 concluimos que la extension Fji,/F; es separable. O

Corolario 3.27. Sean by,by € F,[T] polinomios coprimos tales que k := degb, —

degby > 0. Sea a(T) un polinomio aditivo y separable tal que F, es el cuerpo de

descomposicion de a(T) y consideremos la sucesion F = {F;}3°, definida por la
bi(z)

ecuacion a(y) = b(z) = baay- Ol existen al menos dos lugares en Fy que cumplen la

condicion (3.16) entonces F es una torre de tipo Artin-Schreier.

Demostracion. Para ver que F es una torre sobre I, resta probar que existe F; tal
que g(F;) > 2. Sean Py, P, los lugares de F; que satisfacen la condicion (3.16). Por
la Proposiciéon 3.26 tenemos que P; y P, son totalmente ramificados en la extension

Fy/ Fy, luego el Teorema 1.18 implica que
d(Q;|P) = (mp, + 1)(dega — 1),

donde mp, son enteros no negativos y (); denota el tnico lugar en F5 arriba de P,.
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Ahora, por la formula del género de Hurtwiz se sigue que
12
g(Fr) = 1+ (9(Fo) = 1) dega+ 5 Y d(Qs|P) > 1 —dega+2(dega—1) > dega— 1.
i=1

Si dega > 2 concluimos que g(F;) > 1. En caso de que dega = 2y g(F}) = 1, con
un argumento similar al anterior, se prueba que g(F3) > 2 puesto que Q1 y @2 son
lugares totalmente ramificados en Fy/Fj. De todo lo anterior concluimos que F es

una torre. ]

A continuacién mostramos algunos ejemplos de sucesiones de tipo Artin-Schreier,
estudiados previamente de manera independiente, que satisfacen el corolario anterior

y el Teorema 3.22, por lo que resultan ser torres con tasa de descomposicion positiva.

Ejemplo 3.28. Consideremos nuevamente la sucesion Fi sobre F 2 definida por la

eCuacion L

A T
En este caso k = 1 y los lugares que satisfacen la condicion (3.16) son P, con a4t =
—1 y Pw. La funcion racional requerida en el Teorema 3.22 es ¢p(T') = #

Ejemplo 3.29. Consideremos nuevamente la sucesion F5 sobre Fg definida por la
ecuacion
9 4+ x+1
yty=—"—
En este caso k =1 y los lugares que satisfacen la condicion (3.16) son Py y Py. La

funcion racional requerida en el Teorema 5.22 es ¢(T) =T> +T + 1.

Ejemplo 3.30. Sea Fg sobre Fp la sucesion definida por la ecuacion

En este caso k = q — 1 y los lugares que satisfacen la condicion (3.16) son P, Pi.

La funcion racional requerida en el Teorema 3.22 es ¢(T) =T + 1.

Proposiciéon 3.31. Consideremos la sucesion recursiva de cuerpos de funciones
F ={F;}2, definida por la ecuacion

v+ (W) = g(2)™) y = hz)g(z), (3.19)
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donde m una potencia de CarlF, y

T -~ T—q)

o(T) = D) = G =

ol —p’

funciones racionales en Fy(T') tales que o, 8,y € F, y v # 0, j es un entero positivo
fijo tal que 1 < j <m yT —~ es coprimo a &1 — 3 y a ho(T). Entonces el cero
simple Py de xo — v de P(Fy) es totalmente ramificado en F, Fi11/F; es de grado
m y [y es el cuerpo total de constantes de F; para cada ¢ > 0. En particular, F es

una sucesion no trivial de cuerpos de funciones.

Demostracion. El polinomio que define la sucesion F es
OT) =T + (h(z) — g(2)™) T — h(z)g(z).
Puesto que ¢(g(x)) = 0 entonces ¢(T) = p(T)(T — g(x)) donde
O(T) =T™ + g(x)T™ "+ g(x)*T™ 2 + - + g(2)™ T + h(z) (3.20)

ademads, ¢(y) = 0, por lo que tenemos una forma alternativa de definir la sucesion
F y serd de gran utilidad en la prueba. Ahora, sea () un lugar de Fy arriba de P, y
probemos que P, es totalmente ramificado en F} /Fj,. Puesto que la extension Fi/Fy

estd definida por la ecuacion

7+ (M(zo) — g(0)™) 71 = h(z0)g(w0) (3.21)

ve, (h(zo)g(z0)) =1, ve,(M(wo) +7) =34, ve,(g(x0)™) =m

entonces
vo(1) + vo(ay" + (h(wo) — g(z0)™)) = e(Q|Fy).

Mostremos que vg(x;) = 0. Si vg(z1) < 0 la desigualdad triangular estricta implica

que v (2" + (h(xo) — g(x0)™)) = muvg(x1), luego
(m+ Dvg(z1) = vo(z1) + vo(a" + h(zo) — g(z0)™) = e(Q|Py), (3.22)

lo cual es una contradiccion. Si vg(z1) > 0 entonces, para cada 0 < i < m — 1,

tenemos que

valg(ao)'a ™) = ivg(g(zo)) + (m — vg(er) > 0.
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Por (3.20) tenemos que
1" 4 g(wo) 2t ™! + g(x0)* a2 4 -+ 4 glwo)" "y + h(xo) = 0;
dado que vg(h(zg)) = 0 entonces la desigualdad triangular estricta implica que

mug(x1) = vo(—g(zo)x ! — g(x0)*y™ > — -+ — g(x0)™ @1 — h(z0)) =0

lo cual es una contradiccion. Luego, vg(z1) = 0y vo(g(wo)'a™") = ie(Q|P,) con

1 <i < m. Ahora, sumando —y a ambos lados de la ecuacion (3.22) obtenemos

(21 =)™ = —g(@o)al" ™" — glwo) 2> — -+ + g(ao)™ w1 — (h(zo) + 7). (3.23)

Nuevamente por la desigualdad triangular estricta tenemos que la valuacién en
el lugar @ del lado derecho de la igualdad (3.23) es vg(g(xo)) = e(Q|FP,) pues
vo(h(zo) +7) = je(Q|P,) > e(Q|Py) = vg(g(xo)). Por lo tanto,

muvg(r1 — ) = e(Q|Fy),

lo que implica que P, es totalmente ramificado en Fy/Fy y @ es un cero simple de
x1 — 7. Finalmente, siguiendo un proceso inductivo concluimos que P, es totalmente

ramificado en F y que F es una sucesion no trivial. O

Finalizamos tercer capitulo con un ejemplo que ilustra el resultado anterior.

Ejemplo 3.32. Consideremos la sucesion € = {E;}32, sobre Fy definida recursiva-
mente por la ecuacion

Y +y=a®+ a2t

Veamos que £ define una sucesion no trivial. Consideremos los polinomios
gT)=T+1, WT)=T*=(T+1)*+1

y el cero simple P, de 29+ 1 en P(F,(z0)). Entonces por la Proposicion 3.31 tenemos
que P es un lugar totalmente ramificado en £, I, es el cuerpo total de constantes de
cada E; y cada extension E; i/ E; es de grado dos. Veamos que se cumplen el resto
de condiciones requeridas para que £ sea una torre sobre Fy. Se ve facilmente que
las extensiones E; 1/FE; son separables, pues la ecuacion que las define es separable
y se puede probar que g(FE3) = 3.

Ahora probemos que £ es una torre asintéticamente buena sobre [y construyendo

una (a,b)-supertorre con el método planteado en el Teorema 3.5. Consideremos las
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funciones racionales

AT)=T*+T, B(T)=T*+T* aT)=T"+T,

T2 °+T T
b(T>:T+17 g:m y Szm'
Puesto que
o . T*+T
A(g(T)) = T 1P s(a(T))
y
BlT) = f s = (D))

entonces una supersucesion F sobre Fy de £ esta definida por la ecuacion

2

2
+y= :

vy r+1

Esta sucesion define una torre 6ptima sobre Fy, lo que implica que £ también es

asintoticamente Optima sobre Fy. Cabe destacar que la torre F es precisamente la

torre Fo, que fue usada en varios ejemplos de este capitulo, con ¢ = 2.






CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

En esta tesis obtuvimos resultados en el campo de las torres recursivas de cuerpos de
funciones sobre cuerpos finitos en dos direcciones: en primer lugar, demostramos que

la torre H sobre Fos definida recursivamente por la ecuacion de tipo Artin-Schreier

es asintOticamente mala si s es impar y asintéticamente buena si s es par; en par-
ticular, para s = 2 calculamos el nimero exacto de lugares racionales y el género
de cada cuerpo de funciones, de lo que se concluyo que la torre H es 6ptima sobre
F4. El resultado anterior constituye nuestro principal aporte a la clasificacion de
(a, b)-torres recursivas de tipo Artin-Schreier sobre Fy, con dega = degb = 2. En
efecto, con este se finaliza el estudio de este topico iniciado por Beelen, Garcia y
Stichtenoth [2] en el afio 2006.

En segundo lugar, generalizamos algunos resultados concernientes a subsucesiones
y supersucesiones recursivas; especificamente, planteamos un método para construir
subsucesiones propias de una (a, b)-sucesion recursiva dada. Mejoramos la cota dada
por Garcia, Stichtenoth y Thomas en [14] para el limite de la composicion de una
torre y un cuerpo; finalmente, dimos condiciones suficientes para que cierto tipo de
(a, b)-sucesiones recursivas reducibles sea no trivial y tenga tasa de descomposicion
positiva; este tltimo resultado es una generalizacion del resultado dado por Chara
y Toledano [8] en el ano 2012.

Ademas de los aportes antes citados, esta tesis nos deja una serie de interrogantes
que servirdn como punto de partida para futuras investigaciones. Con respecto a la
torre ‘H sobre [Fos, resulta de interés determinar el limite exacto de la torre, para
s un entero par mayor que dos, y de su clausura Galoisiana para s un entero par;
estudiar la modularidad de la torre H sobre F4 y exhibir, si fuese posible, una torre

sobre un cuerpo finito de cardinalidad cuadratica con caracteristica distinta de dos
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que generalice la torre H. En lo que respecta a la construccion de subsucesiones
recursivas no triviales es importante dar criterios que aseguren que las subsucesio-
nes sean torres y, en el mejor de los casos, que garanticen que la sucesion dada es
la composiciéon de una subsucesion y de un cuerpo. Con relacion a las sucesiones
reducibles de tipo (a,b) con tasa de descomposicion positiva resulta indispensable
estudiar el comportamiento de su espacio de ramificaciéon y su género para deter-
minar su comportamiento asintotico. Finalmente, cabe resaltar que la torre H y la

torre S sobre F,- definida recursivamente por la ecuacién

D _|_ b -
Y Y P+ cx

tienen una caracteristica en comin: existen lugares totalmente ramificados en el
primer paso de la torre que en el siguiente paso se descomponen completamente.
Ling, Stichtenoth y Yang |17] probaron que S tiene género finito si se cumple la

condicion be(b — )2

= 1 y establecieron como problema abierto la determinacion
de la tasa de descomposicion de esta torre. Ahora bien, la caracteristica compartida
por las torres mencionadas nos da la posibilidad de tratar el problema planteado por
Ling et al. siguiendo las mismas técnicas usadas en el estudio de la torre H. Estos
aspectos resultan importantes en la medida que contribuyen a la teoria de torres de
cuerpos de funciones en si y a las aplicaciones de ésta, como por ejemplo, la teoria

de codigos.
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