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Resumen

En esta tesis se aborda la investigacion del cardcter central o de atractores de los
nucleos de difusién fraccionaria diddica obtenidos por Actis y Aimar, en el sentido proba-
bilistico en que el nicleo de Weierstrass, niicleo de difusién clésico asociado al Laplaciano,
lo es para adecuados promedios de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. La herramienta fundamental utilizada para tal propédsito es el analisis de Fou-
rier del contexto, provisto por la teoria de wavelets de Haar. Producto de esta busqueda
se obtuvo también un teorema de alternativas que desvela la posibilidad de tres caminos:
centralidad, concentracion y disipacion. Se estudian en detalle los dos primeros casos que
determinan teoremas del limite central y aproximaciones de la identidad.

Por otra parte, se exploran aproximaciones de la identidad por familias de ntcleos
de convolucion de Cauchy-Poisson en R™ y de Lévy en R. Luego, en un enfoque mas
abstracto, se estudia la relaciéon entre las propiedades de estabilidad y de Harnack con la
concentracion y aproximacion de la identidad en familias de nicleos de Markov de colas
pesadas. Se alcanzan resultados en los espacios euclideos clasicos y extensiones a espacios

de tipo homogéneo generales.
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Introduccién General

El problema basico de difusion en el espacio euclideo R"™, con distribucién inicial de

temperaturas ug(z),

ou
— =A R"
P) T (x,t) u(z,t), xze€R" t>0

u(z,0) = up(z), r e R,

tiene la solucién que provee el nicleo de Weierstrass Wy (z) por convolucién con el dato

inicial ug. Precisando

u(z,t) = Wiz — y)uo(y) dy.
yeR™
El nicleo W; esta dado por
1 _l=?
Wt(I> = We i,

que también es el limite central de la teoria de probabilidad para promedios de sucesiones
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media nula y
varianza 2t.

En los trabajos [2] y [3] se encara y resuelve el andlogo del problema (P) en espacios
métricos con medida cuando el Laplaciano se sustituye por un operador de diferenciacién
fraccionaria asociado a una familia diddica en el espacio. Aunque ahora el operador que
asigna a ug la solucién u deja de ser de convolucién, es todavia un operador integral
con un nucleo Wy, (x,y;t) que puede explicitarse en términos de las wavelets de Haar.
Los resultados de esta tesis son consecuencias de la busqueda de centralidad para Wy,
en el mismo sentido que W; lo es para las sumas promediadas de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas de varianza finita.

Dos resultados centrales de la Teoria de Probabilidad que tienen estrechas relaciones
con el Anélisis Arménico y de Fourier son las Leyes de Grandes Numeros y el Teorema
del Limite Central. En su formulacion més simple la ley de los grandes niimeros expresa
el valor esperado de los promedios: m = lim %Z?:l X;, con X; variables aleatorias in-

n—-+o0o

dependientes e idénticamente distribuidas con esperanza m y segundos momentos finitos.
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Como la distribucién de sumas de variables aleatorias independientes estd dada por la
convolucion de las distribuciones individuales, suponiendo que cada X; se distribuye con
densidad g, tenemos que si S, = Y1, X; entonces P({S > M) = [ (g*- - xg)(x)de =
17 9" (x)dz. Por consiguiente, P({1S, > A}) = [~ g™ (z)dx = [ ng™ (nz)dz. La su-
cesion de nucleos gq(l )(x) := ng™(nr) combina una competencia entre el ensanchamiento
de soportes que produce la convoluciéon y su compresién que produce la molificacién.
Puesto que ambas operaciones preservan la masa, cuando las compresiones dominan so-
bre las dilataciones los soportes esenciales se concentran alrededor de la esperanza comun
de la variable aleatoria y asi tenemos, visto desde el analisis armoénico, una aproximacion
a la identidad, al menos en sentido débil.

El segundo grupo de teoremas limites se refiere al de los limites centrales. Entre todos,
el mas clasico es el de De Moivre—Laplace y, al igual que muchas de sus generalizaciones,
tiene por atractor central a la gaussiana. Cuando la varianza se relaciona con la variable
temporal en un proceso de difusion, entonces el atractor es el que provee la solucién funda-
mental de la ecuacién del calor. Generalizaciones a procesos de Lévy con colas pesadas se
prueban en [44] y [49]. La finitud de la varianza es precisamente la hip6tesis que implica
que la gaussiana es el atractor de las distribuciones de las sumas promediadas \5/—% cuando
las variables aleatorias son independientes y estan idénticamente distribuidas con media
nula. En la prueba del teorema del limite central el analisis de Fourier juega un papel
fundamental, en particular, la transformada de Fourier clasica de R™ tiene la propiedad
de convertir convoluciones en productos y molificaciones en dilataciones de la variable de
la transformada. Luego, la funcién de densidad de , dada por g f( r) = /ng™ (/nx),
tiene transformada g/\%(f )= <”g\(\%)> . Por intermedio de la férmula de Taylor se obtie-
ne que el limite de la expresion anterior cuando n tiende a infinito es e=¢/2, que es la
conocida transformada de Fourier de la densidad gaussiana. Es precisamente el andlisis de
Fourier generalizado el que también provee el ingrediente principal en nuestro desarrollo.
En vez de funciones trigonométricas, usamos funciones de Haar que son justamente las
autofunciones de los operadores de derivacién fraccionaria de [2].

El sustituto natural para la convolucién, que estd asociada a la distribucién de la

suma de variables aleatorias independientes, es el de los niicleos de Markov. Por otra

parte, el control geométrico ejercido por la distancia diddica naturaliza la hipdtesis de



X

partida de considerar nicleos de Markov que dependen de la distancia diadica en el espacio
abstracto. Los procesos de iteraciéon y molificacién que construiremos y la hipdtesis de
estabilidad que sustituye a la de varianza finita del caso clasico conducen a un teorema de
alternativa triple natural. Este teorema prueba que bajo la hipdtesis de convergencia sélo
tres opciones son posibles: disipacién, concentracion y centralidad del nicleo Wy,. En esta
tesis nos ocupamos de estudiar con cierto detalle estas convergencias. La concentracion
conduce a la aproximacién de la identidad y la centralidad a la convergencia en LP(X, u)
a la solucién u(z,t) de aquellas iteraciones y molificaciones de los nicleos de Markov
iniciales actuando sobre el dato inicial ug.

Después, estudiamos un problema de aproximacion puntual a la identidad por familias
de ntcleos con varianza infinita pero con estabilidad y colas pesadas ademadas de una
propiedad de Harnack. Estos resultados también se extienden naturalmente a espacios de
tipo homogéneo.

La tesis esta organizada en dos partes. En la Parte I, que consta de los primeros 7
capitulos, se desarrollan los resultados relativos a los teoremas limite en contextos diadi-
cos. La Parte II contiene los resultados de aproximaciones a la identidad bajo hipdtesis

de estabilidad y Harnack, comprendidos en los capitulos del 8 al 11.






Parte 1

Limites Centrales y Aproximacion de la
Identidad asociados a difusiones

fraccionarias diadicas






Introduccion de la Parte 1

La primera parte de la tesis se dedica a construir los aproximantes naturales al nicleo
de difusion fraccionario diadico en contextos de complejidad creciente. En primer lugar se
trabaja en R* con su estructura diddica usual, donde la exposicion resulta mds simple en
sus aspectos de notacién y las ideas pueden introducirse de manera méas sencilla. Luego,
se extienden los resultados a cuadrantes de espacios con estructuras diadicas regulares y
homogéneas. Finalmente se aborda el problema en el caso méas complejo de los espacios de
tipo homogéneo. En todos los casos, con base en la diagonalizacién a través de un sistema
de Haar del contexto, deviene de manera natural un teorema de alternativa en el que las
instancias interesantes de convergencia son la concentracion y la centralidad de la difusién.
Por ello es que consideramos en conjunto los limites centrales con las aproximaciones de
la identidad, que reflejan méas bien analogos de leyes de grandes ntimeros.

En el Capitulo 1 revisamos los sistemas diadicos y las bases de Haar asociadas en con-
textos euclideos. Pero también introducimos los sistemas diadicos de Christ y las bases
de Haar correspondientes en espacios de tipo homogéneo, que nos serviran para abordar
los problemas generales en los Capitulos 7 y 11. En el Capitulo 2 recogemos brevemente,
y a modo de introduccién preliminar, varios aspectos relacionados con difusiones frac-
cionarias, los procesos de Lévy, estabilidad de variables aleatorias y teoremas del limite
central. En el Capitulo 3 introducimos y caracterizamos desde varios puntos de vista, en
particular el espectral, los nicleos de Markov diddicos en RT. En el Capitulo 4 se aborda
la propiedad de estabilidad para estos nicleos y se introducen los algoritmos de itera-
cién y molificacién. Dos de los resultados principales en el contexto geométrico de R* se
encuentran en el Capitulo 5: el teorema que provee la alternativa en la convergencia y
un teorema del limite central. El caso de concentracién se aborda en el Capitulo 6. En
el Capitulo 7 se extienden los resultados a otros espacios regulares u homogéneos, como

es el caso de cuadrantes euclideos n-dimensionales con la métrica usual o con métricas
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parabdlicas, y también los fractales autosimilares como el conjunto de Cantor o el tridngu-
lo de Sierpinski. Luego, se investigan los problemas en la geometria més general de los
espacios de tipo homogéneo.

Esta divisién en varios capitulos cortos, entendemos, nos permite exponer mejor la

linea global del desarrollo de la Tesis.



Capitulo 1

Descomposiciones diadicas y bases de Haar

El presente capitulo contiene una resena basica sobre las descomposiciones diddicas
de espacios métricos, que generalizan al caso usual en R, y el andlisis multi-resolucion
derivado que da lugar a la definicién de bases ortonormales de Haar en el espacio de
funciones L?, que a la vez resultan bases incondicionales de los espacios L? para 1 < p <
o0o. En la Seccion 1.1 se define familia diadica de acuerdo a sus propiedades genéricas
y se describe el caso usual en RT. En la Seccién 1.2 se introducen los espacios de tipo
homogéneo y los espacios Ahlfors regulares, mientras que en la Seccién 1.3 se presenta la
construccién de Christ de familias diadicas en espacios de tipo homogéneo y algunas de
sus propiedades destacadas. En la Seccion 1.4 se describen la estructura multi-resolucion
inducida por las familias de Christ y las bases de Haar asociadas. Por tltimo, dedicamos

la Seccion 1.5 a presentar varios ejemplos de espacios de tipo homogéneo.

1.1. Familias de conjuntos diadicos

Se llama particion de un conjunto a una familia de subconjuntos disjuntos cuya unién
es el conjunto inicial. Se dice que una particion es mas fina que otra si cada conjunto
de la primera estd contenido en uno de la segunda y que una sucesion de particiones de
un conjunto es anidada si cada particién es mas fina que la anterior. En un espacio o
conjunto, llamamos familia diddica a la unién de las particiones de una sucesién anidada
con la propiedad que cada conjunto perteneciente a una particiéon dada sea union de una
cantidad acotada, por una constante global, de conjuntos de la particiéon consecutiva.
Decimos que cada particiéon de una familia diddica determina un nivel, en el cual los
conjuntos suelen tener caracteristicas comunes, en general haciendo referencia al tamano,
como ser la cantidad de elementos, el didmetro o la medida. Estas familias pueden definirse
en contextos generales, pero revisten particular interés en espacios métricos, donde el

didmetro determina el tamano de los conjuntos, ya que en muchos casos nos permiten
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desarrollar un anédlisis multi-resolucién (AMR) del espacio y la construccién de bases de
ondiculas, como la dada por el sistema de Haar.

Veamos, de modo ilustrativo, el ejemplo clasico de la familia diddica usual en la
semirrecta real no negativa Rt con la distancia euclidea. Para cada j € Z, se considera
la particién regular de R* formada por intervalos semiabiertos de longitud 277, situados

de manera consecutiva a partir del origen:
2y ={I=[k27, (k+1)277): k € No}.

Notemos que los intervalos de ;4 se obtienen de dividir a la mitad a los intervalos de
92;, dado que I} = I} U Ig,jil para todo j € Z y todo k € Ny. Es decir, a mayor indice j
las particiones son mas finas, tienen mayor resolucion, con las longitudes de los intervalos
de Z; tendiendo a cero a medida que j crece. El conjunto
7=J2
jJEL

constituye la familia diddica usual en R™. Con el orden parcial determinado por la inclu-
sion de conjuntos resulta un arbol dirigido infinito. Haciendo una analogia con el arbol
genealogico, se suele utilizar la terminologia de ancestros y descendientes: diremos que
los elementos de cada nivel j pertenecen a la misma “generacion”, los intervalos de nivel
7 + 1 contenidos en [ ,i son los “hijos” de [ ,g', y asi sucesivamente. El término “familia”
resulta en este sentido también apropiado.

Al considerar la familia diddica usual en la recta real R, dada por la unién de los inter-
valos en & con los intervalos de extremos con valores opuestos a estos, queda determinado
un grafo disconexo formado por dos arboles dirigidos disjuntos, es decir, un bosque. A la
union de los elementos de cada arbol se lo llama cuadrante respecto a la familia diddica.
En este caso, un cuadrante es la semirrecta real negativa y el otro cuadrante es la semi-
rrecta real no negativa. En el caso de R, la familia diddica usual determina un tinico
cuadrante igual al espacio total.

En el contexto general de los espacios métricos (X, d) nos interesa definir familias de
tipo diadico Z que permitan realizar un analisis multi-resolucién para la posterior cons-
truccién de sistemas de ondiculas (wavelets) en espacios funcionales. Una caracteristica

necesaria para esto es que tanto la cantidad de particiones que forman la familia diadica
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como la cantidad de elementos de cada particién sean a lo sumo numerables. En es-
te sentido consideraremos, como modelo general, las familias didadicas con las siguientes

caracteristicas:

(I) Sobre los elementos: los elementos de &, que llamamos “cubos”, son abiertos o
Borelianos.

(IT) Sobre las particiones: Vamos a considerar particiones indexadas por Z, cada una
con una cantidad a lo sumo numerable de elementos. Especificamente, ¥ =
Ujez Z; donde 2; = {QL: k € K(j)} vy K(j) es Ny o una seccién inicial de
No de la forma K(j) = {1,2,..., K;}. Cuando la unién de los elementos de cada
nivel sea disjunta e igual al espacio X, diremos que cada nivel es una particién
exacta y asi también que la familia diddica & es exacta. En general, el concepto de
particion puede ser relajado, en el sentido que no necesariamente la union de sus
elementos cubra todo X, pero si que el complemento de dicha uniéon no conten-
ga ningun abierto, o ninguna bola, o sea nunca-denso, entre otras posibilidades.
También puede contemplarse que la interseccion entre conjuntos de una misma
particion sea no vacia, aunque “pequena’.

(IIT) Anidacién: para todo j € Z y todo k € K(j) existe un tnico | € K(j — 1) tal
que Q{C C Q{ ~!. También puede relajarse esta condicién en el mismo sentido del
punto anterior.

(IV) Exentricidad: existen constantes p, a y b, con 0 < p < 1y 0 < a < b, de manera
que cada cubo Q) € Z; contiene una bola de radio ap’ y estd contenido en una

bola de radio bp’, para todo j € Z.

La definicién de una familia diddica con las propiedades (I)—(IV) resulta factible cuando el
espacio cuenta con la propiedad de que los conjuntos acotados sean totalmente acotados,
como en el caso de los espacios de tipo homogéneo, que introducimos en la siguiente

seccidn.

1.2. Espacios de tipo homogéneo

Los resultados més importantes de toda la teoria son los clasicos de Macias y Se-
govia [50] y de Coifman y Weiss [32], y los méds modernos de construccién de medidas

duplicantes en espacios métricos que tienen dimensién de Assouad finita ([61], [13]).
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Sea X un conjunto. Una casi-métrica en X es una funcién d(z,y) definida en X x X

con las siguientes propiedades:

(i) (positividad) d > 0;
(i

(i

)
) (confiabilidad) d(z,y) = 0 siy sélo si x = y;

) (simetria) d(x,y) = d(y, x) para todo z,y € X;y

(iv) (desigualdad triangular) existe una constante K tal que para todo z, y, z en X,

dla,y) < K (d(x,2) + d(zy)).

El par (X, d) se denomina espacio casi-métrico. Si K = 1 entonces d es una métri-
ca o distancia en el conjunto X, y (X,d) es un espacio métrico. Una métrica d
es una ultra-métrica si satisface una desigualdad triangular fuerte dada por d(z,y) <

méx {d(z, z),d(z,y)} para todo z,y,z € X.

Una casi-métrica d determina una estructura uniforme (ver el Capitulo 6 de [43])
en X x X, la cual induce de manera natural una topologia 7 en X en la que las bolas
By(xz,r) = {y € X:d(z,y) <r}, r > 0, forman una base de entornos de cada = € X.
Es posible, sin embargo, que no todas las bolas sean abiertos de la topologia. Macias y
Segovia probaron en [50] que existe una casi-métrica equivalente con la propiedad que
las correspondientes bolas son abiertos en 7. Recordemos que dos casi-métricas d y d’
son equivalentes, que escribimos d ~ d’, si existen constantes positivas C; y Cs tales
que para todo x e y en X, Cid(z,y) < d'(z,y) < Cod(x,y). Casi-métricas equivalentes
determinan la misma uniformidad. La prueba de Macias y Segovia se basa en que cuando
la uniformidad proviene de una casi-métrica entonces tiene una base numerable y por lo
tanto es metrizable, al igual que la topologia asociada, es decir, existe una métrica que la
determina. Mds aun, d es equivalente a una potencia (= 1) de una métrica. Observemos
que cuando las bolas son abiertos de la topologia constituyen una base de la misma. Ver
[43], [50], [5].

Cuando no haya confusién respecto a la casi-métrica considerada escribiremos B(zx, )

para referirnos a las bolas.

DEFINICION 1.1. Una medida (positiva) p definida en un espacio casi-métrico (X, d)

satisface la propiedad de duplicacién (es duplicante) respecto a la casi-métrica d si las
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d-bolas son medibles y existe una constante A tal que para todo x € X y todo r > 0,
0 < u(B(z,2r)) < Au(B(z,r)) < oc.
La constante A se denomina constante de duplicacién.

Observemos que si g es una medida duplicante en un espacio casi-métrico (X, d)

entonces los abiertos son medibles.

DEFINICION 1.2. Un espacio de tipo homogéneo (e.t.h.) es una terna (X,d, u)
formada por un conjunto X, una casi-métrica d definida en X y una medida p duplicante

respecto a d.

En sentido opuesto a la duplicacion, una propiedad que expresa una cota inferior
para la tasa de crecimiento de la medida de bolas concéntricas al aumentar su radio es
la llamada duplicacién inversa (reverse doubling): existen constantes ¢ > 1y v > 1
tales que p(cB) > ~yu(B) para toda bola B (donde ¢B es la bola concéntrica con By
de radio ¢ veces mayor). Es inmediato comprobar que un espacio casi-métrico dotado de
una medida que satisface la propiedad de duplicacién inversa es no acotado y no tiene
atomos (llamamos d&tomo a todo conjunto puntual medible de medida positiva). Por otro
lado, existen e.t.h. no acotados y no atéomicos que no satisfacen la duplicacion inversa.
En el caso de los espacios euclideos R", toda medida de Borel que verifica la propiedad
de duplicacién satisface también la duplicacion inversa, pero la implicacién opuesta es
falsa. Mds generalmente, una caracteristica geométrica del espacio de no vacuidad de
coronas nos permite obtener la duplicacién inversa como consecuencia de la duplicacion,

de acuerdo al siguiente resultado (ver [5]).

LEMA 1.1. Sea (X,d,u) un espacio de tipo homogéneo. Si existe b > 1 tal que
B(z,0"™) \ B(z,b*) # 0 para cada k € Z y cada x € X, entonces la medida p satisface

la propiedad de duplicacion inversa.

Los espacios normales -definidos mas adelante- no acotados y no atéomicos verifican
las condiciones del Lema 1.1 y como consecuencia satisfacen la propiedad de duplicacién
inversa.

A continuacién enunciamos dos caracteristicas generales de los espacios de tipo ho-

mogéneo, la primera de ellas probada en [50] y la segunda en [5].



10 Descomposiciones diadicas y bases de Haar

PROPOSICION 1.2.

1. El conjunto de dtomos de un e.t.h. es a lo sumo numerable y coincide con el
conjunto de puntos aislados.

2. Un e.t.h. tiene medida infinita si y solo si es no acotado.

Un espacio casi-métrico (X, d) con una medida positiva u definida en una o-édlgebra

que contenga a las bolas es normal si existen constantes positivas a, b, ¢; v co tales que

1. para todo z € X, B(z,r) ={z}si 0 <r <au({z})y Blz,r) = X sir > bu(X);
2. para todo x € X y todo r tal que ap({z}) <r < bu(X),

(1) ar < p(B(z,r)) < cor.

PROPOSICION 1.3. Todo espacio normal es de tipo homogéneo.

DEMOSTRACION. Claramente la normalidad implica que la medida de las bolas es
positiva y finita. Sea x € X. Pueden darse los siguientes casos: si au({z}) < r < 2r <
bu(X) entonces pu(B(x,2r)) < 2cr < 22—?017" < (20—2) pw(B(z,r)); si 0 < r < 2r <
ap({z}) entonces p({z}) = p(B(z,2r)) = p(B(z,r)); si p(X) < r < 2r entonces pu(X) =
w(B(z,2r)) = p(B(z,1)); si O < r < ap({zr}) < bu(X) < 2r entonces pu(B(z,2r)) =
wX) < — 2r ap({x}) = ( (z,7)); 81 0 < r < ap({z}) < 2r < bu(X) entonces
p(B(z,2r)) < 202au({x}% = 2;2a,u(B(x,r)); y si ap({z}) < r < bu(X) < 2r

r o

2
entonces [L(B(ZL’,QT)) = u(X) < n < b < —b,u(B(x,r)). Por lo tanto, mediante la
C1 C1

eleccion de una constante adecuada, tenemos que p es una medida duplicante respecto a

I\ //\
w@lw

la casi métrica. O

La propiedad de normalidad luce bastante restrictiva, de hecho pocos de los ejem-
plos usuales la cumplen. En particular, los espacios euclideos R™ con la medida de
Lebesgue no son normales, excepto en el caso n = 1. Sin embargo, siempre es posi-
ble normalizar un espacio de tipo homogéneo (X,d, ) mediante un cambio de casi-
métrica. En [50], Macfas y Segovia definen, a partir de d, la casi-métrica 6(z,y) =
inf {(B): B es una d-bola que contiene az yay} six # yy d(z,y) =0siz =y, y
demuestran que el espacio (X, 0, i) resulta normal y que d y § inducen la misma topo-

logia en X.
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Definimos a continuacion los espacios de Ahlfors regulares, que aparecen como una

generalizacion de los espacios normales.

DEFINICION 1.3. Un espacio casi-métrico con medida (X, d, 1) es Ahlfors a-regular

si las bolas son medibles y existen constantes ¢; y ¢y tales que
(2) ar® < pu(B(x,r)) < cor,
para todo x € X y para todo 0 < r < diam(X).

Notemos que los espacios Ahlfors 1-regulares y los espacios normales no son exacta-
mente los mismos, ya que la condicién (2) es para radios positivos sin la restriccién de
ser mayores que p({z}). Con esto, los espacios de Ahlfors son no atémicos. Los espa-
cios euclideos R" con la medida de Lebesgue son el ejemplo clésico de espacios Ahlfors
n-regulares.

El siguiente resultado muestra que en espacios normales no atémicos y no acotados
también las coronas de tipo diddico de ancho adecuado miden como el radio de las bolas

que las definen.

PROPOSICION 1.4. Sea (X, 4, 1) un espacio normal no atémico y no acotado. Sean
0 < < < o tales que cir < ,u(B(x,r)) < cor para todo x € X y todo r > 0.
Denotamos a las coronas por A(x,r,R) := B(z,R) \ B(z,r), parax € X y0 <r < R.

c
Sea M > —=. Entonces, existen constantes positivas y finitas o y B tales que
C1

ar < ,u(A(:c,r, rM)) < fBr
para todo x € X y todo r > 0.

, & c e -
DEMOSTRACION. Como M > — > 1, de la aditividad de p tenemos entonces que
C1

p(B(z,rM)\ B(z,r)) = p(B(z,rM)) = p(B(z, 7))
corM — ceir = (coM — ¢q)r

> orM —cor = (M — ¢o)r.

IA

Es decir, ,u(B(ac,rM) \ B(x,r)) ~ r, con constantes que dependen sélo de M y de la

geometria del espacio. O
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LEMA 1.5. Sea (X, 6, 1) un espacio normal no atémico y no acotado. Sea € > 0 fijo.
Entonces, las siguientes estimaciones se satisfacen uniformemente en x € X yr > 0:

duly) e
®) /B(x,r) or=c(w,y)

’ [

z,r) olte (I, y)

DEMOSTRACION. Si ¢ = 1 entonces (3) se satisface por la normalidad del espacio.

c
Sea M > —= > 1. Notemos que para z,y € X, con x # y, y r > 0 dados existe un tnico
C1

j € 7Z tal que rM 771 < §(x,y) <rM~7. Cuando 0 < € < 1 esto equivale a
Ta—le(l—s) < 58_1($,y) < Ml_ETE_le(l_a).

Por otra parte, si € > 1 entonces 7M /=1 < §(x,y) < rM ™7 equivale a
Ml—s,r,s—le(l—s) < (56_1($,y) < Ts—le(l—s)'

En otros términos, si rM 71 < §(x,y) < rM~7 entonces 6~ (x,y) ~ r* ' M71=9) para
todo € > 0. Luego, usando la estimacién de la medida de coronas, tenemos que

[e.9]

/ duly) 3 / du(y)
B(z,r) 5178(377?/) =0 rM—i=1<§(z,y)<rM—7 5175(1‘,y)

St | au(y)
=0 rM—Ii—1<5§(z,y)

12

<rM-—J

re M=) N

12
.Mg

Il
o

j
o0

= 7“52 M
=0

~ rc,

Operando de manera andloga, para todo € > 0 se tiene

/ du(y) i / du(y)
Be(x,r) 61+€(I7 y) rMI<é(z,y)<rMIi+l olte (IL‘, y)

J=0

g

12

P (M) e
§=0
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=r° Z M—e

1.3. Cubos de Christ

La existencia de familias diadicas definidas en espacios de tipo homogéneo completos
fue demostrada por Michael Christ en [29]. Mds tarde, en [9], se afladieron modificaciones
a la construccién de Christ para obtener particiones exactas. Estas familias de cubos
diddicos cuentan con propiedades tutiles y permiten obtener un andlisis multirresolucion

y bases de los espacios L” que resultaran adecuados para nuestros desarrollos tedricos.

LEMA 1.6 (Christ). Eziste un orden parcial < (es descendiente de) en el drbol of =
{(4,k) : j € Z,k € K(j)}, donde K(j) es N o una seccion inicial de N y los indices
estdn asociados a los conjuntos p-dispersos mazimales N; = {x} : k € K(5)} en X, con
0<p<1, tal que

(a) (G.k) < (0,1) implica § > i;

(b) V(j, k) € o Vi < j, existe un unico l € K(i): (j,k) < (3,1);

(c) si(j,k) < (5 —1,1) entonces d(zl,x]~") < p/=;

(d) si d(z], 2z~ ") < p=1/2 entonces (j, k) < (j — 1,1).

TEOREMA 1.7 (Christ).
Existen una familia de abiertos 2 = {QL: j € Z,k € K(5)}, constantes 0 < p < 1 y
0<a<c<oo,ypuntos xfc € Qi para todo j € Z y todo k € K(j), tales que

(1);1,<X\ U Qi):OpamtodojeZ;

keK(j)
(2) sii < j entonces para l € K(i) y k € K(5), 0 bien Qi D Q) 0 QI N QL = 0;

(3) para todo j € Z, k € K(j) ei < j existe un unico | € K(i) tal que Qi C Qi
(4) para todo j € Z y k € K(j), B(xl,ap’) C QL C B(x], cp?).

OBSERVACION 1.1. Los cubos diddicos del teorema estdn definidos, a partir del lema,

precedente, por @, := |J B(z},ap'), para cada j € Z y cada k € K(j) y una
(6,1)=(5,k)
constante positiva a determinada.
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La version exacta de la familia didadica de Christ Z se obtiene modificando la cons-
truccion realizada por Christ, con lo cual la propiedad (1) en el Teorema 1.7 se reemplaza

por X\ U Qi = () para todo j € Z. Se verifican las siguientes propiedades.
kEK(j)

PROPOSICION 1.8.

(A) Sea O(QL) == {QI': QI C Ql} el conjunto de hijos de @), (descendientes de
Qi de nivel j + 1) . Entonces 1 < #(0(Q1L)) < N para todos j € Z,k € K(j),
donde N es una constante que depende solo de la geometria del espacio, es decir,
depende de A, ¢ y p pero no de j y k.

(B) (X,d) es acotado siy sdlo si existe jo € 7 tal que X = QY.

(C) zo € X es un dtomo si y slo si existe (j,k) € o tal que {xo} = Q1.

(D) Los cubos de Christ son una familia uniforme de sub-espacios de tipo homogéneo
de X, es decir, existe una constante de duplicacion comun para todo (j, k) € <.

(E) Para cada Q@ € 2, se define el cuadrante al que pertenece @) como €(Q) =

Q. Los cuadrantes satisfacen las siguientes propiedades:
Q'e€Z2,Q'OQ
e [os cuadrantes son sub-espacios de tipo homogéneo de X, uniformemente con
la misma constante que los cubos;
e si dos cuadrantes se cortan son iguales;
e criste una constante M = M (A, p,c) tal que H{€(Q): Q € I} < M;
e X es no acotado si y solo si todos los cuadrantes tienen medida infinita.

(F) Todo abierto acotado de (X,d) es unidon disjunta de una subfamilia de cubos de 9

y un conjunto de medida cero, es decir, existe un boreliano Z de medida nula tal

que para todo conjunto E abierto y acotado existe una familia de cubos disjuntos

Fp C P tal que E\Z = |J Q.

QeZE

Enunciamos y probamos a continuacién otra propiedad que nos sera de utilidad.

LEMA 1.9. Sea 2 una familia de cubos diddicos definida en un e.t.h. (X,d,u). En-

tonces existe una constante finita T > 1 tal que si Q1,Qs € O(Q) se tiene que

“(@2) < (@) < (@)

Es decir, la medida de cubos hermanos es comparable.



1.4 AMR y bases de Haar 15

DEMOSTRACION. Sean Q = Q%, Q1 = Q7" v Qy = QIF! tales que Q1, Qs € O(Q).
Siy € @ entonces

d(y,l‘f+1) < K[d(yaxk) + d(l‘k, ]+1)}

< K(cp! +¢p)

_ <2Kc> S
p

Es decir, @), € B(x)*', up’™), con u = 2K¢/p. Sea | el menor ntimero natural tal que
u < 2'a. Luego,

p(@) _ (@) _ pB] ™ upth)
(@) ~ p(@M) T w(B(x] i ,apitl))

J+1 ol j+1
< M(B( 2ap] )) < Al =T

p(Bl ™ api™))

g

Un sistema diddico en (X, d, u) induce una métrica (que es ademds una ultramétrica)

en cada uno de sus cuadrantes. En efecto,

6(z,y) = mf {u(Q): 2,y € Q,Q € Z}

para x # y y §(z,z) := 0, satisface la propiedad triangular fuerte

0(x, 2) < mdx {d(z,y),0(y,2)}

y le da a cada cuadrante una estructura de espacio normal.

1.4. Analisis multi-resolucion y bases de Haar inducidos por una familia
diadica
Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo y 7 = {QJ Jj € Z,k € K(j)} una familia
de cubos diddicos. Para cada j € Z, denotemos por V; al subespacio cerrado de L*(X, p)

dado por
= {f € L?: f es constante en cada cubo Q) € .@j} )

Como se demuestra en [9], la sucesién {V;: j € Z} posee las siguientes propiedades, analo-
gas a las de las estructuras multi-resolucion en espacios euclideos,

(i) V; C Vi1, para todo j € Z;

(i) UjEZ Vi = L%
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(#4i) (a) si p(X) = oo entonces [, V; = {0},

(b) si u(X) < oo entonces (), V; = {funciones constantes en X };

(iv) {\/%: Q€ .@j} es base ortonormal de V;, para cada j € Z.

Esta estructura permite construir sistemas de Haar a partir de los espacios {V;: j € Z}.
Daremos a continuaciéon un bosquejo de una construccién posible.

Sea 7 = {Q € Z: #(6(Q)) > 1}, esto es, el conjunto de cubos diddicos con més de un
hijo. Para cada Q € 2 definimos €(Q) = 6(Q)\ {Q:}, donde Q; es un hijo de Q elegido
arbitrariamente. El espacio vectorial ¥/(Q)) de las funciones que se anulan fuera de @) € 17
y son constantes en cada @' € O(Q) tiene por base algebraica a {XQ} U{xe: @ €
0 (Q)} Mediante el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, obtenemos una

base ortonormal de ¥'(Q)) dada por

B(Q) - { ii?@)}U{hl: I=1,....56(Q) - 1}.

Las funciones J(Q) := {h: 1 =1,...,4(0(Q)) — 1} se denominan funciones de Haar
asociadas a Q € 2. Cuando €(Q) = {Q} tenemos que S (Q) = . De esta manera, cada

h € A(Q) satisface las siguientes propiedades
(1) {x € X: h(x) #0} C Q;
(17) h es constante en cada Q' € 0(Q);
(iid) [ hdp=0.
A continuacién, para cada j € Z, definimos W, como la clausura en L? del span lineal
del conjunto J%; := UQE% J€(Q)). Claramente, W; es el complemento ortogonal de V; en

Vit1, es decir, V1 = V; @ W;. En consecuencia, se tiene que

Pw;=1* si uX) =0,

JEL
y
@Wj:{fGLQ:/fd,u:O} si p(X) < oo.
JEL
La familia
A= #Q
Qe

se llama el sistema de Haar inducido en (X,d,u) por la familia diddica 2. A los

elementos de 77 se los suele denominar ondiculas o wavelets. Por construcciéon, J es
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base ortonormal de L? y entonces, cuando u(X) = oo, para toda f € L? se tiene que

f=> (fihh

hes#

en el sentido de L?, y luego

£S5 = 1f w2

hest

Por otra parte, cuando pu(X) < oo se tiene que

1
fzm/deu+Z<f,h>h

hes#

1918 = 5 </deu)2+ ST

het
Una propiedad notable de las wavelets de Haar, que las diferencia del anélisis de

Fourier trigonométrico elemental, es que también caracterizan a los espacios funcionales
LP(X, ) cuando 1 < p < oo. Para precisar esto daremos la definicién de base incondi-
cional en espacios de Banach. Se dice que una sucesiéon de vectores B = {by,bs,...} de
un espacio de Banach B separable es una base de Schauder de B si para todo f € B
existe una unica sucesion de escalares {ci, co,... } tal que f = 7 ¢,b, en el sentido de
la norma de B. Una base de Schauder es incondicional si las series anteriores convergen
al mismo vector para cualquier permutacion de los sumandos. El siguiente resultado se

halla en [60] en el caso euclideo y en [9] en el caso general.

TEOREMA 1.10. Para cada 1 < p < oo se tiene que

(1) H es una base incondicional de LP(X, p);

(2) existen constantes Cy y Cy de manera que

1/2
Cullfll, < (Z [(f, ) W) <G |1,

hest
p

para toda funcion medible f.
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1.5. Algunos ejemplos

Un primer ejemplo de espacio de tipo homogéneo son los espacios euclideos R™ con
la medida de Lebesgue, que en particular son estrictamente homogéneos y Ahlfors n-
regulares. Diversos ejemplos se obtienen a partir de estos cambiando la distancia y/o la
medida, o también considerando subconjuntos. Mencionamos a continuacién algunos de

ellos. Més ejemplos cldsicos pueden consultarse en [33].

EJEmPLO 1 (Distancias parabdlicas). Veamos el caso de R?. Para A > 1y s > 0 se
define la aplicacién lineal T, de matriz (S OA) . Fijando = = (z1,x2) # 0, la funcién de
0 s

A

s dada por Tsx = (sz1, s*x2) es lineal y biyectiva, con inversa Tiz. Sea 1 < p < oo, |||,

la norma p usual y la aplicacién

p(z) = ppa(z) = inf{s >0: || Tex|, < 1} .

Se define la distancia parabdlica de pardmetros p y A por

dpr(z,y) = ppr(x — ).

Asi, d,, \ es una métrica invariante por traslaciones en R?, y determina la topologfa usual.
Notemos que p,1(z) = [z, v d21 es la distancia euclidea. Por otra parte, si A > 1
entonces d, » no es equivalente en ninguin caso a la métrica euclidea, aunque si equivalen
dp, A Y dp, » Para A > 1 fijo. Toda bola B, x(x,r) es abierta. Con la medida de Lebesgue
i, el espacio (RQ,dp,,\, u) es un espacio de tipo homogéneo de Ahlfors con regularidad

1+ A

EJEMPLO 2 (Pesos de Muckenhoupt). En el espacio euclideo R™ se define la clase A,

de los pesos w : R® — R{ tales que para alguna constante C' > 0 satisfacen la desigualdad

(o) () =crer

para toda bola B. En general, para 1 < p < oo, se define la clase de pesos A,(R") de

todos los pesos w que satisfacen la desigualdad

() ()" s
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para toda bola B, donde C' es una constante positiva uniforme. La clase A,(R™) contiene,
por ejemplo, a los pesos de la forma w(z) = |z|* para cualquier a tal que —n < a <
n(p —1). Para w € A (R") = (J,o, 4,(R") la medida wdz verifica la propiedad de
duplicacién 1.1 respecto a la métrica euclidea (u otra equivalente), con lo cual el espacio

(R”, |z — v ,wdx) es de tipo homogéneo.

EJEMPLO 3. Sea w(z) = 271/2 el peso de Ay(RT). Notemos que, si bien se satisface
la propiedad de duplicacién, el espacio (R*, |z —y|, 27 de) se comporta de manera
heterogénea en la relacion entre métrica y medida, con lo cual no cuenta con ninguna
regularidad Ahlfors. En efecto, para r» > 0 y x > r tenemos que

x+r

xT+r
w(B(x,r)):/ Y~V 2dy = 242 :2(\/x+r—\/x—r)

-r r—r

con lo cual w(B(x,r)) — 400 cuando x — oo y por otro lado w(B(x,r)) — w(B(r,r)) =

2v/2r1/2 cuando z — .

Otros ejemplos clasicos de espacios de tipo homogéneo son los fractales autosimilares,
definidos como subconjuntos de los espacios euclideos R™ y dotados de la medida de
Hausdorff. Algunos casos de renombre son los conjuntos de Cantor en R, el copo de
nieve de Koch y la alfombra y el triangulo de Sierpinski en el plano, o el tetraedro de
Sierpinski en tres dimensiones. Todos ellos tienen medida finita, pero pueden extenderse
a un cuadrante (o mas de uno) conservando sus propiedades, de manera que su medida
se torna infinita. También existen generalizaciones de estos casos a mas dimensiones, y

multiplicidad de otros ejemplos. Veamos un caso con mas detalle.

EjempLO 4 (El tridngulo de Sierpinski). Existen variados métodos para obtener el
triangulo de Sierpinski, mencionamos aqui una construccién iterativa (inductiva) elemen-
tal. A partir de un tridngulo Ty (relleno) en el plano, el primer paso consiste en remover
el tridngulo abierto (sin su frontera) determinado por los puntos medios de los lados de
Tp. La figura resultante, que denotamos 71, es la unién de tres tridangulos 711,712y Ti 3
semejantes a Ty y con un cuarto de su volumen. Realizando el mismo procedimiento en
cada uno de los tridngulos 71 1,72 y 113 obtenemos 15, formada por la unién de nueve
triangulos semejantes a Tj, con una dieciseisava parte de su volumen. Inductivamente

se obtiene la sucesién {T,}. Se define el tridngulo de Sierpinski T basado en Ty por
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T = (),en In- La autosimilaridad se desprende de la observacion de que cada conjunto
T'NT, para 1 < k < 3", es una copia reducida de 7T'. Es decir, T'NT,, ; es un triangulo
de Sierpinski basado en T}, ;. La dimensién de Hausdorff de T" es log3/log2. La terna
(T,d, m), con d la métrica usual de R? relativa a T'y m la medida de Hausdorff, constituye

un espacio de tipo homogéneo normal y no atémico.

EJjeEMPLO 5 (El cuadrante de Sierpinski). Definimos el cuadrante de Sierpinski como
una extension de medida infinita de un triangulo de Sierpinski en el plano. Realizamos la
extension a un cuadrante de forma iterativa, partiendo de un triangulo de Sierpinski 7'
de vértices A, B y C. Luego, se define el tridngulo de Sierpinski 7" como la unién de T'
con dos traslaciones de 7', una en la direccién del segmento AB y otra en la direccion de
AC de manera que las traslaciones del vértice A coincidan con los vértices By C de T
respectivamente. Repitiendo el procedimiento a partir de T obtenemos 772, e iterando se

obtiene la cadena {T": n € N}. Definimos el cuadrante de Sierpinski por S = J, ey T

Observemos que los fractales de autosimilaridad exacta (como los mencionados) per-
miten definir naturalmente una estructura de drbol regular junto con una distancia didadica
asociadas. Otros fractales con autosimilaridad no exacta y/o con estructura mas compleja
(menos regular) constituyen asimismo espacios de tipo homogéneo y es posible (con la
construccién de Christ, por ejemplo) definir estructuras diddicas pero asociadas a érbo-
les no regulares. Son ejemplos de esto ultimo los conjuntos de Mandelbrot y de Julia,
asi como los caminos Brownianos y también los contornos de los continentes o el brécoli
romanesco.

También se inscriben dentro de la teoria de los espacios de tipo homogéneo las va-
riedades Riemannianas y diversos espacios discretos, como Z con la medida de contar.
Asi también, configuran nuevos espacios de tipo homogéneo ciertas “combinaciones” de
espacios de tipo homogéneo de distinto tipo y dimension. Es decir, la teoria general de
espacios de tipo homogéneo admite la posibilidad de que estos tengan propiedades bas-
tante dispares en distintos sectores, siempre que se conserve el control ejercido por la

propiedad de duplicacion.



Capitulo 2

Procesos estables y Difusién Fraccionaria

Este capitulo retine, a modo introductorio, algunos de los varios enfoques a la rela-
cién entre difusiones fraccionarias, procesos de Lévy y teoremas centrales. En particular,
introducimos brevemente la estabilidad, como un sustituto natural de la finitud de la
varianza, destacando en su papel clave en la conexién entre los conceptos anteriores.
Asimismo, describimos someramente las difusiones fraccionarias diadicas y la forma del

nucleo de Weierstrass generalizado que es el objeto central de nuestro andlisis.

2.1. Observaciones sobre la prueba clasica del Teorema del Limite Central.

Alternativa

Los resultados principales de esta tesis se basan en la sustitucion del andlisis clésico
de Fourier por el andlisis en las bases de wavelets de Haar. A continuacién repasamos
cémo el método de Fourier, o de las funciones caracteristicas, determina una alternativa
en el caso de convolucién que nosotros obtendremos después en el contexto diadico no
convolutivo por medio del andlisis de Haar.

Sea {X;: ¢ € N} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, con esperanza nula y varianza finita. Supongamos, por simplicidad, que la
distribucién comun esté dada por una densidad g(z). Paran € Ny g > 0, denotamos S,
a las sumas parciales S, = " | X; y Py a los promedios Pg = niﬁSn. La independencia
de las variables aleatorias garantiza que la distribucion de S,, estd determinada por la
densidad g™ = g % --- * g que se obtiene al convolucionar g consigo misma n-veces. Por

consiguiente, la distribucion de Py esta dada por

P{P} > X} =P{S, > n’A} = /: g"(x)dx = //\OO n?(g")(nPx)dr,

es decir, por la densidad p,(z) = n”(¢")(n’z). Con el objeto de estudiar el comporta-

miento de esta sucesién de densidades para n — oo calculamos, como es usual (ver, por
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ejemplo, [52]), la funcién caracteristica de P%, que es la transformada de Fourier de p,,

o= (5) = [?(%ﬂ

Como [, g(x)dr =1, [pxg(x)de =0y [, 2°g(x) dx = 1, por las propiedades de la trans-

formada de Fourier y usando el polinomio de Taylor para g, tenemos, con o (n%ﬁ) n* =0

_ 1/ ¢ 1\]"
&) = [1 2 (nﬁ) e (n25>]
Tomando logaritmos,

() = log 5 (€) = nlog (1 - % (%)24—0 (#)) —n (—22—; +5 (#)) |

Sélo una alternativa triple, en relacién con los valores de 3, es posible. En efecto,

para n — oo, que

(I) Si B =3, Ly(€) = —&* cuando n — o0;
(I1) Si 8> %, L,(§) — 0 cuando n — oo;

(IIT) Si B < 3, Ly(§) — —o0 cuando n — co.
Que se traducen en

() B =13, pu(&) = e~¢ cuando n — o0;
(I0) B> 1, pu(€) = do cuando n — oo;

(IIT") B < 3, pu(§) = 0 cuando n — oo.

Esto produce convergencia al limite central, concentracién y aproximacion a la identidad,

o disipacién que no conserva la probabilidad.

2.2. Estabilidad de Variables Aleatorias y Teorema del Limite Central

Generalizado

Una variable aleatoria X definida en un espacio de probabilidad (€2, P) es estable si
para cualquier eleccion de ntimeros reales A y B existen constantes C' > 0y D € R tales
que AX; + BXs se distribuye como C X + D para toda eleccién de variables aleatorias
X, v X, independientes y equidistribuidas con X. Esta definicién determina clases muy
especiales de variables aleatorias y procesos estocasticos. Supongamos que X se distribuye
con una densidad g(x), de manera que g también serd la densidad de X; y X,. Por la

independencia de X; y X5 tendremos que la densidad de AX; + BX5 sera g4 * gg, donde
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ga(x) = 59(%) y 9p(x) = 9(%). Para CX + D la densidad serd £g(*z2). La igualdad

entre las distribuciones de AX; + BXs y CX + D requerira la igualdad de sus funciones

caracteristicas, es decir,
0g(AE)dy(BE) = P, (C¢)
para £ € R.
Una familia distinguida de densidades que satisfacen esta identidad esta dada por
Z ={ga: 0 < a <2}, con
0g.(§) = <.

En este caso, tomando D = 0y C = (A% 4 B*)'/® tendremos que AX, +BX, ~ CX +D.

Esta es la relacién pitagorica cuando o = 2 , que corresponde a la densidad Gaussiana.
c

1+ |z]*

Por otra parte, para 0 < a < 1 la caracteristica e €l es continua pero no diferenciable

Cuando o = 1, la densidad es la de Cauchy—Poisson g(z) =

en cero. Por consiguiente, ni siquiera el primer momento de g, es finito. Cuando 1 < o < 2
la funcién e~ " es suave pero no de clase €2 y por lo tanto tampoco en este caso tendra g,
varianza finita. El nico caso en £ en el que la varianza es finita es el caso a = 2, es
decir, el caso Gaussiano. En los otros casos (0 < o < 2) el concepto de estabilidad como
comportamiento en el infinito que introduciremos después, serd un sustituto cuantitativo
de la varianza. El mas simple es el de o« = 1, que registra en su comportamiento en el

infinito el parametro a. En efecto, paran =1, a =1y ¢;(z) = T,z Se tiene que
n+a
2" gi(z) — ¢

cuando |z| — oo, donde ¢ > 0.

En la teoria de probabilidad clésica, la definicién precedente de distribucién estable
surge a partir del estudio de teoremas del limite central generalizados. Precisamente,
consideremos el problema general del limite central en dimensién 1. Sea {Xj: k € N}
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, S, =
X1+ -+ X, la suma parcial de las primeras n variables aleatorias y

S, —b,

On

(5) Y,

las sumas parciales reescaladas, donde {b,: n € N} es una sucesién arbitraria de niimeros

reales y {0,: n € N} una sucesién arbitraria de reales positivos. El problema consiste
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en identificar los casos en los cuales la sucesién {Y,,: n € N} converge en distribucién a
alguna variable aleatoria X particular, es decir

lim P(Y, < z) = P(X < 2)

n—o0

para todo x € R. Como caso especial, si las variables X tienen media m y varianza
o? y definimos b, = nm y o, = y/no, entonces {Y,} converge a la distribucién normal
estdndar N (0, 1), por el teorema del limite central clasico de De Moivre-Laplace.

La estabilidad es una propiedad de las distribuciones de probabilidad. Otra formula-
cién, equivalente a la anterior, expresa que una distribucién u es estable si y sélo si para

cada n € N existen constantes ¢, > 0y d,, € R tales que
(6) Xi 4+ + X, L e X +d,

para cualquier sucesion de variables aleatorias X, X7, X5, ... mutuamente independientes
y con distribucién comin p, y g no concentra la masa en un punto. La distribucién p es
estrictamente estable si d,, = 0 para todo n. Decimos entonces que una variable aleatoria
X es estable si su distribucion lo es.

El siguiente teorema revela la relacién clave entre los conceptos anteriores (ver [48],

[41]).

TEOREMA 2.1. Una variable aleatoria X se alcanza como limite de sumas reescaladas

Y, de la forma (5) siy sdlo si su distribucion de probabilidad es estable.

De hecho, se prueba (ver [38]) que las constantes ¢, en (6) son de la forma n'/* con
0 < a < 2. El pardmetro a juega un rol fundamental en la teoria y se denomina indice
de estabilidad o exponente caracteristico de la distribucién . Con esto puede verse que
toda distribucién p estable de indice o (o a-estable) se alcanza como distribucién limite
de sumas reescaladas Y, de la forma (5) con o, = on'/® para alguna constante positiva
o; en particular, esto ocurre cuando la distribuciéon comin de las variables aleatorias X,
que definen a Y,, es u, y en este caso 0 = 1.

Notemos que la ecuacién (6) puede expresarse de manera equivalente en términos de

la funcién caracteristica ¢, de la distribucién p por

Gu(E)" = T Pu(ca).
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Mads atn, el siguiente teorema debido a Khintchine y Lévy en [44] brinda una caracteri-

zacion precisa de las distribuciones estables en términos de su funcién caracteristica.

TEOREMA 2.2. Una variable aleatoria X valuada en R es estable si y sélo si existen

constantes 0 < a <2, 0 >0, -1 < <1ymeR tales que

x(6) = exp {img — o 61" |1+ i8S wlé )| |
para todo € € R, donde

(€.0) tan(fa) s a# 1,
w( a) =
Zlog(l¢]) st a=1.

De esta forma, las tnicas distribuciones estables con varianza finita son las de indice
de estabilidad a = 2, es decir, las normales. De hecho, las distribuciones a-estables con
0 < a < 2 tienen momentos de orden +y finitos para 0 < v < « e infinitos para v > a.

Toda distribucién estable v tiene funcién de densidad g, que puede expresarse en
general como una serie. En algunos casos notables existen formas cerradas para las den-

sidades:

» La distribucién Normal: o = 2, u ~ N(m, 20?);
o

(= m)] ¥ o

» La distribucién de Cauchy: o =1, 8 =0, g,(z) =
» La distribucion de Lévy: a = 1/2, 5 =1,

o\ 1/2 1 o
gu(x) = <%> —(1: p——TE exp {_—2(1’ — m)} para x > m.

Notemos que en el caso que una variable aleatoria estable X sea simétrica entonces su
funcién caracteristica tendra la forma ¢x(§) = e 7" lE" para 0 < a < 2, y se dice que X
es simétrica a-estable y se denota X ~ Sa.S. La formula de las densidades Sa.S se puede
expresar en términos de las funciones de Bessel y las presentamos con algin detalle en el
Capitulo 9.

Una caracteristica esencial de las distribuciones estables es el orden de decaimiento
de las colas. El caso @ = 2 es el tnico en el cual las distribuciones de las colas tienen

decaimiento de orden exponencial. En cambio, si la variable aleatoria X es estable con
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indice 0 < a < 2 el decaimiento de las colas es de orden polinomial, dado por

1
lim y*P(X >y) = Caﬁaoﬁ
y—+o00 2
1—
lim y*P(X <y) = C’a—ﬁaa,
y——00 2

donde C, es una constante mayor a 1. Cuando X ~ SaS con 0 < a < 2 se conoce
ademas el comportamiento asintotico de las densidades en el infinito, de orden también

polinomial, de acuerdo al siguiente resultado de Blumenthal y Getoor en [22].

TEOREMA 2.3. Sea X ~ SaS con parametros 0 < a < 2 yo > 0, es decir, con funcion
caracteristica de la forma ¢x (&) = e 7 1", Si g es su funcién de densidad entonces
lim |z g(z) = 0%
|z| =00

donde ¢ es una constante positiva que depende solo de c.

2.3. Procesos de Lévy estables y simétricos

Un proceso estocdstico es una funcién de ¢ € [0, 00) valuada en las variables aleatorias
en un espacio de probabilidad fijo (2, F, P). Se dice que un proceso estocastico X (t) es de
incrementos independientes si las variables aleatorias { X (tor) — X (tox—1): k=1,..., K}
son independientes para cualquier eleccién de instantes 0 < t; < ty < ... < tox. Se dice
que el proceso es estacionario si la distribucién de X (¢t 4+ h) — X (¢) es la misma que la de
X(h) — X(0) = X(h) (suponiendo que X (0) = 0) para todo ¢t > 0.

Si 0 < a < 2, un proceso de incrementos independientes y estacionario tal que la
funcién caracteristica de las variables aleatorias X (t + h) — X (t) esta dada por e~“"l” se

llama un proceso de Lévy simétrico y estable de indice a. Mas precisamente,

£ (IX(EHI-XW)E) _ o—chlel®

La existencia de tales procesos aleatorios puede hallarse en varios libros de probabilidad
y procesos estocasticos, citamos por ejemplo [62] o [20].
El caso o = 2 corresponde al proceso de Wiener, ya que e~ es la transformada de

Fourier de la Gaussiana con varianza v/ 2ch. Para el caso a = 1 la distribucién basica del
c

1+ 22

proceso en dimensién 1 es la de Cauchy, dada por la densidad g(z) =
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La evolucion del proceso que, escrito de manera sencilla a través de la transformada

de Fourier, se define por
g = e ()

satisface 90
Fr(60 = el
u(¢,0) = f(£).

Escrito de otro modo, el problema anterior en el dominio antitransformado es

%(w,t) = —c(=A)?u(z,t), T €R", t>0

u(z,0) = f(x), = €R™,

(PDF)

donde
(_A)a/Zv(x):/R Mdy

o o —yM
y la integral debe ser entendida en el sentido de valor principal si « € [1,2] y la funcién
v es suave. En consecuencia, cuando el dato de borde f se encuentra en un espacio
adecuado, como ciertos subespacios del espacio de Schwartz (ver [1]), el andlisis de Fourier
nos proporciona la solucién de (PDF') como la convolucién del dato con el nicleo W2
correspondiente a la densidad de la distribucién estable de funcién caracteristica el
Es decir,
u(z,t) = Wi« f(x)

con

We(x) =F! [e‘“"la} (x).

Aqui F~! simboliza la transformada de Fourier inversa.
En la primera parte de esta tesis consideramos los ntcleos de tipo Weierstrass que
resuelven un problema parecido a (PDF') en el contexto diddico y probamos que ellos

son limites centrales para ciertos procesos de iteracién—molificacién.

2.4. Potencias fraccionarias del laplaciano como operadores de tipo

“Dirichlet to Neumann”

La definicién del operador laplaciano fraccionario (—A)®, para 0 < s < 1, puede

n
. . . . .., 2
realizarse por varios caminos a partir de la definicién del operador de Laplace A = %
i=1 '
y sus propiedades. Una primera definicién natural esta dada desde el anélisis de Fourier,
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la cual induce luego a una expresién por medio de una convolucién con un nicleo “super”
singular y nos permite detectar el caracter no local del operador. Una perspectiva distinta,
cuya generalizacion para s # % fue obtenida recientemente por Caffarelli y Silvestre en
[26], permite ver al laplaciano fraccionario como un operador que lleva una condicién
de borde de tipo Dirichlet en una condicion de tipo Neumann para un problema eliptico
degenerado en el semiespacio superior de una dimension mayor. Repasaremos brevemente
las primeras dos definiciones y daremos una descripcion més completa del tiltimo enfoque,
precisando los dominios de definicién y propiedades bésicas.

Para 0 < s < 1, se define el laplaciano fraccionario (—A)*® como el operador cuya

transformada de Fourier verifica

(7) F((=A)) (&) = &% 3(9),

para toda ¢ en el espacio de funciones suaves de decaimiento rapido de Schwartz S(R™).
Al antitransformar, se obtiene la férmula como valor principal

) (A7) = v [ 2= E gy,

R |2 —y]

donde ¢, s es una constante de normalizaciéon que depende sélo de la dimensién n y de
s. Observemos que, como ¢ € €, cuando 0 < s < 1/2 no es necesario tomar valor
principal en la féormula anterior. Esta formulacion integro-diferencial es la que permite
definir de manera natural operadores de diferenciacién fraccionaria en espacios métricos
mas generales, como generalizacién del laplaciano fraccionario.

Abordemos a continuacién la definicién del operador (—A)*® desde el punto de vista,
méas amplio, de las distribuciones, siguiendo las lineas trazadas en [56] y luego desarro-
lladas con mas detalle en [19]. Para esto, notemos en primer lugar que la aplicacion de
(—A)® auna funcién ¢ € S no devuelve una funcién de S, ya que la accién del multiplica-
dor [£** en la férmula de la transformada de Fourier (7) introduce una singularidad en el
origen que se traduce en la pérdida del decaimiento rapido de (—A)*p, aunque si continda
siendo €. Sea M, el espacio de las funciones f € €=(R") tales que (14 |z|"**) D7 f(x)
estd acotada para todo v € Njj. Consideramos en M la topologia inducida por la familia
de seminormas pp,(f) = SUp,egn |yj<m (1 + |$|"+28)D7f(x)|, lo cual le d4 una estructura

de espacio de Frechet.
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PROPOSICION 2.4.

(a) El operador (—A)® mapea S en Mg, continuamente.
(b) (—A)* conmuta con derivaciones, es decir, (—A)*DVp = DV(—A)*¢ para todo

multiindice v € Nj.

Es posible luego extender la definicién del operador (—A)* al espacio M, por dualidad.
Es decir, dado T' € M/, entonces (—A)*T determina una distribucién en §” dada por

(=A)T, @) = (T, (=A)°¢)

para ¢ € §. Notemos que cuando T' € § la igualdad se verifica, con lo cual esta definicion
es coherente con las anteriores. No obstante, suele ser de interés considerar dominios de
definicién de (—A)® dados por subespacios funcionales de M, de mayor extensién que S,
en particular, el espacio L' con peso

|f ()|

N 1 + ‘x|n+2$

ES::L}OCQM;:{]”:R”%R:/ dx<oo}.
R

En estas condiciones puede verse que, bajo una hipétesis adicional de regularidad sobre

f, (—A)*f es una funcién.

PROPOSICION 2.5. Sea f una funcién en L, con reqularidad C*7¢ (o CL2711e g
s > 1/2) para algin € > 0 en un abierto Q). Entonces, para s € (0,1), (=A)°f es una

funcion continua en €2 y sus valores estan dados por la integral en (8).

El enfoque desde la teoria de ecuaciones en derivadas parciales provee una definicién
explicita del laplaciano fraccionario mediante un método de extension, aportando més
claridad sobre su naturaleza. Comencemos repasando el resultado més clasico que permite

1/2 como un operador de tipo “Dirichlet to

ver a la raiz cuadrada del laplaciano (—A)
Neumann”. Consideremos el problema de Laplace en el semiespacio superior R’fl =

{(z,y): x € R,y > 0} con una condicién de borde ¢ € &

Au(e,y) =0, (z,y) € BRI

(P) ’
o(x), z € R™.

u(z,0)

Una solucién puede expresarse en términos del niicleo de Poisson P () = ¢, (14|z|?)~(*+1)/2

y sus reescalamientos (o molificaciones) P,(z) = Z%Pl(i) para y > 0, como la convolucién
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con el dato de borde, es decir, u(x,y) = P, * p(x). Definimos el operador 7' que mapea

una condicién de borde ¢ € S del problema de Laplace en la derivada normal de la

solucién en la frontera — gZ( 0), es decir, la condicién inicial de Neumann del problema.
Debido a que el laplaciano conmuta con derivaciones, entonces —g—;‘(x y) es solucién del

problema (P) con una condicién de borde de Dirichlet dada por —a—Z(m,O). Luego, al

iterar 1" obtenemos
1) = T = 7 (- 5100 ) 0 == (=50 (0.0 = 2 w.0),

y como gy“(x 0) = —A,u(z,0) = —Ap(z) se tiene que T? = —A. Como ademds —A es
un operador positivo, se concluye que T' = (—A)Y/2,

La formulacién Dirichlet to Neumann introducida por Caffarelli y Silvestre para el
caso general considera una generalizacién del problema (y del operador) de Laplace en el

semiespacio superior dada por el siguiente problema de Dirichlet

div(y“grad u(z,y)) =0, (,y) € R

P,
() u(z,0) = ¢(x), reR"”

donde a € (—1,1). Introducen ademads los nicleos de Poisson generalizados

yl—a
Pl(x) =C4 —,
(x) P 1 7)o

?)
donde C,,, es una constante que hace que [, P{'(z)dxr = 1. Estos nicleos verifican las

siguientes propiedades.

PROPOSICION 2.6.

(a) div(y®grad Py(x)) = 0 para todo a € (—1,1), donde los operadores divergencia y
gradiente se calculan en las dos variables (z,y) € R},

(b) Pi(x) = - = PI'($) para todo y > 0, y por lo tanto Jgn Py (x) dz = 1;

(c) limy o+ Py = 0 en el sentido de las distribuciones de S'(R™).

En consecuencia, una solucién de (F,) para ¢ € S estd dada por u(z,y) = (P *
¢)(x). Analogamente al caso s = 1/2, el operador que lleva una condicién de borde de

Dirichlet ¢ € S en una condicién de Neumann generalizada es el laplaciano fraccionario,
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precisamente

(9) lfm —yag—;<x,y> — C(-AYp(a)

y—0t

para s = 1_Ta y C una constante que depende sélo de n y de s.
Los siguientes resultados constituyen la extension de (9) a funciones de L, en sentido

débil.

4 _ a e l1—a
PROPOSICION 2.7. Sean ¢ € S y u(z,y) = (P * p)(x). Entonces, si s = 57,

(i) y“g—g(m,y) € M; para todo y > 0,

(ii) lim, o+ —y“g—Z(-,y) = C(—=A)*¢ en la topologia de M.

PROPOSICION 2.8. Sea f € L,, 0 < s < 1.

(i) La convolucion (P« f)(x) estd bien definida para (z,y) € R Ademds, (8—? sk f) (x)
define una distribucion en S'(R™) para todo y > 0.
(i) Siu(x,y) = (Pg * f)(x), entonces para toda ¢ € S(R™) se tiene que

ou
lfm { —y2 2L :<(J—As , >
Hﬁ<yayso> (=A) [
Estas propiedades permiten obtener varios resultados de regularidad para las solu-
ciones de problemas que involucran al laplaciano fraccionario, mediante técnicas bien

conocidas del andlisis local. Como por ejemplo desigualdades de tipo Harnack (ver [26])

y férmulas del valor medio (ver [8] y [19]).

2.5. Difusion Fraccionaria Diadica

Resumimos en esta seccién los resultados de los trabajos [2] y [3], puesto que los
nicleos asociados a la representacion de las soluciones como operadores integrales actuan-
do sobre la condicion inicial son “el blanco” de nuestros procesos diadicos cuyo andlisis
iniciaremos en el préximo capitulo.

En lo que sigue haremos uso de la distancia diadica ¢ asociada a un sistema & y de
las funciones de Haar 7, introducidos en el capitulo precedente.

Consideramos primero el caso més simple de R™ con la distancia 6(z, y) = inf { |I| : = €

I,y € I.I € 9}. Aqui el operador de diferenciacién fraccionaria didadica de orden
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0 < s < 1 esta dado por

f@) — f(y)

D7 =
dyf(x) w0z, y)lte

El problema de difusién asociado es

ou
L t) = —D5 u(x,t), TERT t>0
P(RJr) ot (l’ ) dyu<x ) Z

u(z,0) = up(x), r e RF

dy.

donde Dj, actiia sobre la variable espacial x para tiempo ¢ fijo. La solucién de P(R™)

esta dada por

U([L’,t) = Wdy($7y7t)u0(y) dy
R+
donde el nticleo es
Way(z,y;t) = > e "MW h(@)h(y),
he#

con b una constante que depende de s e I(h) es el soporte de la funcién de Haar h.
En el caso general de un espacio de tipo homogéneo (X, d, ) con un sistema diddico
2 vy otro de Haar ¢ asociados, el operador, el problema y la solucién tienen el mismo

aspecto formal. Se considera, para 0 < s < 1,

ou
(10) P(X) o (@ t) = =Dyu(x,t), xeX,t>0

u(z,0) = up(x), xr e X,

fz) - fy)
Do) = [ L it

Nuevamente, la solucion esta dada por

con

u(z,t) :/XWdy(a:,y;t)uo(y) dy

con

Wdy x y7 Z € —matu(@ Sh(m)h(y)7
hest

donde Q(h) es el cubo diddico en el que h estd basada y 0 < ¢; < my, = mqomy < ¢ < 00
para toda h €  y algin par de constantes geométricas ¢; y co que también dependen
de s. Un contexto no euclideo simple e interesante para este caso general son algunos
fractales autosimilares, como el cuadrante de Sierpinski (Ejemplo 5). Consideramos estos

casos en el Capitulo 7.
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Uno de los propdsitos centrales de esta tesis es determinar el caracter central de los
ntcleos Wy,, o al menos detectar su cuenca de atraccion, para procesos andlogos a los de

los teoremas de limites centrales clasicos.






Capitulo 3

Nicleos de Markov diddicos en R™*

Las sumas de variables aleatorias independientes se distribuyen de acuerdo a la con-
volucién de sus distribuciones individuales, y la transformada de Fourier diagonaliza a
los operadores de convoluciéon. Cuando el andlisis de Fourier trigonométrico se sustituye
por el analisis en wavelets de Haar, los operadores naturales que se diagonalizan en estas
bases son los inducidos por ntcleos diadicos, que ya no son de convolucion.

En este capitulo introducimos los nticleos iniciales en nuestro proceso de iteracién—
molificacion, nos dedicamos a exponer varias representaciones y en particular considera-
mos su andlisis espectral en términos de la base de Haar de RT. Como veremos, subfamilias
especiales de estos ntcleos estan en la cuenca de los nicleos difusivos Wy, introducidos
en la Seccion 2.5 del capitulo anterior, a través de procesos de iteraciéon y molificacion
adecuados, mientras que en otros casos se obtendran aproximaciones a la identidad o

procesos disipativos.

3.1. El espacio RT con la distancia diddica

Sea (RT,d,.%) el espacio métrico de medida constituido por la semirrecta real no
negativa RT™ = {z > 0}, la distancia usual (euclidea) d y la medida de Lebesgue .Z. Este
espacio es completo y de tipo homogéneo.

La familia usual de intervalos diddicos en R (ver Seccién 1.1) se define por
9 ={Il=[k27,(k+1)27) : j € Z,k € Ny},

donde el indice j indica el nivel del intervalo y k£ su posiciéon en cada nivel j. Las sub-
familias de intervalos diddicos Z; = {I lg k€ NO} constituyen una particién de Rt para
cada j € 7Z. Estas particiones estdan anidadas, en particular cada intervalo I ,i es union
disjunta de los intervalos ngﬂ y ngfl. Observemos también que cada punto z € R*

tendra asociada una unica sucesion encajada de intervalos diadicos que denotamos por
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I, = {IajJ = I,Z(xj): J € Z} de manera que {z} = () IZ, donde I’ denota al tinico in-
’ JEL
tervalo en Z; que contiene a z, para cada j € Z. Por ejemplo, Z, = {Ié: Jj € Z} =
{[0,277): j € Z}.
La familia & junto con la medida de Lebesgue inducen naturalmente una métrica en

R*, que se denomina métrica diddica y se define por
a,y)=mf{|I|: [ € D,z €1,y €I},

donde |E| indica la medida de Lebesgue del conjunto E. Es sencillo verificar que § es en
efecto una distancia y, mas aun, una ultra-métrica, es decir, §(z, z) < max {0(z,y),d(y, z) }
para todo x,y,z € RT.

Observemos que las métricas d y 0 no son equivalentes. Por un lado, la métrica diddica
acota superiormente a la métrica euclidea, de hecho, si denotamos por Z al conjunto de
todos los intervalos de extremos en R* entonces 2 C T y para todo x,y € RT se tiene
que d(z,y) =mf{|I|: I €L,z e Lye I} <inf{|l|: 1 € D, € l,yec I} =x,y). Por
otro lado, la razon entre las métricas puede ser infinitamente grande: para todo € € (0, 1)
se tiene 6(1,1 —€) =2y d(l,1—¢€) =e.

Como el rango de § es el conjunto D = {27: j € Z} U {0}, la métrica diddica no
resulta homogénea: dados j € Z y ¢ € (27,27%1) entonces ¢4(0,1) = 2¢ > 271 = §(0, ¢).

Sin embargo, se da la homogeneidad cuando el factor es una potencia de 2.

LEMA 3.1. La distancia 0 es diddicamente homogénea. Es decir, para todos x,y € Rt

y todo j € 7 se tiene que §(2x,27y) = 275(x,y).

DEMOSTRACION. Sean z,y € R, # < y, e i € Z. Sea I} = [k277,(k + 1)277) el
intervalo diddico més chico al que pertenecen z e y. Luego, = € I = [2k27771, (2k +
1279 Y ey € I}, = [(2k + 1)27771,2(k + 1)27971). Observemos que, para I} € 2
e i € Z, se tiene que 21T = [k2177 (k + 1)2177) = IJ7" Asi, 20 € 20} = 1, y
2y € 27;,:?1 = Ig,;ﬁl, y en consecuencia I} " es el menor intervalo diddico que contiene

a 2z y 2%y. Por lo tanto, §(2'x, 2%) = |I17| = |2°1]| = 26(x, y). O

Observemos que la topologia determinada por la distancia diddica, la topologia diadi-
ca, Ts contiene estrictamente a la topologia euclidea 7. Se tiene ademdas que Z es ba-

se de 75, ya que las bolas diddicas (d-bolas) son precisamente los intervalos diddicos.
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En efecto, dado 2 € Rt y r > 0 existe j € Z tal que 277 < r < 279t y entonces
Bs(z,r) ={y e RT: 6(z,y) <r} ={y € RT: 6(z,y) < 277} = IJ. Cabe destacar que R"
pierde la propiedad de completitud cuando se considera la métrica diadica.

El espacio (RT,d,.Z) es un espacio de tipo homogéneo normal, no atémico y no
acotado. En efecto, dados x € RT y r > 0, tomando j € Z tal que 277 < r < 277%! se

sigue que ir < |Bs(z,r)| = |II] =279 < r. Luego, por el Lema 1.5 se tiene que

LEMA 3.2. Sea € > 0 fijo. Las siguientes estimaciones se satisfacen uniformemente

enxeRY yr>0:

fo =
Bs(x,r) 51_€(ZL’, y) ’

/ —dy ~ e,
RA\By () 0175 (7, )

En la Secciéon 1.4 se define el sistema de Haar asociado a una familia diddica de Christ
en el contexto general de los espacios de tipo homogéneo, aqui repasaremos los conceptos
bésicos adaptando la notacién al contexto particular. En RT, el sistema de ondiculas o
wavelets de Haar es el conjunto de funciones simples de soporte compacto obtenido al
aplicar traslaciones y dilataciones diddicas a la ondicula madre h(x) =x 0.1) (x)—Xx i) (x),
dado por

A = {hl(x) =2*h(2x —k): j € Z,k € N} .

La notacién hace referencia a la relacion de cada wavelet hi con el (menor) intervalo
diadico que la soporta, que es [ ,1 Nuevamente, el indice j indica el nivel o resolucién de
la onda y el indice k la posicién que esta ocupa a partir del origen en el nivel respectivo.

Por construccidn, el conjunto de wavelets de Haar es una base ortonormal de L?(R™)
y resulta ademds ser una base incondicional de LP(R™) para 1 < p < co. Enunciamos
nuevamente el Teorema 1.10, con el lenguaje adaptado al contexto actual, que nos provee

de una caracterizacién de los espacios LP(R™) a través de las wavelets de Haar.

TEOREMA 3.3 (Wojtaszczyk [60]). Para cada 1 < p < oo existen constantes Cy y Cy

tales que

1/2
CIfll, < (Z [(f, ) |I<h)|_1XI(h)> <G 1l

het
p

para toda funcion medible f.
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3.2. Ncleos de Markov diadicos. Representaciones y propiedades

Diremos que una funcién medible K : RT x R™ — R es un nicleo de Markov si
toma valores no negativos y satisface
(11) . K(z,y)dy =1 paratodor € R".

R

Por otra parte, decimos que un niicleo de dos variables K (x, y) es diddico cuando depende
de la distancia diadica, es decir, 6(z,y) = §(«’,y’) implica K(z,y) = K(2',y’). Notemos
que un nucleo diadico es simétrico. Denotaremos por %" a la familia de niicleos de Markov
diddicos en Rt x R*.

Observemos que todo nticleo diddico K (x,y) esta determinado por un perfil p: R —
R, de manera que K = ¢ 0. Dado que la distancia diadica toma valores en el conjunto
D= ({2j cjEZIU {0}), si consideramos perfiles ¢ con dominio en D la correspondencia
es biunivoca. Se deduce de la expresion anterior que todo nicleo diddico es medible en el
espacio producto Rt x RT, dada la medibilidad de la distancia §: Rt x R™ — D. Para
ver esto ultimo, basta con chequear que los conjuntos §—({27}) y 67*({0}) son medibles.

En efecto, como los hijos de cada I/ € 9; son los intervalos I, y Ig,jil, se tiene que

0 ({27 = {(wy): 8wy =27} = | (U5 x B U@L < B

que es medible en R™ x R por ser una unién numerable de rectdngulos. Por otra parte,
6 1({0}) = {(z,7): * € RT} que es medible de medida nula.

Sea K un nicleo en la clase .#. Denotando a los conjuntos de nivel 27 de § por
L(27) = §7'({27}) y a la diagonal A = {(z,x): + € RT} se tiene una particién de
R* x R* dada por la unién disjunta U L(27) U A. Como el niicleo K toma un valor
constante en cada conjunto de nivel LJ(EZ%), que denotamos k; := ¢(27), al igual que en

la diagonal, que denotamos k., := ¢(0), entonces K estd univocamente determinado por

los coeficientes (k;: j € Z U {oo}) en la forma
K(ZL‘, y) = Z ijL(Qj)(xa y) + kOOXA(xa y)
JEZ
Dado que el valor de K en la diagonal A no influye en la definicion del operador

integral asociado, en adelante supondremos, sin perdida de generalidad, que K se anula
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en A, y el niicleo quedara representado por los coeficientes (k;: j € Z) por la férmula
(12) K(@,y) = Y kX (@, y).
JET
Por tltimo, al tomar en consideracién la propiedad de Markov, para todo x € R*
tenemos que
1= K(.ﬁlf,y)dy = / ZkJXL(QJ)(x>y)dy = Zk]/ XL(2J)($7y>dy7
R R jez jez JRY
y dado que Xy (2,y) = X125y ((2,y)) = I;7\I,7*', entonces
D k2t =1
JEZ
El siguiente lema consigna dos formas adicionales de representar a los niicleos en la
clase ', las cuales nos resultaran de utilidad para los calculos que realizaremos mas

adelante, junto con las equivalencias entre las distintas representaciones de un mismo

nucleo.

LEMA 3.4 (Representaciones de los niicleos de 7). Equivalen:

1) Kex;
2) existe (k;: j € Z) C R tal que
(k1) k; > 0 para todo j € Z,
(k2) ZjeZ Qj_lkj =1
y  K(v,y)= ]EZZ ki X 120 (T, 9);
3) existe (o j € Z) C R tal que
(@) {a;} € 0(2),
(@2) 3, 2! > 0 para todo j € 7,
(@3) 3 jep 0 =1
Y K(z,y) = ]gzanjX(o,z—f](fs(%?/));
4) existe (Aj: j € Z) C R tal que
(A1) Aj = 1 cuando j — —oo0,
(A2) Aj — 0 cuando j — o0,
(A3) 32, 2'N > 27A; para todo j € Z,
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Yy K(z,y) = Y A2 <2X(0,2—f—1} - X(0,2—j]> o d(z,y).

JEZ

Mas atun, las representaciones anteriores asociadas a un niucleo K € J estan relaciona-

das por las siguientes formulas

n oy =27 (ko — k)
Aj=3 (_k—jz_j + 21 kl2l)

" k= Zl;j 27

= A= Zl>j aq

n kj = —2_jA,]’ —+ Zl>j 2_lA,l
"y = Ajfl — A]

DEMOSTRACION. Hemos probado que (1) implica (2) antes del enunciado del teorema.
Veamos que a partir de (2) se obtiene (1). El nicleo K(z,y) = > ;7 kjX 1) (2, y)
toma el valor cero en la diagonal A y el valor k; en el conjunto de nivel L(27) para
cada j € Z, con lo cual K es diddico. Por (k1) resulta no negativo y por (k2) cumple la
propiedad de Markov. En efecto, por el teorema de convergencia mondtona tenemos que,

para cada x € RT,

Koy = | S kXaon(eody =3k [ Xuan(edy = S k2 =1,
R+ R+ jez JEZ RF JEL

Para ver que (3) implica (1), notemos que si d(z,y) = 277 entonces K(z,y) =
>i<; 2!, que resulta finito por (al) y no negativo por («2). Ademés, por (a3) se tiene

que
K(z,y)dy = /R+ ZanjX(0,2—j](5<$7y))dy = Z%‘Qj /]R+ X (0,2-31(6(2,y))dy

JEZ JEZ

= a2 /R+ XpW)dy =) a; =1,

JEL. JEL

R+

donde fue posible utilizar Fubini gracias a (al), ya que

S [ 2 X3l )y = 3 ] < .
JEZ

JEZ
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Probemos luego que (2) implica (3). Por (k2), tenemos que > ... k; es sumable para

Jj=jo

todo jo € Z y entonces, para cada (z,y) € RT x R,

ZkJXL 27) (2, y) ZkJX(O 27]\(0,29~ 1]((5(1‘ y))

JEZ JEZL
= Zk < 021 Y)) — X(O,Qj—l}(é(xvy))>
JEZ
= ZkJX 021 Zk?y+1X 021 2 Y))
JEZ JEZL
= > (k= ki) X029 (8, 9))
JEZ
k_i —k_; ~
- Z (%) 2"X (0.2-1)(0(z, y))-
JEZ.

Definiendo «; := 277 (k_; — k_;41) para todo j € Z, por (k1) y (k2) se tiene que
(13) D gl <> 27 (ko ko) =2> 27k 4+ Y 27k =2+1=3,
JEL JEL JEZ JEZ
con lo cual {a;} € £1(Z). Si d(x,y) = 27/ entonces k; = K(z,y) = 3, 2!, que es no
negativo a causa de (k1). Luego vale (a2). Veamos que la propiedad de Markov implica

(a3). En efecto, por Fubini,

JEZ
—ZO‘J / X(0,2-11(6(z,y))dy
JEL
-Sa
JEZ

Veamos ahora que (3) implica (4). Sea («;: j € Z) una sucesién que verifica (al), (a2)
y (a3) y K el nicleo asociado. Definamos A; := 3, oy para cada j entero. Luego (A1)
y (A2) son consecuencia de (al) y (a3). Por (al) tenemos ademéds que {A;} € [*°, con lo
cual Zzgj A;2! es sumable para todo j € Z. Dado que a; = A;_; — A, para z,y € RT con
§(z,y) =277 vale

K ZalQXOQL] xy Zaﬂl

lEZ 1<y
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=> (A= A2

I<j

= Z A 2b— Z A2

1<y I<j
=2> A2 =) A2
1<j I<j
=2 Z Al2[X(0,2fH] o d(z,y) — Z Al2lX(0,271] o 6(z,y)
€7 leZ
= Z A12l <2X(072471} - X(O,2*l]) O 5(1’, y)
leZ

En vistas de los cdlculos anteriores y (a2), tenemos que
0< Zaﬂl = 22/\121 — ZAQ’ = ZAIQZ — A,
1<) 1<j 1<) 1<j
con lo cual se satisface (A3).

Para finalizar, basta con probar que (4) implica (1). Sea (A;: j € Z) C R que verifica
(A1), (A2) y (A3), y el niicleo asociado K(z,y) = > .., A2 (2)((072_]-_1] - X(O’Z_JO o
d(x,y). Por (A1) y (A2) tenemos que {A;} € {*°, con lo cual K estd bien definido. Sean
z,y € RY con §(z,y) = 27/. Entonces, por (A3), K(z,y) =23, A2 =3, A2 =
> < A28 — A;j27 > 0. Veamos por tltimo que K satisface la propiedad de Markov. En

efecto,

/ K(z,y)dy =/ > Ay = M) 27X 005 (0(x,y))dy
R+ R+ jez

= =402 [ X6l )y

JEZ
=Y (A=)
JEZ
J
- i 3 =)
j=—J

= lim (A_J_l — AJ)

J—~400

=1,
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donde para calcular el ultimo limite se utilizé (Al) y (A2) y en la segunda igualdad
aplicamos el teorema de Fubini-Tonelli, aunque no es inmediato comprobar que esto
tltimo efectivamente es posible. Para ello definamos los coeficientes ¢; := _,_ i A209
Por (A3), ¢; > A, para todo j € Z y luego
Go= > A2 =1 (g + M) < F g+ ) = a5
1<j+1
es decir que la sucesion {g;} es decreciente. Como ¢; = > A ;27™, por (Al) se
tiene que lim;_, ., ¢; = 1 y por (A2) obtenemos que lim;_, ., ¢; = 0. Luego,
J
Y (@ —gie) = Mm D (g5 — i) = Jm (- = gyen) = 1.

- J—=+o0o
JEZL j=—J

Notemos ademds que 0 < ¢; — A; =2 (g; — 5 (¢; + A;)) = 2(gj — gj+1). Por lo tanto

DI = A =D A — A

JEZ JEZ
<Y N = gl + D Mg — gl + Y lgg — A
JEL jez JEZ
=2 Z (gj+1 — @ja) + Z (95 — gj+1) +2 Z (9 — gj+1)
JET JEL JEZ
— 5’
lo cual comprueba que vale Fubini. O

La representacién de un nicleo K € % dada en el item (2) del Lema 3.4 expone los
valores que toma K en los conjuntos de nivel respecto a la distancia didadica. En cambio,
en el inciso (8) el nicleo es representado a través de los coeficientes que registran las
diferencias entre los valores que toma K en niveles diddicos consecutivos, ponderadas
(normalizadas) de acuerdo al tamano del nivel respectivo. Por tltimo, la representacién
del punto (/) estda dada, como veremos mas adelante, a través de los autovalores del ope-
rador integral determinado por el nicleo K respecto al sistema de Haar .77. El siguiente
lema ensena otra representacion ttil de los nticleos de £ por medio del sistema de Haar

J€ y las sucesiones {A;: j € Z}.
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LEMA 3.5. Sea K € & determinado por una sucesion Ny, = {\;: j € Z} que verifique
las condiciones (A1), (A2) y (A3). Entonces, para x # vy,

(14) K(z,y) =Y Ajmh(x)h(y).

DEMOSTRACION. Sean z,y € RT, x # y. Entonces 6(z,y) = 277 para algtin j € Z. Es
decir, existe un intervalo I € 9; con hijos I, I, € 9,41 tal que x € I, e y € I,,. Notemos
que el producto h(x)h(y) serd distinto de cero cuando ambos términos no se anulen, lo
cual ocurre s6lo en las wavelets h con soporte en intervalos diddicos que contengan a I,
es decir, en {I,, € Z;_,,: I C I,,,, m > 0}. Observemos ademas que, para m > 0y hy,
la wavelet soportada en I,,, se tiene que h,,(z)h,(y) = 29~™, y para m = 0 se tiene que

ho(x)ho(y) = —27. Luego,

Y Nwh@h(y) =Y Ajemhin(@)hin(y)

heAt m2=0

m>0

I>—j

donde en la pentltima igualdad se utilizo la formula de transformacion que vincula a la

sucesién {A;} con la sucesién {k;}, expuesta en el lema anterior. O

A continuacién, se prueban algunas estimaciones para los coeficientes de las represen-
taciones de los ntcleos de # . Utilizaremos la notacién o™ y o~ para las partes positiva

y negativa de la sucesién « respectivamente, es decir, en términos de las componentes se

define

aj; sia; =0 _
o, = s Oé] fd
0 sino 0 sino

—a; sia; <0

PROPOSICION 3.6.

(]) ZjeZ O‘;—
(2) ZjeZ a;

2;
1;

NN
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(3) sup A; =1;
jEL

(4) fnfA;>—1.

DEMOSTRACION. (1) y (2) son consecuencia de (13) y de la condicién (a3) en el
Lema 3.4.

Veamos (3). Por el Lema 3.4.(4), {A;} € ¢ y pueden darse dos casos: o bien el 1
es una asintota superior, con lo cual se cumple la propiedad, o {A;} alcanza un valor
maximo mayor o igual a 1. Si se da este ultimo caso, sea j, € Z un indice cualquiera

donde ocurre el méximo, y supongamos Aj, > 1. Entonces, como A, > A; para todo

leZ,

DAY A2 = A20,

1<jo 1<jo

Dado que de la condicién (A3) resulta la desigualdad opuesta, se tiene entonces que
D A2 = A20
1<jo

En consecuencia, debe ser A, = A; para todo [ < jo, pero esto contradice (Al).

Finalmente, para probar (4) supongamos existe jo € Z tal que A(jo) < —1. Entonces,
por (A3),

Ajo1 < Z 2!~ Ut A,

[<jo+1

=2 (Ajo +) 21—1'0/\1)

1<jo

< 2_1 (Ajo + 1) )

donde en la ultima desigualdad se usé el item (3) anterior. Inductivamente, si ky € Ny

Njorr <271 (A, + 1) para todo 1 < k < ky, entonces

Mg < 30 2oty

1<jo+ko+1
Jo+ko
o (S gen)
I=jo I<jo

ko
— 9 ko1 <Z 2N+ Ajy+ Y 2"j0Al>
=1

1<jo
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ko
<2—%-1<§32F10w0+1»+A%-+§szm)

=1 1<jo

=2 R0l (2% — 1) (Aj, + 1) + Aj, +1)

=21 (Ay, +1).

Por lo tanto, Aj, 1 < 271 (A, + 1) < 0 para todo k € N. Pero esto contradice la propiedad
(A2). O

EJEMPLO 6. Un caso donde se alcanzan los valores extremos precisados en la propo-
sicion anterior es el de los nicleos determinados por un perfil que sea la funciéon carac-
terfstica normalizada de un intervalo de la forma [277,27/*1) para J € Z. Precisamente,
sea K (x,y) = 27 X p-0 5001y (0(2,)) = 27X g0y (2, ). Asi, las sucesiones de coefi-

cientes que representan al nicleo K estan dadas por k; = 2J+15;J, a; = 2537 — 5].J+1

A

J

y
= X(—co.) () — 63’, donde 5; denota la delta de Kronecker.

De manera mas general, puede demostrarse la siguiente propiedad para nicleos diadi-

cos integrables.

PROPOSICION 3.7. Sea K un nicleo definido a través de una lista de coeficientes {c;}
como en el item (3) del Lema 3.4, pero que no necesariamente satisface la condicion (a3).

Entonces, ZKJ. of > ZZK]. o, para todo j € Z.

3.3. Operadores markovianos diadicos. Analisis espectral

Comenzamos esta seccion estudiando la buena definicién en los espacios de Lebesgue

de los operadores inducidos por nicleos de Markov diadicos.

DEFINICION 3.1. Se define el operador integral T' asociado a un ntcleo K € ¥ por

su accién sobre funciones medibles [ : RT™ — R a través de la férmula

(15) Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy,

R+

siempre que la integral esté bien definida en casi todo x € R*.

Escribiendo a la funcion medible f como la suma de sus partes positiva y negati-

va, f = f* — f~, por definicion T'f(z) = [ K(z,y)f(y)dy = [pi K(z,9)f*(y)dy —
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Jor K(z,9)f~(y)dy = T f*(x) =T f~(x), con lo cual T'f estard bien definido siempre que
Tf* y Tf~ no sean simultdneamente infinitas en casi todo punto, admitiendo asi que

tome valores en la recta extendida.

LEMA 3.8. Sea K € %, T el operador integral asociado y f : RT — R una funcidén

medible. Si T f estd bien definido en casi todo punto entonces es medible en R .

DEMOSTRACION. Si f es medible en R entonces la funcién K(z,y)f(y) es medible
en RT x RT, puesto que el nicleo K(x,y) lo es. Asi también, para cada x € RT fijo,
K(x,y)f(y) es medible en R™ como funcién de y.

Para f medible no negativa se tiene entonces que K(z,y)f(y) es una funcién no
negativa y medible en R™ para cada z € R* fijo, y por lo tanto T'f estd bien definida
en todo punto. Luego, por el Teorema A.3 de Tonelli, T'f es medible en R™. Entonces
para toda funcién medible f = f* — f~ se tiene que Tf* y Tf~ son medibles. En
consecuencia, si f es una funcién medible y T'f estd bien definido, es decir, si la expresion
Tf=Tf*—Tf tiene sentido en casi todo punto, se sigue que T'f es medible en R por

ser suma de funciones medibles. O

LEMA 3.9. Sea K € ', T el operador integral asociado y f € LP(RT), 1 < p < o0.

Entonces

1. Tf es finito en todo punto de Lebesque de f;

2 A1, < 1171,

3. si f >0 entonces Tf es semicontinua inferiormente respecto a o;

4. st f =20 entonces T'f es “casi” semicontinua inferiormente respecto a la distancia
euclidea d. Fs decir, para todo A > 0 existen conjuntos G d-abierto y Zx C D
(de medida cero) tal que {x: Tf(x) > A} = G, U Z,.

DEMOSTRACION. (1.) Sea f > 0. Por el Teorema A.1 de Convergencia Monétona,

K(z,y)f(y)dy = Z’%/ f(y) dy

R+ jez 8(z,y)=27

para todo x € RT.
Sea z un punto de Lebesgue de f, x € Z(f) (Apéndice, Definiciéon A.1). Entonces

1
{y: 6(z,y) = 27} /6(%?/):2]_ [f(y) — f(z)| dy
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| B(z,2)] 1
~ Hy: o(z,y) = 2} |B(,27)| Jpa2)

1
— — d
=B 2] Sy T TN

— 0.

J——00

[f(y) — f2)|dy

Luego, existe jo € Z tal que para todo 7 < jp,

1

271

fly)dy < f(z)+ 1,

3(w,y)=27
y por lo tanto

Fw)dy+ Sk / f(y) dy

i>40 3(z,y)=27

K(z.y)f(y)dy =" k‘j/

R+ J<Jo S(zyy)=2

<U@+OX Bk [ fwdy
i<io i>jo 7 O@y)=Y
Dado que f € L? (1 < p < 400), por la desigualdad de Hélder (A.11) se tiene que, para
todo 5 > 7o,

j=1 _i=1 _do .
[ i < 2 0p, < 25, < 2 F ),
T,y)=2J

Reemplazando esto ltimo en la desigualdad anterior obtenemos que, para f > 0y
x e Z(f),
. . . _do
T()= | K@pf@dy < (@) +DY k27 + 3 k27277 |1l
R J<do 3>jo

< méx{f(:c)+1, 2% ||f||p}2k:j2j_1

JEZ

< +o00.

Si f e LP(RT), 1 < p < o0, es una funcién no necesariamente no negativa entonces
|f] € LP(RT) y luego T' | f| (x) < 400 para todo x € Z(f). La prueba se completa con la
observacién de que T'f(z) # oo siy s6lo si T'| f| (x) < +o0.

(2.) Sea f € LP(RT), 1 < p < oco. Aplicando la desigualdad de Holder en los puntos

donde T'f esta bien definida se tiene que

il < ([ seoiwla) = ([ Ken? ke isla)
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S(WK(xydy) (/ K(z,y)f(y )Ipdy)

_ / K@) F@)F dy.

Por lo tanto,

I = / T (@) de < / | K@
+ z€R+ JyeR+

-/ ( K(x,wdx) @) dy = 1117

Cuando p = 1 y cuando p = oo este resultado se sigue directamente dado que K es un
nicleo de Markov.

(3.) Sean, para N € N, los ntcleos

K(z,y) siK(z.y) <N,
KN(may) = N

N si K(x,y) >

V Ty f() = [or Kn(-,y)f(y)dy los operadores integrales asociados. Veamos que T, f
es Holder continua respecto a ¢, para toda f € LP(R'), 1 < p < oo, y para todo N € N.
En efecto, dados z,2’ € Rt y denotando por I(x,z’) al menor intervalo diddico que

contiene a x y ', como 0(x,y) = §(2’,y) para todo y fuera de I(x,z’), tenemos que

|TKNf('r) - TKNf<I,)‘ =

[ (n0) — Kl ) £ @)y
< / K () — Kx(@,9)| 1£()] dy
8(z,y)<o(z,x’)

< N/ y)| dy
:):m/)
’p’

1 /
= N|Ifll, |1(z,2")]""

(z,2")

= NI/l 6(z, 2')"7.

Obtuvimos entonces que Tk, f es Lipschitz de orden 1/p’ (continua Hélder) respecto a

0, lo cual implica la d-continuidad.
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Si f € L\(RY),
T f(2) — Tien (&) < N / y)| dy

y la expresién de la derecha tiende a cero cuando d(z, z) va a cero, por la absoluta con-
tinuidad de la integral. Esto es, Tk, f es uniformemente d-continua cuando f € L'(R"),
para todo N € N.

Notemos luego que, para f € LP(R'), 1 < p < o0, y no negativa se tiene que

= Jpr K@ o) f(w)dy = lim Jp, Kn(z,9)f(y)dy = ]svtgéfw Kn(z,y)f(y)dy en
casi todo z € RT. Por lo tanto, dado A eER,
{w: Tf(x) > A} = | J{: Tiey f(2) > A}
NeN
Por la d-continuidad de las Tk, f, los conjuntos en la unién son d-abiertos y en conse-
cuencia también lo es la union.

(4.) Recordemos que todo € RT tiene asociada una (tinica) sucesién de intervalos
diddicos Z, = {I}: j € Z} tal que {x} = (;; I}, con lo que Z, constituye un encaje de
intervalos. Notemos luego que para x fuera de D = {27: j € Z} U {0}, los extremos de
los intervalos de la sucesién Z, convergen por izquierda y derecha a x cuando j — 400
pero no toman nunca el valor z. Por lo tanto, para tales x, d(z,2') = |z —2'| — 0
implica 0(z,z’) — 0. En consecuencia, la d-continuidad de las Tk, f en RT\D implica
la d-continuidad en dicho conjunto. Luego, para todo A > 0 y N € N, el conjunto
{x € RT\D: Tk, f(z) > A} es d-abierto. Llamando Z{ al conjunto de los = € D tales
que Tk, f(x) > A, tenemos entonces que

{v: Tf(x) > A} = | {x e RN\D: T, f(2) > \yU ZY) .

NeN

Denominando Gy = |J {z € RT\D: Tk, f(x) > A}y Zy = |J Z¥, se sigue el resultado.
NeN NeN
Es posible obtener (4.) de una forma un tanto mas directa al comparar las topologias

determinadas por ambas métricas. En efecto, como todo conjunto d-abierto es unién de
d-bolas (que son intervalos en ) y cada intervalo diddico es la unién de un intervalo d-
abierto con uno de sus extremos (que es un punto de D) entonces cada conjunto J-abierto

es una uniéon de d-bolas junto con un subconjunto de D. 0
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Como consecuencia directa de los Lemas 3.8 y 3.9.(1), junto con el Teorema A.15 de

diferenciacion de Lebesgue, se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 3.10. Sea K € JZ y T el operador integral asociado. Entonces T f es
medible en RY para toda f € |J LP(RT).

1<p<oo

El proximo resultado sera fundamental en nuestro estudio, pues provee la representa-

cién espectral de los operadores con ntcleo en J# en términos del sistema de Haar.

TEOREMA 3.11. Sea K € J# y T el operador asociado. Entonces
Th = AMh)h

para toda h en F, con A(h) = Njiny = 3255 -

DEMOSTRACION. Sea K € # y T el operador integral asociado. Sean h € 7,
I = I(h) el intervalo diddico que soporta a h'y j = j(h) = j(I). Consideremos primero
el caso x € I', con I’ un hijo de I. Luego, siendo {Ial:} la sucesion de intervalos diadicos
encajados que contienen a x, se tiene que INIL = Isil < j, elINnI. =1L sil > j.
Notemos ademés que h es constante en I’, es decir, h(y) = h(x) para todo y € I', y que
[, h( ; h(y)dy = 0. Escribiendo al nicleo K en su representacién en diferencias ponderadas
(Lema 3.4.(3)), teniendo en cuenta (al) para intercambiar la integral y la sumatoria,

obtenemos que

Th(r) = K (z,y)h(y)dy

/R+ZCVZQX02 y(0(z, y))h(y)dy

IEZ

—ZO‘IQ/ X (0,2-1] L y))h(y)dy

lEZ

=> a2 / (y)dy

1
e NI

_Zaﬂl/ )dy

>j

—-j{:(n2 h {IZ

>j
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=h(z)) .

I>j

Por otro lado, si z ¢ I entonces K (x,y) es constante paray € I, y como [ 1 h =0 entonces

Th(x) =0 = h(z). O

Dado que los valores del espectro respecto al sistema de Haar relativos a un ntcleo de
& dependen solo de los niveles de las wavelets y estdn dados, precisamente, por la lista
{A; : j € Z} definida en el Lema 3.4, de aqui en adelante utilizaremos indistintamente
una de las notaciones \(#°), A(Z), Az o Az para referirnos a tal conjunto de autovalores.
Concluimos, en consecuencia, que el espectro respecto al sistema de Haar del operador
integral determinado por un nicleo en J# caracteriza completamente al nicleo, en la

forma indicada en el item (4) del Lema 3.4.



Capitulo 4

Estabilidad de Ntcleos de Markov didadicos en Rt

En el Capitulo 2 hemos considerado el concepto de estabilidad de distribuciones con
colas pesadas que, en cierto sentido, resulta un sustituto natural de la varianza en procesos
poco localizados. El propdsito de este capitulo es explorar el concepto de estabilidad para
los nicleos introducidos en el Capitulo 3, que jugara un papel clave en nuestros resultados.
Por otra parte, se definen las operaciones de iteracién y molificacién diadica y se estudian
sus propiedades fundamentales. En particular, se observa la invariancia de la estabilidad

bajo la accién de estas operaciones.

4.1. Estabilidad

Dado s > 0, diremos que un ntcleo K € J# es s-estable si existe un niimero real
positivo o tal que

(16> 5(1’, y)lJrSK(x? y) . 0
(z,y)—+oo

El valor s se denomina indice de estabilidad y el valor o es el parametro de s-estabilidad
(o pardmetro de estabilidad a secas). Denotamos % a la clase de los nicleos de £ que
son s-estables, y £ *(0) a la subclase de niicleos de J#° cuyo pardmetro de estabilidad
es o.

Observemos que, ain para nicleos de Markov no diadicos, la condicién de s-estabilidad
diddica postula una estabilidad asintética.

El siguiente resultado describe la estabilidad desde las tres perspectivas que tenemos

para los nicleos markovianos diadicos.

LEMA 4.1. Sea K € #, s >0 y o > 0. Fquivalen

(a) K es s-estable con pardmetro o,
(b) k;20+5)0 —— o
J—+o0

(c) 29a_; —— (1 —270+%))g,
J—+0o0
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(d) 259 (1 — A\(—7)) T (;:: : ;) 7

DEMOSTRACION. Escribiendo K = o4, la s-estabilidad se expresa por 1ims (2 0)—s 400
§(z,y) 5 p(0(z,y)) = o, 0 equivalentemente, lim;_, ;. (27)$p(27) = o, dado que 0 toma
valores en {27: j € Z} U {0}. Esto es, (a) < (b).

Mediante la aplicacion de las férmulas de transformacion entre las distintas repre-
sentaciones de los nicleos, dadas en el Lema 3.4, veremos a continuacién que (d) =

() = (b) = (d).

= (d) = (¢
Como o = A(j — 1) — A(j), entonces

2ia_; =29 (\(—j — 1) = A=)

=29(1 = A(—j)) — 27°2°0FD) (1 = X\ (=(j + 1))

y, tomando limite,

' 1+s _ 9—(1+s)
- 02 () o (210,

Jj—+oo

= (0) = (b)
Sea ¢ > 0. Por (c), existe J entero tal que para todo j > J se tiene que

29a_; € (1—2"0)0 —¢, (1 —270F9))g +€). Luego, si j > J,

/{Zj = Z 271&71

12j

_ Z 27(1+s)l23l0671

1>j

g ((1 - 27(14*8))0. 4 E) Z 2*(14’8)[

1>j

1 .
_ _ o—(1+s) - —(1+s)j
=(1-2 )o +€) (1_2_(1+S))2 .

€
1 — 92-(1+s)°
Por lo tanto, k;2(+97 — o cuando j — +oc.

= () = (d)

O sea, k;2079)7 < g 4¢€ con é= De igual manera, k20757 > g —¢.



4.1 Definiciones y equivalencias 5}

Por las férmulas de transformacion,
L=AG) =) o= 27 (ko — kipa).
1< 1<)
Luego,

27(1 = A(=4)) = > _ 2" (ky — k)

1zj

— Z 2s(j—l) (2(1+5)lkl - 2_(1+S)2(1+8)(l+1)kl+1) .

1zj

Por (b), el paréntesis en la suma converge a (1 — 2_(1+5)) o cuando 7,y con ¢l

[, tiende a +o0. De aqui que

lin 290 - A=) = (5 ) (1= 209) g = 222, - 201
Jj—+oo ‘] 1—2_5 25_1 21+S_2 .

g

Observemos que si traducimos la condicién de s-estabilidad a un perfil ¢ de variable
continua, tendriamos que lim,_, o 2'**¢(z) = o, es decir, ¢(z) serfa del orden de x~0+*)
en +o00. En nuestro caso el correlato, dado por el item (b) anterior, es que k; tenga un
comportamiento del orden de 277+ cuando j — 400, lo cual se explica por el hecho
de que k; registra el valor que toma el nicleo K en pares de puntos que se encuentran a
d-distancia 27.

Una descripcién mas completa de la estabilidad y del comportamiento general de las

colas de los ntcleos en £ puede darse al definir los conceptos de sub y supra estabilidad.
DEFINICION 4.1. Diremos que un nicleo K € .# es sub-s-estable si

(17) lim  §(z,y) K (z,y) =0,

5(z,y) 400

y que es supra-s-estable si

(18) lim  0(z,y)' " K (z,y) = +oo.
d(x,y)—+o0

Con la notacién o-chica, la condicién de sub-s-estabilidad se expresa K € o(d~0+9)
cuando § — +o00. Los resultados del Lema anterior se obtienen de igual manera para

estos casos.
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LEMA 4.2. Sea K € % y s > 0. Entonces K es sub(supra)-s-estable si y solo si se

dd alguna de las siguientes condiciones

(a) kj2(1 $)i — 0 (400);
. J—+oo
(b) 28]()4,]' —>' 0 (—H)O),'
J—+0o0

(¢) 27(1 = M) i 0 (o).

Observemos que si un ntcleo es sub-s-estable para algin s > 0 entonces es sub-
s-estable para todo § < s. De igual manera, si un ntcleo es supra-s-estable entonces
también lo es para todo § > s. Ademas, un nicleo s-estable resulta sub-s-estable para
todo s < s y supra-s-estable para todo 5 > s.

Dado que la condicién de Markov determina que Y., ;21 = 1 entonces podemos

JET
considerar que todo nucleo en % es “sub-0O-estable”. Luego, podemos dotar a los ntcleos

de £ de un tipo de orden de estabilidad dado por las siguientes definiciones.

DEFINICION 4.2. Sea K € J# . Siel conjunto {s > 0: K es sub-s-estable} estd acotado

superiormente, se define el orden de estabilidad inferior de K por
Se = 8+(K) =sup{s > 0: K es sub-s-estable} .

En caso contrario se define s, = +00.

Si un ntcleo es s-estable (s > 0) entonces s, = s. Por otro lado, todo nicleo de &
de soporte compacto es sub-s-estable para todo s > 0, es decir, s, = +00 en este caso.

También puede darse el caso s, = 0, como muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7. Sea K el nicleo determinado por la sucesién k; = 2_jj%XN(j), para una
constante a > 0 adecuada de manera que se verifique la propiedad de Markov. Para todo

s > 0 tenemos entonces que lim; o, k;207%)7 = 400, con lo cual s,(K) = 0.

DEFINICION 4.3. Para aquellos niicleos de # que son supra-s-estables para algin

s > 0, se define el orden de estabilidad superior dado por
" =s"(K) =1inf{s > 0: K es supra-s-estable}.

En otro caso definimos s* = 4-o00.
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Claramente, para todo nicleo K se verifica que s,(K) < s*(K). Cuando se da la
igualdad entonces definimos a este valor como el orden de estabilidad de K. Si un ntcleo
K € & es s-estable (de acuerdo a la definicién (16)), entonces K tiene orden de esta-
bilidad s. Sin embargo, el valor del orden de estabilidad de un nicleo no nos dice nada

sobre su estabilidad en ese punto, como ilustran los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 8. Sea K determinado por la sucesion k; = a27% 52 (j), para § € R y una
constante a = a(f) > 0 adecuada de manera que se verifique la propiedad de Markov.
Entonces s.(K) = s*(K) = 1 para cualquier valor de 6; sin embargo, K es l-estable

cuando 0 = 0, es sub-1-estable cuando § = —1 y es supra-1-estable cuando 6 = 1.

EJEMPLO 9. Elnticleo K determinado por la sucesion k; = a2727 X o (5) 4027 X on_1 (),
para constantes positivas a y b distintas elegidas de manera que se verifique la propiedad
de Markov, tiene orden de estabilidad 1. Pero K no es l-estable ya que el parametro de
estabilidad es indefinido (u oscilante), debido a que el limite de £;2% cuando j — +oo es

a si miramos la sucesion de j pares y es igual a b cuando recorremos los 7 impares.

Cuando s,(K) < s*(K) no existe un orden de estabilidad determinado, sin embargo
cuando ambos valores son finitos puede entenderse al intervalo [s,(K), s*(K)] como el
orden de estabilidad, ya que el nicleo K tendra un comportamiento oscilante entre las

potencias 6~ (15" y §=(+52) ]ejos de la diagonal.

4.2. Composicion de nicleos de Markov

Sean K, y K5 nucleos en . Se denota y define la composicion entre K; y K, por
(19) (Kl*K2)<way) = Kl(xvz)KQ(Zay)dZ
R+
En lo que sigue, asociamos a cada nicleo K € J¢ las sucesiones {k;}, {a;} v {\;}
provistas por el Lema 3.4. Cuando utilicemos notacién de sub- o super- indices para
nucleos en . escribiremos las sucesiones asociadas con los mismos superindices; por

cjemplo, a K; € J asociamos {k}, {af} y {Ni}.

LEMA 4.3.
(a) Sean K, y Ky € . Entonces el nicleo K3 = Ky x Ky estd bien definido y

pertenece a la clase ', con o = ajaf + ajA; + a2 X} para todo j € Z;
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(b) (A, %) es un semigrupo conmutativo;

(¢) A3 = XJA3 para todo j € Z.

DEMOSTRACION. Dado que K; y K5 son medibles y no negativos entonces K estd bien

definido y es no negativo. Por Tonelli, tenemos ademas que

Ks(x,y) dy:/ ( . Ki(x, 2)Ky(z,y) dz) dy

R+ R+

- Kl(x,z)( K2(z,y)dy>dz

R+ R+

= Ki(z,z)dz
R+

=1

para todo x € RT. Veamos luego que K3 es diddico y su representacion a través de los
coeficientes {oz;?}. Escribiendo a los nicleos K7 y K5 en su representacion a través de los

coeficientes {ozjl»} y {ajz}, tenemos que

Ks(x,y) = - Ki(z,2)Ky(z,y)dz
- /R+ <Z O‘Jl2jX(0,2j](5($az))> (Z OCZQQIX(OQz]@(Z,y))) dz

= [ 303 ot X B DXz 300

JET IEL
En este punto usaremos el teorema de Fubini para intercambiar las sumatorias con la
integral. Para ver que esto es posible, tomemos 2,y € Rt ysea I = I 2o, el menor intervalo
diddico que contiene a x y a y, es decir §(z,y) = ‘I§0y| = 2779 Notemos que dado j € Z

se tiene que X 44 (0(2, 2)) = X 3(2), donde I] = [Z(m) es el tnico intervalo diddico de

nivel j que contiene a x, con lo cual |IJ| = 277. Ademds, dado que I N [0t = ()

entonces I, NI} = () si j > jo y | > jo. Luego, por el teorema de Tonelli,

/R+ Z Z ’Oéjll }Ozﬂ QjHX(O,Q*J'](d(xa Z))X(()’Q—l}(é(z, y)) dz =

JEZ lex

=22 _laj] [od] 2 / X210 2)X02-1(0(2 ) d

jez 1€z
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29

=2_laj[2 ) [a?|2' [N

JEZ leZ
1| oJ 2| ol l 1| oJ ‘ 2‘ l| j’
<D log 2 [af[ 2]+ Y fag| 27D Jaf| 2|22
J<Jo lEZL i>jo 1<jo
<20 ag[ Y laf| + ) lag] D [ai| 2"
Jj<Jjo lez J>jo 1<jo
__9J0 1 2
=203 aj| Y |of|
JEL leZ
< Q.

Aplicando entonces el teorema de Fubini a la expresién de Kj(x,y), observando que
O si j>joy 1> jo
LNL=9q I si 1<)y 1<jo

obtenemos

=SS a2 [ Xaa (6o )X 00 000 4

JEL I€T
_ 1 20§+ |75 ~ 7!
= E E a;0q2 ‘Irﬁfy‘
JET I€T
_ 1 205+l |7j 1265+ | 7l
= E g ;o2 ‘]I|+ E E a;a;2 ’Iy|
I<jo j=l J<jo I>j
= E E ozlloz??—l— E E ozjl-oz?2j
J<jo 1=2j J<jo 1>j
_ il 2 1 1 2
—E 2 (ozjg ozl+ozj§ al>
J<Jo Iz I>j
=Y 2 (XA + o) + )
J<Jo
— 39J
= E ;2" X 0,2-57(0(2,9)),
JEZ

lo cual completa la prueba del item (a).
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Considerando K; y K5 como ntcleos de los operadores integrales T y 715, entonces

K3 sera el nucleo de la composicion 17 o Ts. En efecto, dado h € 7 tenemos que

Tihta) = | Kalophndy= [ [ Kile o dht) dy
Rt R+
= Ki(x,2)Toh(z)dz
R+
= A Ajmh()-

Con esto queda demostrado el item (¢), del cual obtenemos como consecuencia las pro-

piedades asociativa y conmutativa de la composicién en £ y se concluye la demostracion

del item (b). O

LEMA 4.4. (J£* %) es un semigrupo conmutativo, para todo s > 0. Mds ain, si

Ky € 7°(01) y Ky € H*(09) entonces (K x Ky) € H°(01 + 02).

DEMOSTRACION. Por el Lema anterior, sélo debemos probar que se cumple la ley de
composicién interna. Sean Ky € £ %(01) y Ky € J%(02), es decir, lim;_, o QSjo/_j =

(1—-270+))g; parai = 1,2. Si K3 = Kj % K5, por el lema anterior tenemos que o ;2% =

al;0? ;29 4 ol ;29X + a2 29\, Como limj 00’ ; = 0y limj, 4o A" ; = 1 para
1= 1,2, entonces

1im o 29 = (1 —270%9)) (o) + o).

J—+00
Es decir, (K; * Ky) € (01 + 03). O

Dicho coloquialmente, al componer dos nticleos con el mismo indice de estabilidad
éste se preserva y el parametro resultante es la suma de los previos. Si, en cambio, se
componen dos ntcleos con distinto indice de estabilidad, por un argumento similar al
de la demostracién anterior obtenemos que subsiste el menor de ellos con su respectivo

parametro de estabilidad.
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DEFINICION 4.4. Llamamos iteracién a la composicién de un mismo nicleo un nime-
ro determinado de veces. Precisamente, dados K € J# y m € N, se denota K™ a la

iteraciéon de K m-veces. Es decir, K' = K, K? = K* K, K3=K+«Kx* K, ...

COROLARIO 4.5. Sean K € # y m € N. Entonces los autovalores correspondientes
al niicleo K™ estdn dados por AJ* = (\;)™ y sus coeficientes por o' = (v + ;)™ — (A))™,
para todo j € Z. Ademds, si K € #°(0) entonces K™ € J°(mo).

4.3. Molificacién diadica de niicleos de Markov

Para introducir el concepto de molificacion diadica, recordemos que en el caso euclideo
R™ una dilatacion o contraccion de un vector aleatorio se traduce en la molificacion de
su funcion de densidad, es decir, si el vector aleatorio X se distribuye con una funciéon
de densidad g(x) entonces, para ¢ > 0, el vector aleatorio ¢X tiene funcién de densidad
dada por ¢ "g(c™'z). Se llama a esta tltima la molificacién con pardmetro ¢ de la funcién
g. En el caso que nos ocupa se aplica el mismo principio a los nicleos de Markov diadi-
cos, tomando pardmetros de molificacién diddicos (potencias de dos) para que el nicleo

resultante continte siendo diadico.

DEFINICION 4.5. Sean K € ¥ e i € Z. Se denota y define la molificacién de K con

factor o pardmetro 2° por
(20) Ki(a,y) = 9 K(2'5, 7).

Notemos que al escribir al nicleo como funcién de la distancia diddica, en la forma
K = ¢ o, la operacién definida se corresponde a la molificaciéon en R del perfil ¢ con
pardmetro 2, es decir, K;(z,y) = 2'p(2'5(x,y)). Usamos subindices para la molificacién,

ya que hemos utilizado supraindices para la iteracion.

LEMA 4.6.

(a) La molificacion es cerrada en A y en H*;

(b) si K € (o) entonces K; € (27 %0).

DEMOSTRACION. Sean K € # e i € Z. Dado que K;(z,y) = 2'K(2'z,2%y) =
2ip(6(2'r, 2'y)) = 2'p(2°6(x, y)) el micleo K; es diddico y toma valores no negativos. Tam-
bién, para todo z € R, [, K;(z,y)dy = [p, 2'K(2'z,2'y) dy = [p, K(2'z,2)dz = 1,
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ya que K es un nicleo de Markov. Por lo tanto, K; € J#. Ademas, si {kj}jez son los
coeficientes correspondientes a la representaciéon diddica de K, de la férmula K;(x,y) =
2K (2'x,2'y) = ZjeZ QiijL(gj)(zil’? 2'y) = EjeZ QiijL(%i)(x, y) = ZjeZ 2ikj+iXL(2j)($a y),
obtenemos que los coeficientes {ki,j}jez correspondientes a K; estdn dados por k;; =
2'k;,; para todo j € Z y para cada i € Z. Aplicando las férmulas de transformacion
obtenemos asimismo que «; j = oj_; ¥ A j = Aj_;.

Sis>0,0>0y K € .#%0), entonces k;2(1*7 — o. Por lo tanto, k; ;20757 =

j—+o0

2ikfj+i2(1+s)j == Q*iskj+i2(1+s)(j+i) - s 272‘30_. 0
J—+oo

4.4. TIteracion, molificacion y estabilidad

Manteniendo la analogia con los teoremas del limite central clasicos, buscamos la
definicién de procesos de composicién iterada (iteracién) y molificacién de nucleos en
% de manera que la expansion del parametro de estabilidad producida por la iteracién
sea compensada por la contraccién que produce la molificacion. Esto se puede lograr en
el caso que s € Q7.

Sean u, v € N. Se define el proceso P, de iteracién y molificacién diddica, como aquel

que aplicado a un ntcleo K € % devuelve la sucesion de nicleos
(21) PA(K) = { PAK, ) = K"+ i € N,

que tiene por i-ésimo elemento al nicleo K molificado con pardmetro 2% e iterado 2%
veces. Dado que las operaciones de iteracion y molificacién conmutan, puede verse a
P"(K) de manera recursiva como la sucesién iniciada en K y en la que cada elemento
resulta de iterar 2" veces al nicleo anterior y luego molificarlo con pardmetro 2°.

Sean s € Q" y u,v € N tales que * = s. Si K € J#*(0) entonces, por el Corolario 4.5
y el Lema 4.6, K,; € #*(27"0) = A *(27%0) y PY(K,i) = ng” € A F(2U(27%g)) =
A %(0) para todo ¢ € N. Es decir, los procesos P conservan el indice y el pardmetro de

estabilidad cuando se aplican a nicleos en J£°, para s = =. En vista de esto, definimos

las clases de procesos s-estables (aquellos que conservan el parametro de estabilidad)

(22) P*={P'uveNss="1}.
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Del Corolario 4.5 y el Lema 4.6 se obtiene ademas la férmula para el espectro, respecto
al sistema de Haar, de los nicleos en las sucesiones obtenidas por procesos de iteracién y

molificacion diadica en términos del espectro de los ntcleos iniciales.

LEMA 4.7. Sean u,v € N y sea K € & con espectro \(Z). Para cada i € N, el nicleo
KO = PY(K,i) = KZ" tiene por espectro a {\9(j) = X\2"(j —vi): j € Z}.

En adelante, continuando con la notacién del lema, denotaremos por {K @4 e N}
a la sucesion de nicleos obtenida por un proceso P aplicado a un nticleo K € ¢,
siempre que se sobreentienda cual es el proceso aplicado. A las sucesiones de coeficientes
correspondientes a cada nicleo K@, dadas en el Lema 3.4, las denotaremos por {k:j(-i)},

{ozg-i)} y {Agi)} (también nos referiremos a esta tltima por {A\@(5)}).






Capitulo 5

Teorema de la alternativa y el limite central

En este capitulo se expone uno de los resultados principales de nuestro analisis. Como
en el caso clasico, el espectro de la sucesiéon de operadores, ahora respecto al sistema
de Haar, nos proporciona informacion esencial sobre el comportamiento limite. Veremos
que los procesos de iteracién y molificacién aplicados a niicleos de Markov diddicos dan
lugar a solo tres alternativas de convergencia espectral, que tendra como consecuencia la
convergencia en LP de la sucesion de operadores asociados. Estas alternativas se traducen
luego en aproximaciones de la identidad, limites centrales y procesos disipativos. Més atn,
veremos que la relacién entre los indices de estabilidad de los procesos y de los nicleos
iniciales determinan tales opciones de convergencia. Analizamos seguidamente el caso del
limite central, donde los atractores son las soluciones de las ecuaciones de difusién frac-
cionaria diddica en R*, de igual manera que los teoremas del limite central cldsicos tienen
como limite al nicleo del calor de Weierstrass o, en general, a las distribuciones simétricas

a-estables. De las aproximaciones de la identidad nos ocuparemos en el Capitulo 6.

5.1. Los posibles limites del espectro

Con el objeto de proporcionar un desarrollo progresivo, e intuitivo, de la teoria, co-
menzaremos realizando nuestro analisis sobre el caso mas simple dado por el proceso
“estandar” P!, definido segin (21), seguido del resultado para P,, para finalmente pre-
sentar los resultados correspondientes a los procesos generales P}, con u,v € N.

Sean K € J# y A(Z) los autovalores asociados a K con respecto al sistema de Haar, y
consideremos la sucesién P! (K) = { KW = P}(K,i) = K?: i € N}. Segiin el Lema 4.7,
para cada i € N el niicleo K@ tiene autovalores A (j) = A2 (j — ). Nos interesa estudiar
el comportamiento limite cuando ¢ crece, para cada j fijo. Para esto comencemos viendo el
caso en que el perfil ¢ correspondiente a K tiene soporte compacto (0, equivalentemente,

acotado).
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LEMA 5.1. Sea K = p o un nicleo de Markov didadico. El perfil ¢ tiene soporte
compacto si y solo si existe jo € Z tal que A\(jo) = 1. En tal caso, lim;_,, )\(i)(j) =1

para todo j € 7.

DEMOSTRACION. Dado que p(27) = k;, el perfil ¢ tiene soporte compacto si y sélo
si existe jo € Z tal que k; = 0 para todo j > jo. En este caso, a; =277 (k_; — k_j41) =0
para todo j < —jo ¥, en consecuencia, 1 =73, . a;+ >, a; = A(—jo), en vista de
las formulas de transformacién dadas en el Lema 3.4. La reciproca se obtiene de manera
similar.

Supongamos, entonces, que A(jo) = 1 para jy € Z. Por la propiedad de los autovalores
(A3) del Lema 3.4.(4) y la Proposicién 3.6.(3), se tienen las desigualdades

DOAD2 <D 2t =20 = A)20 < Y A(1)2-

1<jo 1<jo I<jo

Esto es, -, A(1)2" = 27°. Utilizando nuevamente la Proposicién 3.6.(3), debe ser A(I) =
1 para todo | < jo. Por lo tanto, para j entero e i > j — jgy se tiene que A\(j —i) = 1y, en
consecuencia,

ltm AO(j) = lim \¥(j —i) = 1.

i——400 i——400

g

Es decir, en este caso el limite espectral es constantemente 1. Por otro lado, cuando el
perfil correspondiente al niicleo K tiene soporte no acotado podemos escribir su espectro

en una forma adecuada para estudiar el limite, dada por la expresién
(23) Aj)=1-27V

para todo j € Z, donde v : Z — R verifica

1 ) — 400 cuando j — —o0;

(v1) 7() J ,

(72) v(5) — 0 cuando j — +o0;

(v3) S 277U-k=k < 2770) para todo j € Z.
k=1

Estas condiciones se corresponden una a una con (Al), (A2) y (A3) en el Lema 3.4.(4).
Entonces, para j € Z e © € N, se tiene que

(i)t
9t 97(i—1)

A =2 —i) = (1=27079)" = (127707
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! cuando i — +o0, la

Dado que el limite de la anterior expresion entre corchetes es e~
existencia del limite de A (j ) cuando i — +o00 resulta equivalente a que exista el limite
de i—~v(j—1) cuando i — +o0, y como lim; o i—y(j—i) = j—lm; 0o j—i+7(j—1) =

Jj—1lm;, i+ (i), pueden darse los siguientes casos:

lim i+ (i) =< +oo,
1——00
ceR.

Si ocurre el primer caso, resulta lim; , 7 — y(j — i) = 400 para todo j € Z vy, por lo
tanto, AV (j) — 0 cuando i — +oo para todo j € Z. Si se d4 el segundo caso entonces
1m0t — Y(j — 1) = —00 y lim;_ 100 A (j) = 1, para todo j € Z. Finalmente, en el
tercer caso se tiene que lim; , 7 —v(j — 1) = j — ¢ para cada entero j y luego
i A0G) = e e
para todo j € Z, con v = 27¢ € R™.
Podemos resumir los resultados anteriores en el siguiente Teorema de Alternativa

para P}.

TEOREMA 5.2. Sea K € & con espectro \(F) respecto al sistema de Haar y con-
sideremos la sucesion {K(i): 1€ N} = PYK). Si existe 1im;_, o A% (ho) para alguna
ho € H entonces existe 'h'gl MD(h) =: A\o(h) para toda h € H y ocurre uno de los

1—>+00

siguientes casos:
(A) A\c =0
(B) A =1
(C) Aso(h) = "™ para toda h € A, para algin v € RT.

Observemos que el caso del item (C') es el tnico en que el nicleo limite conserva la
clase #. Como vimos en la demostracion que precede al teorema, esta ley central ocurre
si y sélo si existe ¢ € R tal que lim; , 7 + (i) = ¢. Esta condicién en la funcién ~
equivale a que 277(1 — \(j)) = 27U*0) — v > 0 cuando j — —oo que, por el Lema 4.1,
es una condicién de estabilidad del niicleo. Tenemos entonces que ocurre el caso (C) siy
solo si K es l-estable con pardmetro 3v. La condicién para los ftems (A) y (B) es la que

se contempla en el Lema 4.2. Resumimos estos resultados en el siguiente teorema.
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TEOREMA 5.3. Sea P} (K) = {K": i € N} la sucesion de nicleos determinada por

el proceso P} € 22" y un nicleo K € # . Entonces

(i) K es supra-1-estable si y solo si A\ (j) P 0 para todo j € Z;
1—>+00
(i) K es sub-1-estable si y solo si \(j) —— 1 para todo j € Z;

1——+00

(111) K es 1-estable con pardmetro o = %V si y sdlo si lim 00 NO () = ¥ para

todo j € Z.

Veremos en las secciones siguientes y en el proximo capitulo que las alternativas
de convergencia espectral determinan los eventos antes mencionados: el caso (A) es un
proceso de dispersién o disipativo, (B) constituye una aproximacién a la identidad y (C)
un teorema del limite central.

A continuacién enunciamos el teorema de alternativa para el proceso P}, correspon-
diente al caso s = 1/2, como muestra de las complicaciones que surgen para procesos
fraccionarios. Consideramos aquf la sucesién de niicleos { K(V: i € N} = P;(K) determi-
nada a partir de un nicleo K € %, cuyos autovalores asociados son A (j) = A%,(j) =

A(j — 2i)?.

TEOREMA 5.4 (Teorema de Alternativa, s = 1, P}). Sea K € A y A\(A) su espectro
respecto al sistema de Haar. Si existe ‘h/in A2:(h) para algin vector h = (hg, hy) € H>
1—+00
tal que j(ho) es par y j(hy) es impar, entonces existe ,h'frn A2.(h) = Ao(h) para toda
1—r+00

h € € y ocurre uno de los siguientes casos:

(A) Ao =0

(B) Ao =1

(C) Ao(h) = e~V para toda h € J, para algin 7 = (no,m) € (RY)? tal que
no < %Th ym < %7)0, con ¢(h) = j(h) mod 2.

Nuevamente, notemos que el caso (C) es el tinico en que el operador limite conserva
la clase ¢ .

Por dltimo, enunciamos los resultados correspondientes al caso mas general en este
contexto: s € Q1. No desarrollaremos aqui su demostracion, la misma puede hallarse en
ambientes algo mas generales en el Capitulo 7, Seccién 7.3. Para P! € &° y K € &

consideramos la sucesion de nicleos {K @:ieN } = PY(K), cuyos autovalores asociados
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estan dados por A (5) = X\¥"(j — iv). Utilizaremos la notacién Z, = {0,1,...,v — 1},
para v € N, y 6(h) = p(G()) = [J(W)}s = () mod v, para. h € .

TEOREMA 5.5 (Alternativa).

Sean u,v € N, s = % y K € X con espectro N(H). Si existe lim;_,oc AV (h) para
algiin vector h = (hg, hy, ..., hy_1) € 2" tal que ¢(h,,) = m para todo m € Z,, entonces
existe 1im;_,oo AV (h) = Ao (h) para toda h € S vy tienen lugar tres posibilidades

(A) Ao =0;

(B) Ao = 1;

(C) Aoo(h) = evom 2™ para toda h € S, donde v = (vo,1n,...,vp_1) € (RT) y

verifica la condicion sy Z;_:ll 2 Yo tm) < Vimg Para todo mg € Z,.

Antes de enunciar el teorema que relaciona la estabilidad y la convergencia en el caso
general, es preciso dar una definicién de estabilidad en sub-sucesiones y exponer un lema
que provee las equivalencias de esta definicién en términos de las distintas representaciones
del ntcleo. Diremos que un nicleo K € %, representado por medio de los coeficientes
{k;}jez, es s-estable en una subsucesién {k;, },,c; cuando lim k;, 2049)im = o > 0.
Notemos que la definicién se aplica cuando las sucesiones de indices {j,,} son tales que

Jm — 400 cuando m — 4o00. De igual manera se define la sub y supra s-estabilidad en

(sub)sucesiones.

LEMA 5.6. Sea K € 2. Equivalen

(a) Aliin 27 3m=)(1 — \(m — iv)) = v, > 0 para todo m € Z,, con vy, V1, ..., V1
1—+00
v—1
tales que ﬁ > 2m(1+5)y¢(mo+m) < Uy para todo mgy € Z,;
m=1
(b) Alifrn g in20 48 m+0) — 5 >0 para todo m € Z,, con & # 0. Es decir, K es
1—+00

s-estable en al menos una sucesion {kmﬂi}iez con m € Z,, y es sub-s-estable en
aquellas sucesiones donde no es estable.

En estas condiciones, para todo mg € Z, se tiene que

v—1

u+v
— 20T -2 Vit — 1 Z o)y
0 Qutv _ ] 0 Qutv — 9 — 0

25v+1 -1 9sv v—1 B
y Vmg = 9sv+l _ 9 Imo + osv+l _ | Z 2 O¢(mo+m) | -

=1
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TEOREMA 5.7 (Estabilidad y convergencia).
Sean u,v €N, s =2 y K € . Consideremos el proceso Py'(K). Entonces
(1) K es supra-s-estable si y solo si Ao = 0;

(1) K es sub-s-estable si y solo si Moo = 1;

(111) K satisface la propiedad de estabilidad ll}inoo Epyin20 08 mt) — 5> 0 para
m € Z,, con & # 0, siy solo si ocurre la alternativa (C) del Teorema 5.5, con v
y & relacionados por las formulas descriptas en el Lema 5.6;

_y2si(h

(iv) K es s-estable con pardmetro o = (311—?) v siy solo si Ao(h) =€ " para

1
toda h € 7.

5.2. Convergencia en LP

Veremos aqui que una consecuencia de la convergencia del espectro, respecto al sistema
de Haar, para familias de operadores diagonalizables respecto a  que ademads sean
lineales y continuos en espacios LP; es la convergencia en LP. Tratamos primeramente
el caso del espacio L?, del cual J# es base ortonormal, y luego el caso general para
1 < p < oo, donde JZ es una base incondicional de L? y el Teorema 3.3 provee una

caracterizacion del espacio.

TEOREMA 5.8. Sea (Ti)ieNUHw} una sucesion de operadores lineales y continuos en
L? y diagonalizables respecto a F con autovalores \;(h), parai € NU{oo}. Si la familia
{INi(R)|: i € Nyh € S} estd uniformemente acotada y A\;(h) converge a Aoo(h) cuando

2
i — 0o puntualmente (para toda h € ), entonces T; f LT> T f para toda f € L?.
1—+00

DEMOSTRACION. Sea f € L?. Dado que # es base ortonormal de L? se tiene que
f L > new (foR) b, y, por la continuidad y linealidad de los operadores, entonces T;f =
Yonew \foh) Tih =370 (f, R) Ai(h)h, para todo i € NU {+o0}. Luego

2

ITef = Toaf|f; = || 32 Nilh) = Ascl(R)) (£ 1) B
hes?t 2
= 3" Nilh) = A (W) (£ 1),
hes#

que converge a 0 cuando ¢ — 400 por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue,

dada la acotacion uniforme de los autovalores. O



5.3 El ntucleo difusivo 71

TEOREMA 5.9. Sea 1 < p < 00, y (T3)ien y Too operadores lineales y continuos en
L? y diagonalizables respecto a €, con autovalores \;(F€) para i € N U {oo}. Si los
autovalores estdn uniformemente acotados y convergen en J€ cuando i — 00, es decir,

lim; o0 Ai(h) = Ao (h) para toda h € F, entonces T; converge a Ty, en LP cuando i — oo.

DEMOSTRACION. De acuerdo al Teorema 3.3,

ITif = T f12 = || D (Nilh) = Asc(R)) (£, h) B
< (Ej@ww—xAmeﬁmPNMNJXMJ

dx,

:/IR<+

y el resultado se obtiene al utilizar dos veces el Teorema de Convergencia Dominada: en la

> alh) = Asc(h)* [{f. )P IR Xy ()

hest

integral, dada la acotaciéon uniforme de los autovalores y la pertenencia de f a L”, y luego
en la serie resultante, pues la podemos acotar por un multiplo de la serie correspondiente

a f, que es finita para casi todo x por las razones anteriores y el Teorema 3.3. Il

5.3. El nucleo difusivo

Como ya fue descripto por Actis y Aimar en [1] y [2] (ver Seccién 2.5), la ecuacién

de difusién fraccionaria diddica de orden s en R

0 s
or =
tiene por solucién fundamental al nticleo
4p,25i(h)
(24) Wz, y) = Y e > Vh(x)h(y),
heAt
donde by, = 1 + m, el cual puede expresarse por composicion de un perfil con la

distancia diadica. Precisamente,

Wi=p100
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donde ¢, es la molificacién de pardmetro ¢~/ del perfil

o(r)=—|—e " 4 Z 2T b @)

j>1
definido para r > 0. Es decir, ¢;(r) = t~/5p(t=1/*r).
Nuestro estudio de los nticleos de Markov diddicos permite dar mayores precisiones.
Veremos que estos perfiles tienen esencialmente la forma de las densidades de las distri-
buciones simétricas-s-estables, que a su vez se parecen al nucleo de Poisson de orden s,

por sus caracteristicas de acotacién y de decaimiento en el infinito.

PROPOSICION 5.10. El niicleo Wy es un nicleo de Markov diddico, positivo, acotado,

mondtono decreciente (respecto a §) y s-estable.

DEMOSTRACION. Afirmamos que W; es un nicleo en la clase .# con autovalores
\; = e ™27 (j € 7). Para ver esto basta con probar que la sucesién {)\;} satisface las
condiciones (A1), (A2) y (A3) del Lema 3.4, dada la férmula obtenida en el Lema 3.5 y el
Teorema 3.11. Efectivamente, (A1) y (A2) son triviales y (A3) se sigue de que la sucesién
{\;} es mondtona decreciente (estricta). Esta tltima propiedad implica asimismo que
los coeficientes «; asociados a W; segtin el Lema 3.4 son todos positivos, y por lo tanto
Wi(x,y) > 0 para todo x # y y Wy es monétono decreciente. La s-estabilidad de W se

_e—hT

obtiene a partir del item (d) del Lema 4.1. Por la regla de 'Hopital, lim,_,+ =

x

, —uw
lim,_,o+ #5— = p, con lo cual

) 1— e—tbs2_sj
lfm 29(1—A_;) = lm — = tb,

j—4o0 j—+oo 2757

y en consecuencia W; resulta s-estable con parametro de estabilidad to,, con o, =
bs (%) Es decir, lim  §(z,y)' T*Wy(z,y) = to,.
- d(z,y)—+oo
Por 1ltimo, la acotacién de W, puede obtenerse de la acotacién del perfil p. Por la
monotonfa de W, basta con demostrar que el limite de ¢;(27) cuando j tiende a —oo es

finito. En efecto,
901&(2j) — 2*]' { _ efbst2—js + Z 2i€bst2—s(z‘+g‘)}
i>1

_ _2—je—bst2—js + Z 2—(i+j)e—bst2—3<i+j>
i>1
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i —Js _ _ —st
— _9 je bst2 4 E ) Ze bst2

(=it j+1
< _27j€7b3t2_j8 + Z2*Ze*bst2_sz
LET
_i bt s _ _b.195t
§_2 je bst2 +§ 2€+§ QZG bst2
>0 >1
2@
i b2 s —bstxs
< 97 Tebst2 +2+E 2/ et g
1 Y2

— 9 dembst27" Lo 2/ et
1

y se tiene el resultado dado que el primer término de la ultima expresion tiende a 0

cuando j — —oo y [ e ™" dx < oco. O

5.4. Teorema del Limite Central y Difusién Fraccionaria Diadica

Los resultados de las secciones anteriores nos permiten finalmente obtener un teorema
del limite central asociado al problema de valor inicial en la difusion fraccionaria diadica,
con convergencia en el sentido de la norma de LP. El item (iv) del Teorema 5.7 postula
que, en sentido espectral, la cuenca de atraccién de los nucleos difusivos W, = W, a
través de un proceso s-estable (en ?°) consiste en la familia de nicleos J£*(toy), donde
os es una constante que depende sélo de s. Como consecuencia, por los resultados de la
Seccion 5.2, se obtiene la convergencia en el sentido de LP de los operadores integrales
asociados a tales nucleos. Entonces, en el limite, se alcanza la solucién de la ecuacion de
difusion fraccionaria diadica, para cada tiempo t > 0.

Observemos que, en general, puede decirse que un proceso P'(K) converge a un
limite central si se da el caso (C) del Teorema de Alternativas 5.5. Como vimos, este
equivale a la condicién de estabilidad sobre el nicleo inicial K que expresa el {tem (ii7)
del Teorema 5.7: la s-estabilidad de K sobre las subsucesiones {kvj+m}jez para cada
m € Z, = {0,1,...,0 — 1}, es decir, im; ;o kyj 12079+ = 5 > 0 para todo
m € Z,. No obstante, este caso en toda su generalidad no siempre conduce, como resultado
de la convergencia, a la solucién de la ecuaciéon de difusién fraccionaria diddica. Lo cual

sucede precisamente cuando el nicleo K es s-estable.
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Como vimos en la Seccion 2.5, la solucién del problema de difusion fraccionaria diadi-
ca, con condicién inicial f € LP(R™) y variable temporal ¢ > 0, esta dada por

u(z,t) = [ Wilx,y)f(y)dy.

R+

TEOREMA 5.11. Sea s € QF. Sea P € £?%. Sea K un nicleo de Markov diddico
s-estable de parametro tos > 0, con o, = (gi—j)bs S1 T; son los operadores integrales

inducidos por la sucesion P(K), entonces
v .
T.f — u(-,t) cuando i — o0
para cualquier condicion inicial f € LP(RY), 1 < p < oc.

DEMOSTRACION. Sean u,v € N tales que * = 5. Sean t > 0, K € J#*(o,t) y
consideremos el proceso P(K) = {K® = K2":i € N}. Si A)(Z) es la sucesién de
autovalores correspondiente al niicleo K para cada i € N, entonces por el item (iv)

~1:2" para todo j € Z. Por otra parte,

del Teorema 5.7 se tiene que lim A\ (j) = e
1—+00

como vimos en la demostracién de la Proposicién 5.10, el espectro del nicleo difusivo

Wi(z,y) estd dado precisamente por la sucesion {)\oo(j) =27 5 ¢ Z}. Por lo tanto,

la convergencia en L se deriva del Teorema 5.9. 0



Capitulo 6

Segunda alternativa: la aproximacion a la identidad

En este capitulo abordamos la segunda alternativa de convergencia para los procesos
de iteracion-molificacion contenida en los Teoremas 5.2, 5.4 y 5.5 del capitulo anterior:
la aproximacién al operador identidad. Consideramos primero la convergencia en medias
p vy luego, a través del andlisis del operador maximal por medio de la descomposicion de
Calderén—Zygmund, como en el teorema de Z0o, que presentaremos en la segunda parte,

resolvemos también el problema de la convergencia puntual.

6.1. Concentraciéon

Una familia K = {K,: n € N} de nicleos de dos variables definidos en (R*,d,.%)
concentra, con respecto a ¢, cuando n tiende a oo, si para todo n > 0
(25) lim K, (z,y)dy =0
e S §(ay)>n
uniformemente en z € RT. Cuando K concentra escribimos I € C. La definicién puede
naturalmente extenderse a familias no numerables de nticleos.
Sea s € QT. Recordemos que un niicleo K € J# es sub-s-estable si §(z,y)' "* K (z,y)

tiende a cero cuando §(z,y) — 00, y que la clase de los procesos s-estables estd dada por

P ={P' uveN,s="1}

LEMA 6.1. Sea P € &% y sea K € # un nucleo sub-s-estable. Entonces la sucesion
de miicleos P(K) = {K"W = P(K,i): i € N} concentra cuando i — oo.

DEMOSTRACION. Denotaremos a los coeficientes en las distintas representaciones del
nicleo K (ver Lema 3.4) por medio del superindice (7). Sea j € Z. Utilizando las
formulas de transformacion entre las representaciones de un ntcleo, para todo z € R™

tenemos que

[ Ko
8(z,y)>27

>3
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=1-) K2
I<j

_ 12D i
=1 — o

() _ 9| _9i\® NG
_1—A_j—2ﬂ[—2 AN +3 2 A,}

>3
=1-2) " 27\")

1>

=1-) 279,

>0

Por el Teorema 5.7 (ii) y el teorema de convergencia dominada (en el caso discreto), el

limite de la ultima expresion es 0 cuando i — oo. U

6.2. Aproximaciones a la identidad en LP

Trivialmente, el operador identidad es lineal y continuo en los espacios LP(R™), para
1 < p < o0, y es diagonalizable respecto al sistema de Haar 5 con espectro constante
de valor 1. Dado que . es base incondicional de LP(R") para 1 < p < oo, en ese caso la
reciproca es cierta. Es decir, si el espectro de un operador lineal y continuo en LP(R™),
para 1 < p < 00, es constante de valor 1 entonces el operador es la identidad en LP(R™).

Decimos que una sucesién de operadores {T,,: n € N} es una aproximacién a la
identidad en el sentido de la norma de L? si

m [T, f — f[l, =0

n—-+o0o

para toda f € LP. Si los operadores estan definidos en algin espacio funcional F y para

toda f € F se tiene
m T, f(z) = f(x)

n——+00
en casi todo punto, decimos que la aproximacion a la identidad es en sentido puntual en
F. Cuando los operadores {7),} estdn determinados por una sucesién de nicleos {K,},

nos referiremos también a tal sucesiéon de niicleos como una aproximacion a la identidad.

TEOREMA 6.2. Sea P € &% y sea K € & sub-s-estable. Entonces la sucesion de
niicleos { KW = P(K,i): i € N} es una aprozimacion a la identidad en el sentido de LP,

para 1 < p < o0.
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DEMOSTRACION. La prueba se basa en un argumento de densidad, dado el hecho de
que el espacio 6p(R™), de las funciones d-continuas con soporte compacto, es denso en
LP(RY), para todo 1 < p < oo. El ingrediente fundamental para la prueba en %,(R™) es
la propiedad de concentracién provista por el Lema 6.1.

Sea {T;}ien la sucesion de operadores integrales determinada por los nticleos {K®}.
Comencemos probando el caso p = 1. Sea f € L' y € > 0. Por densidad, existe ¢ continua

€
de soporte compacto tal que || f — g||; < 7 Entonces

ITif = flly < ITif = Tiglly + 1 Tog = gll, + lg = flly
<2[f =gl +Tig = glly
< < +|Tg — gl
ya que los operadores {T;} son lineales y uniformemente acotados (Lema 3.9). Luego,

bastard con probar que ||T;g — g||; — 0 cuando i — 400 para toda g € 6,(R™).

Si g € 6o(R™) entonces g es uniformemente continua y existen enteros j y J, j < J,

e - )
tales que sop(g) C [0,27) = I v |g(z) — g(y)| < 572 S d(z,y) < 27. Notemos ademds
que si 6(z,y) < 27, entonces z € [0,27) si y sélo si y € [0,27). Luego

gl = [
K9(z,y)(g(y) — g(z)) dy

<[] KO lat) ~ gta)] dyda

:/ / KD(x,y) |g(y) — g(x)| dy dz
Rt J§(x,y)<27

J“/ / K9(z,y)9(y) — g(x)| dyda
Rt J§(x,y)>279

:/ / KD(z,y) |g(y) — g(x)| dy dx
[0,27) J 8(x,y) <29
+/ / K(z,y) |g(y) — g(x)| dy d
R+ J§(z,y)>27
3 .
= K9z, y) dy dx
/[072" ) 2742 /é(x,yKQj

+/ / K9(z,y) |g(y) — 9(2)| dy da
Rt J§(z,y)>2

K9z, 9)g(y) dy — g(z)| dz

R+

dx
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Z /R+/my)>21 (z,9)9(y) — g()| dy dx.

Sea M = ||g||,, < oo. Para acotar la tltima integral usamos finalmente la propiedad de

concentracion de la familia {K (i)}, por la cual existe ig € N tal que para todo ¢ > 14

. 5
resulta KO (z,y)dy < 127+ bara todo x € R™. De esta manera, si i > g,

f& (z,y)>27

/ / KD (a,y) |g(y) — ()| dydz
R+ J6(x,y)>27
/ / (2,9) l9(y) — g(x)| dydx
Iy fﬂy)>27
+/ / K9(2,y) g(y)| dy da
RA\I J6(x,y)>27
/QM/ K(z q:ydydq:+/ / xy”g( | dyds
IJ x y >2] xy >27
M —— da:—i—/ / (x,y)dz dy
/ M2J+4 Y| xy>2] )
/ l9(y !/ (z,y) dz dy
Iy ﬂﬁy)>27

M M2J+4 dy

oo |

INA
+

=M oco|lm

Con esto, hemos demostrado que ||T;f — f||, = 0 cuando i — +o0, para toda f € L'(R").
Podemos demostrar el caso 1 < p < oo utilizando el mismo argumento de densidad,
con lo cual basta con probar que para toda g € %,(R") se tiene que ||T;g — g||p — 0

cuando ¢ — +o00. En efecto, por la desigualdad de Holder tenemos que

Tig(x) — g(x)| =

KO (@, 4)(g(y) - 9(a)) dy\

R+

1
Y

< [ latn) = 9@ [K ) |KOa)| 7 dy

(/R+ l9(y) — (=) KW (x,y) dy); ( . K9 (z,y) dy)

- ( [ latw) = gt K9 w.) dy); ,

R
Y

IA
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y entonces

ITig — g2 = / Tig(a) — g(@)|? du

/+/+ ()P KD(z, ) dy dz,
R+ JR

y la demostracion se completa de manera andloga al caso p = 1.
Una forma alternativa de probar el resultado en el caso 1 < p < 0o es a través del
andlisis espectral de los operadores, por la aplicacién directa de los Teoremas 5.7 (ii) y

5.9, donde ahora el operador limite T}, es el operador identidad. U

La reciproca es también cierta.

TEOREMA 6.3. Sea P € &° y sea K € . Si la sucesion de niicleos {K® =
P(K,i): i € N} es una aprozimacion a la identidad en el sentido de LP para algin

1 <p< oo, entonces K es sub-s-estable.

DEMOSTRACION. Como ¢ C L (RT) C LP(R™) para todo p, el resultado es conse-

cuencia del Teorema 5.7.(i7), dado que para cada h € 2,
1Tk = hll, = [[A?(R)h = n|| = [AD(h) = 1] ],

g

Una consecuencia de los dos iltimos teoremas es que si una sucesién de nicleos P(K),
con s >0, Pe &y K € J, es una aproximacién a la identidad en el sentido de L?

para algin 1 < p < oo entonces lo es también para todo 1 < p < oo.

6.3. El operador Maximal

Sea KC una subclase de nicleos de # y {Tx: K € K} la familia de operadores

integrales determinados por K. Se define el operador maximal asociado a IC por

T f(x) =T f(x) = Sup T f(x)|.

LEMA 6.4. Sea K una subfamilia a lo sumo numerable de nicleos de & y T* el ope-
rador mazimal asociado. Si f € LP(R") para algin 1 < p < oo, entonces T* [ estd bien
definido y es medible. Si ademds f es no negativa entonces T* f es semicontinua inferior-

mente respecto a 9.
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DEMOSTRACION. Por el Corolario 3.10, para f € L?(R*) (1<p<o0)y K € % se
tiene que Tk f es medible y si ademds f es no negativa entonces el Lema 3.9.(3) ensena

que Tk f resulta semicontinua inferiormente respecto a 0. Luego, para cada A > 0 el

conjunto
{r eRT": T*f(x) > \} = U {z: |Txf(x)| > A}
Kek
es medible si f € LP y es d-abierto si ademas f > 0. U

El mismo resultado se verifica para el caso general de subfamilias de % arbitrarias,

aunque la demostracién resulta mas trabajosa.

LEMA 6.5. Sea K C # y T* el operador maximal asociado a K. Si f € LP(RT)
para algun 1 < p < oo, entonces T* f estd bien definido y es medible. Si f es ademds no

negativa entonces T* f es semicontinua inferiormente respecto a 0.

DEMOSTRACION. Sea f € LP(RT), 1 < p < co. Dado que casi todo punto de RT es
un punto de Lebesgue de f, el Lema 3.9.(1) demuestra la buena definicién de T* f. Deno-
tamos por Z(f) al conjunto de puntos de Lebesgue de f en RT. Para ver la medibilidad
bastara con probar que para cada A > 0 el conjunto {z € Z(f): T*f(z) > A} es medible.

Sean los conjuntos de ntucleos diddicos dados, en términos de los coeficientes introdu-

cidos en el Capitulo 3, por
Q={K e X:kj€QparatodojeZ},

Q5= {KJ = K. Xy L) K e Q} para J € N,y

Notemos que Q tiene cardinal R, (es un conjunto numerable). Notemos ademds que los
nicleos de O son diddicos y sub-markovianos, es decir, ntcleos definidos en RT x R,
no negativos y diadicos tales que fR+ K(x,y)dy < 1 para todo z € R*. Las propiedades
de medibilidad de los operadores con niicleos en J# dadas en los Lemas 3.8 y 3.9 y en
el Corolario 3.10 se verifican también para nucleos diadicos sub-markovianos, ya que la

propiedad de Markov no interviene de manera crucial en las demostraciones.
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Sean ademads las clases

E(f,K,e)={N € Q: |Tnf(z) — Txf(z)| < e para todo x € Z(f)},
E(f,K.e) = |J E(f,Ke)
Kek

={N € Q: existe K € K: |Tnxf(z) — Tk f(z)| < e para todo x € Z(f)}.

Afirmacién: Para toda f € LP(R"), todo nicleo K € J y todo £ > 0 existe un nucleo
N € Q tal que |Txf(x) —Tnf(z)| < e en todo punto de Lebesgue de f. Es decir,
E(f,K,e) # 0.

En efecto, si x € Z(f) entonces, por el Lema 3.9.(1) y el Teorema de Convergencia

Dominada, Tk f(z) = > k; f5(£ y)=2s fly)dy < oo para todo K € K. Luego, tomemos
jez e

) j—1
una sucesién {q¢;: j € Z} C QF tal que >ien G2t =1y > |k —qj|2j7 < ﬁ7

JEL P
donde p’ es el exponente conjugado de p (i.e. I/p+1/p = 1). Tenemos entonces que el

nicleo N determinado por la sucesién {¢;} estd en Q y, por la desigualdad de Holder,

Teflw) — Tw (@) < 31k —qj|/6( ]y
z,y)=27

JEL
Jj=1
<> k=gl 27 I
JEZL

<€

para todo x € Z(f). Queda asi probada la afirmacién.
Entonces, dado A > 0,

(26) {xeZ(f): T flx) > \} = U {x € 2(f): T"f(x) > A+ 2}

neN
~J U {ze2(): Tuf@)>r+1i}).
neN NeE(f,K,1)
Efectivamente, si x € Z(f) es tal que T*f(x) > X entonces existe n € N para el cual
T f(x) > A+ %, y luego existe K € K tal que |Tx f(z)] > A + % Escogiendo cualquier
N € E(f, K, %) se tiene entonces que A\+2 < |Tx f(z)| < [Tk f(x) — T f(2)|+|Tn f(2)] <
% + | T f(z)|, y por lo tanto |Tn f(z)| > A + % Reciprocamente, si © € Z(f) es tal que

existe un n € Ny un N € E(f,K, %) para los cuales |Ty f(2)| > A+ =, entonces existe



82 Aproximacion a la identidad

ademéds un nicleo K € K tal que N € E(f, K, %) y por lo tanto A + % < |Tyf(z)] <
T f(z) = Tk f(@)| + | Tk f(2)] < 3 + [Ti f(2)], con lo cual T*f(z) > A.

Ahora bien, dado que para todo x € Z(f) y todo nicleo N € Q se tiene que
T f(z) = im0 T, f(x), donde Ny = N.x¢) € Qs para C(J) = U L(2),

(
— <<
entonces [T f(x)| > A+ = si y solo si existen m € Ny Jy € N tales que para todo J > Jy

vale [T, f(z)] > A+ £ 4+ L. Es posible entonces cambiar el conjunto E(f, K, <) en (26)
por un subconjunto de @, de manera de obtener una férmula con una uniéon numerable.

Definiendo

E;(f,K,e)={N;€ Q;: Ne E(f,K,e)} parac>0y JeN, y
E(f.K,e) = UEJ(f,/c,g)z{Neé:N:NJ conNeE(f,IC,g)},
JeN
tendremos entonces que

(27) U U {ze2(: 1Tnfl@)>A+1}

neN NeE(f,K,L)

~UU U (feezmr mawi>ast+ 4o
nENmENNGEf]C )
{2 [Tef(2) — Tnfla)] < é}).

Veamos esto. Sea x en el primer conjunto. Entonces existen n € Ny N € E(f, K, %)
tales que |Ty f(z)| > A+ +. Luego, existe m € N tal que |Tw f(z)] > A+ £ + . Dado
que Ty f(x) = limy_ 1o T, f(z) entonces existe J € N tal que [Ty, f(z)| > A+ + L
vy |Tn,f(z) = Tnf(z)| < +. Notando que N; € E(f,K, 1), se tiene que z pertenece al
segundo conjunto. Reciprocamente, si x esta en el segundo conjunto entonces existen n €
N,meNyN € E(f,K, L) tales que [Ty f(z)] > A+ 2+ L v [Ty f(z) — Tnf(z)] < &
Como N € E(f,IC, %) entonces N = N para algin N € E(f, K, %) y algin J € N. Asi,
AL+ L < |Tyf(x)] < |Tyf(x) —Tnf(x)| + [Tnf(z)] < = + |Twf(x)], con lo cual
T f(x)] > A+ +. Por lo tanto, z pertenece al primer conjunto.

Dado que E (f,KC,e) C 8) para todo € > 0, entonces la union en el miembro derecho
de (27) es numerable, y los conjuntos involucrados en dicha unién son conjuntos medibles
de RT ya que las funciones Ty f y T f son medibles. En vistas de esto y de las ecuaciones
(26) y (27), se obtiene que los conjuntos {x € Z(f): T* f(x) > A} son medibles para todo
A > 0, y por lo tanto T* f resulta medible en R™.
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Si f es ademds no negativa, entonces T™* f est4 bien definido en todo punto de R, ya
que esto ocurre para Tk f para todo K € J# . Ademas, para cada A > 0,

{z eR*:T*f(z) > A} = {a: e RY: sup [Tk f(z)] > )\}
Kek

= U {z e RY: T f(z) > A}.

KeKk

Por el Lema 3.9.(3), para todo K € Ky todo A > 0 los conjuntos {x: Tk f(z) > A} son

0-abiertos, y en consecuencia es d-abierto cualquier union de tales conjuntos. U

6.4. Tipo débil y tipo fuerte del operador maximal

Sean p, q € [1,00] y sea T' un operador definido en LP(R™) sobre L4(R*). Se dice que
el operador T es de tipo fuerte (p, q) o, escuetamente, de tipo (p, ¢) si esta acotado, es

decir, si para toda f € LP(RT) vale

171, < ClfIL,

para alguna constante positiva C' independiente de f.
Si g < oo, decimos que el operador T' es de tipo débil (p, q) si para todo A > 0y
toda f € LP(R") vale que

e e s> 2 < (S,

para alguna constante C' > 0 independiente de A y de f. Cuando g = oo, diremos que T'
es de tipo débil (p,c0) si es de tipo fuerte (p, co).

Por la desigualdad de Chebyshev (Teorema A.5) se obtiene que el tipo fuerte (p, q)
implica el tipo débil (p, q).

Para probar el tipo débil (1,1) de los operadores maximales, aunque no usamos
aqui explicitamente el Teorema de Zo6 sobre aproximaciones de la identidad con ntcleos
no monotonos, si usamos la idea bésica en su analisis: la descomposicién de Calderén—

Zygmund. Repasemos este resultado de C-Z antes de enunciar nuestro teorema.

LEMA 6.6 (Calder6n-Zygmund). Sea f no negativa e integrable en RT y sea ¢ > 0.

Entonces existe una familia de intervalos diddicos ¢ =9 (f,() C Z tal que

(1) los intervalos de 4 son disjuntos dos a dos;
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(ii) my(f) := i = [, fly)dy > ¢ para todo I € 4;

(111) my(f) < ¢ para todo J € P tal que J 2 I para algin I € 9 ;

(iv) f(x) < ( en casi todo punto x ¢ \J; oy I;

(W) Ureg 1] < 1

(vi) f=g+b conb(z) =310y b1() = Yjey (f(x) —mi(f) X, (2);

(vii) 0 < g(x) < ¢ en casi todo punto, para alguna constante geométrica ¢ > 1;

(vii) [,b(y)dy = 0 para todo I € 4 ;
(ix) [|oll; < 21 £1l;-

TEOREMA 6.7. Sea K C . El operador maximal T asociado a K es de tipo débil

(1,1) y de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < oo

DEMOSTRACION. Veamos primero que 7% es de tipo débil (1,1).

1. Sea f € L*(RT) no negativa, y sea A > 0. Por el Lema de Calderén-Zygmund
6.6 con ( = 2%, tenemos entonces que existen una familia 4 = 9(f,() C Z vy
funciones g(x) y b(x) con las propiedades (i) — (iz) del lema.

2. Sean K € # y x € RT. Entonces, por (vii),

A
Trg(z)= | K(z.y)gly)dy<cC | Klzy)dy=7,
R+ R+
con lo cual

Tg(x) = sup T k9(x) <

| >

en todo z € R™.

3. Sea G = |J;oy I. Por definicién, b = 0 en Gt = R*\G. Ademas, dado que f €
LY(RT), g € L®°(R") y b= f — g entonces Tkb es finito en £ (f) para cualquier
K € # (Lema 3.9). Luego, por el teorema de convergencia dominada, tenemos
que, para todo z € Z(f),

Tib(x) = K(m,y)b(y)dy:/gK(a:,y dy—Z/Kx y)b

R+ Ie9

Si 2 € GC entonces K (x,-) es constante en cada I € ¢. Por lo tanto, por (viii) se

tiene que Txb(z) = 0 para todo = € Z(f) N GL, y en consecuencia

T*b(z) = sup |Txb(z)| =0 en ZL(f)NGE.

Kek
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4. Por ultimo, notemos que, por el Lema 6.5, T*f, T*g y T*b estan bien definidos
en Z(f) y son medibles en R, dado que f,b € L'(RT) y g € L>°(R"). Luego,

T f(z) = sup [T f(2)] < sup (ITwg(2)| + |Txb(x)]) < T*g(x) + T"b(z)

en los puntos de buena definicién.

Por las observaciones anteriores y el item (v) del Lema de C-Z 6.6 tenemos entonces que

[z € RY: T f(2) > )| = |{w € Z(f): T f(x) > A}
<o e2(): Tg(x) > 3} + {z e 2(F): T'(x) > 3}|
= {z e 2(f): T"b(x) > 3}|
<G|+ H:B e N 2(f): Tb(x) > g}]

Il

¢
2
= < 11l

Dado que para toda f € L'(RT) se tiene que T*f(z) < T*|f|(z) en Z(f), queda
demostrado que T es de tipo débil (1,1).
Veamos a continuacién el tipo fuerte (0o, 00) de T*. Sea f € L*(R™). Por el Lema 3.9.(2),

para todo x € R™ se tiene
T"f(x) = sup |Tk f(z)| < sup Tk fllo <IIfll-
KeK KeK

Para finalizar, la demostracion se completa por aplicacion del teorema de interpolacion

de Marcinkiewics (Teorema 8.4). O

6.5. Aproximaciones a la identidad en casi todo punto para funciones de LP

En esta seccion probamos el resultado de convergencia puntual.

LEMA 6.8. Sea {K, : n € N} una sucesion de nicleos de & que concentra cuando
n — 00. Si{T,} es la sucesion de operadores integrales asociados a {K,} y g € L=(R™T)

entonces

lim T,,g(x) = g()

n——+oo

en cada punto de d-continuidad de g.
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DEMOSTRACION. Sea g € L>®(R") y z un punto de continuidad de g respecto a la

métrica diddica 0. Luego, para cada ¢ > 0 existe n > 0 tal que |g(z) — g(y)| < = para

2
todo y € Bs(x,n). Por lo tanto,
Thg(z) — g(x)] < X Kn(z,9)19(y) — g(x)| dy
R
= / Ku(z,y) g(y) — g(x)| dy + / Ko(z,y)9(y) — g(x)| dy
d(z,y)<n 5(z,y)>n

19
<5 +2 Hgl\oo/ Ky (z,y)dy,
d(z,y)>n

y el resultado se obtiene al aplicar la propiedad de concentracién de {K,} en el segundo

término de la tdltima desigualdad. O

Observemos que, dado que la topologia diddica es mas fina que la topologia euclidea
(la contiene estrictamente), “hay més” funciones continuas respecto a la métrica diddica
que respecto a la euclidea, es decir, € (R") C ¢ (R",d) (un ejemplo de funcién continua
respecto a d pero no respecto a la distancia euclidea es la caracteristica de un intervalo
diddico). Més atn, como |z —y| < d(z,y), los puntos de continuidad de una funcién
respecto a la métrica euclidea lo son también respecto a la métrica diadica. El siguiente

resultado es un corolario del lema anterior junto con el Lema 6.1.

COROLARIO 6.9. Si P € &° y K € & es sub-s-estable entonces la sucesion P(K)

es una aprozimacion a la identidad puntual (en todo punto) en € (R*,§) N L>*°(RT).

El siguiente teorema sigue las mismas lineas que el resultado clasico que relaciona el
tipo débil del operador maximal y las aproximaciones a la identidad en sentido puntual

para funciones de I”; 1 < p < oo, provisto que el resultado vale en un subconjunto denso.

TEOREMA 6.10. Sea {K,, : n € N} una sucesion de nicleos de & que concentra
cuando n — 00. Sea 1 < p < oo. Si T* es de tipo débil (p,p) entonces para toda f €

LP(RY) se tiene que h’ril T.f(z) = f(x) en casi todo punto.
n—-+0o0

DEMOSTRACION. Sea 1 < p < oo, f € LP(R") y supongamos que T* es de tipo débil

(p,p). Consideremos el conjunto

E:= {x eR*: lim T, f(2) # f(:zc)}
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- {x e R*: lim |T,f(z) — f(z)| # o}
n—oo

{x € R*: limsup |T,,f(z) — f(x)] > O}

n—oo

= U {:p € R*: limsup |T,,f(z) — f(z)] > 1/2}

ieN oo
=JE.
ieN
Luego |E| = ‘UieN EZ| < ZieN'Ei"
Dada g € %(R") y x € RY, por el Lema 6.8 y usando la subaditividad del limite
superior, tenemos que

lim sup | T, f () — f(2)| < limsup (|T(f = 9)(@)] + |Tag(z) — g(2)]) + | f(z) — g(z)|

n—o0 n—o0

— limsup [Tu(f — 9)(@)| + | f(x) — 9(x)].

n—o0

Por lo tanto, para i € N,

E; = {x e R™: limsup |T,.f(x) — f(z)| > 1/2}

n—oo

c {z e R tmsup [T,(f = 9)(@)| +1(f — 9)(@)| > 1/}

n—o0

{
C{a: lim sup | T(f — g)(x )\>1/2¢}u{x: |(f—g)(x)]>1/2i}
{r

n—oo

:sup |T(f = 9)(@)| > 1/2i} U {a: |(f = 9)(a)] > 1/2i )

neN

C

y entonces

Bl < [{o: T - 9)@) > 120} + | {as 17— 9)@)] > 1721}

< ai)|If = gl + Q)7 1f =gl

donde en la tltima desigualdad usamos el tipo débil (p,p) de T* y la desigualdad de
Chebyshev. Por la densidad de %,(R*) en LP(R™) tenemos entonces que |E;| = 0 para
todo i € N, y en consecuencia |E| = 0. Es decir, nl_l)gloo T.f(x) = f(x) en todo z € RT\E
y |E|=0. O

Como corolario se obtiene que los procesos s-estables (22) con inicio en un nicleo de

Markov diadico sub-s-estable son aproximaciones a la identidad puntuales en los espacios
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de Lebesgue LP(R"), para cada 1 < p < oco. Reciprocamente, si para K € % y P € ¢
la sucesiéon P(K) es una aproximacién puntual a la identidad en algin espacio LP(R™)
(1 < p < o) entonces K es un niicleo sub-s-estable. Refraseando: las sucesiones obtenidas
de aplicar un proceso s-estable a nucleos en .# que son aproximaciones puntuales a la
identidad en los espacios LP son exactamente las iniciadas en ntcleos sub-s-estables.

Enunciamos estos resultados a continuacién.

TEOREMA 6.11. Sea P € &75. Si K € J es sub-s-estable entonces la sucesion de
nicleos P(K) es una aprozimacion a la identidad puntual en LP(R™), para todo 1 < p <
00. Es decir, si {T;} es la sucesion de operadores integrales asociados a la sucesion de

nicleos P(K), entonces

lim T;f(z) = f(z) en c.tp.

1——+00

para toda f € J oo LP(RT).

DEMOSTRACION. Las hipdtesis del teorema anterior son provistas por el Lema 6.1 y

el Teorema 6.7. 0O

TEOREMA 6.12. Sean K € ', u,v € N y s = . Si la sucesion de nicleos P}'(K) es
una aprozimacion a la identidad en sentido puntual en LP(R™) para algin 1 < p < oo,

entonces el niucleo inicial K es sub-s-estable.

DEMOSTRACION. Sea h € # y elijamos un x € R tal que 'H+m T;h(x) = h(x) #0
1—+00
(notar que s C LP). Por lo tanto, 411'&11 AD(h)h(x) = h(z) y, como h(z) # 0, debe ser
1—>+00
lim A@(h) = 1. Luego, por el Teorema 5.7 se tiene que K es sub-s-estable. O

i—+00

COROLARIO 6.13. Sean K € , u,v € N. Si la sucesion de nicleos P} (K) es una
aprozimacion a la identidad en sentido puntual en LP(RT) para algin 1 < p < oo,
entonces lo es para todo 1 < p < co. Mas aun, en tal caso el resultado vale para todo

S —_—u
proceso de P°, para s = *.



Capitulo 7

Teoremas limites en espacios homogéneos y de tipo homogéneo

El objetivo de este capitulo es desarrollar la teoria anterior en contextos generales con
ciertas propiedades de homogeneidad del espacio. En primer lugar abordamos estructuras
autosimilares que incluyen espacios euclideos, métricas parabdlicas y fractales clasicos
construidos por sistemas iterados de funciones, como el cuadrante de Sierpinski. Luego,
exploramos extensiones a los contextos diadicos generales en espacios de tipo homogéneo

con sistemas diadicos de Christ y bases de Haar que no son necesariamente autosimilares.

7.1. Familias diadicas homogéneas

Sea (X, p) un espacio de medida o-finito. Una familia diddica es una clase de sub-
conjuntos medibles de X de la forma 2 = |J;., 27, donde 9’ = {Qi: k € F7} es una
particién de X, FV es algtin conjunto a lo sumo numerable de indices, y la sucesién de
particiones {27} jez ©s anidada, es decir, cada elemento de 97 es unién disjunta de (fini-
tos) elementos de 271!, para todo j € Z. Diremos que una familia diddica es regular de
grado n si cada elemento es unién disjunta de exactamente n elementos del nivel siguiente
y es homogénea si ademas todos los elementos de un mismo nivel miden lo mismo. Por
analogia con el caso usual en espacios euclideos llamaremos cubos a los elementos de 2.
En lo que sigue de la seccion consideraremos familias diadicas regulares y homogéneas.
En consecuencia el espacio es no atémico y u(X) = oo, y puede tomarse F/ = N para
todo j.

Desde el punto de vista de la teoria de grafos, toda familia diadica regular de grado n
que conforme un unico cuadrante tiene asociado un arbol regular de grado n, al considerar
como vértices a los cubos y que las aristas unen vértices asociados a cubos de niveles
consecutivos que verifican una relacion de contencion.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los cubos de nivel cero miden uno,

es decir, 1(Q}) = 1 para todo k € N. Luego, dado que cada cubo es unién disjunta de

n cubos del nivel siguiente y que todos los cubos de un mismo nivel miden lo mismo, se
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tiene que p(Q}) = 1/n para todo k € N, u(Q;') = n para todo k € N, y, en general,
(@) =n~7 para todo j € Zy todo k € N. Asi, u(2) =D = {n?: j € Z}.

Hemos definido una estructura diadica con medida de manera abstracta, sin hacer
alusion a un conjunto X, a una topologia o a una métrica en particular.

De manera natural, puede definirse en el espacio una topologia determinada por la
estructura diddica. Definimos en X la topologia diddica 7 = 74 como la menor topologia
que contiene a la familia de conjuntos diddicos Z. Es decir, ¥ es base de esta topologia.

En referencia al conjunto X notemos que, dado que la familia & es unién de particiones
anidadas, cada punto x € X tendra asociada una unica sucesion encajada de cubos
diddicos 2, = {QI = Qi(m): j € Z}, de manera que x € ez Q% Se define el espacio
cociente X /7 como el conjunto de clases de equivalencia respecto a la relacién [x ~ y si
y sblo si I, = Z,]. Observemos que existe una inyeccién natural de X/7 en el espacio
G = {( i(j))jeZ: Qifjﬁrl) C Qf;(j) para todo j € Z} compuesto por todas las sucesiones
encajadas de cubos de Z con exactamente un elemento de cada nivel. Ademas, (X, 7) es
un espacio de Kolmogorov (7p) si y sélo si X = X/7, y en este caso el espacio resulta ser

también de Haussdorf (7).

Como antes, se define la métrica diadica o en X por

6(z,y) =nf {u(Q): 2,y € Q, Q € Z}.

Observemos que para que 0 esté bien definida en X es necesario que la familia diddica
2 determine un tunico cuadrante. Ademds, ¢ resulta confiable si y sélo si las clases de
equivalencia son conjuntos unitarios (de un solo elemento), es decir, si X = X/7. En
adelante consideraremos que este es el caso en cuestién. Luego, § es también una ultra-
métrica y las d-bolas son exactamente los cubos de Z. La propiedad de duplicacién se
satisface para p y §, méds aun, (X, 9, ) es un espacio de tipo homogéneo normal y no
atémico. En efecto, dados z € X y r > 0 existe un tnico j € Z tal que n™7 < r < n=7+!
y entonces B(z,r) = {y € X: (z,y) <r} = {y € X:6(z,y) < n?} = QJ. Luego,
= < u(Bla,r) = u(Q) = ni <.

La propiedad de Heine-Borel, de que los conjuntos compactos son los cerrados y
acotados, tiene como consecuencia varios de los resultados fundamentales del analisis.

Esta resulta valida en espacios casi-métricos completos donde los conjuntos acotados



7.1 Familias diddicas homogéneas 91

sean totalmente acotados. Como esto tltimo lo verifican los espacios diddicos abstractos

aqui considerados, es interesante ver cuando se tiene la completitud.

PROPOSICION 7.1. El espacio métrico (X, d) es completo si y solo si la aplicacion que

asigna T +— 9, es una biyeccion entre X y G.

DEMOSTRACION. Como (X, 2, 74) es un espacio Tp, entonces la aplicacién que asigna
a cada punto x € X su correspondiente sucesion encajada de cubos Z, es una inyeccién.
Para que el espacio sea completo esta aplicacion debe ser también suryectiva. Efectiva-
mente, en caso contrario existe una sucesion encajada {Qi(j): Jj e Z} que no es imagen
de ningin punto de X. Luego, tomando un punto de cada conjunto Qi(j) obtenemos una
sucesion de Cauchy en X cuando j — 400 que no converge a un punto de X. Recipro-
camente, toda sucesion de Cauchy {z;: k € N} determina univocamente una sucesién en
G, al tomar de cada nivel el tinico cubo diddico que contiene infinitos elementos de {z;}.

Luego, el tnico punto z € X asociado a tal sucesién de G es el limite al que converge la

sucesion de Cauchy. U

Puede probarse facilmente que (G, §) es isomorfo a la completacién de RT con respecto
a la métrica diadica usual, lo cual pone ademés de manifiesto la propiedad del espacio de
ser totalmente disconexo.

La no validez de la propiedad de Heine-Borel no es, sin embargo, un impedimento
para que resulten ciertos varios teoremas fundamentales del analisis que necesitaremos.
Esto ocurre especialmente en contextos diddicos. Como ya vimos, por ejemplo, en el caso
elemental del espacio (R, §) determinado por la familia diddica usual, que no es completo
y es totalmente disconexo (los tinicos conjuntos conexos son los unitarios). Alli, dado que
las bolas son abiertas y cerradas, no se satisface la propiedad de Heine-Borel, y los tinicos
conjuntos compactos son los de cardinal finito.

De acuerdo a las consideraciones anteriores, en las Secciones 7.2, 7.3 y 7.4 siguientes
vamos a trabajar en un espacio “homogéneo” (X ) b @), consistente en un conjunto X en
el cual haya definida una medida p o-finita, no atémica y con u(X) = oo, y a partir de ella
una familia diddica & regular y homogénea de grado n € N>o, donde esté bien definida la
distancia diddica ¢, y dotamos al espacio de la topologia diadica 7. Supondremos ademés

que N(Qi) = n~J para todo j € Zy todo k € N. Cuando estudiemos teoremas en espacios
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L? tomaremos en cuenta a la medida p respecto a la o-algebra de Borel relativa a 7, es
decir, LP = LP(X, A, u).

Observemos finalmente que, al igual que con la construccién diddica de Christ (ver
Capitulos 1 y 6), valen en estos contextos los siguientes resultados: densidad de las con-
tinuas con soporte compacto en LP(X, %, ) para 1 < p < oo, tipo débil (1,1) de la
maximal, teorema de diferenciacién de Lebesgue, lema de Calderén-Zygmund. Con todo
esto el sistema de Haar resulta ser base ortonormal de L? e incondicional de LP para todo
1 < p < o0, y se tiene la caracterizacion provista por el Teorema 1.10. Un desarrollo
completo de los resultados mencionados en este parrafo se halla en [5]. Utilizaremos pa-
ra el sistema de wavelets de Haar la notacién 57 = {th: Qev1l=12...,n— 1}, y

también denotamos hé’,k = th para () = Qi

7.2. Ntcleos de Markov diadicos. Estabilidad

Las definiciones y resultados de esta secciéon son anélogos a los desarrollados en el
contexto diddico de R™, en los capitulos 3 y 4, con la tnica distincién de considerar de
manera general los grados de las familias diadicas. Por consiguiente, veremos aqui sélo
los enunciados del caso, de forma de tenerlos presentes en el capitulo.

Denotaremos, como antes, por £ a la clase de nicleos de Markov K (z,y) que depen-
den de la distancia diadica 6. Representaciones de los nicleos de ', analogas a las del
Lema 3.4, se obtienen sustituyendo el 2 correspondiente al grado de la familia diadica en
R* por un n € N general. Es decir, podemos escribir

K(z,y) = Z KX pniy (5 y)
JEZ
=D ! X(p(0(2,9))
jEz
= ZAjnj (”X(o,n—j—l] - X(o,n—.i}> 0 d(z,y).
JEZ
Nuevamente vale el resultado fundamental de diagonalizacién de los operadores con

nucleos en J# por el sistema de Haar.
TEOREMA 7.2. Sea K € & y T el operador asociado. Entonces

Th = A(h)h
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para toda h en F, con A(h) = Njiny = 3255 50 -

Se tiene ademés la representacion en términos de los autovalores y la base de Haar,
como en el Lema 3.5.

Para s > 0, se dice que un nicleo K € % es s-estable si existe o > 0 tal que

lim 8z, y) T K(z,y) = 0.
soim 0@ y) K (z,y) =0

Se denota por £ a la clase de los ntcleos de JZ" que son s-estables, y por £ *(c) a los

nicleos en J£° cuyo parametro de estabilidad es o.

LEMA 7.3. Sean K € #, s >0 y o > 0. Equivalen

(a) K es s-estable con pardmetro o;

(b) kn+s —— o,

j——+oo
0 SJ o —(148)) 4 -
(C) Oé_]n m (]_ n )0',
) n1+s -1
sJ _ 1 \
(@) (1= X)) —— (n . n) 0.

Un nucleo K € . es sub s-estable si

lim  d(x,y)' K (x,y) =0,

§(z,y)—>+o00

y es supra s-estable si

lim 8z, y)' K (z,y) = +o0.
soim (z,y) (z,y)

LEMA 7.4. Sea K € ¥ y s € RT. Entonces K es sub (supra) s-estable si y sdlo si se

verifica alguna de las siguientes condiciones

(a) k:jn(l 5)J S 0 (+oo);
' J—+o00
() n J J ( )f

(¢) (1 = (=) —— 0 (+9).

Por 1ltimo, definamos los procesos de iteracion y molificacion. Dado un nicleo K €
J, al iterarlo i € N veces obtenemos el niicleo K¢ € %, definido de igual forma que en la
Seccion 4.2. La molificacién de parametro ¢ € Z de K es el nicleo K; € 2, definido por

Ki(z,y) = n'K(n'z,n'y). Dados u,v € N se define el proceso P* como aquel que aplicado
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a un nicleo K € J# devuelve la sucesiéon PY(K) = {ij(K,i) — KM ie N}, cuyo i-
ésimo elemento corresponde al nticleo K molificado con pardmetro n*® e iterado n* veces.
Los procesos P’ conservan el indice y el parametro de estabilidad cuando se aplican a
nicleos en 2%, para s = %. Se definen entonces las clases de procesos s-estables
por &% = {P;‘: u,v € N, s = %} El siguiente lema, similar en forma y demostracion al
Lema 4.7, provee la férmula para el espectro de los nticleos pertenecientes a las sucesiones

obtenidas al aplicar estos procesos a nticleos de Markov diddicos.

LEMA 7.5. Sea s = % € QF y sea K € J con espectro N(Z). Para cada i € N,
el micleo K% = PY(K,i) = Kf}im tiene por espectro, respecto al sistema de Haar, a
(ND(G) = A —vi)™: j € Z}.
7.3. Alternativa

Los procesos s-estables aplicados a nicleos s-estables conservan el orden y el pardme-
tro de estabilidad en cada paso o etapa. Queremos estudiar, en primer lugar, si hay
convergencia en estos casos y en qué sentido, en particular los tipos de convergencia de
los operadores integrales asociados en distintos espacios funcionales, méas precisamente
en LP, para 1 < p < co. En general, se plantea el interrogante sobre la relacién entre la
estabilidad de los ntcleos y de los procesos y la convergencia. El camino elegido para dar
estas respuestas consiste en fijar un proceso P, donde s = ¥, y estudiar las alternativas
de convergencia espectral de las sucesiones obtenidas para distintos nicleos iniciales. Las
propiedades de estabilidad de estos nicleos surgen naturalmente en este estudio como las
condiciones que separan los casos de convergencia.

El siguiente resultado contempla el caso general. Sean u,v € Ny s = % € Q. Dado
K € %, denotamos PY(K) = {K" = KM i e N} vy a sus autovalores asociados
por A9 (4). Utilizamos ademds la notacién Z, = {0,1,...,v —1} y é(h) = ¢(j(h)) =
[7(h)], = j(h) mod v, para h € .

TEOREMA 7.6 (Alternativas).
Sean u,v €N, s =% y K € J con espectro \(J€). Si eviste lim; o AD(h) para algin
vector h = (hg, hy,. .., he_1) € S tal que ¢(hy,) = m para todo m € Z,, entonces existe
1m0 AD(R) = Ao (h) para toda h € 2 y tienen lugar tres posibilidades

(A) Ao =0;
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(B) \o = 1;
(C) Ao(h) = e %™ ™ para toda h € A, donde v = (vo,v1,...,vp1) € (RT) y

verifica la condicion —252 S0 09y, K g para todo mg € Zy.

nu+v —-n m=

DEMOSTRACION. El caso de nicleos iniciales determinados por perfiles de soporte
compacto se inscribe en el item (B), de forma similar al resultado del Lema 5.1. Por otra
parte, podemos escribir al espectro de los restantes niicleos en la forma A(j) = 1 —n=570),

para una sucesion v: Z — R tal que

(v1) v(j) — +o0 cuando j — —o0,
(72) v(4) — 0 cuando j — 400,
(v3) (n—1) > nl=*"0 L p/=*70) para todo j € Z.

I<j

Luego, por el Lema 7.5,

o n—sv(i—iv)+iu
nsY(—iv)

Ay = X (j — iw) = (1 = 01" = | (1 = p==0=i0)

! cuando i — 0o, vemos que el

y dado que el limite de la expresién entre corchetes es e~
limite espectral estard determinado por lim; ,., j —iv+~(j —iv) paraj =0,1,..., v —1,
ya que —sy(j — ) +iu = s(j — [(j — iv) + v(j — iv)]). Entonces, para cada m € Z,

pueden darse estos casos

: : +00,
L, = limm —iv+~y(m—iv) =
i—00 Cm € R,
| # (por oscilacién).

El dltimo caso no nos interesa ya que no se tiene convergencia de los autovalores.
Reescribiendo la condicién (y3) con w = j — [ tenemos que, para todo j € Z,
(n—1) Z (8w =s(i-wir(-w) < p=s(+10)
w>0

y escribiendo cada w > 0 en la forma w = m + kv param € Z, + 1 y k € Ny se tiene

(n _ 1) Z Zn*(1+s)(m+kv)nfs(jfmfkar'y(jfmfkv)) < nfs(jJrﬂ/(j)).
m=1 k=0
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Luego, escribiendo j = mg — v en la expresién anterior para ¢ € Ngy mg € Z, fijo y

calculando el limite cuando ¢ — 400 en ambos lados de la desigualdad obtenemos

v oo

m=1 k=0
esto es,
_ v(l+s) Y
S
nv S) __

m=1

para todo mg € Z,. Como

+00 st Ly = —o0,
n ko) = 0 ) L¢)(j) = 400,

Vo(j) =N "0 st Ly = co(j) € R,

de acuerdo a (28) se tienen las siguientes alternativas:

= si para algin j € Z se tiene Lg;) = —oo entonces n~*Le) = 400y, por (28), debe
ser n~m = 400y L,, = —c0 para todo m € Z,, y ocurre el caso (A);

» si Lg(j) = +oo para algin j € Z entonces L,, = +oo para todo m € Z, y ocurre

el caso (B);
» si L, = ¢, € R para todo m € Z, entonces v = (v, v1,...,Vy_1) € (RT)?, donde
Vm = n~5m para m € Z,, y por (28) se tiene
(n — 1) RN -m s -
nutv — 1 Z - )V¢(J —m) < Vg(j) Ppara todo j € Z,

que operando equivale a

v—1
n—1 s .
TR e— 5 ™)y < Vg para todo j € Z.

De forma concisa, esto resulta en el sistema

v—1

n—1
Z nm(lJrS)V(b(mo—l—m) < Vmg, Mo € Zv-

(29)

nutv —n

Cabe observar que en al menos una de estas ecuaciones la desigualdad debe ser

estricta, pues sino resulta una contradiccion.
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Por lo tanto, en este caso

S(j(h>7L¢(h)) _ e—V¢<h)nSj(h)

Aoo(h) = lim XD (j(h)) = e

1—00
para todo h € . Esto corresponde al item (C) del enunciado.

g

Precisaremos, para el resultado que relaciona la estabilidad y la convergencia, una
definicién de estabilidad en subsucesiones y un lema que provea las equivalencias de
esta definicién en términos de las distintas representaciones del nticleo. Diremos que un
nicleo K € J, representado por medio de los coeficientes {k;};ecz, es s-estable en una
subsucesién {k;,, },. ., cuando 1_1&100143 n(1+s)im = o > 0. Notemos que la definicién se

aplica cuando las sucesiones de indices {j,,} son tales que j,, — +00 cuando m — +oc.

De igual manera definimos la sub y supra s-estabilidad en (sub)sucesiones.

LEMA 7.7. Sea K € 2. Equivalen

(a) h—IP n=5M=)(1 — X(m — iv)) = vy, > 0 para todo m € Z,, tal que
i——+00
-1
nuﬂfﬂ Z n™ 1+8)I/¢(m0+m) Ume Para todo mg € Zi, (29);

m=1

(b) hm EpyipnI 90+ — 5 >0 para todo m € Z,, con & # 0. Es decir, K es

s—estable en al menos una sucesion {km+vi}ieZ conm € Z,, y es sub s-estable en

aquellas sucesiones donde no es estable.

En estas condiciones, para todo mgy € Z, se tiene que

n"t’ —n n—1 <= (145)
O'mo = —nu+v 1 I/¢(7m0 n“*“ _ Z n l/¢ (m—mo)
nsvtl —1 (n—1)
) Vmog = nsv+l _ g (Umo sv+1 1 Z n- m0+m)> .
DEMOSTRACION. Veamos primero que (a¢) => (b). Como
kj —Zn —1—1) = A=)
_ Zn—l(l—i-s) [nSl(l - /\<—l)) . n—sns(l—l-l)(l . )\(—l _ 1))]

125

j+v—1 oo

_ Z Zn—(1+s)(m+lv) [ns(m+lv)(1 _ )\(_(m + l’U)))

m=j [=0
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—n St (1 N(—(m 4+ 1+ )))],

tomando j = mg + v para my € Z, fijo e ¢« € Z suficientemente grande tenemos, por

hipétesis, que

v—1 oo
b sy = Z Z (1) (mtmotivtiv) [ s(m+m0+i”+l”)(1 — AM—=(m +mo + v + lv)))
m=0 [=0
—n Sns(m+m0+1+w+lv)(1 _ )\(_(m +mg + 1+ww+ ZU)))]
v—1 oo
Z Z n7(1+s (m+mo—+iv+tiv) [ Vg(—m—mg) — nfsng(fmfmo—l)}-
m=0 [=0

Por lo tanto,

v—1 o)
ZEE_H kmo—l—lvn(l-i_s)(mo—i_zv) == Z n_m(1+s) (V¢(—m—m0) - n_SV¢ —m—mgo—1) Z _U(1+S
m=0 =0
v—1
= = ) (T gy — T )
m=0
B v—1
nu+v —-m s —v S
= ey |(L=n) > ™y + (1= 70 ))V¢>(m0)]
L m=1
v—1
u+v —v S — S v S
= 2 A=) Y Oy 4 (1= ))V¢(—m°)]
=1
B v—1
=211 =n)> 0y + (0T = Ry mo)]
L =1

1
n't’ —n n—1 < 1
— +
= ] V(—mo) ity — o, Z n™ S)V¢(m—mo)
m=1
= Omy

Por hipoétesis resulta ademés o, > 0 para todo m € Z,, y, dado que en al menos una de
las ecuaciones de (29) se dd una desigualdad estricta, entonces & # 0.

Probemos ahora que (b) = (a). Por las férmulas de transformacion, para j € Z,

nY (1= A(=j)) = > _ 0" (k — ki)

=

v—1 oo

- m~+tvl+j+sg
= g E n J ](km+vl+j_km+vl+j+1)

m=0 (=0
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[y

v—

Z nfs(ervl) (n(1+s)(m+vl+j)km+vl+j

0 1=0

3
I

—(1+s 14+s)(m+vl+j5+1
et

Tomando en la férmula anterior 7 = mg + iv para mgy € Z, fijo e © € Z, tenemos por

hipotesis que

lim n*mo+ ) (1—\(—(mg + v)))

1——+00

v—1 v— 7
—sv\l —sm —1-s —sm
(n™*) N Og(mtme) — 1 N0 g(mtmo+1)
v

=0 m=0 m=0 J
1 -1 v—1 7
= —1 p— [ n—sm0-¢(m0+m) _ ’I'L_l Z n—$(m+1)0-¢(m0+m+1)
m=0 m=0 i
n*’ -1 < —sm —1—sv
- nsv — 1 <]' —-n ) n O ¢(mo+m) + (1 R )Umo
m=1
nsv i v—1
- nsvtl — p (n - 1) n78m0¢(m0+m) + (TL - ns”)am()]
L m=1

) ©
_ —sm
T nsvtl — nsvtl — 1 Z n O ¢(mo+m) + Omo

= Upg-

Como o # 0, resulta v, > 0 para todo m € Z,. Podemos ver que ademas se satisface

(29). O

TEOREMA 7.8 (Estabilidad y convergencia).

Sean u,v € N y s = 2. Para K € J consideremos el proceso Py'(K). Entonces

(1) K es supra-s-estable si y sélo si Aoo =0 (caso (A) del teorema de alternativas);

(i1) K es sub-s-estable si y sélo si \oo =1 (caso (B) del teorema de alternativas);

1+s)(m—+iv)

(i11) K satisface la propiedad de estabilidad lim Epnsiwn = o, > 0 para todo

1——+00
m € Z,, con  # 0, si y sélo si ocurre la alternativa (C) del Teorema 7.6, con v

y @ relacionados por las formulas descriptas en el Lema 7.7;
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(iv) K es s-estable con pardmetro o = ("HS_")V si y s6lo si Ao(h) = ™" para

nlts—1
toda h € 7.

DEMOSTRACION. (i) Remitiéndonos a la demostraciéon del teorema anterior, obser-
vamos que se da el caso (A) siy sélo si L, = lim; ,oo m — iv + y(m — iv) = —oo para
todo m € Z,, lo que equivale a lim; ,_, j +7(j) = —c0. Como A(j) = 1 — n~*79) luego
n=s00)+9) = =59 (1—A(5)). Por lo tanto, sucede (4) si y sélo si lim;, . n™(1—\(j)) =
+00, esto es, cuando K es supra s-estable (Lema 7.4).

(11) Si K tiene soporte compacto, entonces es sub s-estable y ocurre (B). En otro caso,

(B) & lm j+7(j) = +oo

& lim nUP0) =
Jj——00

& lim n” (1 - \(j)) =0
j——00

< K es sub s-estable.

(i7i) Segin vimos, ocurre (C) siy sélo si L, = lim; yoom —iv + y(m —iv) € R
para todo m € Z,, verificando la condicién (29) para v, = n~*l=. Ahora bien, como
psOm=iv)tm=iv) — p=s(m=w)(] _ \(m — jv)), tomando limites para i — co tenemos que
ocurre (C) si y sélo si lim, oo n ™"~ (1 — X\(m — iv)) = v, para todo m € Z, y vale
(29). Esto equivale, segin el Lema 7.7, a que K sea s-estable en al menos una sucesién
{km-i‘vi}ieZ’ donde m € Z,, y sub s-estable en aquellas sucesiones donde no es estable. Es

1+s)(m+iv)

decir, lm Ky, in = 0,, > 0 para todo m € Z,, con & = (0¢,01,...,0,1) # 0.

1—-+00
La relacién entre 6 y v se describe en el Lema 7.7.
(iv) Este es el caso particular del item anterior cuando K es s-estable (sobre todo Z).

vn®

Como Ao (j) = e ™" paratoda j € Zsiy sélosiocurre (C)convy =1y = -+ = vy_y = v,
por la demostracién del teorema anterior esto acontece si y sélo si v = n=*F € Rt con
L =L, =1lim;,.m —iv+ y(m — iv) para todo m € Z,. Equivalen a esto cada una de

las siguientes lineas

lim j++(j) =L €R,
Jj—+—00

lim n=sUt0) — p=sL — |,

. - "
J——00
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lim n~*(1 - \(j)) = v,

J——00

1+s _
con lo cual, en vistas del Lema 7.3, K € #*(0) con 0 = (%) v. O
ne —

7.4. Teorema del limite central y Aproximacion de la identidad

Veremos en esta seccién que, también en este contexto, todo proceso s-estable P!
iniciado en un nucleo de Markov diadico s-estable K converge en el sentido de LP a la

solucién de la ecuacién de difusién s-fraccionaria diddica, para todo p € (1, 00).

TEOREMA 7.9. Sea s € QT y K € # un nicleo s-estable con pardmetro (i—”f)t
Entonces todo proceso Py)(K) con u,v € N y s = % converge a una ley central en el

sentido de LP(X, p), para 1 < p < oo. Mds precisamente, si % = s y {T;: 1 € N} es la

sucesion de operadores integrales de niicleos { K = K&M: i € N}, entonces
Lr ,
T.f — u(-,t) cuando i — o0
para toda f € LP(X, 1), 1 < p < oo, donde u(x,t) = [ Koo(w,y;t) f(y) duly), con

(30) Koo(,yit) = > ™" n(z)h(y).
hes#
1+s

Notemos que Koo (z,y;t) € %S<n1+é_rf t)

DEMOSTRACION. El resultado se deriva de la aplicacién del Teorema 7.8.(iv).

De igual forma, vale también la reciproca.

TEOREMA 7.10. Sean s € QT y K € 2. Si el limite en LP de la sucesién de niicleos
asociados a un proceso s-estable iniciado en K es el nicleo Ko (x,y;t) (definido en (30))

entonces K es s-estable con parametro de estabilidad ”llj:_’f t.

Los resultados relativos a aproximaciones a la identidad en R™ se pueden reproducir

de manera analoga en este contexto. Repasamos aqui los enunciados principales.

LEMA 7.11. Sea K € JZ un nicleo sub-s-estable y sea P € &°. Entonces la sucesion

de miicleos { KW = P(K,i): i € N} concentra cuando i — +oo.
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TEOREMA 7.12. Sea K € & sub-s-estable y sea P € &7°. Entonces la sucesion de
niicleos {K® = P(K,i): i € N} es una aprovimacion a la identidad en el sentido de
L?, para 1 < p < oco. Reciprocamente, si K € &, P € &% y la sucesion de nicleos
{K%W = P(K,i): i € N} es una aprovimacion a la identidad en el sentido de LP para

algin 1 < p < 0o, entonces K es sub-s-estable.

TEOREMA 7.13. Si K € & es sub-s-estable entonces para cada P} € P° la sucesion
de nicleos P'(K) es una aprozimacion a la identidad puntual en LP(R™), para todo
1 <p<oo. Es decir,

lim T;f(x) = f(x) en c.tlp.

i——+00
para toda [ € U1§p<oo LP(R™). Reciprocamente, si K € X, u,v €N, s =% y la sucesion
de nicleos P*(K) es una aprozimacion a la identidad en sentido puntual en LP(R™) para

algun 1 < p < 00, entonces el nicleo K es sub-s-estable.

7.5. Ncleos diadicos de Markov en espacios de tipo homogéneo

El problema no trivial de la existencia de familias diadicas en espacios de tipo ho-
mogéneo con control métrico del tamano de los cubos fue resuelto por Christ en [29]. Sin
embargo, en tales construcciones la medida de los cubos de un mismo nivel puede variar
notablemente cuando los cubos estan alejados, de acuerdo al grado de heterogeneidad
del espacio. Un ejemplo de espacio de tipo homogéneo con tales variaciones esta dado
por la semirrecta real positiva con la distancia usual y la medida z=/2dz. Esto puede
representar ciertas complicaciones, debido a que es la medida de los cubos la que guia el
comportamiento de la operacién de molificacién en la definicion de los procesos de ite-
racién y molificacién como lo hicimos en casos homogéneos. Vamos a situarnos entonces
en espacios normales. Recordemos que existen métodos de normalizacion de espacios de
tipo homogéneo generales que conservan caracteristicas topoldgicas (ver Seccién 1.2).

Sea (X,d, ) un espacio de tipo homogéneo normal, no acotado y no atémico. Sea
9 = {Q?C J€Z,keN } un sistema diddico exacto consistente en un tnico cuadrante
y ¢ un sistema de Haar asociado. Por simplicidad, supongamos ademéas que todos los
cubos diddicos tienen mas de un hijo, es decir 2 = 9 = {Q € 2:40(Q) > 1}, lo cual se
puede lograr eligiendo la constante de escala p suficientemente chica en la construccion

de Christ de Z en 1.7. Con la distancia diddica ¢ determinada por Z el espacio (X, 0, i)
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es también normal. Por las heterogeneidades del espacio base los cubos de cada nivel
no tienen necesariamente la misma medida o la misma cantidad de hijos, aunque estos

valores se encuentran en un rango determinado.

PROPOSICION 7.14. Sea p la constante en la definicion de 9 dada en el Teorema 1.7.

Entonces existen constantes geométricas positivas Cy y Cy tales que

Clpi(Q) < M(Q) < C’gpj(Q)
para todo Q) € 9.

DEMOSTRACION. Se sigue de la excentricidad de los cubos diddicos (propiedad (4)

en 1.7) y la condicién de normalidad (1). O

La clase de nicleos iniciales en estos contextos débilmente homogéneos sera entonces
algo diferente a la considerada en los casos de homogeneidad estricta. Mientras que, en
principio, la nueva clase admitird nicleos que no sélo dependen de ¢ sino también de la
ubicacién espacial, por otro lado nos restringiremos a nicleos decrecientes con la distancia
cuando una de las coordenadas esta fija. Precisemos. Sea, para cada cubo () = Qf;, la
funcién

Yoz, y) = vi(z,y) = Q) Xo(®)Xo ).

Definimos la clase £ de los nucleos de la forma

(31) K(z,y) =) agiq(,y),

Qe
con a: I — R tal que
(al) ag > 0 para todo Q) € Z,

(@2) > agXq(z) =1 para todo € X.
Qev

De esta manera, los nticleos de £ estan bien definidos y toman valores finitos y no
negativos fuera de la diagonal A = {(z,z): x € X}. En la diagonal los nticleos pueden
tomar valor infinito, pero esto no afecta la definicion de los operadores integrales asociados
ya que el espacio es no atémico. Son ademéas medibles, simétricos y, por la no negatividad
de a, vale una propiedad de monotonia localizada: si 0(z,y) < 0(z, z) entonces K (z,y) <
K(z,z). Finalmente, la condicién (a2) determina el caracter markoviano de los nicleos

en J .
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A partir de la definicién se observa que los valores que toma un nticleo K € J# estan

determinados por los cubos diadicos, y podemos escribir

K@) = Y haXo®Xel) Y 51Xa@) ~xo ),
Qe Q'e0(Q)

con kg = Y. agu(Q)!. Luego, los coeficientes {ko} ey verifican
Q'DQ
(k1) kg > 0 para todo Q € Z;

(k2) >° kg > (w(@) — (@) Xg(z) =1 para todo z € X.
QRQeZ Qo)

Veremos a continuaciéon que los nicleos en la clase % tienen propiedades similares a
los de la clase homénima estudiada anteriormente. El primer teorema fundamental prueba

la diagonalizacién de los operadores integrales asociados con respecto al sistema de Haar.

TEOREMA T7.15. Sea K € & con coeficientes {ag: Q € Z} y sea T el operador

asociado. Entonces Th = X(h)h para toda h en 5, con A(h) = ANQ(h)) =1— > «g.
QR2Q(h)

DEMOSTRACION. Sea h € J. Para cada = € X denotemos 7, = {Q € Z: z € Q}.

Luego, por la definiciéon de K y las propiedades de h se tiene

Thz) = /X S aqo(z, v)h(y) du(y)

Qev

=" agXo@)n(@)™! /X Xo(®)h(y) duty)

Qe

= 3 agu(@)™ /Q h(y) du(y)

QED:x

=y aQu(Q)l/Qh(y)du(y)-

QcQ()

QEDy
Siz ¢ Q(h) entonces Th(z) = 0 = h(x). Por otra parte, si x € Q(h) entonces h(z) = h(y)
para todo y € @ para todo cubo @) € Z, estrictamente contenido en Q(h). Luego, en este

ultimo caso se tiene

Thiz) = Y agu(Q)™! /Q h(x) dpy)

QEQ(h)
QEDy

= ) aghx)

QCQ(h)
QEDy
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=|1- Z ag | h(z),

QDQ(h)

donde en la dltima igualdad utilizamos (a2). 0

De acuerdo al teorema anterior y a las propiedades de los coeficientes aq), el espec-
tro de los operadores asociados a nucleos de J# tiene las propiedades que enunciamos
seguidamente. Primero, notemos que el espectro depende de los cubos diddicos que so-
portan a las wavelets, con lo cual es natural escribir A(Q)) o Ao para referirnos a los
autovalores. Denotaremos por @ al padre, o primer ancestro, del cubo Q) en ¥, y por

P, ={Q € Z: x € Q} ala cadena de los cubos diddicos que contienen al punto z € X.

LEMA 7.16. Sea K € % . Entonces

(A1) AMQ) < A(Q) para todo Q € D;
(A2) A(Q) — 1 cuando u(Q) — oo restringido a la cadena 9, para todo x € X;
(A3) MQ) — 0 cuando 1(Q) — 0 sobre P, para todo x € X.

Observamos que el espectro de un nicleo en la clase % lo identifica, del mismo modo
que lo hacen las sucesiones a(2) y k(2). Mas atin, toda sucesién A\(Z) que verifique las
condiciones del lema anterior determina univocamente un ntcleo en %, del cual es el
espectro, definido por los coeficientes ag = )\(@) — AQ) para todo Q € 2.

Algunas férmulas de transformacién entre los coeficientes que representan a un nicleo

en £, que nos resultaran de utilidad, son:

= ag = u(Q)(kq — kg)-
Asimismo, contamos en este contexto con una representacion de los nucleos de 2~ a

partir del sistema de Haar .7 y sus autovalores respectivos.

LEMA 7.17. Sea K € J con espectro \N(Z). Entonces

(32) K(z,y) = Y MQ(h)h(x)h(y)

hest

para todo par (x,y) de puntos distintos de X.
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Para la demostracién necesitaremos el siguiente resultado previo, valido en general en

espacios de tipo homogéneo no acotados, con sistemas diddico & y de Haar ¢ asociados.

LEMA 7.18. Sea Qq € 75= {Q €2:40Q)) > 1} y sean x ey puntos pertenecientes
a cubos distintos en O(Qyo), o sea, 6(x,y) = u(Qo). Entonces

(i) ZQ:}QO Zhe;f () h(z)h(y) = 0;
(i) — zhe% (x)h( ) = ZQ;QO Zhejf(Q)h(m)h(y> = Qo)™
(i) 3 her(8) ( Yh(y) = (@)™ = (@), para todo Q > Qo.

DEMOSTRACION. Los {tems (i) y (ii) son el resultado del Lema 5.1 en [2]. Para ver

(#i) notemos que, para todo cubo Q, € 7 tal que Q. D Qo,

Xa.(@) =Y > <XQ*7 h)h(x)

QDQ* he. 9?7

Luego, por la identidad de Parseval y, puesto que h es constante en Q, y x € ()., tenemos

que
(@) = |xa.ll; => > \<XQ hy[*
Q2Q. her (Q
R </ )
Z Z e @)
Z > hi
Q2Qx he(Q)
con lo cual

> Z h(@)h(y) = w(@Q.) "

Q2Qx he#(Q
Aplicando esta identidad a Q, y a Q*, el primer ancestro de (), en 17 , obtenemos entonces

que

S oh@h(y)=> D h@hy) - > D h

heA# (Qx) Q>Q. heA(Q) Q20Q, hen(Q)

S 2 MoMw= D D hoh

Q2Q« hes(Q Q2Q,. hen(Q)
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—~

= M(Q*)il - :U'(Q*>71'

DEMOSTRACION DEL LEMA 7.17. Sea K € # con espectro {\(Q): Q € 2} y defi-

namos, para r # 1y,

)= MQ(h)h(z)h(y).

hest

Para probar la validez de la tesis, veamos primero que N estd bien definido en (X x X)\A
y que es un nucleo diddico y markoviano. Luego bastard con probar que el espectro de
N coincide con el de K.

Sean z,y € X distintos. Entonces 0(x,y) = u(Q’) para algin cubo Q' € 2. Dado que
las inicas wavelets que no se anulan en z ni en y son las basadas en cubos que contienen

a (', tenemos que

v)=D Y MQMB)h(z)h(y)

QDQ' he#(Q)
=) M@ Z h(z
QDOQ’ hes# (Q

El resultado (i) del Lema 7.18 dice que

(33) = ) h(@)hy) =) Z h(z)h(y) = w(@Q) 7,

hes’(Q") Q2Q" he'(Q

con lo cual

N(z,y) =Y AQ) Y ha)h(y) = MQ (@)™

Q2Q’ heA'(Q)
=) MQ) D h(x) = MQ (@)
Q2Q’ heA(Q)

Luego, se tiene la buena definicién por (33) y la acotacion uniforme de {A\(Q): Q € P}y
se tiene la no negatividad de N por (33) y la propiedad de monotonia de los autovalores
de K. Ademsds, la ultima féormula demuestra el caracter diddico de N. Para ver que N
satisface la propiedad de Markov, fijemos x € X y seleccionemos para cada j € Z un

punto 27 € QI\@Q7, donde Q’, es el cubo de nivel j que contiene a x. Integrando, tenemos
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entonces que

/nydu Z/ N (z,y) du(y)

= \QJ+1

= N(a,2?) (@) — p(@i™)] .

JEZ
Veamos que esta serie converge a 1. Dado que §(z,27) = u(@), por el Lema 7.18 (iii) se

tiene

(34) N(z,a)=> M) Y hx)* = MQ)u@l)™

i>1 he QLY
= ZA QL) (@) T = u(Q) T = MQL)m(@) ™!
i>1

Ahora, definiendo la sucesién auxiliar

sj o= N(z,27) + A(Q?;M(Qi;“)fl
=) MO [m@) T = (@)

1>0
obtenemos que
N, #9) (@) — (@) =[5, ~ MQUMQE™) ] [@2) — (@]
Q; j j
M(QJ>8J 1 (QJH)SJ
Luego,
N(z,y)du(y ZN z,27) [(Q7) — (Q5)]
X JEZ
J ' '
= JETOO 2 (M(Q;)ijl - M(Q;H)SJ’)
:JET Qg )3 J-1— (Qiﬂ)SJ

Con esto, hemos reducido el problema al estudio de los limites de u(Q7)s; en los infinitos

negativo y positivo.
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A partir de la primera igualdad de (34), por las propiedades (A1), (A2) y (A3) del

Lema 7.16 de los autovalores de K y por (33), tenemos que
(AM@I) = MQ1) (@) < N(z,27) < (1= MQ7)) w(@3)~"
Por lo tanto,
mQIM)s; = w@QUN(w,a?) + N@L) < (@ u(@) ™ (1—N@L)) +MQ7)
y, por otra parte,
p@Q5)s; = p(QF) (@)™ (M@ = M@2)) + A(@2),

con lo cual u(Q7)s; — 1 cuando j — —o0, dada la acotacién uniforme de los cocientes

pu(QI Y u(Q7) 71, Para estudiar la convergencia para j — +00, notemos en primer lugar
que p(Q7) tiene comportamiento exponencial, segin lo expresa la Proposicién 7.14. Es
decir, u(Q) ~ p*'Q) para todo Q € 2, donde p € (0,1) es la constante en la construccién
de 2 dada en el Teorema 1.7. O bien,

w(Qh) ~ o/

con constantes independientes de j. Luego,

Sn@) = St = = () = @),

i<y 1<j

Podemos escribir entonces

5= SOMQL) (@ = (@)

>0
_Z)\QJZ (QIH1)~ Z)\Qyz Qi)
>0 120
:A(Q] Q]—H Z Q] z _ Q]+l z)} M(Q;—H_i)_l

i>1

— )\(Q] Q]+1 _|_Z Qj+1 i Q3+1 z)

i>1
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con lo cual

5@ = MQL) + (@) D (@@
i>1
= M@ +p(QI) Y a(@)u(@)

1<
Sea ¢ > 0 arbitrario. Elijamos j suficientemente grande de manera que «(Q") < ¢ para
todo ¢ > jo. Luego, tomemos j7; ain més grande tal que #((QT%?)) + A(@7) < € para todo

u(Qz
7 > j1. En consecuencia, para j > j; se tiene
. . . . . . ] . .
si(QET) = MQL) + (@) D a(@)(@) 7 + (@) Y al(@)p(@)
i<jo i=jo+1
J

< MQ) + (@M@ " a(@) + (@) D en(@) 7

1<Jjo i=j0+1
< MQD) + p(QET) Q)+ ep(@QT) Y (@)
Se.

Por lo tanto, x(Q7)s; — 0 cuando j — 400, y asi concluimos que

/XN(% y) du(y) =1

para todo z € X.
Para finalizar, veamos que los autovalores correspondientes a K y a N coinciden. Sea
ho € 7y Q(hy) = Qo € 2. Supongamos primero que x € (g, con lo cual Qy = Q%.

Entonces
Thola) = [ NGeg)hol)duty)
= /j -~ N(x,xjo)ho(y)du(y) + N(SL’, y)ho(x)du(y)
QA\QY

Qo+t

=N (< [ i) <o) X[ Nt
J

= =N (2, 2% )ho(x)u(Q ) + ho(w) Mim > N(w,27) [u(@Q}) — m(QF)]

jo+1
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J
— ho(e) |~ N (@) + tim Y (u<@z;>sj_1—u<@g;“>sj)]
L Jj=jo+1

= ho() |~ N, 2)u(QE*) + lim (u(QIH)s, — u(Qi“)sJ)]

= ho(@) [~ N (@, 27)u( Q) + p(QP )5,y
ho(@) (@) [N (2, 27) + 55

= ho(@)(QF*) [NQP) (@)™

= ho(z)MQP)

= ho()MQo)

= ho(x)A(ho)

= Tycho(z).

Por otra parte, si x ¢ Qo entonces hy(z) = 0 y ademds N(x,y) es constante como funcién

de y en ()y. Por lo tanto,

Tvho(z) = o N(z,y)ho(y)du(y) = C/ ho(y)dp(y) = 0.

EjempLO 10 (El nicleo difusivo fraccionario diddico). Como vimos en la Seccién 2.5,
el nicleo que es solucién del problema de difusién (10) a tiempo ¢ > 0 estd dado por
Way(z,yit) = Y e QW () h(y),
heAt
donde los coeficientes mj;, = mg;) estdn uniformemente acotados entre constantes posi-

tivas. Para comprobar que Wy, (-, ;t) es un nicleo en la clase % con autovalores

—s

MQ) = e tmQu(@Q)

basta con ver esta familia satisface las condiciones (A1), (A2) y (A3) del Lema 7.16. Probe-
mos la propiedad de monotonia (A1), las otras se obtienen de manera directa. Sea ) € 2

y sea @ el padre de ). Queremos ver que e Mm@~ < e_tm@“(Q)fs, o equivalentemente,
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que m@u(Q)_s < mou(Q)~*. En efecto, dado que (ver [2]) para cualquier x € @
(35) mg =1+ 0(Q)" [ bay) > duy),

X\@Q
entonces tomando x € () se tiene

mou(Q) ™" —mau(@Q)~°

Q) /X ) iy) — @) /X L))

(@) =@+ [ dw)duly)

QA\Q
= u(Q)° — Q)™ + (@) u(Q\Q)

= (@) — u(@Q) " u(@)
= u(Q) (@™ = u(@ )

> 0.

Definimos ahora las operaciones de iteracién y molificacién de nicleos de J, y enun-
ciamos los lemas de composicion interna y propiedades basicas.

Sean K; y K5 nicleos en . Se denota y define la composicion entre K y Ky por

(K, % Koz, ) = /X K\ (2, 2) Ko (2 y) dpu(2).

LEMA 7.19.

(a) Sean Ki(z,y) = Y ocy @o(®,y) y Ka(2,y) = > ey Bovq(z,y) micleos en 2 .

Entonces el nicleo K3 = Ky x Ky esta bien definido y pertenece a la clase JZ , y

se escribe

Ks(z,y) = > 1ouq(e,y)

Qe
con v = agfo + agre(Q) + Bor(Q) para todo Q € 2, donde A\ y Ay son los

autovalores de los operadores asociados a Ki y Ky respectivamente.

(b) (%) es un semigrupo conmutativo.

(c) A3(Q) = M(Q)X2(Q) para todo Q € 2.
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Llamamos iteracion a la operacion de componer a un nicleo repetidas veces consigo
mismo. Es decir, dados K € J# y n € N se define y denota la iteracion de K n veces por

K'=Kx---xK.

LEMA 7.20. Sea K € J¢ de coeficientes ag y autovalores Ay. Sean € N. Si a™ es la
lista de coeficientes correspondientes a K™ y A\™ es la sucesion de autovalores asociada,

entonces o)) = (ag+AQ)" — (M) v )\8) = (Ag)" para todo Q € 2.

La definiciéon de una operacién analoga a la molificacién es mas delicada en este
contexto ya que, por la heterogeneidad del espacio, en general la distancia diddica carece
de todo tipo de homogeneidad. Una forma satisfactoria de definir esta operacién es por
su accion en el espectro de los operadores asociados respecto al sistema de Haar. Esta
manera de introducir la molificaciéon de un nticleo tiene como antecedente el caso de
convolucion, en el que es posible interpretarla como un cambio de escala. Denominamos
operacién molificacién a aquella que aplicada a un nicleo K en la clase £ con espectro
A2) da como resultado el nicleo K7 € % de espectro A\;(Z) donde, para cada @) €
2, ¢l autovalor A\;(Q) toma el valor A(Q) (el autovalor de K correspondiente al cubo
de nivel inmediato superior de ). Para K € . con autovalores A\(Q) y n € N, se
define la molificacion de pardmetro n a aquella que tiene por resultado al nticleo K, de
autovalores \,(Q) = A(Q™), donde Q™ es el enésimo ancestro del cubo @Q. Observemos
que en estas condiciones la operacién esta bien definida y conserva la clase £, ya que
los autovalores correspondientes a los nicleos molificados cumplen las condiciones del
Lema 7.16. Ademds, como el orden de decaimiento en el infinito de los autovalores en
las cadenas Z, no se modifica al molificar entonces la operacién conserva propiedades de
regularidad de los ntcleos en el infinito. Aplicando las formulas de transformacion entre

los coeficientes que representan a los nticleos de J#°, obtenemos que la lista de coeficientes

a;(2) correspondientes al nicleo molificado K; esta dada por
i(Q) = Xi(Q) = Xi(@Q) = MQ") = A(QY) = a(QY)

para todo Q) € 9.
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7.6. Teorema del Limite Central en espacios normales

Como antes, sea (X, d, ) un espacio normal, no atémico y no acotado al que dotamos
de un sistema diddico Z consistente en un tnico cuadrante y tal que ¥ = 2.
Por la Proposicién 7.14, con 8 := p~!, tenemos que existe una sucesion {m(Q): Q € 2}

tal que C1 < m(Q) < Cyy

(36) @ = (@) 'm(Q)

para todo Q € 2. Notemos que 5 > 1. Sea ¢ el menor nimero natural mayor o igual a (3
y sea ¢ = logg q.
Vamos a investigar teoremas limite para procesos de iteracion y molificacién de orden
%, para indices s positivos que verifiquen la condicion f € Q.
Sea s > 0 tal que f € Q y sean u,v € N tales que » = % Consideremos el proceso
P! que aplicado a un nicleo K € £ devuelve la sucesién P*(K) = { K" = PY(K,i) =
Kg; “ieN } Denotemos por a'¥ a los coeficientes correspondientes a K y a su espectro

por A% Notemos que

(37) AD(@Q) = A(QWN)"

para todo cubo @, donde A(2) es el espectro del nicleo K.

Veamos primero el caso de aplicar el proceso P = P;' a ntcleos con marginales de
soporte acotado. Las marginales ¢, de un nicleo K € £ se definen por ¢, (y) := K(z,y),
para cada x € X.

LEMA 7.21. Sea K un nicleo en la clase & con espectro N(2). Si existe Qy € P tal
que M(Qg) = 1 entonces \V(Q) — 1 cuando i — oo para todo Q € 2.

DEMOSTRACION. Por la acotacién y monotonia de los autovalores de K se tiene que
A( (()i)) = 1 para todo ¢ € N. Luego, dado que ¥ determina un unico cuadrante, el

resultado se sigue de la férmula (37) de los autovalores A (Q). O

Este caso corresponderd, como en los contextos homogéneos, a aproximaciones a la
identidad determinadas por P.
La identificacién de la propiedad de estabilidad que determina la convergencia de estos

procesos a limites centrales presenta algunas dificultades debido a la heterogeneidad del
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espacio, en particular para expresarla en términos de los coeficientes k¢ asociados a
los nucleos de J#. No obstante, puede darse una definicién precisa por medio de los

coeficientes ay.

DEFINICION 7.1. Dado s > 0 se dice que un nticleo K € ¥ es s-estable con pardme-
tro o > 0 si para toda cadena ¥, se tiene que
(38) im 379 @ag = (1-57)0.

w(Q)—+oo
QEDy

Puede escribirse la condicién anterior, utilizando la notacién Q¥ para el i-ésimo

ancestro de un cubo Q) € ¥, como
_si(QW s
(39) B9 ag T (1-57)0

para todo Q € Z. Dado que el espacio consiste en un unico cuadrante, por lo que todo
par de cubos diddicos tiene un ancestro comun, basta con que (39) valga para un cubo
Qo dado, o de igual manera que (38) valga para alguna cadena &, particular. Veamos la

equivalencia de esta definicién en términos de los autovalores A(Q).

LEMA 7.22. Sea K € # con {\Q): Q € Z} la sucesion de autovalores asociada y

sea s > 0. El nicleo K es s-estable con pardmetro o > 0 si y solo st

(40) (1= AQW)) g9 — 4

1—00

para todo Q) € .

DEMOSTRACION. Se sigue de las identidades

LAQ) = Y ag
Q'DQ

y g = MQ) = MQ) = (1-X(Q) — (1-A(Q)).
O
La expresién de la condicién de estabilidad en términos de los coeficientes k¢ tie-

ne una formulacion més engorrosa, que aqui mencionaremos informalmente en calidad

informativa, para mayor completitud. Esta condicién consiste en que para cubos () de
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medida suficientemente grande en alguna cadena &, el valor de ko8~ (1+97(Q) se aproxi-
me ao(l— (577 Zizo B0+ (QW) =1, Sin embargo, bajo la propiedad geométrica, del
espacio y el sistema diddico, de regularidad a grandes escalas de que las constantes m(Q)
definidas en (36) satisfagan que m(Q) — n cuando p(Q) — +oo en alguna cadena %,
para alguna constante positiva 7, se tiene que esta propiedad de estabilidad es la usual
de los casos mas homogéneos anteriores, es decir, la existencia de una constante o > 0

tal que para todo x € X se tenga K (z,y)d(z,y)'™ — & cuando d(z,y) — oo.

EjEMPLO 11. Estudiemos, por medio del lema anterior, la estabilidad del ntcleo

difusivo Wy, (-.-;t). Como vimos en el Ejemplo 10, sus autovalores tienen la forma
A(Q) = e~ tman@
con coeficientes mg dados por (35). Denotando bg = u(Q)*3(?), tenemos que

(1 B )‘(Q))ﬁisj(@ = (1 — efthﬂ(Q)_s> /L(Q)Sbél

= (1 — e—thu(Q)*) mgt(Q) —=.
Q bo

Dado que los coeficientes mq y bg estan uniformemente acotados entre constantes posi-

tivas, entonces mgu(Q)~° tiende a cero cuando p(Q)) — +o00. Como ademds, por la regla

1—e—t
x

teftz

1

de I'Hopital, lim,_,q+ = lim,_,g+ = t, entonces

(1-MQ)B @ ———t 1m -2

i(@Q——00  §(Q)——cc bg
donde el limite se calcula sobre alguna cadena %,. Notemos que esta expresion tendra sen-
tido sd6lo cuando ?—5 sea convergente. De esta manera, Wy, (-, -;t) es s-estable si y sélo si la
sucesiéon {ZL—QQ Q€ .@z} converge para algin x € X. Mds precisamente, si lim () T—QQ =
B, con B un nimero que debe ser positivo, entonces Wy, (-, -; ) es s-estable con pardmetro
tB, y reciprocamente. Esta condicion es una propiedad de la geometria del espacio y del
sistema diddico. Por otra parte, aunque no haya convergencia, la sucesion T:—; estard aco-
tada entre constantes positivas, con lo cual el comportamiento de Wy, es de todos modos

“de tipo” s-estable.
Por las férmulas (35) y (36), para x € Q y denotando por Q@ al i-ésimo ancestro de Q,
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se tiene

mo =1+ u(Q)’ / 5, y) " du(y)

X\Q

o0 (i-1) .
=1+ pu(Q)° z_; {1 - —M;i?cg(i)))} QM)

, © (i-1) G
=1+ bQ/B_SJ(Q) Z {1 _ p%} b(;(li)ﬁsj(Q< ))’

i=1

y como j(QW) = j(Q) — i, entonces

mo 1 & [ m(Q(“))} I
Mo _ 2 4N 1- | .
bo  bo ; P"m@QD) | bow”

De esta férmula podemos ver que en espacios heterogéneos (a grandes escalas) no podemos
esperar que haya convergencia. Digamos que un espacio de tipo homogéneo normal, no
atomico, no acotado y con un sistema diddico & asociado es estable si
m(Q) ———— 1
3(@)—=—o0

en alguna cadena Z,, con 0 < C; < n < (5, con las constantes C; y Cy como en la

Proposicién 7.14. En tal contexto, como y = p¥ = % = ﬁ, se tiene que
, mg 1 1 1 L 1=p
lim — = —+41|1—p — =n° =: ¢4
§(Q)——o0 bg ns [ /) nsps—1 g b5 —1

en cualquier cadena Z,, con lo cual Wy, (-.-;t) resulta ser s-estable con pardmetro ct.

Observemos que las operaciones de iteracién y molificacién conservan el indice de
estabilidad de los ntcleos. Efectivamente, sea K € J# un ntucleo s-estable con parametro
o y con autovalores A(Q) y sea n € N. La iteracion de K n-veces tiene por resultado al

nicleo K™ con autovalores A\"(Q)) = A(Q)". Luego, en vistas de (40) y (A2), se tiene

n—1
(1= AQM)") pv@) = (Z A(Q@)k) (1 - A(QW)) g~+9@")
k=0

'—> no
1— 00
para todo Q € &, es decir, K™ es s-estable con parametro no. Por otra parte, la molifi-

cacién de K de pardmetro n resulta en el niicleo K,, de autovalores \,(Q) = A(Q™), con
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lo cual

(1 _ /\n(Q(i))) 5—5]'(@(0) — (1 — )\(Q(nﬂ'))) ﬁ—sj(Q("“))ﬁ—sn

/6—8710_

i—00
para todo ) € . O sea, K,, es s-estable con parametro 5~*"¢. De esta forma, si s € (Q,
donde g es el menor niimero natural mayor o igual a 8y ¢ = logg g, los nlimeros naturales
u 'y v son tales que ¥ = f, y K es un nucleo s-estable de parametro o, entonces los
niicleos P(K,i) = K = Kg:i resultan s-estables de pardmetro ¢3¢ = B4 35y =
piCu=sv) g — o Es decir, el proceso P es conservativo de la s-estabilidad y del pardmetro
de estabilidad. Diremos entonces que los procesos de iteracion y molificacion asi definidos
son procesos estables de indice s o s-estables.

Estamos ahora en condiciones de formular el resultado principal de la seccién: un

teorema del limite central en el contexto normal.

TEOREMA 7.23. Sea P = P! un proceso s-estable y sea K € & wun nicleo s-
estable con pardmetro o. Entonces la sucesion P(K) converge en LP(X, ) a un nicleo
central. Precisamente, si {T;: i € N} es la sucesion de operadores integrales de nicleos
{K(i): 1€ N} entonces

Tz-fﬂToof cuando i — 00

para toda f € LP(X,u),1 < p < oo, donde Ty, es el operador integral de nicleo (central)
Koo(z,y;0) = Y e 7@ h(z)n(y),
het

donde bg = m(Q)*® y los coeficientes m(Q)), uniformemente acotados entre constantes

positivas, son los definidos en (36).

DEMOSTRACION. Sea {A(Q): Q € 2} la sucesién de autovalores de K. Dado que K
es un nucleo estable ningin autovalor toma el valor 1, y por lo tanto los podemos escribir

en la forma general
NQ=1-5@,
para cierta funcién v: 4 — R tal que se verifican las condiciones en 7.16. De esta manera

se tiene que ¥(Q®) — 400 cuando i — oo para todo Q@ € 2. Recordemos que QU

representa el i-ésimo ancestro de Q.
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La cuenta clave que nos permitira estudiar el limite espectral es la siguiente. Dado

Q € 9, para cada i € N se tiene

—s (vi) wi
. . . . qui ) ﬁSW(Q(UI)) ﬁ v(Q )q
AO(Q) = AT(QM) = (1 - B‘SW(’”“)) = <1 - B_S’Y(Q("”)))

2 s (@) —wi]
iy B7@D o
_ (1_6—5"/(62 ))

puesto que ¢ = ¢ = % . Luego, tomando limite tenemos

lim AD(Q) = ="

1—00

donde

L(Q) = lim 1(Q™)) - vi

= lim (+(Q") +(Q) — vi) = §(Q)
= Iim (v(Q") + j(Q")) = j(Q).

La condicion de estabilidad de K expresada en términos de los autovalores por la férmula

(40) equivale a
Bs0@HQY) __y

1—00

que a su vez es equivalente a que

QW) +J(QV) — v

1—00

para todo @ € Z, donde v € R es tal que 7% = o. Esto implica que

L(Q) =v—j(Q)
para todo @ € Z, con v independiente de @). Por lo tanto, aplicando (36) llegamos a que

ll/m >\(7,) (Q) _ e_B_S(U_j(Q»

1—00

. 6,UBSJ'(Q)

_ oo (@
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La demostracion se completa aplicando el Lema 7.17 y el andlogo al Teorema 5.9 en el

contexto general. O

Este teorema determina la clase de los nicleos atractores de los procesos estables de
indice s € (Q. Observemos que cuando 0 < s < 1 estos nicleos limite K, (z,y;0) tienen
una forma similar a la de los nicleos difusivos Wy, (2, y; t). La diferencia entre ellos es que,
aunque estan uniformemente acotadas, las constantes mg y bg son en general distintas,

excepto en casos de espacios con alta regularidad, como puede inferirse del Ejemplo 11.



Parte 11

Aproximacion de la identidad por ntcleos

estables






Introduccion de la Parte 11

La Parte II esté estructurada en cuatro capitulos. El primero de ellos incluye una revi-
sion de algunos resultados clasicos sobre aproximacion de la identidad en R™, incluyendo
el ubicuo Teorema de Z6 basado en la descomposicion de Calderén-Zygmund, similar a la
que en el caso diadico se aplica en el Capitulo 6 de la Parte I, y las propiedades béasicas de
acotacion de los operadores maximales asociados a las familias de nicleos. En el segun-
do capitulo se exponen los resultados de concentracion y aproximacién de la identidad
para nucleos de Cauchy-Poisson y de Lévy. En el tercer capitulo nos dedicamos al anali-
sis de las propiedades de concentracién y aproximacion de la identidad para familias de
nicleos de Markov que son estables y cumplen una desigualdad de Harnack. Finalmente,
en el ultimo capitulo, extendemos estos resultados a espacios de tipo homogéneo. Estos

resultados son originales y fueron publicados en [15].






Capitulo 8

Resultados clasicos de aproximacion a la identidad de

convolucién

Este capitulo tiene el propdsito de introducir notacion y enunciar algunos resultados
bien conocidos sobre ntcleos de aproximacion a la identidad por convolucion. En particu-
lar nos ocupamos de describir condiciones suficientes para la acotacién y tipo en espacios
de Lebesgue de los operadores maximales asociados a las familias de nicleos. Estas pro-
piedades de acotacién producen los espacios naturales para la convergencia puntual. El
capitulo se organiza en tres secciones. En la primera se muestra que la concentraciéon es
suficiente para la convergencia en LP. La segunda seccién corresponde a la convergencia
puntual con nicleos dominados por otros que sean radiales, decrecientes e integrables.
La tercera se dedica a la clase mas general de nicleos de Zé. Las referencias basicas para

este capitulo son [35], [57], [63] y [6].

8.1. Concentracién y convergencia en L” y en puntos de continuidad

Los casos clésicos refieren a operadores integrales definidos por convolucién con una
funcién niicleo K. Para K € L'(R") se define el operador T por
Tfla)=K=*f(x)= | K@-y)fydy= [ Ky)f(z—y)dy,
Rn Rn
para f : R® — R una funcién medible perteneciente a algin espacio funcional deter-
minado. Por la desigualdad de Young para la convolucion, estos operadores estdn bien

definidos y acotados en LP(R™).

LEMA 8.1 (Young). Sean f € LP(R"), con 1 < p < oo, y g € L*(R™). Entonces

1F = gll, < [1F1l, gl -

Sea A un conjunto de indices que acumula en algin ag. En general, decimos que una
familia de operadores {T,,: @ € A} es una aproximacién a la identidad si 7,,f — f

cuando o — ag en algun sentido. Cuando los operadores estan determinados por una
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sucesion de nicleos nos referiremos también a tal sucesion de nticleos como una aproxi-
macién a la identidad.

Asi, una familia de operadores {7, } es una aproximacién a la identidad en el sentido
de la norma de L? si limga, [|[Tof — f||, = 0 para toda f € LP. En cambio, cuando los
operadores estan definidos en algiin espacio funcional F y para toda f € F se tiene que
limga, Tof(x) = f(x) en casi todo punto, decimos que la aproximacién a la identidad
es en sentido puntual en F.

Sea {K,: a > 0} una familia de nicleos en R™ tal que

(1) [ Ko =1 para todo a > 0,

(#1) SuPyso [ | Kol = M < o,

(iid) para todo r >0, [ [Kq(z)|dz — 0 cuando o — 0.

La propiedad (7it) es la denominada propiedad de concentracidn en torno al origen de la

familia { K, }

as0- En estas condiciones obtenemos que {K,}, ., €s una aproximacion a la

identidad en el sentido de la norma de LP.

TEOREMA 8.2. Si {K.},., es una familia que cumple (i), (i1) y (i), entonces
lima—o [[Ka * [ — fll, = 0 para toda f € LP(R"), 1 < p < oo.

DEMOSTRACION. Si f es continua con soporte compacto tenemos, por (i), que

| Ko f(x) — f(2)] S/ [Ka)]|f(z —y) = f(x)]dy

n

:/|<§\Ka(y)y\f(x—y)—f(fﬂ)\dy
Ka €T — — z)| d
+/My W If(x —y) - F@)] dy

< / Il dy 21 [ igalay

ly|>d

donde € y ¢ estan asociados por la continuidad (uniforme) de f. Por consiguiente, por
(13) y (i4i), tenemos que K, x f — f puntualmente cuando o — 0 de manera uniforme.

Entonces para 1 < p < oo y « suficientemente pequeno

‘/JKﬂf—ffﬂﬁgéJwa—fo

=/‘ mﬁf—HM+/ | Ko * fldz
z€(sopf)1 x¢(sopf)1
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donde (sopf); = {y € R": d(y,sopf) < 1} es un l-entorno del soporte de f. El primer
sumando en el miembro derecho tiende a cero con a por la convergencia uniforme de
K, * f hacia f en el conjunto de medida finita (sopf);. En cuanto al segundo término,
notemos que estd acotado por [ . . |f(y)| (ﬁmfy|21 |Ko(z —3)] dx) dy, que tiende a cero
con « por (7i1).

El caso de una funcién f € LP(R™) general se trata igual que en el caso de molificacion,
usando la desigualdad de Young. Es decir, dada f € LP(R") y € > 0 tomamos ¢ continua

y con soporte compacto tal que |[f — g[|, < 3G Lntonces

1Ko f=fll, < Mo (f =9, + [ Ka g = gll, + [1f = gll,

y el resultado sigue del caso anterior y la desigualdad de Young 8.1 usando (ii). U

Siguiendo la demostracion anterior, se tiene el siguiente resultado de convergencia en
sentido puntual para funciones continuas y acotadas, bajo las hipétesis (i), (i7) y (iit) de

la familia de nucleos.

LEMA 8.3. Sea f € L>®(R"). Entonces HH%) K, * f(x) = f(x) en todo punto de conti-
a—
nuidad de f.

8.2. Convergencia puntual. Mayorantes radiales decrecientes e integrables

La acotacién del operador maximal asociado a una familia de nicleos juega un papel
clave en el estudio de las aproximaciones a la identidad en sentido puntual para funciones
de LP. Precisamos algunas definiciones antes de enunciar los resultados correspondientes.

Se define el operador maximal asociado a una familia de operadores {7T,: a > 0}
por

T" f(x) = sup |To.f(z)].

a>0

Sea p € [1,00] y sea T' un operador definido en LP. Se dice que el operador T' es de tipo

fuerte (p, p) si estd acotado, es decir, si para toda f € LP vale

1T, <A,

para alguna constante positiva C' independiente de f.
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Por otra parte, cuando p < oo decimos que el operador 7" es de tipo débil (p, p) si

para todo A > 0 y toda f € LP vale que

o[5> A1 < (11, )

para alguna constante C' > 0 independiente de A y de f. Diremos que T es de tipo débil
(00, 00) si es de tipo fuerte (0o, 00). La desigualdad de Chebyshev (Teorema A.5) permite
probar que el tipo fuerte (p, p) implica el tipo débil (p,p), para todo p. Se tiene ademés

un importante resultado clasico de interpolacién debido a Marcinkiewicz.

TEOREMA 8.4 (de interpolacién de Marcinkiewicz).
Sea T un operador sublineal definido en LP* 4+ LP? con 1 < p; < py < 00. Si T es de

tipo débil (p1,p1) y también de tipo débil (pe,ps) entonces T es de tipo fuerte (p,p) para
p1 <p<pas.

El siguiente teorema relaciona el tipo débil de los operadores maximales con los re-

sultados de aproximacién a la identidad en sentido puntual en LP.

TEOREMA 8.5. Sea {T,: a > 0} una familia de operadores lineales y sea 1 < p < oo.

Si T*f(x) = sup|Tof(z)| es de tipo débil (p,p) y ademds h'rr%)Tag(x) = g(x) puntual-
a>0 o—>

mente (en todo punto) para toda funcion g en algin subconjunto denso de LP; entonces

HH(I) Tof(z) = f(x) en casi todo punto, para toda f € LP.
a—

Algunas veces los nucleos de aproximacién son tan buenos que se puede verificar la
acotacién puntual por la maximal de Hardy—Littlewood, lo cual nos permite probar el
tipo débil del aperador maximal asociado. En esta seccion veremos algunos casos de esta
situacién. Denotamos por M al operador maximal de Hardy-Littlewood definido

para toda funcién localmente integrable f por

1

fo:sup—/ f(2)|d=.
( ) r>0 |B(.§U,7’)‘ B(x,r)’ ( >’

LEMA 8.6. La mazimal de Hardy—Littlewood es de tipo débil (1,1) y acotada en LP(R™)

para todo 1 < p < 0.

El siguiente teorema clédsico, debido a Calderén y Zygmund, toma en consideraciéon
familias de nucleos obtenidos por molificaciones de un nticleo integrable, no negativo,

radial y no creciente sobre rayos.
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TEOREMA 8.7. Sea K € L'(R"), no negativo, radial y no creciente sobre rayos. Para
cada € > 0 se define la molificacion de K con pardmetro ¢ por K.(v) = e "K(%). Si
f e LP(R™) para 1 < p < oo entonces K. x [ estd bien definida y es finita en casi todo
punto. Se define el operador mazimal asociado a la familia {K.: € > 0} por K*f(x) =
SUP.~q | K: * f(2)|. Entonces K*f(x) < cM f(x), y por consiguiente es de tipo débil (1,1)
y de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < oo. Por lo tanto, si [ K = 1 se tiene que
K. * f(z) = f(x) en casi todo x € R, para toda f € U<, LP(R").

Los resultados del teorema anterior permanecen validos si se cambia la condicién de
K(z) de ser no creciente con |z| por la condicién que K (x)|x|” sea no creciente con
|z| para algin o > 0, como establace el siguiente resultado debido a Coifman. Ambos

teoremas se hallan en [35].

TEOREMA 8.8. Sea K € L'(R"), no negativo, radial y tal que para algin o > 0,
K(x)|z|™® es no creciente con |z|. Entonces, con la notacién del teorema anterior, K*
es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p) para todo 1 < p < co. En consecuencia, si
[K =1, K. f(z) = f(x) en casi todo x € R", para cada f € LP(R"), 1 < p < 0.

Como corolario se tiene que toda familia de nicleos {K.}_ ., obtenidos por molifica-
cién, a la manera del Teorema 8.7, de un ntcleo K de integral uno cuya mayorante radial
no creciente esté en las condiciones de alguno de los dos teoremas anteriores, constituye
una aproximacién a la identidad en sentido puntual en LP(R™). Pero también, que to-
dos los espacios en los que se sepa la acotacion de la maximal de Hardy—Littlewood son

adecuados para la convergencia puntual. Tal es el caso de LP(wdz) con w € A,,.

8.3. Ntcleos de Z6

El criterio de la existencia de una minima mayorante radial decreciente e integrable
para el caso de convolucién-molificacién es interesante, tiene muchas aplicaciones, pero
estd lejos de ser necesario y algunas veces no se puede aplicar directamente mientras
que, como veremos en el préximo capitulo, es factible utilizar el Teorema de Zo6. Este
ultimo explota la estrategia de Calderon—Zygmund para integrales singulares que, en
modo clasico, no es de uso para nucleos positivos e integrables. El Teorema de Zé contiene

al de la minima mayorante radial decreciente e integrable como caso particular.
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El resultado original obtenido por Zé estd en [63]. Aqui lo enunciamos en la forma

dada en el Teorema 10.3.1 de [35].

TEOREMA 8.9 (Z6). Sea A una familia de indices. Asumamos que para cada o en A

esta dada una funcion integrable k, en R™ que satisface

(a) [on lka(z)|da estd acotada superiormente uniformemente en o € A;
(b) f|m|>2|z| F(z,z)dx estd acotada superiormente uniformemente en z € R™\ {0} con
F(m,z) = sup |ka<5€ - Z) - ka(I)| .
acA
Entonces el operador mazimal sup,e 4 |ka * f| es de tipo débil (1,1) y acotado en LP para

1 <p< oo

Aunque en general no exista una estimacion puntual superior de K* f = sup, 4 |ka * f]
por la maximal de Hardy—Littlewood M f, los resultados en [6] prueban que los pesos de
Muckenhoupt w € A, son buenos pesos para la acotaciéon de K* en LP(wdz). Una conse-
cuencia 1til del Teorema 8.9, para el caso de molificacion, es decir, con K. (z) = e " K (z/¢)

para € > 0, es la dada por el siguiente resultado.

COROLARIO 8.10. Si K € L*(R") y eziste K en L'(R") y de clase € fuera del
origen, tal que
(a) |[K(z)| < K(z), y

entonces sup,~ | K. * f| es de tipo débil (1,1) y acotado en LP(R™) para 1 < p < oo.

Mencionamos finalmente que, ademas del enfoque clasico para la prueba del Teorema
de Zé, también puede obtenerse el resultado desde la mirada de integrales singulares con

valores vectoriales. Pero de una u otra manera la teoria de Calderon—Zygmund subyace.



Capitulo 9

Aproximaciones de la identidad definidas por ntucleos de

Cauchy—Poisson y de Lévy

En este capitulo se presentan nuevos resultados de aproximaciones a la identidad en
R™ primero para nucleos obtenidos por convolucion de las familias de Cauchy—Poisson
y luego para familias de Lévy. En la Secciéon 9.1 se introducen los nicleos elementales
de Cauchy—Poisson P? de érdenes o € (0,2) y la familia biparamétrica P obtenida por
molificaciones de estos nicleos con parametro y > 0. Dos propiedades caracteristicas que
satisfacen los niicleos P? y sus molificaciones son las de estabilidad y una desigualdad de
tipo Harnack, bien conocidas de las teorias de probabilidad y de ecuaciones en derivadas
parciales respectivamente. Otra propiedad que es facilmente verificable en estas familias
es la de concentracién, que junto con el tipo débil de los operadores maximales constitu-
yen ingredientes fundamentales para las aproximaciones a la identidad. El Teorema 9.1
demuestra estas propiedades para subfamilias particulares en las cuales los 6rdenes de es-
tabilidad y el pardmetro de molificacién guardan relacion. En la Seccién 9.2 se enuncian
las férmulas conocidas para la transformada de Fourier de funciones radiales en términos
de las funciones de Bessel. Estas resultaran de utilidad en la aplicacién del Teorema de
76 que haremos en la Seccién 9.3, en la que se obtienen resultados de aproximacion de la

identidad asociados a nicleos de Lévy.

9.1. Concentraciéon y Aproximaciones a la Identidad para nicleos de

Cauchy-Poisson

Comencemos recordando la definicién de la familia de ntcleos de Poisson-Cauchy en
R". Para 0 < 0 < 2, sean R7(p) = (14p?)~ "t/ 2 e I(0) = w, [;° R (p)p" *dp, donde w,
es el drea de la superficie de la esfera unitaria de R". Como (o) > w,2~("+9)/2 [ pn=lp=n=ogpy =

wpo127(F9)/2 " ge tiene que (o) — +o00 cuando o — 0. Denotemos por P° al niicleo de
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Cauchy-Poisson de orden o € (0,2), definido en R™ por
(@) = (10)) R (Jal) = (1(0)" (1 + [af) "2

Observemos que, para cada o, [, P7(z)dx = 1y |z|"" P?(z) — (I(0))~! > 0 cuando
x — o0. Por otro lado, para = € R" fijo se tiene que P?(x) — 0 cuando ¢ — 0.

Consideremos las molificaciones de cada P?, para y > 0. Precisamente,

PI(x) =y "P7(y~'x) = (I(0)) 'y (y* + |z [2)~(m+e)/2,

Sea la familia biparamétrica de nicleos P = {FJ:y > 0,0 < o < 2}. Algunas de sus
propiedades se encuentran en el Capitulo 2. Entre ellas, recordemos que fRn Py (x)dx =1
para todo y > 0y todo o € (0,2).

Veamos que estas familias constituyen aproximaciones a la identidad de convolucion
en sentido puntual cuando y — 0, en los espacios de funciones clésicos. Més precisamente,
considerando o: RT — (0,2) como funcién de y se dd un resultado de aproximacién de

la identidad bajo la condicién o(y)logy — —oo cuando y — 0.

TEOREMA 9.1.

(a) El operador P*f(x) = Sup,~og<y<2 |(P; x f)(z)| estd acotado superiormente por
el operador maximal de Hardy-Littlewood. Por lo tanto, P* es de tipo débil (1,1)
y acotado en LP(R™) para 1 < p < oo.

(b) Para una funcién ¥ : R™ — (0,2) tal que X(y)logy — —oo cuando y — 07, la
familia uniparamétrica de nicleos {Pyz(y) :y > 0} concentra en torno al origen,

Pz(y)(x)dx — 0 cuando y — 07.

i.e. para cada X > 0, f\w|>>\ Y

(c) Con ¥ como en (b), tenemos que (Pyz(y) x f)(x) converge en casi todo punto a

f(@), para f € LP(R"), 1 <p < o0.

DEMOSTRACION. (a) Se sigue del hecho de que cada P° es radial, decreciente y
Jgn P?dx =1 (Teorema 8.7, Capitulo 8).

(b) Deseamos probar que si y®¥ — 0 cuando y — 0%, entonces {P, Wy > 0}
concentra alrededor del origen cuando y — 0%. Sea A > 0 dado, luego

n+3(y)

[ owi=ueey e [ o eh e
|| > [z|>\




9.2 Transformada de Fourier de funciones radiales y funciones de Bessel 133

n+3(y)

U [0

|lz[>7
y

B _n—i—E(y) -1 o0 pn—l
< |wnd(y) 27 2 Wn A (11 p2)msw)/2 dp
Y

nt3(y) [
<B(y)2 2 /p‘l‘z(y)d/}

A

Y

n+3(y) ()\) -2(y)
=92 2 —
Yy

< Cn, Ny

que tiende a cero cuando y — 07.
(c) Si g es una funcién continua de soporte compacto, tenemos que para cada € > 0
dado existe 0 > 0 tal que

(P71 % g)(2) — g(w)] < / l9(z = 2) = g(2)| Py (2)d>

n

<c | G2l [ PR
|z]<é

B
que es menor que 2¢ para y suficientemente pequeno. Entonces, como

Pif(z) = sup [(PXY « f)(z)| < P f(),

y>0

aplicando argumentos estandar se obtiene que (PyE @ & f)(x) = f(z) cuando y — 0T en

casi todo z, para f € LP(R"), 1 < p < 0. O

Ademads del caso en que X esté acotada inferiormente por una constante positiva,
un ejemplo de una funcién ¥ en las condiciones del teorema estd dado por X(y) =

(log®y=1)~! para 0 < a < 1. En este caso X(y) — 0 cuando y — 0.

9.2. Transformada de Fourier de funciones radiales y funciones de Bessel

en R"

En la Seccion 9.3 usaremos una férmula explicita de la transformada de Fourier del

nicleo de Lévy que puede escribirse en términos de integrales de Bessel.
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Una funcién f definida en R" es radial si existe una funcién F' definida en R* tal que
f(z) = F(|z|) para casi todo z € R". Se observa que el conjunto de funciones radiales en
LP(R™) es un subespacio cerrado de LP(R™).

La transformada de Fourier de funciones radiales en L'(R™) es también una funcién
radial, y se tienen buenas representaciones de la transformada y su inversa en términos
de las funciones de Bessel unidimensionales. Denotaremos por 7, a la funcién de Bessel
del primer tipo de orden «. Las funciones 7, son las soluciones candnicas de la ecuacion
diferencial de Bessel

2 %y dy

2 o
xw+x%+(x —a”)y =0,

para « real o complejo. Se definen a través de su expansion en series por
b (_1)k T\ 2k+a
Tale) =2 KTk +a+ 1 (5)
k=0 a+1)

- % ) 1'2 N l‘4
20 (a + 1) 220 +2)  2-42a+2)2a+4) )7

donde I'(z) es la funciéon gamma, que extiende el factorial a C. Debido a que J,(x) es una
serie de potencias, se deduce que J, € €°(R). Las soluciones de la ecuacién de Bessel
que son linealmente independientes respecto a J, (« > 0) se llaman funciones de Bessel
del segundo tipo. Observemos que J, v J_, son linealmente independientes si y sélo si
aeR\Z.

Las funciones de Bessel de 6rdenes 1/2 y —1/2 tienen expresiones sencillas, dadas por

A la funcién de orden cero se la puede expresar en forma integral por

j( — i . ixsin@de _ l " ixcos@da

Asimismo, para n € N vale la férmula

1

- —i(nf—xsin 0) d@
T o

e

aw

/ cos(nf — xsinf)do,
0
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que se extiende a érdenes a generales agregando un término

1 g 3 o0 )
Ja(x) = —/ cos(af — xsinf)dh — M/ p—esinh(t)—at gy
0 0

™ s

Resultard también 1til la formula de recurrencia

Junile) _ 1d (Jm)’

xa

gotl x dx

con lo cual, para m € N,

- or () (22)

Mediante el cambio de variables x = s'/?¢, tenemos luego que

THE- () 5 (542)

Por ultimo, mencionamos la expresion integral de Hankel, dada por

¢ !
B QQﬁF(Oé+%) /1

Con el cambio de variables ¢ = cos#, la formula anterior se expresa también como

To(T)

(1 — %) 2 4.

:L,a

T () = / <089 (gin )2 d#.
() 20./7 T (Oé + %) 0 ( )

Para la representacion del nicleo de Lévy usaremos, como Blumenthal y Getoor en

[22], la siguiente expresién de la transformada de Fourier de funciones radiales que puede

hallarse en [23].

TEOREMA 9.2. Sea f € LY(R") una funcién radial, con f(x) = F(|x]). Entonces su
transformada de Fourier

~

1 iz
f(€) :W/Rnf(x)e *dx

depende sélo de ||, y se puede expresar como

(a1 fle) = —z [ FOCRTa (0
1" Jo :

Mads atn, se tiene una expresion en términos de Jp y J 1 dada por
2
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(a) para n =2m + 2,

dm

7&) = (~1ymam

/ " P (v/5t) di:

{5

(b) paran =2m+1,

ey = (a2

TEOREMA 9.3. Si F(t) es continua en 0 <t < oo, [ |F(t)|[t" " dt < oo y si

/O P cos(v/3t) dt.

l¢f?

- n1—2 /OO F(t)t"2 Tz (€t) dt
&2 JO 2

es tal que [ |p(€)] €1 dE < oo, entonces, para todo t,

¢(8) :

1 o .
(42) FU) = g [ 0O Tuca e0)
9.3. Concentracién y Aproximaciones a la Identidad para nicleos de Levy

Las distribuciones de Lévy elementales en R™ son las distribuciones de probabilidad,
absolutamente continuas, cuya funcién de densidad se define como la transformada de
Fourier inversa de e €I, para 0 < o < 2. Denotaremos a las densidades de Lévy ele-
mentales por L7 6 v(-,1;0). Como e~ €” estd en L'(R"), entonces L7 esta bien definida
y pertenece a L>®°(R™). Ademds, como su transformada es radial, los Teoremas 9.2 y 9.3

nos proveen una formula explicita, dada por

(43) 17(x) = vl 1 0) = —

n—2
[ 2 O

/ /2 T (|2] ) dt.

n—z
2

Esta formula en el caso 0 = 1 produce un resultado més tangible, que es el nticleo de
Poisson. Para o general entre cero y dos, los resultados de [22] dan el comportamiento
asintético de v(x, 1;0), lo cual muestra la estabilidad de estas densidades:

lim |z|""7v(x,1,0) = 02°F 3 1r sin T ()T (9).
|z|—o0 2
Por otra parte, la molificacion de parametros y > 0 de las densidades elementales

da lugar a la familia

L={Ly: Li(z) =v(z,y;0) =y "L7(y 'x), y >0, 0 <o <2},
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correspondiente a las distribuciones simétricas-a-estables. Notemos que Zg &) = e~ lvel”
paray >0y 0 <o < 2.

A continuacién, estudiamos los resultados relativos a la familia de nticleos de Lévy en
dimension n = 1. Alli, los nticleos elementales estan dados por
(44) L°(x) =v(x,1;0) = \/H/Oo e_tatl/zjié(|x| t)dt = 2/00 e tY2 cos(|z| t)dt.

0 0
Teniendo en cuenta los trabajos de Blumenthal y Getoor [22] y Polya [55], conocemos el
comportamiento asintético de v(x, 1; ). Se tienen ademds, para los niicleos més generales,
cotas de la forma v(z,y; o) < CPJ(z). Sin embargo, dado que la constante C' depende de
o, esta estimacion no es adecuada para obtener cotas superiores del operador maximal
L' f(x) = sup |(v(-,y;0) * f)(z)|
y>0,0<0<2

en términos de la maximal de Hardy—Littlewood de f. En cambio, lograremos obtener
el tipo débil (1,1) de L*f como una aplicacién del Teorema 8.9 de Z6. En el andlisis
subsiguiente utilizaremos, aparte de (44), también la férmula (43) correspondiente a los
nicleos v(z, 1;0) en dimensién n = 3.

Probamos a continuacion los resultados principales en relacién al operador L*.

TEOREMA 9.4. El operador mazimal L* es de tipo débil (1,1) y acotado en LP(R) para

1 <p< oo

DEMOSTRACION. Sea A = {a = (0,y) : 0 < 0 < 2,y > 0} y, para cada a = (0,y) €
A, pongamos k,(r) = v(x,y;0). La hipétesis (a) en el teorema de Zé se sigue de que

Jg ka(x)dz = ko (0) ~ 1 para cada a € A. Para chequear que se cumple (b), comencemos

usando las férmulas del Teorema 9.2. Sea

0o (s) = /Ooo e cos(y/st)dt.

Si @7(7), 7 € R, es la funcién tal que ®”(|z|) es la transformada de Fourier en R™ de

[eg
ekl , tenemos que

2d"p,

Py (p) = (=1)"2™ [~ 0 (),

)

paran=2m+1, m=0,1,2,....
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Cuando n =1 y n = 3 se tiene entonces que

@i(p)Z\/g%(pz) y <I>§(p)=—2\/§ddi”( ?).

Luego
dP! 2 dp
o — _2 o 2 —_ _ @3

i (p) —2p— () = =P (p),

y, en consecuencia,
dd!

45 2 o < 3 (1)3
(45) 7| 2| < e

Veamos que p? |92 (p)| estd acotado superiormente por una constante que no depende de

€ (0,2). Por la férmula de inversion para la transformada de Fourier de funciones de
L*(R™), se tiene que ®” = L°. Luego, de la ecuacién (43) con n = 3 y del hecho que
j%(p) = v/2(,/7p) ! sin p obtenemos que

3 (p) = pl/Q/ e~ 32 7 (pt)dt = \/jpl/ e " tsin(pt)dt.
0 2 T 0

Veamos entonces que (m/2)2p3®3(p) = p? [ e " tsin(pt)dt estd acotado superiormente
por una constante independiente tanto de 0 < o < 2 como de p > 0. Sea 7n(s) = ssin s,

s > 0. Integrando por partes obtenemos que
p2/ e~ tsin(pt)dt
0
=p / e n(pt)dt
0

[ sin pt — ptcospt ;o
e

p

p p

* Y /°° P sin pt — pt cos pt dt}
0 0

0/ t" e sinptdt — op' / e " (pt)? cos(pt) dt

0 0
> - - Clpt)|™ - C(pt

= a/ t" e sinpt dt — op' 7 {(et L'O) ) +a/ t7 et Lo )dt]
0 0 0 p

P
donde ((t) = fot 57 cos s ds. Integrando por partes nuevamente vemos que

t t t
. t 1 . . 1 .
C(t):/ s? cos sds = s"sms\o—a/ s 1smsds:t"smt—a/ 57 1sinsds
0 0 0
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Luego
,02/ e~ tsin(pt)dt :a/ t" e sin pt dt
0 0

— 02,0_”/ t7 e " (pt)7 sin(pt)dt

0
[e%¢) pt

+ a3p_(’/ 7 te™ (/ 571 sinsds) dt

0 0
=1+ 11+111.

Haciendo el cambio de variables u = (pt)?, entonces

I —/ e » sin(u'/?)d (£>
0 p°

II = —0/ efp_"isin(ul/”)d <£> :
0 p° p°

que estan ambos uniformemente acotados. Para el tercer término tenemos que

00 u ul/o
o’p~? / e / s lsinsds | d <£>
0 0 p°

IT1| =

que también resulta uniformemente acotado por arriba. Por lo tanto de (45) obtenemos

ddl

| < Cp~2 con C independiente de o y p.

que ‘

Estamos ahora en condiciones de verificar que la familia {k, : « € A} satisface (b)
en el teorema de Z6. En efecto, como |z| > 2 |z|, por el teorema del valor medio tenemos
que

12l

lv(z — z,y;0) —v(z,y;0)| = -

1 Tr—z x
v( ,1;0) —U(—,l;O‘)
Y Y Y

1|d
ZQ‘EU(&LU)

r T—2

para algin £ en el intervalo (y, ; ) De la estimacién anterior para d®. /dp, dado que

€] = || /y. ya que |a] > 2 2], se tiene que

||

2
w@—auw—vuwmﬂscﬁ(ﬂ).

|z]
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Luego F(z,z2) < C 2 o bara todo |x| > 2|z|, y, en consecuencia,

/ F(xzdx<C|z|/ 2: :5,
j]>2]2] sl ¥

que es independiente de o« = (0, y) € A. De esta manera podemos aplicar el teorema de Z4,

lo cual demuestra que L* es de tipo débil (1,1) y acotado en LP(R) para 1 <p < oo. O

TEOREMA 9.5. Sean =1y X: Rt — (0,2) una funcion que satisface la condicion
y*WH2(B(y)) 7t — 0 cuando y — 0. Entonces los niicleos {v(z,y;%(y)) : y > 0}
concentran en torno al origen. Por lo tanto, (v(-,y; X(y)) * f)(z) = f(z) para casi todo
x € R para toda funcion f € LP(R), 1 < p < co.

DEMOSTRACION. Dado que J 1(p) = 4 /%p cos p, entonces integrando por partes
2

v,y E(y) =y (y, : \/\:c / e 2T (%t) dt
2
21 [ s
= \/j— e cos (mt> dt
Ty Jo Y
V2 { S Y (| AV s y
= e~ 2 sin it)‘ + X(y / e~ Zgin (mt) dt}
Ve R R ERAY
_ \/§ Z(y)i /OO eftZ(y)tE( y) (mt) dt
VT || t
2 1=%(y)  poo , S(y)-1
- iz(y)\/— Iw| / oo (12, sin (Mt) dt
ﬁ |$| 0 y v

donde £(s) = s¥®~!sins. Definamos © fo s)ds. Luego, ©(0) = 0y ©'(t) = £(1).

Ademds, para % < 7 tenemos la estimacion ‘@ <%>‘ < (T W-1gg = ;z(;)) Si, por

> T, se tiene una serie alternante con valores absolutos decrecientes y asi

otro lado, |I|t

|z|t o0

/y s>W)—1 sinsds:Z(—l)jH/

0 j=1 (-1

g
sz(y)_lX{O m} (s) |sin s|ds
Ty

s T 3(y)
< / W lginsds < / $SW-1gg = L.
0 0 Y(y)



9.3 Concentraciéon y Aproximacion a la Identidad por nitcleos de Levy 141

2(y)
()= 5
y X(y)
Luego,

vz, y; 3(y)) = %()T(y)m {etm’)i@ (w) %

|| || Y Jlo

. /Oa_w i Lo (M)

\/— ( )2 Y(y)+1/2 L0, 5(y) |:E|t @
== TEm e Yo | —
VT |z +2(y) 0 Y t

. V2 PO ) /°°e 20 () At
NN ; 7
V3 7Sy w12
ﬁ ’x‘1+2 Y)

\/_7r3/2 S(y)+1/2

- |l"1+2 y)

Entonces, en cualquier caso,

Para probar la propiedad de concentracién para la familia {v(z,y; X(y)) : y > 0}, tome-
mos A positivo y menor a uno, y estimemos las integrales fuera del intervalo centrado en

el origen de longitud 2\. Asi

< d
/ v(w,y; X(y))dr < \/§7r3/2y2(y)+1/22/ T
| > \

p1+2(y)

1
— (2m)2ySW)+1/2 (__xE(y)
(2m) X(y)

y
_ (27r)3/2 yE(y)+1/2
A X(y)

Por la hipétesis sobre X, la ultima expresién tiende a cero cuando y — 07. O

Observemos que potencias chicas de y satisfacen la condicion para Y. En efecto,

(1/24+y°)
Yy — 1/2—
€ - y / y

cuando y — 0". En general, la condicién para X en el Teorema 9.5 es estrictamente

tomando 0 < ¢ < 1/2 y X(y) = y° tenemos que y¥" tiende a cero

menos restrictiva que la del Teorema 9.1. Por tdltimo, notemos que la simplicidad en la
estructura de las funciones Jy/2 y J-1/2 es la que nos permite obtener las estimaciones

necesarias para la integracién por partes. Cuando la dimensién n del espacio subyacente
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es mayor a uno la funcién de Bessel involucrada en (43) es mds compleja, por lo tanto

estos métodos no se extienden de manera directa para tales casos.



Capitulo 10

Concentracién y Aproximacion de la Identidad por familias de

nucleos de Markov con propiedades de Estabilidad y Harnack

Los resultados del Capitulo 9 asociados a los nicleos de Cauchy y de Lévy se pueden
extender a familias de niicleos que no son de convolucion y en las que la estructura precisa
de aquellos se sustituye por dos propiedades cualitativas mas generales. Estas propiedades
son una desigualdad de Harnack y una estabilidad en el infinito. El resultado principal

estd contenido en el Teorema 10.3.

10.1. Desigualdad de Harnack, Estabilidad y Concentracion

Comenzaremos definiendo los conceptos de estabilidad, Harnack y concentracion, to-
mando como ilustracion a la familia biparamétrica de nicleos de Cauchy-Poisson P =
{P; :0 < o <2,y > 0}. Luego, extenderemos estos conceptos y los resultados que los
relacionan a familias de niicleos mas generales, no necesariamente de convolucion.

La desigualdad de Harnack clasica en las funciones analiticas de variable compleja ha
adquirido una merecida centralidad en la teoria de De Giorgi, Moser y Nash de regularidad
de soluciones débiles de ecuaciones elipticas y parabdlicas con coeficientes irregulares.
Dado un abierto €2 en R™ y u una soluciéon de Lu = 0, donde L es parecido al Laplaciano
pero mas general, entonces

supu < C'inf u,
B B

con C' una constante independiente de u y de B, siempre que 2B C ().
El siguiente resultado prueba que la familia P satisface una desigualdad de Harnack
uniforme en R™\ {0}. Esta desigualdad compara los infimos y los supremos de cualquier

nicleo de P en bolas de la forma B(z,v|z]) con 0 <y < 1 fijoy z € R™\ {0}.
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PROPOSICION 10.1. Sea 0 < v < 1. Para x € R™\{0} consideremos la bola B(z,~|z|),

5,(7,Y,0) = SUD,cpun) Dy (2) €iy(2,y,0) = f.cpaqa) Py (2). Entonces

1 n+o
" o) (14)
17 (.I, Y, 0) 1— 8
5 1 and
uniformemente en v € R" \ {0} ey > 0. Mds aiin, sup,, = (%) .

DEMOSTRACION. Recordemos que Py (z) =y " P{ (y~'2) = (I(a)) 'y ( 24 |2)?)(nte
Por lo tanto, para x # 0y z € B(x,~|z|) tenemos que

(o

Y
57('T7y70-) = 9 n+o
I(o)(y? + (1 =) [z]) 2
y
. Y
17(33',2/,0'): 9 n+o *
I(o)(y? + (1 +7)? [=|") 2
Asi que

n+o
2
2 |z 2
s (z,y,0) | 1H1+7) (7)

i,(z,y,0) 14 (1—7)2 (lﬂﬂzl)2

2
Como la expresion entre corchetes es estrictamente creciente como funcion de <|Z‘> , el

=]

n+o
supremo de esta expresion es su limite para % — 00. De este modo, 2 < <1+—7> y

)’ T—

n+o
Sy _ [ 14y
SUD,, T = <—1_7> : ]

Ity

n+2
. 5
177> es una cota superior para *, la
Y

Notemos que, como 0 < ¢ < 2, el nimero (
cual es ademas uniforme en o.

En lo que sigue nuestro estudio estara referido a familias en la clase general de ntcleos
de tipo Markov de dos variables. Un nicleo de Markov simétrico en R™ es una funcién
medible no negativa y simétrica K definida en R™ x R" tal que fRn K(x,z)dz = 1 para
todo z € R™.

Dado un nitcleo de Markov K definido en R™ x R™ diremos que K satisface una

condicion de Harnack con constantes 0 < v < 1y H > 1, y denotaremos

K € H(v, H), si vale la desigualdad

sup  K(z,z) <H inf K(z,2)

z€B(§v|x—¢]) z€B(&y|z—€l)
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para todo x € R™ y todo £ € R" tal que £ # x. Con esta notacién, la Proposiciéon 10.1
se lee P] € 7—[(7, (ii’—z)nw) para todo 0 < v < 1, todo 0 < 0 < 2 y todo y > 0. De esta
manera, notemos que P C H(”y, (%’:)n”) para todo 0 < v < 1.

Como ya observamos antes, con una mirada probabilistica, el parametro o en los
niicleos de tipo P?(z) = (I(0)) " (1+ |z|*)~("+2)/2 sustituye de algin modo a la varianza,
que para estos nticleos es infinita. La siguiente proposicién consituye el punto de partida

para la generalizacién del parametro de estabilidad para ntcleos de dos variables.

PROPOSICION 10.2. Para 0 < 0 < 2 yy > 0, se tiene que |z — z["*7 Pz —2z) =

y°(I(0))™! cuando |x — z| — oc.

DEMOSTRACION. Basta con escribir

lz — 2|™*° y° A | S i 1
T T nio
I(o)(y? + |z — z|2) 2 I(o) (2 + |z — 2[*) 2 I(o) 2 2
P
y tomar limite para |z — z| — oo. O

Dado un nticleo de Markov K definido en R™ x R"™ decimos que K es o-estable con
pardmetro a > 0 y denotamos K € S(o, a) si

lim |z — 2" K(z,2) = o
|x—z|—00

Con esta notacién P7 € S(o,y’(I1(c))~") para cada 0 <o <2ey > 0.

En el Capitulo 9 probamos que las familias P y £ poseen propiedades de concentra-
cién en torno al origen. Mas generalmente, podemos preguntarnos por la propiedad de
concentracion en torno a a diagonal de una familia de nicleos de Markov. Decimos que
una familia de nicleos de Markov K = {K,(z,2): 0 < 7 < 1} concentra, o que satisface

la propiedad de concentracion, y lo denotamos IC € C si f| K. (z,z)dz tiende a

z—2z|>A
cero cuando 7 — 0 para todo A > 0, uniformemente en z € R". De esta manera, segin
los resultados del Capitulo 9, tenemos que las familias {P, ¥ (z — 2) : 0 < y < 1}, con
y*® — 0% cuando y — 01, v {Lf(y)(x —2):0 <y < 1}, para y/?>W(3(y))"! — 0F

cuando y — 0T, pertenecen a C.
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10.2. Aproximacién de la Identidad por familias de niicleos de Markov

estables con la propiedad de Harnack.

El siguiente es el resultado principal del capitulo, en el cual se demuestra que propie-
dades de estabilidad y Harnack implican concentracién y acotacién del operador maximal
para familias adecuadas de nicleos de Markov, que por lo tanto constituyen aproxima-

ciones a la identidad en sentido puntual en los espacios LP(R™), 1 < p < c0.

TEOREMA 10.3. Sea o > 0 arbitrario. Supongamos que para cada 0 < o < 1 estd dado
un nicleo de Markov KZ € S(o,«r). Si para algin 0 <y < 1 se tiene que K = {KZ : 0 <
a<l}CH (% (}J_r—z)nw), entonces

(a) K €C;

(b) K* (%) = supgeqer | [on KS(x, 2) f(2)dz| es de tipo débil (1,1) y acotado en LP(R™),

para 1 < p < oo;
(¢) im0 [ KG(x, 2) f(2)dz = f(x) en casi todo punto, para toda f € LP(R™),
1 <p<oo.

DEMOSTRACION DE (a). Fijemos x € R" y 0 < A < 1. Dado que cada KZ pertenece
a S(o,a), entonces existe R(a) suficientemente grande tal que |z — z|""7 K9(z, 2) < 2o

cuando |r — z| > R(«). En otros términos KJ(z,z) < # para |z — z| > R(a).

n—+o
Ahora, como K C H (fy, (%) ) para cierto 0 < v < 1, nos serd posible estimar

K (z,z) en B(xz, R(a)) \ {z}. La familia de anillos

1 — J+1 1— J
Aj:{ZE]R”:<—7> R(a)§|x—z|<( 7) R(a)},j:O,l,Q,...

I+~ 1+~

provee un cubrimiento del conjunto B(z, R(«)) \ {z}. Luego, tomando J = J(\, R(«))

Jj+1
el menor entero para el cual (;—3) R(a) < A, obtenemos que {z: |z —z| > A} C

U}]:o A;U{z : |x — z| > R(«)}. Paralos z tales que |z — z| > R(a) tenemos que KJ(z, z) <

2c

—=%—. Busquemos a continuacién cotas para KJ(z, z) con z en los anillos A;. Comenza-
|z—2| a\™ J

mos con j = 0. Notemos que si ﬁR(a) < | — z| < R(«) entonces z pertenece ademés
a una bola B = B(&,~ |z —€|) tal que BN {z : |z —z| > R(a)} # 0. Por lo tanto, si
0 e Bn{z:|z—z > R(a)} tenemos que

K (x,z) < sup Kg(x,n)
neB
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1 n+o
<(122) ez
1- Y nebB

1+7 n+o
< | — K°
<(12) mewo)

< 14+ e 9 .
- 1 — ¥ R(a>n+a

Iterando, obtenemos para z € A; la cota superior

20 1_|_,7 (§+1)(n+o)
Aoy \T— |

Kg(x, 2) <

Entonces, para |z — z| > A\ tenemos que

J (+1)(n+0)
- 2 1+~ 2a
Kiw2) < grvems > (m) Xa;(2) + 5 X212 (2).

=0 ’ |l‘—2|

Luego

J .
1 (G+1)(n+o) S dp
K (z,2)dz <20 ————— <1ir_7) |A;| + wn/ ol
Az:|:1:z|>,\} {R(OZ)"+J Z v 7 R() pn-l—a

j+1
Ahora, dado que J es el menor entero para el cual <};—7/) R(a) < A, vemos que

1+ Y7 - R(a)\? - 1+\7°
1—7 - A 1—~ '
En consecuencia

2 1 1 e 1 o
/ K (z,2z)dz < Y S (ﬂ) ! “fa) (R(a))
{zle=22A} Rla) o \1-7v (M L\

2w, 1 nte 1 o 1
< wa+2wna( +’y) (1+7) 1
o 1—vy (
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Esta tultima expresion tiende a cero cuando o — 0, con lo cual queda demostrada la

propiedad de concentracion.

DEMOSTRACION DE (b). Veamos que K*f estd mayorada por la funcién maximal de
Hardy-Littlewood M f puntualmente. Comencemos por construir una regularizacién f(g
de K7, definiendo

1

2,72 = 2| JeeBnlr—a)

[A{*U — K° d¢ = K? dg.
O A L HEASLS

Dado que K C 7-[(7, (%)n+a) entonces tenemos que K 7 provee una cota superior para

K?Z. En efecto

Kg(r,z) < sup  K(x,Q)

CEB(z,y|z—x|)
1 n+o
< (ﬂ) wf K7(x,0)
1—x CEB(z,v|z—xl)

1 n+o
< (ﬂ) f K2 (@, C)dc
L=~ B(zrlz—z))

1 n+o »
= <—+7) K (z,z).
1=~

De hecho, también K 7 esta acotada superiormente por K? (con la misma constante) y

en consecuencia resultan equivalentes punto a punto. Luego

KZ(x,2)f(z)dz

R

< | Kg(z,2)[f(2)|d=

R"

L\ [ =
(1) [ Rzwanene

(1) = ( 1 Kq d) d
(1_'7) " /]R" |z_m|n/CEB(z,’Y|z—x|) a<x7<)< ‘f(Z)‘ :

1 n+o
- = <—+7) K (x,¢) (/ ‘f(z)‘ndz> dc.
Y L—x CERn {zeR™:|¢C—z|<~|z—2|} |z — 2|

A fin de estimar la integral interior haremos dos observaciones geométricas:

Hecho 1. Para ¢ # x el conjunto {z € R" : |( — z| <7y|r — 2|} C B (z K_JC').

T

En efecto, para z tal que |[( — z| < 7|z — 2| tenemos que |z — x| < |z = (| + | — x| <

Yo = 2| +|¢ — al. Luego |z — 2| (1= 7) < [ —a| y = € B (2, =),

Hecho 2. Para z tal que |( — z| < v |z — z|, se tiene que |z — (| < (1 +7) |z — x|
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En efecto, [z — (| < |z — 2|+ |2 = (| < (1 +7) |z — z|.

Utilizando el Hecho 2 en la primera desigualdad y el Hecho 1 en la segunda tenemos que

[/ (2)l (1+7)
dz < d
/{ZER":K_'ZKWQC—Z} ‘l’ - ’Z|n = |l‘ - Cln /{zeanlﬁ—z|<7x—z} ‘f(Z)‘ :
(1+7)"

Claramente el tltimo miembro estd acotado por una constante veces la funciéon maximal

de Hardy-Littlewood de f en x. Precisamente

1 n
{zeRm:|¢—2|<rla—z]} [T — 2| 1—n

Luego,
(47)

< w_ﬁ <1+_’)/>2n+0 Mf(x) KZ(z,¢)d¢ = C(v,0,n)M f(x).

-~ 1—
")/n v CERn

KS(z,2)f(2)dz

R”

Como esta cota superior es uniforme en « tenemos el resultado del item (b).

DEMOSTRACION DE (¢). Basta con probar la convergencia puntual para funciones conti-
nuas de soporte compacto. Sea f € %,(R"™). Luego, para cada € > 0 existe A > 0 tal que
|f(z) — f(2)| <esi|x—z| <A De esta forma,

Ko (w,2) [ (2)dz — f(x)

R

< | Ki(z,2)|f(z) — f(z)|dz

R"

<2fl. [ Kwadzre [ Ko
{z:|z—z|>A} {z:]lz—z|<A}

Por la propiedad de concentracién de la familia K probada en el item (a) se tiene el
resultado para f. Finalmente, se concluye la demostracion por el argumento usual de

densidad y tipo débil del operador IC*. U

Cabe destacar que los valores precisos de las constantes en la condicion de Harnack
se utilizan tinicamente en la demostracion de la propiedad de concentracion dada en la
parte (a) del Teorema 10.3. Para las propiedades de acotacion del operador maximal K*
esos valores son irrelevantes. Por lo tanto, por la desigualdad (47) en la prueba del item

(b) del Teorema 10.3 se obtiene el tipo débil y la acotacién para una funcién maximal
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ain mayor. Para gy > 0 fijo definamos

K™ f(x) = sup
0<akl
0<o<og

/ K7(x, 2) f(2)d>

COROLARIO 10.4. El operador K** es de tipo débil (1,1) y acotado en LP(R™) para

1 <p<Loo.

DEMOSTRACION. Basta con notar que el valor C'(vy,0,n) en (47) esta superiormente

acotado por C(v,0g,n). d



Capitulo 11

Estabilidad, Harnack y Aproximacién de la Identidad en

espacios de tipo homogéneo

En este capitulo se extienden algunos de los resultados del capitulo anterior a niucleos
con colas pesadas en espacios generales de tipo homogéneo. En efecto, los espacios de
tipo homogéneo proveen un contexto muy general que es natural para la formulacion
de las cuatro propiedades en consideracién: estabilidad, Harnack, concentracién y tipo
débil del operador maximal. En particular, la propiedad de duplicacion de la medida es
central en la acotacién del operador maximal asociado a los nticleos de Markov por el de
Hardy-Littlewood del contexto. En la primera seccién del capitulo nos ocuparemos del

tipo débil del operador maximal y en la segunda de la propiedad de concentracion.

11.1. Estimacion del operador maximal

Sea (X, d, ) un espacio de tipo homogéneo. Una funcién medible K, no negativa y
simétrica definida en X x X es un nicleo de Markov simétrico en X si [, K(z,y)du(y) =
1 para todo = € X. Notemos que el concepto de niicleo de Markov depende tinicamente
de la estructura de medida de X pero no explicitamente de la métrica. Por otro lado, la
desigualdad de tipo Harnack depende sdlo de la estructura métrica. A primera vista, la
condicién de estabilidad parece ser un concepto métrico. Sin embargo, como en la expre-
sién |z — y|" el pardmetro n es la dimensién del espacio subyacente, su interpretacién

)|1+"/ ". De este modo, la estabilidad debe ser interpretada como

correcta es |B(z, |z — y|
un concepto mixto que involucra métrica y medida.

En lo que sigue (X, d, ) denota un espacio de tipo homogéneo no acotado.

Diremos que un nucelo de Markov simétrico K definido en X satisface una de-
sigualdad de Harnack con constantes 0 < v < 1y H > 1 y lo denotaremos
K € H(v, H) si la desigualdad

sup K(z,n) < H inf K(z,n)
neB(y,yd(z,y)) n€B(y,yd(z.,y))
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vale para todo = e y en X con y # .

Un primer resultado que sigue de una desigualdad de Harnack uniforme en una familia
de nucleos es la acotacion del operador maximal asociado por el operador de Hardy—
Littlewood

- d
Mf(z) = =Supp /If ) dp(y)

En la definicion de M el supremo se toma sobre la familia de todas las bolas que contienen

a . De los lemas de cubrimiento del tipo Wiener, se puede ver que M es de tipo débil

(1,1) y acotado en LP(X, u) para 1 < p < oc.

TEOREMA 11.1. Sea (X, d, u) un espacio de tipo homogéneo con constantes geométri-
cas T y A. St K es una familia de nicleos de Markov simétricos sobre X tal que existen
0<y< % y H > 1 para los cuales K C H(vy, H), entonces existe una constante C' que

depende de 7, A, v y H tal que
K*f(z) < CMf(z)
para todo v € X y toda funcion medible f.
En el enunciado, el operador maximal esta definido por

= sup
Kek

[ K i

Para probar el Teorema 11.1 introducimos una regularizacién K de cada K € IC, dada

por
~ 1

Kle,y) = w(B(y,vd(z,y))) LEB(y,’yd(z,y)) K@, 2)du(2)

para & # yy K(z,z) = K(z,z). Escribiremos

[ &t

LEMA 11.2. Para todo K € K y todo (z,y) € X x X tenemos que K(z,y) <
HE (z,y) < H*K (z,y).

= sup
Kek

DEMOSTRACION. Notemos que, como K C H(v, H), para z # y se tiene que

1

K@) = Bl dw ) /B@,Vd(x,y)) Ko y)du(z)
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T
< sup  K(z,n)du(z)
w(B(y,vd(z,9))) JByndy) neB(

y,vd(z,y))

o
< inf K(z,n)du(z
1(B(y, vd(2,9))) J Byd(e.y)) n€BEAdY)) (z.m)du(z)
< HK(z,y).

La segunda desigualdad se sigue aplicando de nuevo la condicién de H(~v, H). O

Puesto que en nuestro contexto general el espacio puede tener atomos, damos a con-

tinuacion una cota para K sobre la diagonal en términos de las medidas de los atomos.

LEMA 11.3. Sea K como en el Teorema 11.1. Entonces sup K(z,z)u({z}) <1

Kek,zeX
DEMOSTRACION. Basta observar que
K(z,x)p({x}) = K(x,z)du(z / K(x,z)du(z) =
ze{z}
para todo K € K y todo punto x € X. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 11.1. Del Lema 11.2 tenemos que K* f(z) < HK* f(x)
para toda f y todo x. Asi, es suficiente probar la existencia de una constante C' =

C(1,A,v,H) > 0 tal que para toda funcién medible y no negativa f valga que

/ R(x,4)f(y)duly) < CMf(z),

para todo x € X y todo K € K. Fijemos, entonces, f > 0y x € X. Observemos que
si {z} es un dtomo entonces f(z) < M f(x). Luego, por el Lema 11.3 y el teorema de
Tonelli’s con F(z,2) ={y:y # z,d(y, z) < vd(x,y)}, tenemos que

/ K(z,y)f(y)du(y)

1
= Keafonte)+ [ (g [ Kot ) i

< f@)+ / B O ) Xt (DBl ) )N

/ Kz (/ B(z.2) M(B(yfv(?jl)(x,y)))du(y))du(z>

< Mf(@)+ ( >l°g2 / Kz, z (/(m) #(B(yyéiycg(x,y)))du(‘y)>du(z>'
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Notemos que E(z,z2) C B(x

, 1_de(a:, z)). En efecto, para y € E(x, z) tenemos que y # «
y que d(y, z) < vd(z,y). Asi d(z,y) < 7(d(z, z) + d(z, y)) < 71d(z, z) +yrd(z, y) Luego,
d(z,y) < {7-d(z,2). Ademds B(y,27d(z,y)) D B(z ) Para £ € B(x z:2) ),

T 1+v)

T 7 1+7)

d(€,y) < 7(d(§ ) +d(z,y))
——d(z,2) + 7d(x,y)

1+

A\

| /\

T, y) + 5d(y, 2) + 7d(z, y)

<T(——|—

=t Tt 1)d(9c,y) = 27d(x,y).

Asi,

p(Bly. 27d(x.v)) > p(Ble, A7 md(e.2)) > (7)™ (B, 5d(e. 2).

717

Con las estimaciones de arriba para E(x, z) y u(B(y, 2rd(x, y))), y como [, K(x, z)du(z) =

1, obtenemos finalmente que

/ K(z,y) f(y)du(y)

< Mf(z) + ﬁ“j} s / sz{ e jd(w))) / f(y)du(y)]du(Z)

El siguiente resultado es directo del teorema anterior y del tipo de la maximal de

Hardy-Littlewood mencionado anteriormente.

COROLARIO 11.4. Sean (X,d,pn) y K como en el Teorema 11.1. Entonces K* es de

tipo débil (1,1) y acotado en LP(X, u) para 1 < p < co.

11.2. Concentracién y aproximacion de la identidad

Observemos primero que en R” la desigualdad de Harnack para un nicleo de Markov

K(x,y) es equivalente a una desigualdad de tipo Harnack sobre anillos, lo cual no es
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evidente en este contexto. Diremos que K € H,(vy, H) si

sup K(z,y) <H inf K(z,y)

yEA(z,yr,r) yEA(z,yTT)
para todo x € X y para todor > 0. Aqui 0 < v <1, H > 1y A(x,yr,r) = B(x,r) \
B(z,~r).

Menos simple es la pregunta sobre la estabilidad de una nicleo de Markov en el
contexto general. En particular, en principio en algtn sentido intuitivo, el espacio (X, d, )
puede no ser estable en si mismo en el infinito. De esta manera la estabilidad de un ntcleo
se vuelve una propiedad que también refiere al comportamiento del espacio subyacente
en el infinito. Antes de introducir el contexto natural para la definicién de estabilidad
de un nicleo de Markov, repasaremos resultados conocidos y probaremos algunos nuevos
teniendo en mente la normalizacion de un espacio de tipo homogéneo.

Si (X, d, i) es un espacio de tipo homogéneo tal que las d-bolas son conjuntos abiertos,
u({x}) = 0 para todo z € X y pu(X) = +oo, entonces §(z,y) = inf{u(B) : z,y €
B, B una d—bola en X'} es una casi-metrica en X que determina la misma topologia que
d genera en X y existen constantes 0 < ¢; < ¢ < oo tales que ¢ < p(Bs(z, 1)) < cor
para todo z € X y r > 0. Es decir, el espacio de tipo homogéneo (X, 0, 1) es normal.
Siguiendo la dependencia de ¢, ¢o y la constante triangular 7 de (X, 0, ) en términos
de las constantes geométricas 7 y A de (X, d, u) vemos que ¢; = 1/4, ¢ = (107%)824 y
7 = (67%)"824 girven.

Para nuestras aplicaciones, es relevante describir la estabilidad solo en el caso de
espacios no acotados y no atémicos. Escribiremos en forma breve (X, 9, u) € N (7, c1, ¢2)
cuando (X, 6, 1) es un espacio normal no acotado y no atémico con constantes 7, ¢; y
¢o. En términos de la estructura original (X, d, ) es conveniente notar que §(z,y) =~
w(Ba(z,d(x,y)) U Ba(y,d(x,y))) ~ u(Ba(z,d(z,y))) con constantes que no dependen de
x,y € X. Una de las ventajas de ¢ sobre otras normalizaciones es que las d-bolas son
conjuntos abiertos y que los ntcleos dados como funciones continuas de d se vuelven
medibles.

La normalizacién puede ser vista como una forma de medir la distancia entre los pun-
tos del espacio en términos de la distribucién de la masa en la estructura original. En otras

palabras, el proceso de normalizacién mejora la homogeneidad del espacio. El siguiente
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resultado contiene una propiedad elemental que es consecuencia de la normalidad, que

serd util en nuestra extension del Teorema 10.3.

LEMA 11.5. Sea (X,6,u) € N(T,c1,¢2), entonces (Bg( (HE ) \ Bs(z, r)) >
ecor > 0 para todo € > 0.

DEMOSTRACION. 1 (35 ( (He ) \ Bs(z, r)) = u(Bs(z, Mr)) — w(Bs(z,1)) >

Cc1

(14 &)car — cor = ecor. dJ

Esto indica en particular que en espacios normales los anillos de algiin radio son no
vacios. En general, si (X,d) es un espacio métrico y v > 1, decimos que A(z,r,vr) =
B(z,vr)\ B(z,r) es un v-anillo en (X,d) si x € X y r > 0. Diremos que (X, d) € A(v)
si todo v-anillo es no vacio. Notar que si (X,d) € A(v) para algin v > 1 entonces
el espacio es no acotado y no tiene puntos aislados. Con esta notacion tenemos que
N(T,c1,00) C A(%) para todo € > 0. Volviendo a la estructura original (X, d, 1) con
constantes geométricas 7y A, el resultado de anterior implica que los d-anillos de radio
(14 &) A(1072%)!824 son no vacios para e > 0.

Si 1 < vy entonces A(vy) C A(rz). A veces, como en el contexto euclideo, inf{v :
(X,d) € A(v)} = 1. Sin embargo esta no es la situacién general. Por ejemplo, si conside-
ramos el subconjunto de los niimeros reales dado por X = J,.,(2k — %, 2k + 3) con la
restriccién de la distancia Euclidea, el indice inf{v : (X,d) € A(v)} es igual a 3. Existen
también espacios de tipo homogéneo (X, d, i) en los cuales (X, d) no pertenece a ningiin
A(v), v > 1. En efecto, como el subconjunto de los ntimeros reales X = J, y[2"—3,2"+3]
con la restriccion a la distancia usual es completo, el resultado en [61] provee una medida
pen X que duplica con respecto a la restriccion d de la distancia usual en R (ver también
[47]). Ast (X, d, ;1) es un espacio de tipo homogéneo. Sin embargo, (X, d) no satisface
A(v) para cualquier v > 1. Notar que A(2",1,v) ={z € X : 1 < |2" — x| < v} es vacio
para n suficientemente grande que depende de v.

Sea (X, d, p) un espacio de tipo homogéneo no acotado y no atémico tal que las d-
bolas son conjuntos abiertos, con constantes geométricas 7 y A. Sea K un nucleo de
Markov simétrico definido en X. Sea s un ntmero positivo dado. Podriamos definir s-
estabilidad con pardmetro o > 0 pidiendo que limg 400 0(2,y) ™K (2, y) = . En su

lugar, introducimos una condicién de alguna manera diferente para la estabilidad. Para
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R > 0 diremos que K € S(s, a, R) si la desigualdad

48 K <
(48) (z,y) < 5y
vale para todo x,y € X tal que §(z,y) > R. Lo cual en términos de la estructura original

Ba(x,d(z,y))) '+

en X podria refrasearse como K(z,y) < C ol para alguna constante C'y
w(By(z,d(x,y))) suficientemente grande.

Ahora introducimos el concepto de concentracién para una familia uni-paramétrica
de nicleos de Markov simétricos. Sea I = {K,(x,y) : 0 < a < 1} una familia de nicleos
de Markov simétricos definidos en (X, J, pt). Diremos que K concentra (cuando « tiende
a cero), y escribimos K € C, si para todo A positivo f5($7y)2>\ K, (z,y)du(y) tiende a cero
cuando a — 0 uniformemente en x € X.

Finalmente, estamos en posicién de enunciar y probar el resultado principal del capitu-

lo.

TEOREMA 11.6. Sea (X, 0, 1) € N (T, c1,¢a). Supongamos que las funciones continuas
son densas en L'(X,p). Sea s > 0 dado y sea K = {K, : 0 < a < 1} una familia de
niucleos de Markov simétricos en X tales que

(a) K CHaly, H) cony <2

(b)) K C HF, H) con0 <7< L

(c) existe R >0 tal que K, € S(s,a, R) para todo 0 < a < 1.

Entonces
(1) K €C;
(11) K* es de tipo débil (1,1) y acotado en LP(X,p) para 1 < p < 0o;
(1) [ Ko(x,y)f(y)du(y) — f(x) cuando o — 0% para toda f € LP(X,p), 1 < p < c0.
X

DEMOSTRACION. Para probar (i), fijamos 0 < A < R. Sea v = % y sea A; =
A(z, £+, &) una sucesién de d-anillos para j € Z. Como N (7,c1,¢2) C A(v), vemos
que para todo entero j los anillos A; son no vacios y existen y; € A; y y2 € A,_; tal
que ambos y; e y, pertencen a un anillo A(z,r,vr) para algin r > 0. Entonces, de la
condicién Hy (v, H),

sup K, (z,y) < H inj K, (z,9)

yEA]- yeA;
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S HKa(xa 3/1)

<H sup K(z,y)

yEA(z,r,vr)

<H* if K,(v,y)

yEA(z,rvr)

S H2Ka(xv yQ)

< H? sup K.(z,y),
yeA; 1

y, por iteracion y teniendo en cuenta la propiedad de estabilidad (48),

sup Ko(z,y) < H* sup Ku(z,y)
YEA; yeEA; 1

< (H?)* sup K.(z,y)

YyEA;_2

< (H?Y*" sup K.(z,y)
yeEA 1

20j+1)_ ¥
< H Rl+s’

Ahora, para todo y € A(z, A\, R) con ,,TRJA <A< V% (jo ~ log, &), tenemos

jO(R7>‘)
Ko(z,y) = Y Kulz,y)Xa,(y)

=0
jO(Rr/\)
DN
=0

0
- Rl+s

C(R,\).

Asi,

dp(y)
Ko(z,y)du(y S/ Ka:v,yduera/ s
/J(Q:,y)>/\ ( ) ( ) A<(z,y)<R ( ) ( ) d(z,y)>R 6(x7y)1+5

« «
S R1+SC(R7 )\)M(A(l', )\7 R)) _'_ Cﬁ

y para a — 0T obtenemos (i), esto es, K € C.
La propiedad (i) se sigue del Teorema 11.1 por la propiedad de Harnack sobre bo-
las (b). Por ultimo, (iii) es consecuencia de argumentos estandar puesto que estamos

suponiendo que las funciones continuas son densas en L'(X, ). O



Apéndice A

Teoria de la medida

En este anexo se exponen brevemente los rudimentos de la teoria de la medida y de los
espacios de Lebesgue, para una rapida consulta y de manera de uniformizar la notacion.

Un espacio de medida (X, %, 1) estd dado por un conjunto X y una medida p definida
en una o-algebra de subconjuntos medibles 2. Se dice que un espacio de medida es o-finito
(o que la medida es o-finita) si se puede expresar como unién a lo sumo numerable de
conjuntos de medida finita. Cuando el espacio es R™ consideraremos de manera usual la o-
algebra de Lebesgue .Z y la medida de Lebesgue. Referencias basicas sobre la construccion
y propiedades de la medida de Lebesgue y otras propiedades de la teoria de la medida
abstracta se encuentran en [37] o [39].

Una funcién f: X — R es medible si la pre-imagen de abiertos es un conjunto medible.
Denotamos por .# al conjunto de las funciones medibles. Operaciones bésicas y limites
de funciones medibles son funciones medibles. Una funcién es simple si es combinacion
lineal de caracteristicas de conjuntos medibles, las funciones simples son en consecuencia
funciones medibles. Ademas, toda funciéon medible no negativa se alcanza como limite
puntual de funciones simples. Dos funciones que coinciden excepto en un conjunto de
medida nula se dice que son iguales en casi todo punto, y son indistinguibles en el sentido
de la teoria de la medida.

La integral de Lebesgue de funciones medibles se define a partir de la integral de las
funciones simples y haciendo un paso al limite. Se dice que una funcién es integrable si
su integral esta bien definida y es finita. La integral de una funcién medible no negativa
estd bien definida aunque no siempre es finita. Una funcién medible general es integrable
si y solo si es absolutamente integrable.

Dos teoremas basicos de paso al limite en la teoria de integracion son los teoremas de

convergencia mondtona y de convergencia dominada.
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TEOREMA A.1 (Convergencia monétona). Sea (X, X, 1) un espacio de medida y { f,,}
una sucesion monotona creciente de funciones medibles no negativas definidas en X . Sea

[ el limite puntual de la sucesion { f,}. Entonces, lim [ fodu= [ fdu.
n—oo

TEOREMA A.2 (Convergencia dominada). Sea (X,%,pu) un espacio de medida y
{fn} una sucesion de funciones medibles definidas en X. Si toda |f,| estd acotada supe-

riormente por una funcion integrable g y f, converge a f en casi todo punto, entonces

Jim [ fudp = [ fdp.

Dos teoremas clasicos sobre iteracién de la integral son los teoremas de Fubini y de
Tonelli. Dados dos espacios de medida o-finitos (X, 3, ) e (Y, T', ) se definen la o-algebra
producto ¥ x I' como la menor o-algebra que contiene a los rectangulos de X x Y y la
medida producto v = p X v como la tinica medida o-finita tal que para cada rectangulo

medible R = A x B se verifica 7(R) = u(A)v(B).

TEOREMA A.3 (Tonelli). Sean (X,3,u) e (Y,I',v) dos espacios de medida o-finitos.
Sea f(x,y) una funcion no negativa y medible con respecto a la o-dlgebra producto X x T.

Entonces

(i) f(z,-) es I'-medible para cada x € X;
(i1) f(-,y) es X-medible para cada y € Y;
11) las funciones |, f(-,y)dv(y) v [y f(x,-)du(x) son X y ' medibles, respectivamen-
(iii) y X
te;

(iv)

/){(/yf(w,de(y)) du($):/y(/xf(x,y)du(x)) dv(y)

= flz,y) d(p x v)(x,y).

XxY
TEOREMA A.4 (Fubini). Sean (X,3,u) e (Y,I',v) dos espacios de medida o-finitos
y f(z,y) una funcidn integrable en el espacio producto (X x Y, X x I', u X v). Entonces
(i) para casi todo x, la funcién f(x,-) es una funcién integrable en (Y,T',v);
(11) para casi todo y, la funcion f(-,y) es una funcién integrable en (X, 3, u);
(i1i) las funciones [, f(-,y)dv(y) y [y f(z,-)du(z) son funciones integrables en X e

Y, respectivamente;
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()
[ swn i = [ ([ s ) a)

z/)(</yf(x,y)dV(y)) dp(x).

Otros resultados ttiles son la desigualdad de Chebyshev y la continuidad de la integral

de Lebesgue.

TEOREMA A.5 (Chebyshev). Sea f una funcion medible y no negativa. Si E es un

conjunto medible y A > 0 entonces

1
u{er:f(x)>A}§X/Efdu-

TEOREMA A.6. Sea f una funcion integrable en (X,%,p). Entonces [, fdu — 0
cuando p(A) — 0.

Cambio de variables en R™. Sean G y H dos subconjuntos abiertos de R" y
®: G — H una aplicacién biyectiva y continuamente diferenciable en G (® € €*(Q))
con determinante jacobiano distinto de cero en GG, con lo cual existe la aplicacién inversa
y verifica @' € €'(H). Denotando por ®'(zr) = D®(z) a la matriz jacobiana y por

J(z) = |det(®’(z))| al valor absoluto del determinante jacobiano, se tiene el siguiente

TEOREMA A.7 (Cambio de variables en R™). Si f es una funcién medible en H y no

negativa, entonces f o ® es medible en G y ademds

/Hf(y)dy = /G(fo ®)(x)J (x)dx.

COROLARIO A.8. La funcion f medible en H es integrable si y sélo si (f o ®)(x)J(x)
es integrable sobre Gy, en tal caso, [, [(y)dy = [,(f o ®)(x)J(z)dz.

Como una aplicacién del teorema de cambio de variables se deduce una 1til formula de
integracién en coordenadas polares para funciones radiales en R”. Una funcién f es radial
si existe una funcién ¢ definida en la semirrecta real no negativa tal que f(z) = ¢(|z|)

para todo x € R™. Denotemos por w, al area de la superficie de la esfera unitaria de R".

TEOREMA A.9 (Integracién en coordenadas polares de funciones radiales en R™).
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Si f: R" = R es una funcion radial, entonces

dr = wy, et dr.
Rnf(f)ff w/o " p(r)dr

Espacios de Lebesgue. Dado (X, X, ;1) un espacio de medida y p € [1, 00) se denota

y define al espacio de Lebesgue de orden p por
LP=IP(X, %, pn) = {f medible: / |f(2)]P du(z) < oo}.
X

Con la norma | f||, = ([ | f (@) d,u(x))l/n, el espacio LP es de Banach. En particu-
lar el espacio L? es también un espacio de Hilbert. Para E C X se define LP(E) =
{f medible: [,|f(z)" du(z) < co}.

Decimos que una funcién esta esencialmente acotada si existe M positivo y finito tal
que | f(z)] < M en casi todo punto. Se define el espacio L*> de las funciones esencialmente
acotadas, que dotado con la norma || f|| = inf {M > 0: |f(z)| < M en casi todo punto}
es también un espacio de Banach.

Como ya mencionamos, el conjunto de funciones simples es denso en el conjunto de
funciones medibles y, por lo tanto, es denso en LP para todo 1 < p < oco. En R”, se
demuestra ademds que el conjunto de las funciones escalera (combinaciones lineales de
caracteristicas de intervalos) es denso en LP para todo 1 < p < oo, pero no en L. Més

aun, se tiene el siguiente resultado

TEOREMA A.10. El conjunto 6o(R™) de las funciones continuas de soporte compacto

es denso en LP(R™) para todo 1 < p < co. En L®(R") este resultado no es cierto.

Sil < p < oo el nimero p’ para el cual % + % = 1 se llama el exponente conjugado

de p, luego también 1 < p’ < co. Para p =1 se define p’ = oo y viceversa.
TEOREMA A.11 (Holder). Sean f € LP y g € L¥', con 1 < p < oo. Entonces

[ 15@at@ldu(o) < 111, -

La desigualdad triangular de las normas se conoce como Teorema de Minkowski.

TEOREMA A.12 (Minkowski). Sean f,g € LP, 1 < p < co. Entonces

1f+gll, < UIfIl, + gl -
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Los siguientes teoremas resultan de utilidad.

TEOREMA A.13 (Médulo de continuidad). Sea f € LP(R™) con 1 < p < 0o. Entonces
lim |[f(z +h) = f(2)], = 0.

|h|—0 p

TEOREMA A.14 (Minkowski integral). Sea f una funcién medible en X x X y 1 <
p < 0o. Entonces

(| stevm| aw) " < [ ([15w0r ) e

A continuacién se define punto de Lebesgue y se enuncia el teorema de diferenciacién

de Lebesgue en el contexto general de los espacios de tipo homogéneo (ver la Seccién 1.2

en el Capitulo 1), lo cual engloba al caso en espacios euclideos R™ con la medida usual.

DEFINICION A.1. Dada f una funcién localmente integrable definida en un espacio

de tipo homogéneo (X, d, u), decimos que z € X es un punto de Lebesque de f si existe

un nimero real f(x) tal que

, 1 - _
}}L% m /B(w,r) fly) — f@)‘ du(y) = 0.

Se denota al conjunto de puntos de Lebesgue de una funcién f € Li _ por Z(f). Notar

que el conjunto de puntos de Lebesgue de una funcién no se modifica por un cambio de

métrica equivalente.

TEOREMA A.15 (de diferenciacion de Lebesgue).
Sea (X,d, 1) un espacio de tipo homogéneo tal que las funciones continuas son densas

en L'. Sea f una funcion localmente integrable definida en X. Entonces casi todo punto

x € X es un punto de Lebesque de f. Mds aun, f(z) = f(x) en casi todo punto.

DEFINICION A.2. El conjunto de puntos de diferenciacién de f se denota y define por

r=0 p(B(, 7))

Notar que casi todo punto de Lebesgue es punto de diferenciacién, en particular

9(f) = {x €X:lim— 1 /B W) = f(w)} .

cuando f(z) = f(x).






Conclusiones generales

v' Probamos que, como la gaussiana, los nicleos que guian a las difusiones fraccio-
narias diadicas son atractores de sucesiones de iteracion y molificacién de ntcleos
de Markov diadicos y estables.

v' Las wavelets, en este caso las de Haar, son buenos sustitutos de la transformada
de Fourier, en cuanto que funciones caracteristica de variables aleatorias, para el
analisis de centralidad y concentracién en contextos diadicos.

v Se obtienen condiciones suficientes, en términos de la estabilidad, para la concen-
tracion hacia la certidumbre como alternativa a la centralidad y la disipacion.

v Se obtienen aproximaciones de la identidad por familias de nticleos de convolucion
de Cauchy-Poisson en R" y de Lévy en R, donde los indices de estabilidad pueden
degenerar en el limite a un ritmo determinado.

v Propiedades combinadas de estabilidad y Harnack resultan condiciones suficientes
para obtener aproximaciones de la identidad por familias de nicleos de Markov
en espacios euclideos. Estos resultados se extienden de manera natural a espacios

de tipo homogéneo.
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