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Resumen

Los avances tecnolégicos permiten actualmente medir una gran cantidad de variables aso-
ciadas a un fenémeno de interés y almacenar los datos en forma relativamente econémica. Sin
embargo, frecuentemente muchas de estas variables en realidad no contribuyen informacién re-
levante, sino que pueden tener un aporte redundante o introducir ruido que no contribuye a
explicar el fenémeno bajo estudio. Ademsds, en algunos contextos como la investigacién biomédi-
ca, es cada vez mas sencillo medir nuevas variables, pero resulta inviable aumentar la cantidad
de individuos incluidos en tales estudios. Estas condiciones dan lugar a problemas en los que
la cantidad de variables p puede ser del mismo orden que la cantidad de casos disponibles en
la muestra, n, o incluso mucho mayor. Tales escenarios se denominan frecuentemente de alta y
ultra-alta dimensionalidad, respectivamente. En este contexto, la varianza de las estimaciones
adquiere un rol decisivo, de modo que buena parte de la teoria y de la metodologia estadistica
en alta dimension intenta cuantificar y mitigar la variabilidad de los estimadores obtenidos con

muestras finitas.

Una opcién comun en estos escenarios es reducir la dimensionalidad del espacio de predicto-
res, intentando no sacrificar, en la medida de lo posible, la cantidad de informacién disponible.
La hipétesis subyacente, ampliamente aceptada, es que los datos usualmente presentan una di-
mension efectiva menor que la observada o, dicho de otro modo, que la informacién relevante
reside en un espacio de baja dimensién pero la observamos corrompida con ruido de alta dimen-
sionalidad. De este modo, el problema de estimar correctamente tal dimension efectiva reviste

un gran interés tedrico y préctico.
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En escenarios de alta dimensionalidad, este problema se ha abordado recientemente combi-
nando elementos de la teoria espectral de matrices aleatorias [51] junto con una generalizacién
de la condicién de esfericidad parcial de las matrices de covarianza, conocida como modelo spike,
introducido por Johnstone [23], en el cual todos los autovalores poblacionales, con excepcién de
los primeros (mayores, fijos) son iguales. El comportamiento de los autovalores muestrales co-
rrespondientes a estos modelos ha sido ampliamente estudiado en la década pasada [7, 8, 38]. El
problema de estimar cudntas componentes deben ser consideradas ha sido estudiado y resuelto
en el caso tradicional de p fijo y n creciendo a infinito [33]. Sin embargo, en escenarios de alta
dimension, los estadisticos usuales ya no pueden aplicarse y la teoria estadistica tradicional no

resulta adecuada ni tampoco facil de adaptar.

En este trabajo de tesis introducimos nuevos procedimientos para inferir la existencia de una
estructura lineal subyacente en los datos y su dimension efectiva d. La propuesta se basa en
una nueva mirada al cociente de verosimilitudes para el test de esfericidad parcial. Una de las
contribuciones especificas de esta tesis es estudiar la distribucién asintética del logaritmo de
este estadistico cuando p,n — oo con p/n — y € (0,1) lo que nos permite introducir un test
secuencial para estimar la dimensién d del subespacio informativo en el modelo spike. También
abordamos el problema de ultra-alta dimensién; es decir, p,n — oo, p/n — y € [1,00). En este
caso, el estadistico de cociente de verosimilitudes no estd definido. Proponemos entonces una
nueva definicién del estadistico adaptada a este caso, y estudiamos la distribucién de este nuevo
estadistico bajo la hipdtesis nula. Finalmente, estudiamos la potencia de los tests propuestos y
a partir de este andlisis introducimos también una correccién que permite extender la definicién
del estimador basado en criterios de informacién propuesto anteriormente por Wax and Kailath
[50] y Kritchman and Nadler [25]. Probamos su consistencia en escenarios de alta y ultra-alta
dimensién. Este nuevo estimador nos permite testear la dimensién del subespacio spiked incluso
para valores de p/n cercanos a 1, situacién en la que otros enfoques resultan deficientes [25].
Ademss de las garantias tedricas, el procedimiento propuesto para estimar d logra resultados

competitivos respecto a las técnicas del estado del arte.



Introduccion

Los avances tecnolégicos permiten actualmente medir una gran cantidad de variables aso-
ciadas a un fenémeno de interés y almacenar los datos en forma relativamente econémica. En
ciencias biolégicas, por ejemplo, es posible medir simultdneamente la expresién de miles de genes
para estudiar su asociacién con una caracteristica fenotipica determinada y explorar con ello
el origen de ciertas enfermedades. La expresién de cada gen es una variable en el problema es-
tadistico asociado. De forma similar, es posible estudiar la carga gendémica de un suelo derivada
de su composicién microbiolégica para estudiar su influencia sobre el rendimiento de semillas
y cultivos productivos. En el ambito médico, es habitual registrar imagenes de alta resolucién
de diversas modalidades para facilitar el diagnéstico. Aqui, la intensidad en cada pixel de la

imagen es una variable en el problema estadistico.

Fuera del contexto cientifico, el uso de internet, redes sociales, plataformas de entretenimien-
to en linea y comercio electrénico también generan abundantes datos en forma continua. La
masividad de estos datos, en volumen y cantidad de variables, ayudan a conjeturar que puede
extraerse de ellos patrones de regularidad subyacentes que ayuden a explicar diversos fenome-
nos, desde aquellos que se perciben relacionados con los datos, como las preferencias de consumo
en sistemas de recomendacion, como también otros indirectos como la predicciéon de variables

socio-econémicas o la prevalencia de enfermedades [32, 40].

Una caracteristica compartida por ambos escenarios es que muchas de estas variables en
realidad no contribuyen informacién nueva para explicar el fenémeno de interés, sino que pueden
tener un aporte altamente redundante o directamente introducir ruido que no contribuye a

explicar el fenémeno bajo estudio.
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Ademsds, en algunos contextos como la investigacion biomédica, es cada vez mas sencillo
medir nuevas variables, pero resulta a menudo inviable aumentar la cantidad de individuos
incluidos en tales estudios. Estas condiciones dan lugar a problemas en los que la cantidad
de variables p puede ser del mismo orden que la cantidad de casos disponibles en la muestra,
n, o incluso mucho mayor. Tales escenarios se denominan frecuentemente de alta y ultra-alta
dimensionalidad, respectivamente. En este contexto, la varianza de las estimaciones adquiere
un rol decisivo, de modo que buena parte de la teoria y de la metodologia estadistica en alta
dimensionalidad intenta cuantificar y mitigar la variabilidad de los estimadores obtenidos con

muestras finitas [48].

Desde el punto de vista de las aplicaciones, una opcion frecuente es reducir la dimensio-
nalidad de los datos como primer paso del analisis, ya sea seleccionando un subconjunto de
las variables disponibles o escogiendo transformaciones que tienen por imagen un conjunto de
menor dimension. Esta reduccion de dimensiones facilita el analisis exploratorio y constituye
un medio rdpido para poder aplicar andlisis subsecuentes sobre las nuevas variables utilizando

metodologia estadistica tradicional.

La hipétesis subyacente, ampliamente aceptada, es que los datos usualmente presentan una
dimension efectiva menor que la observada o, dicho de otro modo, que la informacién relevante
reside en un espacio de baja dimensién pero la observamos corrompida con ruido de alta dimen-
sionalidad. En este sentido, el andlisis de componentes principales continta siendo el enfoque
mas usado en aplicaciones para recuperar esa informacion relevante de baja dimensién. La solu-
cién consiste en proyectar los datos en las direcciones indicadas por los autovectores de la matriz
de covarianza de los datos que corresponden a sus autovalores mas grandes. Esta solucién es
la mejor aproximacién afin de rango d < p en un sentido de minimos cuadrados y es también
la proyeccién d-dimensional que mejor preserva la variabilidad total en los datos [24]. A pesar
de las diferentes mejoras y extensiones de la metodologia a lo largo de los afios (por ejemplo,
variantes sparse, robustas o adaptadas a datos discretos), un problema mucho menos abordado
en forma rigurosa es decidir cudl es esa dimension efectiva, denotada aqui por d, que caracteriza
los datos. La eleccién correcta de d es importante no sélo para no perder informacion relevante,

sino también para modelar los datos de forma eficiente.

Estimacion de la dimension efectiva

Una heuristica usada con frecuencia para elegir la dimensién d se basa en graficar la fraccién

de varianza total capturada por las primeras k componentes principales a medida que k crece.
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El gréafico se llama scree plot y la intencién es capturar aquellas direcciones que contribuyen una
fraccion de varianza que es significativamente mayor que la del resto, lo que se traduce en un
codo o quiebre abrupto en la grafica. Con datos reales, no obstante, ese quiebre muchas veces
no es apreciable y se recurre a tomar aquellas componentes que suman en conjunto una fracciéon
pre-establecida de la variabilidad total. Variantes graficas similares se describen por ejemplo en
[17], sin que ninguna de ellas logre resultados completamente satisfactorios. Una consecuencia
de esta eleccion es que pocas veces se presta atencién a la naturaleza de la informacién que se

desecha en las componentes descartadas.

Desde un punto de vista mas riguroso, cuando p es fijo y la muestra disponible es arbitra-
riamente grande (n — o0), la eleccién de la dimensién efectiva d puede basarse en pruebas
estadisticas bien conocidas. El punto de partida para estos tests es observar que para que exista
ese subespacio caracteristico de menor dimensién, los datos no deben presentar simetria esféri-
ca. Esta condicién queda expresada por la igualdad de todos los autovalores de la matriz de
covarianzas. Asi, para que la reducciéon dimensional sea posible, esta igualdad no debe abarcar
los p autovalores sino a una cantidad (p — d) < p de ellos, en particular, aquellos mas chicos.
Por este motivo los procedimientos clasicos que intentan inferir d se conocen como tests de esfe-
ricidad parcial. Suponiendo que los datos tienen distribucién normal, se conoce la distribucion
asintotica del logaritmo del estadistico correspondiente al cociente de verosimilitudes para tes-
tear la hip6tesis nula de que la dimensién efectiva es d contra la alternativa que es mayor [33].
Esto permite construir tests secuenciales para inferir la dimensién, comenzando con la hipotesis
d = 0 y deteniendo el procedimiento cuando no puede rechazarse la hipétesis nula. Conocer la
distribucién asintética del logaritmo del cociente de verosimilitudes también permite establecer

estimadores de d basados en criterios de informacién [41, 42].

La extensién de estos resultados a contextos de alta dimensionalidad no es trivial. Por ejem-
plo, Kritchman and Nadler [25] mostraron que usando el estimador propuesto en [42] no es
posible detectar las componentes significativas cuando su magnitud es similar a las que no apor-
tan informacién relevante, lo que usualmente resulta en una subestimacién de d, especialmente
cuando n es chico (problema de baja potencia). Mas recientemente, el problema de estimar la
dimension d en escenarios de alta dimensionalidad se ha abordado combinando elementos de
la teoria espectral de matrices aleatorias [51] junto con una generalizacién de la condicién de
esfericidad parcial de las matrices de covarianza, conocida como modelo spike [23]. Brevemente,
este modelo supone que las componentes del vector aleatorio son independientes, que p — d de
ellas tienen una misma varianza o? y que las restantes tienen una varianza mayor \; > o2,

para i = 1,...,d. Supongamos por un momento que los datos presentan una estructura lineal
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subyacente de dimensién d = 1. Su matriz de covarianza bajo el modelo spike puede escribirse
como ¥ = 021p + Avv', donde A > 0. Bajo condiciones de esfericidad (A = 0), la teorfa de
matrices aleatorias establece que los autovalores de la covarianza muestral S,, tienen una distri-
bucién definida cuando p,n, — oo tales que p/n — y € (0,00), conocida como distribucién de
Marchenko-Pastur [51]. Esta distribucién (y su soporte) depende de o2 y de la relacién p/n. Por
otra parte, cuando A toma un valor grande, el espectro de S,, muestra un autovalor claramente
separado del resto, que si responden bien a lo predicho por la distribucién de Marchenko-Pastur.
Esta informacion es usada en algunos procedimientos para estimar d, por ejemplo los propues-
tos en [26, 39]. No obstante, estos procedimientos a menudo guardan componentes heuristicas
vy no estudian formalmente el escenario en el que tanto p como n crecen arbitrariamente pe-
ro guardando una relacién fija p/n > 1, como es caracteristico en los escenarios de ultra-alta

dimensionalidad.

Contribucion

En este trabajo de tesis introducimos nuevos procedimientos para inferir la existencia de una
estructura lineal subyacente en los datos y su dimensién efectiva d. La propuesta se basa en
una nueva mirada al cociente de verosimilitudes para el test de esfericidad parcial. Una de las
contribuciones especificas de esta tesis es estudiar la distribucién asintética del logaritmo de
este estadistico cuando p,n — oo con p/n — y € (0,1). Esto nos permite introducir un test
secuencial para estimar la dimension d del subespacio informativo en el modelo spike, corregir
el estimador basado en criterios de informacién propuesto anteriormente por Kritchman and

Nadler [25] y probar su consistencia en escenarios de alta dimensién.

También abordamos el problema de ultra-alta dimensionalidad, con p,n — ooy p/n —
y € [1,00). En este contexto el estadistico basado en el cociente de verosimilitudes no esta
definido, pero motivamos una nueva definicién intercambiando los roles de las filas y columnas
de la matrix de datos. Estudiando su distribucion asintética, proponemos un test secuencial
valido en el contexto de ultra-alta dimensién y extendemos el estimador basado en criterios de

informacion a este nuevo escenario.

La reunién de estas contribuciones especificas nos permite unificar un test secuencial y un
procedimiento para estimar d que, a diferencia de los resultados conocidos, son vélidos en
cualquier escenario de dimensionalidad. Ademaés, el estudio de la potencia de estas pruebas

muestran una ventaja competitiva respecto a los procedimientos conocidos.
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Organizacion general de la Tesis

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 presentamos resultados
conocidos en el contexto clasico de baja dimension de los datos. En el Capitulo 2 introducimos
el estadistico para los tests de esfericidad y esfericidad parcial en alta y ultra-alta dimensién y
estudiamos su distribucién asintética bajo la hipdtesis nula. Ademéds, presentamos estudios de

simulacién realizados para analizar el comportamiento de la distribucién asintética obtenida.

A partir de la distribucién encontrada en el Capitulo 2, en el Capitulo 3 obtenemos el test
de esfericidad y esfericidad parcial y en el Capitulo 4 estudiamos su potencia asintética, para
lo cual, previamente, estudiamos la distribucion asintética del estadistico bajo una alternativa
especifica. Incluimos ademéds en cada uno de los capitulos una serie de simulaciones que nos

permiten evaluar el desempeno del test y compararlo con otras técnicas ya existentes.

Finalmente, a partir del andlisis realizado en el Capitulo 4, en el Capitulo 5 introducimos un
nuevo estimador la dimensién d del subespacio spiked y mostramos su consistencia en escenarios

de alta y ultra—alta dimensionalidad.

Las pruebas de los resultados de cada capitulo se ofrecen al final de la tesis, en apéndices

separados.






Notacion

Basica

RP Espacio euclideo de dimensién p (de todos los vectores reales de p x 1).

RP*?  Conjunto de todas las matrices reales de dimensién p X q.

AT Traspuesta de la matriz A.

tr(A) Traza de la matriz A.

|A| Determinate de la matriz A.

vec(A) Operador que vectoriza la matriz A apilando sus columnas.

A ® B Producto Kronecker de las matrices A y B.

A > B Indica el orden parcial entre las matrices definidas positivas A y B.

€; Vector canénico con un 1 en la i-ésima posicion.

I, Matriz identidad de orden p.

p(A)  Espectro de la matriz A.

Ar r—ésimo mayor autovalor de la matriz de covarianza 3.

I, r—ésimo mayor autovalor de la matriz de covarianza muestral S,,.

() Funciéon Gamma definida por T'(z) = /Oo t*~te7'dt para Re(z) > 0, donde
Re(z) es la parte real del nimero compleojo z.

I'y(-)  Funcién Gamma multivariada (ver definicién en (A.2)).

log(-)  Funcién logaritmo natural, esto es, de base e.

xi
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Estadistica

3 Matriz de covarianza poblacional.

Np(p, X) Distribucién normal multivariada en RP con vector de medias
p vy matriz de covarianza 3.

Wp(m, X) Matriz aleatoria de p x p con distribuciéon Wishart con m grados
de libertad y matriz de covarianza 3.

XF Distribucién chi-cuadrado con f grados de libertad.

=3 Convergencia casi segura.

~ Convergencia en distribucion.

O(+) Funcién de distribucién acumulada de la distribucién normal
estandar.

Mx(-) Funcién generadora de momentos de la variable aleatoria X.

X Vector promedio para la muestra xi,...,Xy,.

S, = ~ i 1i (x; —x)x; — %) Matriz de covarianza de la muestra xi,...,X,. (Estimador in-

- sesgado de X).
S = n; 1Sn Estimador de méaxima verosimilitud de 3.

E(X) Esperanza o valor esperado del vector aleatorio X.






cAPiTULO 1

Resultados conocidos en baja dimension

En muchas situaciones practicas, al recoger informacién de un conjunto de datos, las obser-
vaciones se toman sobre un gran ntimero de variables. A pesar de tener mas informacién, esto no
siempre resulta beneficioso para el analisis: si tomamos demasiadas variables, es muy probable
que estén relacionadas o que midan lo mismo bajo distintos puntos de vista. Resulta natural
entonces, analizar de qué manera se puede reducir el nimero de variables, sin sacrificar, en la

medida de lo posible, la cantidad de informacién disponible.

Un enfoque adoptado comunmente es asociar el concepto de mayor informacién con el de
mayor variabilidad o varianza. Es decir, cuanto mayor es la variabilidad de los datos (varianza)
se considera que existe mayor informacién. El Anélisis Factorial y el Andlisis de Componentes
Principales (FA y PCA, respectivamente, por sus siglas en inglés) son ejemplos de técnicas de
analisis multivariante de reduccién de datos, basados en la busqueda de direcciones que mejor
expliquen la variabilidad comun o la variabilidad total, respectivamente. En ambos métodos,
para que tal reduccion exista, es preciso que existan direcciones de mayor variabilidad. Recipro-
camente, si en todas las variables existe la misma variabilidad (misma varianza) no tiene sentido

aplicar PCA o FA, pues no hay reduccién posible.

Por otra parte, en muchos sistemas naturales, los datos de alta dimensién a menudo estan muy
estructurados y, por lo tanto, pueden entenderse mejor en un subespacio de dimensién menor.
Detectar dicha estructura ha sido el foco de estudios recientes en diversos campos aplicados.
En particular, se ha dedicado especial atencién al caso en que la covarianza de los datos puede

escribirse como una perturbacion finita de la matriz identidad. Esto significa que todos los
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autovalores de ¥ son iguales a 1, excepto por una cantidad finita de ellos, digamos k, que

permanece fija en el andlisis.

Por el contrario, en muchos anélisis estadisticos (por ejemplo ANOVA con medidas repetidas)
una suposicion tipica es que todas las variables aleatorias no estan correlacionadas y tienen la
misma varianza. Esta situacién es conocida en la literatura como esfericidad de la matriz de
covarianza. Notar que la hipétesis de variables no correlacionadas y con igual varianza puede
ser interpretada en términos de los autovalores de la matriz de covarianza 3I: la hipdtesis es
cierta si y solo si todos los autovalores de la matriz de covarianza son iguales. Por su parte, el
caso anterior, en el cual solo un subconjunto de los autovalores son iguales, recibe el nombre de

esfericidad parcial.

Por lo antes dicho, resulta relevante considerar tests que nos permitan decidir, a partir
de la informacién recogida en la muestra, si tales suposiciones se satisfacen. En este capitulo
presentaremos los tests llamados de esfericidad y esfericidad parcial, para el escenario clasico de
p fijo y n — oo que serviran como punto de partida para la obtencion de los tests equivalentes

en alta dimensién.

1.1 Test de Esfericidad

Supongamos que tenemos una muestra Xi,...,X, de vectores aleatorios de dimensién p,
independientes e identicamente distribuidos NV, (pt, X) y queremos testear la hipétesis nula Hy :
3= O'QIp contra la alternativa Hy : X # JQI,,, con ¢ desconocido. Esta hipdtesis nula es llamada
hipdtesis de esfericidad pues cuando es cierta, los contornos de igual densidad en la distribuciéon

normal, son esferas.

El test més utilizado en esta situacién es el test de cociente de verosimilitudes (LRT por sus

siglas en inglés) derivado por Mauchly [31], y que presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. (Muirhead [33, Teorema 8.3.2]) Sean x1,...,X, vectores aleatorios independien-

tes e identicamente distribuidos Np(p, X) y definamos

A=nE=) (x—%)(x;—%)".
=1
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El test de cociente de wverosimilitudes de nivel o para las hipotesis Hg : X = 021p versus

Hy: 2 # 021p donde o es desconocido, rechaza Ho st

A >
vo= AL B (1.1)

LirA 8 L%
p p

donde k,, se elige de modo tal que el tamano del test sea .

Demostraciéon del Teorema 1.1: Salvo constantes, la funciéon de verosimilitud es

- 1
L, B) = [2] e A exp | —on(x — p) =7 (x - p)

Por otra parte, el estadistico de cociente de verosimilitudes es

méx,uERP,o>0 L(“’v UQIP)

A= - .
maxyeRre,3>0 L(p, %)

(1.2)

~ 1
El denominador de (1.2) se maximiza en 1 =X y X = —A y dicho méximo es
n

ix L(wX) = LXX
LB (1, %) (%,%)

= n"P2eTP2| A2, (1.3)

o . 1 .
Por su parte, el numerador en (1.2) se maximiza en ft = Xy 0> = — trA y el valor méximo es
n

trA

( 2 o -
“6%3§>0L(u,0 L) = L np L)
1 —np/2
= ( trA) e /2, (1.4)

np

Luego, usando (1.3) y (1.4) en (1.2) tenemos
2 Al
A2/ — = Vo.

El test de cociente de verosimilitudes rechaza la hipdtesis Hy si el estadistico de cociente de

verosimilitudes A es pequeno, lo cual es equivalente a rechazar la hipdtesis Hg si Vg es pequeno.

Ahora bien, para poder elegir la constante k. en el Teorema 1.1 necesitamos conocer la dis-
tribucién de Vg bajo la hipétesis nula. Excepto en algunos casos especiales, las distribuciones
exactas son extremadamente complicadas, por lo que, en general, solo se obtienen las distribu-
ciones asintéticas. En la siguiente seccion daremos la distribucion asintdtica, bajo la hipdtesis
nula, del estadistico de esfericidad cuando la dimensién p permanece fija y el tamano de muestra

n crece a infinito.
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1.1.1 Distribucidn asintética bajo la hipétesis nula

El siguente lema da la distribucién limite, para n — oo y p fijo, bajo la hipdtesis nula, del

estadistico de cociente de verosimilitudes para el test de esfericidad.

Lema 1.2. Cuando la hipdtesis nula Ho : X = 021p es cierta,
_ m
Z = — 2gplog(A) — X?, (1.5)

donde f= (p+2)(p—1)/2 y p=1—(2p" + p +2)/(6pm).

Demostracién del Lema 1.2: Dado que la distribucién x? esté caracterizada por sus momen-

tos, el lema es consecuencia de probar que
Mz(t) — MX? (t) para t cercano a 0,

donde hemos denotado con Mx () a la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria

X. (ver Teorema 30.2 de Billingsley [10] y comentarios.) Ahora bien,

My(t) = E(e'?)

E(B—Zt%plogA)
—mpt
- E(Vg™"),

motivo por el cual, nos interesa estudiar los momentos del estadistico V. Utilizando el Corolario
8.3.6 de Muirhead [33] (ver A.5), tenemos que

I (3pm) Ty (3m(1—2pt))
T (zpm(1=2pt)) Ty (3m)

1
_ Kp—pmpt Fp Sim(l - 2pt>)
I (5pm(1 — 2pt))
—pmpt HZ:l r (%m(l 7 2pt) 7 %(k 7 ]‘))
I (3pm(1 — 2pt))

donde K es una constante que no involucra a t. Utilizando los resultados de la Seccion 8.2.4

F (Vo—mpt> _ pfpmpt

)

de Muirhead [33] con p =1, ¢ = p, 2, = m/2, y; = pm/2, {& = —(k—1)/2 y nr = 0 con

k=1,...,p tenemos que la funcién generadora de momentos de Z definida en (1.5) es igual a
My(t) = (1-2t) 72 [1+0(n?)], (1.6)

la cual converge a la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria con distribucién

chi-cuadrado con f grados de libertad, que es de la forma (1 — 2t)*f / 2 como querfamos probar.
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Observacion 1.3. En el Teorema anterior, si en lugar de elegir p como lo hicimos consideramos

p = 1 entonces en (1.6) se obtiene
Mz(t) = (1—26)"3 [1+0(n ™).

Es decir, multiplicar por p = 1 — (2p® + p + 2)/(6pm) a o™ log(A) hace que sea mejor (esto
n

es, que converja mas rapido) la aproximacién obtenida.

Para finalizar la prueba del Teorema 1.1, debemos determinar el valor de k.. Como conse-

cuencia del Lema 1.2, eligiendo k, de modo tal que glog(ka) = —2pmqf,a donde gy, es el
n

cuantil a de la distribucién X?% el test definido en (1.1) tendrd nivel asint6tico igual a «, lo cual

completa la demostracién del teorema.

1.2 Test de Esfericidad Parcial

FEn la Seccion 1.1 hemos presentado el test de cociente de verosimilitudes para esfericidad de
la matrices de covarianzas, esto es, para testear la hipdtesis nula de que todos los autovalores
de la matriz de covarianzas ¥ son iguales. Si no rechazamos esta hipdtesis, en contexto de
componentes principales, concluimos que todas las componentes tienen la misma varianza y
por lo tanto aportan igual cantidad a la variabilidad total, de modo que no existe reduccion
dimensional posible transformando las variables originales a las componentes principales. Por
el contrario, si rechazamos la hipdtesis nula de esfericidad (o igualdad de los autovalores),
aun podria ser posible, por ejemplo, que los menores p — 1 autovalores poblacionales sean
iguales. Si esto es cierto y su valor comin es pequeno comparado con el valor del autovalor
mas grande, entonces la mayoria de la variabilidad la explica la primera componente principal,
dando lugar a una reduccién sustancial de la dimensién de los datos. Resulta asi razonable
considerar la hipdtesis nula de que los p — 1 autovalores mas chicos son iguales. Si rechazamos
esta hipdtesis nula, entonces ain podemos testear si los p — 2 autovalores menores son iguales

y asi sucesivamente.

Es decir, en la préctica, testeamos secuencialmente la hipdtesis nula

Hdl)\d+1:...:>\p
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para d = 0,1,...,p — 2, donde \y > Ay > ... > A, > 0 son los autovalores de la matriz de
covarianzas poblacional . Cuando la hipdtesis nula Hg es cierta, decimos que la matriz de

covarianzas 3 se corresponde a un escenario de esfericidad parcial.

En la Seccion 1.1 vimos que el test de cociente de verosimilitudes para la hipdtesis

Ho: Mi=...=Xp
estd basado en el estadistico
Al iz i
VO = = = )
(bea)” (Goian)
p p i=1"
donde l; > ... > [, son los autovalores de la matriz de covarianzas muestral S,, = —A =
m

%Z(Xi—x)(xi—xf (m=n—1).
=1

Cuando la hipdtesis que queremos testear es la igualdad de un subconjunto de los autovalores
de la matriz 3, més precisamente el subconjunto de los p — d autovalores menores, para 1 <
d < p— 2, entonces el estadistico de cociente de verosimilitudes es similar a V excepto que sdlo
aparecen aquellos autovalores muestrales que se corresponden con los autovalores poblacionales

cuya igualdad queremos testear. Esto es lo que se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 1.4. (Teorema 9.6.1, Muirhead, 2005) Dada una muestra de tamano n de una pobla-

cion con distribucion Np(p,X), el estadistico de cociente de verosimilitudes para la hipdtesis
Ha:Xip1=...=Np (= o2, desconocido)

es Ag = V"%, donde
P
Vd — 1=d+1 lz

(pTld Z?:dﬂ li)p.

Demostracién del Teorema 1.4: Como lo hicimos en la prueba del Teorema 1.1, vamos a
maximizar el cociente de verosimilitudes. Recordemos que, ignorando las constantes, la funcién

de verosimilitud es

L(p, %) = ‘2|_n/2€_%tr(zilA)e_%(’f‘_ﬂ)Txfl(i—u).

Entonces el estadistico resulta

x L(p, S
méix (1. %)

Ag= : : (1.7)
L >
v AT
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~ 1
Como antes, el denominador de (1.7) se maximizaen =Xy X = —A y es
n
x L(p,E) = LXK
Lmax (1. 2) (%, %)

= pP2eTPI2| A2, (1.8)

Para maximizar el numerador, comencemos tomando derivadas respecto de . Tenemos entonces

que, para cada X, L(u, ) se maximiza tomando f1 = X. Sélo resta maximizar la funcién
n 1 _ _
o) = ~Tlog S~ S u(BTA) (= log (L%, 3). (1.9

Sean H y Q matrices ortogonales de p x p tales que ¥ = HAH'" y S,, = QLQ', don-

de A = diag(\i,..., \g,0%,27% 02) (recordemos que estamos bajo la hipétesis nula) y L =
diag(ly,...,lp). Reemplazando entonces en (1.9), tenemos
n 1 _
9g(Z) = —§log\A] —gtr [(mHATH'QLQ"]
n o n m
= —3 Zlog(/\i) — 5 —d log(c?) — 5t [A~'PTLP], (1.10)

donde P = Q'H € O(p).

Particionamos ahora P = [P : Py] de modo tal que Py € RP*?y Py € RP*(P=9) y escribimos

Aq 0
A= con A; = diag(A,...,\g). Luego,
0 o°1, 4
. At 0 P/
tr (A_ PTLP) = tr L [Pl PZ]

0 oI, |P3

1
= tr(A{'P]LPy) + St (LPyPJ)

1 <& B 1
— UQE;ZHF tr([All—UQId} P{LP1>,
1=

donde hemos usado que PoPy; = I, — P1P|. Por lo tanto, si reemplazamos en (1.10) tenemos

d D
n n 9 m m 1 1] ot
9(x) = -3 ;log()\i) — E(p—d) log(c) — 292 ;lﬁ— 5 tr ([02161 —Aj } P, LP1> . (1.11)
Ahora bien, es una cuestion sencilla de mostrar que si U = diag(uq,...,uq) con ug > ... >
ug >0y V =diag(vi,...,vp) con vy > ... > v, >0, entonces para todo Py € Vg, la variedad

de Stiefel de matrices semi-ortogonales de p x d (es decir, tales que PITPl =1,), se verifica que
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d

tr(UPlTVPl) < Z u;v;, con la igualdad sélo si P; es alguna de las 2¢ matrices de la forma
i=1
+1 ... 0
Pi=| 0 +1 (1.12)
e 0 .....

Aplicando este resultado al tltimo término de (1.11) con U = oI, — Al_1 y V =L, se sigue
que ese término se maximiza respecto de P; cuando P tiene la forma (1.12), y el maximo valor

€S

(1.13)

d d
m m
O PN

Dado que P es ortogonal, la funcién ¢g(¥) se maximiza con respecto a P cuando P es de la

>/‘@

forma
+1 ... O

: (1.14)

para cualquier Pos € O(p — k). Asi, H = Qf’ da una estimacién de maxima verosimilitud

para H. Ahora, de (1.11) y (1.13),

p
m m Li
' — — 25 log(\) — 5 (p—d)1 - 2N -2N 1.15
x93 Z og(\) = 5 (p — d) log(0?) — - ; 5 Z:)\i (1.15)

Sustituyendo en (1.15), tenemos

MmN —np/2 d —n/2 1 P —n(p—d)/2
3 = e . - . 7’!’Lp/2
i L (1. 3) (n) (Hl) <pd > 1Z> e P2, (1.16)

=1
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Luego, de (1.8) y (1.16) resulta que el estadistico de cociente de verosimilitudes para H, es

x L(p, S
méix L(p, X)

Ay = .
w3 L %)
—n —n(p—d)/2
B ()" (Hlel) (p 7 2i—dt1li ) T e
- nnp/2 —np/2|A‘—n/2
n —n(p—d)/2
(%) p/2 (ngl li> (p . > - l) P e np/2

np/2e—mp/2m— np/QISn’—n/Q
n/2
P
_ Hz:d—l—l Vn/2

(G k)

lo que completa la prueba.

g

Para poder obtener un test de nivel de significancia «, otra vez necesitamos encontrar la
distribucién del estadistico que hemos encontrado bajo la hipdtesis nula. Tal y como hicimos en
la Seccién 1.1, estudiaremos la distribucién asintética dado que hallar la distribucién exacta es

muy complicado.

1.2.1 Distribucion asintética bajo la hipétesis nula

La teoria general de tests de cociente de verosimilitudes muestra que, cuando n — oo, la
distribucién asintdtica bajo la hipdtesis nula Hy de —nlog Vg es X%q—Q)(q +1)/2) donde ¢ = p—d.

Bartlett [9] introduce una mejora a —nlog V4 proponiendo el estadistico

( 2¢° +q +2
—lm=-g-=="*"=
6q

>long (g =p—4d). (1.17)

Este estadistico deberfamos compararlo con (1.5), al cual se reduce en el caso en que d = 0,
i.e.,, ¢ = p. Un nuevo ajuste en el factor multiplicativo fue propuesto por Lawley [27] y luego

mejorado por James [18], de donde tenemos el siguiente teorema para la distribucién asintética.

Teorema 1.5. (Teorema 9.6.2, Muirhead, 2005) Cuando la hipdtesis nula Hq es cierta, la

distribucion limite cuando n — oo del estadistico

Py=—|m—d—

2 2 &
A + log Vg (1.18)
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es X%q+2)(q71)/27 donde l; para v =1,...,p son los autovalores de la matriz de covarianza mues-
R R
tral, lg = — Z liyg=p—d.
1,55

Idea de la prueba del Teorema 1.5:

La prueba es andloga al caso del Teorema 1.2 de esfericidad; es decir, se prueba utilizando
aproximaciones que

Mp ,(t) — M, (t) para ¢ cercano a 0,
1
cuando n — oo, con d = E(q +2)(¢g—1).

O

En lo que sigue de la tesis, extenderemos los tests presentados en este capitulo al caso en
que la dimensién p ya no permanece fija durante el analisis sino que crece a infinito junto con
el tamano n de la muestra. En particular, en el préximo capitulo, derivaremos la distribucion
asintética del estadistico de esfericidad y esfericidad parcial. Como veremos, para hallar dicha
distribucién, en lugar de buscar la funcién generadora de momentos del estadistico (como en los
casos presentados en el presente capitulo), descompondremos el log(LRT) en distintos suman-
dos. A uno de ellos le calcularemos la funcién generadora de momentos y veremos que converge
a la funcién generadora de momentos de la distribucién N (0, 1) y probaremos que los términos

remanentes convergen a 0, de donde obtendremos el resultado.



CAPITULO 2

Estadistico para esfericidad y

esfericidad parcial en alta dimensién

En el capitulo previo hemos repasado los tests de esfericidad y esfericidad parcial en el
contexto de baja dimensionalidad de los datos. Como vimos, los tests para estas hipotesis, estan
basados en la matriz de covarianza muestral (mdas precisamente en los autovalores de la matriz
de covarianza muestral). Esto representa un problema en alta dimensién, pues ya no es posible
obtener estimadores consistentes de la matriz de covarianza poblacional. Ademas, en el caso
de alta dimensién, es decir, cuando la dimensién p y el tamainio n de muestra ambos divergen
a infinito, la aproximacién x* ya no es buena para la distribucién del estadistico de cociente
de verosimilitudes. Mds atn, en escenarios de “ultra-alta-dimensién” (p > n) el estadistico ni

siquiera esta definido.

En este capitulo probaremos que el estadistico dado por el logaritmo del cociente verosimili-
tudes log LRT,; para el test de esfericidad parcial en el caso en que la dimensién p de los datos
es comparable al tamano n de la muestra, tiene, bajo la hipotesis nula, distribucién asintética-
mente normal. M&s atin, para el caso en que p > n daremos una definicién para el estadistico

que nos permitird extender ambos tests al caso de ultra-alta-dimension.

2.1 Resultados conocidos en alta dimension

Durante el dltimo medio siglo, se han dedicado una gran cantidad de esfuerzos a la compren-
sién del comportamiento de los autovalores y autovectores muestrales de matrices de covarianza.
Dado que E(S,,) = X, en caso de p fijo y n — oo la ley de los grandes niimeros garantiza que
S, — X. Desafortunadamente, cuando p es del mismo orden que n (o incluso mayor) la matriz

11
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de covarianza de la muestra es un estimador notoriamente malo con estructura espectral (au-
tovalores y autovectores) radicalmente diferente a la de la covarianza poblacional. Veamos esto

mas detenidamente en un par de ejemplos.

2.1.1 Modelos esféricos

Consideremos primero el caso p fijo. Supongamos que ¥ = I, y tomemos una muestra X;,
para ¢ = 1,...,n de una poblacién con distribucién N,(0,I,). Los histogramas en la Figura 2.1
muestran céomo los autovalores muestrales, para el caso p = 100 y n creciendo, convergen a 1,

valor comun de los autovalores poblacionales.

04 06 08 1.0 12 14 16 18 0.8 09 1.0 11 12 0.95 1.00 1.05

Autovalores A Autovalores A Autovalores A

Figura 2.1. Histograma de los autovalores correspondientes a la matriz de covarianza de una
muestra de una poblacién Ny(0,1,), para p=100, n= 1000, 10000, 100000, > =1 (caso p fijo,

Sin embargo, cuando consideramos p variable, creciendo también a infinito junto con el
tamano de la muestra, los resultados son bien diferentes. Los histogramas en la Figura 2.2
corresponden a los autovalores de la matriz de covarianza muestral para p = 150, n = 500 (a la
izquierda), p = 300, n = 1000 (centro) y p = 600, n = 2000 (a la derecha). Como podemos ver,
los autovalores ya no se concentran alrededor de 1, sino que hay muchos autovalores mayores
que 1 y algunos considerablemente mas grandes que otros (distribucién asimétrica con cola
a la derecha). Es destacable ademds la distribucién de los autovalores dentro de un intervalo
aparentemente fijo (independientemente de los valores de p y n elegidos, siempre que el cociente
entre ambos es 0.3). Es mds, viendo estos gréaficos uno podria llegar a sospechar que los datos
tienen una estructura dimensional baja (es decir, pocos autovalores grandes y el resto mas
chicos), cuando en realidad la distribucién de la que se extrajo la muestra es esférica. La linea
roja es la distribucién de los autovalores predicha por la distribucién Marchenko-Pastur (2.1).
Esta distribucién limite fue primero establecida en 1967 por Maréenko and Pastur [30], motivo

por el cual es referida actualmente como distribucién Marchenko-Pastur. En su trabajo, ellos
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0.8

06

04

02

0.0
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Figura 2.2. Histograma de los autovalores correspondientes a la matriz de covarianza de una
muestra de una poblacién Np(0,1,), para p = 150, n = 500 (izquierda), p = 300, n = 1000
(centro) y p = 600, n = 2000 (derecha), o°> =1 (caso p,n — 00).

prueban que si la verdadera matriz de covarianza es la identidad (o un miltiplo de ella), cuando
py n ambos divergen a oo con cociente fijo p/n =y < oo, la distribucién de los autovalores de
S, (distribucién espectral empirica, como los histogramas de la Figura 2.2), en el limite serd

: (b—x)(x—a), sia<xz<b

2
Pyo2(z) ={ 27TY0 , (2.1)

0, cualquier otro caso
con un punto masa adicional de valor 1 — 1/y en el origen si y > 1, donde a = o*(1 — \/y)* y
b=0%1+ /y)’. La constante y es la relacién entre la dimensién y el tamafio de la muestra y

o? el paramatro de escala.

A partir de este trabajo seminal de Marchenko y Pastur, muchas investigaciones se han de-
dicado a comprender las propiedades asintéticas de diversos estadisticos espectrales de matrices
de covarianza muestrales en alta dimensiéon. En particular, a la luz de las aplicaciones a PCA,
se ha mostrado gran interés en estudiar el comportamiento de los autovalores extremos de S,,.
Cuando la covarianza poblacional es la identidad, Geman [14] probé que, cuando p/n — y para
0 < y < oo, el mayor autovalor de la matriz de covarianza muestral converge casi seguro (c.s.) a
b (el extremo superior del soporte de la distribucién Marchenko-Pastur), asumiendo una cierta
condicion de crecimiento en los momentos de la distribucién subyacente. Mas tarde, Yin et al.
[53] v Bai et al. [4], respectivamente, probaron que la condicién necesaria y suficiente para que
el autovalor mas grande de una matriz de covarianza muestral converja c.s. a un limite finito
es que la distribucién subyacente tenga cuarto momento finito y media cero, y que en tal caso
el limite es b. Por otra parte, Bai and Yin [6], Silverstein [43] y Yin et al. [52] consideraron el
limite c.s. del menor autovalor de una matriz de covarianza muestral, cuando y < 1, bajo la
existencia del cuarto momento en la distribuciéon subyacente, siendo dicho limite igual a a, el

extremo inferior en el soporte de la distribucién Marchenko-Pastur.
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Observemos que si y = 1 el resultado es trivialmente cierto (en tal caso a = 0). Sin embargo,
para el caso y > 1, p > n y por lo tanto los p — n + 1 autovalores mas chicos de la matriz
de covarianza muestral son iguales a 0. No obstante, si en tal caso consideramos el p — n + 2
autovalor més chico, esto es el (n — 1)—ésimo mayor autovalor, el resultado sigue siendo valido.
Por lo tanto, definiendo Iinm = Amin{p,n—1} (Sn) se tiene que Iy — 0*(1—4/y)* cuando p,n — oo

tales que p/n — y > 0.

Resumiendo, podemos decir que cuando la matriz de covarianza poblacional es la identidad y
bajo el supuesto de que la relacién p/n — y, con 0 < y < 0o, cuando p,n — oo, el autovalor mas
chico (o el Iy definido antes) y el més grande de la matriz de covarianza muestral no convergen
a sus contrapartes poblacionales sino que convergen a los limites inferior y superior del soporte
de la distribucién Marchenko-Pastur respectivamente (no hay autovalores “extraviados”, en
el sentido que todos los autovalores muestrales convergen dentro del intervalo soporte de la
densidad Marchenko-Pastur). Asi, cuando existen algunos autovalores que se separan del resto,
tendriamos informacién sobre la validez o no de la suposicién de esfericidad en la matriz de
covarianzas. De hecho, como veremos en la préxima seccion, esta informacién ha sido utilizada
para inferir la dimensién del subespacio de los autovalores spike (ver Seccién 2.1.2) o, en el

contexto del Capitulo 1, testear esfericidad parcial.

En relacién al problema de determinar esfericidad en la matriz de covarianzas en escenarios
de alta dimensionalidad, Bai et al. [5] desarrollan correcciones al test de cociente de méxima
verosimilitudes tradicional de modo que resulte adecuado para testear si la covarianza pobla-
cional es igual a la matriz identidad, bajo la restriccién de que el cociente p/n — y, siendo
0 < y < 1. Por su parte, Jiang et al. [19] también consideran el problema de testear si la matriz
de covarianza es la identidad pero lo abordan con un método diferente (el de las integrales
de Selberg) lo que les permite extender el resultado de [5] al caso y = 1. (Observar que este
test puede verse como un caso particular del test de esfericidad asumiendo que ¢ = 1 o mds

generalmente, o conocido).

Srivastava [45] considera la hipdtesis de esfericidad en contexto de ultra-alta-dimensién (p >>
n). La idea clave en su trabajo es considerar la construccién del LRT intercambiando los roles
de p y n. Esto es, bajo la hipétesis nula de esfericidad, mS,, ~ W,(m,c’I,) (m =n—1)y
por lo tanto W = mS,, = Y'Y con Y € R™*? con entradas i.i.d. normales, con media 0 y
varianza o2. Luego W = YY | ~ Win(p,c’L,) con p > m y asi podemos obtener el test de
cociente de verosimilitudes para W del mismo modo que fuera hecho para W cuando p < m.
La distribucién asintética del estadistico asosiado es dada en términos de la distribucién 2.

En Srivastava [44] el autor propone un test basado en estimadores consistentes de la traza de
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potencias de X. Su test se basa en la primera y segunda media aritmética de los autovalores

muestrales bajo la suposicién de que n = O(p%), 0 < § < 1.

Wang and Yao [49] proponen correcciones al test de cociente de verosimilitudes para la

hipétesis de esfericidad bajo el régimen donde ambos, p,n — oo tales que p/n — y € (0,1).

Asumiendo que (X) = {zjj}1<i<, tiene entradas que satisfacen E(z;;) = 0, E(zj;) = 1y
1<j<n
== n/2
2 S
E(|zij|*) < oo, demuestran que el estadistico £, = —log(Ly) con L, = %
n [ftr(Sn)}
p

tiene distribucion asintéticamente normal. Mdas precisamente,

Lot (= mytog (1= 2) = oo &7 (< (1 = ) 4 s wlon(l =)~ wy ) (22)

donde  es igual a 2 si las {2;;} son reales y es igual a 1 si son complejas y 8 = E(|zi;|*) —1— &
es el coeficiente de curtosis. Notar que en el caso de {z;;} reales y normales, k =2y =0,y
por lo tanto (2.2) se reduce a

1
Ly + (p—n)log (1 - %) —p~N <—210g(1 —y); —2log(1l —y) — 2y> ,

que es lo mismo que lo obtenido en [5].

Li and Yao [28] consideran el test de esfericidad cuando la dimensién p de los datos es mucho
mayor que el tamano n de la muestra (p >> n). Para ello introducen un estadistico “quasi-LRT”

definido como

<% Z?:l l~i>n

p
Ly==log | —|,
n [T b
5 . o1 -
donde [;, para ¢ = 1,...,n, son los autovalores de la matriz —XX ', de n x n, donde X =
n
(X1,...,%p) ", de n X p, es la matriz de datos con n vectores aleatorios p-dimensionales indepen-

dientes e idénticamente distribuidos tales que sus componentes z;; (para 1l <i<n, 1 <j <p)
satisfacen E(x;;) = 0, E(z};) =1y E(|zij|*) = va < 0o. Bajo estas hipétesis y asumiendo que
el cociente p/n — oo cuando n — oo, prueban que, bajo la hipdtesis nula de esfericidad,

V4—2

- N(0,1).

A partir de este resultado distribucional asintético, obtienen un test para la hipotesis de esferi-
cidad en el caso de ultra-alta-dimension. Notar que la idea para la construccion del estadistico

que denominan quasi-LRT es la misma que considera [45].

Jiang and Yang [20] estudian el test de esfericidad para la matriz de covarianza de poblaciones

normalmente distribuidas y derivan el correspondiente teorema central del limite cuando la
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dimensién de los datos y el tamano de la muestra son comparables (p/n — y € (0,1]). Ademas
comparan sus resultados con la tradicional aproximaciéon chi-cuadrado, mostrando que ésta
dltima puede fallar completamente cuando p crece a infinito junto con n. Formalmente, obtienen

el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Sea m =:n — 1 > p para todon > 3 y V definido por
S|

V= [;17 tr(sn)}p

Supongamos que p/m — y € (0,1]. Entonces, bajo la hipdtesis nula Ho : X = 0°I,, (logV —

Um)/Om converge en distribucion a una N(0,1) cuando n — oo, donde

Pm = —P— (m—p—;>log<1—;),

oL, = =2 [%—Flog(l—%)}.

Notar que el resultado obtenido en [20], cuando y € (0, 1), es el mismo que el de [49] para el

caso de muestras normales y reales.

2.1.2 Modelos spiked

. Qué pasa si realmente hay alguna estructura (lineal) de baja dimensién en los datos? En
situaciones practicas a menudo ocurre que hay uno o més autovalores grandes claramente se-
parados del resto. En concreto, supongamos que la matriz de covarianza poblacional es una
perturbacién de rango k, con k < p, de la matriz identidad. Johnstone [23] llama a tal situacién
“modelo de covarianza spiked”, en el cual todos los autovalores poblacionales, con excepcién de
una cantidad fija y relativamente chica de ellos, son iguales. Notar que este problema, puesto
en contexto con el capitulo anterior, refiere al modelo de esfericidad parcial. Dos cuestiones
surgen inmediatamente para estos modelos: por un lado, cémo afecta esta pequena perturba-
cion al limite de los autovalores extremos de la matriz de covarianzas muestral en comparacion
con el caso nulo (i.e., cuando la covarianza poblacional es la identidad) y por otro lado, cémo
determinar la dimensién de esta perturbacién (dimension efectiva). El comportamiento de los
autovalores muestrales correspondientes a estos modelos ha sido ampliamente estudiado en la

década pasada [3, 7, 8, 37, 38].

Para ilustrar esta situacion, analicemos el ejemplo que mencionamos en la introduccion,

concentrandonos por un momento en el caso y < 1.
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Supongamos que los datos presentan una estructura lineal subyacente de dimensiéon d = 1.
En tal caso, su matriz de covarianza puede escribirse como 3 = ¢°I, + Avv', para un vector
unitario v.y A > 0. Una forma de pensar este caso es que cada punto x de los datos consiste
de una parte de senal \/Xgov donde go ~ N(0,1) (i.e. un miltiplo gaussiano del vector fijo
VAv) més una parte de ruido g ~ N,(0,0%1,) (independiente de gg). Luego x = g + VAgov ~
Np(0,0°L, + Avv').

Una pregunta natural que surge es si esta perturbacion de rango 1 puede detectarse a partir
de la matriz de covarianza muestral S,,. Para alcanzar cierta intuicién, grafiquemos algunos
ejemplos concretos. El siguiente histograma corresponde a los autovalores de S,, para p = 300,
n = 1000, 0> = 1, v = e es el primer elemento de la base canénica de R y A = 1.5. (Tenemos

entonces que los autovalores poblacionales son todos iguales a 1 excepto el mayor que es 2.5).

1.0 —

0.8 —

0.4 —

0.0 —

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5

Autovalores A

Figura 2.3. Histograma de los autovalores de la matriz de covarianza muestral cuando X =

UZIp—i—/\va, conp=2300,n=1000,0° =1, \=15yv=e;

La Figura 2.3 sugiere que un autovalor de S,, que “sale” del soporte de la distribucién de
Marchenko-Pastur (a continuacién, veremos la ubicacién limite de ese autovalor. El segmento
rojo en el grafico corresponde a la estimacién de la misma). Vale la pena notar que el autovalor
mas grandes de 3 es 1+ = 2.5, mientras que el mayor autovalor de S,, parece considerablemente

mas grande que eso.
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1.0 —

0.8 —

0.4 —

0.2 —

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Autovalores A

Figura 2.4. Histograma de los autovalores de la matriz de covarianza muestral cuando 3 =

oI, + Avv' conp =300, n=1000, 0> =1, A=05yv=e;

Repitamos el experimento pero tomando A = 0.5, en cuyo caso el mayor autovalor de X es
14+ A = 1.5 (ver Figura 2.4). Como podemos ver, pareceria que para A = 0.5, la distribucién de

los autovalores es la misma que para el caso en que X = I,,.

Esto motiva la siguiente pregunta: ;Para qué valores de A\ esperamos ver un autovalor de
S, saliendo del soporte de la distribucién de Marchenko-Pastur, y cudl es el valor limite que

esperamos que tome?

El comportamiento del mayor autovalor en el caso de vectores aleatorios complejos con
distribucién normal fue estudiado por Baik et al. [8]. En este trabajo, los autores prueban que
existe un valor critico por debajo del cual no esperamos ver ningiin cambio en la distribucion
de los autovalores, respecto del caso nulo (i.e. ¥ = I,), y por encima del cual esperamos
que existan autovalores que se salgan del soporte. Este fenémeno se conoce como transicion
de fase BBP (llamado asi justamente por Baik, Ben Arous y Péché). En pocas palabras, si
los autovalores spike estdn cerca de uno (o, méas generalmente, de ), entonces sus versiones
muestrales se comportaran aproximadamente de la misma manera que si la covarianza verdadera
fuera la identidad (o°I, respectivamente). Sin embargo, cuando los autovalores spike son mayores
que el umbral (1 + /y) (¢(1 + /y) respectivamente), las contrapartes muestrales tienen un

comportamiento asintético diferente. En [7], los autores consideran el modelo spiked con vectores
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aleatorios mds generales: complejos o reales y no necesariamente gaussianos. Para establecer
los limites casi seguros de los autovalores extremos de la muestra, también encuentran que
estos limites dependen de los valores criticos o®(1 + /y) y 0*(1 — y/y) por arriba y por abajo,
respectivamente. Por ejemplo, supongamos que hay M autovalores en la matriz de covarianza
poblacional mayores que el umbral o”(1 + ,/y), entonces prueban que los M autovalores mds
grandes de la matriz de covarianza muestral tendran sus limites (c.s.) por encima del extremo

superior del soporte de la distribucion Marchenko-Pastur. Méas precisamente, para A # 1 sea
yoi

A—o?
donde I, para k = 1,...,p son los autovalores de S,, mientras que g, para k = 1,...,p son

la funcién g(A) = A + Entonces prueban que para cada k € {1,..., M}, I == g(\),
sus contrapartes poblacionales. También prueban que para todo 1 < ¢ < L, para un rango L
prefijado, yj; — o’(1 + /y)*. En forma andloga, si existen M; autovalores poblacionales
menores que el valor critico inferior 0*(1 — /y), los M; autovalores més chicos de la covarianza

muestral tienen su limite por debajo del extremo inferior del soporte de la Marchenko-Pastur.

Para los casos y > 1 e y = 1 se proponen resultados analogos. Vale la pena observar que en
el caso y > 1 tenemos que p > n y por lo tanto los p — n autovalores més chicos son iguales a 0
(recordar que la distribucién Marchenko-Pastur presenta un punto masa de valor 1 — 1/y en el
origen cuando y > 1). En tal caso tendremos que Iy, .. ., I, = 0 mientras que l,—1 — 0°(1—/y)>.
Por lo tanto, a diferencia del caso y < 1, los autovalores poblacionales més chicos no afectan a

la distribucién espectral empirica de S,,.

En cuanto a la segunda cuestién, sobre cémo determinar el nimero de spikes (o, equivalen-
temente, testear esfericidad parcial en la matriz de covarianzas, lo que se corresponde con la
existencia de una estructura o senal de baja dimensién en los datos), no existe consenso en ¢c6mo
proceder en forma sisteméatica. En el campo de las aplicaciones, un enfoque comun consiste en
verificar cuantas de las variables transformadas explican una gran parte de la varianza en los
datos y se presta poca atencién (si es que hay alguna) a la naturaleza de lo que se descarta.
Una excepcion a este enfoque simplista se presenta en Plerou et al. [39], en el cual los auto-
res comparan la distribucién espectral empirica con la distribucién tipica en el caso nulo (i.e.
3 =1,). Un enfoque similar se ofrece en Laloux et al. [26], en donde los autores buscan estimar
el valor de o que mejor se ajusta a la distribucién Marchenko-Pastur, y dicho valor determina
autométicamente cudntos y cudles son los autovalores spike (es decir, si observamos nuevamente
la Figura 2.3, la idea es encontrar el valor de o> de modo de ajustar lo mejor posible la curva

roja. Los autovalores que quedan fuera del soporte de distribucién, corresponden a los spikes).

Otros métodos propuestos estan basados principalmente en la aplicacién de criterios de la

teorfa de la informacién para seleccién de modelos, introducidos por Akaike [1, 2] (AIC -Criterio
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de Informacién de Akaike-), Schwarz [42] (BIC -Criterio de Informacién Bayesiano-) y Rissanen
[41] (MDL -Longitud de Descripcién Minima-). A grandes rasgos, la idea es tomar la cantidad de
factores que minimiza los criterios AIC o BIC/MDL (ver Wax and Kailath [50]). Sin embargo,
estos métodos se basan en expansiones asintéticas para muestras de gran tamafio y pueden no
funcionar bien cuando la dimensién de los datos es grande en comparacion con el tamano de

muestra.

Mas recientemente, el problema de estimar la dimensién d en escenarios de alta dimensiona-
lidad se ha abordado combinando elementos de la teoria espectral de matrices aleatorias, como
Onatski [34] o Harding et al. [16] en economia, y Kritchman and Nadler [25] en procesamiento
de senales matriciales o literatura de quimiometria. Estos 1ltimos en particular, consideran el
estimador MDL desarrollado en [50] y muestran que con MDL no es posible detectar las compo-
nentes significativas cuando su magnitud es similar a las que no aportan informacién relevante,
lo que usualmente resulta en una subestimacién de la dimensién del subespacio de los autova-
lores spike, especialmente cuando n es chico. Luego proponen un nuevo estimador que mejora
la tasa de deteccién. Sin embargo, solo prueban la consistencia de su estimador en el escenario

en que p es fijo y n — oo.

Basados en los resultados de [3] y [38] (que, como mencionamos anteriormente, dan las
distribuciones limite de los autovalores extremos de la matriz de covarianza proveniente de un
modelo poblacional spiked) y bajo la suposicién de que p/n — y > 0 cuando p y n crecen
a infinito, Passemier and Yao [36] presentan un estimador del nimero de autovalores spike
considerando el espaciamiento o diferencia entre dos autovalores muestrales consecutivos. La
idea es que tal espaciamiento es menor entre aquellos autovalores que corresponden a la parte
de ruido. Asi el estimador que proponen se basa en detectar cuando esa diferencia se vuelve
pequena. Formalmente, supongamos que existen go autovalores spike y definamos con ¢, ; =
lj — lj41, para j > 1, a la diferencia entre dos autovalores consecutivos (I, para k = 1,...,p
son los p autovalores de la matriz de covarianza muestral en orden decreciente). Aplicando los
resultados de [7], es facil ver que para j > qo d,,; — 0 mientras que si j < go la diferencia 0y, ;
tiende a un nimero positivo si todos los autovalores spike son distintos. Entonces el estimador
de qo propuesto es

gn =min{j € {1,...,5} : 6 j+1 < dn}, (2.3)

donde s > gg es un numero fijo lo suficientemente grande y d,, es un umbral (que debe deter-
minarse). En la practica s debe pensarse como una cota superior preliminar sobre el posible

numero de spikes.
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Bajo la suposicién de que todos los autovalores spike son simples y mayores que el valor
critico o®(1 4 /y), prueban la consistencia de su estimador en el caso en que o es concocido,
como veremos en el siguiente teorema. Previamente enunciaremos un supuesto necesario sobre
la distribucién subyacente. Para ello, consideremos X = EVY/ %Y, donde Y € RP es un vector

aleatorio con media 0 con componentes i.i.d., E es una matriz ortogonal y

DI 0
V = cov(X) = o? ,
0 I, 4
donde ¥, tiene gg autovalores aj, con j = 1,..., o, no nulos, distintos de 1 y simples. Se tiene
entonces que el espectro de V es p(V) = o?(a1,...,0q,1,...,1).
N—— e N——
q0 pP—qo

Supuesto 2.2. Las componentes y; del vector Y tienen distribucion simétrica y decaimiento

sub-exponencial. Es decir, existen constantes C'y C’ tales que pata todo t > C’
P(jyil“) < e

Teorema 2.3. (Teorema 1, Passemier and Yao [36]) Sean xi,...,X, n copias i.i.d. de X =
EV1/2Y, donde Y € RP es un vector aleatorio con media O y componentes i.i.d. que satisfacen

el supuesto 2.2, con E y 'V como las definimos arriba.

Supongamos ademds que los qo autovalores distintos de X4, satisfacen a1 > ... > ag, >

(1+/y) (p/n—y >0 cuando p,n — o).

Sea (dp)n>0 una sucesion de nimeros reales tales que d,, — 0 y n2/3dn — o0. Entonces el

. A~ . . ~ C.S.
estimador ¢, es fuertemente consistente, i.e. ¢, — qo cuando n — 0.

Cuando todos los autovalores spike (en la poblacién) son distintos, las diferencias entre los
autovalores spike en la muestra tienden a una constante positiva, mientras que si existen (al
menos) dos autovalores spike (poblacionales) iguales, dicha diferencia tenderd a cero. Este hecho
genera cierta ambigiliedad con las diferencias correspondientes a los autovalores de la parte no
spike (ruido) puesto que alli las diferencias también tienden a cero. En Passemier and Yao
[35] los autores extienden los resultados de [36] al caso en que existan autovalores spike con
multiplicidad mayor que 1. La idea es que la convergencia de los espaciamientos d,, ; para j > qo
(ruido) es més répida (Op(n~%?)) que la de 0pn,; para spikes multiples (Op(n1?)). Esta es
la caracteristica clave que utilizan los autores para modificar el estimador (2.3) a la situacién
de autovalores spike repetidos con la eleccién de un nuevo umbral d,,; a saber, le anaden la

condicién dy, = o(n"'/?).
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En lo que resta del capitulo, presentaremos los fundamentos tedricos que nos permitiran
definir un test de cociente de verosimilitudes para determinar la dimension del subespacio spiked

cualquiera sea la relacién entre p y n (esto es, p <mn op > n).

2.2 Distribucion asintética del log(LRT;) bajo la hipétesis #,

Recordemos que, para X ~ N, (u, X), con X € R, el test de esfericidad estd dado por
Ho: X =01, vs Hy:X #0°L,
con o desconocido.

En el Capitulo 1 vimos cudl es el estadistico apropiado para este test y su distribucién
asintética en el caso tradicional en que la dimensién de los datos p es fija. Para el caso de alta
dimensién, como mencionamos en la seccién precedente, Jiang and Yang [20] mostraron que el
test tradicional (con p fijo) puede fallar completamente. Para dar respuesta a este problema, en
su Teorema 1 (ver 2.1), ellos encuentran la distribucién asintética del logaritmo del cociente de
verosimilitud para esfericidad de la matriz de covarianza cuando tanto p como n crecen de modo
tal que p < n — 1y el cociente p/n — y € (0,1]. Basados en ese resultado, ellos determinan la

regién de rechazo para que el test tenga nivel de significancia asintético igual a un valor o dado.

En el Capitulo 1 vimos también que, en caso de que la hipdtesis nula Hy sea rechazada,

procedemos a testear secuencialmente la hipotesis nula
,Hd : )\d+1 = ...= )\p, (24)

parad =0,...,p—2,donde Ay,...,\, son los autovalores de 3. Como en el caso de esfericidad,
este tipo de tests han sido ampliamente estudiados en la literatura multivariada para el caso de
p fijo y n creciendo a infinito (ver Seccién 1.2). Recordemos que este test, llamado de esfericidad

parcial, se basa en el estadistico

LRT; = lavi by (2.5)

—d’
1 L "
p—d Z li
i=d+1

donde [; son los autovalores (en orden decreciente) de S,, (la matriz de covarianza muestral).
Recordemos también que en su trabajo Lawley [27] (luego mejorado por James [18]) prueba que

la distribucién asintética de (2.5) bajo Hy es

—plog(LRT4) = X{p—ar2)(p—d—1)/2> (2.6)
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20— d)’+(p-d)+2 d. 52
6(p —d) — (li—o6%)

para p = m—d — cuando n crece con p fijo, donde

&= L/(p—d).

i=d+1

Como fue senalado anteriormente, el estadistico de cociente de verosimilitud solo existe si
p <n—1=m. Cuando p > m, p — m de los autovalores muestrales {/;} son iguales a 0 y
por lo tanto el LRT es idénticamente nulo. Sin embargo, como lo hiciera [45], ain podemos
construir un test del siguiente modo: para p > m, bajo Ho, W = mE ~ Wy(m,o’L,) y por
lo tanto W £ YTY con Y € R™*P cuyos elementos son normales independientes con media
0 y varianza o°. En consecuencia, W=YY" ~ Win(p,0°L,) con p > m y entonces podemos
considerar construir el estadistico de cociente de verosimilitudes para W como lo hicimos antes
para W en el caso de p < m. Este artilugio cobra pleno sentido si tenemos en cuenta que los
autovalores de la matriz W (de m x m) son los mismos que los autovalores no nulos de la matriz

W (de p x p). Obtenemos entonces el estadistico de cociente de verosimilitudes para W como

...l

(+5)"

Usando [20, Teorema 1] obtenemos la distribucién asintética del log LRT con m y p intercam-

LRT; =

biando sus roles. A partir de este resultado, podemos obtener un test de nivel asintético o para

el problema de esfericidad de la matriz de covarianza en el caso de p > m y p/m — y > 1.

Esto nos motiva a definir el estadistico para el test de esfericidad parcial, en el caso de p > m,

del siguiente modo

Lot -l
LRT; = dtl —. (2.7)
(ml—d > lz‘)

i=d+1
Con el objetivo de derivar un test para esfericidad parcial que tenga nivel de significancia
asintético igual a « para el caso de p y m creciendo, y con p < m or p > m+d—+ 3 (la necesidad
de imponer la restriccién sobre p de ser mayor que m + d + 3 sera explicado méas adelante, en la
demostracién de la proposicién correspondiente), primero necesitamos encontrar la distribucién
asintética de LRTy y LRT, respectivamente. En las siguientes dos proposiciones derivamos la

distribucién asintética cuando p, m crecen a infinito y p/m — y con y € (0, 00).

En el resto del trabajo, asumiremos la siguiente Condicién Qg:

Condicién Qy : existe gp < min(p, m) independiente de p y m tal que Hy definida en

(2.4) es cierta para d < qp.
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Es decir, asumiremos que H, es cierta para algin d < go. Esta cota ¢p (equivalente a la cota s
del trabajo de [36]) es una cota superior preliminar al nimero posible de spikes. Por simplicidad
en la notacién, denotaremos al estadistico simplemente por LRTy en ambos casos (de p/m < 1

y p/m > 1).

Proposicién 2.4. Sea A = mS,, ~ W,(m,X), con p < m. Bajo la hipdtesis nula de que la

verdadera dimension es d > 0 fija, i.e.,
Ha: a1 ==X,

la distribucion asintética de LRTy definido en (2.5) (cuando m y p crecen y p/m — y € (0;1])

estd dada por

log(LRTy) — i,
og(LRTy) — 1 Py

0,1),
Om,p,d

donde

" Umpd = Hm,p + 108 Ay pa + 108 By p d,
—d
R [ |

con
~ 1 P
fimp = —p—(m—p—g)log(l—a),
h S;
S
Am,p,d — Hzgl 7,7
Hizl li
d h p—d
L =) s
Bm,p,d = <1+ Zl_l Z10 Zlil - ’L> .
i=d+1Y

Proposicién 2.5. Sea A = mS,, ~ Wy(m,X), con p > m + d+ 3. Bajo la hipdtesis nula de

que la verdadera dimension es d > 0 fija, i.e.,
Ha: Aay1 == Ap,

la distribucion asintética de LRT, definido en (2.7) (cuando m y p crecen y p/m — y > 1) estd

dada por

log(LRTy) — Hm,p,d N N(
Om,p,d

071)7

donde

" Um,pd = ﬁm,p,d + lOg Bm,p,d + IOg Cm,p,d + IOg Dm,p,d;
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m m
ohoa =2 [ (1525 )|

con
~ 1 m
Hmpd = —M— p_d_m_2>10g<1_p—d>’
m—d _
B, — (14 Sl — Yy sih (m - d>m !
m,p, - Y
g Ditap li m
o*(p —d)]"
Cm,p,d = ’
m
h A :
b s (O + Bptn=)”
m,p,d d .

Hi:l li
Observacion 2.6. La Proposicién 2.4 contiene el test de esfericidad estudiado por Jiang and
Yang [20] para m > p. Mds aun, si p > m, bajo la hipétesis nula de esfericidad, se obtiene que
el nuevo estadistico definido tiene la misma distribucién dada en Jiang and Yang [20], excepto
que p y m intercambian sus roles. Asi la distribucién asintética del LRIy para p > m bajo
la hipétesis nula de que la dimensién es d = 0 se sigue del resultado en Jiang and Yang [20],

intercambiando los roles de m y p.

Observacién 2.7. Notemos que (i, , 4 €s una variable aleatoria que, ademéds de los autovalores
muestrales (es decir, los autovalores de f)), depende de los verdaderos valores (i.e. poblacionales)
de 0, \j, i =1,...,d. Luego, para poder utilizar la distribucién asintética de las Proposiciones
2.4 y 2.5 para obtener un test que nos permita determinar la dimensién d del subespacio de

los spikes, necesitamos reemplazar esos valores por estimaciones apropiadas. Al pardmetro o?
P

podemos remplazarlo por su estimacién consistente 6° = E li/(p — d) (Ver Lema B.2). En
i=d+1
cambio, para los \; la situacién es algo méas complicada. Como mencionamos en la seccién

previa, se sabe que, en el limite, las estimaciones de los autovalores spike experimentan una

transicién de fase, [8]. De hecho, recordemos que, si A > ¢*(1 + /y), entonces

l—>)\<1+ yo* > (2.8)

A —o?
mientras que para los autovalores A que se encuentran dentro del rango (o2, 0%(1 + /y)], el
limite es o*(1 + /y)?, haciendo que los mismos resulten “invisibles”, esto es, indistinguibles de
los autovalores de la parte de ruido, ya que los autovalores muestrales correspondientes a un
nimero fijo de autovalores en la parte de ruido convergen al mismo limite o®(1 + \/y)*, [7] (ver
también [35, 36]). Por lo tanto, no podemos reemplazar directamente A; por l; en fiy, pq ya

que, aun cuando \; es mayor que el umbral o*(1 + /y), los /; son estimadores sesgados de ;.



26 Estadistico para esfericidad y esfericidad parcial en alta dimensién

Sin embargo, por (2.8) conocemos exactamente cual es el sesgo. Asi, para sustituir los A; en la

expresion de fi,, 5 4, podemos utilizar la ecuacién sugerida por (2.8):

li = M\ <1+p o ) (2.9)

m)\i—62

para obtener un estimador consistente para \; > o*(1 + /y), a saber:

- 1 2
N = {li+&2—&2p+ a5+ (L + 62— 52 2) } (2.10)

2 m m

Aqui, ); es el valor de \; obtenido como solucién de la ecuacién (2.9). Notar que hemos des-
cartado una solucién dado que es una solucién extrana para (2.9). En el Lema B.5 probamos la
consistencia del estimador \; para el caso en que el correspondiente autovalor poblacional \; sea

mayor que el umbral y también probamos que, en caso de que \; € (0%,0%(1 + /y)], entonces
i = (1 +/y).

En el limite, el discriminante de (2.10) serd no-negativo si y solo si A; > o*(1 + /y). Ahora
bien, la versién muestral del discriminante puede ser negativo cuando los autovalores pobla-
cionales estéan cerca del umbral (o son menores que el umbral). En tal caso, consideraremos
Xi = 6*(1 + +/p/m) que es el valor de Xz para [; que anula el discriminante. Reemplazando \;
en [l p.d POT Xl y o por 6° tenemos una nueva aproximacién para la distribucién asintética,
bajo la suposicién de que todos los autovalores spike son mayores que el umbral, que podemos
utilizar para llevar a cabo el test. Por otro lado, si uno o més autovalores spike son menores que
el umbral, esta nueva aproximacion de la distribucién asintética nos dard un test con nivel de

significacia no mayor que a. (Ver Observacion 3.3 en el Capitulo 3).

Resumiendo, tenemos el siguiente Corolario:

Corolario 2.8. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 2.4 o 2.5, si todos los autovalores spike A;,

i=1,...,d son mayores que el umbral o*(1+ \/y),

log LRTy — fim.p.d

— N(0,1),

Om,p,d

donde fipy, pa se obtiene de fiy, pq reemplazando \; por ;\Z definida en (2.10) y o por 6°.

2.3 Simulaciones para la distribucion asintética

En esta Seccién presentamos una serie de simulaciones realizadas con el objetivo de estudiar

el comportamiento de la distribucion asintética obtenida en las Proposiciones 2.4 y 2.5, como



2.3. Simulaciones para la distribucién asintética 27

asi también de la aproximacion asintética de la distribucién dada en el Corolario 2.8. Vamos
a recordar que estas dos distribuciones son asintéticamente equivalente cuando todos los auto-
valores en el subespacio spiked son mayores que el umbral (1 + /y), mientras que si existen
autovalores spike en el rango (¢0?,0%(1 + /y)], la distribucién dada en el Corolario 2.8 es s6lo

una aproximacion.

Este estudio lo realizamos siguiendo los dos escenarios utilizados en [36]. En su trabajo ellos
consideran dos modelos con subespacio spike de dimensiones d =4 y d = 5 y autovalores spike
(7,6,5,4) y (259.72,17.97,11.04,7.88,4.82), respectivamente. A partir de ahora y en adelan-
te, los llamaremos Modelo 1 vy Modelo 2 respectivamente. Para cada uno de los modelos,
consideramos ocho valores diferentes para y, a saber: 0.1,0.3,0.6,0.9 para el caso p < m, y
1/0.1 = 10,1/0.3 = 3.33,1/0.6 = 1.67,1/0.9 = 1.11, para el caso p > m. (Es vélido destacar
que [36] sélo trabajaron con los casos 0.3 y 0.6). En ambos modelos o lo consideramos igual
a 1. Notemos que en estos escenarios, todos los autovalores spike son mayores que el umbral
o?(1+ /y). Finalmente, en todas las simulaciones suponemos que conforme p y m crecen, su

cociente permanece constante e igual a su limite y.

En las Figuras 2.5 y 2.7 podemos observar la distribucién correspondiente a la Proposicién 2.4
(curva roja) y la aproximacién dada en el Corolario 2.8 (curva azul) para cada uno de los valores
elegidos anteriormente para el cociente p/m cuando p < m (esto es, p/m = 0.1,0.3,0.6,0.9) para
los Modelos 1 y 2 respectivamente. Como podemos ver, el comportamiento de la distribucion
asintética mejora cuando p y m crecen en los cuatro casos: p/m = 0.1, p/m = 0.3, p/m = 0.6
y p/m = 0.9. Sin embargo, la aproximacién no es buena cuando y es cercano a 0 y p y m son

chicos (ver primera linea de las Figuras 2.5 y 2.7).

Para el caso p > m, segin podemos observar en las Figura 2.6 y 2.8, los resultados son
esencialmente los mismos. Sin embargo, la tasa de convergencia a la verdadera distribucién es
menor a medida que el cociente p/m crece. Ademds, en este caso, las aproximaciones no son
buenas cuando y tiende a infinito y p y m son chicos (ver primera linea de las Figuras 2.6 y

2.8).

Las Figuras 2.9 y 2.11 corresponden a modelos spiked con d = 2, p/m = 0.3 y p/m = 0.6
respectivamente, con p = 9,21, 30,72, y varios valores para (A;, A2), mostrando el comporta-
miento por encima y por debajo del umbral o*(1 + /y). Més especificamente, para los valores

de p y n mencionados, consideramos los siguientes tres casos:
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1 1
a) (A1, A2) = (1 + 2\/5, 1+ 4\/5>, los dos autovalores menores que el umbral,
n n

1
b) (A1, A2) = <10, 1+ 2\/E>, un autovalor por encima del umbral y el otro por debajo,
n

c) (A1,A2) = (10,2), los dos autovalores mayores que el umbral.

Las Figuras 2.10 y 2.12 corresponden al mismo modelo pero intercambiando los roles de p y m. El
comportamiento de ambas, la distribucién asintética dada en las Proposiciones 2.4 y 2.5 (curva
roja) y la aproximacién dada por el Corolario 2.8 (curva azul), mejora cuando p y m crecen,
como es esperable cuando los autovalores spike estan alejados del ruido. El comportamiento es

similar para p/m = .3, p/m = .6, p/m =1/.3y p/m = 1/.6.

Finalmente, las Figuras 2.13 y 2.14 muestran cémo la cldsica aproximacién y? para p fijo dada
en (2.6) es cada vez peor a medida que p se hace grande en relacién a n (pero manteniéndose
siempre p < n) cuando d = 1 para dos caso de autovalor spike: mayor que el umbral (Figura
2.13) y menor que el umbral (Figura 2.14). Esta misma situacién ya fue observada para el caso

d = 0 en Jiang and Yang [20].
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Figura 2.5. Simulacién con o® = 1, n = 100,200, 300,400, para d = 4, (A1, A2, A3, \1) =
(7,6,5,4), p/n=".1,.3,.6,.9 de la primera fila a la cuarta respectivamente. La curva roja es la
distribucion asintotica de log LRTy dada en la Proposicion 2.4 y la curva azul la aproximacion

dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.6. Simulacidn con o = 1, p = 100,200, 300,400, para d = 4, (A1, A2, A3, 1) =
(7,6,5,4), p/n =1/.1,1/.3,1/.6,1/.9 de la primera fila a la cuarta respectivamente. La curva
roja es la distribucion asintotica de log LRT; dada en la Proposicion 2.5 y la curva azul la

aproximacion dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.7. Simulacion con o° = 1, n = 100,200, 300,400, para d = 5, (A1, A2, A3, A1, A5) =
(259.72,17.97,11.04,7.88,4.82), p/n = .1, .3, .6,.9 de la primera fila a la cuarta respectivamente.
La curva roja es la distribucion asintotica de log LRTq dada en la Proposicion 2.4 y la curva

azul la aproximacion dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.8. Simulacion con o° = 1, p = 100,200, 300,400, para d = 5, (A1, A2, A3, A1, As) =
(259.72,17.97,11.04,7.88,4.82), p/n = 1/.1,1/.3,1/.6,1/.9 de la primera fila a la cuarta res-
pectivamente. La curva roja es la distribucion asintdtica de log LRT, dada en la Proposicion

2.5 y la curva azul la aproximacion dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.9. Simulacion con o> =1,d =2, p=9,21,30,72 y p/n = .3. Primera fila (A1, \2) =
(1+1/2v/p/n,14+1/4+/p/n), seqgunda fila (A1, X2) = (10,1+1/2v/p/n) y tercera fila (A1, A2) =
(10,2). La curva roja es la distribucion asintdtica de log LRTq dada en la Proposicion 2.4 y la

curva azul la aprorimacion dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.10. Simulacion con o° = 1, d = 2, n = 9,21,30,72 y p/n = 1/.3. Primera fila
(A1, A2) = (1+1/2+/p/n,1+1/4y/p/n), segunda fila (A1, A2) = (10,14+1/2+/p/n) y tercera fila
(A1,A2) = (10,2). La curva roja es la distribucion asintdtica de log LRTy dada en la Proposicién

2.5 y la curva azul la aproximacion dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.11. Simulacion con o° = 1, d = 2, p = 9,21,30,72 y p/n = .6. Primera fila
(A1, A2) = (1+1/2+/p/n,1+1/4y/p/n), segunda fila (A1, A2) = (10,14+1/2+/p/n) y tercera fila
(A1,A2) = (10,2). La curva roja es la distribucion asintdtica de log LRTy dada en la Proposicién

2.4 y la curva azul la aproximacion dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.12. Simulacion con o° = 1, d = 2, n = 9,21,30,72 y p/n = 1/.6. Primera fila
(A1, A2) = (1+1/2+/p/n,1+1/4y/p/n), segunda fila (A1, A2) = (10,14+1/2+/p/n) y tercera fila
(A1,A2) = (10,2). La curva roja es la distribucion asintdtica de log LRTy dada en la Proposicién

2.5 y la curva azul la aproximacion dada en el Corolario 2.8.
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Figura 2.13. Simulacién cono®> =1,d =1, \y =40 n = 100 y p = 6, 30, 60,90. En la primera
fila la curva roja es la distribucion asintdtica de log LRTy dada en la Proposicion 2.4 y la curva
azul la aprozimacion dada en el Corolario 2.8. La sequnda fila es la aproximacion x° para p

fijo dada en (2.6).
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Figura 2.14. Simulacidn con ¢ = 1,d =1, \y = 1.4 n = 100 y p = 6,30,60,90. En la
primera fila la curva roja es la distribucion asintotica de log LRT; dada en la Proposicion 2.4
y la curva azul la aprozimacion dada en el Corolario 2.8. La sequnda fila es la aprozimacidn

x> para p fijo dada en (2.6).






CAPITULO 3

Test de esfericidad parcial en alta

dimension

3.1 Test para determinar la dimension d del subespacio de los spikes

Como mencionamos en el Capitulo 2, el test para inferir la dimensién d del subespacio de
los autovalores spike, serd hecho en forma secuencial, tal como se hace en el caso clasico de p
fijo. El procedimiento comienza considerando la hipétesis nula 3 = O'QIP. Si esta hipdtesis es
rechazada, entonces procedemos a testear si los p — 1 autovalores mas chicos son iguales, y asi
sucesivamente. Esto es, testeamos secuenciamente la hipétesis nula para cada d € {0,...,qo},
cuando la condicién Qg es cierta. Paramos cuando el test falla en rechazar la hipdétesis nula y

escogemos ese valor como el valor estimado para la dimensién d.

Para que el test tenga nivel de significancia «, la regién de rechazo serd el conjunto {d :
LRTy < co} donde ¢, se elige de modo que Py, {LRT; < co} = a. Usando el Corolario 2.8
podemos obtener un test de nivel asintético no mayor a « considerando la region de rechazo

log LRT,; — [
{d: og d — HPmpd <Za},

Om,p,d

(3.1)

donde fi,y, , ¢ fue definida en el Corolario 2.8, 0, ,, 4 fue definida en las Proposiciones 2.4 y 2.5,
segin corresponda, y z, es el cuantil de orden 1 — « (i.e. el cuantil que acumula 1 — «) de la
distribucién normal estandar. Este test tendra nivel de significancia asintético igual a o cuando
todos los autovalores (poblacionales) spike sean mayores que el umbral 02(1 + /y). Por otro
lado, si uno o méas autovalores son menores que el umbral, el test con regién de rechazo (3.1)
tendra nivel de significacia no mayor que « y por lo tanto serd un test conservativo. Resumiendo,

tenemos la siguiente proposiciéon:
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Proposicién 3.1. El test para las hipdtesis
Hg : El subespacio spike tiene dimesion d
Vs
H, : El subespacio spike tiene dimesién mayor que d

con region de rechazo definida en (3.1) tiene nivel de significancia asintético, cuando p/m —

y >0, igual a ®(z4 + L), con

1 A A
\/—2[y+1og(1—y)]i€Z,:2‘Si[02_(1+\[) 8 Tk )

1 N 1+ 2y—1)+ N\
e
\/—2 B +log(1 — %)] i€

0 siy=1,

] sip<m, ye(0,1);

} sip>m+d+ 3,y > 1;

donde Jy = {i <h: N\ >d*(1+y)}, Ja={i <h:\ € (0 0*(1+ )]}, @ es la funcidn de

distribucion acumulada de la distribucion N'(0,1) y zo es su cuantil de orden 1 — «.

Observacion 3.2. Consideramos la funcién f(z) = x—log(x). Es facil ver que f es estrictamente
creciente si x > 1.

A
=)

A
1. Por lo tanto, por un lado tenemos que — — (1 + /y) — log ———— P
o2
f(@*(1+/y)) <0siXe Ja.
2. Por otro lado, si definimos
A1+ oy —1)+ A
g = 5= f_og(yz—)
Y Vot (VY +1)
1 1 1 1
= )\+1——log(>\+1—>—1+— +\/g—log VY
Y y Y Y L+y

A 1 1
A TR S
Yo Y VY T+

1 1
claramente g es creciente donde f es creciente. Entonces, si A € Jo, 1 = — 41— — <

Yy
A 1
.~ +1—— yasila funcién f es creciente y por lo tanto también lo es la g. Ademas se
o7y Y

, A1+ o2(y—1)+ A
verifica que g(0%(14 /7)) = 0 y por lo tanto — — —log ——7F——
e @1+ Vo) yo? y Vyo(Vy + 1)

c Jo.

< 0si

Observacion 3.3. Si Jy es vacio, es decir todos los autovalores spike son mayores que el
umbral, entonces L = 0 y el test definido por la Proposicién 3.1 tendrd nivel de significancia

asintético a. Caso contrario, si existen autovalores spike en el rango (o2, o%(1 + /)], entonces
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por la observacion anterior, . < 0 y en tal caso el test es conservativo, esto es, tendra nivel de

significancia asintético menor a «.

3.2 Simulaciones

En esta seccién presentamos distintas simulaciones llevadas a cabo para mostrar el desempeno
del test para determinar la dimensién d del subespacio spike. Como lo hicimos en las simulaciones
del Capitulo 2, consideraremos los modelos propuestos en [36] para evaluar nuestros resultados
asi y poder compararlos con los reportados alli. Recordemos que, en su trabajo, los autores
consideran dos escenarios con subespacios spike de dimension d = 4 y d = 5 y autovalores
spike (7,6,5,4) y (259.72,17.97,11.04, 7.88,4.82), respectivamente Modelo 1 y Modelo 2. En
ambos casos consideran o2 = 1. En ambos escenarios, la relacién entre p y m utilizada por ellos
son p/m = 0.3 and p/m = 0.6. En nuestro caso, como lo hicimos antes, agregamos las relaciones
p/m =0.9,1/0.9,1/0.6,1/0.3 para contemplar las situaciones de p > m y p ~ m. En todas las
simulaciones suponemos que, conforme p y m crecen, su cociente permanece constante e igual

a su limite y.

Los resultados presentados en las Tablas 3.1-3.16 corresponden a la proporcién de veces,
sobre 1000 réplicas, que el test elige la dimensién d. Cabe mencionar, que la varianza o> no se
supone conocida, sino que la estimamos con el promedio de los p — d autovalores muestrales
més pequenios (que en la poblacién son todos iguales a ¢®). En la Seccién 3.2.1 presentamos
los resultados reportados en Passemier and Yao [36]. Las Tablas 3.2-3.3 y 3.10-3.11 deben
ser comparadas con las Tablas 4-6 en [36] (reproducidas en las Tablas 3.17-3.20 de la seccién
mencionada). Como podemos ver, nuestro método es muy competitivo cuando p/m = 0.1 y
p/m = 0.3 pero su desempeno decae para cocientes mas grandes. El problema es que, atin
cuando la distribucién asintética bajo la hipdtesis nula Hy es casi perfecta, como observamos
anteriormente, el test subestima la dimensién del subespacio spike. El test del cociente de
verosimiludes elige, cerca del 95 % de las veces, ya sea la dimensién verdadera o un valor que es

menor que la dimension verdadera.

Claramente, si estuviéramos testeando la hipdtesis Hy : verdadera dimensién es d vs H, :
verdadera dimensién es mayor que d, el test del cociente de verosimiludes no rechazard la hipéte-
sis nula el 95 % de la veces como esperamos. Sin embargo, dado que el test es secuencial, el pro-
blema es que podria detenerse en una dimensién que es menor a la verdadera. Como veremos

en el préximo capitulo, esto se debe a que la potencia del test decrece cuando el cociente p/m
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crece a 1 (en el caso p < m) o decrece a 1 (en el caso p > m), fenémeno ya advertido por Jiang

and Yang [20] en su Tabla 1, para p < m y p/m creciendo a 1.

Para dar respuesta a este problema de subestimacion de la dimensién, presentaremos en el
Capitulo 5 una potencial solucién basada en el estudio méas detallado del comportamiento del
estadistico de cociente de verosimilitudes bajo una hipdtesis alternativa especifica.

TABLA 3.1

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.1.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(10,100)
(20,200)
(40,400)
(80,800)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.013
0.000
0.000
0.000

0.987
1.000
0.997
0.991

0.000
0.000
0.003
0.006

0.000
0.000
0.000
0.003

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

TABLA 3.2

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.3.

Distribucién de d

(p, )

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(30,100)
(60,200)
(120,400)
(240,800)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.110
0.032
0.006
0.001

0.885
0.940
0.952
0.953

0.003
0.020
0.031
0.026

0.002
0.007
0.007
0.014

0.000
0.001
0.003
0.004

0.000
0.000
0.000
0.001

0.000
0.000
0.001
0.001

TABLA 3.3

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.6.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(60,100)
(120,200)
(240,400)
(480,800)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.036
0.006
0.002
0.002

0.522
0.460
0.436
0.384

0.409
0.496
0.525
0.563

0.022
0.021
0.023
0.021

0.007
0.010
0.007
0.014

0.002
0.004
0.003
0.010

0.002
0.003
0.003
0.004

0.000
0.000
0.001
0.001

TABLA 3.4

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.9.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(90,100)
(180,200)
(360,400)
(720,800)

0.040
0.021
0.012
0.007

0.382
0.279
0.270
0.258

0.413
0.487
0.482
0.485

0.127
0.170
0.193
0.209

0.019
0.013
0.015
0.014

0.011
0.014
0.012
0.007

0.003
0.006
0.006
0.003

0.004
0.007
0.006
0.009

0.000
0.002
0.002
0.003
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TABLA 3.5

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con

p/m=1/0.9=1.11.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(100,90)
(200,180)
(400,360)
(800,720)

0.077
0.033
0.035
0.024

0.373
0.367
0.329
0.327

0.313
0.386
0.423
0.444

0.098
0.148
0.140
0.147

0.000
0.009
0.018
0.017

0.000
0.002
0.013
0.008

0.000
0.000
0.005
0.005

0.000
0.000
0.004
0.005

0.000
0.000
0.001
0.005

TABLA 3.6

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con

p/m =1/0.6 =1.67.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(100,60)
(200,120)
(400,240)
(800,480)

0.059
0.020
0.012
0.004

0.414
0.336
0.254
0.228

0.365
0.462
0.518
0.525

0.116
0.137
0.183
0.191

0.026
0.022
0.015
0.025

0.012
0.010
0.008
0.012

0.002
0.007
0.005
0.007

0.000
0.003
0.003
0.003

0.002
0.001
0.001
0.003

TABLA 3.7

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con

p/m =1/0.3 = 3.33.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(100,30)
(200,60)
(400,120)
(800,240)

0.296
0.131
0.076
0.042

0.501
0.515
0.448
0.409

0.178
0.290
0.353
0.413

0.021
0.053
0.098
0.111

0.001
0.011
0.020
0.018

0.000
0.000
0.005
0.006

0.000
0.000
0.000
0.001

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

TABLA 3.8

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m=1/0.1 =10.

Distribuciéon de d

(p, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

TABLA 3.9

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.1.

Distribucion de d

(p, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0.001 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.991 0.007 0.002 0.000 0.000

10
0.000
0.000
0.000
0.000
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TABLA 3.10

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.3.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(30,100)
(60,200)
(120,400)
(240,800)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.011
0.002
0.000
0.000

0.982
0.972
0.976
0.966

0.004
0.017
0.014
0.020

0.003
0.008
0.007
0.006

0.000
0.001
0.002
0.007

0.000
0.000
0.001
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

TABLA 3.11

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.6.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(60,100)
(120,200)
(240,400)
(480,800)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.285
0.184
0.146
0.130

0.700
0.782
0.810
0.801

0.006
0.021
0.027
0.039

0.006
0.009
0.008
0.016

0.003
0.004
0.003
0.008

0.000
0.000
0.005
0.003

0.000
0.000
0.000
0.002

TABLA 3.12

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.9.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(90,100)
(180,200)
(360,400)
(720,800)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.048
0.018
0.011
0.011

0.637
0.629
0.655
0.610

0.254
0.307
0.302
0.316

0.030
0.018
0.007
0.019

0.015
0.011
0.010
0.021

0.006
0.005
0.004
0.004

0.005
0.003
0.005
0.008

0.004
0.004
0.004
0.002

TABLA 3.13

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m=1/0.9 =1.11.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(100,90)
(200,180)
(400,360)
(800,720)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.047
0.034
0.043
0.017

0.465
0.567
0.617
0.657

0.220
0.278
0.265
0.264

0.000
0.004
0.021
0.019

0.000
0.000
0.004
0.011

0.000
0.000
0.002
0.006

0.000
0.000
0.001
0.004

0.000
0.000
0.001
0.003

TABLA 3.14

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m =1/0.6 = 1.67.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(100,60)
(200,120)
(400,240)
(800,480)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.045
0.010
0.005
0.006

0.640
0.623
0.631
0.607

0.262
0.312
0.322
0.341

0.027
0.022
0.019
0.018

0.016
0.012
0.012
0.022

0.006
0.014
0.005
0.002

0.002
0.003
0.001
0.002

0.000
0.003
0.002
0.002
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TABLA 3.15

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m =1/0.3 = 3.33.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(100,30)
(200,60)
(400,120)
(800,240)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.004
0.000
0.000
0.000

0.407
0.150
0.069
0.036

0.546
0.730
0.730
0.690

0.043
0.113
0.176
0.255

0.000
0.006
0.018
0.014

0.000
0.001
0.006
0.005

0.000
0.000
0.001
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

TABLA 3.16

Distribucion empirica de d sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m =1/0.1 = 10.

Distribucién de d

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(100,10)
(200,20)
(400,40)
(800,80)

0.125
0.005
0.000
0.000

0.820
0.490
0.139
0.025

0.052
0.504
0.791
0.696

0.000
0.001
0.070
0.273

0.000
0.000
0.000
0.006

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000
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3.2.1 Resultados de Passemier and Yao [36]

La Tablas 3.2-3.3 y 3.10-3.11 deben ser comparadas con las Tablas 4-6 en [36]. Para facilitar
la lectura en la presente seccién reproducimos los resultados reportados en [36]. Ademéds, a modo
de resumen, las Figuras 3.1a y 3.1b muestran la frecuencia de d=d y ¢ = d para los Modelo
1 y Modelo 2, respectivamente.

TABLA 3.17

Distribucidn empirica de ¢ sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/n = 0.3.
Método de Passemier and Yao [36].

Distribucion de ¢

(p, n) 1 2 3 4 5 6
(30, 100) |0.078 0.091 0.0 0.658 0.094 0.0
(60, 200) |0.038 0.026 0.0 0.805 0.098 0.001
(120, 400) | 0.008 0.004 0.0 0.878 0.091 0.0
(240, 800) | 0.001 0.001 0.0 0.907 0.0838 0.0

TABLA 3.18

Distribucidn empirica de ¢ sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/n = 0.6.
Método de Passemier and Yao [36].

Distribuciéon de ¢

(p, n) 1 2 3 4 5 6
(60, 100) |0.081 0.096 0.001 0.674 0.079 0.0
(120, 200) | 0.034 0.036 0.0 0.806 0.089 0.001
(240, 400) | 0.015 0.007 0.0 0.892 0.071 0.0
(480, 800) | 0.003 0.0 0.0 0.926 0.069 0.0

TABLA 3.19

Distribucién empirica de § sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/n = 0.3.
Método de Passemier and Yao [36].

Distribucién de ¢

(p, n) 1 2 3 4 5 6 7
(30, 100) |0.003 0.015 0.008 0.0 0.849 0.0 0.125
(60,200) | 0.0 0.001 0.0 0.0 0.89 0.107 0.002
(120, 400) | 0.0 0.001 0.0 0.0 0.927 0.072 0.0
(240, 800) | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.916 0.084 0.0

TABLA 3.20

Distribucion empirica de § sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/n = 0.6.
Método de Passemier and Yao [36].

Distribucién de ¢

(p, n) 1 2 3 4 5 6 7
(60, 100) |0.001 0.009 0.004 0.0 0.865 0.122 0.002
(120, 200) | 0.0 0.0 0.001 0.0 0.902 0.097 0.0
(240, 400) | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.93 0.07 0.0
(480, 800) | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.933 0.067 0.0
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Figura 3.1. Frecuencia de estimacion correcta sobre 1000 repeticiones independientes para el

método de Passemier and Yao [36] (linea de puntos) y el test propuesto en este capitulo.






cAPITULO 4

Potencia del test propuesto

En los capitulos anteriores nos hemos centrado en el estudio de la distribucién del logaritmo
del estadistico de cociente de verosimilitudes log(LRT},) bajo la hip6tesis nula H4 y, a partir de
ella, hemos desarrollado un test para determinar la dimension d del subespacio spiked. Con el
objetivo de alcanzar mayor entendimiento sobre el comportamiento asintético del estadistico, nos
gustaria conocer la distribucién del mismo cuando no estamos considerando el nimero correcto
(esto es, verdadero) de spikes. Dicho andlisis nos permitird determinar cudl es la potencia del

test considerado.

A lo largo de este capitulo asumiremos que la verdarera dimensién del subespacio spiked es

d1 y que el estadistico en consideraciéon es LRTy con d menor o mayor que dj.

4.1 Distribucion asintética de log(LRT;) cuando la verdadera dimen-

sion es d;

Proposicion 4.1. La distribucion asintotica del cociente de verosimilitudes logaritmico log LRTy
para p/m — y cuando el modelo spike tiene dimension verdadera dy, con d # di < qq, estd dada

por

log(LRTd) — Bm,p,d,dy _ N(

0,1),
Um’p7d1

donde
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a) para p < m, fmpdd, €S 19ual @ fiy pd, Mds

h1
D silloghi — ki +1)  sid<d,
i=ho+1 (4.1)

(d—d) [(1+ y)* —log(1+y)* —1]  sidi <d < q,

b) parap >m+di + 3, mpdd, €S igual a fiypd, MAS

h1
Z si<10g—+1> sid <dj,
. Yy Yy

(4.2)
(d—d1)|:(1+y\/>y)2—10g(1+y\/>y)2—1:| sid1§d§q0.

En todas partes, fim pq, se define como en las Proposiciones 2.4 y 2.5 segun corresponda, pero
reemplazando d por dy, con ki = Ni/o* {1 +yo?/(Ni —®)} sii € Jip y ki = (1+ y)?
sii € Jop o cuando \; = o2 donde para k = 0,1, Jig =4t < hp o N > o?(1 + VUt
Jog={i < hg: N € (02,02(14—\/@)}}, y ho, h1 son tales que d = s1++ - +5Sp, ydi = S1++ - +5p, -

A partir de la Proporsicién 4.1 conocemos al distribucién de log(LRT},) cuando la verdadera
dimensién en realidad es d; # d. Sin embargo, notemos que dado que el test secuencialmente
testea si la dimensién es d versus si es mayor que d, para explorar la potencia del test derivado
en el Capitulo 3, vamos a considerar la hipdtesis alternativa de que la verdadera dimensién es

dy > d.

4.2 Potencia del Test

La siguiente proposicién nos da la potencia asintética del test de cociente de verosimilitudes

para testear las hipdtesis

Hq : El subespacio spike tiene dimesion d
(4.3)
H, : El subespacio spike tiene dimesién mayor que d,

para el caso de la hipétesis alternativa especifica de que el verdadero modelo es spiked de

dimensién d; > d y que todos los autovalores spike son mayores que el umbral.

Proposiciéon 4.2. La potencia asintotica del test de cociente de verosimilitudes correspondiente
a las hipdtesis (4.3) para la hipdtesis alternativa especifica de que el verdadero modelo es spiked
de dimension dy, con dy € (d,qo|, y que todos los autovalores spike son mayores que el umbral,

esta dada por:
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1. Casop <m:

h by i
P(dy) = @ (Ziihoﬂ si{zh —log(53) — 1} + Z“U’”’p’d> . (4.4)
O—mzp’dl
2. Casop>m-+dy +3:
h1 SN 1 _1 i
¢(d1) =& ( i=ho+1 ‘Sl{ytf2 y log(l Y + yJQ)} + zaO'm,p,d> , (4.5)
m7p7d1

donde ® es la distribucion acumulada de la normal estindar y z, es su cuantil de orden 1 — «.

4.3 Simulaciones

Continuando con las simulaciones presentadas en las secciones previas, en esta seccidon mos-
tramos, para cada uno de los escenarios considerados, los resultados obtenidos en cuanto a la
proporcién de rechazos, entre 1000 repeticiones, de que la dimensién del subespacio spiked es
igual a d para d = 1,2,3 en el caso del Modelo 1 y d = 1,2,3,4 para el Modelo 2. Es
decir, estudiamos la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula para cada uno de los valores
por debajo de la verdadera dimensién. Recordemos que para el Modelo 1 la dimension del
subespacio de los spikes es d; = 4, con autovalores spike iguales a (7,6,5,4), mientras que en el
Modelo 2 la dimensién del subespacio de los spikes es d; = 5, con autovalores spike iguales a

(259.72,17.97,11.04, 7.88,4.82).

TABLA 4.1

Proporcién de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.1.

d

(p, n) 1 2 3
( ) | 1.000 1.000 0.987
( )[1.000 1.000 1.000
(40,400) | 1.000 1.000 1.000
( )

1.000 1.000 1.000

TABLA 4.2

Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.3.

d

(p, n) 1 2 3
(30,100) | 1.000 1.000 0.890
(60,200) | 1.000 1.000 0.968
(120,400) | 1.000 1.000 0.994
(240,800) | 1.000 1.000 0.999
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TABLA 4.3

Proporcién de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.6.

d

(p, n) 1 2 3
(60,100) | 1.000 0.964 0.442
(120,200 | 1.000 0.994 0.534
(240,400) | 1.000 0.998 0.562
(480,800) | 1.000 0.998 0.614

TABLA 4.4

Proporcién de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 0.9.

d

(p, n) 1 2 3
(90,100) | 0.960 0.578 0.165
(180,200) | 0.979 0.700 0.213
(360,400) | 0.988 0.718 0.236
(720,800) | 0.993 0.735 0.250

TABLA 4.5

Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m=1/0.9 =1.11.
d
(p, n) 1 2 3

(100,90) | 0.784 0.411 0.098
(200,180) [ 0.912 0.545 0.159
(400,360) | 0.933 0.604 0.181
(800,720) | 0.971 0.644 0.200

TABLA 4.6

Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m=1/0.6 =1.67.
d
(p, n) 1 2 3

(100,60) |{0.940 0.526 0.161
(200,120) [ 0.980 0.644 0.182
(400,240) | 0.988 0.734 0.216
(800,480) | 0.996 0.768 0.243

TABLA 4.7

Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m =1/0.3 =3.33.
d
(p, n) 1 2 3

(100,30) | 0.701 0.200 0.022
(200,60) | 0.869 0.354 0.064
(400,120) [ 0.924 0.476 0.123
(800,240) | 0.958 0.549 0.136
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TABLA 4.8

Proporcidn de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con p/m = 1/0.1.

d
(p, n) 1 2 3
(100,10) [ 1.000 1.000 1.000
(200,20) [ 1.000 1.000 1.000
(400,40) | 1.000 1.000 1.000
(800,80) | 1.000 1.000 1.000
TABLA 4.9

Proporcién de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.1.

d

(p, n)

1

2

3

4

(10,100)
(20,200)
(40,400)
(80,800)

1.000 1.
1.000 1.
1.000 1.
1.000 1.

000
000
000
000

1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000

TABLA 4.10

Proporcién de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.3.

d

(p, n)

1

2

3

4

(30,100)
(60,200)
(120,400)
(240,800)

1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000

1.000 0.989
1.000 0.998
1.000 1.000
1.000 1.000

TABLA 4.11

Proporcién de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.6.

d

| ()

1

2

3

4

(60,100)
(120,200)
(240,400)
(480,800)

1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000

1.000 0.715
1.000 0.816
1.000 0.854
1.000 0.870

TABLA 4.12

Proporcién de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 0.9.

d

(p, n)

1

2

3

(90,100)
(180,200)
(360,400)
(720,800)

1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000
1.000 1.000

0.952 0.315
0.982 0.353
0.989 0.334
0.989 0.379
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TABLA 4.13

Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m=1/0.9=1.11.
d
(p, n) 1 2 3 4

(100,90) |0.732 0.732 0.685 0.220
(200,180) | 0.883 0.883 0.849 0.282
(400,360) [ 0.954 0.954 0.911 0.294
(800,720) | 0.996 0.996 0.979 0.322

TABLA 4.14

Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m=1/0.6 =1.67.
d
(p, n) 1 2 3 4

(100,60) | 0.999 0.999 0.954 0.314
(200,120) | 1.000 1.000 0.990 0.367
(400,240) | 1.000 1.000 0.995 0.364
(800,480) | 1.000 1.000 0.994 0.387

TABLA 4.15

Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m=1/0.3 =3.33.
d
(p, n) 1 2 3 4

(100,30) | 1.000 0.996 0.589 0.043
(200,60) | 1.000 1.000 0.850 0.120
(400,120) | 1.000 1.000 0.931 0.201
(800,240) | 1.000 1.000 0.964 0.274

TABLA 4.16
Proporcion de rechazos sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con p/m = 1/0.1 = 10.

d

(p, n) 1 2 3 4
(100,10) | 0.872 0.052 0.000 0.000
(200,20) | 0.995 0.505 0.001 0.000
(400,40) | 1.000 0.861 0.070 0.000
(800,80) | 1.000 0.975 0.279 0.006
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4.4 Algunos comentarios

En primer lugar notemos que para y fijo, cuando m y p crecen, 0., pd/0mpd, — 1 cuando

p/m — y. Ahora bien, a medida que més grande son los autovalores \; con i € {ho+1,...,h1},
h1 hl
mayor es Z si{hi/o? —log(Nifo?) =1} > 0y Z si[\i/(yo?) — 1)y — log{l — 1/y +
i=ho+1 i=ho+1

\i/(yo?)}] > 0. En consecuencia, mayores valores de ); implican una mayor potencia. Mas atin
Ai — oo para i € {ho+1,...,h;} implica que la potencia tienda a 1. Por otro lado, para A; fijo,
coni € {hg+1,...,hi} ey — 1, tenemos que oy, pd, — 00, Oy pd/Ompd, — 1y, por lo tanto,
la potencia decrece a . Para y — 0, 0y pdy = 0, Ompd/Ompa, — 1y in tal caso, la potencia

tiende a 1.

A la luz de la Proposicién 4.2 y la explicacién dada arriba, los resultados obtenidos en el
Capitulo 3 no deberian sorprendernos. En aquellas simulaciones vimos que el test de cociente
de verosimilitudes subestima la verdadera dimensién cuando el limite de p/m es cercano a 1
(por arriba o por debajo). Esto se confirma con el comportamiento de la potencia del test
cuando y ~ 1. La consecuencia de esto es que el test secuencial se detiene antes de lo que se
supone deberia hacerlo. A pesar de esto, sabemos cudl es el comportamiento del estadistico
como funcién de la hipétesis nula (gracias a la Proposicién 4.1). Precisamente, el conocer tal
comportamiento nos permitird modificar el estadistico penalizando el niimero de spikes elegidos,

como estudiaremos en el proximo capitulo.






CAPITULO b

Cociente de verosimilitudes penalizado

El test que hemos desarrollado en los capitulos previos es secuencial y por lo tanto elige como
estimacién para la dimension d del subespacio spiked el primer valor para el cual no rechazamos
la hipétesis nula. Dado que la potencia del test decrece cuando p/n crece o decrece a 1, el test
subestima la verdadera dimensién cuando p/n esta cerca de 1 o bien cuando los autovalores

spike son pequefios (esto es, cuando estdn cerca o son menores que el umbral o2(1 + V).

Con el objetivo de solucionar este problema de subestimaciéon de la dimensién, vamos a
estudiar el comportamiento del estadistico log(LRT,;) como una funcién de la dimensién d

cuando la verdadera dimension es di, para cualquier valor de d;.

En la Proposicién 5.1 veremos que la tasa de crecimiento de la media asintética del logaritmo
del cociente de verosimilitudes cambia al pasar de d < d; a d > d;. Esto nos permitira definir
un nuevo estimador consistente de la verdadera dimensién d; del subespacio spiked a través de

criterios de teoria de la informacién, como lo hicieran [50] para el caso de p fijo.

5.1 Intuicién para el estadistico penalizado

Antes de dar la definicién de la versién penalizada del logaritmo del estadistico de cociente
de verosimilitudes, veamos un ejemplo que nos ayude a alcanzar cierta intuicién. Para ello
consideremos el Modelo 1 (recordemos que para este modelo la verdadera dimensién es dj =
4, con autovalores spike A = (7,6,5,4) y 02 = 1.) En la Figura 5.1a graficamos la funcién
log(LRT,;). Como podemos observar, log(LRTy) es creciente como funcién de la dimensién d.
Sin embargo, la tasa de crecimiento es diferente segiin sea d < d; o d > d;. La idea entonces es

57
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restarle “algo” al log(LRT},) de modo tal que obtengamos una funcién que resulte creciente para
d < di y decreciente para d > di. Si logramos esto, la estimacion de la verdadera dimensién dy

estard dada por el maximo de la funcién mencionada.

Para determinar ese “algo” que necesitamos restar al log(LRTy), en la Proposicién 5.1 es-
tudiamos la media asintética del log(LRT,) cuando la verdadera dimensién es dy. Y es ahi que
vemos que la media del estadistico es igual a un término constante (como funcién de d) més otro
término que es diferente segtin sea d < dy o d > di. Ademaés, vemos que si a la media le restamos
el término diferente correspondiente a la zona en que d > d; mas un € > 0, entonces obtenemos
el comportamiento que buscamos (es decir, la media menos ese término presenta un maximo en
d = dy). La aparicién del € intuitivamente tiene que ver con que, si sélo le restdramos el término
en cuestién, obtendriamos una funcién que luego de d; serfa constante (pues, basicamente, le
estamos restando su crecimiento) y no decreciente como queremos para que resulte mas facil de

detectar computacionalmente.

En la Figura 5.1b graficamos la funcién log(LRTy) — d{h [0*(1+ \/y) + €|} (esto es, el
log(LRT,;) mas el término penalizante). Podemos observar allf que la funcién resultante presenta

un maximo global en la verdadera dimensién d.

5.2 Version penalizada del cociente de verosimilitudes

Proposicion 5.1. Supongamos que el subespacio spiked tiene dimension verdadera di. Dada
Pm.p.d.d, definida en la Proposicion 4.1 y e > 0, consideremos, para § = méax(1l,y), la funcion

9(d) = pimp.dd, — (d—dv) {h[o*(1+ /)] + €} con

A yo? A yo?
= 1 —1 1 — 1. 1
h(X) 702 ( +t1z 02> og [gUQ ( t .2 (5.1)

Sea \* > 0?(1+/y) tal que € = h(\*) — h[o® (1 +/y)]. Entonces, si todos los autovalores spike

son mayores que N, la funcidén g es creciente para d < dy, decreciente para d > dy y, por lo

tanto, tiene un mdximo global en d = dy.

Corolario 5.2. Consideremos la funcion g(d) definida en la Proposicion 5.1. Entonces, para
e = 0, la funcién g es creciente para d < di y constante para d > dy. Mds aun, si todos los
autovalores spike son mayores que el umbral 02(1 +1/y), entonces g es estrictamente creciente

para d < dy.

La Proposicién 5.1 nos describe el comportamiento de la media de la distribuciéon de los

distintos estadisticos utilizados en el test secuencial. En la poblacién, si € > 0 y todos los
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Figura 5.1. Comportamiento de log(LRTy) y de la versidn penalizada como funcién de la

dimension d para el Modelo 1, cuando y = 0.3, p = 60 y n = 200.
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autovalores spike son mayores que \*, entonces la media de la distribucién del estadistico del
test mas un término penalizante presenta un maximo global en d = d;. Inspirados por este
resultado, definiremos un nuevo estimador (CZE) para la verdadera dimensién. Para € > 0 fijo,

sea

d. = min {agg 'IEéX {log(LRT}) — j{h[o* (1 + /y)] + 6}}} , (5.2)

donde ¢y es una cota superior para d (Condicién Q).

Ahora, dado que la funcién h()\) es estrictamente creciente cuando A > o (1 + /y) (ver
(F.2)), existird un valor \* tal que ¢ = h(\*) — h{c? (1+/y)}. Este nuevo estimador, aunque se
perderd los autovalores posicionados entre el umbral y A*, con probabilidad alta, detectard todos
los autovalores mayores que \* cuando m,p — oco. Como una consecuencia de la Proposicién

5.1, tenemos:

Proposicion 5.3. Supongamos que la dimension verdadera del subespacio spiked es dyi. Si
todos los autovalores spike son mayores que \*, entonces d, definido en (5.2) es un estimador

consistente de dy, es decir que
P(d. = d) =1 cuando p,m — oo, con LN y > 0.
m

Observacién 5.4. Como lo discutimos arriba, la eleccion de € determinard cudles autovalores
spike no podran ser detectados. El método se perderd, probablemente, todo autovalor A que sea
menor que \*, donde \* satisface ¢ = h(\*) — h{o? (14 /y)}. Por lo tanto, la estrategia para la
eleccion de e deberd ser elegir primero un valor \* ligeramente mayor que o> (1+/y) para luego
definir € como la mencionada diferencia. Vale la pena remarcar que, como lo dice la proposicion,
este método es consistente siempre y cuando hayamos elegido un valor para \* que se encuentre
a la izquierda de todos los autovalores spike que son mayores que el umbral 02(1 +y). En otro
caso, si el valor elegido para \* resulta ser mayor que algunos de los autovalores relevantes, esos
autovalores muy probablemente no serdn detectados y, por lo tanto, la dimension estimada serd

menor que la verdadera d;.

5.3 Comparacién con el método de Kritchman—Nadler

En procedimiento definido en (5.2) nos proporciona otra forma de estimar la verdadera di-

mension del subespacio spike. Para ilustrar este estimador replicaremos las simulaciones ya
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presentadas en el Capitulo 3. Las Tablas 5.1-5.16 muestran los resultados para los casos corres-

pondientes a las Tablas 3.1-3.16. Como podemos observar, los resultados mejoran notablemente.

TABLA 5.1

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con

p/m =0.1.
Distribucion de d penalizado y de K-N
3 4 5 6
(b, ) HD-MDL | K-N | HD-MDL ‘ K-N | HD-MDL | K-N | HD-MDL | K-N
(10,100) 0.000 0.000 | 0.999 0.963 0.001 0.037 0.000 0.000
(20,200) 0.000 0.000 | 1.000 0.982 0.001 0.018 0.000 0.000
(30,300) 0.000 0.000 | 1.000 0.988 0.000 0.012 0.000 0.000
(40,400) 0.000 0.000 | 1.000 0.990 0.001 0.009 0.000 0.001

TABLA 5.2

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m =0.3.

Distribucién de d penalizado y de K-N
3 4 5 6
HD-MDL | K-N | HD-MDL ‘ K-N | HD-MDL | K-N | HD-MDL | K-N
(30,100) 0.000 0.000 | 0.999 0.979 0.021 0.001 0.000 0.000
(60,200) 0.000 0.000 | 0.999 0.992 0.008 0.001 0.000 0.000
(120,400) 0.000 0.000 | 1.000 0.995 0.005 0.000 0.000 0.000
(240,800) 0.000 0.000 | 1.000 0.993 0.007 0.000 0.000 0.000

(ps 1)

TABLA 5.3

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con

p/m = 0.6.

Distribucién de d penalizado y de K-N
3 4 5 6
HD-MDL | K-N | HD-MDL ‘ K-N | HD-MDL | K-N | HD-MDL | K-N
(60,100) 0.003 0.002| 0.978 0.974 0.019 0.023 0.000 0.001
(120,200) 0.000 0.000 | 0.995 0.989 0.005 0.011 0.000 0.000
(240,400) 0.000 0.000 | 1.000 0.991 0.000 0.009 0.000 0.000
(480,800) 0.000 0.000 | 1.000 0.997 0.000 0.003 0.000 0.000

(ps n)

Tal como lo hicimos en el Capitulo 4, resumimos los resultados sobre la proporcién de veces
que el método estima correctamente la verdadera dimensién en las Figuras 5.2a y 5.2b. Como
podemos observar, nuestro método resulta muy superior al método de Passemier and Yao [36]

excepto en el caso en que p/n =1/0.3 =3.33 y p/n=1/0.1 = 10.

También replicamos los escenarios que se muestran en las Figuras 7 y 8 en [25]. Los resul-

tados obtenidos los presentamos en la Figura 5.3. En ambos casos graficamos la probabilidad
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TABLA 5.4

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m =0.9.

Distribucién de d penalizado y de K-N
3 4 5 6
HD-MDL | K-N | HD-MDL ‘ K-N | HD-MDL | K-N | HD-MDL | K-N
(90,100) 0.008 0.013 | 0.922 0.969 0.067 0.018 0.003 0.000
(180,200) 0.000 0.000 | 0.978 0.989 0.021 0.011 0.001 0.000
(360,400) 0.000 0.000 | 0.996 0.994 0.004 0.006 0.000 0.000
(720,800) 0.000 0.000 | 1.000 0.997 0.000 0.003 0.000 0.000

(ps n)

TABLA 5.5

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con

p/m=1/0.9 = 1.11.

Distribucién de d penalizado y de K-N
3 4 5 6
HD-MDL | K-N | HD-MDL ‘ K-N | HD-MDL | K-N | HD-MDL | K-N
(100,90) 0.039 0.061 | 0.930 0.936 0.031 0.013 0.000 0.000
(200,180) 0.002 0.002| 0.989 0.982 0.009 0.016 0.000 0.000
(400,360) 0.000 0.000 | 0.998 0.989 0.002 0.011 0.000 0.000
(800,720) 0.000 0.000 | 1.000 0.998 0.000 0.002 0.000 0.000

(ps n)

TABLA 5.6

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m =1/0.6 = 1.67.

Distribucion de d penalizado y de K-N
3 4 5 6
HD-MDL | K-N | HD-MDL ‘ K-N | HD-MDL | K-N | HD-MDL | K-N
(100,60) 0.384 0.352| 0.583 0.616 | 0.008 0.011 0.000 0.000
(200,120) 0.145 0.100| 0.849 0.884| 0.005 0.016 0.000 0.000
(400,240) 0.017 0.010 | 0.983 0.977| 0.000 0.013 0.000 0.000
(800,480) 0.001 0.000 | 0.999 0.993| 0.000 0.007 0.000 0.000

(pa n)

TABLA 5.7

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m =1/0.3 = 3.33.

Distribucién de d penalizado y de K-N
3 4 5 6
HD-MDL | K-N | HD-MDL ‘ K-N | HD-MDL | K-N | HD-MDL | K-N
(100,30) 0.502 0.351| 0.228 0.124| 0.012 0.007 0.000 0.000
(200,60) 0.495 0.565| 0.419 0.211 0.025 0.007 0.000 0.000
(400,120) 0.312 0.500 | 0.653 0.461 0.029 0.011 0.000 0.000
(800,240) 0.114 0.243| 0.856 0.747| 0.030 0.010 0.000 0.000

(py n)

de deteccién errénea de la dimensién cuando solamente existe un autovalor spike. El valor del
autovalor spike se encuentra en el eje de abscisas. El nuevo estimador es denotado por HD-

MDL (high-dimensional MDL). A partir de este gréfico, vemos como un andlisis detallado del
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TABLA 5.8

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 1 con
p/m=1/0.1 =10.

Distribucion de d penalizado
(p, n) 1 2 4 5 6 7
(100,10) [ 0.781 (0.229) 0.191 (0.187) 0.028 (0 044) 0.000 (0.005) 0.000 0.000 0.000
(200,20) | 0.621 (0.365) 0.331 (0.181) 0.044 (0.083) 0.004 (0.006) 0.000 0.000 0.000
(400,40) | 0.365 (0.400) 0.506 (0.280) 0.124 (0.108) 0.005 (0.017) 0.000 (0.001) 0.000 0.000
(800,80) | 0.170 (0.365) 0.597 (0.438) 0.219 (0.128) 0.014 (0.010) 0.000 (0.001) 0.000 0.000

TABLA 5.9

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m =0.1.

Distribucién de d penalizado

(p, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
( ) 10.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
( ) 10.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
(40,400) | 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
( ) 10.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

TABLA 5.10

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m = 0.3.

Distribucién de d penalizado

(p, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(30,100) | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.994 0.006 0.000 0.000 0.000 0.000
(60,200) |0.000 0.000 0.000 0.000 0.996 0.004 0.000 0.000 0.000 0.000
(120,400) | 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
(240,800) | 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

TABLA 5.11

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m = 0.6.

Distribucién de d penalizado

(p, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(60,100) |0.000 0.000 0.000 0.000 0.975 0.025 0.000 0.000 0.000 0.000
(120,200) | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.993 0.007 0.000 0.000 0.000 0.000
(240,400) | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
(480,800) | 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

crecimiento del logaritmo del estadistico de cociente de verosimilitudes nos permite mejorar no-
tablemente la estimacién de la dimenisén. Sin embargo, una advertencia para nuestro enfoque es
que debemos elegir un valor para e. Elegir valores de ¢ muy grandes nos hara perder autovalores
que se encuentren cerca del umbral pero minimizara la probabilidad de perder los autovalores
grandes. Por el contrario, valores muy chicos para € aumentaran, ligeramente, la probabilidad

de perder los autovalores mas grandes (cuando p y n no sean lo suficientemente grandes).
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TABLA 5.12
Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m =0.9.
Distribucion de d penalizado
(p, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(90,100) | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.933 0.066 0.001 0.000 0.000 0.000
(180,200) | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.981 0.019 0.000 0.000 0.000 0.000
(360,400) | 0.000 0.000 0.000 0.000 0.996 0.004 0.000 0.000 0.000 0.000
(720,800) | 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
TABLA 5.13

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m=1/0.9 =1.11.

Distribucién de d penalizado

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(100,90)
(200,180)
(400,360)
(800,720)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000 0.003
0.000 0.000
0.000 0.000
0.000 0.000

0.966
0.993
0.998
1.000

0.030
0.007
0.002
0.000

0.001
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

TABLA 5.14

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m =1/0.6 = 1.67.

Distribucién de d penalizado

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(100,60)
(200,120)
(400,240)
(800,480)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.084
0.006
0.000
0.000

0.905
0.989
1.000
1.000

0.011
0.005
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

TABLA 5.15

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m =1/0.3 = 3.33.

Distribucién de d penalizado

(p, n)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(100,30)
(200,60)
(400,120)
(800,240)

0.000
0.000
0.000
0.000

0.003
0.000
0.000
0.000

0.132
0.009
0.000
0.000

0.671
0.563
0.347
0.195

0.193
0.428
0.653
0.805

0.001
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.000
0.000

A partir de los resultados de las simulaciones, vemos que el comportamiento del estadistico de

cociente de verosimilitudes penalizado es excelente, excepto en los casos en que p/n =1/0.3 =

3.33 y p/n =1/0.1 = 10. La explicacién de este fenémeno la encontramos en la Figura 5.4. Esta

figura es el gréfico del log(LRT;) como funcién de la dimensién d para el Modelo 1, donde la

verdadera dimensién es d; = 4 y los autovalores spike iguales a (7,6,5,4), cuando p/n = 0.1y

p/n =1/0.1 = 10. Como podemos observar, para el caso en que p/n = 1/0.1 = 10, ain cuando
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TABLA 5.16

Distribucion empirica de d penalizado sobre 1000 repeticiones para el Modelo 2 con
p/m=1/0.1 =10.

Distribucion de d penalizado
(p, n) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(100,10) [ 0.061 0.457 0.428 0.054 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
(200,20) | 0.000 0.083 0.526 0.368 0.023 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
(400,40) | 0.000 0.006 0.249 0.649 0.092 0.004 0.000 0.000 0.000 0.000
( )

0.000 0.000 0.030 0.751 0.217 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000

la funcién presenta un cambio en la tasa de crecimiento en la verdadera dimension d; = 4, dicho
cambio es minimo y por lo tanto mas dificil de detectar. Ademads, en este caso en particular,
el umbral de deteccién 02(1 + /y) es igual a 4.16, con lo cual tenemos un autovalor que es
indectable (es decir, queda por debajo del umbral) y por lo tanto el método falla en encontrar

la verdadera dimension.
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Figura 5.2. Frecuencia de estimacion correcta sobre 1000 repeticiones independientes para el

método de Passemier and Yao [36] (linea de puntos) y el estimador propuesto en este capitulo.
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Figura 5.4. Comportamiento del log(LRT4) cuando p/n = 0.1 y p/n = 1/0.1, siendo la

verdadera dimension di = 4 con autovalores spikes (7,6,5,4).






Conclusiones generales

A lo largo de esta tesis se han introducido herramientas para identificar la dimensién (li-
neal) efectiva de un conjunto de datos, recurriendo a una mirada distinta sobre un estadistico
clasico como es el cociente de verosimilitudes. A diferencia de resultados previos existentes en

la literatura, la metodologia propuesta es aplicable para cualquier relacién p/n finita.

Para escenarios de alta dimensionalidad (p < ny p,n — oo tales que p/n — y € (0,1])
hemos estudiado la distribucién asintética del logaritmo del cociente de verosimilitudes para el
test de esfericidad parcial basado en el modelo de covarianza spiked introducido por Johnstone
[23]. Ademas, consideramos el caso de ultra—alta dimensién (p > n y p,n — oo tales que p/n —
y > 1) y estudiamos la distribucién asintética del estadistico de cociente de verosimilitudes
resultante luego de intercambiar los roles de p y de n. Conocer tales distribuciones nos permitié
desarrollar un test secuencial para determinar la dimensién del subespacio de los autovalores
spike, que se centra en la parte no-spike de los autovalores (los correspondientes al ruido). Una
buena caracteristica de este enfoque es que no requiere el conocimiento a priori de la varianza
comin o de los autovalores de la parte del ruido, sino que se estima a partir de los datos. El
estudio de la potencia del test de cociente de verosimilitudes nos permitié modificar el estadistico
de prueba agregando un término de penalizacién. La idea de esta correccién estd conectada al
método del codo (elbow method) utilizado en el andlisis de clusters para elegir el nimero de
grupos [46] y, también, a los enfoques de teoria de la informacién como AIC y MDL [25, 50]. A
partir del estudio del comportamiento de la media de la distribucién asintética del logaritmo del
estadistico de cociente de verosimilitudes para valores por debajo y por encima de la verdadera

dimensién d; del subespacio spiked, pudimos modificar el estadistico y probar que el estimador

69
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resultante es consistente. Mds alld de estas garantias tedricas, el estimador penalizado de la

dimensiéon mostré ser sumamente competitivo en los estudios con datos simulados.

Resulta también evidente que los escenarios de alta dimensionalidad (y € (1,00)) son intrinse-
camente mas dificultosos. Esto se debe a que para ser detectables, los autovalores spike tienen
que tener una magnitud mayor a un valor umbral que depende de y y de 0. Asi, cuando p > n,
se requiere una relacién senal-ruido muy grande para lograr buena potencia en la detecciéon de

la dimensién efectiva; caso contrario, esta dimension resulta subestimada.

Trabajos futuros

Los resultados encontrados en esta tesis descansan en la validez del modelo spike para la
matriz de covarianza de los datos. No obstante, en escenarios de muy alta dimensionalidad, es
razonable cuestionarse hasta qué punto es adecuado este modelo cuando los autovalores spike
estan fijos y p tiende a infinito. Expresado de otro modo, jcudles son los supuestos implicitos

de este modelo?

Como un primer abordaje a este problema, consideremos el siguiente escenario. Supongamos
que estamos considerando p — 1 variables aleatorias X,_; = (Xi,...,Xp—1) y agregamos una
nueva variable X, para obtener el vector aleatorio X, = (X7, ..., X}). Si consideramos la matriz

de covarianza de X,,, X,, tenemos
3, = , (5.3)

con a, € RPLy b, un nimero real. Supongamos que la matriz de covarianza sigue un modelo

spike de dimensién d; de modo que podemos escribir?
3, =U,A ] + o0l (5.4)

con ¥, ¢ RP *d semi-ortogonal y consideramos A, > aﬁId diagonal de dimensién d. Dado que

3,—1 es una submatriz principal de ¥,, usando (1) de Johnson and Robinson [22] tenemos que

0']2) = 12)_1 y A, > Ap_1, donde consideramos que los autovalores en A, y A,_1 estan ordenados
71 —
en forma decreciente. Usando (5.3) y (5.4) y llamando ¥, = P ,con ¥, € R(P—1)xd y
Ypp

INotar que esta parametrizacion del modelo spiked es diferente de la utilizada en los capitulos previos. Con esta
parametrizacion los autovalores spike resultan iguales a \; + o>



71

v, € R?, tenemos

‘I’pflApfl‘I’;—l + 0';2;—le*1 = ‘I’p,lAp‘I’;,l + Ug%Ipfla (5-5)
Qp = ‘I’PJAP‘II;;D: (5.6)
bp—on = WA, (5.7)

Ahora, de (5.5) y dado que W, ¥, 1 =T,y ¥ %, =1;— ¥, ¥,, >0 tenemos

tr(Ap—1) + (p - 1)(%%—1 - Uz) = tr(Ap(la — ‘I';7p‘1’p7p)) (5.8)
y por lo tanto
tr(Ap) — tr(Ap—1) = tr(Ap\Il;p\Ilnp) +(p— 1)(012) — 0;3—1)' (5.9)

2 _ 2
Pero por ser o, = 0,_; obtenemos

tr(Ay) — tr(Ap_1) = tr(A, W) W, ). (5.10)

En este punto es interesante preguntarnos bajo qué condiciones la matriz A, converge a una
matriz fija A que representa el limite del modelo spiked. Consideremos que A, — A, con A
una matriz fija con autovalores A; finitos, y que a}% — o2, con A > 0%I;. Tenemos el siguiente

resultado:

Proposicién 5.5. Si A, — A un matriz fija con autovalores X\; finitos (el limite spiked),

entonces ||a,||* — 0.

Demostracién de la Proposicién 5.5: Usando (5.10) y la hipétesis de que A, — A tenemos
que tr(A,¥, ¥,,) — 0. Ahora, de (5.6) y dado que ¥, ¥, | = I;y ¥ ¥, = I; -
\Il;p\Ilp,p > () tenemos
Hap||2 = tr(‘I’p,lAp‘I';,p‘I’p,pAp‘I’;,l)
= tr [Ap'I';p\I'p,pAp(Id — \II;,p\IJp,p)]
<t (ApT, ) tr [Ap(Ta — W) T,
= [tr(Ap) — tr(Ap1)] tr(Apa),

donde la ultima igualdad es consecuencia de (5.10), que tiende a cero y por lo tanto todos las

componentes de a, tienden a cero.



72 Conclusiones generales

Corolario 5.6. Bajo el modelo poblacional spiked de dimension d fijo, tenemos que cuando
p crece, estamos agregando variables tales que la suma del cuadrado de la correlacion con las

vartables previas se va a 0.

Demostracién del Corolario 5.6: De (5.7) y (5.10) tenemos que b, — . Ademés,

p—1 p—1 a2 .

2 p?Z
X, Xp) = — 5.11
Zz;p ( g P) ; bpvar(Xi) ( )

1 2

< . 5.12
= bpmin—; __,var(X;) 2l ( )
Como _min var(X;) = _min (o7 + (Wp-1Ap 1%y 1)i) = o5, by = o v [fall, = 0,

obtenemos el corolario.
O

Estos resultados implican que el modelo spiked supone que cuando p — oo, las nuevas
variables no aportan informacién nueva. Si bien esto es una suposicién comunmente aceptada,
no resulta adecuada en algunos contextos, tales como los problemas de fusién de datos. Un
modelo méas adecuado en estos escenarios es el de predictores abundantes, en el sentido que
agregar una variable no agrega ruido sino que realmente incorpora informacién al problema
bajo estudio. En este caso es necesario que al menos uno de los autovalores spike crezca con
el aumento de p. Determinar la dimensién del subespacio spike bajo estas condiciones es un

problema abierto.



APENDICE A

Resultados conocidos

A continuacién enunciaremos una serie de resultados conocidos que utilizaremos en las prue-
bas presentadas en esta tesis. Si no se aclara nada al respecto, n y p pueden tener cualquier

relacién.
Proposicién A.1. (Proposicién 5.10, Eaton [12])

Sean A y B dos matrices inversibles de nxn y k Xk respectivamente, y sea la funcion g : R™F

R™F tal que g(X) = AXB. Entonces el jacobiano de la transformacién es J,(X) = |A|*|B|".

Proposicién A.2. (Proposicién 8.1, Eaton [12])

Si S ~Wy(m,X) y A es una matriz de r x p, entonces ASAT ~ W, (m, AXAT).

Proposicién A.3. (Teorema 3.2.7, Muirhead [33])

Si S ~ Wy(m,X) y particionamos S y X del siguiente modo

SH 812 211 212
S: 2:

I 9

So1 S22 o1 XYoo

donde S11 y 211 son matrices de k X k y 3190 = 0, entonces S11 y Sao son independientes y sus

distribuciones son, respectivamente, Wy(m, X11) y Wp—r(m, 3a2).

Proposicién A.4. (Teorema 3.2.20, Muirhead [33])

S
1|p y tr(S) son indepen-
[7 tr(S)}
p

Si'S ~ W,(m,o?I,) donde m (> p) es un entero, entonces u =

dientes y tr(S/c?) ~ X;an-
73
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Corolario A.5. (Corolario 8.3.6, Muirhead [33])

Sean X1,..., X, vectores aleatorios independientes, idénticamente distribuidos como N, (0,X).

n

Sea A =n3 = Z (XZ — X) (XZ — X)T ~ Wy(m,X), dondem =n—1. Si ¥ = J2Ip, entonces
i=1

los momentos del estadistico de esfericidad V', definido por

A
V= ; Al 5 (A.1)
estdn dados por
E(V") = poh F(%pm) Fp(%m + h)

Lema A.6. (Lema 5.1, Jiang and Yang [21])

Sea b := b(x) una funcion a valores reales definida sobre (0,00). Entonces

I'(z +0) b2 —b
—_— = 1
) blogx +

log + c(z)

cuando x — 400, donde

O12), i b(z) = O(Va)
O(z™2), st b(x) = O(1).

c(z) =

Ademds, para cualesquiera constantes d > ¢, si x — +00,

Iz +1t)
INC))

Lema A.7. (Lema 5.4, Jiang and Yang [21])

sup |log —tlog(z)| — 0.

c<t<d

Sea I'y(z) definida por

P
1
Tp(z) = 7P~ 1/4 1:[1r (z - 5= 1)> . (A.2)
p\1Y/2 P
Sean>p=npy, yry,= [— log (1 — E)] . Supongamos que oY € (0,1, s=s,=0(1/ry)
yt=t,=0(1/r,) cuando n — co. Entonces
Ty (5 +1)

log -
L'y (5 + 5)

=p(t —s)(logn — 1 —log?2) +r2 [(tQ — %) — (p—n—l— ;) (t — s)} + o(1),

siempre que n — oQ.

Teorema A.8. (Teorema 1, Jiang and Yang [21])
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Sea m =:n —1 > p para todo n > 3 y V,, definido como en (A.1). Supongamos que p/m —
y € (0,1]. Entonces, bajo la hipdtesis nula Hy : £ = 0*I,,, (log Vi — fim)/0m converge en

distribucion a una N(0,1) cuando n — oo, donde

1 p
pn = —p—|m-p—3 log(l—*),
m
= 2L (1-2)).
m m
Corolario A.9. (Corolario 4.2, Magnus and Neudecker [29])
Sea la matriz S de con distribucion Wishart W,(m,X). Entonces
E(S) = mX,

var(vec(S)) = m(Lp+Kp)(EZ®X),
donde K, es la matriz de conmutacién de orden 2.

Teorema A.10. (von Rosen [47], ver también Cook and Forzani [11])

Sea S ~ W, (m,1,). Entonces si m > p+ 3, rank(S) = p con probabilidad 1 y
E(S™) = al,
E(S™'S™ = b,
var[vec(S™H)] = e1(Iz + Kp) 4 2dyvec(I,)vec' (I,),

donde a1 = (m —p—1)"1, by = (m— ey, et = (m—p)m —p—1)(m—p—3), d]' =

(m —p)(m —p—1)*(m —p —3) y K, es la matriz de conmutacion de orden p*.
Proposicién A.11. (Ghazal and Neudecker [15])

Consideremos la matriz aleatoria Z = (X,Y), donde X € R"™P ¢ Y € R". Sea E(Z) =

Qxx Qxy
(M, N) y var(vec(Z)) = . Entonces

Qyx Qyy
EX®Y)=> (B;eL)Qyx(l,®E}) + M®N,
(2]
donde E;; (parai =1,...,q, j = 1,...,n) es una matriz de ¢ x n con un 1 en la ij-ésima

posicion y 0 en el resto de las posiciones.






APENDICE B

Resultados auxiliares

En este apartado enunciamos y demostramos algunos lemas que resultaran tiles para derivar

los resultados principales de esta tesis.

Lema B.1. Sea S ~ W,(m,\l,), donde m(> p) es un entero y sea A una matriz de p x r,

r < p, semiortogonal (e.i. A"A =1,.). Entonces,

aw(S38) o (B.1)

rm

st M — 00.

Demostraciéon del Lema B.1: Por Proposicién A.2, tenemos que A'SA ~ W,.(m, \I,.). Luego,

1
aplicando Proposicién A.4 tenemos que — trA"SA ~ x>, .. Por lo tanto,

A
trATSA
E <r> = Ao
rm
( trATSA> 2)?
var | —— | = — — 0,
rm rm
lo cual implica (B.1).
O
1 P
Lema B.2. En todos los modelos spiked de dimension d, 6> = P Z l; converge casi sequro
p—a.
i=d+1

a 0'2.

77
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Demostracién del Lema B.2 Observemos en primer lugar que

L iz-— L ow®) - zdjz-
p—d 4" p—d p—de="

Entonces, veamos la convergencia de cada uno de los términos en la suma anterior.

~

dtr(E) — 02 si p,m — oo. Para ello, recordemos que

En primer lugar veamos que

mE ~ W,y (m,3X) y por lo tanto E(mE) = mX y var {VGC(TTLE)} =m(I, +K,)(Z®X). Luego,

1 & 1 .
E [p —d tr(E)] = WE [tr(mx)}
1
= by
o= dm tr(mX)
1 h 1 p )
= p_d;Sz‘)\ri-p_dizd:la
1 h
= 72&)\14—02 — o2
p-diH
Por otro lado,
u(®)| = L veet (1, )vec(mS)
var o d r = var = d>mvec »)vec(m
= = Z)sz vec' (I,)var [Vec(mﬁ)} vec(Ip)
1
- (p— d)zmveCT(Ip)(I;ﬁ + K,) (X ® X)vec(Ip)
2
= G D)
2
= mtf(ﬁ)
2 h P,
T -dm [Z%” 2 o]
i=1 i=d+1

h 4
2 20
(p—d)*m izls ’+(p—d)m

Por lo tanto, tenemos que tr(X) — o2 si p,m — oo, como querfamos.

d
Z l; = 0. Para ello, vamos a definir los conjuntos de indices
i=1

J, = {igh:/\i>02(1+\/§)}7

Jo = {i<h:)\€(c?a*(1+y]}.

Veamos ahora que
p—d
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Entonces, siguiendo a [7], tenemos que

)\i—02

N P14y, siig s

2
i C—S> )\i<1—|— yo >, side Jy,

Luego,

2
c.s. yo
‘ l; = Z)\i<1+)\i_02>+zg2(l+\/@2 < o0

=1 iceJy ic€Jo

y por lo tanto

1 d
— ) ;%%0.
p—d;

Lema B.3. Sia, — a < 0o cuando p — oo, entonces

1
(p—d)log(l—i—p_dap) — a.

1 xr
Demostraciéon del Lema B.3: Recordemos que, por definicién, el valor limite de <1 + >
T

para x — oo es el nimero e. De ahi,

1\ L\
- — - a
<1+p_dap> <1+p—d> pjoe,

donde hemos usado la continuidad de la funcién exponencial. Ahora, usando que el logaritmo

también es una funcién continua, tenemos

(p—d)log (1+ a) — loge” = a,

p—d

como queriamos demostrar.

Lema B.4. Sean p,q,t enteros tales que q +t = p. Entonces se verifica que

r,(a) = =°T, (a - g) Ly(a).
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Demostracién del Lema B.4: Por definicién de la funcién Gamma multivariada (ver (A.2))

T,(a) = p1/4HP<a+),

q .
1—
Iy(a) = i@ DAT]r (a N 2J> _

Por lo tanto tenemos

7?27, (a - g) Iy (a)

q
_ at/2H(E-1) A q(a—1) /4 H p<a+> IIr < >

h=q+1 J=1
— p1/4HF<a+l_‘7>,
que es exactamente I'y(a).

O

Lema B.5. Sea \;, 1 < i < h, un autovalor spike de la matriz de covarianza X y seaq i un

estimador para \; definido por

~ 1 2
)\i:{li+&2—&2p+\/—4l,~62+(li+62—62p) } (B.3)
2 m m

Consideremos los conjuntos de indices Jy = {i < h : X\ > o*(1+y)} y Jo = {i < h:

N € (02,0%(1 + V)]t Entonces cuando p,m — oo con p/m — vy, N = Niparai € Jiy

i = o2(1+ /) parai € Jy.

Demostracion del Lema B.5:

Consideremos primero el caso en que ¢ € J;. Queremos ver que el limite cuando p,m — oo
con p/m — y de \; es igual a A;. Comencemos notando que, dado que i € Ji, el correspondiente
yo*
A\, — 02

autovalor muestral [; converge a \; (1 + > Ademss, por el Lema B.2, 6> — ¢°. Luego,
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2
reemplazando en (B.3) I; por \; (1 - ), 6% por o® y p/m por y, obtendremos el valor

del limite buscado.

Por un lado tenemos

yo? ) ) A;—ot + o'y
(1 _ - M2 T7J
z< +)\i_0_2>+0' gy N — o2
o'y
= )\i+o'2+)\i_o_2_ (B4)
Por otro lado, el discriminate resulta
Aoty yo?
_4/\i02_4)\i—02 + [)\ <1+)\ _02> +0°—o0o y]
Aot
= Aot — 420V /\@-+02+ 'y
A —o? o2
Aoty oBy? o'y
= —4\o® — 4 A+ o? 2(\;
i Ai_a2+(l+a)+(kl oy T2t
Aigty "y’ Aigty oy
= —4No® -4 A+ ot +2)\0° 2 2
7 Ai—02+ it lg+()\¢—a2)2+ /\¢—02+ \i — o2
A 4N 0P — 4N +6A 0t = 2M\ oty + 4hioty + 0% (1 — y)?
N ()\z —02)2
A2 —2)\;0? + ot (1 —y)]?
_ B.5
|: )\z —0? ( )

Por lo tanto, sumando (B.4) mas la raiz cuadrada de (B.5) resulta que

o'y n A7 —2X07 4+ 0*(1 —y)
Ai — 02 A — 02

_ % [zxi(xi - 02)]
A

- 1

)\i—Uz

lo que demuestra el Lema en el caso en que i € J;.

Veamos ahora el caso en que i € Jy. Nuevamente, siguiendo a [7], sabemos que I; — o*(1 +

VY)?. Luego, en el limite, B.3 es igual a

1
5 {02(1 +Vy) +o*—c’y+ \/—402(1 +Y)20% + [02(1 + /y)? + 0% — 02

y]Q}-
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Ahora bien, notando que o*(1 + /y)* + 0 — 0® y = 20*(1 + /y), tenemos

Moo ;{202(1+\/§)+\/—404(1+\/37)2+4a4(1+\/g)2}
= 201+ vp)]

= 02(1 + \/y)’

lo que completa la demostracion.



APENDICE C

Demostraciones del Capitulo 2

C.1 Demostracion de la Proposicion 2.4

Para la demostracién de este resultado siguiremos la técnica desarrollada por [33] y las

aproximaciones dadas en [20]. En primer lugar notemos que la hipdtesis nula H4 es equivalente

a tener
Y= (0,0 AP, T;)"
(C.1)
= ‘I’Ad\I’T + 0'2\110‘1’-6,
donde A = diag(\1, 51, A1, ..., An, %2, A, 03,274 0%), Ag es la matriz truncada obtenida luego

h
de eliminar las tltimas p — d filas y columnas de A, d = Zsi, Al > >N\, >0, 0 =
i=1

(yq,...,Ty) € RP*? semiortogonal con ¥; € RP*% y W el complemento semiortogonal de ¥

de dimensién p X (p — d).

Denotemos con W;, i = 0,..., h ala versién muestral de ¥; € RP*% i =0,...,hy sg=p—d,
esto es, parai=1,...,h, ¥; es la matriz cuyas columnas son los autovectores correspondientes

a los autovalores lzi—

i . ’ZZ§:18j de 3 (bajo la hipdtesis nula H,4, las matrices ¥; para

Vsj+10e
i =1,...,h, corresponden a los d autovalores spike de la matriz de covarianza X), y U es la
matriz cuyas columnas son los autovectores correspondientes a los p — d autovalores mas chicos
(en la poblacién, bajo Hg, la matriz ¥, corresponde a los autovalores del la parte de ruido,
que son todos iguales a 02). Utilizando estas matrices, podemos descomponer a la matriz de

83
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covarianza muestral del siguiente modo

~ [ PT
¥ = (P, Y)A |
v,
con A = diag(ly,...,l,). Es preciso notar que, dado que m > p, los autovalores de la matriz

de covarianzas muestral, con probabilidad 1, son todos diferentes. Ahora bien, a partir de la

definicién del estadistico LRT,, podemos escribir

lgg1 ... 1
LRTd = e S p—d’
j2
g >l
i=d+1
= LRT*A\I;l A‘I’hA‘I’O7 (02)
donde
LRT. = |3
n . hs p—
Ay, = #,’L’:L...,h,
‘I” BT, Y
A p_d
tr(W XW,)
A\Ilo = e E~— .
tr(PIXW,)

Dado que oy, p 4 # 0, el resultado se sigue si probamos que

log LRT, — fim.p

N(0,1), (C.3)
Om,p,d
h
logHA\pi—logAm%d — 0, (C.4)
=1
log Ag, —log By pa — O. (C.5)

DEMOSTRACION DE (C.3): Para imitar el procedimiento utilizado en la prueba de Muirhead,
necesitamos calcular E(LRT!), es decir, necesitamos la funcién generadora de momentos de
log LRT,, bajo la hipétesis nula, para ¢ en un entorno del 0. Recordemos que hemos denotado

con sg = p—d y, para facilitar la notacién, llamemos Ay = 2. Entonces, utilizando propiedades
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de determinantes, podemos escribir
3

ho [, (eIEw,\]%
[Tico | tr (87>}
3=

R [1 ‘I’jﬁ‘l’z 5
Hi:O _)\77; tr ( S; ):|
’271/22271/2’

h r (\IJTE—l/?ﬁ:E—l/?\I/i)}Si'
tr o

HizO S;

LRT, =

La tltima igualdad se deduce del hecho que X~/2%; = \;"/*®,. Por lo tanto, tenemos que

E(LRTt) ) |271/222*1/2|t
Y h ¥ m-1/285-1/2g, \ 5
e (555
. Al
h A5
T o (42)

donde hemos denotado A := mE~?EE"2 y Ay := m WX VYN V2W,. En esta dltima

expresion, la esperanza se calcula respecto a la distribucién de la matriz A ~ W,(m,1,).

Usando la Proposiciéon A.2, Aj; ~ W;,(m,1;,) y ademéds son independientes. Para ver esta

ultima afirmacién, llamando A;; = ¥; AW, tenemos

L4
A A ... Apn Ago .
v,
= : A(xpl, W, ... Uy, x1r0>.
A Ao o0 Apn Ay .
h
Aopt Apx ... A Ano .
‘I’O

Usando ahora que A ~ W,(m,I,), por Proposicién A.2,

A A ... Apn Ago

~ Wy (m, (B, ,)" (2, ),
Apt Apa ... Apy Ap
Aot Ap2 ... Agn Ago

donde hemos usado que ¥ = (¥, ¥y, ..., ¥},). Ahora bien, (¥, ¥,)" (¥, ¥,) = I,; de aqui,

utilizando la Proposicién A.3, resultan A;; independiente de A ;; para i # j.



86 Demostraciones del Capitulo 2

Como consecuencia,

mpl

1 |A|tT 1
E(LRT!) = — exp{ —=tr(A) p dA
* mp m s;t 9
T T ()
(m+2t)p
_ 2 L), L
Q%Fp(%) H?:O <tr?ii)5it
(m+2t)p

_ 2225 p(25%) HE{ <“A“) } (C.6)

donde la esperanza la calculamos con respecto a la matriz A ~ W, (m + 2t,1,,) y utilizamos la

independencia de los A;; en la ultima expresién.

Para calcular esta esperanza, vamos a recurrir a un cambio de variables. Pero antes notemos

que, si llamamos con ¥,y al complemento ortogonal de ¥;, entonces A puede escribirse de la

A Ajp v

forma A = (¥; ¥,) , donde A;p = i AW¥,). Ademds, se verifica que

Ay Ag ) \ ¥

A Ay A A
‘A‘ _ (%3 7 y tr(A) _ tr (%3 7 :
0 Aoo Al Ao
y por Proposicién A.2, A = = A(T; Wy) ~ Wy(m + 2t,1,). Ademss,
o Aoo i0

por ser (¥; ¥,;) ortogonal, el jacobiano de la transformacién A= h(A) es igual a 1. Luego,

podemos cambiar A por A en el caleulo de la esperanza.

Proponemos entonces el cambio de variables:

A = g:S8E xRV S = g(Vii, Vio, Voo),

Ai Ap Vi ViiVio
0 Aoo VioVii Voo + Vi ViV

Tenemos entonces que
Vi = Ay,
1
Vio = A Ay,

Voo = Ago — AjpA; Ay
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También resulta
Al = 1[Vil[Vool,
tr(A) = tr(Vii) + tr(Voo + VIOV“VZ())
De acuerdo a la Proposicién A.1, el jacobiano de esta transformacién es |V [P, Por lo tanto,

tenemos que

dA

1 / |;&‘(m+2t—p—l)/26—%tr(1~&)

2omeanelaly (255) 1 T (Aa/s]™
SP

E[(tra/s:) "] =

1
= 2(m+2t)p/21"p (m—th)

|V“ | (m+2t+p—2s;—1)/2

[t (Agi/s0)]""

|VOO|(m+2t—p—l)/26—% tr(Vii)—24 tr(voo+vj(,v,”v10)dviidvoovm’

donde hemos llamado B = S, x R ¥ (P=si) 8;_ s;- Integrando respecto de Vo, resulta

(QW)Si(P—Si)ﬂ
X
S, ()

E [( trAii/Si)_Sit]

Vii (m+2t—s;—1)/2 —Ltr(Vi) _ltr(Voo) V (m+2t—p—1)/2
<[ o VooV

[tr(Vii) /i)™

+ +
Sp_si XSSi

Integrando ahora respecto de Vg nos queda

(27T)Si (p—5:)/29(m+2t—s;)(p—s:)/2 prsi ( m+22tfsi )

‘Vii|(m+2t—8i—1)/26—% tr(vii)qu

(23

e\ TSt
E [( trAu/Sz) ] - 2(m+2t)p/21—1p (%215) / (trVn-/sl-)S”

+

_ ,n.si(p—si)/QI‘pisi (m+22té"i)/’Vu,|t|vii(m—si—1)/2eéVndV“.
2(m+20)s:/2T,, (mF2t) (trVii/s;)"

t
e, (2=, () [ (vl

) P} . N\ Si )
QtSZFP (%t) (Si trVZ-Z-)

en donde la ultima esperanza se calcula respecto de Vy; ~ Wy, (m,I,;). Asi, reemplazando en

C.6, tenemos

t
2 () w0y (22 (3) [T el T
L(3) olsiT, (M2L) thrvii)sj

Utilizando el Corolario A.5,

E(LRT!) =

|Vu| _ Sfitr(sgn)rsq;(% + t)

E _— = : .
(sl tr Vz‘z‘)sz L(3g" 4 sit)ls, ()
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Asi, reemplazando en (C.7), resulta

(242) ) (25320 1

)l (3 +1)
(m+2 :

E(LRT!) = 5 U Ea

FEn esta ultima expresion, usando el Lema B.4, resulta

(m+2t> h Sitr(l . ) (0‘9)

o e o

Usemos ahora el Lema A.6, el cual es consecuencia de la expansion de Stirling para la funcién

Gamma. Para ello, tomemos b(x) = 2tx/m con x = m(p—d) /2. Dado que b(x) = O(y/z) = O(m)

Hm(p —d)/2+t(p —d)}
I{m(p —d)/2}

—t(p — d) log [%(P - d)] o . _nfg;:i;)p = O <;)

= —t(p—d)log [%(P_ d)] =) +0 (7”2)

m

para t finito, — log [ } es igual a

y tomando b(x) = s;t, para t finito y x = ms;/2, b(z) = O(1),

[(%s; + sit) m s3t? — st 1
“log—2t v 4] <7 ) _ir o —
og F(ms») sit log 5 Si o + —

5 91
1
= —s;tlog (Tsz) + O () .
2 m

Por otro lado, aplicando el Lema A.7 para r}, = —log(1 — p/m) y t = O(1/r.,), tenemos

Lp(F +1t)
Io(3)

Tomando ahora logaritmo en (C.9) y utilizando las aproximaciones antes expuestas, resulta

1
log = pt(logm — 1 —log?2) +r}, {f— (p—m+2> t] +o(1).

T, (2+¢
logE(LRT!) = log p(%:f )+(p—d)tlog(p—d)
Lp(3)
r [m@’;d) Fi(p—d)] me, i+ 5 )
-1 : itlog s; 1 R
og . |:m(p—d)i| + Zs tlog s; Z og )
2

= ptllog(m)—1—1og(2)] +rZ, -t2— (p —m+ ;) t] + (p— d)tlog(p — d)
—t(p —d)log [%(p — d)} + Z sitlog(s Z sitlog < ) o(1)

~ 9 [—(]’;LCZ)M;] §+ [—p—l—rfm (m—p—é)}t—ko(l). (C.10)



C.1. Demostracién de la Proposicién 2.4 89

~ 1
De aqui, recordando que hemos llamado fi,,, = —p — (m —p— 2) log (1 — £> y Ufnpd =
m P

—d
) [p + log (1 - p)]’ en (C.10) tenemos
m m
t2
log E(LRTY) = 07, 475 + fimpt + 0(1),

0, equivalentemente
2
t

E(LRT:) = e?agn,p,d'i'ﬁm,pt-i-O(l)’

de donde obtenemos (C.3).

DEMOSTRACION DE (C.4): Como mW[ S, ~ W, (m,Al,,), tenemos que si m — oo
tr(‘I’Ii‘I’l)/sZ — A; (ver Lema B.1). Por lo tanto

h h ~
tr(P 2w,
‘ S
=1

i=1

DEMOSTRACION DE (C.5): Por definicién de Ag,, necesitamos calcular

tr(PET,) P L - tr(PTEW)
tr(W S, tr(WT S,

Por lo tanto,

1 }-L_ Si\; — tr ‘I’TE]‘II
log (Aw,/Bmpa) = (p—d)log {1 + » iz ( ) } )

— h
d pid< il =i sid)
y, por Lema B.3, la prueba de (C.5) se sigue si

e\, — 15>
_ ki G(UTEY) (C.11)

,ﬁ( 1 li = Z?:l sii)

Por un lado, que el numerador tiende a 0 es consecuencia del Lema B.1 y del hecho de que

h
tr(UEW) = Z tr(¥] £%;). Por otro lado, para el denominador tenemos
i=1
= , N -
E|—— ll — 31')\1' = 0'2,

i 1 P h 7 9 h
var | —— li — 3i>\i = Si>\12' + O'4 p— d)| — 0.
(BB | e [t

=1
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En efecto, notemos primero que

p h h
Z li — Z Sz')\i = tl”g — Z Sz')\i-
i=1 i=1 i=1

Luego, utilizando el Corolario A.9, tenemos que, por ser m3 ~ Wy(m,X),

it (B3

=1

|

=
/N
=

| | =
IS

-+

—
™M

|
i

| | =
ISH
M=
&

R
N~

i=d+1 C Vi=dt1

Por otro lado,

var !p1d<2li—25i)\i>] = var (pldtr§:>

= (p—ji)QmQV&r [tr (mi)}

_ (p_jwvar [vec (8, vee (m33) |

_ ercT(Ip)var [vee (mS) ] vee(x,)

_ eraap) (Lz + K,) (2 © %)) vee(l,)
_ (p_2d)2mvecT(Ip)(2 @ 2)vee(I,)

= (p—2d)2m try?

-2 <i sid2 4+ at(p — d))
(p—d)Qm — (24 9

de lo cual se sigue (C.12) que prueba (C.11).
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C.2 Demostracion de la Proposicion 2.5

Primero notemos que por ser mE ~ Wp(m, X), podemos escribir mE = Z'Z con Z €
R™P ~ N(0,I,, ® £). Definamos ahora m% := ZZ" = Z(¥, ¥,)(¥, ¥,)'Z", donde ¥ y ¥,

son las definidas en (C.1). En consecuencia,
m¥ =290 7" + 7%, U 7"

Ahora bien, Z® € R™?¢ ~ N(0,I,, ® Ay) y por lo tanto Z¥ = ZdACI/2 para algtin Zg ~
N(0,1,, ® I,). Andlogamente, Z¥, € R™*?~4) ~ 52\ (0,1, ® I,_q) y por lo tanto ZW¥, = oZ
para algtn Z € R™*(P=4) N(0,I,, ®I,_q). Més atn, Z; y Z son independientes pues ZW y
Z P, lo son. Asi,

1 - 02~~T
Y=—Z4NZ,+—17 (C.13)
m m

donde ZZ™ ~ Wi (p — d, 1,,,) independiente de Zg ~ N(0,1,, ® I;). Ademés,

~ 1 o2~ ~
|X| = |—Z4AJZ)+ —Z7Z"
d
m m

1 1 e
- Pszdz;<zzT) + 1|22

_ |27, + Lz (777) 7 a0
= |m a7t 2fd d( ) al

Notemos también que los autovalores de 3 son iguales a los autovalores no-nulos de > (liy oy lm)

y por lo tanto tr(X) = tr(X). Luego resulta
ld+1 . lm
(L s l)"l_d
m—d i=d+1 "
|3 1
m—d 71d ]
(ﬁ Zz@d—‘rl ll> Hi:l lz
77 ~~ N1
222+ 502 (227) ZaA)
(ﬁ er’id—i—l ll) Hz’:l l;

~~ 55 m—d e d
02ZZ" | [ L (02220 ] [1 . ( 2ZZT>]
~~ m m —1ir|\ o
{% tr(aQZZT)] ﬁ Doias li m m

~~ 1\ —1
Lo+ 5075 (227)  ZaA)l?

H?:l li
= LRT*BCD,

LRT; =
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donde B, C'y D son los factores en exactamente el mismo orden que en la cuarta linea de la

ecuacién anterior.

Nuevamente, dado que oy, 4 4 7 0, para probar el resutado, bastard con probar que

log LRT™ — [im p.d

— N(0,1), (C.14)
Om,p,d
log B —log By, pa — O, (C.15)
logC —1ogCrpa — O, (C.16)
log D —log Dy, pa — O. (C.17)
DEMOSTRACION DE (C.14): Por definicién,
77"
[% tr(ZZT)]

Ahora bien, dado que ZZ" ~ Wy, (p —d,1,,), con p—d > m, el resultado se sigue del Teorema
A.8.

DEMOSTRACION DE (C.15): Primero notemos que, usando (C.13) y algunas manipulaciones

algebraicas, podemos reescribir a B del siguiente modo

[ 1 2777
mtr(a —m>

1 m
m—d Zi:d—i-l li

m—d

B =

- ~ m—d
tr (2 - %zdz\dzg) <m N d>m—d
B Ziﬂid-i-l li .

Por otro lado, recordemos que

d o h N m—d B med
Bmp q = 1+ Zi:l Li - Zizl SiNi m—d
o Dicd b

~ m—d
i tr — Z?:l Si)\z’ <m — d>m_d
D i li m '
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Luego
tr (= — %ZdAdZ—UFO
() = Yy sid

S sihi — L tr (ZaAgZY)
() = Sy sid

1 Z?:l Si/\i — % tr (ZdAdZ—Crl)
m=d L (6(S) - Sl sidi)

log (B/Bmpa) = (m—d)log

= (m —d)log (1—1—

= (m—d)log |1+

y la prueba de (C.15) se sigue si probamos que
S sihi — L tr (ZaAgZh)
g [ (D) = 2 sl

a =

(C.18)

En efecto, por un lado tenemos que

h
E[tr(ZaAaZy/m)] = Y siki
i=1
var [tr (ZgAqZy/m)] = O(m™).

Para ver esto, en primer lugar notemos que, por ser ZdAtli/ 2o N (0,I,, ® Ag), tenemos que
A(li/ 2Z£ZdA(li/ >~ Wy(m, Ay). Asi, usando la propiedad ciclica de la traza y el Corolario A.9,

tenemos que
E[tr (ZgAaZy/m)] = E[tr (A ZiZ4AY%/m)]
1
= —tE (A*Z}Z4AY?)
m

1
= —t A
— r(mAy)

h

=1
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Por otro lado,
1
var [tr (ZgAgZy/m)] = ﬁvar [tr (A2/2Z—&ZdAlli/2)]
1
= var [vec" (I)vec (A)/*Z,Z4AY?)]
1
= wvecT (Ig)var (A ZyZaA)]?) vec(Ly)

1
= EvecT (L) (T2 + Kg)(Ag @ Ag)vec(Iy)

2 2 &
= —tr(A}) = EZS’Af
=1

m

Por lo tanto, el numerador tiende a 0 cuando p, m — oco. Veamos ahora que el denominador

tiende a yo? # 0 si p,m — co. En efecto, usando que p/m — y y el Lema B.2, tenemos

~ 1 d p p—d 1 u
Y = i 2
e m_dZ” dzl

— 0+y-1-0%#0,
de donde se sigue (C.18) y en consecuencia tenemos (C.15).

DEMOSTRACION DE (C.16): Por definicién de C'y Cp, 4 tenemos

1 2 2(p —
logc - lOg Cm,p,d = d {10g |:m tr <(:’—nZZT):| — log |:0-(pd):| }

m
tr (ZZ"

Dado que ZZ" ~ Wy, (p — d,1,,), por el Corolario A.9

. tr (ZZT) _ trE (ZZT>
m(p — d) m(p — d)
_ p-dud) |
m(p — d) ’
y
tr (ZZ7 .
var m(<p—d? = MvecT(Im)var |:V€C (ZZTH vec(Ly,)
= mQ(pl_d)vecT(Im) (I,2 + K;) vec(Ly,)
= = )
= 2 —0
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Con esto se sigue (C.16).
DEMOSTRACION DE (C.17):
Comencemos recordando las definiciones de D and D, , 4:
L+ LAYZ (727 ZaAY?
| d+ 212 d did g |
H?:l li ,

h Ai i
[l U+ S —)°

H?:l li

Dm,p,d

Por lo tanto, serd suficiente probar que

1 ~~
log |I; + ;AQ”ZE(ZZT)‘lZdA;”

h i m
=) silog <1 + ;) — 0. (C.19)

P o’p—d—m-—1

Para ver esto, veamos que

1 ~~ 1 m
E(I;j+ —=AY*Z(ZZ ) 'Z A ) =1, + — Ag>0 C.20
(d+g2 CZHEZ) LAY Lt A0 (C20)

1 ~—
var [vec <Id + QA;/QZQ(ZZT)lsz;”)] — 0. (C.21)
g

En efecto, utilizando la Ley de las esperanzas iteradas, resulta

1 ~~ 1 ~o -1
E (Id + UQAZ/QZE(ZZT)_lszizm) =I4+ ﬁA(li/2EZd {E2|Zd [ZE (ZZT) Zd] \Zd} A
1 ~~\ 1
- Id+02Aj/2Ezd{ Es [(zzT) ]zd}Aj/?, (C.22)

donde la ultima igualdad es consecuencia de la independencia entre Z, y Z. Ahora, dado que

ZZ" ~ Wp(p — d, 1), por el Teorema A.10 ,

o\ -1 1
E; | (ZZ" =——7"I,.
Z [( ) } p—d—m—1
Reemplazando en (C.22), resulta

1
o?(p—d—m—1)

1 ~~
E<Id+ﬁAi/QZE(ZZT)_IZdAf) = et AY’Ez, (ZyZa) A},

Finalmente, ya que ZjZg4 ~ W4(m, 1), tenemos que Ez, (Z;Z4) = mI,. Luego,

1 ~~ 1 m
E(I;j+ —=AY*Z(ZZ ) 'ZAY?) = T+ ——— Ay,
<d+a2 d Za(ZZ7) " Zah d+02p—d—m—1 d
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Veamos ahora (C.21). Primero observemos que

1 ~
var {VGC [Id + AI/QZT(ZZT) 1ZdAil/2] } = —var {Vec {A;/QZE(ZZT)_lszi/Q} }
1 ~ o~
= —pvar [ (A*Z @ A2 vee(ZZT) 7Y
o

Ahora utilizaremos la férmula de Descomposicion de la Varianza o Ley de Varianzas Iteradas,

segun la cual, si X e Y son vectores aleatorios en el mismo espacio de probabilidad,
var(Y) = Ex[var(Y|X)] 4+ varx [E(Y|X)].
Tenemos pues,
var {Vec [Id + ;QAQmZ:l(ZZT)lZdA;/ﬂ } = %Ezd {Var [Mvec(zzT)*llzd} }
+%Varzd {IE [Mvec(zzT)_1|Zd]}
= (1) + (1), (C.23)

donde hemos denotado M = (Ai/ 7y ® AZ/ “Zy). Veamos (I). Para ello utilizaremos el Teorema
Alocona; = (p—d-—m—-1)" e =[p—d-—m)p—d—m—1)(p—d—m—3)"
dy=[p—d—m)p—d—m—1)>*(p—d—m—3)]". Resulta
. 1 7T\ —1
(1) = —Eg {Var [Mvec(zz ) |zd] }
o 1 77T\ —1 T
- —Ez, {Mvar [vec(ZZ ) } M }

= Ba, (Men(Te + Kyn) + 201 (vee(T)ve (5,))] M)

1
= —ifz, {e1(AY? © AS*)(ZyZa © ZyZa) (A" © AJ*) (12 + Ky)
+2dyvec(AY*ZyZg N \vec (APZYZaANY?)} = (I11) + (IV).

Para estudiar (I1]), necesitamos calcular Ez,(Z)Z,®Z;Z,). Llamemos S = Z;Z,. Recordemos
que S ~ W;(m,1,). Por lo tanto E(S) = mIy y var(vec(S)) = m(Iz2 +Ky). Siguendo a [15] (ver

Proposicién A.11), tenemos

ES®S) = mY (E;@Iy)Ie+Ko)Ig® Ej) +m e

= mY (E;® E}) —i—mz (ELE] @ 1)Ky +m*Lp,
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donde Ej;j = eie; es la base candnica para RI*, Claramente, E E; = E eie; = Iy Ademss,

(2 K3

0 siitj
se verifica que Z(E” ® Eij) = vec(Ig)vec' (1) y Ej;Ej; = ejejeje; =
irj eier sii=j
Luego, tenemos
STELE;9L)Ka = Y (e} ® 1)Ky
irj i
= (Z eiez (%9 Id> K,
i

= (la®@I)Kqg

= K.
De este modo resulta

E(S®S) = mvec(Iz)vec' (Ig) + m(mIz + Ky).
Por lo tanto,
c
U1 = SN NBg, (2200 T (N © )1 + K
cm
= ﬁ(AE/Z’ ® AZI/Q) [vec(Iy)vec' (Ig) + (mIz + Ky)] (A;l/2 ® AZ/Q)(Idg +Ky)
1
-0 <) , (C.24)
m

1
donde usamos que ¢; ~ — (va que y > 1).
m

1
Veamos ahora (IV). Necesitamos calcular — Rz, (2d1vec(A P ZYZaA Y *)vec (A ZRZ4AY?)).
o
Llamemos A = (A(li/2 ® AZ/Q) y S = Z,Zg; ~ Wy(m,1;). Entonces, podemos escribir
vec(AY*ZLZ4A)*) = Avec(S). Asi, tenemos

2d1 2dl
FEZ”Z [Avec(S)vec' (S)A] = ?AEzd [vec(S)vec' (S)] A

= %A {varg,[vec(S)] + Egz, [vec(S)|Ey [vec(S)]} A
= %A {mIp +Kg) + m’vec(Iy)vec (I5)} A

_ 0 (é) 7 (C.25)

1 1
pues dj ~ poer (ya que y > 1). De (C.24) y (C.25) tenemos que (I) = O (m)
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Calculemos ahora (II) de (C.23).

iVarzd {E [Mvec(zzT)*HZd]} = ivarzd {Mvec[E(zzT)fl]}

o4 ot
1
= _gvarz, [Mvec(a11L,;,)]

2
= S varg, (A2 © A ZveelL)
0/2
= —varg, [Avec(ZyZq)|
o
a2
= O—}lAvaer [vec(Z}Z4)] AT

aim . 1
= A(Ip+KyA :(’)(m>,

dado que a; = — (ya que y > 1). De esta manera, tenemos (C.21).

m
Finalmente, observemos que
h

N o?p—d—m-—-1)

i=1

1 m

I;+ Ag

o2 p—d—m-—1
Asi, (C.19) se sigue del hecho de que el determinante y el logaritmo son funciones continuas.

O



APENDICE D

Demostraciones del Capitulo 3

D.1 Demostracion de la Proposiciéon 3.1

En primer lugar, notemos que

log LRTy; — ji
P < 0og d Hm,p,d < 2a>

Om,p,d

_|_
Om,p,d Om,p,d

. <log LRTy — pmpd | Hmpd = Fimpd _ Za)

log LRT — im flmpod — fhm
_ P( §LRTa — fmpd _ . Fmpd — 1 ,p,d)
Om,p,d Im,p,d

y por lo tanto, la Proporsicién 3.1 sera consecuencia de las Proposiciones 2.4 y 2.5 si probamos

que A
Hmpd =~ Hmpd _, f cuando p,m — 00. (D.1)

O’m7p’d
En lo que sigue, utilizaremos repetidas veces que i = \; cuando i € J y N — 02(1 +Y)
para i € Jo (Recordemos que hemos definido J; = {i < h: \; > o*(1+ )}, Ja={i <h:\ €

(0%,0%(1 + ¥)]}) (Ver Lema B.5).

Consideremos por separado los casos p <m,p>m+d+3ey=1.

D.1.1 Caso p <m

Como mencionamos arriba, necesitamos calcular el limite cuando p y m tienden a infinito
fomp,d — Hm.p,d . . A c .y
de =222 TP Comencemos pues, analizando la diferencia fom,p,d — Mm.p,a- Por definicién,

Im,pd

99
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tenemos

fon,p,d — Hmpd = Hmp +1og Am,p,d + log Bm,p,d — fim,p — 10g A pa — 108 B pd

= log Am%d — log Am%d + log Bm%d — log Bm,p,d’

Por otra parte, la diferencia entre los términos log(A, p.q4) ¥ log(Amm,d) converge a

Z silog [0*(1+ v/y)] — Z silog \;. (D.2)

i€ Js 1€J2

En efecto,

d d h d
log(/lm,p’d) log(Ampd) = Z log i — Zlog l; — Z s;log A\; + Z log I;
i=1 i=1 i=1 i=1

= Zlog)\ —Zszlogx\
— Zs,log)\ —i—Zszlog 1+f)}

1€J1 1€J2
Z s; log A\; + Z s;log A\
1€Jq 1€J2
= Zsllog 1—}—\[ —Zsilogx\i.
i€J2 i€J2

Finalmente, para comparar los términos en log(By, p.4) Para fimpd ¥ fim,pd, DOtemos primero

que log (B, p.q) de la Proposicién 2.4 es asintéticamente equivalente a
md =0 Y s+ Y s+ VR - Y s
1€Jy 1€J2 1€J2
En efecto, dado que (p —d)log{l +apm/(p —d)} = a+o(1) cuando p —d — oo si a = limay,
es finito (ver Lema B.3), es suficiente probar que

1 -~
log(Bmp,da) — (p — d) log <1 + p—dBm’p’d> =0



D.1. Demostracién de la Proposiciéon 3.1 101

cuando p y m tienen a infinito. Pero por definicién de log(By, p.q) ¥ Em,pd tenemos

1 ~
08 (Brnpa) = (= log (14 -2 Bpa) =

S L= s
= (p—d)log <1+ L 2 l<1
i=d+1"?

—(p—d)log 1+% stZ — —1—25Z +VY)? Zsz =

1€y 1€Jo 1€J2
1

donde

_{yZiejl Sim—i_zieb Si(l"i_\/g)Q_EieJQ Siﬁ} + 2 =L ZZ 18
H = p— d i d+1
s A
1+ pTld {y dieh Siz—gz + Yies, SiL+VU)2 =i, si;}

Asi, la demostracién de la afirmacién se sigue si probamos que H — 0. En efecto, usando [7],

sabemos que

ZZZ—ZZ+ZZ—>Z&1<

i€y 1€ i€y

) T 5021+ Vi)

i€Ja

Por otro lado, por Lema B.2,

7Zl—>o’

i=d+1
Luego,
Z‘fll 2?15)‘1‘ Ai o 2 Ai Ai
I L | (REan BO S MIRIVI SRS
p— d 1= d+1 i€J1 i€J2 i€J1 i€J2
*Zsz 2+yzsz _ +2511+\/>
i€J2 i€J1 i€J2

Por lo tanto, el numerador tiende a 0 y claramente el denominador tiende a 1.

Ahora bien, la diferencia entre los términos de By, j, 4 correspondientes a fiy, p.d ¥ fm, p,d €stan

en los términos que involucran Js, los cuales convergen a

—Zsi(1+\/§)+25i%. (D.3)

i€Ja i1€J2

Finalmente, dado que o, , ¢ — v/ —2{y + log(1 — y)}, de las ecuaciones (D.2) y (D.3) obtenemos
(D.1).
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D.1.2Casop>m-+d+3

En este caso, en la Proposicién 2.5 log(B,, p.4) puede reemplazarse por

LERSVI R - PP _ m—d
ZSZ Zsz " Zsly(ﬂ—l—(m d)log( - > (D.4)

= N = =

y log(Dy p.a) por

Zszlog{l—i- } Zszlog{ ( ,\—a>} > silog [0*(1+vy)?] (D.5)

i€J1 i€Ja

con J1 y Jo como antes. Las pruebas de estas observaciones son completamente andlogas a las
del caso previo. De esto, y ya que los otros términos no involucran a \;,

: i LtV 02(9_1)+)\i}
Hm,p,d = Hm,p,d — { —log ————=
pd e GZJQ v Vot (VY +1)

Y Ompa tiende a /=2 {1/y +log(1 — 1/y)} < oo cuando ambos p y m tienden a infinito.

D.1.3 Caso y =1

Si y = 1 tenemos que L = 0. En efecto, si p/m — 1, 0y, .4 — 00 mientras que los términos
en las sumatorias permanecen sin cambios. Por lo tanto L — 0 si p/m — 1. En consecuencia,

cuando y = 1 tenemos que el nivel asintotico del test 3.1 es igual a a.



APENDICE E

Demostraciones del Capitulo 4

E.1 Demostracion de la Proposicion 4.1

A los efectos de facilitar la lectura, comencemos recordando que hemos definido

Jig = {i<hg:N>0*(1+y)} parak=0,1,

Jog = {i<hgp:\€ (0 o*(1+y)} parak=0,1,
Ai yo? .
o 02<1+)\i_02> sii € Jip,

(14 ¥)? sii€ Jop ocuando \; = o2,

y llamemos r = min(m,p). En lo que sigue, cada vez que escribamos d > d, recordar que

estamos suponiendo d; < d < gy para gy < min(p, m), independiente de p y m.

Recordando la definicién de LRT}, y considerando los casos d < dy y d > dy, podemos escribir

H::d—&-l l;
(ﬁ Z;:d+1 li)
r—dy
i (A Sy )
— LR, [] =R
i=d+1 (ﬁ D imdt1 li)

1 - r—dq
1 (rfdl Zi:lerl li)
d

i=dy 41l (5T l; e
-4 r—d Zz’:d—i—l (

LRT;, =

sid<d, (El)

= LRle sid>d. (EQ)

103
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Usando la Proposicién 2.4, sabemos que, si la verdadera dimensién es dj,

log(LRTy,) — fm.p.dy

O-mapvdl

~ N(0,1). (E.3)

Ahora, dado que para i € Jy g, l; = A{1 + yo? /(M — 0?)} y para i € Jok, li — (1 + \/ﬂ)2
cuando p,m — o0 y p/m — y, resulta

h1

log(lgp1 -+ +la,) — Y silog(o’k;) =0 sid<dy. (E.4)
i=ho+1

Por otro lado, notemos que en el caso en que la verdadera dimensién es dy y d > dj, todos los
autovalores poblacionales \; para i = d; + 1,...,d son iguales a o2. En consecuencia, y ya que
estamos asumiendo la Condicién @, esto es, d < qo para qg fijo e independiente de p y m, los
correspondientes autovalores muestrales convergen a 02(1 + \/§)2 cuando p,m — ooy p/m — y

([7]). Por lo tanto,
log(lgs1---1g,) — (d — di)log[o*(1 + /y)*] = 0 cuando d > d;. (E.5)

Por 1ltimo,

1 ” r—dp
( r—d; Zi:dl +1 l74>

— = ABC, (E.6)
1 T "
(mzz':dﬂli)
con
1 o
th 1li r—d eXp{—j Z Slkl} sid< d,
A = <erl+l> — i=ho+1 (E.7)
i= i 1
s exp{g(d—dl)(H\/@?} sid > dy,
d—dy
1 d _ o\d—d
B = i T E.
el DR B VL R (ES)
i=d;+1
r—d\"
C = < ) — exp{d; — d}, (E.9)
r—dl

donde § = méax{1,y} (es decir que g = 1 si p < m mientras que § = y si p > m + dj + 3). En

efecto, por un lado tenemos

dy r—d
: l;
(1 L 2izan ) sid<d,

e '
r=d g gl

d r—d
1 - l;
(1 + Di=dy+1 ) sid>d.

_ 1 r .
r—d —d Zi:d—i—l li

T r—d
A = <Zi:d1+1 li) _
ZLdH l;
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Entonces, si llamamos

vy 1 o
%_)_j Z Slk’L Sid<d17
r—d Zz’:d-H li y i=ho+1
ar =
d
4 l; 1
zizwal LG a0 4 R sids
7 Qi li Y

por el Lema B.3 obtenemos (E.7).

Para ver (E.8) vamos a utilizar el Lema B.2.

d—di

1 r
B = li
r—dllz !
i=dy+1
, d—di
p—di 1
l,
r_dlp_dli%;i-l !

= (G2,

<

Finalmente, (E.9) se obtiene aplicando nuevamente el Lema B.3. En efecto,
o - r—d\" ¢
N r— d1
r—d

dy — d\ ")y
= (1
( * T‘—d1>

— exp{d; — d}.
Por lo tanto, dado que lim 0y, 4, # 0, aplicando (E.3)~(E.9) a (E.1) para el caso d < dj,
P,M—00
tenemos
h ki ki
log(LRTd) — MPmpdds log(LRTd> ~ Hm,pdy — Zi:lho-i-l si(log T + 1)
Om,p,d; Om,p,d1
log(LRTy,) + Z?;dﬂ log(l;) + log(A) + log(B) + log(C)
Jm7p7d1
h ) )
_ Hmpdi — > ithot1 Si(log % - % +1)
Um7p7d1
d h ki
Iog(LRle) = Hm,p,d; n Zi;d.ﬂ log(li) + log(B) - i;ho-&-l s; log T
Om,p,d1 Om,p,di
h k; h
n log(A) + Zi:lh0+1 Sig n log(C) — Zz‘:lho-i—l i
Om,p,di Om,p,di
~  N(0,1),

que es lo que queriamos demostrar.
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Anélogamente, aplicando (E.3)—(E.9) a (E.2) obtenemos el caso d > dj.

E.2 Demostracion de la Proposicion 4.2

Recordemos que el test que hemos definido es secuencial; es decir, testeamos secuencialmente
las hipdtesis Hq : la dimensién del subespacio spiked es d versus H,, : la dimensién del subespacio
spiked es mayor que d para d =0,...,p — 2, donde Ay, ..., A, son los autovalores de X. Por tal
motivo, y de acuerdo con la regiéon de rechazo definida en 3.1, para calcular la potencia del test
necesitamos calcular

P (log LRTy; < Za0mpd /lmp,d’d < dl)

donde la notacién P (-|d < d;) significa la probabilidad condicionada a que la verdadera dimen-

sion es di > d.

Ahora bien, dado que todos los autovalores spike son mayores que el umbral, es equivalente

(asintéticamente) utilizar fi, 4 O fim p 4. Usando la Proposicién 4.1, tenemos:

a) Caso p < m:

U(dy) = P{log(LRT)) < pimpd + 2aOmpdld < di}

— P <Z < Hmpd — Pmpdd + Zaam,p,d)
O-m}p7d1

Um7p7d1

h
_p {Z < Pmp,d — Bmp,dy + Ziéh0+1 Si(ki —log k; — 1) + Zaam,p,d} ' (E.lO)

b) Caso p > m+d; + 3:

U(dy) = P{log(LRTy) < pompd + 2a0mpdld < di}

- + 2a0
- P (Z < Hmpd ~ Hmpdd T Za9mpd
O-mzp’dl

, (E.11)

h ki k;
fomp.d = Hmpdy + 2 itpgs 5i(5 =108 5 = 1) + ZaOm p
= P{Z<
O-m7p1d1

donde Z ~ N(0,1).

Veamos primero el caso p < m. Por la definicién de ji, p 4 resulta

Mm’p7d - Mm7p7dl = log Am7p7d + log Bm7p7d - ]'Og Amyp’dl - ]'Og Bm7p7dl °
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Por un lado tenemos

d1 hi1
10g Appa —10g Ampa, = Y logli— > silogh;
i=d+1 i=ho+1
h1 hi1
— Z sllog(Jkai)— Z s;log \;
i=ho+1 i=ho+1
h1
= Z S; <logk log 2)
i=hg+1

Por otra parte, desde la demostracion de la Proposicién 3.1 sabemos que log B, ), 4 s asintoti-

camente equivalente a

Em%d = stZ)\ +ZSzl+\f Z %

i€y i€y i€
ho
- Y f i
‘ i iz
=1

Por lo tanto, aplicando la equivalencia anterior a log By, ;, ¢ y 10g By, 5 4, respectivamente, resulta

h1
)\A
IOg Bm,p,d - 10% Bm,p,d1 ~ = Z Si (kz - 0_;) 5
i=hgo+1

donde ~ significa asintdticamente equivalente.

En consecuencia, fiy, pd — tmp,d, converge a

& A\ A &
_ Z S; |:10g <O';> — 0‘;:| — Z Sz(kz — log k}l) (E12)
i=ho+1 i=ho+1

Reemplazando (E.12) en (E.10) (asintéticamente) se obtiene (4.4).
Veamos ahora el caso p > m + d; + 3. De acuerdo con la Proposicion 2.5,

Pom,p,d = Hm,p,di = Pom,p,d — Hm,p,di + 108 By p.d +10g Cry .
(E.13)

+10g Dy p.a — 10g B p.dy — 108 Crn p.dy — 108 Dinp dy -
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Por un lado, tenemos

m m
"m _~m — —m 10 1_ _10 1_7
Pmp,d — Hm,p,dy (p )[ g( p—d1> g( p—d)]

o 1 m(d dl) 1 m(d—dl)
= (p—d m)log{l—kpdm p— ]+dlog[1+ iy pap—
- “log (1 — log (1 — ——
(@4 gtos (1= )+ @ o (1- )
d—d 1
~ L4 (d—dy)log <1 - > . (E.14)
Yy Yy

Por otro lado, usando la equivalencia asintética que vimos en la demostracién de la Proposicion

3.1, podemos reemplazar log B, ;, 4 por

i 1+ /y)? i m—d
ZSZ)\Z—02+ZSZT_ZSZy0-2+(m_d)log T

1€1 1€J2 1€J2
h
= Zsi (kj@ - /\22> + (m — d) log <m—d> ,
— y Yo m

(2

y 10g(Dm p.a) por
h

h

i
E .sﬂog{l—%} — E s; log o’k;).
— o?(y—1) (oK)

i=1
Por lo tanto,

il Ao ki m—d
log By pa — 108 B pd, ~ Z S; <UZ2 — l) + (m —dy)log < >

i=hor1 N y m—d
—d —d —d
+d110g<m > —dlog (m) + dy log (m 1)
m — dp m m
h1
Ai k;
~ Z S; ( 5 — > +dy — d, (E.15>

4 yo Y
i=hg+1

mientras que

h1
i
log Dy p.a —10g Dy ppay ~ — Z S; {log [1 + 02(_1)} — log(o2ki)} .
i=ho+1

Por otra parte,

o(p—d
log Crnpd —10ogCpypay, = (d—di)log (m

~ (d—di)log (yo?). (E.16)
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Por lo tanto, aplicando las equivalencias (E.14)—(E.16) a (E.13) tenemos

hiy
d—dy | Aok
Hmp.d = Pmpdy ~ = (d—dy)log (1 - ) + D s <U2 - y) +di—d

i=ho+1
h A\
+ (d — dq) log (yo®) — Z S {log [1 + 2(21)] N log(UQki)}
o2(y —
i=ho+1 Y (E.17)
h1
1 1 Ai ki
= Zsi{——log<1—>+ 2——+1—log(ya2)
i=ho+1 y Y yor ¥
—log |1 d log (o%k;

o[ 14 o+ o0

Finalmente, reemplazando con (E.17) en (E.11) obtenemos (4.5).






APENDICE F

Demostraciones del Capitulo 5

F.1 Demostracion de la Proposicion 5.1

Antes de comenzar con la prueba de la proposicién, tengamos presente que, por hipdtesis,
para todo i € {1,...,h}, A\ > A > o?(1 + Vy). Por lo tanto, los conjuntos Jo1 = Jog = 0.
Recordemos también que hemos llamado § = méx(1,y), de modo tal que g = 1 si p < m

mientras que § = y en el caso p > m + dj + 3. La funcién h(A), definida en (5.1), verifica:

1) Para A > o(1 4+ 1/y), h()) es estrictamente creciente. (F.1)

2) blo” (1 vg)) = S 1o IS F2)

Para ver la primera afirmacién, en primer lugar notemos que podemos escribir h(A) = (m o

b)(A) = m(b()\)), donde

m(A) = A—log(A\)—1 y

A yo?
fd 1 .
b(Y) o2 ( + A — 02>

Tenemos,

a) m es creciente si A > 1.

b) b es creciente si A > 0%(1 + /y) osi A < o%(1 — /).

Luego, bajo la hipétesis de la Propopsicién 5.1 de que \; > A\* > o(1 + /), tenemos que h(\)
es una funcién creciente (estricta).

111
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Veamos entonces la prueba de la proposicién. Usando (4.1), (4.2) y (F.2), tenemos que para

d > d,

9(d) = pmpa, — (d—dr)e.
Por lo tanto g es una funcion decreciente para d > d;. Por otro lado, para d < di, la funcién
g(d) estd dada por

h1

ki ki
9(d) = mpa, + i:%;rlsz- <logg 7t 1)
—(d —dy) [(1 +Q\/§)2 —log d+ vy +~\/§)2 -1+ e]
h1
— g — > silh(N) — Ao 1+ i)} —
i=ho+1

Usando ahora (F.1) y la definicién de e, h()\;) — h{c?(1 + \/5)} — ¢ = h(N\) — h(\*) > 0.
Por lo tanto, para d < di, cuando d crece estamos agregando menos términos negativos y en

consecuencia g crece para d < dj. De esto se deduce el resultado.

F.2 Demostracion de la Proposicion 5.3

La proposicién se sigue si probamos que para todo d > 0 existen mg, pm, tales que para

m > mg, P > Pmy ¥ P/M cercano a y

q0
P(ﬂ Ad> >1—4, (F.3)
d=1
donde

{F(d,p,m,e) — F(d—1,p,m,e) >0} si0<d<d,
Aq = Ag(p,m,€) = (F.4)
{F(d,p,m,€e) — F(d —1,p,m,e) < 0} para d; <d < qp,
con F(d,p,m,e) = log(LTRy) — (d — dy) {h[02(1 +Y)] + €}. En efecto, notemos que para

9(A) = 1og(LRTy) — (d — d1)[h(}) + €],

ﬂ Ag C {g()\) es creciente para d < dy y decreciente para d > d;}. (F.5)
d=1
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Ciertamente, si calculamos la derivada de la funcién g(\), tenemos
g\ =—(d—d)l'(\).
Por lo tanto, recordando que h es creciente si A > o?(1 + /y) (F.2), resulta
d'(\) >0, sid<dy,
d'(\) <0, sid>dy,
de donde se deduce (F.5).

Veamos entonces la prueba de (F.3). En lo que sigue, vamos a llamar nuevamente r =

min(m, p). Consideremos primero d < dj. Desde la definicién de F(d, p,m,€),

LRTy
LRT,

F(d,p,m,e) — F(d—1,p,m,¢) = log < ) —h[*(1+ )] —e

LRT,
LRT, 1)

Veamos ahora como podemos reescribir log (
1 . r—d+1
LRTq H;=d+1 li (m imd li)
LRT,_ - Tl r—d
-1 [Ticali (ﬁ S li>

T r—d r r—d
lq T_d+1i:d+1 r—d+1 D imda li

1 1 - 1 la r—d
lg <’I"—d+1 Z ) (l—i—rfld)T_d ( Zi:dJrl lz>

i=d+1

Usando nuevamente § = min(1,y), podemos deducir que

LRT; jo? A yo?
-1 1 . F.6
LRI, |y, (1+ 52%) o )eXp{ﬂ02 o (-6)

Ag—02

En efecto,

2
1. Por hipétesis, Ag > Ag, > A" > o?(1+ VY) ¥, por lo tanto, Iy — Ag (1 + 99 )

Mg — 02
1 r—d
2. (1 .
< +rd> — e

r—d 2
3. Utilizando el Lema B.3, ( 1+ rlid — exp }d 1+ va .
D i li o2 A — 02

r—d+1

1 T
4. Por Lema B.2, ( Z L | — go2.
i=d+1
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Por lo tanto, log(LRTy/LRT; 1) — h(Ag). En consecuencia, recordando que ¢ = h(\*) —
h [0*(1+ /y)], tenemos

F(d,p,m,e) — F(d—1,p,m,e) — h(Xg) —h[o*(1+ y)] —¢

= h(A) — h(Y),

. dado que Ay > X\ > o?(1 + y), la monotonia de la funcién h implica que para p,m
N

suficientemente grandes,

)
IPJ{‘Ad} = ]P){F(d,p,m,ﬁ) _F(d_ 17p7m76) > 0} >1- qf
0
El caso d > d; es muy similar. Solamente debemos notar que aqui log(LRTy/LRT; 1) —

hlo? (14 /y)]. Luego, para p, m suficientemente grandes, tenemos

J
P{F(d,p,m)— F(d—1,p,m) <0} >1— —.

q0
q0 q0
P(ﬂAd) = 1—P<UA3>
d=1 d=1

q0
> 1-) P(Ay) >1-4,
d=1

Como consecuencia,
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