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Eesumen: ITradicionalmente, ha sido problematico el aprendizaje del concepto de
funcién. En este trabajo se reportan los hallazgos de una investigacion en donde se
analizaren las dificultades presentadas por estudiantes de once grado al hacer trans-
formaciones de representaciones de una funcion, con el registro tabular como registro
principal. Para recoger la informacion se aplicé un cuestionario, con una situacion que
invelucra el concepto de funcion. Las dificultades estuvieron relacionadas con la iden-
tificacion del contenido de las representaciones, el funcionamiento de los registros y la
coardinacion entre ellos. Fue posible apreciar que los estudiantes no reconocen el regis-
tro tabular come apoyve valide para sustentar sus respuestas.

Palabras clave: registros semidticos de representacion, coordinacion entre registros,
conversion, tratamiento, funcion.

Difficulties of students from elevend grade to make
changes of representations of a function

Ahbstract: Traditionally, the learning of the concept of function has been problematic. In
this paper we report the findings of an investigation which analvzed the difficulties pre-
sented by grade eleven students to make transformations of representations af a function,
with tabular register as primordial one. To collect the information a questionnaire was
applied with a situation invelving the concept of fimction. The difficulties were related to
the identification of the content of the representations, the operation of registers and the
coordination between them. It was possible to identify that students do not recognize as
a valid support the tabular register to support their answers.
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INTRODUCCION

Al analizar lo propuesto en los estandares del National Council af Teachers of Mathe-
matics (2000) v del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (2003) frente a los
resultados de las mvestigaciones respecto a la conceptualizacion de la nocion de funcion
(Cordero, 1997; Dolores, 2004; Gatica et al., 2010; Hitt, 2000, 2003a. 2003b). se eviden-
c1a una descompensacion en el abordaje dado a este concepto a través de diferentes regis-
tros semioticos de representacion, lo que podria dificultar el desarrollo de pensamiento
variacional en los estudiantes. Esta descompensacion lleva al alumno a cometer errores
v los errores, si no son resignificados apropiadamente, pueden conducir el proceso de
aprendizaje por un camino equivocado, va que los estudiantes se pueden acostumbrar a
ellos v no distinguir lo adecuado de lo madecuado. Incluso. por acumulacion de malas
experiencias, pueden llevar a los sujetos a no permitirse conflictos cognitivos, por lo que
en estas condiciones seria dificil la adquisicion de conocimientos (Amavya. 2010).

Ademas. uno de los conceptos basicos relacionados a la ensefianza v el aprendi-
zaje del calculo es, sin duda. el de funcion. Asimismo, numerosas investigaciones en el
campo de la Educacion Matematica (Benitez, 2010; D" Amore. 2006; Ochowviet v Oktac,
2011; Sanchez-Matamoros, Garcia v Llinares, 2008) han puesto de mamifiesto que exis-
ten dificultades persistentes en los estudiantes, ligadas a la construccion de este con-
cepto (Del Castillo, 2003). Una de estas dificultades, segiin Duval (2004), es el transito
entre diferentes registros de representacion; esto es, identificar elementos en un regis-
tro de partida v encontrar su equivalente en un registro de llegada. En particular, Duval
(2012a) considera que, a diferencia de otras ciencias, el acceso al objeto de estudio en
matematicas es exclusivamente semidtico v que toda actividad matematica consiste en
la transformacion de representaciones semudticas —producciones constituidas por signos
que pertenecen a un sistema de referencia, el cual tiene sus propias reglas de significa-
c1on v de funcionamiento—.

De lo anterior se puede deducir que este proceso de transformacion de representa-
ciones es esencial en el aprendizaje de las matematicas. va que la inica forma de acce-
der a los conocimientos matematicos es a través de las representaciones semidticas (Hitt,
2003a). Las representaciones en diferentes registros se complementan. es decir, ningiin
sistema de representacion puede producir una representacion cuyo contenido sea del
todo completo v adecuado al objeto representado, por lo que el recurso a varios registros
se considera condicion necesaria para la conceptualizacion (Del Castillo, 2003). Esto se
debe, segiin Duval (1999). a que no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin
una actividad de representacion, es decir. no es posible estudiar los fenomenos relativos
al conocimiento sin recurrir a las representaciones semioticas. En este sentido se ha for-
talecido la idea de que cuando se usan en la ensefianza de las matematicas actividades
didacticas que favorecen la utilizacion v articulacion entre diferentes registros, el apren-
dizaje resulta beneficiado.

Se evidencia asi que un sistema de representacion coopera en la construccion de ob-
jetos matematicos, relaciones y procesos mediante la creacion de un ambiente en el cual
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se comparten los artefactos culturales lingiiisticos que pueden expresarse en la comuni-
dad (Kaput. 1989). También pone en evidencia la importancia de que los alumnos co-
necten los diferentes sistemas semioticos de representacion con los elementos del medio
sociocultural donde se desempefian.

El presente estudio se centra en el analisis de las transformaciones entre represen-
taciones que realizan estudiantes colombianos de 15-17 afios de edad. Se caracterizan
sus dificultades, tanto con la identificacion del contenido de la representacion de partida
como con el funcionamiento de los registros en los que se hacen las representaciones y
la coordinacion entre ellos, en el tema funciones.

FUNDAMENTACION TEORICA

En las ultimas décadas las investigaciones en Educacion Matematica han temido un
importante desarrollo, presentandose algunos acuerdos entre administradores educati-
vos ¥ grupos de mvestigadores, quienes a su vez han sentado algunas sugerencias sobre
el tipo de problemas que se debe utilizar en matematicas -que despierten el interés de
los alummnos v favorezcan su aprendizaje-, la forma de organizar las secuencias de activi-
dades utilizadas en clase de matematicas v la necesidad de analizar las producciones de
los estudiantes -para utilizar sus dificultades de comprension en beneficio de su propio
aprendizaje-. Este trabajo se encuadra en esto ultimo.

En particular, los contextos de representacion usados en la actividad matematica sur-
gen como hilo de enlace que permite proponer problemas interesantes a traves de los
cuales analizar las dificultades de comprension de los estudiantes —a traves de, por ejem-
plo. sus errores conceptuales— v usarlos para mejorar sus procesos de aprendizaje.

En relacion con el tipo de actividades para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes. el Nafienal Council of Teachers of Mathematics (2000)
considera fundamental que se los enfrente a actividades que constituyan un reto para su
curiosidad, que los estimulen a usar sus presaberes, a mnvestigar lo que desconozcan v a
analizar los contemidos estudiados. Especificamente, el Ministerio de Educacion Nacio-
nal (2003) considera mdispensable el estudio de patrones. nociones v conceptos propios
del pensamiento variacional, el cual tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion,
la identificacion vy la caractenizacion de la variacion v el cambio en diferentes contextos,
asi como con su descripcidon, modelacidn v representacion en distintos sistemas o regis-
tros simbolicos, va sean verbales, icomicos, tabulares. graficos o algebraicos. Tiene como
proposito construir distintos acercanuentos significativos para la comprension v uso de
los conceptos v procedimientos de las funciones v sus sistemas analiticos asi como del
calculo numeérico v algebraico. Ademas. cumple un papel preponderante en la resolucion
de problemas sustentados en el estudio de la variacion v el cambio, v en la modelacion
de procesos de la vida cotidiana. Su estudio se inicia con la deteccion de los criterios que
rigen regulanidades o reglas de formacion. para identificar la unidad que se repite penio-
dicamente dando lugar a un patron.

El tipo de actividades sugenidas por el National Council of Teachers of Mathematics
(2000) v el analisis de secuencias v patrones recomendado por el Mimisterio de Educa-
cion Nacional (2003) pueden desarrollar en los estudiantes la capacidad para identafi-
car o construir un patron de regulanidad vy la capacidad para reproducirlo en diferentes
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registros, por medio de un cierto procedimiento. algoritmo o formula. Segin Del Casti-
llo (2003). este proceso de establecer congruencias es condicion necesaria para la com-
prension de un concepto matematico.

El analisis de las dificultades de comprension de los estudiantes invocando sus con-
cepciones es indispensable para ayudarlos a entender el tema que se este estudiando. para
lo que es necesario analizar sus errores conceptuales. Al respecto, Godino, Font v Bata-
nero (2003) mencionan:

(...) hablamos de error cuando el alunmo realiza una practica (accion, argumentacion, etc.)
que no s valida desde el punto de vista de la institucion matematica escolar. El témuno difi-
cultad indica el mavor o menor grado de éxito de los alumnos ante una tarea o tema de estudio.
51 el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de dificultad) es elevado se dice que la difi-
cultad es alta, mientras que s1 dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja (p.69).

Este planteamiento implica concebir la practica curnicular v evaluativa como un se-
guimiento permanente al proceso de adguisiciom de conocimientos. El error se coms-
tituye en una via natural de acceso al conocimiento, una manifestacion de un proceso
constructivo que se debe encauzar v orientar de tal manera que el que aprende se termine
beneficiando.

Por otro lado estan los contextos de representacion usados en la actividad mate-
matica. Duval (2004) considera prioritarias las posibilidades de transformar una re-
presentacion semiotica en otra representacion semuodtica, como base en un proceso de
comunicacion que busca saber como puede ser codificado/decodificado un objeto mate-
matico para poder ser comprendido por alguien. Segun este autor, todo progreso de co-
nocimiento en matematicas pasa por este trabajo de transformacion. Distingue dos tipos
de transformaciones: el tratamiento. que es una transformacion estrictamente interna en
un regisiro determinado, con cierta homogeneidad en las representaciones producidas,
donde la produccion se hace como si cada representacion fuera autosuficiente. v la con-
version, que es una transformacion de un objeto de un registro a otro, es decir, es aquella
en la que la representacion se pone en paralelo con otra representacion de otro registro.

La conversion de un registro a otro puede resultar congruente o no; es decir, el pa-
saje entre dos representaciones de un mismo objeto puede hacerse en un sentido y no
hacerse en el otro. Ademas. las representaciones de un mismo objeto pusden resultar he-
terogeneas; esto es, el contemido de una representacion en un registro dado puede ser sus-
tancialmente diferente al contenido de otra representacion en otro registro. Para Duval
(2004). s1 se quieren comprender los procesos de aprendizaje de las matematicas, es ne-
cesario tomar en cuenta muy seriamente esta heterogeneidad, estableciendose asi la ne-
cesidad de utilizar mas de una representacion para acceder al conocimiento matematico
v de conocer la proveniencia de las transformaciones; es decir, s1 provienen de un trata-
miento o de una conversidn, que permita un analisis cognitivo de las dificultades en la
adquisicion de los conocimientos matematicos.

Las representaciones matematicas o sistemas simbolicos matematicos son sistemas
de representaciones especiales en los que el mundo representado es una estructura ma-
tematica v el mundo representante es un esquema de simbolos que contiene correspon-
dencias especiales (Kaput, 1987). Los sistemas simbolicos matematicos, de la misma
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manera que el lenguaje natural v los sistemas pictoricos, controlan el influjo de experien-
cias al separarlos en pedazos. asignando los simbolos a dichos pedazos v coordinando
estas notaciones en un entomo adecuado de matices v referentes complejos. El sistema
de simbolos matematicos v sus conexiones puede formar una estructura que actua para
representar otro sistema de simbolos que exhibe una autosimilitud cuando se amplifica
(Meel. 2003). Es asi que, a través de las representaciones externas de un objeto matema-
tico v las relaciones entre ellas. es posible estructurar nuevas representaciones que pue-
den tener connotaciones diferentes a las que les dieron ongen.

Entre las tantas representaciones que permite una funcion, esta la representacion ana-
litica, la coal a su vez puede asumur varias formas: algebraica. consistente en una for-
mula que permite modelar la situacion en juego; polinomio aritméfico, como resultado
de reemplazar un valor numeérico en un registro algebraico; secuencia, que permite deter-
munar el patron de regulandad o de crecimiento de una funcion. Otra de las representa-
ciones semioticas de una funcion es la tabular, en la que se parte de una tabla v se ubican
las entradas de tal forma que el nimero de colummnas (o filas. segin se ordenen) corres-
ponde al total o gran parte de las cantidades que intervienen en la sitnacion, que vienen
a ser los elementos que constituyen la funcion en ese registro.

Al respecto, diversas investigaciones (Amavya, 2010; Carrion, 2007; Dolores, 2004;
Leon v Corredor, 2003) han tratado de identificar los problemas mas comunes en el
aprendizaje de las matematicas, a través del analisis de las producciones de los estudian-
tes, sus procedimientos espontaneos, sUs errores y sus incomprensiones. Han mntentado
dilucidar elementos acerca de su funcionamiento cognitivo v proponer formas para me-
jorar la adquisicion de habilidades que permitan a los alumnos acceder con mavor faci-
lidad a los conceptos. Comprender matematicas se manifiesta a traveés de habilidades a
disposicion v transferibles a diversos espacios de razonamiento en v sobre la realidad.
Para Meel (2003), comprender en matematicas significa saber qué hacer v por qué se
debe hacer algo con un concepto matematico en el momento que se requiera utilizarlo,
lo que proporciona vias para la transferencia v extraccion de informacion desde la me-
moria del estudiante. Esta idea esta relacionada con la manera como se construyen con-
ceptos o redes conceptuales, vinculados a una serie de procesos cognitivos en relacion
con representaciones simbolicas; esto es, a la significacion que un individuo le atribuye
a un objeto matematico al vincular las representaciones internas ¥ externas con una si-
tuacion contextual.

Segin Hitt (2000), una idea matematica -o procedimiento o hecho- es entendida s1
su representacion mental es parte de una red de representaciones. El grado de entendi-
miento es determinado por el nimero v la fuerza de las conexiones. En este sentido. la
adquisicion de un concepto por parte de un mdividuo se dara cuando coordine por lo
menos dos de sus representaciones. Esto tiene que ver, segin Duval (1999), con la ar-
ticulacion entre sus representaciones semmoticas. Un concepto matemdtico visto en sus
diferentes representaciones proporcionard informacion especifica, dando solidez al con-
cepto. Para Meel (2003). estos mecanismos producen significados v, por lo tanto. desa-
rrollan comprension para el estudiante por medio de la creacion de nuevos vinculos entre
los sistemas de representacion o los elementos de reorganizacion dentro de un sistema
de representacion.
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De lo anterior se reconoce que la comprension de un objeto matematico se hace por
medio de las representaciones semidticas, lo cual se basa en la ley fundamental del fun-
cionamiento cognitivo de Duval (1999): no hay noesis sin semiosis. Se manifiesta a tra-
ves de la soltura en la actividad cogmitiva de conversion. De aqui cabe destacar el papel
de las representaciones senmioticas como andamio en la adquisicion de los conocimientos
matematicos. Se basan en tratamientos v conversiones entre registros, que permiten co-
nexiones entre los elementos de una red (el concepto) asi como de la estructura cogmitiva
(como un todo). Segin Duval (2004), en matematicas, poder cambiar de sistema de re-
presentacion es una exigencia cognitiva absolutamente necesaria v fundamental. porque
el acceso a los conocimientos matematicos requiere la integracion en una argquitectura
cognitiva de los sistemas semidticos de representacion. De hecho “se cree que la familia-
rizacion progresiva con un nuevo tipo de representacion provoca de manera casi natural
el pasaje de este tipo de representacion a los tipos de representacion anterormente wtili-
zados” (Duval, 2004, p.30).

Ademas. Duval (2012b) considera que las diferencias que separan las matematicas
de otros campos del conocimiento provienen del modo de acceso a los objetos estudia-
dos: en matematicas se hace por medio de la produccion de representaciones semioticas
v no por la percepcion o la utilizacion de mstrumentos. como ocurre en otras ciencias.

Esto nos permitird inferir tres ideas clave para describir el modo de funcionamiento cogni-
tivo que caracteriza al pensamiento matematico_ (1) Los registros son los sistemas productores
de representaciones senmoticas. (2) La comprension en matematicas moviliza siempre impli-
cita o explicitamente al menos dos registros; dicho de otra manera, la comprension en mate-
maticas requiere la coordinacion v el funcionamiento en sinergia de varios registros. (3) Cada
registro abre un campo de transformacion de las representaciones. v por lo tanto, posibilidades
de tratamiento matematico que le son propias (p.15).

Duval (2004) considera que el reto de la ensefianza para la formacion inicial no es
tanto la adquisicion de tal o cual conocimiento matematico, sino -a traves de ello- el de-
sarrollo de las capacidades de pensamiento del alumno. El desarrollo de estas capacida-
des depende de adquisiciones funcionales de diferentes sistemas que se requieren para
la comprension de todos los conocimuentos que €l debera adquirir, no solamente en la
escuela, sino después de ella. Por estar en un mundo en el cual ningin individuo puede
aprender de antemano lo que le sera profesional o humanamente natil. el reto de la ense-
flanza en la formacion micial es dar al estudiante los medios para comprender v aprender
por €l mismo. Al respecto, la UNESCO (2003) considera que la escuela, como respon-
sable tradicional de la educacion de los miembros de una sociedad. debe bregar para que
estos adquieran una formacion basica que les permita aprender a aprender, v hacerlo con-
tinua, sistematica v permanentemente. Lo que esta en juego, segin Duval (2012a), es el
desarrollo de la autonomia intelectual de los estudiantes. Desde esta perspectiva es que
las matematicas pueden aportar una gran contribucion a la formacion de los alumnos.
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METODOLOGIA

Se asume vun estudio descriptivo de casos (Servan v Servan, 2010), bajo un enfoque
cualitativo de tipo empirico (Bravin v Pievi, 2008). Las transformaciones entre registros,
tanto tratamientos como conversiones, se constituyeron en las categorias de analisis de
la mvestigacion. Se desarrollo en tres etapas fundamentales:

a) Revision documental: consistié en una biisqueda bibliografica a fin de obtener
antecedentes de investigaciones v fundamentar a mivel tedrico lo relativo a las
dificultades de los estudiantes con las transformaciones de representaciones del
concepto de funcion.

b) Dhsefio v aplicacion de instrumentos: se elaboraron, adecuaron v pusieron en mar-
cha los protocolos empleados en la investigacion.

¢) Obtencion vy analisis interpretativo de resultados: teniendo en cuenta el desem-
pefio estudiantil en las transformaciones entre registros del contenido funcion, se
proceso la informacion recabada v se avanzo hacia la discusion de los hallazgos.

Los informantes fueron 50 estudiantes (E,.conn=1, 2.3, ..., 30) de undécimo grado
de la media académica de una escuela publica colombiana. con edades entre 15 v 17
afios. en un curso ordinario de pre-calculo previo al ingreso a la universidad. Para este
trabajo el desempefio fue de manera individual.

En una mvestigacion mas amplia. en la que se inscribe este trabajo. se utilizaron
cuatro tipos de técnicas: cuestionarios escritos con preguntas abiertas. observacion par-
ticipante, entrevistas semiestructuradas v grupos de discusion. En cuanto a los cuestio-
narios, cabe sefialar que se aplico un total de seis, cada uno mvolucrando una situacion
problematica. Aqui se comparten los resultados relativos a una de las situaciones. en la
que se considero al registro tabular como registro principal. Los contemidos matematicos
requeridos yva habian sido desarrollados en el curso.

La sitnacion presentada esta constitnida por ocho cuestiones a resolver:

En la siguiente tabla se muestran los costos de produccion de una empresa de discos
compactos.

Niimero de discos Costo (en ddlares)
1000 116000
2000 128000
3000 140000
5000
6100
24000
15000
72000
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1) Termina de llenar la tabla.

2) Determina el costo de 3500 discos v de 14500 discos respectivamente.

3) Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2).

4) ;Qué cantidades intervienen en la situacion? ;Cuales varian y cudles son cons-
tantes o permanecen fijas?

5) ;Qué relacion de dependencia hay entre las variables?

0) Sise sabe que el costo de produccion fue de 314000 dolares, ;cuantos discos se
produjeron?

T) Obtén una expresion matemdtica que permita calcular los costos de produccion
para cualquier cantidad de discos compactos.

8) Realiza una grdfica que represente esta situacion.

Para procesar la informacion se analizaron las resoluciones de los estudiantes para
cada categoria de analisis. atendiendo tanto a los tratamientos como a las conversiones
empleadas. Se empled la técnica de analisis del contenido (Ander-Egg. 2003) para estu-
diar el contenido manifiesto de las producciones escritas al abordar las cuestiones plan-
teadas. Se agruparon las resoluciones con respuestas similares v se fue registrando en
una matriz de datos el porcentaje de alumnos de cada grupo asi como las caracteristicas
de los procedimientos llevados a cabo. ejemplificando en algunos casos con el de algin
estudiante en particular.

RESULTADOS

En lo que sigue se describen algunas caracteristicas de los desempefios estudianti-
les al realizar transformaciones de registros en la resolucion de la situacion planteada.

Cuestion 1. “Termina de llenar la tabla”.

Una caracteristica de las resoluciones del 92% de los estudiantes fue el paso previo
al registro analitico-aritmético. donde realizaron las operaciones que consideraron perti-
nentes, para el llenado de la tabla. Es decir, primero hicieron una conversion, utilizando
el registro analitico-antmético como registro auxiliar. Realizadas las operaciones (trans-
formaciones tipo tratamientos) en este registro, volvieron a hacer otra conversion, al re-
gistro tabular como registro principal, v entonces procedieron a llenar la tabla (Fig. 1).
Realizaron un tratamiento en cierto sentido sin autosuficiencia. necesitando de la articu-
lacion con el registro analitico-aritmeético como registro auxiliar para poder funcionar.
Sin embargo, temendo en cuenta que ningin sistema de representacion produce una re-
presentacion cuyo contemido sea del todo completo v adecuado al objeto representado
(Del Castillo, 2003), el recurso a otros registros podria considerarse oportuno v hasta
conveniente, quedando la inquietud acerca de las reglas compartidas entre los registros
en juego.
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Niimero de | Costo (en dblares) ,
discos i w2 : =
1000 _ 116000 g s e
2000 128000 \ i) 2
3000 140000 g iy
5000 1322 00D -~
610 1. 54. 008 N2
14 1 224000
15000 ) &
72000

Figura 1. Tabla completada por el estudiante Ey

Particularmente E; parece asumir de inmediato un modelo lineal afin de la sitnacion.
Encuentra la diferencia entre las dos primeras entradas (omitiendo signos) para conocer
la constante de proporcionalidad directa (12000) cada 1000 umdades (discos). Procede a
adicionar 12000 a filas consecutivas posteriores de la columna “costo™, sin detenerse de-
masiado a observar el incremento correspondiente en la cantidad de discos (pues en las
tres primeras filas el incremento de discos es de a 1000 unidades, pero en la coarta fila el
incremento es de 2000 discos v en la siguiente es de 1100). En concordancia con lo plan-
teado por Carrion (2007), en la resolucion de E; se advierten errores tanto en la ubica-
cion de las cantidades con las que se opera como en la escritura matematica implicada.

Cuestion 2. “Determina el costo de 3300 discos v de 14300 discos respectivamente”,

En su mavoria los estudiantes se percataron de que el incremento en el costo de pro-
duccién era un multiplo de 12. Sin embargo, al vanarles el incremento en la cantidad de
discos de 1000 a 100, no hicieron el cambio de 12000 a 1200 en los costos. Esto les um-
pidio seguir un patron para cualquier cantidad de discos.

Precisamente el 72% de los estudiantes identificéd el patron de regulanidad v de creci-
miento de la sitnacion; sin embargo solo el 8% lo utilizé adecuadamente. E1 12% empled
los datos de la tabla v los modificé con informacion que se puede deducir de la situacion,
pero que no aparece explicita en la tabla que se les pide llenar. El1 6% de los estudian-
tes encontrd el costo para producir cada disco si no se tuvieran costos fijos v lo utilizé
para dar su respuesta. El resto trato de encontrar este valor, pero haciendo una regla de
tres simple directa, sin excluir los costos fijos de produccion v sin llegar a la respuesta
pedida. Es asi que se evidencian mnltiples interpretaciones de la situacion. v aungque no
todas ellas son adaptadas a esta. si muestran rasgos caracteristicos genuinos del concepto
de funcion; lo que segiin Gallardo, Gonzalez v Quintanilla (2013) es un indicio claro de
que algo se ha comprendido del concepto.
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Figura 2. Descripcion del procedimiento efectuado por el estudiante E12

Cuestion 3. “Explica como obtuviste la respuesta a la pregunta 2)".

Fueron notornias las dificultades de los estudiantes al intentar describir los procesos
realizados: el 36% realizo de manera adecuada los procedimientos v solo el 16% los des-
cribio correctamente, el 32% describio correctamente un procedimiento errado v los res-
tantes (32%) no pudieron mi con el proceso ni con su descripcion. Al tratar de explicar
los procedimientos que siguieron para obtener sus respuestas, lo que hicieron fue repe-
tir lo realizado anteriormente, acorde a lo reportado por Amava v Barrera (2009). En las
explicaciones dadas por los estudiantes se evidencian dificultades al pasar de cualquier
registro de representacion al del lengnaje materno (coloquial); es decir, esta conversion
le resulto problematica a un grupo considerable de estudiantes. Esto coimncide con los ha-
llazgos de Caligaris. Schivo, Romiti v Sgreccia (2013), en este caso, en el ingreso a la
universidad.

Un ejemplo de esta sitnacion se muestra en la Fig. 2, donde el estudiante E;» mani-
festo que hizo algo que en realidad no es lo que se ve que hizo. Al resolver un polinomio
aritmético dice que multiplico por 12, cuando en realidad lo hizo por 12000. Los resul-
tados de su resolucion no comciden con lo que le daria haciendo lo que dice que hizo
{cuvos resultados si serian validos).

Sin embargo. al validar esta respuesta en un grupo de discusion, el estudiante da
muestra de que su comunicacion escrita fue la inadecuada, porque en su oralidad fue
bien explicito aclarando adecuadamente lo que realizo. En general los estudiantes dan
la cifra de cualquier cantidad sin decir los miles, mcluso a veces tambien asi lo escri-
ben. Pero al cuestionarseles sobre la incoherencia de los valores, hicieron la aclaracion
que era 12000, acotando “todo el mundo dice 127, Fue practicamente una constante en
este grupo de estudiantes: ser mas explicitos v precisos en su comunicacion oral que en
la escrita.

En la conversion al registro coloquial parece que los estudiantes dejaron el proceso
de asimilacion -en el sentido de Piaget- a medias, al quedarse solo en el manejo de datos,
estableciendo pocos vinculos entre la nueva informacion v su estructura mental consti-
tuada (Meel. 2003). Es decir, lograron establecer pocas conexiones entre el contemdo de
los registros que los avudara en la comprension de la situacion y el proceso de conexion
entre las representaciones. Esto requiere un manejo adecuado de la relacion entre el co-
nocimiento v los elementos de la red, asi como de la estructura como un todo. Acorde
con estas ideas, el progreso matematico -lograr generalizar v justificar los procedimien-
tos de solucion a tipos de problemas cada vez mas amplios (Godino et al. 2003)- fue lo-
grado por pocos estudiantes (16%) en esta investigacion. Y este proceso de establecer
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Figura 3. Descripcion del procedimmento efectuado por el estudiante E21

congruencias es, segin Del Castillo (2003). condicion necesaria para la comprension en
matematicas.

En el manuscrito que se muestra en la Fig. 3 se evidencia que el estudiante E;; reco-
nocid algunos elementos significativos de la funcion, teniendo en cuenta que para Tall
(1985) el proposito de toda funcion es mostrar como varia algo. El hecho de que un
alumno reconozca que en la situacion se da el proceso de vanacion es de gran relevancia
para este estudio, por cuanto el hecho de llevarlos a realizar transformaciones de regis-
tros se Convirtio en una mtervencion para la mejora en la comprension del tema.

“uestion 4. “;0ué cantidades intervienen en la situacion? ;Cuales varian v cudles son
Cuestion 4. “;0 fidad, i la sit ?iC . 1!
constantes o permanecen fijas? "

Los estudiantes (64%) presentaron senias dificultades relacionadas con el reconoci-
miento de los elementos de la funcion v con el manejo de las operaciones; es decir, con la
identificacion del contenido de las representaciones v con el funcionamiento del registro,
en términos de Duval (2004). Sin embargo, el 48% de ellos identifico ciertos elementos
de la funcidn, pero no alcanzod a dar respuestas del todo acertadas, por omitir otros. Por
ejemplo, se dieron cuenta que por cada incremento de 1000 en la cantidad de discos se
presentaba un incremento de 12000 dolares en el costo de produccion. pero al dar su res-
puesta no tuvieron en cuenta que en la cuarta fila hubo un salto en la secuencia de nimero
de discos (se omutic el 4000). por lo que en la primera entrada que llenaron de la tabla
(correspondiente al costo para 3000 discos), en lugar de 164000 (140000+12000+12000)
colocaron 152000, que era el valor correspondiente a 4000.

Otra de las dificultades fue relacionar los elementos de la funcion con su significado
contextual. Por ejemplo. les costd aceptar que los valores de la funcién correspondieran
con los costos de produccion, que los costos fijos por unidad fueran 12 v no 12000, v que
los costos fijos de produccion fueran 104000 v no 116000, evidenciandose lo que Beni-
tez (2010) llama interpretacion local de la situacion.
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Cuestion 5. “;Qué relacion de dependencia hay entre las variables? ",

Un alto porcentaje de estudiantes (76%) presentd dificultades para relacionar los ele-
mentos de la funcion en una transformacion tipo conversion. En cada registro pudieron
identificar solo algunos elementos. Por ejemplo, ignoraron los costos fijos de produccion
v trabajaron con la funcion lineal como s1 fuera una funcion afin, evidenciandose un obs-
taculo en el sentido de Brousseau (1999). Aquellos que identificaron los elementos de
la funcion (24%) tambien pudieron clasificarlos v establecer relaciones de dependencia
entre ellos. Ademas. cabe advertir que el 16% de los estudiantes utilizo un registro auxi-
liar analitico-aritmético para dar respuesta a la consigna; mostrandose nuevamente que
el proceso de hacer transformaciones entre registros no es una cuestion sencilla ni1 espon-
tanea. es decir, estos procesos ontosemioticos de identificacion de aspectos comunes en
distintos registros suelen resultar complejos.

Cuestion 0: “5i se sabe gue el costo de produccion fue de 314000 ﬁ?é.l"ﬂ??.‘jj “cuantos dis-
Lt
COs SE}J‘?U{{?{,?.E?'G” 2",

Ningin estudiante utilizo el concepto de ecuacion para encontrar la incognita soli-
citada, ni en la entrada de la tabla que implicaba un tratamiento, ni en la pregunta que
implicaba una conversion al registro algebraico. coincidiendo en este sentido con lo re-
portado por Ochoviet v Oktag (2011). Los que dieron con la respuesta, lo hicieron por
tanteo (24%) o utilizando el patron deducido en la secuencia (16%). Es decir, a los estu-
diantes se les dificultd mas encontrar el nimero de discos cuando se les dio previamente
el costo de produccion para una cierta cantidad de discos, que el proceso mnverso: hallar
el costo de produccion para una determinada cantidad dada de discos. El primer caso es
un proceso que lleva implicito el concepto de ecuacidn, que no fue utilizado por ningin
estudiante para dar respuesta a esta pregunta. El segundo caso parece ser mas familiar a
los estudiantes. va que es dar solucion a un polinomio antmeético -como el mostrado en
la Fig. 4. con el que se trabaja con frecuencia en cursos anteriores y en asignaturas como
Fisica v Quimica- o seguir el patron de regularidad hasta dar con la respuesta.

Sin embargo resulta curioso que un grupo de estudiantes hava encontrado v utilizado
una expresion algebraica que modelara la situacion v no la hubieran utilizado para en-
contrar una mncognita. Aqui los estudiantes no pudieron concebir la letra como niimero
generalizado, lo que les pudo impedir usar el concepto de ecuacion para encontrar la in-
cognita solicitada. Esto es, establecer la equivalencia entre la expresion algebraica v el
valor dado para los costos de produccion que lo llevaria a plantear una ecuacion v, de re-
solverla, a encontrar el niimero de discos correspondientes a esos costos de produccion
(fig. 4).

Ademas, cabe sefialar que el 80% de los estudiantes no utilizo la mformacion que
habia consignado en su tabla para responder otras preguntas, en concordancia con lo re-
portado por Amaya v Barrera (2009), donde la mayoria de los alumnos realizé nuevos
procedimientos para responder una pregunta, cuya respuesta yva habia obtenido al llenar
la tabla.
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Figura 4. Descripcion del procedimento efectuado por el estudiante E18

Se evidencia en los estudiantes dificultades para conectar las representaciones en los
registros tabular, analitico v del lengnaje materno, en sintonia con lo reportado por San-
chez-Matamoros et al. (2008), lo que segin Hitt (2000) podria utilizarse comeo indicio de
s1 se comprende o no la simacion.

Cuestion 7. “Obtén una expresion matematica que permita calcular los costos de pro-
duccion para cualquier cantidad de discos compactos™.

El mismo grupo de estudiantes que pudo relacionar los elementos de la funcion mo-
deld la situacion funcional, recurmendo v sin recurnr a un registro auxiliar. De salida es-
cribieron una expresion analitica v la utilizaron para obtener otras respuestas. como se
muestra en la Fig. 4. El estudiante E,; presenta claras evidencias de haber encontrado
una expresion algebraica v utilizarla para obtener algunas de las respuestas que se le so-
licitaron. Este resultado corrobora una vieja creencia popular segin la cual es mas facil
el trabajo con funciones partiendo del registro algebraico como registro principal. Ade-
mas. hay una creencia generalizada entre los estudiantes que al solicitarseles una expre-
510n matematica que modele la situacion, se les esta pidiendo que escriban una formula.
De hecho. aqui un reducido grupo de estudiantes (4%) propuso como modelo una tabla.
En general. no conciben como un modelo matematico otra representacion que no sea la
algebraica.

Cuestion 8. “Realiza una grdfica que represente esta situacion .
En la conversion al registro grafico también presentaron dificultades relacionadas es-

pecificamente con la congruencia entre los ejes v el sistema de unidades utilizado para
demarcarlos. Colocaron en los ejes la secuencia de niimeros en el orden en que los iban
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Figura 5. Grafica realizada
por el estudiante ES e

encontrando al ir resolviendo el polinomio aritmético, sin tener en cuenta el orden v car-
dinal en la variable independiente. Algo similar fue reportado por Dolores (2004). quien
encontro que los estudiantes asociaban el comportamiento de las imagenes en las gra-
ficas con el comportamiento de sus abscisas. sin importarles el signo de sus ordenadas.

En el caso presente. los estudiantes si tuvieron en cuenta el signo de las ordenadas,
pero no la ubicacion en los ejes. La dificultad estuvo asociada al funcionamiento del re-
gistro grafico v a la coordinacion con el tabular (Duval, 2004). En la Fig. 5 se puede ver
que el estudiante E: asigno longitudes similares a los segmentos 0-116000 v 116000-
128000; es decir, la secuencia que siguid en la marcacion de los ejes no corresponde a
una progresion aritmetica como habria de esperarse. Ademas. en la resolucion de este
alumno se evidencia el uso de la funcién afin en lugar de la lineal. Los estudiantes tienen
tendencia a hacer “pasar por el origen” a las representaciones graficas de rectas.

Otro aspecto que cabe destacar es el relacionado con la contimuidad de la grafica.
Aungue los valores del dominio son discretos, el estudiante Es los asumid como conti-
nuos, uniendo los puntos marcados hasta obtener una funcion continna como se mues-
tra en la Fig. 5. quizas por esa “rara tendencia” que tienen los alumnos a unir todos los
puntos de una funcion (Gatica. Tauber v Ruiz, 2002). Segun estos autores, la grafica-
cion comprende acciones de interpretacion v construccion. La interpretacion se refiere a
la habilidad de los estudiantes para leer v darle significado a una grafica, mientras que la
construccion se refiere a crear algo nuevo. elaborando una grafica a partir de una regla
funcional dada. En este caso, parece que ambas acciones se realizaron parcialmente: la
mterpretacion porque no pudieron relacionar elementos de la funcion del registro tabu-
lar con sus equivalentes en el registro grafico. confundiendo por ejemplo dominio con
rango; la construccion porque no ubicaron los elementos que encontraron en el registro
tabular en el lugar correspondiente en el registro grafico. De esta manera las dos repre-
sentaciones, tabular v grafica. no resultaron congruentes. Ademas, para los estudiantes,
la grafica de la funcién depende de los puntos que se tomen para graficarla.
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CONCLUSIONES

Los resultados de la investigacion muestran que la transformacion de registros de re-
presentaciom de una funcion es una actividad compleja para estudiantes de la media aca-
démica, a pesar de que en dos cursos previos habian trabajado con funciones. La misma
no es espontanea y requiere una ensefianza intencionada que, en concordancia con Ro-
miti, Sgreccia v Caliganis (2012), procure atender de manera equitativa a los diversos re-
gistros, tanto en actividades de tratanuento como de conversion.

Las dificultades de los estudiantes estuvieron relacionadas con la identificacion del
contemido de las representaciones, la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar
una incognita, el funcionamiento de los registros v la coordinacion o conversion entre
dichos registros.

En cuanto a la identificacion del contenmido de una funcion en el registro tabular,
como registro de partida, la mavoria de los estudiantes pudo identificar algunos elemen-
tos, pero no los suficientes para hacer transformaciones acordes a las cusstiones solicita-
das. Por ejemplo, muchos se dieron cuenta que la secuencia para los costos 1ba de 12000
en 12000 cuando el nimero de discos cambiaba de 1000 en 1000. Sin embargo. esto no
fue suficiente para determunar el patron de crecimiento de la situacion. Trabajaron la fun-
ci1on lineal como si fuera una funcion afin v para encontrar los resultados solicitados rea-
lizaron una regla de tres simple directa. Este hecho les impidio llenar correctamente la
tabla. dar respuestas acertadas a las cuestiones planteadas. v realizar correctamente la
grafica. No obstante, los estudiantes 1dentificaron en la situacion rasgos caracteristicos
genuinos del concepto de funcion. lo que &5 un gran avance en su desarrollo de pensa-
miento variacional ¥ un indicio claro de que algo se ha comprendido del concepto. Pero
dio la impresion que fue una comprension parcial, que se evidencid solo en algunas de
las cuestiones planteadas, como si de una pregunta a otra se hubiera cambiado la mues-
tra de estudiantes.

Teniendo en cuenta lo anterior se plantea como una posibilidad de trabajo en el aula,
para contribuir a mejorar estos desempefios estudiantiles, formular preguntas interme-
dias del tipo: jeomo estd constituide el costo de produccion de discos?, ;hay costos fijos
(independientes de la cantidad a producir) v costos variables (segim la cantidad de dis-
cos gue se produzean)?, ;podrias identificarlos: costo fijo: ....; costo de 1000 discos: ...,
de 500 discos: ..., de 100 discos: ..., de I disco:...?

En la utilizacion del concepto de ecuacion para encontrar una incognita, la dificultad
estuvo en que la mayoria no pudo hallar una expresion algebraica que representara la si-
tuacion, v los que la obtuvieron no establecieron la equivalencia entre esta v el valor nu-
meérnico dado para los costos de produccion. lo que los llevaria a la ecuacion requerida.
Teniendo en cuenta la dificultad al hacer conversiones entre los registros algebraico v co-
loquial -en ambos sentidos-, una posible guia para ello es: sabemos gue el costo fijo es
104000 délares, que el costo por unidad es de 12 ddlares v que se gastaron 314000 do-
lares en produccion de discos:

L
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104000 + 12 X = 314000
costo fifo costo de cada cantidad de discos lo que se gastd
unidad producidos

i Puedes obtener la cantidad de discos producidos? Hazlo e indica otra/s forma/s posible/s
de hallar dicha cantidad

En el funcionamiento de los registros v la coordinacion entre ellos fue posible apre-
ciar que los estudiantes no reconocieron el registro tabular como apovo valido para
sustentar sus respuestas; necesitaron venficar sus respuestas en el registro algebraico
analitico antes de darlas. Para fortalecer este aspecto (v sin ignorar el recurso de calculos
mentales) una propuesta es: explicitar en la consigna “solo empleando la tabla”; soli-
citar “explicar con tus propias palabras que informacion aporta la tabla”; ;le agrega-
rigs o quitarias filas/columnas a la tabla?, jsi/no por queé?; ;con qué prefieren trabajar
las funciones: tablas, formulas, grdficos?, ;por qué?

En las transformaciones tipo conversion utilizaron como andamio el registro alge-
braico-analitico como paso previo hacia cualquier otro registro; incluso hasta en las
transformaciones tipo tratamiento siempre acudieron al registro algebraico-analitico
como paso obligado. Es decir, no se dieron tratamientos puros, siempre acudieron a este
registro auxiliar para hacer modificaciones o verificar cualquier cuestion por la que se les
indagara. Utilizando el registro tabular como registro principal hicieron las operaciones
en el registro algebraico-analitico v volvieron a hacer otra conversion de regreso al tabu-
lar como registro principal. donde terminaron el tratamiiento. Aqui surge la duda de s1 se
wviolo el principio de autosuficiencia de los registros ante una transformacion tipo trata-
miento (Duval, 2004) o es que estos dos registros comparten algunas reglas.

Finalmente, coincidimos con D" Amore (2006) en que el uso de distintas representa-
clones v su progresiva articulacion enriquecen el significado. conocimiento, compren-
s10m del objeto asi como su complejidad. Por ello robustecer el trabajo escolar en este
sentido es una de nuestras tareas.
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