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Resumen.
El concepto de calificación de ḿetodos de regularización espectrales (MREs) para problemas

inversos mal condicionados está fuertemente asociado con el orden de convergenciaóptimo del
error de regularización (H. W. Engl et al.,Regularization of inverse problems, volume 375
of Mathematics and its Applications, Kluwer Academic Publishers Group, Dordrecht (1996);
P. Math́e and S. V. Pereverzev, Inverse Problems, 19(3):789-803 (2003)). En este trabajo se
extiende la definicíon de calificacíon y se introducen tres niveles diferentes de este concepto:
débil, fuerte yóptimo. Se muestra que la calificación d́ebil extiende la definición introducida
por Math́e y Pereverzev en el año 2003, principalmente en el sentido que las funciones asociadas
a órdenes de convergencia y conjuntos fuente no necesariamente son las mismas. Se proveen
adeḿas una condición suficiente que garantiza que un MRE posee calificación en el sentido de
esta generalización como aśı tambíen condiciones necesarias y suficientes para que un orden de
convergencia dado sea calificación fuerte uóptima. Se muestra que algunos MREs que tienen
calificacíon cĺasica infinita, por ejemplo expansión en valores singulares truncada, método de
Landweber y ḿetodo de Showalter, poseen además calificacíon generalizada, la cual conlleva
a un orden de convergenciaóptimo del error de regularización. Se presentan varios ejemplos
que ilustran los niveles de calificación, las relaciones entre los mismos, como ası́ tambíen con
el concepto de calificación cĺasica y el introducido por Mathé y Pereverzev. Poŕultimo, se
muestran las implicaciones que tiene esta teorı́a en el contexto déordenes de convergencia,
resultados rećıprocos y conjuntos fuente maximales para problemas inversos mal condicionados
concretos.
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1 INTRODUCCI ÓN Y PRELIMINARES

SeaT : X → Y un operador lineal y acotado con rango no cerrado, dondeX y Y son
espacios de Hilbert de dimensión infinita. Bajo estas condiciones la ecuación operacional lineal

Tx = y (1)

es mal condicionada en el sentido queT †, la inversa generalizada de Moore-Penrose deT ,
no es acotada (Engl et al.(1996)). Dicha inversa está fuertemente relacionada con las solu-
ciones de ḿınimos cuadrados debido a que (1) tiene solucíon de ḿınimos cuadrados si y sólo
si y ∈ D(T †) .

= R(T ) ⊕R(T )⊥. En tal caso,x† .
= T †y es la solucíon de ḿınimos cuadrados

de ḿınima norma y el conjunto de todas las soluciones de mı́nimos cuadrados de (1) est́a dado
por x† + N (T ). Si el problema es mal condicionado entoncesx† no depende continuamente
del datoy. Por lo tanto, si en lugar del dato exactoy sólo se dispone de un dato aproximado
yδ, con

∥∥y − yδ
∥∥ ≤ δ, dondeδ > 0 es el nivel de ruido, entonces es posible queT †yδ ni

siquiera exista y si existe, no necesariamente será una buena aproximación dex†, aún cuando
δ sea muy pequẽno. Esta inestabilidad se hace evidente cuando se trata de aproximarx† por
métodos y procedimientos numéricos usuales. Ası́ por ejemplo, es posible que la aplicación del
procedimiento estándar de aproximaciones de mı́nimos cuadrados en una sucesión de subespa-
cios finito dimensionales{Xn} deX cuya uníon sea densa enX, resulte en una sucesión{xn}
de soluciones de ḿınimos cuadrados que no converja ax† (ver Seidman(1980)) ó, peor áun,
que diverja dex† con velocidad arbitrariamente grande (verSpies and Temperini(2006)).

Los problemas mal condicionados deben ser regularizados antes de pretender aproximar
numéricamente sus soluciones. Regularizar un problema mal condicionado como (1) significa
esencialmente aproximar el operadorT † por una familia paraḿetrica de operadores acotados
{Rα}, dondeα se denomina parámetro de regularización. Más precisamente, paraα ∈ (0, α0)
conα0 ∈ (0, +∞], seaRα : Y → X un operador continuo (no necesariamente lineal). Se dice
que la familia{Rα}α∈(0,α0) es una “familia de operadores de regularización (paraT †)”, si para
todoy ∈ D(T †), existe una regla de elección de paŕametrosα = α(δ, yδ) tal que

lim
δ→0+

sup
yδ∈Y

‖yδ−y‖≤δ

∥∥Rα(δ,yδ)y
δ − T †y

∥∥ = 0.

La regla de elección de paŕametrosα : IR+ × Y → (0, α0) es tal que

lim
δ→0+

sup
yδ∈Y

‖yδ−y‖≤δ

α(δ, yδ) = 0.

Siy ∈ D(T †), entoncesx† satisface la ecuación normal(T ∗T )x† = T ∗y y x† puede escribirse
como

x† .
= T †y =

∫ ‖T‖2+

0

1

λ
dEλT

∗y, (2)

donde{Eλ}λ∈IR es la familia espectral asociada al operador autoadjuntoT ∗T (ver Dutray and
Lions (1990), Engl et al.(1996)). Sin embargo, como estamos suponiendo queR(T ) no es
cerrado (y por lo tantoD(T †) es un subconjunto propio deY ), siy /∈ D(T †) entonces la integral
en (2) no existe, pues en tal caso0 ∈ σ(T ∗T ) y 1

λ
tiene un polo en 0. Adeḿas en este caso el

operadorT † definido en (2) paray ∈ D(T †) no es acotado. De aquı́ que muchos ḿetodos de

regularizacíon se basen en teorı́a espectral y consistan en definirRα
.
=

∫ ‖T‖2+

0
gα(λ) dEλT

∗
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donde{gα} es una familia de funciones adecuadamente elegida de modo que para todoλ ∈
(0, ‖T‖2] se tengalim

α→0+
gα(λ) = 1

λ
.

Sea{gα}α∈(0,α0) una familia paraḿetrica de funcionesgα : [0, +∞) → IR paraα ∈ (0, α0).
Diremos que{gα}α∈(0,α0) es un “ḿetodo de regularización espectral” (MRE), si satisface las
siguientes hiṕotesis:

H1. Para todoα ∈ (0, α0) fijo, gα(λ) es continua por tramos con respecto aλ, paraλ ∈
[0, +∞);

H2. Existe una constanteC > 0 (independiente deα) tal que|λgα(λ)| ≤ C para todo
λ ∈ [0, +∞);

H3. Para todoλ ∈ (0, +∞), lim
α→0+

gα(λ) = 1
λ
.

Se puede probar que si{gα}α∈(0,α0) es un MRE entonces la familia de operadores{Rα}α∈(0,α0)

definida por

Rα
.
=

∫
gα(λ) dEλ T ∗ = gα(T ∗T )T ∗,

es una familia de operadores de regularización paraT † (Engl et al.(1996), Teorema 4.1). En tal
caso diremos que{Rα}α∈(0,α0) es una “familia de regularización espectral paraT †”, en virtud
de que cada uno de sus elementos está definido en t́erminos de una integral con respecto a la
familia espectral{Eλ}λ∈IR asociada al operadorT ∗T . Dado el operadorT , es suficiente con
quegα(λ) est́e definida paraλ ∈ [0, ‖T‖2], puesEλ es “constante” fuera de ese intervalo.

Es bien sabido que para problemas mal condicionados no es posible reconstruir la solución
exactax† con ninǵun grado de precisión a menos que se disponga de información adicional
a-priori sobre la misma (Spies and Temperini(2006), Engl et al.(1996) Proposicíon 3.11).
Por otro lado, dada cierta información a-priori sobrex†, puede ser deseable conocer el mejor
orden de convergencia del error de regularización

∥∥Rαy − x†
∥∥ como funcíon del paŕametro de

regularizacíon α que pueda obtenerse con un método de regularización bajo esos supuestosa-
priori . Rećıprocamente, dado un cierto orden de convergencia, se puede estar interesado en
determinar la posible existencia de “conjuntos fuente” sobre los cuales un cierto método de
regularizacíon alcanza dicho orden de convergencia. En tal caso puede ser además de inteŕes
determinar “conjuntos fuente maximales”. Estos problemas están fuertemente relacionados con
el concepto de calificación de un ḿetodo de regularización (Engl et al.(1996), Neubauer(1994),
Neubauer(1997)).

De aqúı en adelante denotaremos con{gα} al MRE{gα}α∈(0,α0). A continuacíon recordamos
la definicíon de calificacíon cĺasica para ḿetodos de regularización espectral (verEngl et al.
(1996)).

Definición 1.1. Sea{gα} un MRE. Denotemos conI(gα) al conjunto

I(gα)
.
= {µ ≥ 0 : ∀λ ∈ [0, +∞),∃ k > 0 tal queλµ |1− λgα(λ)| ≤ k αµ ,∀α ∈ (0, α0)}

y seaµ0
.
= sup

µ∈I(gα)

µ. Si 0 < µ0 < +∞, decimos que{gα} posee calificacíon clásica. En tal

caso, el ńumeroµ0 se denomina orden de la calificación clásica.

Es oportuno observar aquı́ queI(gα) es siempre no vacı́o puesto que0 ∈ I(gα) en virtud de
H2.

Mathé y Pereverzev introdujeron por primera vez la siguiente definición de calificacíon de
un método de regularización espectral, con lo cual formalizaron y extendieron la noción cĺasica
de este concepto (verMathé and Pereverzev(2003)).
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Definición 1.2. Seaρ : (0, a] → (0,∞) una funcíon creciente. Se dice que el método de
regularizacíon{gα} tiene calificacíonρ si existe una constanteγ ∈ (0,∞) tal que

sup
λ∈(0,a]

|1− λgα(λ)| ρ(λ) ≤ γ ρ(α) ∀ α ∈ (0, a]. (3)

En este trabajo generalizamos el concepto previo, principalmente permitiendo que la función
ρ(λ) en el primer miembro de (3) se sustituya por una función generals(λ) con propiedades
similares.

Obs. 1.3.Es importante sẽnalar que enEngl et al.(1996) la “calificaci ón clásica” se define
como el ńumeroµ0 de la Definicíon 1.1 (aún en el casoµ0 = ∞). Sin embargo, desde nuestro
punto de vista la “calificacíon generalizada” de un ḿetodo no seŕa un ńumero sino ḿas bien
una funcíon del paŕametro de regularización α, como un orden de convergencia en el sentido
de la Definicíon 1.2. En el caso de MREs con calificación clásica de orden finito positivoµ0,
mostraremos que la correspondiente calificación generalizada será la funcíon ρ(α) = αµ0,
coincidiendo con el enfoque clásico. Como en los casos extremosµ0 = 0 y µ0 = ∞ dicha
función no define un orden de convergencia, hemos decidido excluirlos de la definición de
calificación clásica (Definicíon 1.1) y por ello en estos casos decimos que el método no tiene
calificación clásica.

La organizacíon de este trabajo es como sigue. En la Sección 2 se definen los conceptos
de par fuente-orden (débil y fuerte) y par orden-fuente para un MRE y a partir de ellos se in-
troducen tres niveles de calificación: d́ebil, fuerte yóptimo. Se provee adeḿas una condición
suficiente para la existencia de calificación d́ebil, como aśı tambíen condiciones necesarias y
suficientes para que un orden de convergencia dado sea calificación fuerte uóptima. En la
Seccíon 3 se dan ejemplos de los tres niveles de calificación y se muestran las relaciones exis-
tentes entre los mismos, con la calificación cĺasica y con la introducida por Mathé y Pereverzev.
En particular, se presentan MREs que no poseen calificación cĺasica y śı tienen calificacíon en
alguno de los niveles introducidos. En la Sección 4 se muestran las implicaciones que tiene
esta teoŕıa en el contexto déordenes de convergencia, resultados recı́procos y conjuntos fuente
maximales para problemas inversos mal condicionados.

2 RESULTADOS PRINCIPALES

Es bien sabido que hay métodos de regularización espectrales que no poseen calificación
clásica, e.g. descomposición en valores singulares truncada, método de Landweber, ḿetodo de
Showalter, debido a que el correspondienteµ0 dado en la Definicíon 1.1 es infinito. Sin em-
bargo, es posible observar que el concepto de calificación como orden de convergenciaóptimo
del error de regularización sigue subyacente en la mayorı́a de estos ḿetodos. En esta sección
generalizamos el concepto de calificación introducido por Math́e y Pereverzev enMathé and
Pereverzev(2003) y por lo tanto la nocíon de calificacíon cĺasica de un MRE. Adeḿas defin-
imos tres niveles de calificación: d́ebil, fuerte yóptimo, los cuales introducen una jerarquı́a
natural para los MREs. Mostramos que la calificación generalizada corresponde al nivel más
bajo. En particular, daremos una condición suficiente que garantice que un MRE posee califi-
cacíon en el sentido de esta generalización y condiciones necesarias y suficientes para que un
orden de convergencia dado sea calificación fuerte uóptima.

Denotaremos conO al conjunto de las funcionesρ : IR+ → IR+ no decrecientes tales que
lim

α→0+
ρ(α) = 0, y conS al conjunto de las funcioness : IR+

0 → IR+
0 continuas cons(0) = 0 y

tales ques(λ) > 0 para todoλ > 0.
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Definición 2.1. Seanρ, ρ̃ ∈ O. Decimos que “ρ precede ãρ en el origen”, y lo denotamos con
ρ ¹ ρ̃, si existen constantes positivasc y ε tales queρ(α) ≤ c ρ̃(α) para todoα ∈ (0, ε).

Definición 2.2. Seanρ, ρ̃ ∈ O. Decimos que “ρ y ρ̃ son equivalentes en el origen”, y lo
denotamos conρ ≈ ρ̃, si se preceden mutuamente en el origen, es decir, si existen constantes
ε, c1, c2, ε > 0, 0 < c1 < c2 < ∞ tales quec1 ρ(α) ≤ ρ̃(α) ≤ c2 ρ(α) para todoα ∈ (0, ε).

Claramente, “≈” introduce un orden de equivalencia enO. Análogas definiciones se uti-
lizarán paras, s̃ ∈ S.

Definición 2.3. Sean{gα} un MRE,rα(λ)
.
= 1− λgα(λ), ρ ∈ O y s ∈ S.

i) Decimos que(s, ρ) es un “par d́ebil fuente-orden para{gα}” si satisface

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= O(1) cuando α → 0+, ∀ λ > 0. (4)

ii) Decimos que(s, ρ) es un “par fuerte fuente-orden para{gα}” si es un par d́ebil fuente-
orden y no existeλ > 0 para el cual en(4), O(1) pueda reemplazarse poro(1). Es decir, si vale
(4) y adeḿas

lim sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

> 0 ∀ λ > 0. (5)

iii) Decimos que(ρ, s) es un “par orden-fuente para{gα}” si existen una constanteγ > 0 y
una funcíonh : (0, α0) → IR+ con lim

α→0+
h(α) = 0, tales que

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

≥ γ ∀ λ ∈ [h(α), +∞). (6)

En las definiciones precedentes nos referiremos a la función ρ como “orden de convergen-
cia” y a s como “funcíon fuente”. La raźon de usar esta terminologı́a quedaŕa clara en la
Seccíon 4 cuando veamos aplicaciones de estos conceptos en el contexto de resultados directos
y rećıprocos para ḿetodos de regularización.

En la siguiente definición introducimos el concepto de calificación generalizada y tres niveles
diferentes del mismo.

Definición 2.4. Sea{gα} un MRE.
i) Decimos queρ es “calificación generalizada o d́ebil de{gα}” si existe una funcíon s tal

que(s, ρ) es un par d́ebil fuente-orden para{gα}.
ii) Decimos queρ es “calificación fuerte de{gα}” si existe una funcíons tal que(s, ρ) es un

par fuerte fuente-orden para{gα}.
iii) Decimos queρ es “calificación óptima de{gα}” si existe una funcíon s tal que(s, ρ) es

un par fuerte fuente-orden para{gα} (es suficiente con que(s, ρ) sea un par d́ebil fuente-orden)
y (ρ, s) es un par orden-fuente para{gα}.

Es importante observar que la calificación d́ebil generaliza el concepto de calificación intro-
ducido enMathé and Pereverzev(2003) y por lo tanto, la nocíon de calificacíon cĺasica. En
efecto, si{gα} tiene calificacíon continuaρ(α) en el sentido de la Definición1.2y lim

α→0+
ρ(α) =

0, entonces la función

ρ̃(α)
.
=





0, si α = 0;
ρ(α), si 0 < α ≤ a;
ρ(a), si α > a.

(7)
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es calificacíon d́ebil de{gα}. Sin embargo, estas dos nociones no son equivalentes. Veremos
luego que es posible que una función sea calificación d́ebil de un MRE y no sea calificación
seǵun la Definicíon1.2(ver Ejemplo 8).

Es oportuno sẽnalar que si{gα} tiene calificacíon cĺasica de ordenµ0, entoncesρ(α) = αµ es
calificacíon d́ebil de{gα} y más áun,(λµ, αµ) es un par d́ebil fuente-orden para{gα} para todo
µ ∈ (0, µ0]. Rećıprocamente, si paraµ > 0, (λµ, αµ) es un par d́ebil fuente-orden para{gα},
entonces este ḿetodo tiene calificación cĺasica (de ordenµ0 ≥ µ) si µ0

.
= sup {µ : (λµ, αµ) es

un par d́ebil fuente-orden para{gα}}< +∞.
El siguiente resultado provee una condición suficiente para la existencia de calificación d́ebil

de un MRE. Por razones de brevedad, no presentamos aquı́ su demostración. Mayores detalles
pueden encontrarse enSpies and Temperini(2007).

Teorema 2.5.Sea{gα} un MRE tal que para todoλ > 0, gα(λ) es decreciente paraα ∈ (0, α0).
a) Si existen una función crecienteh : (0, α0) → IR+ con lim

α→0+
h(α) = 0, ρ∗ ∈ O y ε > 0

tales que para todoα ∈ (0, ε),

sup
λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| ≤ ρ∗(α), (8)

entonces{gα} tiene calificacíon d́ebil, y en tal casoρ∗ es calificacíon d́ebil del ḿetodo.
b) Si para todoα ∈ (0, α0), rα(λ) es positiva y mońotona decreciente paraλ ∈ (0, +∞),

entonces siempre es posible hallarh y ρ∗ como ena) que satisfagan (8) para todoα ∈ (0, α0).

Se deduce del teorema anterior que los MREs{gα} tales que para todoλ > 0, gα(λ) es
decreciente paraα ∈ (0, α0) y para todoα ∈ (0, α0), rα(λ) es positiva y decreciente para
λ > 0, poseen calificación d́ebil. Es importante observar que la mayorı́a de los ḿetodos usuales
satisfacen estas condiciones. En particular, el método de Landweber y el ḿetodo de Showalter.

Ahora, dados el MRE{gα} y ρ ∈ O, definimos

sρ(λ)
.
= lim inf

α→0+

ρ(α)

|rα(λ)| para λ ≥ 0. (9)

Notar quesρ(0) = 0.
En los pŕoximos tres resultados veremos que dada una funciónρ ∈ O, las caracterı́sticas de

la misma como posible calificación (fuerte uóptima) de un MRE se pueden determinar a partir
de propiedades de esta funciónsρ.

Teorema 2.6.(Condicíon necesaria y suficiente de calificación fuerte.) Una funcíonρ ∈ O tal
quesρ ∈ S es calificacíon fuerte de{gα} si y śolo si

0 < sρ(λ) < +∞ para todo λ > 0. (10)

Demostracíon. Supongamos queρ es calificacíon fuerte de{gα}. Entonces existe una
funcións ∈ S tal que(s, ρ) es par fuerte fuente-orden para{gα}. Luego, para todoλ > 0,

sρ(λ) = lim inf
α→0+

ρ(α)

|rα(λ)| =
1

lim sup
α→0+

|rα(λ)|
ρ(α)

=
s(λ)

lim sup
α→0+

s(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

.

Aśı, (10) se sigue entonces de (4) y (5).
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Rećıprocamente, supongamos ahora que0 < sρ(λ) < +∞ para todoλ > 0. Probaremos
queρ es calificacíon fuerte de{gα}. Para ello veamos que(sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden
para{gα}. Como0 < sρ(λ) < +∞ para todoλ > 0, se sigue que

lim sup
α→0+

sρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= sρ(λ) lim sup
α→0+

|rα(λ)|
ρ(α)

= 1 ∀ λ > 0.

Luego,sρ verifica (4) y (5), lo cual junto al hecho quesρ ∈ S implica que(sρ, ρ) es un par
fuerte fuente-orden y ası́, ρ es calificacíon fuerte de{gα}.
Teorema 2.7.Seanρ ∈ O calificación fuerte de{gα} y s ∈ S. Entonces(s, ρ) es un par fuerte
fuente-orden para{gα} si y śolo si existek > 0 tal ques(λ) ≤ k sρ(λ) para todoλ > 0.

Demostracíon. Comoρ es calificacíon fuerte,sρ(λ) > 0 para todoλ > 0 por el Teorema
2.6. Supongamos ahora que(s, ρ) es un par fuerte fuente-orden para{gα}. Entonces existen
constantes positivask y ε tales ques(λ)|rα(λ)|

ρ(α)
≤ k para todosλ > 0, α ∈ (0, ε). Luego, para

todoλ > 0
s(λ)

sρ(λ)
= s(λ) lim sup

α→0+

|rα(λ)|
ρ(α)

= lim sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

≤ k,

y por lo tantos(λ) ≤ k sρ(λ) para todoλ > 0.
Rećıprocamente, supongamos que existek > 0 tal ques(λ) ≤ k sρ(λ) para todoλ > 0.

Comosρ(λ) > 0 se sigue entonces que

k ≥ s(λ)

sρ(λ)
= lim sup

α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

∀ λ > 0,

es decir,(s, ρ) es un par d́ebil fuente-orden para{gα}. Adeḿas, comos(λ) y sρ(λ) son positivas
para todoλ > 0, se sigue ques(λ) verifica (5) y en consecuencia(s, ρ) es, ḿas áun, un par fuerte
fuente-orden para{gα}.
Teorema 2.8. (Condicíon necesaria y suficiente de calificación óptima.) Una funcíon ρ ∈ O
tal quesρ ∈ S es calificacíon óptima de{gα} si y śolo si sρ verifica (6) y (10).

Demostracíon. Supongamos queρ es calificacíon óptima. Entoncesρ es calificacíon fuerte
y se sigue del Teorema2.6quesρ verifica (10). Adeḿas, comoρ es calificacíon óptima, existe
s ∈ S tal que(s, ρ) es par fuerte fuente-orden y(ρ, s) es par orden-fuente. De estoúltimo se
sigue que existen una constanteγ > 0 y una funcíon h : (0, α0) → IR+ con lim

α→0+
h(α) = 0,

tales que
s(λ) |rα(λ)|

ρ(α)
≥ γ ∀ λ ∈ [h(α), +∞). (11)

Por otro lado, como(s, ρ) es par fuerte fuente-orden para{gα}, se sigue del Teorema2.7 que
existek > 0 tal que

s(λ) ≤ k sρ(λ) para todoλ > 0. (12)

De (11) y (12) resulta que

sρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

≥ γ

k
∀ λ ∈ [h(α), +∞),

es decir,sρ satisface (6) como queŕıamos probar.
Rećıprocamente, supongamos quesρ ∈ S verifica (6) y (10). Por el Teorema2.6se tiene que

(sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden para{gα} y (6) implica que(ρ, sρ) es un par orden-fuente.
Luego,ρ es calificacíon óptima de{gα}.
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El siguiente teorema, que presentamos sin demostración, permite afirmar que la función
fuente eśunica. Mayores detalles se pueden encontrar enSpies and Temperini(2007).

Teorema 2.9. (Unicidad de la funcíon fuente.) Siρ es calificacíon óptima de{gα} entonces
existe a lo sumo unáunica funcíon s (en el sentido de la clase de equivalencia inducida por la
Definición 2.2) tal que(s, ρ) es un par fuerte fuente-orden y(ρ, s) es un par orden-fuente para
{gα}. Más áun, sisρ ∈ S, entoncessρ es talúnica funcíon.

3 EJEMPLOS

A continuacíon se presentan varios ejemplos que ilustran los distintos niveles de calificación
introducidos en este artı́culo como aśı tambíen las relaciones entre los mismos, con el concepto
de calificacíon cĺasica y con la calificación introducida por Math́e y Pereverzev.

Ejemplo 1. El método de regularización de Tikhonov-Phillips{gα} dondegα(λ) = 1
λ+α

tiene calificacíon cĺasica de ordenµ0 = 1 (Engl et al.(1996)). Veremos queρ(α) = α es cali-
ficación óptima en el sentido de la Definición 2.4 iii) . En efecto, paraλ > 0, rα(λ) = α

α+λ
y

si ρ(α) = α entoncessρ(λ) = lim inf
α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| = lim

α→0
(λ + α) = λ > 0, es decir,sρ verifica (10).

Además, puesto que

sρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

=
λ

λ + α
≥ 1

2
∀ λ ∈ [α, +∞),

se tiene quesρ verifica (6). Del Teorema2.8 se sigue entonces queρ(α) = α es calificacíon
óptima de{gα}.

Ejemplo 2. Sea{gα} la familia de funciones asociada a la descomposición en valores sin-
gulares truncada (TSVD),

gα(λ)
.
=

{
1
λ
, si λ ∈ [α, +∞)

0, si λ ∈ [0, α).

Se sigue queµ0 = +∞, dondeµ0 es como en la Definición 1.1. Por lo tanto, TSVD no tiene
calificacíon cĺasica. En este caso, se tiene que

rα(λ) =

{
0, si λ ∈ [α, +∞)
1, si λ ∈ [0, α).

Seanh(α) = α y ρ ∈ O. Entonces

sup
λ∈[h(α),+∞)

|rα(λ)| = sup
λ≥α

|rα(λ)| = 0 ≤ ρ(α) para todoα ∈ (0, α0).

Luego, se sigue del Teorema2.5.a) que cualquier función ρ ∈ O es calificacíon d́ebil del
método. Sin embargo, TSVD no tiene calificación fuerte. En efecto, para cualquier función
ρ ∈ O se tiene quesρ(λ) = lim inf

α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| = +∞ para todoλ > 0. Por lo tanto, el Teorema2.6

implica queρ no es calificacíon fuerte del ḿetodo. EnMathé and Pereverzev(2003) se observ́o
que TSVD tiene calificación arbitraria en el sentido de la Definición1.2.

Ejemplo 3. Paraα ∈ (0, α0) conα0 < e−1, definimos

gα(λ)
.
=

1 + (ln α)−1

λ− (ln α)−1
, para todoλ ∈ [0, +∞).
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Claramente,{gα} satisface las hiṕotesisH1-H3 y por lo tanto es un MRE. Comorα(λ) =
1+λ

1−λ ln α
para todoλ ∈ [0, +∞), resulta que para todoµ > 0,

|rα(λ)|λµ

αµ
=

(1 + λ)λµ

αµ − λαµ ln α
→ +∞ cuandoα → 0+ para todoλ ∈ [0, +∞).

Luego,µ0 = 0 y por lo tanto{gα} no tiene calificacíon cĺasica.
Sin embargo, veremos queρ(α) = −(ln α)−1 es calificacíon óptima de{gα}. En efecto,

comosρ(λ) = lim inf
α→0+

ρ(α)
|rα(λ)| = lim

α→0

λ−(ln α)−1

1+λ
= λ

1+λ
∈ (0, +∞) para todoλ > 0 y

sρ(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

=
λ

λ− (ln α)−1
≥ 1

2
∀ λ ∈ [−(ln α)−1, +∞),

se sigue del Teorema2.8queρ(α) = −(ln α)−1 es calificacíon óptima de{gα}.
Ejemplo 4. Sea{gα} el MRE definido en el Ejemplo 3, el cual no tiene calificación cĺasica

debido a queµ0 = 0. En dicho ejemplo probamos que−(ln α)−1 es calificacíon óptima y en
consecuencia, débil. Como−(ln α)−1 ¹ (− ln α)−

1
2 , se deduce inmediatamente queρ(α) =

(− ln α)−
1
2 es calificacíon d́ebil. Veamos queρ no es calificacíon fuerte del ḿetodo. Para

cualquiers ∈ S, se tiene que

lim sup
α→0+

s(λ) |rα(λ)|
ρ(α)

= lim sup
α→0+

s(λ) (1 + λ)

(1− λ ln α) (− ln α)−
1
2

= 0 ∀ λ > 0.

Es importante observar que siρ(α) = αµ es calificacíon fuerte de un MRE entonces se sigue
inmediatamente de la definición de par fuerte fuente-orden que el método tiene calificación
clásica de ordenµ. En el siguiente ejemplo veremos que el recı́proco no es cierto. Luego, es la
calificacíon d́ebil y no la fuerte la que generaliza la noción cĺasica de este concepto.

Ejemplo 5. Paraα ∈ (0, α0) conα0 < 1/2 definimos

hα(λ)
.
=

α

α + ln( α
α+λ

)

y

gα(λ)
.
=





1−hα(λ)
λ+hα(λ)

, si λ ∈ [2α, +∞)

1−hα(2α)
2α+hα(2α)

=
(
2α− α+2α2

ln 3

)−1

, si λ ∈ [0, 2α).

En este caso,

rα(λ)
.
=





α(1+λ)
λ ln( α

α+λ
)+α(1+λ)

, si λ ∈ [2α, +∞)

1− λ
(
2α− α+2α2

ln 3

)−1

, si λ ∈ [0, 2α).

Es inmediato probar que{gα} es un MRE con calificación cĺasica de ordenµ0 = 1. Sin em-
bargo,ρ(α) = α no es calificacíon fuerte del ḿetodo. En efecto, para cualquiers ∈ S, se puede
ver que

s(λ) |rα(λ)|
α

= o(1) cuando α → 0+, ∀ λ ≥ 0

y por lo tanto no se satisface (5).
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Los MREs que poseen calificación fuerte que no eśoptima tienen propiedades muy particula-
res. Por ejemplo, es posible probar que siρ es calificacíon fuerte nóoptima, entonces para todo
λ > 0, la funcíon sρ(λ)|rα(λ)|

ρ(α)
no es de variación acotada como función deα en ninǵun entorno

deα = 0. Aún aśı, el siguiente ejemplo prueba la existencia de un MRE con calificación fuerte
no óptima y muestra que calificación fuerte no implica calificación óptima.

Ejemplo 6. Paraα, λ > 0 definimosgα(λ) mediante

gα(λ)
.
= λ−1(1− e−

λ
α )− e

− 1√
α λ−3/2

∣∣∣sin(λ
3
2 /α)

∣∣∣ ,

de modo que

rα(λ) = e−
λ
α + e

− 1√
α λ−1/2

∣∣∣sin(λ
3
2 /α)

∣∣∣ .

Se puede verificar inmediatamente que{gα} es un MRE que no posee calificación cĺasica (µ0 =

∞). Sin embargo, conρ(α)
.
= e

− 1√
α se tiene que

sρ(λ) = lim inf
α→0+

ρ(α)

rα(λ)

=
1

lim sup
α→0+

[
e
− λ

α
+ 1√

α + λ−1/2| sin(λ
3
2 /α)|

]

= λ
1
2 .

Comosρ(λ) = λ1/2 ∈ S, por el Teorema2.6 (sρ, ρ) es un par fuerte fuente-orden yρ(α) =
e−1/

√
α es calificacíon fuerte del ḿetodo. Sin embargo,∀λ > 0 se tiene que

lim inf
α→0+

sρ(λ)|rα(λ)|
ρ(α)

= lim inf
α→0+

(
λ1/2e

1√
α
− λ

α + | sin(λ
3
2 /α)|

)
= 0,

por lo tanto no vale (6) y ρ(α) = e
− 1√

α no es calificacíon óptima del ḿetodo.

Ejemplo 7. Consideremos el ḿetodo de Showalter dondegα(λ)
.
= 1

λ
(1−e−

λ
α ). Este ḿetodo

no tiene calificacíon cĺasica puesµ0 = ∞. Se sigue del Teorema2.5 queρ(α) = e
− 1√

α es
calificacíon d́ebil de este ḿetodo. Sin embargo, se puede ver fácilmente que dicha función no
satisface la condición (3) y por lo tantoρ(α) no es calificacíon en el sentido de la Definición
1.2.

Ejemplo 8. Como mencionamos anteriormente, el método de Landweber{gα} dondegα(λ)
.
=

1
λ
(1− (1− µλ)

1
α ), paraα ≤ 1 y µ < 1

‖T‖2 , no tiene calificacíon cĺasica debido a queµ0 = ∞.

Se puede probar fácilmente usando el Teorema2.5queρ(α) = (1−µα
1
2 )

1
α es calificacíon d́ebil

de este ḿetodo.

Observar que los Ejemplos 2, 3, 4, 6, 7 y 8 corresponden a métodos de regularización espec-
tral que no poseen calificación cĺasica, y sin embargo sı́ poseen calificación en alguno de los
sentidos en que este concepto ha sido extendido en el presente artı́culo en la Definicíon2.4.

En la Figura 1 se visualizan los distintos niveles de calificación introducidos en este artı́culo
y la relacíon entre los mismos como ası́ tambíen con la calificacíon cĺasica y la calificacíon
introducida por Math́e y Pereverzev.
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Óptimo

Fuerte

Ejemplo 6

Ejemplos 2 y 4

Clásica

Ejemplo 5

Calificación en el sentido de
Mathé-Pereverzev (2003) Débil

(    continua)

Ejemplo 7

Mathé and Pereverzev
(2003), Remark 4

Figura 1. Relacíon entre los diferentes niveles de calificación, la calificacíon cĺasica y la califi-
cacíon definida enMathé and Pereverzev(2003).

4 ÓRDENES DE CONVERGENCIA, RESULTADOS RECÍPROCOS Y CONJUNTOS
FUENTE MAXIMALES

En esta sección presentamos algunas implicaciones que tiene la generalización del concepto
de calificacíon en el contexto déordenes de convergencia, resultados recı́procos y conjuntos
fuente maximales para problemas inversos mal condicionados.

SeanX,Y espacios de Hilbert de dimensión infinita y T : X → Y un operador lineal,
acotado, inversible conR(T ) no cerrado. Paras ∈ S, entenderemos por “conjunto fuente
asociado a la funcións y al operadorT ” al conjuntoR(s(T ∗T )).

El siguiente resultado directo, cuya demostración se sigue inmediatamente del concepto de
par d́ebil fuente-orden, afirma que si la solución exactax† del problemaTx = y pertenece al
conjunto fuenteR(s(T ∗T )) y (s, ρ) es un par d́ebil fuente-orden para{gα}, entonces el error
de regularizacíon

∥∥Rαy − x†
∥∥ tiene orden de convergenciaρ(α). Por razones de brevedad no

damos la demostración aqúı.

Teorema 4.1.Seanρ calificación d́ebil de{gα} y s ∈ S tal que(s, ρ) es un par d́ebil fuente-
orden para{gα}. Si x† .

= T †y ∈ R(s(T ∗T )) entonces
∥∥(Rα − T †)y

∥∥ = O(ρ(α)) cuando
α → 0+.

El resultado anterior es una generalización del Teorema 4.3 deEngl et al.(1996) al caso de
MRE con calificacíon d́ebil y conjuntos fuente generales. En efecto, este corresponde al caso
particular en que{gα} tiene calificacíon cĺasica de ordenµ.

El siguiente resultado recı́proco afirma que si el error de regularización tiene orden de con-
vergenciaρ(α) y (ρ, s) es un par orden-fuente entonces la solución exacta pertenece al rango
del operadors(T ∗T ).

Teorema 4.2.Si (ρ, s) es un par orden-fuente para{gα} y
∥∥(Rα − T †)y

∥∥ = O(ρ(α)) cuando
α → 0+, entoncesx† ∈ R(s(T ∗T )).
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Demostracíon. Se sigue inmediatamente de la definición de par orden-fuente para{gα}.
Es oportuno observar que el Teorema4.2 es una generalización del Teorema 4.11 deEngl

et al.(1996). En efecto, estéultimo corresponde al caso particular en ques(λ)
.
= λµ y ρ(α)

.
=

αµ. Si adeḿasρ es calificacíon óptima entonces también vale el rećıproco del Teorema4.2,
como se prueba a continuación.

Teorema 4.3.Siρ es calificacíonóptima de{gα} y sρ ∈ S, entonces
∥∥(Rα − T †)y

∥∥ = O(ρ(α))
cuandoα → 0+ si y śolo six† ∈ R(sρ(T

∗T )).

Demostracíon. Seanρ calificacíon óptima de{gα} y sρ ∈ S. Entonces por el Teorema2.9,
(ρ, sρ) es par orden-fuente para{gα} y como

∥∥(Rα − T †)y
∥∥ = O(ρ(α)) cuandoα → 0+, se

sigue del Teorema4.2quex† ∈ R(sρ(T
∗T )).

Rećıprocamente, six† ∈ R(sρ(T
∗T )), como en virtud del Teorema2.9 (sρ, ρ) es par fuerte

fuente-orden, el Teorema4.1 implica que
∥∥(Rα − T †)y

∥∥ = O(ρ(α)) cuandoα → 0+.

Un resultado importante en lo que respecta a la existencia y maximalidad de conjuntos fuente
es el siguiente: siρ es calificacíon fuerte de un MRE ysρ ∈ S se sigue inmediatamente del
Teorema2.7queR(sρ(T

∗T )) es un conjunto fuente maximal dondeρ es orden de convergencia
del error de regularización. Más precisamente, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.4.Seanρ ∈ O calificación fuerte de{gα} tal quesρ ∈ S y s ∈ S. Si (s, ρ) es
un par fuerte fuente-orden para{gα} y R(s(T ∗T )) ⊃ R(sρ(T

∗T )) entoncesR(s(T ∗T )) =
R(sρ(T

∗T )).

Demostracíon. Bajo las hiṕotesis del Teorema2.7, existek > 0 tal ques(λ) ≤ k sρ(λ) para
todoλ > 0, lo cual implica queR(s(T ∗T )) ⊂ R(sρ(T

∗T )).
Si adeḿasρ es calificacíon óptima se obtiene el siguiente resultado más fuerte.

Teorema 4.5.Si ρ ∈ O es calificacíon óptima de{gα} y sρ ∈ S, entoncesR(sρ(T
∗T )) es el

único conjunto fuente dondeρ es calificacíon óptima de{gα}.
Demostracíon. Este resultado se sigue inmediatamente del Teorema2.9.

Ejemplos:

1. Para la regularización de Tikhonov-Phillips eĺunico conjunto fuente dondeρ(α) = α es
calificacíon óptima esR(sρ(T

∗T )) = R(T ∗T ), puesto que en este casosρ(λ) = λ.
2. En el Ejemplo 3 de la Sección 3 vimos queρ(α) = −(ln α)−1 es calificacíon óptima de

{gα} y sρ(λ) = λ
1+λ

. Puesto que λ
1+λ

≈ λ se tiene queR(sρ(T
∗T )) = R(T ∗T ) es elúnico

conjunto fuente dondeρ es calificacíon óptima.

3. En el Ejemplo 6 de la sección anterior paraρ(α)
.
= e

− 1√
α se tiene quesρ(λ) = λ1/2.

Comoρ es calificacíon fuerte del MRE, se sigue queR(sρ(T
∗T )) = (T ∗T )1/2 es un conjunto

fuente maximal dondeρ es orden de convergencia del error de regularización.

4. Como vimos en el Ejemplo 7,ρ(α) = e
− 1√

α es calificacíon d́ebil del ḿetodo de Showalter.
Se puede ver fácilmente que para cadas ∈ S, (s, ρ) es un par d́ebil fuente-orden para el ḿetodo.
Por lo tanto, se sigue del Teorema4.1que el error de regularización

∥∥Rαy − x†
∥∥ tiene orden de

convergenciaρ(α) = e
− 1√

α siempre quex† ∈ ⋃
s∈S
R(s(T ∗T )).

5. Para el ḿetodo de Landweber dado en el Ejemplo 8 y la función ρ(α) = (1 − µ
√

α )
1
α

sucede lo mismo que en 4.
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5 CONCLUSIONES

En este trabajo se extendió la definicíon de calificacíon introducida enMathé and Pereverzev
(2003), principalmente permitiendo que las funciones asociadas aórdenes de convergencia y
conjuntos fuente no necesariamente sean las mismas. Se introdujeron tres niveles de califi-
cacíon generalizada: d́ebil, fuerte yóptimo. Se mostŕo que el primero de estos niveles extiende
la definicíon de calificacíon dada por Math́e y Pereverzev y se presentó un ejemplo de un MRE
que tiene calificación d́ebil que no es calificación en el sentido de la Definición 1.2. Se dio
una condicíon suficiente que garantiza que un MRE posee calificación en el sentido de esta
generalizacíon. Tambíen se probaron condiciones necesarias y suficientes para que un orden de
convergencia dado sea calificación fuerte uóptima. Se presentaron varios ejemplos de MREs
que no tienen calificación cĺasica y śı poseen calificación generalizada en alguno de los nive-
les definidos en este trabajo. Porúltimo, se mostraron brevemente algunas implicaciones de
esta teoŕıa en el contexto déordenes de convergencia, resultados recı́procos y conjuntos fuente
maximales para problemas inversos mal condicionados.
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