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Resumen. Un procedimiento muy utilizado en diversas aplicaciones para aproximar
las soluciones de un problema inverso infinito-dimensional de la forma Ax = b, donde
A es un operador lineal y compacto sobre un cierto espacio de Hilbert X y b es el
dato dado, consiste en encontrar una sucesión {XN} de subespacios aproximantes finito-
dimensionales de X cuya unión es densa en X y construir la sucesión {xN} de soluciones
de mı́nimos cuadrados del problema en cada subespacio XN . En [3], Seidman demostró
que si el problema es mal condicionado, entonces sin ninguna hipótesis adicional sobre
la solución exacta o sobre la sucesión de subespacios aproximantes {XN}, no se puede
garantizar que la sucesión {xN} convergerá a la solución exacta. En este art́ıculo se
extiende este resultado: se prueba que si X es separable, entonces para cualquier b ∈ X,
b 6= 0, y para cualquier función no negativa definida sobre los naturales f : IN → IR+,
existe un operador lineal, compacto e inyectivo A y una sucesión creciente de subespacios
finito-dimensionales XN ⊂ X tales que

∥∥xN −A−1b
∥∥ ≥ f(N) para todo N ∈ IN, donde

xN es la solución de mı́nimos cuadrados del problema Ax = b en XN .

1. Introducción y Preliminares

Dentro de un marco matemático bastante general un problema inverso lineal en di-
mensión infinita se puede presentar como la necesidad de determinar x en una ecuación
de la forma

(1.1) Ax = b,

donde A : X → Y es un operador lineal y acotado, X, Y son espacios de Hilbert de
dimensión infinita, el rango de A no es cerrado y b es un dato conocido. En tal caso, la
inversa generalizada de Moore-Penrose del operador A, A†, no es acotada y por lo tanto
el problema inverso (1.1) es mal condicionado [1]. Es bien sabido que si b ∈ R(A†), la
mejor solución aproximada (i.e. la solución de mı́nimos cuadrados de mı́nima norma) de
(1.1) está dada por x† .

= A†b. En lo que sigue nos referiremos a x† como la “solución
exacta” de (1.1). Un procedimiento estándar para aproximar las soluciones de este tipo
de problemas es la estimación de mı́nimos cuadrados. Dada una sucesión creciente {XN}
de subespacios de X de dimensión finita cuya unión es densa en X, xN es solución de
mı́nimos cuadrados en XN si minimiza ‖Ax− b‖2 para x ∈ XN .
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Es sabido que en problemas mal condicionados, sin supuestos adicionales sobre la
solución exacta o sobre la sucesión de subespacios aproximantes XN , no se puede garan-
tizar que la sucesión de soluciones de mı́nimos cuadrados converja a la solución exacta.
Más precisamente, T. Seidman probó en [3] que si X es un espacio de Hilbert separable de
dimensión infinita, B

.
= {en}∞n=1 es una base ortonormal de X y XN

.
= span{e1, ..., eN},

entonces existen un operador lineal A : X → X compacto, inyectivo, autoadjunto y
de rango denso en X y b ∈ R(A), b = Ax∗ para algún x∗ ∈ X, tales que si xN es la
solución de mı́nimos cuadrados de Ax = b en XN , entonces ‖xN − x∗‖ → ∞. Es impor-
tante señalar aqúı que esta falta de convergencia no es una consecuencia del método de
mı́nimos cuadrados, sino de elegir la sucesión de subespacios aproximantes sin tener en
cuenta el operador A que define el problema. Por ejemplo, Luecke y Hickey [2] probaron
que cuando el operador A es compacto y los subespacios XN son los autoespacios asocia-
dos a la descomposición en valores singulares de A, la sucesión de soluciones de mı́nimos
cuadrados siempre converge a la solución exacta.

En este trabajo se extiende el resultado de Seidman en el siguiente sentido: se demuestra
que es posible que la solución de mı́nimos cuadrados diverja de la solución exacta con
cualquier velocidad arbitrariamente grande, prescrita a-priori. Para ello, necesitamos
introducir las siguientes definiciones.

Definición 1.1. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y B
.
=

{en}∞n=1 una base ortogonal de X. Se dice que un elemento x ∈ X es “degenerado con
respecto a la base B” si puede escribirse como una combinación lineal finita de elementos
de B; caso contrario se dice que x es “no degenerado con respecto a B”. En particular,
si 〈x, en〉 6= 0 ∀ n ∈ IN se dice que x es “fuertemente no degenerado con respecto a B”.
Si 〈x, en〉 6= 0 para infinitos valores de n, se dice que x es “débilmente no degenerado
con respecto a B”. Claramente, todo elemento fuertemente no degenerado en una base es
también débilmente no degenerado en la misma base.

2. Resultados Principales

El siguiente teorema afirma que dados un espacio de Hilbert separable de dimensión
infinita arbitrario X y un elemento b ∈ X, b 6= 0, existe un operador lineal A tal que las
soluciones de mı́nimos cuadrados del problema Ax = b en XN se alejan de la solución
exacta con velocidad arbitrariamente grande. Por razones de brevedad presentaremos
aqúı sólo un bosquejo de la demostración. Mayores detalles pueden encontrarse en [4].

Teorema 2.1. ([4]) Sean X un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y f :
N → IR+ una función creciente arbitraria. Entonces para cada b ∈ X, b 6= 0, existen
una sucesión creciente de subespacios XN cuya unión es densa en X y un operador lineal
A = A(b, f) : X → X, compacto, inyectivo y de rango denso en X, tales que b = Ax∗ para
algún x∗ ∈ X, y si xN es la solución de mı́nimos cuadrados de Ax = b en XN , entonces
‖xN − x∗‖ > f(N) para todo N ∈ IN.

Demostración. Dado b ∈ X, b 6= 0, es posible probar que existe una base ortonormal
B

.
= {en}∞n=1 de X tal que b es fuertemente no degenerado con respecto a B. Luego, dada

esta base B, para cada par de sucesiones {αn}, {βn} ∈ `2 que satisfacen

(2.1) αn 6= 0 ∀ n ∈ IN, β1 = 0, βn 6= 0 ∀ n ≥ 2,

se tiene que el operador lineal A : X → X definido por

Ax
.
=

∞∑
n=1

(αnξn + βnξ1) en,
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donde x =
∑∞

n=1 ξnen ∈ X, es compacto, inyectivo y tiene rango denso en X.
Por último, se puede ver que dado cualquier b ∈ X fuertemente no degenerado con

respecto a B es posible elegir las sucesiones {αn}, {βn} ∈ `2 de manera tal que, además
de satisfacer (2.1), se tenga que b ∈ R(A) y, si xN es la solución de mı́nimos cuadrados
de Ax = b en XN , entonces ‖xN − A−1b‖ ≥ f(N) para todo N ∈ IN. ¤

Cuando se aplica el método de mı́nimos cuadrados para resolver problemas concretos,
usualmente la base B

.
= {en}∞n=1 está dada y los subespacios XN se eligen como XN

.
=

span{e1, ..., eN}. En el siguiente resultado se muestra que en este caso, para cualquier
b ∈ X débilmente no degenerado con respecto a la base B y para cualquier función
f : N → IR+ creciente no negativa, es posible construir un operador A = A(b, f) tal que
las soluciones de mı́nimos cuadrados de Ax = b en XN diverjan de la solución exacta con
velocidad arbitraria. Nuevamente presentamos aqúı sólo un bosquejo de la demostración
de este resultado.

Corolario 2.2. ([4]) Sean X un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita, f :
N→ IR+ una función creciente arbitraria, B

.
= {en}∞n=1 una base ortonormal de X, b ∈ X

débilmente no degenerado con respecto a la base B y XN
.
= span{e1, ..., eN}. Entonces

existe un operador lineal A = A(b, f) : X → X, compacto, inyectivo y de rango denso en
X tal que b = Ax̂ para algún x̂ ∈ X y, si xN es la solución de mı́nimos cuadrados de
Ax = b en XN , entonces ‖xN − x̂‖ > f(N) para todo N ∈ IN.

Demostración. Se definen

∆
.
= {n ∈ IN : 〈b, en〉 6= 0}, Γ

.
= IN \∆,

B∆ .
= {enj

: nj ∈ ∆}, BΓ .
= {emj

: mj ∈ Γ}
y Xb

.
= span B∆. Es inmediato que

span BΓ = X⊥
b

y que b es fuertemente no degenerado con respecto a la base B∆ de Xb. Como Xb es
un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita, el Teorema 2.1 implica que existe
un operador lineal A∆ : Xb → Xb compacto, inyectivo y de rango denso en Xb tal que
b = A∆x̂ para algún x̂ ∈ Xb y si x∆

M es la solución de mı́nimos cuadrados de A∆x = b en

X∆
M

.
= span {enj

}M
j=1 ⊂ Xb,

entonces ∥∥x∆
M − x̂

∥∥ ≥ f̃(M) ∀ M ∈ IN,

donde f̃(j)
.
= f(nj+1).

Finalmente, se construye el operador A como una extensión apropiada de A∆ a todo
el espacio X. La forma en que se realiza esta extensión depende de la cardinalidad del
conjunto Γ. ¤

Puede pensarse que el resultado del corolario anterior tiene poca relevancia desde el
punto de vista práctico pues podŕıa suceder que en un entorno de b, el único valor de
η ∈ R(A) para el cual se tiene que las soluciones de mı́nimos cuadrados de Ax = η en
XN satisfacen que ‖xN − A−1η‖ > f(N) para todo N ∈ IN sea, precisamente, η = b. Sin
embargo, en el siguiente resultado se prueba que esto no es aśı. En efecto, veremos que en
todo entorno reducido de centro en b y radio δ > 0 existe una sucesión {bδ

k}∞k=1 ⊂ R(A)
tal que bδ

k → b cuando k → ∞ y
∥∥xk

N − A−1bδ
k

∥∥ > f(N) para todo N ∈ IN, donde xk
N es

la solución de mı́nimos cuadrados de Ax = bδ
k en XN . Es decir, para cada elemento de la

sucesión {bδ
k}∞k=1 (i.e. para cada k fijo), las soluciones de mı́nimos cuadrados aproximantes
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{xk
N}∞N=1, también se alejan de la solución exacta con velocidad arbitrariamente grande,

de la misma forma con que lo hacen las soluciones de mı́nimos cuadrados obtenidas con
dato igual a b.

Corolario 2.3. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita, B
.
=

{en}∞n=1 una base ortonormal de X, XN
.
= span{e1, ..., eN}, f : N → IR+ una función

creciente arbitraria, b ∈ X no degenerado con respecto a B y A = A(b, f) el operador
cuya existencia se probó en el Corolario 2.2. Entonces, en todo entorno reducido de centro
en b y radio δ > 0 existe una sucesión {bδ

k}∞k=1 ⊂ R(A) tal que bδ
k → b cuando k → ∞ y

para cada k ∈ N, la solución de mı́nimos cuadrados xk
N de Ax = bδ

k en XN verifica que∥∥xk
N − A−1bδ

k

∥∥ > f(N) para todo N ∈ IN.

Demostración. Sea δ > 0 dado, definimos bδ
k

.
=

(
1 + δ

2k‖b‖

)
b para cada k ∈ IN (b 6= 0 por

ser no degenerado con respecto a β). Como 0 <
∥∥bδ

k − b
∥∥ = δ

2k
< δ, se tiene que {bδ

k}∞k=1

está en el entorno reducido de centro en b y radio δ. Claramente, bδ
k → b cuando k →∞.

Puesto que R(A) es un subespacio de X, resulta que bδ
k ∈ R(A) ∀ k ∈ IN. Si xN es la

solución de mı́nimos cuadrados de Ax = b en XN , entonces xk
N

.
=

(
1 + δ

2k‖b‖

)
xN es la

solución de mı́nimos cuadrados de Ax = bδ
k en XN . Ahora bien,

∥∥xk
N − A−1bδ

k

∥∥ =

(
1 +

δ

2k ‖b‖
) ∥∥xN − A−1b

∥∥

≥
∥∥xN − A−1b

∥∥
≥ f(N) ∀ N ∈ IN,

donde la última desigualdad se sigue del Corolario 2.2.
¤

Obs. 1. En la demostración se usó el siguiente resultado: si xN es la solución de mı́nimos
cuadrados de Ax = b en XN , entonces σxN con σ 6= 0, es la solución de mı́nimos
cuadrados de Ax = σb en XN .
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