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RESUMEN

En esta tesis estudiaremos la renormalizacion holografica de teorias de campos masivos de espin-2
en espacios Anti-de Sitter (AdS) y no Anti-de Sitter (no-AdS). Més precisamente, estudiaremos
teorias de gravedad en 2+1 dimensiones con grados de libertad dindmicos. La principal mo-
tivacién para estudiar estos modelos proviene de la correspondencia AdS/CFT y los ensayos
por extender la misma a espacios asintéticamente no-AdS. Algunas de las extensiones de holo-
graffa mas estudiadas involucran espacios no-AdS como los espacios de Schrédinger, de Lifsthiz
y deformaciones “warped” de AdS (WAdS). Los dos primeros han sido propuestos como duales
gravitatorios de modelos de materia condensada (con o sin simetria de Galileo, respectivamente)
con invariancia de escala anisotrépica. Los espacios WAdS también aparecen en ese contexto,
pero surgen ademas en el estudio de las geometrias de las regiones cercanas al horizonte de
los agujeros negros rotantes extremales. Este tipo de geometrias, los espacios de Schrodinger,
de Lifsthiz y WAdS, son soluciones de teorfas de gravedad con campos de espin-2 masivos sin
necesidad de la presencia de materia ni campos adicionales. Asi, la gravedad masiva en tres
dimensiones aparece como el escenario minimal en el que es posible abordar estos problemas,
sin la necesidad de introducir campos de materia artificiales para sostener dichas geometrias.
Entre muchas teorias de gravedad masiva en tres dimensiones, se destacan basicamente tres:
Topologically Massive Gravity (TMG), New Massive Gravity (NMG), y Zwei-Dreibein Gravity
(ZDG). En esta tesis nos dedicaremos a las dos tltimas (aunque mencionaremos la relacién con la
primera), que son las que exhiben invariancia ante paridad. Asimismo, NMG y ZDG comparten
la propiedad de corresponder a teorias de campos de espin-2 masivos, con dos grados de libertad
locales. NMG es una teoria de derivadas superiores, invariante de paridad, y constituye una com-
pletacién no-lineal completamente covariante de la teoria de Fierz-Pauli. Por otro lado, ZDG es
una teoria de bi-gravedad; es decir, presenta dos campos de espin-2 como entidades dindamicas.
Esta 1ltima teoria presenta la notable propiedad de ser capaz de lograr unitariedad tanto en
el borde como en el bulk del espacio-tiempo, resolviendo por tanto la llamada “inconsistencia
bulk-boundary”. Ademads, ZDG tiene como limite particular a NMG, siendo, en un sentido que

es necesario precisar, una generalizaciéon de ésta tltima.

En esta tesis estudiaremos tanto NMG como ZDG en el contexto de AAS/CFT y de sus ge-

neralizaciones no-AdS. Lo haremos con la motivacién de investigar cudles son las propiedades
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de las teorias de campos duales en estos casos en los que hay gravitones masivos en el bulk. El
foco central de nuestro estudio estard en: i) las técnicas de renormalizacién hologréfica tanto en
espacios AdS como en espacios no-AdS, ii) la obtencién de soluciones exactas AdS y no-AdS que

tengan interés en holografia.

Un pieza fundamental en el estudio de toda teoria de campos es su tensor de energia-momentos
y sus cargas conservadas. El cdlculo de las mismas (o de sus valores de expectacién en la versién
cuédntica de la teorfa) mediante holograffa es una herramienta sumamente 1til para caracterizar
las teorias del borde (por ejemplo, mediante el célculo de las anomalias). Por ello, en esta tesis
aplicaremos el método de renormalizacién holografica en NMG para espacios con condiciones
de borde tipo-AdS logaritmicas, lo que nos permitird comprobar la robustez del método ante
deformaciones que incluso cambian el comportamiento del orden mas relevante en la expansion
asintotica. También exploraremos hasta dénde es posible extender la receta de renormalizacién
hologréfica para geometrias no-AdS como los espacios WAdAS, agujeros negros asintéticamente
WAJS, y defectos angulares inmersos en WAdS que representan particulas masivas. También
mostramos que ZDG posee un espectro de soluciones AdS y no-AdS muy rico e interesante para
holografia, que incluye tanto espacios con asintéticas AdS diversas, como geometrias con inva-
riancia de escala anisétropa tipo Schrédinger y Lifshitz, asi también como espacios AdS xR y
espacios WAdS. Esto permite dar el primer paso para considerar esta teoria de bi-gravedad como

modelo para investigar extensiones de AdS/CFT.

PALABRAS CLAVES: CORRESPONDENCIA ADS/CFT; CAMPOS DE ALTO ESPIN; GRAVEDAD MA-

SIVA; BI-GRAVEDAD; HOLOGRAFIA NO-RELATIVISTA.
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HOLOGRAPHIC RENORMALIZATION AND MASSIVE SPIN-2 FIELDS

IN THREE DIMENSIONS

ABSTRACT

In this thesis we will study holographic renormalization in theories with massive spin-2 fields
in Anti-de Sitter (AdS) and non-Anti-de Sitter (non-AdS) spaces. More precisely, we will study
gravity theories in 2+1 dimensions with dynamical degrees of freedom. The motivation to study
these theories has its origin on the AdS/CFT correspondence and the attempts to extend it to
spaces with non-AdS asymptotic boundary conditions. Some of the more studied extensions of
holography involve non-AdS spaces; for example: Schrodinger spaces, Lifshitz spaces, and warped
deformations of AdS space (WAdS). The first two have been proposed as gravity duals of con-
densed matter systems (with and without Galilei symmetry, respectively) with anisotropic scale
invariant symmetry. The WAdJS spaces appear in this context too, as well as in the study of near-
horizon geometry of extremal rotating black holes. These type of geometries, the Schrodinger,
Lifshitz, and WAdS spaces, are solutiones of gravity theories with masive spin-2 fields without
any matter content. Hence, three-dimensional massive gravity is the minimal scenario in which
it is possible to attack these problems without the addition of artificial matter fields. There are
three massive gravity theories in 3D that stand out among others: Topologically Massive Gravity
(TMG), New Massive Gravity (NMG), and Zwei-Dreibein Gravity (ZDG). In this thesis we will
focus on the last two (even though we will mention the conection with the first one), which exhi-
bit invariance under parity. Additionally, both NMG and ZDG are theories with massive spin-2
fields with two local degrees of freedom. NMG is a higher-derivative parity invariant theory and
it is a fully covariant non-linear completion of Fierz-Pauli theory. On the other hand, ZDG is a
bi-gravity theory, i.e. it has two spin-2 fields as dynamical entities. This last theory solves the
so-called bulk-boundary unitarity clash, in other words, it achieves untarity both in the bulk and
in the boundary at the same time. In addition, ZDG contains NMG as a particular limit, thus,

ZDG is a generalization of the last one in a sense that must be precised.

In this thesis we will study both NMG and ZDG in the context of AdS/CFT and its genera-

lizations to non-AdS spaces. The goal is to investigate the properties of the dual field theories



when there are massive gravitons in the bulk. The main focus will be: i) holographic renormali-
zation techniques in AdS and non-AdS spaces, ii) exact AdS and non-AdS solutions relevant for

holography.

The stress-energy tensor and its associated conserved charges are fundamental quantities of any
field theories. Holography is a useful tool to compute them (or their expectation values in the
quantum version of the theory) in order to characterize the boundary theories (for instance,
by the computation of anomalies). In this thesis we will apply the holographic renormalization
method in NMG to spacetimes with logarithmic AdS boundary conditions. The idea is to test
the robustness of the method under deformations that modify the leading-order behavior of the
asymptotic expansion. We will also explore the possibilty to extend the holographic renormali-
zation procedure to non-AdS geometries like WAdS spaces, asymptotically WAdS black holes,
and angular defects that represents massive particles on WAdS spaces. We will show that ZDG
has a rich spectrum of AdS and non-AdS solutions relevant in the context of holography; which
includes AdS spaces with different asymptotics, as well as geometries with anisotropic scale in-
variant symmetry, like Schrodinger and Lifshitz spaces, AdS xR and WAdS spaces. This is the
first step in order to take into consideration this bi-gravity theory to investigate extensions of

AdS/CFT.

KEYWORDS: ADS/CFT CORRESPONDENCE; HIGHER-SPIN FIELDS; MASSIVE GRAVITY; BI-GRAVITY

NON-RELATIVISTC HOLOGRAPHY.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de la Relatividad General (GR, por sus siglas en inglés) [Einl6] es el marco tedrico que
describe la fisica a escalas cosmolégicas y de objetos muy masivos y densos como los agujeros
negros. Las predicciones de GR han sido puestas a prueba incontables veces, desde la desviacién
de la luz en torno al Sol realizada en 1919 por Dyson, Eddington y Davidson [DED20], hasta
la reciente deteccién directa de ondas gravitacionales (predichas por el mismo Einstein en 1916)
realizada por la colaboracién LIGO en febrero de este afio [AT16]. Més alld del éxito y la
elegancia de la teoria de Einstein, existen motivos para estudiar modificaciones de GR, algunos
de origen observacional y otros de origen tedrico. Entre las motivaciones cosmolégicas podemos
mencionar el llamado “problema de la constante cosmoldgica” [Wei00, Car01], que refiere a
la incompatibilidad entre las estimaciones del valor de la constante cosmolégica obtenida de las
observaciones de corrimiento al rojo de supernovas tipo Ia [RT98, P*99] y del célculo de la energia
cuéantica de vacio en el Modelo Estdandar de particulas, llegando a diferir ambas estimaciones en
120 6rdenes de magnitud [Wei00, Car01]. La adicién de una masa pequetia al gravitén del orden
de la constante de Hubble modifica el comportamiento a escalas cosmolégicas del potencial
gravitatorio, pudiendo proveer una alternativa a la energia oscura [Hin12]. Otra motivacién para
estudiar particulas masivas de espin-2 proviene de la fenomenologia de particulas. Recientemente
en el Large Hadron Collider se observo un exceso en el canal de di-fotones que podria ser explicado
por la presencia de una resonancia de espin-2 masiva [GZ16]. De ser confirmada esta posibilidad,

es crucial entender cémo formular una teoria con particulas masivas de espin-2.

Entre las motivaciones de caracter tedrico podemos destacar el problema de la cuantizacién de

la gravedad. Como es sabido, GR en D > 4 no es renormalizable ya que la constante de Newton
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G no es adimensional y por lo tanto la teorfa no es renormalizable por conteo de potencias’.

Una excepcién es el caso particular de D = 3 con constante cosmoldgica negativa, donde es
posible ver que todos los contra-términos pueden ser escritos como un término de constante
cosmolégica, razén por la cual GR en AdSs es renormalizable (para mayores detalles referirse
a [Wit07]); vale aclarar que, sin embargo, la teorfa cudntica de la gravedad en AdS; no es un
problema resuelto. Un modo de mejorar la renormalizabilidad por conteo de potencias es agregar
términos con derivadas superiores al lagrangiano de la teoria?. Una de las maneras més naturales
de hacerlo es mediante términos con potencias altas en la curvatura. La adicién de este tipo de
términos en teorfas de gravedad fue estudiado por Stelle [Ste78, Ste77], quién descubrié que al
hacerlo se anade grados de libertad a la teorfia que pueden dar lugar a modos inestables. En
[SteT8, Ste77] se mostré que no es posible construir una teorfa de gravedad que sea al mismo
tiempo perturbativamente renormalizable y libre de inestabilidades tipo-fantasma (modos con el

signo incorrecto en el término cinético) en torno a Minkowski.

Por otro lado, la teoria de cuerdas, uno de los candidatos mas promisorios a proveer una teoria
cuantica de la gravedad y unificadora de todas las interacciones fundamentales, provee otra
motivacion méas para estudiar teorias de gravedad con términos superiores en la curvatura. La
teoria efectiva de bajas energias de teoria de cuerdas es una teoria de supergravedad cuya parte
gravitatoria estd dada por la accion de Einstein-Hilbert. Al estudiar qué correcciones introduce
teoria de cuerdas en el sector gravitatorio se puede ver que los términos a segundo orden en la

expansion perturbativa son cuadréticos en el tensor de Riemann [Zwi85].

Asimismo, la teoria de cuerdas es el marco original de una idea que revoluciono la fisica de altas
energfas desde 1997 hasta la actualidad: la conjetura de Maldacena [Mal99]. También llamada
correspondencia AdS/CFT, esta dualidad es la realizacién més exitosa y precisa de las ideas
relacionadas con el principio holografico en gravedad cudntica [tH93, Sus95], el cuél postula que
los grados de libertad deben “estar en la superficie”. El ejemplo clésico es el de la entropia de
los agujeros negros que es proporcional al drea de su horizonte de eventos [Bek73, BCH73]. Si
bien originalmente la conjetura de Maldacena establecia una relacién muy precisa entre una
teoria de cuerdas particular y una teoria de campos conformes (CFT) especial, la comunidad
esté convencida de que la dualidad debe ser valida para toda teoria candidata a proveer un modelo
consistente de gravedad cudntica. Més especificamente, lo que establece la correspondencia es

que toda teoria de gravedad consistente mas alla del limite cldsico formulada en un espacio AdSp

ITambién es posible chequear mediante el célculo de amplitudes de scattering que GR no es renormalizable a
dos loops, y si se acopla a materia no es renormalizable a un loop [GS85, GS86].

2Con derivadas superiores nos referimos a mas de dos derivadas actuando sobre la métrica. La accién de
Einstein-Hilbert posee derivadas de segundo orden en la métrica.
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es equivalente a una teoria cuantica de campos con simetria conforme en espacio plano de (D —1)
dimensiones. Es decir, ambas teorias son dos descripciones distintas de la misma fisica, incluso
siendo ambas de distinta dimensionalidad. De esta notable caracteristica proviene el nombre
de holografia para referirse a la dualidad gravedad/gauge. Entonces, la correspondencia provee
una interpretacién de lo que se entiende por hallar una teoria cudntica de la gravedad. En este
contexto, significa poder identificar univocamente las teorias a ambos lados de la dualidad, es
decir, determinar la teoria de gravedad del bulk o interior de AdSp y la CFT del boundary o
borde. Existen pocos casos en los cuales se ha podido identificar ambas teorias, uno de ellos es
la version original de la conjetura de Maldacena que relaciona la teoria de cuerdas tipo IIB en
AdSs5 x S® con la teorfa de Yang-Mills con A/ = 4 supersimetrias y grupo de gauge SU(N) en
espacio plano de cuatro dimensiones. Otra propiedad interesante de la conjetura es que vincula
teorias en regimenes de acoplamiento opuestos; es decir, cuando una teoria estéd en el régimen de
acoplamiento débil, la otra estd en acoplamiento fuerte y viceversa. En la versién maés utilizada
de AdS/CFT, la correspondencia provee una descripcién de la teorfa A/ = 4 SYM fuertemente
acoplada, la cual es muy dificil de tratar, en términos de una teoria perturbativa de bajas
energias de teoria de cuerdas, es decir, una teoria de supergravedad en la cual se pueden realizar
calculos con relativa facilidad. He aqui una de las caracteristicas mas interesantes y utiles de
AdS/CFT, la de ser capaz de proveer una descripcién gravitatoria dual tratable de teorfas de
campos en régimen de acoplamiento fuerte que de otro modo serian muy dificiles de abordar

(sino imposibles).

La correspondencia AdS/CFT es extremadamente 1til en proveer descripciones duales de teorias
conformes en el régimen de acoplamiento fuerte en términos de teorias gravitatorias débilmen-
te acopladas. Sin embargo, la mayoria de estas CFTs no se relacionan con modelos realizables
experimentalmente. Esto motiva a hallar extensiones de AdS/CFT que puedan ser aplicadas,
por ejemplo, a teorias de materia condensada. Esto podria brindar nuevas ideas para la fisica
de sistemas fuertemente acoplados. Entre las extensiones de holografia que involucran espacios
asintéticamente AdS se destacan dos aplicaciones: al plasma de quarks y gluones y a los su-
perconductores. En el primer caso, AdS/CFT permite estudiar la termalizacién del plasma de
quarks y gluones que se genera al colisionar atomos pesados y obtener estimacion muy realista
del cociente viscosidad/entropia que no es posible con otros métodos [KSS05, CSLM*11]. El
otro ejemplo de aplicacién refiere a los superconductores holograficos [HHHO08, Har09], donde
AdS/CFT podria brindar una descripcién dual de la teorfa microscdpica que gobierna el com-

portamiento de los materiales superconductores que no se ajustan a la teoria BCS. Por otro lado,
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en la fisica de materia condensada existen sistemas fuertemente acoplados descritos por teorias
con invariancia de escala no-relativista que pueden ser estudiados en un laboratorio. Un ejemplo
son los llamados fermiones en unitariedad, que son arreglos de atomos frios cuyas interacciones
son aproximadamente invariantes de escala. Otro ejemplo interesante lo constituyen sistemas de
electrones fuertemente interactuantes con puntos criticos cuanticos, llamados puntos fijos de Lifs-
hitz, que exhiben invariancia de escala anisétropa del tipo (¢, &) — (A*t, \Z) con z una constante
positiva. Para poder describir mediante holografia los sistemas de materia condensada mencio-
nados, es necesario que la geometria del bulk tenga las mismas simetrias que el sistema que se
pretende describir. En el caso de los atomos frios, el espacio-tiempo debe poseer las simetrias
del grupo no-relativista conforme, también llamado grupo de Schrodinger [Son08, BMO0S]. Por
otro lado, para los sistemas con puntos fijos de Lifshitz, el dual gravitatorio que los describa
debe ser invariante ante difeormofismos de la forma (¢, ) — (A\?¢, AZ). Dicha geometria recibe el
nombre de espacio de Lifshitz [KLMOS8]. Los espacios de Schrodinger y de Lifshitz no son solu-
ciones de vacio de GR, sino que es necesario anadir materia para soportar dichas geometrias. Es
interesante notar que estos espacios con invariancia de escala anisétropa aparecen naturalmente
como soluciones de vacio de teorias de gravedad con términos superiores en la curvatura, como
se mostré en las referencias [ABGGH10, ABGH11]. Otra extensién de AdS/CFT que ha sido
muy estudiada en la literatura es la llamada Kerr/CFT [GHSS09] que relaciona la geometria
de horizonte cercano de agujeros negros rotantes con la dindmica de una CFT bidimensional.
Muy relacionada a Kerr/CFT se encuentra la correspondencia WAdS/(W)CFT [ALPT09], donde
WAAS refiere a los llamados espacios Warped Anti-de Sitter que consisten en deformaciones de
AdS3 [BS06]. Estos espacios también aparecen como geometrias de horizonte cercano de agueros
negros rotantes extremales. En el caso de WAdS/(W)CFT la teoria de campos dual no es una
CFT convencional sino que posee un grupo de simetria dado por un producto semi-directo entre
un dlgebra de Virasoro y un élgebra de Ka¢-Moody [DHH12]. Por otro lado, es interesante notar
que la holografia resulta tan exitosa en relacionar teorias gravitatorias y teorias de campos que
incluso mapea teorfas de gravedad no-unitarias en CFT no-unitarias. Este es el caso de las lla-
madas teorias Log-gravity y las teorias de campos logaritmicas denominadas Logarithmic CFT
(LCFT), que tienen aplicacién en contextos como percolacién y turbulencia. La dualidad que las

relaciona se denomina Log-grav/LCFT [GRRZ13].
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Como ya mencionamos, las teorias de gravedad con derivadas de orden superior poseen, en ge-
neral, un mayor nimero de grados de libertad que la teorfa de Einstein®. En el caso de términos
cuadraticos en la curvatura ademaés del graviton no-masivo de GR hay nuevas excitaciones co-
rrespondientes a un campo escalar masivo y un gravitén masivo. En torno al espacio plano, uno
de los dos gravitones es tipo-fantasma, por lo tanto, la teoria es inestable. Notablemente este
problema puede eludirse en tres dimensiones dado que el gravitén no-masivo no posee grados de
libertad propagantes, razén por la cual es posible obtener una teoria de gravedad masiva libre de
fantasmas. Por lo tanto las teorias de gravedad con campos de espin-2 masivos en 2+ 1 dimensio-
nes proveen un escenario interesante para testear extensiones de la correspondencia AdS/CFT.
Entre otras teorias de gravedad masiva tridimensionales destacan dos: Topologically Massive
Gravity (TMG) [DJT82b, DJT82a] y New Massive Gravity (NMG) [BHT09a, BHT09b]. TMG
es una teoria que viola paridad con ecuaciones de movimiento de tercer orden cuyo espectro posee
un modo masivo de espin-2 de helicidad +2 o —2. Por otro lado, NMG preserva paridad y sus
ecuaciones de movimiento son de cuarto orden presentando dos modos masivos con helicidades
42 correspondientes a los grados de libertad de un gravitéon masivo en tres dimensiones. Este tipo
de teorias cuentan con un espacio de parametros mas amplio que GR, lo que les permite tener un
amplio espectro de soluciones: espacios asintéticamente AdS con condiciones de borde relajadas
[GGV09, GGL11, GGGL14], agujeros negros con horizontes de eventos deformados [AKT16],
agujeros de gusano [OTT09], espacios de Schrédinger [ABGHO09], espacios de Lifshitz y agujeros
negros asintéticamente Lifshitz [ABGGHO09], y geometrias Warped AdS (WAdS) [BCO07, Cle09a].
Este variado menu de soluciones hace que las teorias de gravedad masiva en 2 + 1 dimensiones
provean un buen escenario en el cudl explorar extensiones de las ideas holograficas. Para ello,
como ya dijimos, el primer paso es hallar espacios que realicen geométricamente las simetrias de
la teoria de campos dual que se intenta describir. Sin embargo, esto no es suficiente; también
es necesario poder calcular observables tales como valores de espectacion. En general, el calculo
ingenuo da lugar a cantidades divergentes y es necesario recurrir a métodos de regularizacién.
En el contexto de AdS/CFT el procedimiento para obtener valores de espectacién finitos es el
proceso de renormalizacién hologrifica [BK99, dHSS01]. Este procedimiento estd bien estudia-
do en el caso de espacios asintéticamente AdS y en particular para geometrias con condiciones
asintéticas AdS; de Brown-Henneaux [BHS86], pero para otro tipo de condiciones de borde rela-
jadas o asintéticamente Schrodinger, Lifshitz o WAdS3 no. Por ello es necesario estudiar como

extender la receta de renormalizacion holografica para otro tipo de geometrias.

3Una excepcién la constituyen las teorfas de Lovelock que tienen términos superiores en la curvatura, pese a
lo cual, sus ecuaciones de movimiento son de segundo orden en derivadas de la métrica. Entonces, posee la misma
cantidad de grados de libertad que GR.



Por otro lado, debemos destacar otro tipo de construcciones que también llevan a teorias de gra-
vedad con campos de espin-2: las teorias de bi-gravedad. Este tipo de teorias posee, a diferencia
de las teorias de gravedad convencionales, dos métricas, cada una con su propio término cinético.
Es interesante notar que las teorias de bi-gravedad pueden interpretarse como teorias de higher
spin, dado que acoplan de un modo consistente un gravitén no-masivo con un campo de espin-2
masivo. Algunos ejemplos notables son: la llamada teoria f —g [ISS71]; la teorfa de Hassan-Rosen
[HR12], que es una extensién de la teoria de gravedad masiva libre de fantasmas denominada
dRGT [dRGT11]; y, en el caso particular de 2 + 1 dimensiones, la teoria Zwei-Dreibein Gravity
(ZDG)[BAHHT13], que posee como limite particular a NMG, y la recientemente propuesta ex-
tension bi-métrica de NMG [AANT16]. ZDG es una teorfa de bi-gravedad escrita en formalismo
de primer orden que también posee un espectro interesante de soluciones que abarca espacios
asintéticamente AdS3 con condiciones de borde tanto de Brown-Henneaux como relajadas, asf co-
mo también espacios con invariancia de escala anisétropa con y sin simetria de Galileo [Goy14];

lo cual la convierte en un modelo interesante para explorar extensiones de holografia.

En esta tesis exploraremos la posibilidad de utilizar teorias de gravedad masiva en 2 + 1 dimen-
siones como modelos para extensiones de holografia que incluyen tanto espacios con condiciones
asintGticas AdSs relajadas (respecto de las de Brown-Henneaux) como espacios con invariancia
de escala anisétropa con y sin invariancia de Galileo. Para ello primero introduciremos la co-
rrespondencia AdS/CFT y la prescripcién de Witten-Gubser-Klebanov-Polyakov para calcular
observables utilizando la conjetura. También repasaremos el método de renormalizacién ho-
logréfica y los conceptos bésicos de algunas extensiones de AdS/CFT en el Capitulo 2. Luego,
en el Capitulo 3 introduciremos las teorias de gravedad masiva que utilizaremos en el resto de la
tesis: NMG y ZDG. En particular repasaremos la definicién de los términos de borde de NMG
para obtener un principio variacional bien definido y que permite calcular el tensor de energia-
momentos del borde. También veremos cémo es que NMG estd incluida en ZDG a través de
un procedimiento de limite que involucra una re-definiciéon de campos y de parametros. Luego
en el Capitulo 4 utilizaremos el método de renormalizacion holografica en NMG para calcular
las cargas conservadas de espacios asintéticamente AdSs con condiciones de borde relajadas y a
espacios asintoticamente WAdS3 tipo-tiempo y tipo-espacio. A continuacion, en el Capitulo 5,
veremos que ZDG soporta como soluciones ondas AdSs con decaimiento logaritmico asi como
también espacios con invariancia de escala anisétropa tales como geometrias de Schrédinger y
Lifshitz. ZDG también contiene en su espectro agujeros negros asintéticamente Lifshitz y WAdS

tipo-espacio. Por tltimo el Capitulo 6 contiene las conclusiones de la tesis.



Capitulo 2

Correspondencia AdS/CFT

En este capitulo repasaremos la formulacién de correspondencia AdS/CFT. Vere-
mos como la prescripcion de Witten o de Gubser-Klebanov-Polyakov nos provee de
un método explicito para calcular observables utilizando la dualidad. Gracias a esta
prescripcién podremos identificar el tensor cuasi-local de Brown-York con el tensor
de energia-momentos de la teoria de gauge dual. También mostraremos como regula-
rizar las cargas conservadas de Brown-York mediante el proceso de renormalizacion

holografica.



2.1. La conjetura de Maldacena

Originalmente la teoria de cuerdas fue disenada a fines de los anos ‘60 para tratar de entender
la dindmica de los hadrones y los mesones que interactiian mediante la fuerza nuclear fuerte. La
teoria de cuerdas se disen6 para explicar entre otras cosas, las llamadas trayectorias de Regge, que
vinculan el momento angular con la energia de los hadrones a través de la expresién J = o/ E2.
Pronto se comprendié que ese comportamiento podia ser explicado con una cuerda abierta. Poco
tiempo después, a mediados de los afios ‘70, hizo su aparicién la cromodindmica cudntica (QCD),
una teorfa cudntica de campos (QFT) con simetria de gauge SU(3), como la descripcién correcta
de la interaccién fuerte entre quarks y gluones. Es interesante destacar que el modelo de cuerdas
provee una descripcién 1util de bajas energias para la dindmica de los mesones, dado que estos
estdn formados por un par quark/anti-quark “unido” por gluones que forman una especie de
“tubo de lineas de fuerza”, lo que pictéricamente puede pensarse como una cuerda que une el
par quark/anti-quark (ver Figura 2.1). Dado que la tensién de la cuerda que une los quarks es
independiente de su longitud, necesitamos una cantidad infinita de energia para separarlos. Este
razonamiento explica al menos cualitativamente el comportamiento de QCD a bajas energias, es

decir, en el régimen no-perturbativo.

Esto nos permite inferir que existe alguna relacién entre teorias de gauge en el régimen no-
perturbativo y teorias de cuerdas. Es importante remarcar que hasta el dia de hoy no se conoce la
descripcién exacta de QCD en términos de teoria de cuerdas. Sin embargo, existe una realizacién
concreta de esta dualidad entre teorias de gauge fuertemente acopladas y teoria de cuerdas: la
llamada “conjetura de Maldacena” o correspondencia AdS/CFT [Mal99]. Si bien no haremos
uso explicito de la dualidad en su version original, merece la pena describirla al menos una vez.
La conjetura de Maldacena relaciona una QFT en R''® muy particular, una teoria de Yang-Mills
(YM) con supersimetria e invariancia de gauge SU(N) en el limite de acoplamiento fuerte, con
una teorfa de supergravedad (SUGRA) en un fondo AdSs x S® que es el limite de bajas energfa
de teoria de cuerdas. Esta geometria anti-de Sitter y el hecho de que A/ =4 SYM es una teoria

de campos conforme (CFT) es lo que le da el nombre a la conjetura: correspondencia AdS/CFT.

Se cree que esta dualidad gravedad/gauge es vélida no solo dentro del marco de teorfa de cuerdas
sino que es una caracteristica de toda teoria de gravedad de la cual se espera un buen comporta-
miento mas alla del limite clasico. Entonces la correspondencia relaciona una teoria de gravedad
en un espacio Anti-de Sitter (AdS) D-dimensional con una teorfa campos conformes en espacio

plano de (D — 1) dimensiones. Este es un aspecto muy interesante y curioso de la conjetura,



g =

FIGURA 2.1: Un mesén visto como un par quark/anti-quark unido por gluones (representados
como lineas de campo). Al separar el quark y el antiquark las lineas de campo pueden verse
como una cuerda. Figura tomada del Capitulo 23, pdgina 526 de [Zwi06].

ya que relaciona teorias de distinta dimensionalidad. Es en este sentido en el que se denomina
a la correspondencia como una dualidad “hologréfica”, como los hologramas que codifican una
imagen tridimensional en una superficie bidimensional. La idea de que una teoria de gravedad
cuantica debe ser “holografica”, en el sentido de que sus grados de libertad deben estar en la
“superficie”, ha estado en la comunidad hace ya largo tiempo. Ejemplo de ello son los trabajos
pioneros de 't Hooft [tH93] y Susskind [Sus95]. El ejemplo méas emblemético es el de la entropia
de los agujeros negros. En los sistemas fisicos usuales, la entropia, una cantidad extensiva, es
proporcional al volumen de sistema. Sin embargo, en el caso de los agujeros negros, su entropia es

proporcional al drea del horizonte de eventos A medida en unidades de Planck [Bek73, BCH73]

1

SBH = 79
102,

A,

donde fp = GY(P=2) ¢s la longitud de Planck en D dimensiones. Esto es parte de lo que se
conoce como princpio holografico. La realizaciéon mas concreta y exitosa de este principio es el

trabajo de Maldacena [Mal99].

Lo que establece la correspondencia AdS/CFT es una equivalencia entre dos teorfas totalmente
diferentes. La idea subyacente (y en cierto sentido més fundamental) al trabajo de Maldacena
es que existe una dualidad entre la teoria de gravedad formulada en el bulk (o interior) de AdSp
y la teorfa de campos conformes en el boundary (o borde) de dicho espacio. Lo que la conjetura
nos dice es que la teoria de gravedad y la CFT son dos realizaciones de la misma fisica, dos
descripciones muy diferentes del mismo fendmeno fisico. Otro aspecto sumamente atrayente de
la correspondencia es que relaciona dos teorias en regimenes completamente diferentes. La teoria
de gravedad y la teoria de campos se encuentran en regimenes opuestos, ya sea este clasico o
cuantico, perturbativo o no-perturbativo. Por ejemplo, si la teoria gravitatoria puede ser tratada

en la aproximacién semi-cldsica, la CFT dual deber ser tratada cudnticamente; lo mismo sucede



para los regimenes perturbativo/no-perturbativo. Esta caracteristica de la dualidad es de suma
utilidad, ya que cuando no sabemos o no podemos realizar un calculo, por ejemplo, en la CFT
va que la misma posee una constante de acoplamiento “grande”, podemos utilizar la conjetura
para hacer el célculo en la teoria de gravedad. Esta propiedad “débil/fuerte” ha generado mucho
interés en extender la correspondencia para ser utilizada como herramienta de célculo en sistemas
fuertemente correlacionados en materia condensada; nos referiremos a esto con mas detalle en
al final de este capitulo y en los siguientes. Por otro lado, la correspondencia nos da una nueva
manera de entender el significado de tener una teorfa cuantica de la gravedad; en este contexto

significa poder identificar univocamente la teoria de bulk con la teoria del boundary.

De qué manera estas dos teorias estan relacionadas y cémo realizar calculos concretos utilizando
holograffa fue explicitado en las referencias [Wit98] y [GKP98]. Dicha “receta” es lo que se conoce
como prescripcion de Witten o de Gubser-Klebanov-Polyakov y serd repasado en la Seccién 2.3,
pero primero haremos un breve repaso de la geometria AdS y veremos a que nos referimos con

borde en dicho espacio.

2.2. Espacio-tiempo de Anti-de Sitter

Comenzaremos estudiando el espacio-tiempo de anti-de Sitter (AdS) en GR en D = d + 1
dimensiones. AdS411 es una solucién maximalmente simétrica (el ndmero de vectores de Killing

es el méaximo posible) con constante cosmoldgica negativa A < 0 de la accién de Einstein-Hilbert!

1

Sen = ——
B 167G a1

[ y=gn-2), (2.1)

donde Gg41 es la constante de Newton en (d + 1) dimensiones, R es el escalar de Ricci de la
métrica g, con u,v =0,...,d.
Otro modo de introducir AdS;,; es como una superficie embebida en R?<. Entonces AdSy 1

resulta ser la hiper-superficie definida por el hiperboloide

~X2 - X+ XP 4. 4+ XE=-17,

ILas convenciones que utilizaremos para los tensores de curvatura son las del libro de S. Carroll [Car04] con
signatura mayoritariamente “+”.



en un espacio de d + 2 dimensiones con métrica plana

ds? = —dX?, —dXZ +dX? +... +dX3.

Por construccidn, este espacio tiene grupo de isometria SO(2,d), en consecuencia AdSyy; tam-

bién es invariante ante transformaciones de SO(2,d).

Realizando el siguiente cambio de coordenadas U = X_1 + X4, V=X_1 - Xge Y, = %Xu con

uw=0,...,d, podemos escribir AdSy; del siguiente modo
L2 U?

Otra forma de escribir AdSg41 es con el llamado Poincaré patch, donde el cambio de coordenadas

es X_p = 2(1+ H(1 42" —1?), Xo = Lt, X' = Lot y Xy = 2(1 — L (1 + 22’ — %)), con

i=1,...,d quedando el elemento de linea de AdS4y1 escrito como
s L7 2
ds® = Z—Q(nwdx“dm” +dz7). (2.3)
Luego tenemos el conjunto de coordenadas globales, dadas por X_; = Lcoshpcost, Xy =

Lcosh psinT, y X* = Lsinh pz?, donde las coordenadas &' parametrizan S¢~'. La métrica de

AdSg41 ahora toma la forma
ds®> = L*(— cosh® pdr? + dp* + sinh? pdQ?% ).
Si realizamos la transformacién » = Lsinhp y t = L7, AdS411 se escribe del siguiente modo

2 2\ !
ds? = — <1 n ;) dt? + (1 + 22) dr? +r2dQ3 | (24)

en coordenadas globales.

Finalmente para terminar esta seccién notemos que AdSyy1 en el parche de Poincaré tiene un
“borde” en z = 0. En el limite 2 — 0 el factor L?/2? diverge. Si tomamos un valor finito y

pequeno z = € con € < 1 la métrica nos queda

L2
ds®|,—c = — (N dztdx”).
€
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F1GURA 2.2: Diagrama de Penrose de AdSg4+1. La direccién vertical es el tiempo. Las secciones
a tiempo fijo y radio fijo son esferadas de d — 1 dimensiones. El borde de AdS441 estd dado por
la direccién temporal y una esfera S4~! de radio unitario representada aqui como un circulo.

Si ahora realizamos una transformacién conforme de la forma ds? = Q(z)ds? tal que ds’? no
tiene ningtn polo cuando € — 0, notaremos que el nuevo elemento de linea ds? es el espacio de
Minkowski en d dimensiones. Este “borde” de AdSy;1 es un “borde conforme”, define lo que se
conoce como una clase conforme de métricas d-dimensionales. Es en este espacio de Minkowski
de d dimensiones donde estd formulada la CFT dual a la teoria de gravedad en AdSgyq1. A la
teoria de campos en el borde nos referiremos simplemente como “la teoria del borde” y a la

teoria de gravedad como la “teoria del bulk”.

Otra forma de ver que AdS441 posee un borde es recurriendo a su diagrama de Penrose en las

coordenadas globales (2.4). Podemos ver que, si extraemos un factor global (1+ Z—i) de la métrica

ﬁ

(2.4) y realizamos el cambio de variables dp = dr/(1 + 7z) con p tomando valores en un rango

finito, la métrica de AdSyy1 puede escribirse como
ds®> = (1+1°(p)) (=dt* + R(p)*dQ_, + dp®) ,

donde ademas hemos tomado L = 1 sin pérdida de generalidad y donde R(p)? es una funcién
positiva que determina el radio de la esfera S?~!. Entonces, el diagrama de Penrose de AdSy; 1
es un cilindro sélido de altura infinita, como puede verse en la Figura 2.2. Podemos notar que
para p = 7/2, i.e. 1 = 00, la métrica de AdS,,; es conforme a R x S9~1. Por lo tanto, el borde
de AdSg4y; estd dado por las métricas d-dimensionales que pertenecen a la clase conforme de

R x S4-1,

En la siguiente seccién veremos como calcular observables utilizando la conjetura, en la version



mas habitual de la misma, es decir, en el régimen semi-clasico de la teoria de gravedad y cudntico
no-perturbativo de la CFT. La prescripcién de Witten nos da un “diccionario holografico” que
nos dice que es lo que debemos calcular del lado de gravedad para obtener el valor de expectacién

de un determinado observable en la teoria de campos.

2.3. Prescripcion de Witten-Gubser-Klebanov-Polyakov

La correspondencia AdS/CFT puede resumirse como

AdS/CFT

{Teorl'a de Gravedad en AdeH} = {CFT en Minkd} . (2.5)

Lo que significa la “igualdad” en (2.5) es que tanto la teoria de gravedad en un fondo AdSgyq

como la CFT en espacio plano d-dimensional son descripciones equivalentes de la misma fisica.

Pero esto no es suficiente, necesitamos saber cémo realizar calculos explicitos utilizando la co-
rrespondencia AdS/CFT (2.5), para ello necesitaremos introducir una prescripcién para calcular
observables. La determinacién de dicha prescripcién fue realizada por Witten [Wit98] e inde-
pendientemente por Gubser, Klebanov y Polyakov [GKP98]. La idea es establecer una relacién
precisa entre un operador O de la teoria de gauge y un campo @ de la teoria de gravedad. Que-
remos establecer una “receta” para poder obtener funciones de correlacién de la teoria del borde
con acoplamiento fuerte utilizando el comportamiento de la teoria de gravedad en el régimen

perturbativo.

De acuerdo a lo visto anteriormente, la teoria de gauge se ubica en el borde de AdS, es decir
en la region z — 0 o r — oo segun el sistema de coordenadas elegido, por lo tanto, si queremos
establecer una relacién entre un operador del borde y un campo del bulk, lo méas natural seria
construir un término de interaccién con el operador de la teoria de gauge y el campo del interior
evaluado en la region asintotica z — 0. Con estas ideas en mente podemos escribir un término

de la forma

/ iz 3 (2) O(x),

donde O(z) es un operador local en el borde e invariante de gauge, y ®o(z) es la fuente que

genera la interaccién con O(z). La interpretacién de ®(©) desde el lado gravitatorio corresponde



al valor del campo dual a O en la regién asintética z — 0

2O (2) = |, (z) = lim 22®(z, 2), (2.6)

z—0

donde HAdS denota el borde de AdS y A es una potencia relacionada con la dimensién conforme
del operador O, por ejemplo, para un campo escalar masivo A = —d/2+ \/m?L? + d?/4 donde

L es el radio de curvatura de AdSg41.

A esta relacién entre campos en AdS y operadores locales e invariantes de gauge se la conoce
como “correspondencia campo/operador” o “diccionario holografico”. Es importante aclarar que
no hay una manera univoca de identificar campos con operadores, pero en general ambos deben
tener los mismos niimeros cuanticos ante las simetrias globales de la teoria y el acoplamiento entre
ellos debe formar un invariante de gauge. Otros ejemplos conocidos de relacién entre operadores
duales viene dada por la identificacién de corrientes conservadas ante simetrias globales y campos

vectoriales en AdS

/ dle A (z) Ji(z).

En este caso el campo A; puede pensarse como un campo externo sobre el fondo gravitatorio de

AdSy AZ(-O) (x) es el valor en el borde de A;(z, z).

Otro caso de sumo interés es el de la identificacién del campo dual al tensor de energia-momentos
de la CFT del borde T+ (x). Este tensor es simétrico y es la corriente conservada asociada a la
simetria traslacional. La fuente de este operador tiene que ser un tensor simétrico del bulk y es

la métrica inducida en el borde
/ddx gg-))(x) T (x).

Desde el lado de teoria de campos, podemos interpretar a gg)) como una deformacion externa de
la métrica plana del borde, y desde el lado gravitatorio, como el valor del borde de la métrica

9ij(z, z), més precisamente la clase conforme de la métrica inducida en z = 0.

Basdndonos en la correspondencia campo/operador anteriormente descrita, es natural suponer
que existe una relacién entre la funcién de particiéon de la teoria de gravedad y la funcional

generatriz en la teoria de campos. Dicha relacién es la siguiente

Zns [Blypas@] “E (e [t @0@) (27)

CFT



donde ®© es la fuente del operador © de la CFT y ® es campo dual en AdS. Se asume la

identificacién de ®(®) con el valor en el borde de ® como en (2.6).

En general es muy dificil calcular el lado izquierdo de (2.7) o incluso imposible, tanto por dificul-
tades técnicas como conceptuales?. Sin embargo, bajo ciertas condiciones, podemos obtener la
funcién de particién de gravedad en su aproximacion de saddle point, evaluando la accion clasica

euclidea en una solucién de las ecuaciones de movimiento, la llamada accién on-shell
Zorne [00] 2 0xp (= Sopen [0 ]) - (28)

En la ecuacién de arriba S, .. [<I>(0)Class ] es la accién cldsica euclidea evaluada en una solucién de
las ecuaciones de movimiento que satisface determinadas condiciones de contorno. En la versién
mas utilizada de la conjetura, la teoria de gravedad estd en su aproximacién semi-clasica mientras

que la CFT dual estd en el régimen cudntico no-perturbativo.

Ahora ya estamos en condiciones de dar la “receta”’ para calcular funciones de correlacién de la

teoria del borde utilizando la correspondencia AdS/CFT. Por definicién

n 0" log(Zepr [J])
8J(x1)...6J(xn) lu=0"

(O(x1) ... 0(x0)) opr = (1) (2.9)

donde J es la fuente del operador O. En general es posible calcular (2.9) en el régimen perturba-
tivo, pero fuera de este es extremadamente dificil. Sin embargo, apelando a la correspondencia
AdS/CFT (2.7) junto con la aproximacién (2.8) e identificando J = ®(®) obtenemos la prescrip-
cién de Witten para calcular funciones de correlacién en la teoria del borde utilizando la accién

de gravedad
8" Soncanen (2 1ass |

<O($l) s O(x’ﬂ)>CFT = (_1)" d®(0) (;L'l) ... 690 (xn) .

(2.10)

Vale destacar que en el caso de acoplamiento fuerte el lado izquierdo de (2.10) puede no estar
bien definido, sin embargo, el lado derecho es, en principio, calculable. También es importante
sefialar que, debido al volumen infinito de AdS, cantidades como Sop—ghell [Pelass] 0 las funciones
de correlacién (2.10), sufren de divergencias IR (UV en la teorfa del borde) y es necesario
introducir un procedimiento para regularizarlas, este método es la renormalizacién holografica

que se verd en la proxima Seccién.

Para ejemplificar ¢cémo funciona (2.10) vamos a calcular la funcién de dos puntos de un campo

escalar sin masa en AdS. La accién de un campo escalar en un fondo de AdS (asumimos que la

2De hecho atin no contamos con una formulacién de gravedad cudntica consistente.



presencia del campo escalar no afecta a la geometria del espacio-tiempo) es
1
Sp=—5 / d?xdz/gg" 8,00, ¢, (2.11)
donde g, es la métrica de AdS441 euclideo que viene dada por el elemento de linea
2 1 i3 2
dsias = ;(&-jdx da? 4+ dz*),

donde el borde de AdS se encuentra en z = 0. Entonces debemos hallar la funcién de Green o

propagador bulk-boundary que satisface la ecuacion diferencial
OK(Z,2,@) = 8;0'K (T, z; &) = 6\ D(Z - &),

que resulta ser

»d

7 o) —
K(x’z’x)_c(22+|fff’|2)d’ (2.12)

donde C' es una constante de normalizacién. Al reemplazar (2.12) en la accién (2.11) e integrando

por partes obtenemos la accién on-shell

Ccd
Sl = G [ @'z [ a%/ 60(@) (@)

|Z
Por ultimo, utilizamos la prescripcién de Witten (2.10) para obtener la funcién de dos puntos

Cd)2

(O(21)O(x2)) = TlE—apd

que corresponde a un operador con peso conforme A = d.

El caso de un campo escalar masivo es mas complicado y no lo mostraremos aqui. A continuacién

enumeraremos los pesos conformes para distintos campos en AdSq41 [AGM™T00]

2
= campo escalar: Ay = g +4/m?2 + %

» campo espinorial: A = ¢ + |m)|

il _d / (d—2)?
» campo vectorial: Ay = § £+ /m? + =
. —d (d—2p)*
» p-formas: AL = § £ /m? 4+ ==~
d

» (d/2)-formas de primer orden (con d par): A = § + |m)|



» campo de Rarita-Schwinger: A = £ + |m|

= campo no-masivo de espin-2: A =d

Es importante senalar que las funciones de dos puntos son observables cinemaéticos, para tener
en cuenta la dindmica de la teoria es necesario computar las funciones de tres y cuatro puntos

cuyos resultados pueden verse en las Secciones 3.3.2 y 3.3.3 de [AGMT00].

2.4. Renormalizaciéon holografica

Como hemos dicho, los valores de expectacion y las funciones de correlacién en teorias de campos
suelen no estar bien definidas y pueden resultar divergentes. Para solucionar esto se recurre al
proceso de renormalizacién holografica. La realizacion de este mecanismo en el contexto de

AdS/CFT ha sido estudiado en [dHSS01] y [BK99]. Aqui seguiremos la referencia [BK99].

Nos centraremos en el calculo del valor de expectacion del tensor de energia-momentos de la teoria
del borde, ya que el interés principal en el Capitulo 4 es el de obtener las cargas conservadas de

distintos espacios asintoticamente AdS y no-AdS.

Recordemos que el campo gravitatorio dual al tensor de energia-impulso 7% de la CFT del borde

(0)

es la métrica del borde g;;". De acuerdo a la prescripcion de Witten (2.10) el valor expectacién

de 7Y viene dado por
(Fiifa)), = O
CFT S o)
9ij
sin embargo, la expresién anterior no es un tensor, sino una densidad tensorial. Para obtener un

tensor debemos dividir por la cantidad /—g(®)

2 6 Son-shell

<Tij(m)>CFT = (0)
V —g© 59ij

(2.13)

Es interesante notar que la expresién del lado derecho de (2.13) es un tensor conocido, el tensor

cuasi-local de Brown-York
o 2 0Sgu
VY vy

donde +;; es la métrica inducida en hipersuperficies de  constante. Este tensor fue introducido

(2.14)

por dichos autores en [BY93] para calcular cargas conservadas en gravedad inspirados en el

método de Hamilton-Jacobi aplicado a GR. De aqui en méas llamaremos a la métrica inducida o

©)

;; como en la seccin anterior.

métrica del borde v;; y no g



Para mostrar como se realiza el proceso de renormalizacién holografica primero debemos contar
con un principio variacional bien definido para la accién de Einstein-Hilbert. Debido a que la
accion de GR contiene derivadas de segundo orden, es necesario anadir un término de borde a
fin de tener un problema de Dirichlet bien determinado para la métrica. Dicho término es el de

Gibbons-Hawking [GH77, Yor72] y estd dado por

1
SGH = %/ddfﬂ\/ —’YK,
P
donde K es la traza de la curvatura extrinseca K, = —(1/2)£n7,w, con L, la derivada de Lie

asociada al campo vectorial del vector normal n* a las hiper-superficies de r constante. X, es la

hiper-superficie a r constante donde imponemos dg,,, = 0.

La accion completa de GR estd dada por
SGR = SEH + SGH + Sc )

donde Sgy es la accion de Einstein-Hilbert, Sqy es el término de Gibbons-Hawking y Sc es
la parte de contra-términos, que sera especificada més adelante, y que permitird regularizar la

accién y el tensor de energia-momentos del borde.

Ahora consideremos una foliacion del espacio-tiempo utilizando una descomposicién tipo-ADM
de la métrica

ds® = N?dr? + ~;;(dz' + N'dr)(dz? + N’dr),

donde y;; es la métrica inducida en las hiper-superficies 3, de r constante. Tomamos los indices
i,7 =40,...,d — 1}. En AdS la métrica del borde adquiere un factor de Weyl infinito cuando
tomamos r — 0o, por lo tanto pensaremos el borde de AdSyy1; como una clase conforme de
bordes (para mayores detalles ver [Wit98]). La expresién para el tensor de energia-momento del

borde renormalizado es

« 2 4Sc 1
T =T — —— donde T = e

ij V=7 0y’ (Kij — Kij) (2.15)

debemos elegir S de modo tal que cancele las divergencias que aparecen al tomar el limite

r — 00 en %,. Denotaremos el borde de la variedad por 9.



Para los casos de AdS3, AdS4 y AdSs; en GR los contra-términos son

1 1 1
AdS3: So = - N Ty = — | Kij — Kvij — =vij
S3 SC 87TG€/ z v = ij 87TG< J Yij €7J>
ox
AdSy : 8o = - /dd V=72 1 28) o e L (k= Koy = 2+ 4G
4 - Pc — 87GY z Y 4 ij_87TG i Yij 671] i
%

1 3 L1 3 0.
AdS5 : Se = _SWGé/ddxﬁ?) <1+123) = =3¢ (Ki‘—K’Yij_g’Yij"‘QGij) )
o

(2.16)

donde R y G’ij = ]%ij — %R%-j son el escalar de Ricci y el tensor de Einstein asociados a v;;
respectivamente. El nimero de contra-términos que hay que agregar aumenta con la dimensién
del espacio. Vale la pena mencionar que, en el formalismo llamado de “Kounterterms” es posible
hallar una forma general para los términos de borde que garantizan el principio variacional y la
finitud de la accién on-shell [KOOT]. Sin embargo, en esta tesis, no nos adentraremos en dicho

formalismo.

Debemos aclarar que los términos que aparecen en S. quedan fijados al requerir que cancelen las
divergencias en T%. Es importante que los términos que se incluyan en S, deben ser construidos
con cantidades intrinsecamente invariantes del borde, de modo tal que no contribuyan a las

ecuaciones de movimiento del bulk.

El caso particular de AdSs y de los agujeros negros BTZ [BTZ92] nos regala un ejemplo instruc-
tivo para ver cémo funciona esta construccién. Veamos que el tensor (2.15) permite calcular las

cargas conservadas segun la expresién

Qe = [ dtava e Ty, (2.17)

)

donde £* es un vector de Killing que genera una isometria en el borde, i.e. Lel[vi;] =0,y u’ es el

vector normal a la superficie tipo espacio ¥ dada por
Yijdrtde? = do? = N2dt* + o4p(da® + N2dt)(dz® + Nldt),

con métrica ogp, a, b€ {1,...,d—1}.



Si consideramos AdS3 en el parche de Poincaré

o 17 2 2 &
ds* = K—Z(fdt +dx )Jrrf2
tenemos que ¢ = N,u'd; = 0, es el vector de Killing temporal y u;dz? = —Nxdt es el vector
normal unitario (u’u; = —1) a la superficie tipo espacio a 7 y t constante. Al reemplazar estas

cantidades en (2.17) se obtiene que

M:Qm=/mwaﬁmw=m

que es el resultado esperado. De no haber utilizado (2.15), sino simplemente el tensor de Brown-
York (2.14) el valor de la masa hubiese sido divergente M ~ r2. El contra-término (2.16) provee

el factor adecuado para cancelar dicha divergencia.

Ahora consideremos el agujero negro BTZ [BTZ92] cuya métrica es

2 2 72
. (T 16G2J
ds (€28le+7“2

2 r 2 25 2
> dr® — (52 - 8GM) dt* + 8GJdtdy + r*dy”, (2.18)
es importante notar que, dado que satisface las condiciones asintdticas de contorno llamadas
de Brown-Henneaux, el contra-término necesario para regularizar el tensor de energia-momento
es el mismo. Al evaluar (2.17) en la métrica (2.18) obtenemos los siguientes valores de masa y

momento angular

2m

M:Qm:/ww@ﬁwmﬂﬂwﬂ:Mv
0
2

J =Q[n = /dw\/@n“’ (Thu' + Th,u?) = J,

0

que son los resultados esperados.

Un chequeo no-trivial de la correspondencia es comprobar que el tensor de Brown-York representa
el valor de expectacién del tensor de energia-momentos de una CFT. A continuacién mostraremos
dos maneras de ver esto: mediante el cdlculo de término anémalo en la transformacién de T2,
y calculando la anomalia de traza. Primero veremos la regla de transformacion del tensor de
Brown-York ante difeomorfismos generados por vectores de Killing asintéticos que representan

transformaciones conformes en el borde. Consideremos la métrica de AdS3 con coordenadas nulas



en el borde 2% = 1(t + )

2
ds? = f—zdr2 +r2detde .

Los vectores de Killing asintéticos (AKV por sus siglas en inglés) ¢ son aquellos cuya derivada
de Lie no es nula, sino que satisface ciertas condiciones de decaimiento. En este caso estamos

interesados en las condiciones de Brown-Henneaux [BHS6]

o(1/r%)

Los AKV ¢ = ¢"0,, que satisfacen las condiciones de arriba estan dados por

¢ = €5 (a%) + o2 () + O(1/r),

("= =5 (06 (@) +0-€ (7)) + O(1/1r).

Las componentes ¢(* generan transformaciones conformes en el borde, como puede verse de la

transformacién del tensor de energia-momentos del borde

0Tuy = 20465 Ty + €504 Ty s —

14 3 ¢+t
1%G%§'

El ultimo término corresponde a la derivada Schwarziana que representa la anomalia conforme

del tensor de esfuerzos de una CFT
5T (2) = 20€(2)T(2) + €(2)0T (2) — ﬁ@%(z) ,
donde T (z) es la componente holomorfa de 7;; (la misma regla de transformacién aplica para la

componente anti-holomorfa 7(Z)). Por lo tanto, el valor de la carga central de la CFT; dual es

3¢
= —, .1
e (2.19)

A continuacién veremos que este resultado coincide con el que se obtiene calculando la anomalia

de traza [BK99].



Sabemos que clasicamente el tensor de energia-impulso de una CFT tiene traza nula, sin embargo,

puede sufrir una anomalia a nivel cudntico

7;i:0 pero <7;i>:ﬁf2,

™

donde ¢ es la carga central de &dlgebra de simetria conforme y R es el escalar de Ricci de la

métrica bidimensional. Podemos ver que la traza del tensor de Brown-York es

- 1 2
“Tw:‘&TG(KU)‘

Escribiendo la métrica en un sistema de coordenadas conveniente como
02
2 2 ] j
ds® = 72 dr + yijdxldxj,

la curvatura extrinseca queda expresada asi

r
Kij = —27874’1']‘ .

Ahora utilizaremos la expansién de Fefferman-Graham [FG85], que establece que dada una métri-
ca conforme en el borde de un espacio AdS existe una expansién asintética formal que resuelve
las ecuaciones de Einstein de vacfo. Dicha expansién es una serie de potencias de 1/r que, para

D = 3 se trunca a orden dos®

vij =0 + 92 + O (log(r)) ; (2.20)

para el calculo que realizaremos el término logaritmico no es relevante. Introduciendo la expansién

(2.20) en la traza de T} obtenemos que

y ¢
g — R
TN T 160G
lo que equivale a tomar
3¢
= —. 2.21
‘T (2:21)

Este valor de la carga central coincide con el que obtuvimos de la derivada Schwarziana (2.19) y

con el hallado por Brown y Henneaux en 1986 [BH86] cuando estudiaron el comportamiento de

3En dimensiones mayores la serie posee més términos.



GR en espacios asintéticamente AdS3, obteniendo que esta regido por dos copias del dlgebra de
Virasoro con cgy = %. Esta es precisamente el dlgebra de simetria conforme en dos dimensiones.
Este resultado confirma la interpretacién de que existe una relacion entre las teorias de gravedad

en AdS3 y una CFT5 con dicha carga central.

En el trabajo de Balasubramanian y Kraus [BK99] también se calcula la anomalia de traza en
el caso de AdSs obteniendo el resultado esperado e incluso pudiendo identificar el contenido de
campos de la CFT dual, siendo consistente con la teorfa A/ = 4 SYM en cuatro dimensiones. Es
notable que realizando calculos gravitatorios en la aproximacion clasica o semi-clasica seamos

capaces de reproducir resultados cudnticos de la CFT dual.

Habiendo introducido los principales conceptos de holografia, a continuacién haremos un breve

repaso de las extensiones de AdS/CFT relevantes para esta tesis.

2.5. Extensiones de holografia

En esta seccién repasaremos brevemente las extensiones de holografia con aplicaciones potenciales

a sistemas no-relativistas.

2.5.1. Correspondencia Lifshitz-Schrédinger/CMT

Como mencionamos en la introduccién, extender las ideas de holografia para ser aplicadas a
teorfas de materia condensada (CMT del inglés Condensed Matter Theories) podria brindar
nuevas maneras de entender la fisica de sistemas fuertemente correlacionados. Un ejemplo in-
teresante lo proveen los sistemas con puntos fijos que presentan transiciones de fase con simetria
anisotropa

t—= N Nt, T— M. (2.22)

En el caso particular de z = 2, un modelo que exhibe esta simetria es la teoria de campos de

Lifshitz
S = /d% dt ((8t¢)2 - x(V2¢)2) ;

que modela materiales con miltiples puntos criticos parametrizados por x . Otros ejemplos

que poseen la simetria (2.22) son sistemas de electrones fuertemente correlacionados con puntos



criticos cuanticos. Estos modelos presentan propiedades interesantes como ultra-localidad en las

funciones de correlacion.

Por otro lado, en holografia, uno de los ingredientes fundamentales es la identificacién entre el
grupo de simetrias de la teoria del borde con el grupo de isometrias del bulk. Entonces, para
hallar un dual gravitatorio que describa sistemas con puntos fijos de Lifshitz es necesario hallar
un espacio que realice geométricamente (2.22). En la referencia [KLMO8] se propuso el siguiente

candidato
2 2 2z 7,2 2,2, dr’
ds® =L | —r¥dt” +r°di” + — | . (2.23)
T
Las simetrias del espacio de Lifshitz (2.23) incluyen el reescaleo (2.22) junto con traslaciones

temporales, traslaciones espaciales y rotaciones espaciales. Los generadores de estas simetrias

satisfacen la llamada &lgebra de Lifshitz [HKO15].

Otro ejemplo que es posible realizar experimentalmente lo constituyen sistemas de dtomos fer-
miénicos frios en unitariedad*. Ajustando el potencial de interaccién es posible lograr que la
longitud de scatttering sea infinita haciendo que el sistema esté fuertemente correlacionado. La
energia y otras cantidades fisicas relevantes del sistema estdn determinadas por el grupo de si-
metria [NS07]. Asi pues, necesitamos hallar un espacio que posea como isometrias el llamado
grupo de Schrédinger [Son08, NS07]. En las referencias [Son08, BMO08] se propuso la siguiente
geometria como candidato a describir los sistemas mencionados

_a#

= dt* + (2.24)

dtdé +di?  dy?
ds®> = L? ( didt 1 d 5 % ;
Yy
donde & es un vector (D—2) dimensional, z es una constante positiva llamada exponente dindmico
y £ es una coordenada nula. La métrica (2.24) posee simetrias ante rotaciones espaciales, trasla-
ciones espaciales, traslaciones temporales, transformaciones de Galileo y dilataciones. En el caso
particular de z = 2 el espacio (2.24) es invariante ante el grupo de Schrédinger completo ya que
se anade una simetria conforme especial. Debemos notar que dlgebra de Lifshitz se encuentra

contenida en el dlgebra de Schrodinger que a su vez estd incluida en el grupo conforme relativista

[Son0g].

Por ultimo, debemos senalar que tanto los espacios de Schrodinger como los de Lifshitz son
soluciones de teorias de gravedad con términos superiores en la curvatura [ABGGH10, ABGH11,

ABGGHO09] en D > 3, asi como también de teorias de bi-gravedad tridimensionales [Goy14].

4Reciben este nombre debido a que el scattering de dos fermiones satura el limite de unitariedad.



2.5.2. Correspondencia WAdS/WCFT

En la ultima seccién de este capitulo nos abocaremos a una de las extensiones de AdS/CFT mds
estudiadas en la literatura: la correspondencia WAdS/WCFT [ALP'09]. Los espacios WAdS, al
poseer invariantes de curvatura constantes, constituyen un ejemplo sencillo en el cual explorar
extensiones de la correspondencia AdS/CFT hacia geometrias no-AdS. Ademds, WAdS/WCFT
se encuentra estrechamente relacionada a otra variacién de holografia, la llamada dualidad
Kerr/CFT [GHSS09], que relaciona la geometria de horizonte cercano de agujeros negros ro-

tantes extremales con teorias conformes bidimensionales.

Los espacios WAdS3 son deformaciones (ya sean estas compresiones o estiramientos) del espacio
AdSs3 [BS06, GHSS09] y aparecen, entre otros contextos, en el limite de horizonte cercano de
agujeros negros rotantes extremales. Para ver esto, recordemos primero que la métrica de Kerr

en las coordenadas de Boyer-Lindquist esta dada por el elemento de linea

A sos N2 sin?6 - A2 p
2 _ 8 2 .2 2 _ P a2 2 192
ds® = 2 (dt asin 0d¢>> + ((r +a)d¢o adt) —|—Adr + p=db* (2.25a)
donde
J
A:TA2—2GM7‘+CL2, p2:f2+a2005297 a:M' (225b)

La métrica (2.25) posee dos constantes de integracién M y J que corresponden a la masa y el
momento angular del agujero negro de Kerr. Para que (2.25) no posea singularidades desnudas el
momento angular debe estar acotado por |J| < GM?. En el caso en que J satura la desigualdad
se denomina al agujero negro como extremal y es el caso en el cual nos concentraremos; es decir,
J = GM. Para obtener la geometria de horizonte cercano del agujero negro de Kerr extremal
(NHEK por sus siglas en inglés) debemos definir las coordenadas adimensionales

A A - t

"Zoem VT ioam

y tomar el limite A — 0 manteniendo las coordenadas (t,z, ¢, 0) fijas. La geometria NHEK en

coordenadas tipo-Poincaré se lee

—dt? + dy? dat\?
ds? = 2GJ0? <y‘;y +do*+ T (d¢ + ) ) , (2.26a)
Yy
donde hemos definido
B 1+ cos? 6 2sinf

02 (2.26b)

2 ’ “ 1+cos2f’



y donde las coordenadas angulares cumplen ¢ ~ ¢ 4+ 27 y 6 € [0, 7]. También es posible definir

coordenadas globales para NHEK

1
t:(COST 1+T2+T) , t=ysinT\1+712, ¢:g0+log<

cosT +rsinT )
b

1+sin7Tyv1+172
en las cuales la geometria de horizonte cercano queda escrita como

dr?
1472

ds* = 2GJ0? <(1 + r?)dr? + +d? + Y (dp + rdT)2) : (2.27)

Es interesante notar que, para § = const. y T = 0, la métrica (2.27) es conforme a AdS,. Para
6 = const. y T = 1, la métrica (2.27) es proporcional a AdSs3 escrito como un fibrado de Hopf

de AdS,. Mas precisamente, es posible escribir la métrica de AdSs como
52
ds* = T ( — cosh® 0 dr? + do® + (du + sinh o dT)2) . (2.28)
Si ahora multiplicamos la fibra en (2.28) por un factor de deformacién constante K obtenemos

2
ds® = %( — cosh® o d7? + do? 4+ K(du + Sinh0d7)2) - (2.29)

Notemos que (2.29) es conforme a la métrica NHEK (2.27) identificando r = sinho, u = ¢ y

Y2 = K. Es usual parametrizar la deformacién K en términos de una nueva constante v a través

de la relacién K = lef3 y 0 = Vﬁlﬁg [ALPT09], lo que resulta en

412

v2+3

2 L2

243

( — cosh? o dr? + do? + (du + sinh o d7)2> . (2.30)
A este espacio lo denominaremos Warped AdS (WAdS) tipo-espacio, dado que el factor warped
tiene signatura positiva. Segin el valor de v los espacios WAdS3 tipo-espacio se denominan: para
v? > 1 estirados o stretched y para v?> < 1 comprimidos o squashed [ALP*09]. Para v = 1 no

hay deformacién y (2.30) coincide con AdSs.

Otras variedades de espacios warped son los Warped AdS tipo-tiempo (tWAdS)

2 2 2 2 4v°
m(cosh odu® + do 213

ds® = (d7 + sinh o du)Z) , (2.31)



que resultan equivalentes a la seccién tridimensional del espacio de Gédel (ahondaremos en esta

relacién més adelante, en la Seccién 4.3); y los espacios Warped AdS tipo-nulo

(2.32)

2 + 4

4s? — ég(duQ N dotdx~ (dx_)Q)

u? U U

que son equivalentes a la versién tridimensional de los espacios de Schrédinger (2.24) con z = 2,

habiendo identificado t =27, § =2t e y = w.

Otro aspecto que vuelve interesante a estos espacios es que son soluciones de distintas teorias
de gravedad, desde teoria de cuerdas hasta gravedad masiva pasando por teorias de higher spin.
Ademsds, en el caso de los espacios WAdS tipo-espacio (WAdS), existen agujeros negros que en su
region asintética tienden a WAdS3. Estos agujeros negros presentan la notable propiedad de ser
localmente equivalentes al espacio en el que se encuentra inmersos, tal y como el agujero negro
de BTZ es localmente equivalente a AdS3 [ALPT09]. Incluso se han estudiado transiciones de
fase a la Hawking-Page [GN16] y entropia de entrelazamiento [BC16] en espacios WAdS3. Todo
esto hace de los espacios WAdS3 un escenario sumamente interesante para explorar versiones

no-AdS de holografia.

Algo esencial en holografia es la determinacién del grupo de isometrias del espacio, ya que
este serd el grupo de simetrias de la teoria de campos dual. Las deformaciones introducidas
anteriormente rompen el grupo de isometrias SL(2,R) x SL(2,R) de AdSs a SL(2,R) x U(1).
Como consecuencia, el grupo asintético de simetrias, que en el caso de AdS3 coincide con el
grupo conforme en dos dimensiones, también se modifica. El grupo de simetrias asintdtico de
WAdS3 estd generado por el producto semi-directo de una copia del dlgebra de Virasoro y una
extension afin del dlgebra w(1) con una extensién central no nula; para mas detalles, ver por
ejemplo, las referencias [CD09b, CD09a, BC09b, BC09a, HMT11, DG15]. Entonces la teoria de
campos dual a WAdS3 debe poseer simetrias que satisfagan dicha dlgebra. Estas simetrias brindan
suficiente informaciéon como para poder derivar varias propiedades de la teoria de campos dual
como se realizé en la referencia [DHH12], estas teorfas conformes especiales son denominadas
Warped CET (WCFT). Siguiendo las ideas de [DHH12] en el trabajo [HR15] se logré construir

un ejemplo explicito de WCF'T.

Como veremos en los Capitulos 4 y 5 los espacios WAdS aparecen como soluciones de vacio
de teorias de gravedad masiva tridimensional, dando un primer indicio para considerarlas en el

contexto de la correspondencia WAdS;/WCEFTs.






Capitulo 3

Teorias de gravedad con campos

de espin-2 masivos

En este capitulo haremos un breve repaso de las motivaciones basadas en holografia
para estudiar teorias de gravedad masiva. Luego introduciremos las dos teorias con
campos de espin-2 masivos que estudiaremos: New Massive Gravity (NMG) y Zwei-
Dreibein Gravity (ZDG). Presentaremos la formulacién de campo auxiliar de NMG
que nos permitird hallar el término de borde y obtener el tensor de Brown-York.
También veremos que ZDG puede ser escrita como una teoria de un sélo dreibein con

una torre infinita de derivadas superiores.
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3.1. Gravedad masiva y holografia

En el Capitulo 1 de esta tesis ya hemos mencionado que algunas de las motivaciones para estu-
diar modificaciones de Relatividad General (GR), como por ejemplo, anadirle masa al gravitén,
tienen cardcter cosmolégico y otras més bien tedrico. Sin embargo, ahora nos enfocaremos en
las motivaciones basadas en holografia, en especial en el caso de D = 2 + 1, que es el que nos
interesa en esta tesis. Como se mencioné en el capitulo anterior, la correspondencia AdS/CFT
provee un nuevo marco tedrico para atacar el problema de la cuantizacién de la gravedad. En el
contexto holografico, hallar una teoria cuantica de la gravedad significa también hallar la teoria
conforme (CFT) dual. Algunos indicios de esta relacién entre GR formulada en AdS; y una
CFT5 ya fueron dados antes de la formulacién de la conjetura de Maldacena; destacan el trabajo
de Brown-Henneaux [BH86] que prueba que el comportamiento asintético de GR con A < 0
estd gobernado por el algebra de simetrias conformes en dos dimensiones, y el de Coussaert,

Henneaux y van Driel [CHvD95] que muestra que la dindmica estd regida por una CFTs.

Ya en el contexto de holograffa, en su articulo de 2007 [Wit07], Witten propone un candidato
concreto para ser la CFTy dual de la teoria de Einstein en tres dimensiones. Mdas precisamente,
propone que la CFT es una teoria de campos conforme autodual extremal holomérficamente
factorizable. Esta propuesta, al menos en su forma original, ha recibido diversas criticas, en
otras la de los trabajos [Gai08, Gab07, GKO08]. En particular, una de las criticas es respecto a la
validez de la construccién para valores grandes de la carga central ¢ = %. Otro inconveniente
con dicha propuesta proviene de un trabajo del mismo Witten y Maloney, quienes calcularon
la funcién de particién de GR con A < 0 en la aproximacién de saddle point [MW10]. El
resultado que obtienen no puede ser escrito como la traza de un operador hermitico (la suma
del hamiltoniano y el operador de momento angular) sobre un espacio de Hilbert; sin embargo,
los autores de [MW10] fueron capaces de reproducir correcciones subleading a la entropia de
Bekenstein-Hawking. Una de las posibles causas del fallo en su célculo es que quiza no haya que
excluir saddle points con seccién euclidea compleja' en la integral de caminos. Otra posibilidad, es
que la teoria de Einstein no sea un buen modelo para estudiar una teoria cuantica de la gravedad
en AdSs y haya que recurrir a otras teorias. Siguiendo esta idea es que Li, Song y Strominger
[LSS08, Str08] proponen utilizar una teorfa de gravedad masiva tridimensional conocida como

Topologically Massive Gravity (TMG) [DJT82b, DJT82a] en un punto especial del espacio de

pardmetros llamado “punto quiral”. La Gravedad Quiral (CG, por sus siglas en inglés) estd dada

1Los saddle points complejos son soluciones de la teorfa que, al rotarlas al euclideo, su métrica correspondiente
resulta ser compleja.



por la accién TMG con constante cosmolégica, que consta del término de Einstein-Hilbert y un

término gravitacional de Chern-Simons

1 3 v 2 9
P

en el punto del espacio de pardmetros donde c;, = 0, lo que implica una relacién particular entre
la constante de acoplamiento p y el radio de AdS3 ¢, mas precisamente uf = 1. Esta teoria
recibe el nombre de quiral debido a que las excitaciones“izquierdas” de la CFTy dual son tri-
viales, resultando autométicamente una teoria holomorficamente factorizable, tal y como sugiere
Witten. Una suposicién adicional es que TMG en el punto quiral con condiciones asintoticas
de Brown-Henneaux [BH86] tiene como soluciones espacios de Einstein tnicamente [MSS10]. La
validez de la propuesta [Str08] depende fuertemente de las condiciones asintéticas elegidas. En
[MSS10] se estudia este problema y se encuentra que si se adoptan las condiciones de borde de
Brown-Henneaux CG es dual a una CFT holomorfa extremal, mientras que si se adoptan condi-
ciones de borde relajada CG es dual a una Logarithmic Conformal Field Theory (LCFT)2. Una
de las suposiciones de [MSS10] es que una vez impuestas las condiciones asintéticas de borde
de Brown-Henneaux, todas las soluciones de CG son espacios de Einstein y por consiguiente
saddle points reales. Esto fue rebatido en [CdBD10], donde se hallaron soluciones que satisfacen
las condiciones de Brown-Henneaux pero no son localmente AdSs3. Esto llevé a considerar la
posibilidad de acoplar otra teoria de gravedad masiva tridimensional a la accién de CG, en este
caso una teoria invariante de paridad llamada New Massive Gravity (NMG) [BHT09a, BHT09b],
en el punto quiral del espacio de pardmetros (i.e. ¢;, = 0), con la esperanza de que los términos
de curvatura superior de NMG removieran del espectro los espacios no-Einstein. Sin embargo,
dicha propuesta no fue exitosa, ya que se probé que TMG acoplada a NMG contiene solucio-
nes que representan saddle points complejos y que sin embargo satisfacen las condiciones de

Brown-Henneaux [GGL11].

Entonces, la correspondencia AdS/CFT provee otro motivo para estudiar modificaciones de GR:
el de hallar distintos modelos para atacar el problema de la gravedad cuantica. Huelga decir, que
dicho problema estd lejos de ser resuelto, incluso para un modelo de juguete como la gravedad
tridimensional. Sin embargo, combinado holografia y modificaciones de GR, es posible estudiar
extensiones de AdS/CFT con aplicaciones en diversos contextos, como por ejemplo, en materia

condensada. Es interesante que algunos modelos de gravedad tridimensional con campos espin-2

2Este es un tipo especial de teoria conforme no-unitaria cuyo hamiltoniano forma un bloque Jordan y tipica-
mente presenta operadores cuyas funciones de dos puntos tienen una dependencia logaritmica.



masivos como la mencionada NMG y la teoria de bi-gravedad Zwei-Dreibein Gravity (ZDG)
contienen un espectro de soluciones muy amplio, que abarca tanto geometrias con condiciones
asintéticas de AdS relajadas como espacios con invariancia de escala anisétropa con y sin simetria
de Galileo. Estas variedades son ttiles en el contexto de extensiones de AdS/CFT como Log-
Gravity/LCFT [MSS10, GJ09, GRRZ13], Schrédinger-Lifshitz/CMT [BMO08, Son08, KLMO08] y
WAAS/(W)CFT [ALPT09, DHH12].

En este capitulo estudiaremos dos teorias de gravedad masiva tridimensional: NMG y ZDG. Para
ello primero introduciremos la teorfa de Fierz-Pauli [FP39] que es la primer teorfa en considerar
campos de espin-2 masivos. Ademas tanto NMG como ZDG a nivel linealizado respecto al espacio

de Minkowski coinciden con la teoria de Fierz-Pauli en tres dimensiones.

3.2. Gravedad masiva: la accion de Fierz-Pauli

Como mencionamos anteriormente, la teoria que describe campos de espin-2 masivos propagando-
se en el espacio-tiempo plano, estd dada por la accién de Fierz-Pauli [FP39]. Pero antes de es-
tudiar la teoria de Fierz-Pauli masiva, nos enfocaremos en el caso m = 0; es decir, la teoria
de gravitones no-masivos en torno a Minkowski. Para ello consideraremos la acciéon mas general
construida con un tensor simétrico de rango-2 h,, y la métrica de Minkowski 7,, con no mas

de dos derivadas actuando sobre h,,. La misma estd dada por
S = / dPx (b10xhw O K™ + b20,hyn 0 WM + b0 b O, h + baO\hOh) . (3.2)

Si elegimos los pardmetros by = —1/4,by = 1/2,b5 = —1/2,by = 1/4, la accién (3.2) posee la
siguiente simetria de gauge

By = g + 200460 » (3.3)

a menos de un factor global. Esta simetria no es otra que la de difeormorfismos linealizados, y
la accién (3.2) es la accién de Einstein-Hilbert a orden cuadrético en las perturbaciones g,, =
Nuw + Khy, donde k2 = 167G. El an4lisis hamiltoniano de los grados de libertad de la accién de

Einstein-Hilbert a nivel linealizado® nos muestra que de las D(D + 1)/2 componentes libres de

3Con esto nos referimos a nivel lineal en las ecuaciones de movimiento y cuadrético en las perturbaciones a
nivel de la accién. Haremos un abuso de notacién y nos referiremos a la accién linealizada cuando en realidad
estamos aproximando a segundo orden en las perturbaciones la accién.



hy solamente D(D —3)/2 son independientes; por lo tanto, en D = 4 tenemos dos polarizaciones

del gravitén no-masivo, y en D = 3 no hay grados de libertad locales®.

Ahora pasemos a analizar el caso masivo. Para anadirle masa al gravitén es necesario introducir
términos cuadraticos en el campo h,,, y tenemos dos posibilidades h,, k" y h2. El término
cuadratico més general es una combinaciéon de ambos, sin embargo, el de Fierz-Pauli es el tinico

que garantiza la ausencia de un modo escalar tipo-fantasma; dicho término estd dado por

Loy = fim2 (huh — h?) . (3.4)
Si el coeficiente relativo entre h,,, h*" y h? no es —1, aparecers una inestabilidad en la teorfa lineal.
La eleccién de Fierz-Pauli garantiza que la componente h%° sea un multiplicador de Lagrange,
lo que genera un vinculo secundario que remueve del espectro el modo inestable en el modelo
lineal. En el caso masivo todos los vinculos son de tipo-secundario, con lo cual, la teoria de un
campo masivo de espin-2 no posee simetria de gauge, al igual que sucede en el electromagnetismo
al introducir en la accién el término de masa de Proca. Entonces, la teoria de Fierz-Pauli para

un campo de espin-2 masivo propagandose en un fondo plano estd dado por

1 1 1 1
S = /d%( — iaAhM,,é)Ah“” + 5a,JMaVW = Oul Ok + 18,\6*11

1 »
— Zm2 (huw b — h?) > . (3.5)

Esta teoria de gravedad masiva a nivel lineal posee D(D — 1)/2 — 1 grados de libertad en D
dimensiones; en particular el gravitéon masivo posee cinco polarizaciones en D = 4 y dos en

D =3.

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la accién (3.5) son

0 Sgp 1
§ v = G;(tlu) [h] - §m2(h;w - h’rhu/) = 07 (36)
donde
1
G = 5 (Ohyy — 0adLh5s = 0a0h5 + 1u0adsh™® + 0,0,h = Oh) - (37)

es un operador diferencial de segundo orden definido por su accién sobre h,, y que coincide con

el tensor de Einstein linealizado.

4Para més detalles referirse a la Seccién 2.1 de la referencia [Hin12].



Ahora procederemos a reescribir las ecuaciones (3.6) de un modo que resultard titil més adelante.
Si tomamos divergencia en las ecuaciones (3.6) actuando con O, y asumimos que m # 0,
obtenemos que

0"l — Oyh = 0.

Si sustituimos esta relacién nuevamente en (3.6), se tiene que

Ohy — 0,0,h — m? (hyw — b)) = 0.

Ahora, si multiplicamos por n*” la ecuacién anterior, encontramos que la traza de h,, se anula,

lo que implica, a su vez, que h,, es transverso

W hy =h=0, = 0"h,, =0. (3.8)

Reemplazando estas restricciones en la ecuacién de movimiento (3.6) obtenemos una ecuacién

de Klein-Gordon para el tensor h,,

(O—m?) hyy =0. (3.9)

Combinando la ecuacién (3.9) y las restricciones (3.8), se obtiene un sistema de ecuaciones de

movimiento equivalentes a (3.6)

(O—m*)hy =0, 9*"hy =0 8"hy,, =0. (3.10)

Esta forma de presentar las ecuaciones de movimiento de Fierz-Pauli serd util cuando estudiemos

una extension no-lineal de la teoria en tres dimensiones.

Hallar una completacién no-lineal de la teoria de Fierz-Pauli es todo un desafio. Como men-
cionamos anteriormente, se crey6 imposible durante anos. Uno de los principales problemas es
como evadir el fantasma de Boulware-Deser. Otra dificultad que aparece a nivel no-lineal es
la de cémo construir un término de masa utilizando tinicamente la métrica g,,. Es evidente
que cualquier contraccién de la métrica producird un término constante equivalente a una cons-
tante cosmoldgica que no le otorga masa al gravitén. Por lo tanto, parece necesario introducir
un nuevo tensor de rango-2 simétrico, que interactuara con la métrica de modo tal de generar
los grados de libertad correspondientes a un campo masivo de espin-2. La introduccién de este

campo adicional es llevada a cabo en la llamada teoria dRGT [dRGT11] mediante el truco de



Stiickelberg. En el caso tridimensional, New Massive Gravity (NMG) [BHT09a], en su formula-
cién de segundo orden también hace uso de un campo auxiliar. En este caso, el tensor auxiliar
de rango-2 no es dindmico, es decir, no posee un término cinético asociado en su accién. Cuando
dicho campo posee dinamica la teoria en cuestién es denominada de bi-gravedad, ya que tiene

dos “métricas”®

como campos dinamicos. Ejemplos de teorias de bi-gravedad son la teoria de
Hassan-Rosen [HR12], que es una extensién de la teorfa dRGT, y la teorfa tridimensional Zwei-
Dreibein gravity (ZDG) [BAHH'13], que posee como limite particular a NMG. En esta tesis

nos centraremos en el estudio de las teorias de gravedad tridimensional NMG y ZDG, las cuales

seran presentadas en este capitulo.

3.3. New Massive Gravity (NMG)

En esta secciéon veremos cémo en el caso D = 3 es posible hallar una completacién no-lineal

completamente covariante de la teoria linealizada de Fierz-Pauli.

Primero debemos considerar la primer ecuacién del sistema alternativo (3.10), y realizar el re-
emplazo de la métrica h,, por su correspondiente tensor de Einstein linealizado, es decir, reali-
zaremos el cambio

how — G [R]. (3.11)

ng

Como veremos a continuacion, este sencillo truco nos dard como resultado un modelo interesante
que solo es posible en tres dimensiones. Luego de realizar el cambio (3.11), las ecuaciones de
movimiento resultan ser

@O -m?)GYn, RYM =0, (3.12)

donde R [h] representa el escalar de Ricci asociado a la métrica g, a primer orden en h,,,,.
La segunda ecuacién del sistema (3.10) se traduce en la identidad de Bianchi linealizada para el
tensor de Einstein G,(}V) . Entonces, teniendo en cuenta la forma explicita de (3.7), la primera de

las ecuaciones en (3.12) queda escrita como

Gl [GWnl] = Gm?n], (3.13)

5Al tensor de rango-2 simétrico auxiliar se lo suele denominar “métrica” en analogfa con el mismo tensor
métrico que también es simétrico y de rango dos.



Dado que el campo de espin-2 h,, es transverso y de traza nula, es decir 0"h,, =0y h =0,
entonces se cumple que Gf}y) [h] = Ohy,,. De este modo, se obtienen ecuaciones que son invariantes

bajo difeomorfismos linealizados.

Vale la pena realizar una observacion importante: el punto clave para entender la peculiaridad del
caso tridimensional es recordar que para D = 3 existe una conexién directa, mas precisamente
una identificacion local, entre el tensor de Einstein asociado a una métrica dada y la métrica
misma. De hecho, todas las soluciones a las ecuaciones de Einstein de vacio, con o sin constante
cosmologica, son localmente equivalentes, entonces, si nos concentramos en aspectos locales,
tanto g,,, como G, contienen la misma informacién. En particular, esto implica que (3.13)

expresa una identificacién local entre G,(}V) y m?h,,, la cual justifica a posteriori haber realizado

2

el cambio (3.11).

Resumiendo, hemos logrado algo notable: construir una teoria invariante ante difeomorfismos
lineales que, al mismo tiempo, es equivalente a la teorfa de Fierz-Pauli [BHT09a]. Esto es debido
a las notables propiedades de la gravedad de Einstein en D = 3. A continuacién veremos como

extender esta teoria de una manera completamente covariante.

Notemos que el sistema (3.12) puede ser derivado de la siguiente accién
g L /dfﬁx lh“”G(l)[h] n ig(l)[h] (R(l)uv [h] — ln””R(l)[h]) (3.14)
NMG T 167G 2 W m2 4 ’

calculando la variacion respecto al campo hy,,.

Resulta sencillo proponer una extensién covariante ante transformaciones generales de la accién
(3.14), al notar que en tres dimensiones la contraccién del tensor de Einstein G, = G,(Alu) +
GE?V +...= Ry, — (1/2)Rg,. y del tensor de Schouten S, = Ry, — (1/4)Rg,,, da por resultado
G S" = R, R"™ — (3/8)R?. Entonces, la extensién no-lineal completamente covariante de
(3.14) es la accién de New Massive Gravity [BHT09a]

Ssuie = —— [ By g <JR Coat L (RWR‘“’ - 3R2>) , (3.15)

167 m? 8
5

donde ademés hemos introducido un término de constante cosmolégica A y un pardmetro de signo
o = x1. Debemos notar que NMG es una teoria de gravedad masiva completamente covariante

e invariante ante paridad.



Las ecuaciones de movimiento que se derivan de la accién (3.15) son

167G i 05

1
\/mw - O—Gl“’ + Aguy + TWLZIC#V = O, (3.16)
donde el tensor K, estd dado por
1 1
K. =20R,, — §VMVVR - §DRgW
3 3
+ 4Ry0,s R — o R — R.sR*Pg,, + gRQgW : (3.17)

En las teorfas de gravedad con términos cuadraticos en la curvatura, las excitaciones presen-
tes en el especto estan representadas por un graviéon sin masa, un gravitén masivo y un modo
escalar [Ste78, Ste77]. Ocurre que, cuando la energia del gravitén sin masa es positiva, la del
gravitén masivo es negativa y viceversa (dependiendo del signo elegido para la constante de
Newton G). Dado que en D = 3 el gravitén no-masivo no posee grados de libertad, este pro-
blema no esta presente. Asi que es posible tener un campo de espin-2 masivo bien comportado
eligiendo adecuadamente el signo de o. Tipicamente, el modo de espin-0 puede dar lugar a una
excitacion tipo-fantasma. Sin embargo, en NMG este modo escalar no estd presente, debido a la
combinacién particular de términos cuadréticos en la curvatura del tensor /C,,, (3.17) [BHT09a).
Esto estd relacionado con el hecho de que la traza del tensor K, es el lagrangiano del cual se

deriva, i.e. "V K, = R, R — (3/8)R2.

Debemos destacar que cualquier solucién de vacio de GR también resuelve las ecuaciones de
movimiento de NMG (3.16). El célculo explicito muestra que cualquier métrica que satisfaga la
relacion R, = 2Ag,, posee K, = 0. La teoria también admite soluciones que no son espacios
de Einstein, los cuales poseen K, # 0, como por ejemplo, espacios de Schrédinger, de Lifshitz

y Warped Anti-de Sitter entre otros, los cuales seran estudiados en los Capitulos 4 y 5.

Por 1ltimo, debemos recordar que, para poder obtener una teoria completa y bien definida es
necesario suplementar la acciéon del bulk con un término de borde, a fin de tener un principio
variacional bien definido. Dada la naturaleza de derivadas superiores de la acciéon de NMG (3.15)
este no es un problema trivial. La resolucién fue dada en el trabajo de Hohm y Tonni [HT10] y

la repasaremos en la siguiente seccién.



3.3.1. Principio variacional en NMG

En esta seccién abordaremos el problema de obtener un principio variacional bien definido para
NMG con condiciones de borde tipo Dirichlet. Como mencionamos en el capitulo anterior, la
misma teoria de Einstein, dado que su acciéon posee derivadas segundas de la métrica, a priori
parece no estar bien definida ante variaciones de la métrica fijas en el borde. Sin embargo, la
adicion del término de borde de Gibbons-Hawking, soluciona dicho problema eliminando las
derivadas normales al borde de las variaciones de la métrica. En el caso de NMG, dado que la
accién (3.15) posee términos cuadraticos en la curvatura, supone una dificultad ain mayor, ya
que las ecuaciones de movimiento son de cuarto orden en la métrica. Esto implica que, al variar
la accién se deben fijar condiciones de borde no solo sobre la métrica sino también sobre sus
derivadas. En el caso de GR, el agregado del término de Gibbons-Hawking es suficiente para
eliminar las derivadas en la direccién normal al borde y, entonces, basta con fijar las variaciones
de la métrica . Este no es el caso de NMG, donde es necesario proveer mas informacién sobre
las condiciones de borde; es decir, no solo hay que fijar las variaciones de la métrica sino de sus
derivadas. La idea utilizada en [HT10] es la de introducir un tensor auxiliar f,, que permita
re-escribir la accién (3.15) de manera tal que las ecuaciones de movimiento sean de segundo
orden tanto en la métrica como en el tensor f,, (que no posee término cinético en la accién).
Con esta prescripcién, los autores de [HT10] son capaces de construir un término de Gibbons-
Hawking generalizado que da lugar a un principio variacional bien definido habiendo fijado las
variaciones, no solo de la métrica, sino también del tensor auxiliar en el borde (el cual, como
veremos a continuacién, es equivalente a una combinacion muy particular de derivadas de la
métrica). Esto nos permite, ademds, obtener el tensor cuasi-local de Brown-York [BY93] para

NMG.

Primero, debemos notar que es posible reescribir la accién de NMG introduciendo un tensor

auxiliar f,,. La accién de NMG de segundo orden es
1 3 nv 1 uv 2
Srma :m d°rv/—g |oR+ f Guu_z(f;wf _f)_2A ) (3'18)
b

donde donde 0 = £1y f = g"” .. es la traza del tensor auxiliar. Notemos que f,, no presenta
término cinético, por lo cual, su ecuacién de movimiento es puramente algebraica, y nos dice que

es proporcional al tensor de Schouten

2 1
f/“, = W (RHV — 4Rguy> . (319)



Si reemplazamos (3.19) nuevamente en la accién (3.18) reobtenemos la accién original de NMG

(3.15) con constante cosmoldgica.

Las ecuaciones de movimiento en términos del tensor auxiliar f,, son

1 1
UG;W + Ag;w - §m2 (f,upfup - ff;w - Zg;w(fpafpo - fz))

1 1

§le“’ - 59,“/ prGpU

1
5 (V2 = 2V + ViV f + (VY7 fpr = V2 )gu) = 0, (320)

1
+2f(."Guyp + iR-fMV -

y, como era de esperar, son de segundo orden en derivadas tanto de la métrica g,,,, como del tensor
auxiliar f,,. Si insertamos la expresién (3.19) en (3.20) reobtenemos las ecuaciones diferenciales

de cuarto orden para la métrica de (3.16).

Gracias a la introduccién del tensor auxiliar f,, tenemos ahora una formulacién de segundo
orden para NMG, es decir, tanto la accién como las ecuaciones de movimiento tienen a lo sumo
derivadas segundas de g,,, ¥ f,.... Esto permite definir un problema de Dirichlet para variaciones la
métrica y del tensor auxiliar. Veremos que es posible tener un principio variacional bien definido
para NMG si se asume que tanto las variaciones de g,, como de f,, estan fijas en el borde.
Para ello serd necesario introducir un término de Gibbons-Hawking generalizado que elimine las

derivadas normales al borde de las variaciones.

Para obtener el término de borde es necesario variar la accién (3.18) respecto a una solucién de

las ecuaciones de movimiento. Dicha variacion estd dada por

1
167G

0Same = /dgx\/—gvuv“, (3.21)
)

donde el vector v* es

1 1 1
v = ot = D fu - [P7GN (8000) = 5 IV (09p0) = 557 97V (09p0)

+ 5 (VR0 = 2D 10 4+ VN f + gV [T — gV )y, (3.22)

DN = D

y donde se definié
wh = g""NV?(6gup) — 97 V*(09p0) , (3.23)

que corresponde al vector que da la variaciéon que aparece en GR.



Los términos probleméticos en (3.22) son los poseen derivadas normales de la métrica o del campo
auxiliar. Los términos proporcionales a dg,, no generan inconveniente alguno ya que dg,, = 0

en el borde.

Para poder obtener el término de borde debemos realizar una foliacién de la variedad ¥ en

superficies de r constante Y,.. Para ello recurriremos a una expresién tipo-ADM de la métrica
ds* = N?dr® + v;; (dz' + N'dr) (do’ + N7dr) | (3.24)

donde N es la funcién lapse, N; las funciones shift y 7;; la métrica inducida en X,. También
hemos separado las coordenadas del bulk como z* = (z¢,7), donde z* son las coordenadas en las

superficies de r constante.

De acuerdo a la descomposicién (3.24), el determinante de la métrica queda expresado como
v/—g = v/—7 N. Teniendo esto en cuenta y utilizando el teorema de Stokes, la variacién (3.21)

se lee

1
0Sxme = 167G /d2$\/ —’ynlﬂ}“,
P

donde n* es el vector unitario normal a ¥, dado por n,dx* = N dr.

Un ingrediente fundamental para construir el término de borde es la curvatura extrinseca. Re-

cordemos que la expresién de la misma es

K, = (Vun, +Vun,) .

1
2
La parte relevante de la curvatura extrinseca son sus componentes tangenciales

1

Kij=——
2N<

Orvij — Dinj — Djn;)

donde D; es la derivada covariante construida con ~;;.

Para hallar el término de borde adecuado va a ser conveniente elegir coordenadas adaptadas
al problema en cuestion, es decir, va a ser tutil fijar parcialmente el gauge y elegir coordenadas
gaussianas N = 1, NV; = 0. En estas coordenadas, la curvatura extrinseca toma la forma K;; =
—%a,%j. Al final del dia para poder deshacer el fijado del gauge reemplazamos _%67-’}/1']' por Kj;

para obtener una expresién general. Dado que el tensor auxiliar f,, esta presente en la variacion



(3.21), también es necesario hacer una descomposicién tipo 2 + 1 del mismo, esto es

fij hi
= . (3.25)
ht s
Debemos remarcar, que la eleccién de las coordenadas gaussiana no implica necesariamente que

las componentes “no-diagonales” de f*” sean cero.

Ahora estamos en condiciones de hacer una evaluacién més precisa de la variacién de la accién
de NMG. Las componentes relevantes del vector v* para el cdlculo del término de borde son las
perpendiculares a las superficies de r constante, més precisamente, la componente v". El calculo

explicito nos muestra que dSyyg estd dado por la siguiente expresién

1 i ij F_ig
Tl d*a/— (207 ToK; + fY0K; — fry ]5Kij) )

P

5SNMG =

donde f =~% f;;.

Entonces el término generalizado de Gibbons-Hawking es

_ 1 2 Fiipe o f
Soon = 15—z | Pav/ 7( 2K — [, + fK) : (3.26)
3

donde hemos definido los tensores

F9 = f9 4 2h0ND 4 sNINT |
h' = N(h' + sN"),

5= NZ?s. (3.27)

La eleccién de estos tensores se basa en el pedido de que transformen covariantemente ante
difeomorfismos infinitesimales del borde, y que ademds se reduzcan a (3.25) cuando se eligen

coordenadas gaussianas (para mds detalles referirse al Apéndice A de la referencia [HT10]).

El primer término en (3.26) corresponde al ya conocido término de Gibbons-Hawking. Los otros
dos términos provienen de las contribuciones de curvatura superior de NMG. El resultado de
GR se recupera tomando el limite m — oo, lo que es equivalente a hacer el reemplazo f*¥ =0

(recordar la expresién on-shell de f*¥ (3.19)).



Por lo tanto, gracias a la introduccién del término de borde (3.26) en la accién tenemos ahora un
principio variacional bien definido para NMG. Como dijimos anteriormente, dado que NMG en
su formulacién original es una teoria de derivadas superiores, no es suficiente con fijar condiciones
de tipo Dirichlet para las variaciones de la métrica, es necesario brindar més informacién sobre
las condiciones de borde. La informacién adicional que se debe dar se encuentra codificada en
el tensor auxiliar. Fijar § f#¥ = 0 en las hiper-superficies de r constante es lo que permite
que la accion sea estacionaria ante perturbaciones respecto a una solucion de las ecuaciones de

movimiento.

3.3.2. Tensor de Brown-York en NMG

Habiendo obtenido el término de borde adecuado ahora estamos en condiciones de calcular el
tensor cuasi-local de Brown-York para NMG. Entonces, el tensor de energia-momento de Brown-
York puede obtenerse variando la accién (3.15) junto con el término de borde (3.26) respecto a

la, métrica del borde v%

2 465

r=const
Este tensor tiene dos contribuciones T% = Ty}, + Ty , una proveniente del término de GR y
otra del término cuadratico en la curvatura propio de NMG. Primero, tenemos el término de

Israel

» 1 g g
T = — (K" — K~Y), 3.29
b= o (KT — Ka) (329)
y segundo, tenemos la contribucién proveniente de los términos de curvatura superior [HT10]

g 1 /1. .. 1 o 1
T =~ (ZfKU L DGR _ Zp fii L gU DR Zgpcii )
NMG RYre: (2f + 9 f + k f 25 (3 30)
P DU I B

donde los tensores con “sombrero” fueron definidos en (3.27) y la “derivada covariante-r” D, se

define como

D, fii = % (ar Fii — Nk, fid 42 f’“(i@k]\fj)) , (3.32)
.1 . R
D.f =~ (arf - Nkakf) . (3.33)



Las cantidades D, f* y D,. f son combinaciones particulares que transforman como tensores ante
difeomorfismos infinitesimales del borde (nuevamente, para més informacién al respecto, referirse

al Apéndice A de la referencia [HT10]).

Como vimos en el capitulo anterior, el tensor cuasi-local de Brown-York viene de la mano con
una definicién de carga conservada asociada a vectores de Killing del borde [BY93]. Recordemos
que para obtener dicha carga es necesario hacer una foliacién en superficies de tiempo constante
en Y., esto es

do? =~ da’dz? = —N2dt* + p (de + NZdt)* (3.34)

donde p es una métrica unidimensional, N, es la funcién lapse y N7 es la funcién shift. Entonces,

la expresion para las cargas en el caso D = 3 es

QlE] = /dxpuiTij&j : (3.35)

%
donde 9% = Tlggo ¥, es el borde del espacio®, u’ es el vector unitario normal a la superficies de
t constante en 9%, & es el vector de Killing del borde, i.e. Le[vi;] = 0. De aqui en més, para no
recargar la notacién, llamaremos T;; al tensor de energia-momentos del borde de NMG en lugar
de Tj}’-MG . Como vimos en el capitulo anterior, para obtener la masa del espacio-tiempo debemos
identificar el vector de Killing temporal con & = N,u’. Mientras que para el momento angular,

el vector de Killing tipo-espacio es simplemente 7* = 6.,0,.

Debemos mencionar que, en general, las cargas conservadas en (3.35) no estdn bien definidas
y es necesario recurrir a algin mecanismo para regularizarlas. En general las divergencias son
infrarrojas y se encuentran relacionadas con el volumen infinito del espacio en cuestién, como en
el caso de espacios asintéticamente AdS3. Como veremos a continuacion, las cargas conservadas,
una vez regularizadas mediante el proceso de renormalizacién hologréfica, resultan proporcionales
a la carga central de la teoria dual. Por lo tanto, en el punto critico ¢ = 0 las cargas son finitas,

de hecho, son nulas.

3.3.3. Renormalizacién holografica en NMG

El préximo paso hacia la definicién del tensor de energia-momentos del borde es anadir contra-

términos para regularizar (3.30) en el limite r — co. En espacios asintéticamente AdSs esto se

6Para ser més precisos, en el caso de espacios AdS o asintéticamente AdS, el borde del espacio es en realidad
una clase conforme, es decir, es la métrica inducida en r constante en el limite » — oo a menos de un factor
conforme.



logra mediante el proceso de renormalizacién holografica, que implica agregar términos de borde

que solo involucran cantidades intrinsecas del borde. Aqui, tales términos son de la forma

1 ~ N PO
Sc :m/d%ﬁ/—y(ao+a1f+a2f2—|—a3fijf”—|—...
oy
+bi R+bo R+b3 Ry R + ..., (3.36)

los puntos suspensivos refieren a términos de orden superior tanto en curvaturas intrinsecas R;;
como en tensores f;;. Desde el punto de vista del borde, estos términos pueden pensarse como los
contra-términos de la teoria de campos dual; esto significa que el tensor de esfuerzos del borde

estd definido al tomar el limite r — oo en el tensor mejorado

2 0S¢

Ejg)j_;j:ﬂ'*irj’yWa

(3.37)

donde T7; es el tensor de Brown-York renormalizado.

Anti-de Sitter Para ilustrar como funciona este procedimiento en NMG veamos primero el

caso de AdS3. La métrica de AdS3 estd dada por

2 2

¢
Lt - da?) +
r

d82 = 672(

En este caso la masa recibe contribuciones tinicamente de la componente (¢,¢) del tensor de

energia-momentos
1 1\,
M:/dl‘Ttt:_w(a—i—W)r

Como veremos mas adelante, el coeficiente entre paréntesis es proporcional a la carga central
de la teoria dual. Resulta claro de la expresion anterior que la masa diverge al tomar el limite
r — 00. Para determinar el contra-término adecuado es necesario regularizar la accién de NMG
(3.18)-(3.26). Es sencillo ver que el contra-término que hace finita la accién on-shell es una

constante cosmoldgica de borde

1 1
Se = ~5-a7 <a+ 2m2£2> : (3.38)

Entonces el tensor de esfuerzos renormalizado es

1 |
15 =T — ij >
i 87 Gl <U+ 2m2€2> Vi



y la masa de AdS3 es
MAdS =0,

que es el resultado esperado para el estado de vacio de AdS.

Es interesante corroborar que el tensor de energia-momentos (3.30) corresponde al valor de

expectacion del tensor de esfuerzos de una CFT dual, tal y como sugiere la correspondencia

AdS/CFT

. AdS/CFT .
i e i
TBY ’52 - <7—CFT > :
Hay varias maneras de corroborar esto. Una forma es considerar transformaciones que dejan
invariante la forma asintética de la métrica y que corresponden a transformaciones conformes
en el borde, y aplicarlas al tensor (3.30). Esto da lugar a un término anémalo, llamado derivada
Schwarziana, proporcional a la carga central de la CFT. Esto procedimiento fue realizado por

los autores de [HT'10] y el resultado es

3/ 1
Cnvc = ﬁ (J + W) . (339)

3¢

Tomando el limite m? — oo se recupera el resultado de GR ¢z = 56+

Otra forma de obtener el valor de la carga central es mediante la anomalia de traza. Dicho

célculo, en el caso de NMG, fue realizado en [GGL11] y lo repasaremos a continuacion.

Un resultado conocido de CFT en dos dimensiones es la relacién existente entre el valor de
expectacion de la traza del tensor de esfuerzos y el escalar curvatura del espacio curvo en el que

se encuentra definida la teoria

N S5

Para chequear este resultado del “lado de gravedad” es necesario recurrir a la expansion de
Fefferman-Graham [FG85]

0 2 1 @
Yij = Tgvfj) —l—’yi(j) + T—Qvi(j) +...,

donde los “coeficientes” 'yg-k) dependen tdnicamente de las coordenadas del borde (t,z). Para

calcular la traza del tensor de energia-momentos del borde es necesario evaluar las ecuaciones de
movimiento utilizando la expansién de Fefferman-Graham, mas precisamente, es suficiente con

considerar las componentes (r,r) de (3.16) hasta el cuarto orden en la expansién para r grande.



Teniendo esto en cuenta se obtiene que

C A
i = —R.
J 247

9j

¢ 1
15 = Torc <U * 2m2£2> 7

ij B
Esto da como resultado cyye = % (a + ﬁ), que coincide exactamente con (3.39). Esto es
una confirmacién de la interpretacién holografica del tensor de Brown-York, es decir, que el
mismo representa el valor de expectacién cuantico del tensor de energia-momentos de la CFT
dual. Como mencionamos en el capitulo anterior debemos resaltar el hecho de que, mediante un
célculo puramente clasico en el bulk de AdSs, hemos podido obtener informacién cuantica de

una CFTy dual. Este es uno de los aspectos mds atrayentes de la correspondencia AdS/CFT.

Agujero negro BTZ Como un segundo ejemplo de aplicacion, calcularemos la masa y el

momento angular del agujero negro BTZ en NMG.

Recordemos que la métrica del agujero negro BTZ estd dada por el siguiente elemento de linea

2 16G2.J2 -1 2
ds? = (22 —8GM + 6%,‘]> dr? — (22 - 8GM> A2 + 8GJdtdy + r2dp?® . (3.40)

Este espacio satisface las condiciones asintétcas de borde de Brown-Henneaux [BH86]. Tanto la
accion como el tensor de energia-momentos del borde presentan la misma estructura de diver-
gencias que el espacio AdSgz, por lo tanto, el contra-término requerido para hacer finita la accién

es el mismo (3.38). Entonces, la masa del agujero negro BTZ es

1

Mientras que el momento angular es

1

Notemos que tanto la masa como el momento angular del agujero negro BTZ son proporcionales
a la carga central (3.39). Entonces, las cargas conservadas en el punto critico cyye = 0 son nulas.

También es interesante notar que en el limite m? — oo se recupera el resultado de GR

Espacios de Lifshitz El dltimo ejemplo de aplicacion en NMG que veremos sera el de los

espacios de Lifshitz [KLMO8] y el agujero negro de Lifshitz z = 3 [ABGGHO09].



Estos espacios fueron propuestos como duales gravitatorios de sistemas de materia condensada
con puntos fijos de Lifshitz en la referencia [KLMO8]. Aqui estudiaremos los andlogos tridimen-

sionales de esos espacios.

Los espacio-tiempos de Lifshitz presentan invariancia de escala anisétropa ante
t— Nt, x— A\x.

Los llamados espacios de Lifshitz son aquellos que realizan geometricamente la simetria que

recién mencionamos

7,2z

o £2z

7"2

2
ds® = 12

2
dt* + f—QdTQ + —di - d¥, (3.43)

donde Z es un vector tipo espacio de (D — 2) dimensiones. Debemos notar que para z = 1 el
espacio (3.43) se reduce a AdSp. Tipicamente este tipo de geometrias requieren la adicién de
materia “articial” en la teoria, como por ejemplo formas diferenciales sin otra motivaciéon que
la de soportar la solucién [KLMO08, BM09]. Por otro lado, NMG posee como soluciones de vacio
espacios de Lifshitz tridimensionales con exponente dindmico arbitrario. En este sentido, NMG
provee un escenario minimal en el cual estudiar holografia no-relativista para teorias duales con
puntos fijos de Lifshitz, dado que no requiere la adicion de materia y la teoria es interesante en
s{ misma al ser un modelo de gravedad consistente. La versién tridimensional de (3.43) como
solucién de NMG fue hallada en la referencia [ABGGHO09]. Para que satisfaga las ecuaciones

2

de movimiento (3.16), el radio de curvatura £ y el pardmetro de masa m? se relacionan con el

exponente dindmico z a través de

1
mi? = (2" =3z + 1), MQ:—%(ZQHH). (3.44)
g

En el cdlculo de la masa, la componente relevante del tensor de energia-momento es la (t,t)

_ 223241 r2z
Ty =— (0~ 2202 (21

Es facil ver que la integral que da el valor de la masa diverge para cualquier z > 0. Sin embargo,
el coeficiente entre paréntesis se anula on-shell gracias a las condiciones (3.44). Por lo tanto, en

el caso del espacio de Lifshitz no es necesario renormalizar la accién.

Es interesante notar que NMG no solo presenta soluciones de Lifsthiz sino que también soporta

agujeros negros de Lifsthiz con z = 3 [ABGGHO09).



Para poder estudiar sistemas de materia condensada con puntos fijos de Lifshitz a temperatura
finita mediante técnicas hologréaficas, es necesario encontrar soluciones de agujero negro que
coincidan con el espacio de Lifshitz en la regién asintética. En [ABGGHO09] se encontré un agujero
negro que es asintéticamente Lifshitz con z = 3. Recientemente se mostré que este es el tinico
agujero negro asintéticamente Lifshitz con exponente dindmico z # 1 en NMG” [ABHJA14]. La
métrica de este agujero negro de Lifshitz con z = 3 estd dada por el siguiente elemento de linea

6 M2 2 2 -1
ds? = — (1—;) dt2+%2dx2+ (ZQ—M) dr?.

La métrica de arriba resuelve las ecuaciones de movimiento de NMG (3.16) si los pardmetros

satisfacen las siguientes relaciones

Estas condiciones son simplemente (3.44) evaluadas en z = 3.

Para regularizar la accién, en este caso no sera suficiente con introducir una constante cosmoldgica
de borde, deberemos recurrir a otros contra-términos. La accién on-shell presenta divergencias
que no pueden ser removidas con un término de constante cosmolégica de borde, razén por la

cual hay que recurrir a términos de orden superior. Una posible eleccion es la siguiente

_ 1 2. ; )
SC*SWG d“x h(ag—i—alf—i-agf).
%

Debemos remarcar que el requerimiento de que la accién on-shell sea finita no fija univocamente
los coeficientes g, a1 y az. En necesario recurrir a alguna otra informacion, por ejemplo, la
primera ley de la termodindmica. La temperatura y la entropia del agujero negro (3.3.3) fueron
calculadas en [GTT11]. Entonces, si pedimos que la masa calculada sea consistente con T dS =

dM, obtenemos los siguientes valores para los coeficientes de los contra-términos

15 _ 1 _ o
a= 2T T

En consecuencia el valor de la masa del agujero negro de Lifshitz es

M=—"7a"

7 Al menos para geometrias que puedan ser escritas como de una deformacién de Kerr-Schild de un espacio de
Lifshitz.




Debemos resaltar que este cdlculo de la masa no provee un chequeo independiente de la misma.
Resta hallar algin otro método para poder determinar un mecanismo que fije univocamente los
contra-términos. Quizé nuevas soluciones asintéticamente Lifshitz, como por ejemplo un agujero

negro rotante, pueda dar indicios al respecto.

3.3.4. Inconsistencia de unitariedad bulk/boundary en NMG

Por dltimo, repasaremos la llamada inconsistencia o desacuerdo entre las condiciones para sa-
tisfacer las condiciones de unitariedad tanto en el bulk como en el boundary. Para ello primero
consideraremos la linealizacién de la accién de NMG en su formulacién de campo auxiliar (3.18).

Consideramos perturbaciones de la forma
v = Guv + Khpy (3.45)

donde k% = 167G y g, representa la métrica del fondo (o de background) AdSs. El tensor de

Ricci y el escalar asociados a la métrica background estan dados por

Ry = Ru[g) = 2Agu, R=g"" Ry, =0A.

Para espacios AdS tenemos que A = —1/¢2 < 0.

Consideraremos una expansién del campo auxiliar f,,, de la forma
1 _
fow = W(A(gw, + khy)) — Kk + O(K?), (3.46)

donde £k, representa una perturbacién independientes de h,,.

Reemplazando las perturbaciones (3.45) y (3.46) en (3.18) obtenemos el siguiente lagrangiano

de segundo orden

A —2m2o
4m?

1
£ = — R G [h] + k" G [h] — ZmQ(k“”k:W — k%), (3.47)

donde G,,,, es un operador diferencial lineal auto-adjunto definido por su accién sobre h,,,

1, - _ o _ o
Guvlh] = E(Vh,w — 2V, V0 + V. Voh — (V2 =V Vo) g,) (3.48)



donde V son las derivadas compatibles con Guv y donde definimos h*” = 3°3"Phas vy h =

G*Phap. En el caso en que A = 0y Gy = 1, €l operador (3.48) coincide con (3.7).

Si asumimos que A # 2m?c es posible diagonalizar el lagrangiano (3.47) realizando la siguiente

re-definicién de campos

~ 2m?

hw=hyw— ———7—k..
K (A —2m20) "
En términos de ﬁm, ¥ kv, €l lagrangiano (3.47) es

A —2m2o -

L8 = == MG b+

2m2 1 o 1 Ly
A —2m%) <2k‘ G (K] = M2s (K" K —k2)) . (3.49)

donde la masa de Fierz-Pauli estda dada por
2 1 2
Mz, = i(A —2m*o). (3.50)

El primer término en (3.49) es proporcional a la accién de Einstein-Hilbert linealizada respecto a
un background dado. El segundo término se reduce a la accién de Fierz-Pauli (3.5) para g, = 1.
Es interesante notar que si A = 0y ., = Nuw, Do es posible que los términos cinéticos de iLW y
k.. tengan el signo adecuado al mismo tiempo, sin embargo, como mencionamos anteriormente,
dado que GR en D = 3 no posee grados de libertad propagantes, es posible elegir o de modo tal

que el campo de espin-2 no sea tipo-fantasma.

Volviendo al caso del background AdSs, para que la accién (3.49) sea unitaria debemos pedir
que sea libre de fantasmas (es decir, que tenga signo del término cinético adecuado) y libre de
taquiones (campos con masa negativa que satisfagan la condicién de Breitenlohner-Freedman,
BF-bound en inglés). A su vez, si asumimos que la correspondencia AdS/CFT es valida para
NMG, la CFT5 dual también debe ser unitaria, lo que implica que la carga central (3.39) tiene

que ser positiva.

La ausencia de modos tipo-fantasma en (3.49) se logra pidiendo
m?(A —2m?0) >0, (3.51)
mientras que los taquiones se evitan si

1
M2, = §(A —2m?0) > 0. (3.52)



Del lado de la teoria de campos la condicién cyye > 0 implica

3¢ A

Es posible ver que las condiciones (3.51), (3.52) y (3.53) son mutuamente excluyentes. Por
lo tanto, no es posible lograr unitariedad a “ambos lados de la conjetura”; es decir, para la
teoria de gravedad en AdSs3 y en la CFT del borde al mismo tiempo. Esto es lo que se conoce
como inconsistencia de unitariedad entre el bulk y el boundary. Han habido diversos intentos de
suplementar la accién de NMG con términos con derivadas superiores con el objetivo de resolver
la incosistencia [ABM14, Sin10, Paul0], sin embargo, ninguno ha tenido éxito. En la préxima
seccién veremos que existe una teoria de bi-gravedad en 2 4 1 dimensiones que logra sortear este

problema.

3.4. Zwei-Dreibein Gravity (ZDG)

En esta seccién describiremos la otra teoria de gravedad en tres dimensiones en la cual nos
centraremos en la tesis. En este caso se trata de una teoria de bi-gravedad, es decir, contiene
como entes dindmicos dos campos de espin-2 representados por dos dreibeine®. Estudiaremos la
teoria tanto a nivel linealizado como a nivel no-lineal. También veremos la relacién que existe

entre ZDG y NMG.

3.4.1. Bi-gravedad en tres dimensiones

Ahora pasemos a describir los principales aspectos de la teorfa Zwei-Dreibiein Gravity (ZDG)

propuesta en la referencia [BAHH13].

ZDG es una teoria cuya formulacion natural en es términos en el formalismo de Cartan, utili-
zando formas diferenciales (para una breve pero concisa introduccién al formalismo referise al
Apéndice J de libro de Carroll sobre GR [Car04]). ZDG es una teoria de bi-gravedad cuyos cam-
pos dindmicos son dos dreibeine y dos conexiones de espin. Los dreibeine son 1-formas vectoriales

er” = er,"dzt y las conexiones de espin son 1-formas tensoriales de rango-2 w;*, = wy % da’.

8En la formulacién de primer orden utilizando formas diferenciales, es habitual nombrar a los vielbeine por su
dimensionalidad: en tres dimensiones dreibein (del alemdn dre: tres, en cuatro dimensiones vierbein, drei cuatro,
y asl sucesivamente.



La 3-forma lagrangiana® de ZDG es la siguiente!®

1
2 bob 2 b
Lipe = —Mp {061 a1+ ea R + ém €abe (Oélelael e1” + agmZex“es 626)

1

- §m2€abc (5161‘161%2C + 5261a62b626) } , (3.54)

donde hemos suprimido los simbolos A y donde todos los productos entre formas deben ser

b — 9 A wb. También hemos reemplazado la

entendidos como productos exteriores, i.e. v*w
conexién de espin w; % por su dual de Hodge, la 1-forma vectorial wy,* = (1/2)e% wr,be. Este
reemplazo es una préctica habitual en el caso tridimensional. En lugar de las 2-formas tensoriales

para la curvatura (de rango 2) y para la torsién (rango 1), utilizaremos las 1-formas duales
a a 1 abce a a — a abce
R = dwy —|—56 wrpwre, 17 =7Drer* =der®+ e*“wrpere.-

Los pardametros independientes en (3.54) son las dos constantes cosmoldgicas oy, las constantes

de interaccién B; y la masa de Planck My . El pardmetro m?

es un parametro de masa, que si
bien es redundante, es conveniente (entre otras cosas para tomar el limite a NMG), y 0 = £1 es

un parametro de signo.

El andlisis hamiltoniano de la teoria nos dice que, para valores arbitrarios de los pardametros (1
y B2, ZDG contiene tres grados de libertad, dos corresponden a un modos de helicidad +2 de un
gravitén masivo y el restante grado de libertad es un modo potencialmente tipo-fantasma. Un
modo de evadir este problema es restringir el espacio de parametros de la teoria, por ejemplo,

eligiendo 2 = 0 y asumiendo la invertibilidad de e; [DMZ13, BDP13, BHM15]!!.

Las ecuaciones de movimiento para e;?, es®, w1® y wy®, habiendo asumido la invertibilidad de

e1? y elegido By = 0, son

1
0= oR}+ imzeabc (arelef —2B1eles) | (3.55a)
1
0= RS+ §m26“bc (azefes — Brefef) , (3.55b)
0= T¢ paral=1,2, (3.55¢)

9Si bien el término correcto es densidad lagrangiana, a veces nos referiremos a ésta simplemente como lagran-

giano.

10Aqui egpe es el simbolo de Levi-Civita con eg12 = 1, mientras que el tensor de Levi-Civita estd dado por
envp = V/I9leuvp.

HCon el objetivo de eliminar del espectro los grados de libertad no deseados, es necesario generar nuevos

., . . - N R a a
vinculos secundarios. Un modo de hacer esto es asumir la invertibilidad de la combinacién lineal 81e1 + B2e2°.
Este requirimiento garantiza la aparicién de vinculos secundarios adicionales. La eleccién que hacemos en este
trabajo (e1 invertible y S2=0) es un caso particular del caso anterior. Para mds detalles al respecto referise a
[BHMT15].



respectivamente.

Notemos que las 2-formas de curvatura y de torsién satisfacen identidades de Bianchi

DiR;“ =0, DT =e¢"Ryer..

Los términos cinéticos de e; y es en (3.54) son invariantes bajo sus respectivos difeomorfismos
y sus transformaciones locales de Lorentz. Notemos que la presencia del término de interac-
cion rompe la simetria al subgrupo diagonal correspondiente, dado por la identificaciéon de los

parametros de gauge de cada grupo.

Ahora repasaremos algunas soluciones de vacio de la teoria. Entre otras, las soluciones corres-
pondientes a espacios maximalmente simétricos son de suma importancia, en especial el espacio
AdS. Asumiremos que ambos dreibeine son proporcionales al correspondiente a un espacio de

curvatura constante

@ (3.56)

Il
&l

a a ~a
€1 =€, €2 =e -, wr

donde v es un parametro de proporcionalidad entre los dos campos de espin-2. Los campos e*
y @® son el dreibein y la conexién de espin para una geometria maximalmente simétrica con

constante cosmolégica A y satisfacen las siguientes relaciones

1 1
do® + ie“bcwbwc — §A6abcébéc =0,

De® = de® + e °awpe. = 0.

De hecho, es posible ver que (3.56) es una solucién de las ecuaciones de movimiento (3.55) dado

que el pardmetro de proporcionalidad « y la constante cosmolégica A cumplen

A A
=2 -0, Yar=p5-—5. (3.57)

Para valores genéricos de los ay y 55, las ecuaciones anteriores pueden ser resueltas para expresar

vy A en términos de los pardmetros de ZDG.



3.4.1.1. Limite a NMG en ZDG

Otro aspecto interesante para destacar de ZDG es el hecho de que es posible obtener la accién
de NMG a partir un “flujo” particular en su espacio de parametros. En nuestra convencién para
los pardmetros del lagrangiano de ZDG(3.54) el limite a NMG es ligeramente diferente de la que
fue dada en [BAHHT13]. Para el seguir el “flujo” hacia NMG debemos tomar ¢ = —1 y realizar

las siguientes redefiniciones de campos
A
e’ =ve1" + —f*, w'=w" - A", (3.58)
m

Entonces NMG puede ser obtenida del siguiente flujo

1
Mp(/\):XM’, YA =1+0d'A,
A 2(1+0d'A 1
a1(A):(6—W)A+(>\U)7 AiA) =1+ A,
1
ax() = ; — 20, (3.59)

y tomando el limite A — 0. Aqui ¢’ es el nuevo pardmetro de signo y A’ es la nueva constante

cosmolégica. La 3-forma lagrangiana (3.54) toma la siguiente forma

/

A 1 1
Lave = M’{ —o'e1 RS + Eeabcel a€1p€1c + ho Ty — — (faR‘f + ieabce‘ffbfc> } . (3.60)

La accién de arriba es la formulacién “tipo-Chern-Simons” de NMG estudiada en [HRTZ12],

donde la masa de Planck estd dada por M’ = 1/(87G).

A continuacién procederemos a estudiar la teoria de ZDG en el régimen lineal.

3.4.2. La teoria linealizada

Ahora nos centraremos en la teoria de ZDG a nivel linealizado respecto a un fondo de AdS.
Consideraremos perturbaciones pequenas respecto de los dreibeine y las conexiones de espin de

AdSs3 del siguiente modo

e1* =e* + kh®, wr® = 0% + Kkor®,

e =y (e* + khy®)



donde k es un parametro pequeno que controla la expansiéon. Los términos lineales en la expan-
sién de la densidad lagrangiana (3.54) se cancelan cuando se cumplen las relaciones (3.57). El

lagrangiano cuadratico para las fluctuaciones hr,* y vr,* estd dado por

_ 1

£(2) = —oM, l:hl aDvla =+ §€abcéa (’Ul pU1e — ARy phy c):|
_ 1

—yMp {h2 D2 + ieabcéa (v2pv2c — Ahg bh2c):|

1
- §m2751MP6abCéa (h1p — hap) (h1c — hac) - (3.61)

Dado que o + v # 0, este lagrangiano puede ser diagonalizado mediante una redefinicién de los

campos

(O’+’y)h+a :Uh1a+"}/h2a, h_¢ :h1a7h2a’

(0 +7)vi® = ov1® + yv2®, v =% —ut. (3.62)
En términos de esos campos el lagrangiano linealizado se convierte en

_ 1
E(g) = —(O' + ’}/)Mp |:h+ aD’U+“ + §6abcéa (’U+b’U+C - Ah+bh+c)

_ 1 1
_ﬁMP {h“ma + G €abel” (V"0 = Ah_h ) + 5 Mgy €qnce®h-"h-" |

(3.63)

que corresponde a un lagrangiano de Fierz-Pauli con y sin masa respectivamente, en formalismo

de Cartan. La masa de Fierz-Pauli My, estd dada en términos de los parametros de ZDG

o+
M2, =5 7). (3.64)

o
Al resolver las ecuaciones de movimiento para v+® en términos de las perturbaciones hi® y
sustituyendo el resultado de nuevo en la densidad lagrangiana, podemos ver que (3.63) se reduce a

la suma de un lagrangiano de Einstein-Hilbert linealizado para hy ,, = hi ,4€,% y un lagrangiano

de Fierz-Pauli para h_,, = h_,,€,%, que describe dos modos de helicidad £2 con masa Mgy

en un fondo de AdSs.



3.4.3. Resolviendo la inconsistencia bulk/boundary

En la seccién anterior hemos obtenido el lagrangiano linealizado de ZDG y hemos visto que es
equivalente a la suma del de Einstein-Hilbert a segundo orden en las perturbaciones y el de Fierz-
Pauli masivo. Para que la teoria satisfaga las condiciones de unitariedad perturbativa debemos
estar seguros de que no posee modos tipo-fantasma ni taquiones. Es suficiente pedir que tanto
el coeficiente del término cinético en (3.63) como la masa de Fierz-Pauli (3.64) sean positivos.
Ambas condiciones se cumplen si

oc+y>0. (3.65)

Por otro lado, asumiendo la validez de la conjetura AdS/CFT para ZDG, la teoria de campos
dual también debe ser unitaria, lo que implica que la carga central tiene que ser positiva. En
la referencia [BAHHT13] se calculd el algebra de cargas asint6ticas'? dando por resultado dos

copias del &lgebra de Virasoro con carga central
Crpe = 12l Mp (o + 7). (3.66)

La condicién para que c¢,p sea positiva es la misma que (3.65), por lo tanto, ZDG es capaz de
lograr unitariedad en el bulk y en el boundary al mismo tiempo. Esta teoria constituye el primer
ejemplo tridimensional que logra resolver la llamada inconsistencia de unitariedad bulk/boundary,

haciendo de ZDG un modelo de gravedad sumamente interesante.

3.4.4. ZDG como una teoria de un solo dreibein

Una observacién interesante que debemos hacer, es que ZDG puede ser entendida como una teoria
con un solo dreibein con un ndmero infinito de términos de derivadas superiores [BGMR14]. El
hecho de que las teorias de bi-gravedad puedan ser expresadas como teorias con derivadas supe-
riores de una sola métrica fue observado por primera vez en la referencia [HSMvS15]. Debemos
notar que es posible despejar algebrdicamente la ecuacién de movimiento (3.55b) en favor de
e2. Usando la propiedad e”°T Ry ,.® = det(e1)e1? *G1”», podemos obtener la siguiente expresién
para e

a 7

1 a a
€2y = ﬂelﬂ + mQﬂl Slﬂ y (367)

12Para més detalles acerca del célculo referirse a la tesis doctoral de Wout Merbis [Mer14] Capitulo 5.



donde S1,% = Siwel? con Siu = Rip — ingl uv €l tensor de Schouten asociado a la
métrica g1, = €11 l,bnab. Aqui identificamos g;,, con la métrica fisica, dado que, como
dijimos anteriormente, hemos asumido que ey es invertible. El campo es representa el contenido
de derivadas superiores de la teoria, y puede ser interpretado como un “campo auxiliar”, en el
sentido de que podemos resolver las ecuaciones de movimiento (3.55a) de un modo algebraico en
favor de dicho campo. Es “auxiliar” del mismo modo en que el campo f,,,, 1o es en la formulacién

de segundo orden de NMG [HT10] (ver Seccién 3.3.1).

Utilizando la relacién (3.67) podemos resolver la ecuacién de la torsion T,% = 0 para wy*(eq)

como una serie de potencias formal en 1/m?

a = 1 n)a
it =3 g 369
n=0

b

y resolviendo T5% = des® + €%pews’e2¢ = 0 orden por orden en l/m2 tenemos que

QELO)a _ wlua, QE?)G, _ 70&7101#11,
Q(2k)a 20 —1_vpo a b 1 b a Q(Qk—Q)c d
P = — ;1 det(el) € €bed | €10 €1p — 561 v €lp P Sio s (369)

para k > 1. Aqui C1,* = C1 el y Cipw = det(el)_lsuo‘ﬁDaSwV es el tensor de Cotton

asociado a g1 .. Este resultado nos permite escribir R,* como una serie en 1/m?

o0

a 1 2n)a
Ryt =3 Ry, (3.70)

n=0

donde los coeficientes de la expansién estan dados por

a a 2
RV =R, RP = _-Zpcye,
851
(2k) 1 k—1
2k)a __ (2k)a | — a (26) b 0 (2k—2i) ¢
RPV = plPhe 4 E}_le eLCOLEY: : (3.71)

con C1,* = €1,*C1”,. La derivada covariante D estd definida respecto a w;*. Reemplazando
estas expresiones en las ecuaciones de movimiento (3.55b) obtenemos una ecuacién diferencial
para e, como una serie de potencias formal en 1/m?. Debemos notar que las ecuaciones de
movimiento de ZDG escritas en términos de un solo dreibein involucran un ndmero infinito de
términos con derivadas superiores. También debemos advertir que esta es una expansién formal

que en la mayoria de los casos no es de mucha utilidad, a menos que seamos capaces de sumar los



infinitos términos involucrados. Como veremos maés adelante, para ondas propagantes en AdSg

en la Seccion 5.1 es posible resumar toda la serie a una expresion cerrada.

Por otro lado, las acciones con mas de cuatro derivadas pueden, al contrario de ZDG, propagar
dos 0 més gravitones masivos (ver referencia [BAHM™12] por ejemplo). Sin embargo, en los
casos donde esto sucede, hay términos con més de cuatro derivadas actuando sobre la métrica.
Este no es el caso de ZDG, dado que Q") contiene contracciones del tensor de Cotton con
2n — 2 tensores de Schouten y por lo tanto la curvatura Ro es una serie infinita de términos que
son productos que tienen como mucho cuatro derivadas actuando sobre el tensor métrico. Las
ecuaciones de movimiento resultantes contienen un nimero infinito de derivadas, pero no mas
de cuatro actuando sobre la métrica. También notemos que en el caso de un nimero infinito de
derivadas el problema de valores iniciales y el conteo de grados de libertad es sutil (para una
discusién al respecto ver por ejemplo [BK08]). La formulacién de derivadas superiores de arriba,
por lo tanto, no esta en contradiccién con el hecho de que ZDG posee un solo gravitén masivo

que se propaga.

Es interesante mencionar que se ha intentado construir teorias de gravedad en tres dimensiones
libres de fantasmas y de la inconsistencia de unitariedad entre el bulk y el boundary, mediante la
adicién de términos de curvatura superior. Algunos ejemplos son las referencias [ABM14], [Sin10]
y [Paul0]. Sin embargo, esos intentos no han tenido éxito. Por lo tanto, la expansién (3.71) nos
sugiere que la Unica manera obtener una teoria consistente de gravedad en AdSs y de evadir el
conflicto bulk/boundary es mediante la adicién de una torre infinita de términos con derivadas

superiores, los cuales se encuentran “codificados” en el campo auxiliar de espin-2 es.

Vale la pena resaltar que las ecuaciones de movimiento con derivadas superiores para g; hasta
orden 1/m? pueden ser integradas a una accién si los pardmetros de la teorfa satisfacen una
relacién de consistencia con el limite de NMG. Debemos remarcar que esto no significa que
ZDG con valores genéricos de sus constantes de acoplamiento es una completacién con derivadas
superiores de NMG. Sin embargo, es interesante notar que, como veremos a continuacién, la
accién al orden 1/m? es precisamente la accién de NMG. En general, la interpretacién de ZDG
como una teoria de gravedad con derivadas de orden superior de una sola métrica, solo se

mantiene al nivel de las ecuaciones de movimiento sin campos de materia.

Otra relacién entre NMG y ZDG Ahora veremos que hay otra manera de relacionar ZDG

con NMG haciendo uso de la expansién formal (3.71). Primero escribiremos la ecuaciones de



movimiento de ZDG como funcién de una sola métrica con contribuciones de términos de deriva-
das superiores hasta orden 1/m®. Esto puede obtenerse sustituyendo (3.70) con los coeficientes
(3.71) en la ecuacién de movimiento (3.55b). La ecuacién de movimiento estd escrita en su forma
de segundo orden, utilizando como métrica g,, = eluaelybnab para subir y bajar indices. El

resultado es

10 aga
o ] ()0 (S )

1 1 1

donde aqui y en lo sucesivo suprimiremos la etiqueta “1”. Los tensores simétricos £, y Fj,,

poseen términos con cuatro y seis derivadas respectivamente

2 1 1
E.=- 07? {DRW — 1(QWDR +V,V,R) —3R,,R’, + guRpc R* — 5gWRz
3 [6%) o 5 2 3
=+ iRR”V + ? gHVRpURp — ggl“’R + iRRNV — 2RMpRPV s (373)
1

4 ag ag o o
Fu = on {vp [S(u Vi)Sps = S’ VeSiye = 8 V(uSuye + 257V 50

+87, Ve Su] + VS V3 S 09w — 2V S,V 65, } - (3.74)

Queremos remarcar que al orden 1/m? las ecuaciones de movimiento de arriba no pueden se
integradas a una accién, a menos que las siguientes relaciones entre los parametros de ZDG se
cumplan

g (%)

o T (3.75)

Si los pardmetros de ZDG se restringen de esa manera, entonces las contribuciones de orden 1/m?
en (3.73), pueden ser integrados a una accién proporcional a R, R*" — %RQ. Esta combinacién
de términos cuadraticos en la curvatura corresponden a la parte de derivadas superiores de la
accion de NMG. Esto no es una mera coincidencia como puede verse al tomar explicitamente el
limite a NMG. De hecho, luego de sustituir las parametrizaciones (3.59) en los coeficientes de

la ecuacién (3.72), podemos ver los términos al orden 1/m* escalean como A y por lo tanto se



anulan en el limite A — 0. Los coeficientes que sobreviven a dicho limite son

1090 )
Mp (1+ 252 > =o' +0(\),
2
—Mp <a10;2 — 51) m? = Ao+ O(N),
451
“Mp2Z — 1400,
aq
(65 71
MPQ—B% =3 +O(\).

En particular, las dos ultimas ecuaciones muestran que el limite A — 0 refuerza la relacién
entre los pardmetros (3.75) y es una consecuencia de las ecuaciones de movimiento de NMG

[BHT09a, BHT09b] que resultan de la ecuacién (3.72) en el limite A — 0

1
OR,, — -(9.,0R+V,V,R) — 4R, ,R’,
© 4 \In I3 up

9 3 13
+ SRRy + 59, Ror R — Eg,WRZ] ,

0= O'/Gl“, + Aogl“’ + W

pueden ser integradas a una accién, incluso para las ecuaciones de movimiento de ZDG genéricas

(3.72) esto no es posible orden por orden en m?.

Notemos que la utilidad de la formulacién en términos de derivadas superiores de ZDG depen-
derd fuertemente de la aplicacion especifica en la que estemos pensando. En esta seccién, hemos
utilizado dicha formulacién para obtener las soluciones de onda AdS. Para otras aplicaciones,
como por ejemplo, en AdS/CFT, es necesario contar con una accién con un principio variacional
bien definido, razén por la cual debemos remitirnos a la formulaciéon de primer orden con dos
dreibeine. Notemos que incluso si los términos de derivadas superiores pudieran ser integrados a
una accion, la formulacién con derivadas superiores sigue siendo més ttil para definir un principio

variacional bien definido, como es discutido en el caso de NMG en la referencia [HT10].

3.4.5. Auto-dualidad en ZDG

Para terminar este capitulo veremos una curiosa relacién que se da entre los dos campos de
espin-2 de la teoria, una suerte de auto-dualidad entre la métrica asociada a e; y a la “métrica”

asociada a es.

Ademsés de la relacién (3.67) entre e,® y e, y las correspondientes métricas g1, = elauelbunab

Y G2u = egaueZbl,nam uno puede preguntarse si, para una clase particular de soluciones, existe



una transformacién de coordenads que mapee g en g, y viceversa. Vale la pena mencionar que
aqui y en lo subsiguiente nos referiremos a go como una “métrica” dado que la forma que toma
por su relacién con el dreibein respectivo recuerda a la de una métrica. Dado que tnicamente
estamos asumiendo la invertibilidad de e, g; es la métrica fisica'?. Si ambos campos de espin-2

tienen una interpretacion geométrica, no es claro aun.

En esta secciéon analizaremos cuando ambas “métricas”, g1 y g2, estan relacionadas por una
transformacién de coordenadas y/o escala. Este suerte de “dualidad” entre los dos campos de
espin-2 ya fue descubierta en la llamada teorfa f — g [ISS71], donde las dos métricas (g, y fuv)
representan la solucién de Schwarzschild-(A)dS al mismo tiempo [ISS71]. En [Vol15], se hallé una
solucién de agujero negro con pelo asintdticamente (A)dS en la teoria de bi-gravedad de Hassan-
Rosen [HR12] donde esta dualidad entre métricas ocurre. Todos los ejemplos recién mencionados
pertenecen a teorias de bi-gravedad de cuatro dimensiones; sin embargo, también existen ejemplos
en tres dimensiones: en la referencia [BT09] se estudié la versién tridimensional de la teoria f —g
y se encontraron soluciones de agujero negro asintéticamente AdS3 para ambas métricas. Por lo
tanto, es natural preguntarse si ZDG también posee este tipo de dualidad. En el caso particular
en el cual g1 es un espacio maximalmente simétrico, se cumple que R1,, = 2Ag1 ., y recurriendo
a la expresion (3.67) es inmediato que go debe ser proporcional a g; on-shell. Este razonamiento
también es véalido para el agujero negro BTZ, dado que es localmente equivalente a AdS3. Més

precisamente, si la métrica asociada a ey estd dada por

ds,? = — ﬁ4\4 dt? + 2Jdtdyo + r2de? + ﬁ—M+i _1dr2
L= 02 14 v 22 4r2 ’

entonces, la “métrica” asociada a e, viene dada por un factor conforme constante multiplicando

la métrica de BTZ

dsQ*; - i—M dt? + 2Jdtdy + r?dp?
2T IR 2 prra
T2 J -1 9

Este mismo comportamiento serd observado més adelante para ondas propagantes en AdS3 (Sec-
cién 5.1), y en espacios de Lifshitz, Schrodinger y Warped AdS (Seccién 5.2). Por lo tanto, en

ZDG tenemos un fenémeno de dualidad similar al encontrado en otras teorfas de bi-gravedad,

13En la nota al pie de pagina niimero 4 de la referencia [BGMR14] los autores dicen que es posible hallar la
inversa de ez como una expansién en potencias de 1/m?2. Por otro lado, incluso cuando la invertibilidad de ez no
es impuesta como condicién necesaria, veremos que las soluciones que encontramos aqui para los dos campos de
espin-2 son invertibles.



es decir, los dos campos de espin-2 g1 y gs representan el mismo tipo de geometria. Mas preci-
samente, lo que queremos decir es que, cuando una solucién de uno de los dreibein representa
una geometria dada, la solucién del otro dreibein representa la misma geometria a menos de di-
feomorfismos y redefiniciones de pardametros, si bien hasta el momento solo lo hemos chequeado

para espacios localmente AdSs.



Capitulo 4

Espacios asintéticamente Anti-de
Sitter y sus deformaciones en

New Massive Gravity

En este capitulo estudiaremos soluciones de New Massive Gravity (NMG) con dis-
tintas condiciones asintéticas de borde. En primer lugar, estudiaremos espacios con
condiciones de borde relajadas (respecto de las condiciones habituales de Brown-
Henneaux) que permiten incluir decaimientos logaritmicos. Mediante el proceso de
renormalizaciéon holografica adaptado al caso de NMG, podremos calcular las car-
gas conservadas asociadas utilizando el tensor de Brown-York de la teoria. También
consideraremos geometrias que no tienden asintéticamente al espacio AdS y que son
utiles para explorar extensiones de AdS/CFT. En estos casos la receta de renormali-
zacién holografica no serd completamente satisfactoria y discutiremos las dificultades

que aparecen en el calculo de las cargas conservadas.
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4.1. Deformaciones quirales en AdS

En esta seccion consideraremos la teoria de gravedad masiva conocida como New Massive Gravity
(NMG) en su versién “critica”; es decir, en la regién del espacio de pardmetros donde se anula
la carga central de la teoria de campos dual. En ese punto del espacio de parametros la masa
del graviton también se hace cero, degenerando los gravitones masivos en los modos no-masivos
de Relatividad General (GR). Una consecuencia de esto es que la masa del agujero negro de
Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) tiene masa y momento angular nulo. Esto parecerfa implicar
que la teoria carece de soluciones con cargas no-nulas, sin embargo, si se eligen adecuadamente
las condiciones asintéticas de borde, es posible hallar deformaciones del agujero negro BTZ con
cargas conservadas no triviales. Estas condiciones de contorno resultan ser relajadas respecto de
las condiciones asintéticas de Brown-Henneaux [BH86]. El objetivo de esta seccién es estudiar

de qué manera pueden ser relajadas las condiciones asintéticas de borde.

Un conjunto de condiciones de borde relajadas respecto de las de Brown-Henneaux [BH86] fueron
consideradas en la referencia [GJ08]. Estas condiciones de borde, conocidas como de Log-Gravity
contemplan términos subleading tipo logaritmicos. Los modos que presentan este tipo de decai-
mientos son identificados como los duales gravitatorios de los llamados operadores logaritmicos
de un tipo especial de CFT, las llamadas Logarithmic CFT (LCFT) [Gur93]. Tipicamente estos
modos logaritmicos aparecen en teorias de gravedad con derivadas superiores en puntos especia-
les del espacio de parametros. En estos puntos, llamados criticos, la carga central de la teoria de

campos dual se anula.

En esta parte de la tesis consideraremos soluciones que satisfacen un conjunto de condiciones de
borde diferentes a las de Brown-Henneaux [BH86] y a las de Log-Gravity [GJO08]. Las condiciones
asintoticas que exploraremos en esta seccion resultan ser una deformacién de las de Brown
y Hennaux, pero de un tipo diferente ya que no solo relajan las componentes subleading de la
métrica sino que también modifican las partes leading-order de la misma. Debemos destacar que,
a pesar de que las condiciones de borde empleadas cambian drasticamente el comportamiento
asintético, el tensor de energia momentos cuasi-local sigue estando bien definido en el borde del
espacio-tiempo y permite calcular las cargas conservadas asociadas a soluciones que satisfacen las
nuevas condiciones de borde. El tensor de energia-momentos cuasi-local para distintos tipos de
condiciones de borde de AdS3 deformadas ya ha sido calculado en la literatura, por ejemplo, en

las referencias [HT10, GL10, GGL11, CMT12, GG13], algunas de las cuales serdn estudiadas més



adelante en esta tesis. Sin embargo, como ya hemos dicho, las condiciones asintéticas consideradas

aqui exhiben un decaimiento substancialmente mas débil.

Debemos mencionar que en esta seccién tomaremos el pardmetro de signo o = 1, con lo cual la

accién de NMG queda escrita en su forma habitual
Sune = L/ Bav=g (R+ i(R RV — §R2>
MET16nG Jy m2\" 1 8 '

Como primer paso, recordemos cudl es el punto critico de NMG en espacios asintéticamente

AdS;3. El espacio-tiempo de AdS3 puede escribirse en coordenadas estaticas como
2 r 2 r’ - 2 25 2
dsiys = — 72—&—1 dt* + ﬁ+1 dre 4+ redy*, (4.1)

conr € R>p, t € R, ¢ € [0,27). El borde del espacio-tiempo estd ubicado en r = co. Para un

dado valor de la constante cosmoldgica A existen dos valores para el radio £ para los cuales AdS

A A

De acuerdo con la conjetura AdS/CFT, si NMG formulada en AdSs3 resulta ser un modelo

es solucién

consistente, entonces debe existir una CFT bidimensional formulada en r = oo, con cargas

centrales izquierdas y derechas iguales dadas por

3¢ 1
C:m<1+w> . (42)

Este valor de la carga central coincide con el de la anomalia de traza de la CFTy dual (ver

Seccién 3.3.3).

Ademds, es posible anadir a la teoria dada por Sy + Sa un término de Chern-Simons gravi-

tacional [DJT82b]

1 3 vppB « 2 a 7o
Scs = 3277GM /Ed x et pF/m (&,FP/B — 3FV5FPB)> . (43)

En tal caso, las ecuaciones de movimiento adquieren un término adicional proporcional al tensor
de Cotton C,, = %auo‘ﬂVQngV + %EV O‘BVQRHB con una constante de acoplamiento u. Si este
término estd presente, la carga central de la CFT dual cambia, tomando valores distintos para

los modos izquierdos y derechos cy = 2% (1 + 555 + - ). Esto resulta en una anomalia de
q y + = oG 20m ul



difeomorfismos en la teorfa del borde. La teoria de Gravedad Quiral de [LSS08] corresponde al
caso pf = 1y 1/m? = 0y es facilmente generalizada a valores de 1/m? finito pidiendo c_ = 0. Sin
embargo, en este capitulo nos centraremos en el caso de NMG pura, es decir, tomando 1/ =0
en el punto del espacio de pardmetros donde la carga central (4.2) se anula, més precisamente,

esto ocurre cuando la masa del graviton adquiere el valor
m°=——. (4.4)

En este punto, NMG exhibe algunas peculiaridades. Por ejemplo, cuando se cumple la relacién
(4.4) los agujeros negros de BTZ poseen cargas conservadas nulas. Sin embargo, debemos notar
que, a pesar de esto, existen soluciones en el punto ¢ = 0 que poseen cargas conservadas no-

triviales [GL10]. En esta seccién discutiremos soluciones de este tipo.

4.1.1. Condiciones asintéticas de borde

Como mencionamos anteriormente, un ingrediente importante para definir la teoria son las con-
diciones de borde. Las condiciones asintéticas de Brown-Henneaux [BH86] quedan especificadas

al considerar deformaciones de la métrica de AdSs de la forma
Guv = g,uy + hp,l/ 5

siendo g,,,, la métrica de AdSs y h,,, las perturbaciones que satisfacen el siguiente comportamiento

asintotico

hey ~ O(1), hep =~ O(r™), hy ~ O(1), (4.5)

hor =~ (’)(7“_3) , hee ~0O(1), Bpe o O(r_3) , (4.6)

donde O(r~™) refiere a funciones arbitrarias de ¢ y ¢t cuyo decaimiento es igual o més répido que

una potencia 7~ para r grande; en particular, esto implica que

2
r
it = 2 +0(1), gpp= r? + o). (4.7)

Este conjunto de condiciones incluye, en particular, a las soluciones de agujero negro BTZ.

Las condiciones de borde propuestas en [GJ08, GJ09] para la llamada Gravedad Logaritmica

permiten un relajar las condiciones (4.7), al considerar decaimientos de la forma h;; ~ O(log(r))



con i,j = t,. Ademas, es posible definir otros conjuntos de condiciones de borde; ver, por
ejemplo, las referencias [LS09b, ABGH09, OTT09, HMT09]. Para poder distinguir cldramente
entre las distintas condiciones, a continuacién resumiremos las distintas propuestas. Para ello,

consideraremos la siguiente forma para la métrica
ds* = dp* + % 7y d2%d2" (4.8)

que recuerda a la expansién de Fefferman-Graham de GR [FG85], donde z* son direcciones nulas

(a,b = =), y la expansién asintética estd dada por

Yab(p) = %(12) +e % 7((1?,) +e P %(;Z) +... (4.9)

)

siendo %52 funciones de z* y/o 2~ que no depeneden de p [Cunl3].

En términos de (4.8)-(4.9), las condiciones de borde de Brown-Henneaux (4.5)-(4.6) se leen
1
O =9 =0, W =12=-3. (4.10)

Para poder comparar las expresiones anteriores con (4.5)-(4.6), es necesario considerar el cambio

de coordenadas 7 = t/(?, o = ¢/l, con z* =7+ p y p = log(r).

Las llamadas condiciones de borde relajadas de Log-Gravity [GJ08] corresponden a considerar

NMG en el punto m?¢? = —1/2 y suplementar la expansién (4.9) con un término adicional:
pe*2p'y$fg), manteniendo las condiciones (4.10). Dado que NMG es invariante ante paridad,

la versién (——) de esas condiciones también existe [LS09a]. Cldramente, el comportamiento
asintético con fy_(g‘fg) # 0 es mas débil que las condiciones de borde Brown-Henneaux debido
a la existencia de un término en (4.8) que crece linealmente como ~ O(p). En términos de la

coordenada radial r esto corresponde a un término de decaimiento logaritmico ~ O(log(r)).

Por otro lado, en la referencia [LS09b], se consideré la posibilidad de tener contribuciones a (4.8)

con un crecimiento cuadratico en la coordenada radial de la forma ~ O(p?) ~ O(log?(r)). Allf se

mostré que tal comportamiento es posible si se acopla NMG y TMG en un punto especial del

espacio de pardmetros: m2¢% = 2uf = 3/2. En dicho punto, es posible afiadir a la expansién (4.9)
(Log?) ©)

un término de la forma p? e =27~ -/ conry,,’ cumpliendo (4.10). Soluciones explicitas de NMG

que satisfacen dichas condiciones de contorno fueron halladas en la referencia [ABGHO09).



Un conjunto de condiciones de borde completamente diferente para NMG acoplada a TMG fue
propuesto en [OTT09], donde se mostré que la teorfa en el punto m?¢? = 1/2 con p arbitrario,
admite la adicién a (4.9) de un término de la forma e~ * fys_ll Este término crece rapidamente
para p grande y da lugar a correcciones del tipo ~ O(e”) ~ O(r) para (4.8). El célculo del tensor

de energia-momentos de soluciones que satisfacen este tipo de condiciones asintdticas y/o las

condiciones asintécias de Log-grav fue realizado, por ejemplo, en las referencias [HT10, GL10].

Es interesante comparar los comportamientos enumerados anteriormente con el nuevo tipo de
condiciones de borde propuestos por Compere, Song y Strominger en [CSS13] en el contexto de
GR en tres dimensiones acoplada a materia. Estas corresponden a considerar la expansién (4.9) y
relajar las condiciones (4.10) permitiendo que 'yf}r =0, f(z%) # 0con yﬁ(’l = VEFOE =-1/2y 7(721
fijo. Se mostré que estas condiciones de borde dan lugar a un algebra de isometrias asintoticas
generada por el producto de una élgebra de Virasoro y un factor afin de Kac-Moody (1). Las
simetrias conformes reducidas para TMG en AdS3 con condiciones de borde de quiralidad mixta

también fueron estudiadas en [HMT09].

Aqui consideraremos un conjunto de condiciones de borde diferentes. Estudiaremos deformacio-
nes de las condiciones asintéticas de Brown-Henneaux (4.10) que corresponden a agregar a la

expansion (4.9) términos de la forma

- L N
pe= 207 \108) |y (New) (4.11)
Estas condiciones se reducen a las de Log-gravity solo en el caso 'ysrl\fw) = 0. Mientras que en

el caso en que dicho término estd presente, la métrica (4.8) adquiere una dependencia del tipo
~ O(pe?r) ~ O(r?log(r)). Notemos que, al contrario de las condiciones de Brown-Henneaux y
de Log-gravity, los términos (4.11) cambian el comportamiento del orden dominante (4.7). De

hecho, (4.11) permite cambiar (4.7) por

2 2

r r
gt = Bz log(r) — 2 + O(log(7)) -

Algo similar ocurre para g,,. Este tipo de condiciones de borde fueron estudiadas en [HMT09]
para TMG, donde se mostré que las mismas son consistentes con la simetria conforme en el borde.
Soluciones explicitas que satisfacen esas condiciones asintéticas fueron analizadas en [GGV09,

Cle09a). En la préxima seccién revisaremos ese tipo de soluciones en el caso de NMG.



4.1.2. Soluciones no lineales: Deformando la solucion BTZ

Ahora nos centraremos en el estudio de soluciones de NMG que satisfacen las condiciones asintéti-
cas de borde discutidas anteriormente. Para ello, primero consideraremos la solucién de BTZ

rotante extremal

dslgry = — (7; - 4GM> dt* — AG M tdtdp + r?de* + <7; —4M + 4G2r]\242€2) - dr?, (4.12)
conr € Ryg, t € Ry ¢ € [0,2m). Para M > 0 esta métrica posee un horizonte de eventos
en 7 = {V2GM. Al ser un espacio de Einstein con constante cosmolégica negativa en tres
dimensiones, la geometria del BTZ es localmente equivalente a AdSs y es asintéticamente AdSs
en el sentido estricto de [BH86]. En el caso de GR, el pardmetro M en (4.12) corresponde a la
masa y al momento angular del agujero negro rotante extremal J = M¢. En el caso de TMG en

el punto quiral ¢ = 1, por el contrario, la masa de dicha solucién es cero, y lo mismo sucede en

NMG en el punto m?¢? = —1/2 donde ¢ = 0.

Ahora, consideremos una deformacién del BTZ extremal (4.12) de la forma
ds* = ds’gry + Hapdz%d2" (4.13)

donde z* son las coordenadas nulas introducidas anteriormente con a,b = +, —, y Hyp son tres
funciones de las coordenadas z* y r. La expansién asintética de Hy, para r grande determina

las condiciones asintéticas de borde.

Una solucién exacta de NMG en el punto m2¢? = —1/2 (¢ = 0) est4 dada por la deformacién

(4.14)

r2 — QG M2
Hap(r) = 4556 (ko + kar?) log <2GW> ;

donde kg y ko son dos constantes arbitrarias.

La geometria (4.12)-(4.14) no es conformemente plana, razén por la cual, no es una variedad de
FEinstein; sin embargo, presenta invariantes de curvatura constantes que dependen sélamente del
pardmetro £. En general, la funcién (4.14) diverge en r = £v/2G M, salvo en caso kg = —2G M (*ks,

que serd abordado mas adelante.

Es interesante mencionar que existen soluciones similares a (4.12)-(4.14) para NMG acoplada a

TMG en el punto quiral ¢ = 0. Para el caso de NMG puro, i.e. 1/u = 0, dado que la teoria es



invariante de paridad, la geometria (4.12)-(4.14) sigue siendo solucién si se realizan los cambios
Ny — —Ny y zF — 2F. Métricas del tipo (4.12)-(4.14) han sido estudiadas en las referencias
[GGVO09, Cle09al], y soluciones localmente equivalentes a ellas han aparecido, por ejemplo, en

[GPS08, ABGH09).

4.1.3. Cargas conservadas

Ahora nos abocaremos al célculo de las cargas conservadas de las soluciones encontradas en la
seccién anterior. Para ello utilizaremos el método del tensor cuasi-local de esfuerzos de Brown-
York para NMG que repasamos en la Seccién 3.3.1. Recordemos entonces la definicion del tensor
de Brown-York en NMG realizada en [HT10]. Este tensor se obtiene al variar la accién completa
de la teorfa, términos de bulk y de borde, respecto a la métrica del borde . Para el caso de
NMG se obtienen dos contribuciones, una proveniente del término de Einstein-Hilbert y otra de

la parte cuadratica en la curvatura

2 48
\/j"y(svlj r=const

T, = — Ti]?H + Til;'MG ) (4.15)

La forma explicita de T 5" y T ya fue dada en la Seccién 3.3.1. El tensor de esfuerzos del
borde se obtiene al tomar el limite » — o0, el cual suele divergir a menos que se utilice algin
método de regularizacién como la renormalizacién holografica discutida en el capitulo anterior

(ver Seccién 3.3.1).

Dado el tensor T;;, las cargas conservadas se definen de acuerdo a la siguiente integral [BY93]
Qlel = [ ds w'Ter

donde ds es el elemento de linea de las superficies de ¢ constante en el borde, u es el vector unitario
ortogonal a las superficies de t constante y £ es el vector de Killing que genera la isometria en
0Y. a la que la carga esta asociada. En el caso de la masa, las componentes de este vector son
& = Nuu', donde la funcién N? es la funcién lapse de la métrica bidimensional inducida en el

borde en términos de la descomposicién ADM de la misma.

Ahora vamos a calcular las cargas asociadas a las soluciones (4.12)-(4.14). La accién on-shell
de la teorfa diverge como ~ cr? 4+ O(1) para valores grandes de 7. Sin embargo, dado que las
deformaciones del BTZ extremal en las que estamos interesados ocurren en el punto critico de la

teorfa, es decir, cuando 2m2¢? = —1 = ¢ = 0; por lo tanto, la accién on-shell asociada es finita



y no es necesario emplear ningiin método de renormalizacién. Entonces, la carga conservada

asociada a £ = Nyu es

2(ko + 2GM k)
Nyl = 1f ;
QN:] oo 1+ 02k, log(r2/(2GM¢?))’

la cual tiene a cero si ko # 0 y tiende a 2kg si k2 = 0. Sin embargo, esta no es la definicién de
la energia cuasi-local que queremos para las configuraciones con ko # 0. En cambio, preferimos
definir la masa con respecto al vector de Killing del borde £ = 0;. La masa asociada a este vector
es

Q[0:] = 2(ko + 2GM?k5) . (4.16)

Para ko = 0 tenemos que Q[0;] = 2kg. Este resultado coincide con el hallado en [GL10], mientras
que para ko # 0 da una contribucién finita a la masa proporcional al pardmetro M de la solucién

de BTZ extremal. Notemos que si ko = 0 entonces N;u tiende a 9; cuando r tiende a infinito.

El momento angular, por otro lado, es la carga asociada al vector de Killing 9,,, y estd dado por
Q[0,) = 2(ko + 2GM ko). (4.17)

Nuevamente, para ko = 0 se reobtiene el mismo resultado de cdlculos previos [GL10], mientras
que la carga recibe una correccién cuando el término O(r?log(r)) estd presente. Esto significa

que las soluciones tienen masa igual a su momento angular para todos los valores de kg, ko y M.

Es interesante destacar el hecho de que NMG en el punto critico m?¢? = —1/2 (i.e. ¢ = 0) posea
soluciones a nivel no-lineal que exhiben un comportamiento asintético de este tipo, siendo este
tan drastico que incluso altera los términos dominantes de la expansion para r grande de la

métrica y, que a su vez, posean cargas conservadas finitas.

También vale la pena mencionar que los dos términos que contribuyen a la masa (4.16) y al
momento angular (4.17) provienen de contribuciones distintas en la expansién asintética de
(4.14); mientras que la parte que depende de ko proviene de O(log(r)), que es consistente con las
condiciones de borde de Log-gravity; la segunda parte viene de la nueva dependencia O(72 log(r)).

Es notable que este iltimo término depende tanto de ks como de M.

Hay un caso especial que debemos mencionar, y es en el cual la deformacién (4.14) se anula en
r?2 = 2GM{?; es decir, cuando kg = —2G M ¢%k;y. Con esta eleccién de los pardmetros, la solucién
posee algunas caracteristicas especiales; por ejemplo, el potencial efectivo de las geodésicas no

diverge. Es notable que en este caso las cargas (4.16) y (4.17) se anulan.



La existencia de este tipo de soluciones que presentan un comportamiento asintotico tipo AdS re-
lajado, nos sugiere que NMG proporciona un modelo de gravedad tridimensional interesante para
estudiar extensiones de la correspondencia AdS/CFT. Como ya mencionamos en la introduccién,
otros casos de interés lo proveen geometrias no-AdS, siendo un de los casos mas estudiados el de

los espacios Warped AdS, los cuales seran estudiados a continuacion.

4.2. Espacios Warped Anti-de Sitter (WAdS)

Ahora procederemos a estudiar los espacios WAdS3 tipo-espacio en NMG. Como dijimos en la
Seccién 2.5.2 los espacios WAdS;3 son deformaciones tipo estiramiento o compresiéon de AdSg

[BS06, ALPT09], y se encuentran parametrizados por una constante v

412

02
<— cosh? o dr? + do? + ——— (du + sinh o dT)2> . (4.18)

ds* = ———
s v2+3

v2 4+ 3

Como ya mecionamos, conocer el grupo de simetrias es un paso escencial a la hora de formular la
dualidades holograficas. En el caso de WAdS3 el grupo de isometrias del bulk es SL(2,R) x U(1),
mientras que el grupo de simetrias asintéticas estd dado por un producto semi-directo de un
algebra de Virasoro y un algebra de Kac-Moody (ver las referencias [CD09b] y [DG15] para los
casos de TMG y NMG respectivamente). En [DHH12] se mostré que, bajo ciertas condiciones, la
simetria resulta ser suficiente para constrenir la teoria dual y extraer informacién fisica relevante
de ella. La descripcién hologréfica de la termodindmica de agujeros negros en WAdS3 llevada
a cabo en [DHHI12] es una realizacién notable de esta idea. La teorfa construida en [HR15]

constituye un ejemplo explicito de la misma idea.

A continuacién veremos que existen agujeros negros asintéticamente WAdSs tipo-espacio, los
cuales proveen un escenario ideal para explorar la posibilidad de extender las ideas de holografia

a este tipo de geometrias con la menor cantidad de modificaciones posibles.

4.2.1. Agujeros negros asintéticamente WAdS;

Una de las propiedades més atractivas de los espacios WAdS es que admiten agujeros negros que
son asintéticamente WAAS, que a su vez son cocientes discretos de WAdS3, tal y como el agujero

negro de Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) es un cociente de AdS;. La existencia de agujeros



negros en WAdS3 es muy interesante, dado que en el marco de la correspondencia WAdS;/CF T,

da la posibilidad de estudiar la fisica de agujeros negros en un nuevo contexto.

La métrica de los agujeros negros en WAdS;3 estd dada por

ds* =dt? + (21/r -2+ 3)T+T‘_> dtdp + 2 (V* +3)(r —ry)(r — 7‘_))_1 dr?

+ (3@2 )+ (P4 3) () — AT (2 1 3)) dg? (4.19)

e~ 3

donde t € R, la coordenada angular ¢ € [0, 27), siendo identificada como ¢ ~ ¢ +27 y r € R>o.
Los pardametros 4 y r— son constantes de integraciéon que, para ry > r_ > 0, representan los
horizontes externo e interno respectivamente. Soluciones del tipo (4.19) tienden asintéticamente
al espacio WAdS3 estirado tipo-espacio para valores grandes de r. La métrica (4.19) puede ser

escrita en su forma ADM
ds* = —N2dt* + p? (dp + N¥dt)* + (2 (4p*NZ) " Ldr? (4.20a)
donde

P’ = 2(3(V2 —Dr+ @2 +3)(ry +r_) —dv/rir_ (V2 +3)), (4.20b)
(V2 +3)(r —ry)(r —r-)

N2 = , 4.20c

t 4p2 ( )
2wr — \/ (V2 + 3)rpr_

Ne =2 (;’p;r Jrer— (4.20d)

Como mencionamos anteriormente, los agujeros negros en WAdS3 son identificaciones precisas
del espacio WAdS3 [ALP109]. Es decir, la geometria del agujero negro (4.19) se obtiene al
realizar un cociente del espacio WAdS3 por un grupo discreto de SL(2,R) x U(1), mediante la
identificacién de puntos en la variedad original a lo largo de la direccién 0, = 7l(Jo/Br, — J2/Br)
con J € SL(2,R) y Jo € U(1), y BLr € R. Esto nos permite definir temperaturas izquierda y

derecha como la inversa de los perfodos S, r; es decir

_ v +3 1
TL:5L1:(87T_£2 )(T++T—7;\/(V2+3)T+T—)v

_ 243
T = fBr" = v +3) 8l )(7"+ —r).

Las transformaciones de coordenadas que relacionan el agujero negro (4.19) con el espacio WAdS3

(4.18) se encuentran la Seccién 5.2 de la referencia [ALPT09].



La geometria local de los agujeros negros (4.19) es notablemente simple debido a que son lo-
calmente equivalentes al espacio WAdS3, sin embargo, poseen una rica estructura causal. En
particular, los escalares de curvatura resultan ser independientes de las constantes de integra-
cion r4. Es maés, los invariantes de curvatura son constantes, dependiendo tinicamente de los

parametros v y ¢

6 , 6

R=-7, RuR"= ?4(3—2u2+u4)
6

R RIR = ——(9— 91 4+ 30" + 1)

ZG

Como veremos, la simplicidad de la geometria de los agujeros negros WAdS3 es, paradéjicamente,

lo dificulta tratar con ellos.

En [Cle09b] fue mostrado que los agujeros negros WAdSs (4.19) resuelven las ecuaciones de

movimiento de NMG si los pardmetros de la teoria satisfacen las siguientes relaciones

2 7(201/273) A= 7m2(9748u2+41/2)

202 7 (9 — 12002 + 40004)

(4.21)

El mismo tipo de soluciones fue estudiado en [Tonl0] para el caso de NMG acoplada a TMG.
Se puede calcular la entropia del agujero negro WAdS3; en NMG utilizando la formula de Wald
[Wal93], de la cual obtenemos la siguiente expresién

83 1
S = m (7”+ — E (U2 + 3)T+T_> . (422)

Debemos remarcar que la entropia resulta proporcional a 71, + Tr, lo que significa que puede ser
escrita como una féormula de Cardy
2
el
8 = ?C(TL —+ TR)
donde c es independiente de r. Por lo tanto, es posible identificar la carga central de la teoria
conforme dual
9613¢

TR 5T —9)G (4.23)

Notemos que, en el limite v — 1, la carga central ¢ tiende al valor correspondiente de AdSs,

¢ = 24¢/(17QG); recordemos que en NMG la carga central de Brown-Henneaux cgy = 3¢/(2G)



aparece multiplicada por un factor 1+1/(2m?¢?) y, de acuerdo con (4.21), para v = 1 corresponde

m20? = —17/2.

4.2.2. Tensor de Brown-York y cargas conservadas

Ahora, nos centraremos en la evaluacion del tensor cuasi-local de Brown-York en la métrica del
agujero negro WAdS3 tipo-espacio. Para ello necesitamos utilizar la descomposicion ADM de la

métrica (4.19). Entonces haremos una foliacién en superficies de r constante, mas precisamente
ds® = N2dr® + v;;(dz* + N'dr)(da? + N7dr), (4.24)

donde N? es la funcién radial lapse, N* son las funciones shift y 7;; es la métrica bidimensional
sobre las superficies de r constante. En el caso de espacios asintéticamente AdSs la expansién de
Fefferman-Graham [FG85] restringe la dependencia en la coordenada radial en +y;; y es consistente
con las condiciones asintdticas de borde de Brown-Henneaux [BH86]. Para el caso de espacios
asintéticamente WAdS3, las condiciones de borde apropiadas en TMG fueron estudiadas en
[CDO09b, CD09a, BCO9b, BC09a, HMT11]; en particular, se mostré que la teorfa admite mds de
un conjunto de condiciones de borde consistentes [HMT11], todas ellas definidas de tal modo que
el agujero negro (4.19) esté contenido. Aqui, asumiremos ese tipo de comportamiento asintético.
Miés precisamente, consideraremos perturbaciones de la configuraciéon con r4 = 0 de la forma

2dr? 3r

ds* = dt* + 2urdtdyp + = + Z( 2~ 1)dy® + hyydatda”

(v? +3)
donde h,, satisface las condiciones de borde

By =~ O(r™3), hep >~ O(r),

h’ttp >~ O(l) s htt >~ O(’I“_g) .

4.2.2.1. Contra-términos

Para obtener un tensor de energia-momentos cuasi-local de Brown-York bien definido en el limite
r — 00, es necesario introducir contra-términos en la accién de NMG con el objetivo de hacerla
finita. En espacios asintéticamente AdS, esto se logra mediante el proceso de renormalizacién

hologréfica [dHSS01, BK99], que nos dice que para obtener una accién on-shell bien definida



debemos agregar términos de borde construidos unicamente con cantidades intrinsecas. Como

vimos en la Seccion 3.3.1 Tales términos son de la forma

1

So=——
© G oy

d®uy/=y(ao + a1 f +az f + b2 fi 7+ .., (4.25)

donde los puntos suspensivos se refieren a términos de mayor orden en curvaturas intrinsecas R;;
o tensores fij. Desde el punto de vista de la teoria dual, estos términos son interpretados como
contra-términos para renormalizar la teoria campos efectiva. El tensor de energia-momentos del
borde queda entonces definido al tomar el limite r — oo del tensor cuasi-local mejorado de NMG

con los contra-términos

2 65c

Tii*Tij:Ti'_ﬁW'

(4.26)
La eleccién de los contra-términos (4.25); es decir, la eleccién de los coeficientes a;, b;, esta par-
cialmente determinada por el requerimiento de que la accién on-shell sea finita. Llegados a este
punto, es importante mencionar una peculiaridad del espacio WAdSs3, y es el hecho de que estos
no admiten seccién euclidea real. Por lo tanto, se debe establecer de forma precisa a que nos
referimos cuando pedimos que la accion sea finita. Aqui eludiremos este problema argumentando
que nos enfocaremos en soluciones estacionarias, por lo tanto, pediremos que la accién lorentzia-
na integrada en un intervalo finito de tiempo no diverja. Esto se logra al pedir que el coeficiente
de la constante cosmolégica de borde tome el siguiente valor
8212 + 3

W =~ 20,7 —3)¢ (4.27)

Sin embargo, uno puede preguntarse si (4.27) es la tinica eleccién posible. La respuesta es afirma-
tiva: al contrario de lo que sucede con otras soluciones de gravedad masiva, como las encontradas
en las referencias [OTT09, ABGGHO09], cuyos tensores de esfuerzos del borde pueden ser regu-
larizados introduciendo contra-términos adicionales, en el caso de WAdS, la simplicidad de su
geometria conspira en nuestra contra. Para WAdS3 algunos de los invariantes locales que tenemos

son

A 202 Ao 2

f:—ma fijf”:7m4£4(9—181/2+101/4),
A i 202

Fufl P = — = (27 — 5402 + 280%)

mO¢6



Podemos ver que todos los términos son constantes, por lo tanto, del reducido ment de contra-
términos que tenemos a disposicién, solo hay una opcién independiente (4.27), ya que todas las
opciones son equivalentes a una constante cosmoldgica de borde. A esto es a lo que nos referiamos
anteriormente diciendo que la simplicidad de la geometria de los agujeros negros WAdS3 es uno

de los aspectos que dificultan la regularizacién de su tensor de esfuerzos.

Debemos remarcar que el contra-término (4.27) es consistente con el hecho de que el agujero
negro WAdS; (4.19) se reduce al agujero negro BTZ (2.18) (en un sistema de coordenadas
rotante) cuando v = 1. Para v = 1 tenemos que ag = —16/(17¢), que es el valor esperado para
el caso en el que no hay deformacién y el espacio WAdS3 se reduce a AdSs. Recordemos que
m? = —(20v% — 3)/(2¢?), entonces para v = 1 tenemos m?¢? = —17/2; por otro lado, en NMG el
contra-término necesario para regularizar el tensor de energia-momentos del borde en AdS3 es
un término de constante cosmoldgica de borde cuyo coeficiente es ag = —(1+ 2m?2¢2)/(2m?¢3) =

~16/(170).

4.2.2.2. Energia cuasi-local

Procederemos ahora a calcular las cargas conservadas asociadas a la solucién (4.19). Habiendo
mejorado el tensor de esfuerzos del borde (4.26) la adicién de contra-términos de borde S¢

(4.25)-(4.27), es posible definir las cargas conservadas del siguiente modo
Qle = [asuryer, (1.28)

donde ds es el elemento de linea de las superficies de ¢ constante en el borde, u es el vector unitario
ortogonal a las superficies de t constante y £ es el vector de Killing que genera la isometria en
0Y a la que la carga esta asociada. En el caso de la masa, las componentes de este vector son
¢ = N, donde la funcién Ny es la funcién lapso (4.20c). Esto define la densidad de energia;
ver discusiones al respecto en [BY93, BK99]. De la métrica (4.20) podemos ver que el elemento

de linea en el que estamos interesados es simplemente ds = pdy.

Antes de continuar con el codmputo de las cargas conservadas, haremos un comentario acerca de
la finitud de las mismas. Si bien el contra-término (4.27) es suficiente para hacer que la accién
on-shell sea finita, esto no necesariamente implica que el tensor de energia-momentos del borde
también lo sea. De hecho, se puede verificar explicitamente que la inclusién del término de borde

(4.27) no regulariza todas las componentes del tensor T7;. Sin embargo, resulta que la carga



conservada asociada al vector de Killing ¢ = Nyu evaluada en el borde r = oo es finita, dando

como resultado
Vi (v? 4 3)

1
= "/ _Z 2
M 22007 — 3)0 <r+ +r_ > (V2 + 3)7’+r_) . (4.29)

Este resultado concuerda con el obtenido en [Cle09b, Tonl0, NPY10] a menos de un factor
1/2. La finitud de la carga (4.29) se sigue de cancelaciones que ocurren en cerca del borde, i.e.
r — oo. Esto puede ser chequeado en la expansién para r grande de las componentes del tensor

de energia-momentos del borde

Ty ) + 5 et 4t P2 1 06,

Ty, = ti)r + 140+t et 02,

n . . ’ .
donde tgj) son coeficientes constantes cuyas expresiones pueden encontrarse en el Apéndice A.1.

En un contexto similar, en la referencia [GL10], se mencioné que la férmula (4.29) es lo suficien-
temente intrincada como para confiar en el cdlculo mediante (4.26) y (4.28). Sin embargo, para
convencernos haremos un breve repaso del célculo para TMG y veremos que el método también

funciona cuando el término gravitacional de Chern-Simons es incluido.

4.2.2.3. Término gravitacional de Chern-Simons

Los espacios WAdSs fueron hallados primero como soluciones de TMG [DJT82b, DJT82a] en
las referencias [BCO7, MCLO03]. Esta teoria estd dada por el término de Einstein-Hilbert mds un

término gravitacional de Chern-Simons (4.3).

Tanto los espacios WAdS3 como los agujeros negros WAdS3 resuelven las ecuaciones de movi-
miento de TMG si la constante de acoplamiento p del término gravitacional de Chern-Simons
(4.3) y los pardmetros v y ¢ satisfacen la relacién v = pf/3. La masa de los agujeros negros
WAdS3 en TMG ya ha sido calculada en [GL10] haciendo uso del tensor de Brown-York en el
borde. El resultado es

(v* +3)

1
_ _ 2
M= TRIG <7"+ tr-—- (v + 3)7"+7") )

que nuevamente estd en acuerdo con el valor obtenido por otros métodos, cf. [ALPT09]. En el caso

de TMG, la carga conservada es regularizada mediante la adicién de una constante cosmoldgica



de borde, cuyo coeficiente es
v2+3

WETTr

y tiende al valor correspondiente para AdSs (ag = —1/¢) en el limite v = 1. Por lo tanto,
el célculo de la masa mediante el tensor de esfuerzo del borde parece funcionar en distintos

contextos.

4.2.2.4. Momento angular

Ahora volvamos a NMG. Al contrario de lo que sucede con el cdlculo de la masa M = Q[Nu], la
carga asociada al momento angular J = Q[0,] no da como resultado un valor finito en el limite
r — 00. De hecho, los términos de borde (4.25), (4.27) no alcanzan a regularizar las divergencias
que aparecen en la carga Q[0,] = fdsuiﬂ’:o, como si ocurria en el caso de la masa (4.29). Sin
embargo, la parte finita en la expansiéon para r grande de Q[0,] captura toda la informacién
fisicamente relevante de la carga. Esto puede ver en la expansion del tensor de energia-momento

! 0 -1
Ts, ~tWr +t0) + 00 1),

lo que resulta en una expansién de la carga
Ql0,] = Tyr® + Tyr + Jo) + O(r™ ),

donde el coeficiente J(5) solo depende de v, mientras que el coeficiente J(;) depende tanto de v

como de las constantes de integracion r4. Mas precisamente

9 v —1)?
J2) _§Ma
3 21
Jw) = 8(12/0(;_3;[((1/2 +3)(ry +7r-) —41/\/m) )

Es posible verificar en la expansién anterior que, para v # 1, al contrario de lo que sucede con
la masa, la adicién de contra-términos (3.36) no contribuye a cancelar las divergencias de Q[0,].

Sin embargo, es notable que la parte finita J(o) da el valor correcto para el momento angular

v(v?
Jo) = 4(20(1/2:?))& ((51/2 +3)rpre = 2w(ry +ro )/ (V2 + 3)r+r,) . (4.30)



Para constatar que (4.30) realmente reproduce el resultado correcto uno puede recurrir al cdlculo
realizado en la referencia [Cle09b], donde se utiliza el método de Abbott-Deser-Tekin [ADS2,
DTO02, DT03] para obtener las cargas conservadas de los agujeros negros WAdSs. El resultado
obtenido en [Cle09Db] es

5 ¢ 2y 2 2
JW((ln)w _772)) ; (4.31)

donde ¢ = 20, 1 = —ViZ F3/(20), w = (ry +7 +20F77) /2~ 2P) y o3 = (rs —7_)2/4. -
tonces, luego de traducir (4.31) a nuestra notacién, podemos verificar que (4.30) es proporcional a
(4.31); es decir, J = J@(Q(l —n?)/4, v que el factor de proporcionalidad es precisamente (el cua-
drado de) el que relaciona las coordenadas angulares ¢ usadas en [Cle09b] y nuestra coordenada
angular ¢; mas precisamente, tenemos que ¢ = cpm /2. Este factor de proporcionalidad
también es explicado en el Apéndice C de la referencia [Tonl10] (ver ecuacién (C.15) de dicho
trabajo). En conclusién, la parte finita de la carga Q[0,] captura la contribucién fisicamente
relevante y da el valor correcto del momento angular del agujero negro. Una pregunta pendiente
es como entender la imposibilidad de regularizar la carga Q[0,] como una consecuencia de la
geometria asintética de los espacios WAdS3. Es interesante notar que cédlculos utilizando otros
métodos, como la estructura simpléctica de NMG, también han reportado discrepancias en el

valor del momento angular [AD12].

4.3. Espacios de Godel en tres dimensiones

En esta seccién consideraremos la version tipo-tiempo de los espacios Warped Anti-de Sitter
(WAdS) tridimensionales, a los que denotaremos con la sigla tWAdSs para diferenciarlos de
las geometrias WAdS tipo-espacio. Los tWAdS corresponden a la seccién tridimensional de la
solucién de Godel de GR en cuatro dimensiones. Esta geometria presenta curvas temporales
cerradas (CTCs), las cuales son heredadas de su embedding cuatridimensional. En tres dimen-
siones, este tipo de espacios son soluciones de vacio de teorias de gravedad masiva, en particular
de New Massive Gravity (NMG). En esta seccién también introduciremos defectos en el bulk
del espacio-tiempo que, desde el punto de vista tridimensional, representan particulas puntuales
rotantes. Para este tipo de fuentes, investigaremos si es posible dar una definicién de energia
gravitatoria cuasi-local vista desde la regién asintética, lejos de la zona donde aparecen CTCs.

La importancia del estudio de cargas conservadas en espacios con CTCs radica en el hecho de



poder brindar una definicién sensible de energia (entre otras cantidades) para geometrias que no
presentan vectores de Killing globalmente definidos. Este tipo de peculiaridades también ocurre
en el espacio de Sitter (dS). En la referencia [BABMO02] se dio una propuesta para calcular cargas
conservadas en dS utilizando el tensor cuasi-local de esfuerzos de Brown-York. Esto nos motiva
para extender este procedimiento al caso tWAdS3. Veremos que, al igual que sucede en el caso
de los agujeros negros asintéticamente WAdS3, la masa obtenida para los defectos en tWAdS3
da el valor correcto a menos de un factor 1/2, mientras que la carga asociada al momento an-
gular diverge. Debemos mencionar, que pese a las similitudes de los espacios WAdS tipo-tiempo
y tipo-espacio, las transformaciones de coordenadas que los relacionan involucran no solo dos
rotaciones de Wick sino que también son dependientes de las cargas, lo cual hace que el calculo

de las mismas sea no-trivial.

4.3.1. Espacio WAdS; tipo-tiempo

Como ya mencionamos, los espacios WAdS3 tipo-tiempo son estiramientos o compresiones de
AdS3 [BS06]. En el caso de un estiramiento, el espacio WAdS3 corresponde a la seccién tridimen-
sional de la solucién de Reboucas-Tiomno [RT83, RS98] que es una generalizacién uniparamétrica
de la solucién de Godel de GR en cuatro dimensiones, y la existencia de curvas temporales cerra-
das es heredada, como dijimos anteriormente, de su predecesor cuatridimensional, el universo de
Godel [God49]. Estos espacios representan ejemplos asequibles en donde estudiar cuestiones tales
como la definicién de observables fisicos, como por ejemplo, las cargas conservadas en espacios

con CTCs.

4.3.1.1. Espacio WAdS; tipo-tiempo desde la métrica de Godel

La solucién cosmolégica de Godel es el producto directo de la recta real R y una variedad

tridimensional ¥ equipada con una métrica [God49, HE11]
2 ¢ V2 2 2, 1 av3 2
ds* = — (dt +e “””dy) +dz* + ¢ “Tdy* (4.32)

con coordenadas z,y,t € R, y donde w es un pardametro real que representa la vorticidad de la
solucion de Godel. Este sistema de coordenadas es una carta completa del espacio, y la solucién
cuatridimensional es entonces homeomorfa a R*. El espacio es geodésicamente completo y, por

lo tanto, libre de singularidades; y resulta también espacialmente homogéneo pero no isotrépico.



En un sistema de coordenadas conveniente, el elemento de linea (4.32) toma la forma

2 wp 2 1
2 _ ‘12 .12 2 2
ds® = — <dt + " sinh (\/§> dd)) + 22 sinh® (V2wp)d¢? + dp?, (4.33)
donde la métrica tridimensional es escrita ahora como un fibrado de Hopf sobre el plano hi-
perbdlico. Este espacio exhibe curvas temporales cerradas, como puede verse del rol que juegan

las coordenadas t y ¢ en el primer término de (4.33).

Consideremos ahora una deformacién uniparamétrica de la métrica (4.33) de modo tal que las
propiedades mas notorias del espacio de Godel persistan. Esta deformacién permite, en particular,
interpolar entre la seccién tridimensional del espacio de Godel y AdSs [RT83]. La métrica de
dicha deformacién esta dada por el intervalo

ds? = — (dt + dw sinh? (Ap> d¢)2 + Md& +dp?, (4.34)

A2 2 A2

en el cual, ademds de la vorticidad w, hay un pardmetro real A que nos permite controlar la
deformacién. Cuando \? = 2w? la métrica (4.34) se corresponde con la seccién tridimensional
de la solucién de Gédel (4.33); cuando A? = 4w? se corresponde con el cubrimiento universal de
AdSs. Para valores genéricos de A v w dentro del rango 0 < A% < 4w?, la métrica (4.34) describe

los espacios tWAdS3 estirados en los que nos centraremos.

Con el objetivo de introducir defectos angulares en el espacio t WAdS3 va a ser necesario introducir
algunos cambios de coordenadas. Primero, va a ser conveniente considerar un parametrizacién

ligeramente diferente: definamos el parametro

2

2 __
¢ A2 — 202

y utilicemos w y £2 (en lugar de \) para describir la familia de métricas tipo tWAdS3. Ahora, en
términos de w y ¢2, la solucién de Godel corresponde a £2 = oo, mientras que el espacio AdS;
corresponde a £? = 1/w?. El rango 0 < A\? < 4w?, en términos de estos pardmetros, se traduce
a |w?¢?| > 1. Notemos que w?¢? puede tomar valores entre —1 e oo. Los espacios con |w?f?| < 1
también resultan interesantes, aunque presentan una estructura causal diferente; corresponden

a los espacios tWAdS3 comprimidos.



Ahora, continuando con los cambios de coordenadas, definamos una nueva variable radial r =

20~ 2sinh?(\p/2), tal que r € R>q. La métrica (4.34) ahora queda escrita como

dr?
+ @7 W)

ds? = —dt* — dwrdtdg +2 (r + (072 = w?)r®) do? + 5 (4.35)

Esta es una de las maneras estdndar de representar los espacios tWAdS3. Los invariantes de
curvatura asociados a esta métrica son constantes, y toman la siguiente forma general
n

2
RIRMR R = (—1)" oo (@2 +2).

Hn M1 Hn—1

Otra propiedad interesante de la métrica (4.33) es que es espacialmente homogénea. Y, tal y como

sucede con el cubrimiento universal de AdS, los espacios WAdS no son globalmente hiperbdlicos.

El grupo de isometrias de los espacios WAdS; (4.35) es SL(2,R) x U(1), y es generado por
cuatro de los cinco vectores de Killing que la soluciéon de Godel admite. Este grupo es la parte
que sobrevive del grupo de isometrias de AdS3 SL(2,R) x SL(2,R) luego de la deformacién de

estiramiento 6 compresion.

Es sencillo verificar que en el punto del espacio de pardmetros w?¢? = 1 la métrica (4.35) coincide
con AdSs. De hecho, definiendo nuevas coordenadas § = t — ¢ y p? = 2r, y reemplazando

w=/{=1en (4.35), obtenemos la métrica de AdSs

dp?

2 192

dshas, = —(p* + 1) +

4.3.1.2. Introduciendo un defecto en el espacio de Gdodel

Ahora vamos a introducir un defecto puntual en el espacio-tiempo (4.35). Esto se logra realizando
el siguiente cambio !

o= 1—pe, with 0<u<l1, (4.37)

manteniendo la misma periodicidad para la coordenada angular ¢; es decir, ¢ € [0,27). Esta
deformacion ciertamente modifica las propiedades globales del espacio de un modo que resulta
equivalente a introducir un déficit angular §¢ = u/(27) en la coordenada angular original.

Realizando el cambio (4.37) y re-escaleando la coordenada radial por r — /(1 — p), se obtiene

INo confundir el pardmetro de la deformacién p con la constante de acoplamiento del término gravitacional
de Chern-Simons de TMG (4.3), que también suele ser llamado p.



la métrica

dr?
P4 (-’

ds* = —dt® — dwrdtdp +2r (02 — w)r + (1 — p)) de* + 7 (4.38)
T

donde t € R, r € R>o y ¢ € [0,27). Esta métrica comparte el mismo comportamiento asintético

que (4.35); es decir, ambas geometrias tienden a la siguiente forma para r grande

2

dr
2 9 -2 2\,.2 7,2
ds® = —dt* — dwrdtdp + 2(072 — w?)r?dy® + 2202 + o)

+ hydatdz” (4.39)

donde, en particular, 6g,y = hpp ~ O(r) y 0grr = hpp = O(r=3).

La métrica (4.38) representa un objeto tipo-particula ubicado en 7 = 0 en el seno del universo
de Godel. El objeto en cuestién desaparece cuando el pardmetro p tiene a cero, lo que nos
permite intuir que p estd relacionado con la masa del defecto. Ahora introduciremos defectos

mas generales en el espacio tWAdSs.

4.3.1.3. Espacios WAdS3; como fondos gravitatorios

Una de las caracteristicas que vuelve interesante a los espacios WAdS3 es el hecho de que este
de tipo espacios sean soluciones de una gran variedad de modelos, incluyendo teoria de cuerdas
[Isr04, DOPS05], teorfas de gauge topolégicamente masivas [MC96, IKOP05, BC07, BBCGO6],
teorfas de derivadas superiores [Cle09b], teorias de bi-gravedad [Goy14] y gravedad de Einstein
no-minimamente acoplada a campos de materia [Ann09, GT15]. Un modelo minimo en el cual
los espacios WAdS3 aparecen como solucién es provisto por la gravedad en tres dimensiones
en ausencia de campos de materia. De hecho, los espacios WAdS3 tipo-tiempo y tipo-espacio
son soluciones exactas de gravedad tridimensional una vez que el gravitéon adquiere masa. Es la
masa del gravitén la que provee la vorticidad necesaria para sostener el universo de Godel, o
mas precisamente, la parte tridimensional relevante. En tres dimensiones hay diversas maneras de
otorgarle masa al graviton de manera consistente. Aqui utilizaremos la teoria de gravedad masiva
invariante de paridad New Massive Gravity (NMG) [BHT09a]. El método que utilizaremos para
calcular las cargas conservadas asociadas a espacios asintéticamente tWAdSs, tales como los
defectos angulares introducidos en la seccién anterior, serd mediante el tensor de esfuerzos cuasi-
local de Brown-York de NMG evaluado en el borde del espacio-tiempo[HT10], més alld del radio

en el cual aparecen las CTCs.



Primero consideraremos un defecto en tWAdS3, que viene a representar una particula masiva
no-rotante. Desde el punto de vista cuatridimensional, es como considerar una cuerda césmica
en el universo de Gddel. Propondremos una definicién fisicamente sensible para la masa de esta
particula ultra-localizada. Curiosamente, el resultado obtenido difiere de la masa de Arnowitt-
Deser-Misner (ADM) en un factor 1/2, tal y como sucede con los agujeros negros en un fondo
WAdS; tipo-espacio (ver Seccién 4.2). Ademds, la definicién de las cargas en términos del tensor
de esfuerzos cuasi-local no serd apropiada para calcular el momento angular de los defectos
rotantes. Dicho fallo serd atribuido a la imposibilidad de regularizar todas las componentes del

tensor de energia-momentos del borde mediante la introducciéon de contra-términos locales.

Los espacios tWAdS3 (4.38) resuelven las ecuaciones de movimiento de NMG si las constantes

de acoplamiento satisfacen las siguientes relaciones

(11wt + 28w2(? — 4)o 9 (1922 — 2)o
A = — - . 4.4
21922 —2),z " 202 (4.40)

4.3.2. Tensor de Brown-York y cargas conservadas

Ahora nos abocaremos a la tarea de computar las cargas conservadas asociadas a los defectos

introducidos en las secciones anteriores.

4.3.2.1. Contra-términos

Como vimos en la Seccién 3.3.1 del Capitulo anterior, el tensor de esfuerzos T;; se obtiene al
variar la accién respecto a la métrica del borde ;;. La forma explicita del mismo puede verse en

la ecuacién (3.30) de la Seccién 3.3.1.

Al tomar el limite r — 00, el tensor de energfa-momentos (4.15) diverge. Sin un procedimiento de
regularizacién adecuado, esta divergencia dard lugar a cargas también divergentes. Para resolver
este problema, se debe mejorar la definicién (4.15) mediante la inclusién de términos de borde
adicionales en la accién, de modo tal que no se alteren las ecuaciones de movimiento. En la seccion
anterior, este método fue utilizado en el caso de métricas WAdS3 tipo espacio. Mostramos que,
a pesar de que algunas componentes del T;; contintan divergiendo, aun habiendo anadido a la
accion términos de borde locales que regularizan la accién on-shell, la integral de la densidad
de energia obtenida del tensor de esfuerzos del borde da lugar a una masa finita (4.29). A

continuacién veremos que sucede lo mismo para el caso tipo-tiempo. Para ello agregamos el



siguiente término al tensor de energia-momentos de Brown-York

ag

Tii — Ty — —="ii 4.41
87TG7 J ( )
el cual proviene de un contra-término del tipo
an 2
Sp — S — | d — 4.42
B B+ 87TG/ HAVAROE (4.42)

donde ag es un coeficiente a ser fijado por el requerimiento de que la accién sea finita. El valor

de este coeficiente es

B o8w2l\/2(w2l? + 1) (4.43)

o= (1922 — 2)

4.3.2.2. Energia gravitacional cuasi-local

Una vez mejorado el tensor de energia-momentos (4.15) mediante la adicién de (4.41), (4.43),
obtenemos una definicién de carga conservada Q[€] asociada al vector de Killing del borde ¢ que
genera una isometria e 9%, i.e. L¢7v;; = 0. Entonces, las cargas estan definidas por la proyeccion
del tensor de esfuerzos del borde sobre el vector £ y el vector unitario u ortogonal a las superficies

de t constante (4.16). Esto es

QL] = / dp ou'T;;¢7 (4.44)

donde p esta dado por la métrica inducida escrita de la forma
do? = —NZ2dt? 4 o*(dt + NPdyp)? .
En particular, para los defectos en tWAdS3 tenemos que

0? =201 — p)r +2(07% - w?)r?,

N? = — wr ’
(1—p)r+ (2 —w?)r?
2w2r?
N2=1 :
7 * (1 —p)r+ (2 —w?)r?
Y el vector unitario ortogonal a las superficies de t constante estd dado por u = —N,dt. Con-

siderando el vector de Killing tipo-tiempo del borde £ = N,u’ (i.e. tipo tiempo en la regién

donde la fuente estd localizada) encontramos que la energfa cuasi-local M = Q[¢] da el siguiente



valor

200 (pn—1)  2(u—1) 1
T (19022 —2)G T 19G <_m%J’ (4.45)

donde usamos que 2m?¢%c = 2 — 19w?¢2.

Primero comparemos el resultado (4.45) con el caso especial de soluciones localmente AdSs, que
corresponde a w?(? = 1. En este caso, (4.45) se reduce a

20(p— 1)

Mw2£2:1 = 17G s

(4.46)

y, de hecho, concuerda con el valor esperado para un defecto en un espacio localmente AdS3 en
NMG. Para ver esto explicitamente, recordemos que en el caso de NMG en AdS3 la masa de un

defecto angular (un caso particular de la geometria BTZ) estd dado por [BHT09b]

(k=1 1 20(p—1)
— = 4.47
Maas, = 7 7" g 17G (4.47)
donde hemos usado que w?¢? = 1 corresponde a 2m?(?c = —17. Esto significa que (4.45) se

reduce al valor (4.46) en ese punto del espacio de pardmetros. En principio, podemos estar
tentados de tomar esta coincidencia como un chequeo del resultado (4.45), sin embargo, si lo

pensamos con cuidado, concluiremos que a priori no hay ninguna razén para que esto ocurra.

Tal y como sucede con los espacios WAdS3 tipo-espacio, el método que utiliza el tensor de
esfuerzos cuasi-local (4.15) para calcular cargas conservadas no basta para dar un resultado
finito para el momento angular de los defectos rotantes en tWAdSs. Esto ocurre porque no
parece haber manera de regularizar todas las componentes de (4.15) mediante la introduccién

de contra-términos locales en el borde.






Capitulo 5

Espacios asintéticamente Anti-de
Sitter y sus deformaciones en

Zwei-Dreibein Gravity

En este capitulo estudiaremos soluciones de la teoria de bi-gravedad conocida como
Zwei-Dreibein Gravity (ZDG) con diferentes comportamientos asintéticos. Primero,
nos centraremos en espacios asintéticamente AdS con condiciones de borde relajadas
(respecto de las condiciones habituales de Brown-Henneaux) que permiten decaimien-
tos logaritmicos. Mostraremos que ZDG soporta modos logaritmicos a nivel lineal y
ondas propagantes en AdS con decaimiento logaritmico a nivel no-lineal, lo que nos
permitird conjeturar que ZDG podria ser el dual gravitatorio de las llamadas Loga-
rithmic Conformal Field Theories (LCFT). También estudiaremos asintéticas no-AdS
tales como Lifshitz, Schrodinger y Warped AdS, ya que estas representan algunas de
las extensiones de la conjetura AdS/CFT maés estudiadas, que cobran relevancia en
sistemas de materia condensada. Veremos que ZDG contiene en su espectro espa-
cios de Schrodinger, de Lifshitz, WAdS, y agujeros negros asintéticamente Lifshitz y
WAAJS, dando un indicio de que ZDG puede ser considerada como un nuevo modelo

para holografia no-AdS.
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5.1. Ondas Anti-de Sitter logaritmicas en ZDG

En esta seccién argumentaremos que la existencia de puntos criticos en el espacio de parametros,
en los cuales aparecen modos logaritmicos en el espectro de la teoria lineal, no es un rasgo
privativo de los modelos de gravedad con derivadas superiores, sino que también del recientemente
propuesto modelo de Zwei-Dreibein Gravity (ZDG). Primero, mostraremos esto a nivel lineal,
luego veremos que existen regiones en el espacio de pardmetros de ZDG donde los gravitones
se convierten en no-masivos y, por lo tanto, coinciden con los modos puro gauge. Los modos
logaritmicos encontrados en el espectro linealizado se comportan de manera similar a los que
aparecen en otras teorias criticas con derivadas superiores, como New Massive Gravity (NMG).
La existencia de esos modos puede ser vista como un indicio serio de que ZDG puede ser anadida
a la clase de teorias de gravedad que, para valores especificos de los parametros, es dual a las
llamadas Logarithmic Conformal Field Theories (LCFT) con cargas centrales nulas. De acuerdo
a la conjetura AdS/CFT, los modos degenerados y sus compaieros logaritmicos son duales a
operadores, cuyas funciones de dos puntos son gobernadas por cantidades llamadas “nuevas
anomalias”. En esta seccién calcularemos los valores de esas nuevas anomalias en el lado de

gravedad mediante el procedimiento delineado en [GJZ11].

En esta seccién también confirmaremos que la existencia de estos modos logaritmicos no son un
artefacto de la aproximacion lineal, sino que también existen soluciones en la teoria completa
que exhiben un decaimiento logaritmico. Esto da mayor credibilidad a la idea de que ZDG posee
puntos criticos en su espacio de pardmetros, por lo tanto, dando apoyo a la idea de que es
el dual gravitatorio de una LCFT. Las soluciones no-lineales que estudiaremos son las ondas
propagantes en AdS (a las que llamaremos simplemente ondas AdS) y que son andlogas a las
analizadas en [ABGHO09] para el caso de NMG. Para poder hallar tales soluciones, haremos uso
de una propiedad interesante de las teorias de bi-gravedad como ZDG, y es que pueden ser
escritas como teorfas de derivadas superiores! para una sola métrica [HSMvS15]. Entonces, re-
escribiremos ZDG como una teoria cuyas ecuaciones de movimiento involucran un niimero infinito
de derivadas para un solo dreibein y mostraremos que esto nos permite hallar explicitamente las
ondas AdS. Confirmaremos que las ondas AdS que exhiben un comportamiento logaritmico en

los puntos criticos del espacio de parametros.

1Nos referimos como “teorfa con derivadas superiores” a una teoria de gravedad cuyo lagrangiano posee
derivadas mayores a orden dos.



5.1.1. Puntos criticos

Comenzaremos repasando brevemente la accién de ZDG. La misma estd dada por la siguiente

densidad lagrangiana?

1
2 b b 2 b
Lype = —Mp {061 al1" + e R + G Cabe (cner®er’er” + agm®er®er’er)

1

- §m2€abc (5161(16117626 + 5261'16217626) } ) (5.1)

donde los campos dindmicos de la teoria son cuatro 1-formas: los dos dreibeine e;® y las dos
conexiones de espin duales w;*. Recordemos que en la Seccién 3.4 consideramos el lagrangiano

a nivel cuadratico en las perturbaciones

e1® =e* + kh®, wr® =%+ Kkor®,

e =y (e* + kha?)

donde e* y w® hacen referencia al dreibein y a la spin-connection de AdS3 respectivamente; k es
un parametro para controlar la expansion; y v es una constante de proporcionalidad. También
vimos que es posible diagonalizar el lagrangiano cuadrético (3.61) cuando el pardmetro de signo
oy la constante de proporcionalidad « cumplen la relaciéon o+ # 0; el resultado es la suma del
lagrangiano de Einstein-Hilbert a nivel cuadratico y un lagrangiano de Fierz-Pauli que describen

un campo de espin-2 no-masivo y otro masivo, con la masa de Fierz-Pauli dada por

M2 = m%@ . (5.2)

Cuando o + v = 0 la diagonalizacién recién mencionada no es posible; y, como la masa de
Fierz-Pauli (5.2) se anula, el gravitén masivo degenera en el no-masivo. Este comportamiento
corresponde a un punto critico® en el espacio de pardmetros de ZDG, donde, como veremos a

continuacién, los modos logaritmicos aparecen.

2En lo que sigue utilizaremos indistintamente los términos densidad lagrangiana y lagrangiano, si bien, el
término correcto es el primero.

3De hecho, es una lfnea de puntos criticos. Para o+~ = 0, la relacién (3.57) se reduce a a1 = —o (2,81 + A/m2)
y ag = 1 — A/m?. Para un dado valor de constante cosmolégica, todavia tenemos un pardmetro libre: 31. En
lo que sigue, mantendremos la terminologia de “punto critico”, utilizando su forma plural para enfatizar de que
existe una familia continua de puntos criticos en ZDG.



Para obtener el lagrangiano critico, realizaremos la siguiente re-definicién de campos

h—ua :m261 (hlua*hhta) ) h+ua :hluaJthuav

a 2 a a a a a
V_p :mﬂl(vlp 71}2[1,)7 Vpp = Vip +U2;L .

el lagrangiano cuadratico (3.61) se convierte en

M, - — _
£ e (e Do oy Dus® + e (00— A h)

— €abc€ h_"h_°). (5.3)

Este lagrangiano corresponde a la forma de primer orden del lagrangiano de NMG critica* linea-
lizada, donde los modos masivos degeneran en los no-masivos, y nuevas soluciones logaritmicas
aparecen [LS09a, BHRT11]. La tinica diferencia con el caso de NMG critica es la aparicién de la

constante de acoplamiento 7 como un factor global.

Las ecuaciones de movimiento derivadas de la densidad lagrangiana (5.3) estdn dadas por

Du_* — Ae™eh_. =0,
Du,* — Aeabcébh+ e = 2¢%eh_,

@hia + €abcéb’Uic =0. (5.4)

La ultima de estas ecuaciones puede ser usada para expresar v4® en términos de h®. Tenemos

entonces que

1 _
vt (he) = — det(e) e (égaé#b - Qé#aégb) Dyhy,’. (5.5)

Es més, actuando con €YD, en las ecuaciones de movimiento (5.4) y usando la identidad

DDf* = e"CRy f. = %Ae“bcebdeédée fe, se pueden derivar las siguientes relaciones
~as b
e"Pe, e, h_ ,, =0, (5.6)
que implican que el campo h_ ,, = h_,4€,% es simétrico

h ) = 0. (5.7)

4Es NMG evaluada en el punto del espacio de pardmetros donde ¢ = 0, i.e. 2m?¢2 = —1.



Reemplazando (5.5) en la primera de las ecuaciones de (5.4) y escribiéndolas con indices de

espacio-tiempo libres obtenemos
gl“’(h*) = 07 glw(h+) = h*;w - g,uuhf 9 (5-8)

donde G, (h) es el tensor de Einstein linealizado, el cual es invariante bajo difeomorfismos

linealizados por construccion
L er. Bop B 1 a
Guv(h) = T8k ey DaDphps — §A(h(w) = Guwh).

Es posible ver que estas ecuaciones de movimiento linealizadas son equivalentes a las de NMG en
el punto critico; ver referencia [BHRT11]. En particular, el anélisis de soluciones se puede llevar
a cabo sin modificaciones. Podemos concluir entonces, que en los puntos criticos, ZDG a nivel

lineal exhibe modos logaritmicos con las mismas propiedades que los modos de NMG critica.

Hemos encontrado puntos criticos donde el lagrangiano linealizado (5.3) y las ecuaciones de
movimiento (5.4) son equivalentes a las de NMG critica. Esos puntos criticos constituyen una
generalizacién del punto critico de NMG. De hecho, NMG puede ser recuperada desde ZDG por
medio de un procedimiento de limite detallado en la Seccién 3.4.1.1, pero este limite requiere
partir de una region en el espacio de parametros de ZDG donde ¢ = —1. Por el contrario, en la
discusién anterior, no hemos asumido dicha restriccién, y de hecho, es posible hallar regiones en
el espacio de parametros de ZDG donde o + v + 0 para ¢ > 0. Los puntos criticos encontrados

aqui son, por lo tanto, més generales que los de NMG.

5.1.2. Nueva anomalia

En la secciéon anterior hemos confirmado la existencia de puntos criticos en ZDG linealizada.
Dichos modos logaritmicos poseen las mismas propiedades que los de teorias de gravedad con
derivadas superiores, tales como NMG critica. En el caso de NMG, la aparicién de estos mo-
dos permitié conjeturar que la teoria de campos dual a NMG en el punto critico es una LCFT
con cargas centrales nulas, una vez que se adoptan condiciones de borde apropiadas. Los modos
logaritmicos de NMG pueden ser vistos como duales a los compafieros logaritmicos de las com-
ponentes del tensor de energia-momentos de la LCFT dual. A pesar de que las cargas centrales

son cero, las funciones de dos puntos de los modos del tensor de esfuerzos y de sus compafieros



logaritmicos no son triviales y estan determinadas por nuevas cantidades llamadas nuevas ano-
malias. Una manera sencilla de calcular estas nuevas anomalias en el lado de gravedad fue

propuesto en la referencia [GJZ11].

Se puede arribar a conclusiones similares para los puntos criticos de ZDG. Recordemos que las

cargas centrales de la teorfa son [BAHH'13]

CL/rp = 12wl M (0' + 'Y) ;

y se anulan en el punto critico® ¢ + v = 0. Entonces, las funciones de dos puntos de la LCFT

con cp /g = 0 estaran ahora caracterizadas por las nuevas anomalfas by

Massless Left: (hz,hz) = (2,0), Massless Right: (hgr,hr) = (0,2),
‘ . 3 1 11 —
Massive Left: (harp,harr) = 5—1—5 1+¢ MFP,—§+§ 1+02M2 ),
; i h 1 1 2 )\ [2 3.1 2 )2
Massive Right: (hat,rs har,r) = —§+§\/1+€ MFP,§+§ 1+02M2, ),

donde M2, estd dado por la ecuacién (5.2). Las anomalias izquierda y derecha pueden ser

calculadas siguiendo [GJZ11]

, CL/R
b =1 . 5.9
L/ U+1'§Ii>0 hL/R_hM,L/R ( )

Evaluando este limite en forma explicita, podemos hallar las nuevas anomalias de ZDG critica

48mo My
bL/R = _W . (510)

El hecho de que ambas nuevas anomaias sean iguales se debe al hecho de que ZDG es una teofia

invariante de paridad. En el limite de NMG (ver Seccién 3.4.1.1) las nuevas anomalfas se reducen

a b ME = —120"¢/G, donde o’ es el pardmetro de signo de NMG. Este resultado concuerda con
las expresiones obtenidas en [GH10] en el punto critico de NMG (2m2¢? = —¢’). La diferencia

en el caso de ZDG es que la nueva anomalia es funcién del pardmetro 5, en lugar de depender

de la combinacién ¢/G.

A continuacién veremos las soluciones no-lineales que representan ondas propagantes en AdSs,

lo que reforzard la idea de que ZDG critica es dual a LCFT.

5La constante cosmolégica se relaciona con el radio de AdS del siguiente modo: A = —1/¢2.



5.1.3. Teoria no-lineal

En esta seccién, veremos soluciones de ZDG a nivel no-lineal, con el objetivo de corroborar que
los modos logaritmicos encontrados en la seccién anterior no son un artefacto de la aproximacion
lineal. Con este objetivo, construiremos soluciones tipo ondas propagantes en AdS3 y mostra-
remos que en el punto critico exhiben un comportamiento similar al de los modos logaritmicos
anteriormente estudiados. Para obtener estas soluciones, sera tutil la interpretacién de que ZDG
puede ser entendida como una teoria de un solo dreibein que, sin embargo, contiene un nimero
infinito de términos con derivadas superiores. Mostraremos que, para el caso de una solucién
de onda AdS, las contribuciones de los términos de derivadas superiores pueden ser resuma-
dos a una expresién cerrada. Las ecuaciones de movimiento resultantes se reducen a ecuaciones

diferenciales de cuarto orden para el perfil de la onda que pueden ser resueltas explicitamente.

5.1.3.1. Ondas AdS

Para estudiar el comportamiento critico a nivel no-lineal en ZDG vamos a buscar soluciones de
ondas propagantes en un fondo de AdSs con un decaimiento logaritmico analogo al de NMG,
como fue estudiado en [ABGHO09]. Primero recordaremos las ecuaciones de movimiento que se

derivan de la densidad lagrangiana (5.1)

1
0= oR}+ §m26abc (arelef —2B1eles) | (5.11a)
1
0= RS+ imzeabc (agegbef - Blelbef) , (5.11b)
0=1T7 paral=1,2. (5.11c)

Un hecho notable, ya mencionado en la Seccién 3.4, es que es posible resolver la ecuacién (5.11a)

algebraicamente en favor de es. De este modo se obtiene e; como funcién de ey y sus derivadas

« g
62#0' = ﬁel #a + mTﬁlSl #a 5 (512)

donde 57 ,% = S1,e7% y S1 v es el tensor de Schouten asociado a la métrica g,. A su vez,
si reemplazamos la forma (5.12) en la ecuacién de la torsién (5.11c) de ez podemos obtener la

conexién de espin wo como una serie de potencias

1
wQ#a _ Z Q&Zn)a, (513)



)

donde los coeficientes QE?“ ¢ dependen de e; y sus derivadas

20
Q‘&O)a =w a7 Qf)a _701/1(1»
1
Q(Zk)a _ 270' det(e )7151470 a b _ } b a Q(2k72)c5« d (5 14)
m - @ 1 €bed | €1v €1p 2€1V €lpu P lo > .

donde C ,* = Cy e ® y Ci v es el tensor de Cotton asociado a g;.

Como se detall6 en la Seccién 3.4, es posible expresar ZDG como una teoria de derivadas supe-
riores en términos de un solo dreibein. Para ello necesitamos reemplazar la expresién (5.12) y la
expansion (5.13) en la ecuacién de movimiento (5.11b), lo que nos permite escribir la curvatura

R,* como una serie de potencias

Ry = L R, 5.15
2 —ZW 2 9 ( )
n=0

donde los coeficientes Ré%) “ dependen de e; y sus derivadas

a a 2
RO =R, R =-TpCye,
aq
1 k—1 ) )
RE¥e _ poika . ; €%, Q20 b k=2 ¢ (5.16)

Ahora si, estamos en condiciones de empezar a buscar las soluciones de ondas propagantes en
AdS3. Recordemos que AdSj3 es solucién de ZDG si las constantes de acoplamiento cumplen las

siguientes relaciones

A A
=2 -0, Yar=p5H-—5. (5.17)

Para la onda AdS, consideraremos como ansatz una deformacién de Kerr-Schild de AdSs

uv = g;w - f(ua y)k,uku )

donde g, es la métrica de AdSs, k" es un vector nulo® y la funcién f(u,y) es el perfil de la

onda. Utilizando coordenadas de Poincare, el ansatz tiene la siguiente forma

£2

ds* = E(—f(u, y) du? — 2 dudv + dy?) .

6Nosotros tomamos k*9,, = (y/£)0w.



Elegiremos el siguiente dreibein para la métrica de la onda

66_£<\/f(u,y)du+f(1dv>a ei:£¥dva 62:€dy' (5]‘8)
Y Y

u,y)

Para poder encontrar las soluciones de ondas AdS, seguiremos el mismo procedimiento que
fue descrito brevemente maés arriba, y en detalle en la Seccién 3.4.4. Recordemos que en esta
formulacién de un solo dreibein, las ecuaciones de movimiento estdn dadas por (5.11b), donde
es” debe ser entendida como una funcién de e;* y sus derivadas, como puede verse en (3.67).
Por lo tanto, utilizaremos (5.18) como ansatz para el dreibein e;* y la expresion (5.12) para ey®,

dando por resultado

e2” = g(u,y) du + h(u,y) dv es' = p(u,y) du+ q(u,y) dv, e’ =s(u,y)dy, (5.19)

donde

1 ) 9?
u,y) = 2m2(? U, 0< > U, >,
0(00) = st (P03 + Fla.y)

ay Yoy
/
h(ua y) = #(uy) = q(uvy)a
o o 0 02 _ 04
plu,y) = m (83/ - y8y2) flu,y),  s(uy) = e (5.19b)

El pardmetro v que aparece en estas funciones pueden ser determinado desde (5.17). Para poder
escribir completamente las ecuaciones de movimiento (5.11b) es necesario evaluar la serie (5.13)

para wy®. Realizando el cdlculo explicito de (5.14) para esta solucién se puede ver que todas las

(2n)q 7
m

contribuciones a €2 con n > 0 tienen la misma forma’.

n)a g " 83f u7y va

Notemos que podemos sumar todos los érdenes de la expansién 1/m? en una expresién cerrada

para ws®, entonces encontramos que

oly & f(u,y)
o —a1?m?2 Oy

a a
Wy, =Wiy —

Kk, el (5.21)

"Puede parecer extrafio que esta expresién contenga solo tres derivadas para todos los valores de n, en vista
2n)a . . . . . _
de que QEL )% tiene mas derivadas para n grande para poder balancear las dimensiones de masa de m—2". Para

este ansatz en particular, sin embargo, el pardmetro £ es un pardmetro dimensional que puede ser utilizado para

balancear las dimensiones, y esto explica por qué es posible que todos los QELQH)“ tengan el mismo nimero de
derivadas.



Reemplazando esta expresién en la ecuacién de movimiento (5.11b), podemos ver que se reduce

a la siguiente ecuacién diferencial de cuarto orden para el perfil de la onda

1 4a4f(u7y) Sagf(uvy) _
NG [ ot o
(1+ M2, (%) (y2 82];(;;’ Y _ yafg;’ y))] =0. (5.22)

Aqui M2, es la masa de Fierz-Pauli (5.2) y hemos utilizado las relaciones entre los pardme-
tros dadas en (5.17). La ecuacién (5.22) se puede resolver utilizando separacién de variables y
proponiendo que las soluciones sean polinomios en y, i.e. f(u,y) = f (u) y™. La potencia n es

determinada por el polinomio indicial
n(n—2) (n(n—2)— M2, (*) =0. (5.23)

En general, esta ecuacién presenta cuatro raices distintas: n = {0,2,n,,n_}. La solucién més
general para el perfil de la onda es

Py = ol + fotw) (1) 4 o) () 4 1w (4)" (5.24)

dondeny =1+ W . La parte relevante de la solucién (5.24) estd dada por los términos
que involucran y™+, ya que los términos constante y cuadréatico pueden ser removidos median-
te transformaciones locales [ABH06]. En ciertos puntos especiales del espacio de pardmetros
las raices y"* degeneran entre si o con las otras raices y nuevos comportamientos asintéticos

aparecen. Estos comportamientos especiales seran discutidos en la proxima seccion.

Dado que las expresiones para Q™) ¢ son proporcionales una a la otra, la solucién de onda AdS
(5.24) no es solamente una solucién de la teorfa completa, sino que resuelve las ecuaciones de

movimiento a cada orden en 1/m?, ajustando apropiadamente las potencias n..

Auto-dualidad de las ondas AdS Antes de discutir los puntos especiales en el espacio de
parametros de ZD@G, haremos una pequena digresion para analizar la auto-dualidad presentada

en la Seccion 3.4.5 del capitulo anterior en el caso de las ondas propagantes en AdSs.

La mencionada auto-dualidad entre las métricas asociadas a los dos campos de espin-2 de ZDG,
también tiene lugar en las ondas AdS estudiadas anteriormente. En este ultimo caso, la métrica

asociada a ey estd dada por (5.24).



Por otro lado, utilizando la expresién (5.12) podemos ver que la métrica asociada a ez estd dada

por

(m2la; — o)

2 62
Am20A2 2

dsy? = 5 ( — F(u,y)du® — 2dudv + dyQ) ,

donde

F(ua y) = (1 - 20’:1/(:1/85 - ay)) f(u,y) )
se identifica con el perfil de onda de go. Aqui asumiremos que m?¢%a; # o.

Seria interesante saber si este tipo de “dualidad” entre “métricas” también tiene lugar para el caso
geometrias no-AdS. Hasta donde tenemos conocimiento, todas las soluciones conocidas en las que
ocurre dicha “dualidad”, tanto en tres como en cuatro dimensiones, son espacios asintéticamente
planos, AdS o dS. En la Seccién 5.2 mostraremos que, de hecho, la teoria de bi-gravedad ZDG
posee soluciones no-AdS que exhiben esta dualidad entre los dos campos dindmicos. Esto sugiere
que es fenémeno es mucho més universal de lo pensado y que no esté relacionado necesariamente

a soluciones que tienden asintoticamente a espacios de curvatura constante.

5.1.3.2. Puntos especiales

Ahora procederemos a analizar los puntos especiales del espacio de parametros de ZDG, donde

los perfiles de las ondas propagantes en AdSs presentan comportamientos particulares.

En los puntos criticos de ZDG se cumple que o+ = 0, por lo tanto, la masa de Fierz-Pauli es cero
M2, = 0. En esos puntos tenemos que ny =2y n_ = 0 y la ecuacién indicial (5.23) tiene dos
soluciones degeneradas en lugar de tener cuatro distintas. Dado que la ecuacién diferencial (5.22)
sigue siendo de cuarto orden, debemos tener cuatro soluciones distintas, aunque quiza de caracter
no-polinémico. Ignorando las soluciones constante y cuadratica, ya que pueden ser removidas por

transformaciones locales, encontramos las siguientes soluciones en el punto critico o +~v =0

folu,y) = fr(u)In (%) + for(u) (%)Qm (%) . (5.25)

Por lo tanto, en el punto critico de ZDG existen soluciones de ondas AdS con decaimiento
logaritmico que confirman las evidencias que hemos hallado en la seccién anterior a nivel linea-

lizado.

Existe otra clase de puntos especiales donde también tiene lugar una degeneracion en las raices

de la ecuacién indicial (5.23). En estos puntos se tiene que M2, = —1/¢> y ny = 1, con lo



cual, la ecuacién (5.23) tiene solamente tres raices. Entonces debe aparecer una nueva solucién,

nuevamente no-polinémica

folwy) = (7) (A + A (%)) . (5.26)

En este punto especial también se encuentra un comportamiento logaritmico. Este tipo de so-
lucién también ha sido hallado en la referencia [AAN10] en la teorfa f — g de Isham, Salam y

Strathdee [ISS71].

Es interesante notar que NMG posee en su espacio de pardmetros un punto especial con carac-
teristicas similares, donde aparecen nuevas soluciones de agujero negro que no son localmente
equivalentes a AdSz [BHT09b, OTT09]. Ademas, en dicho punto, la teorfa linealizada de NMG
presenta una simetria de gauge extra con un pardmetro escalar. Lo mismo sucede para ZDG
linealizada como puede verse de (3.63) y la discusién subsiguiente. Entonces, a nivel linealizado,
tanto ZDG critica como NMG critica propagan un unico grado de libertad. Sin embargo, esto
no es cierto a nivel no-lineal y la invariancia de gauge extra del punto critico es una accidente de
la aproximacion lineal. NMG en este punto especial ha sido llamada Partially Massless Gravity
(PMG), dado que los modos masivos se convierten en parcialmente masivos [DN84, DWO01]. La
existencia de soluciones del tipo (5.26) en PMG fue tomado como un indicio de que la teorfa
dual correspondiente es una LCFT [GJZ11]. Es interesante mencionar que PMG, originalmente
hallada como un versién especial de NMG, puede ser generalizada en el contexto de ZDG, donde

hay una clase mas amplia de puntos especiales en su espacio de parametros.

La existencia de estos modos logaritmicos en ZDG critica, brinda un claro indicio de que podemos
incluir a ZDG en el meni de modelos candidatos a ser duales gravitatorios de LCFT. Este
hecho nos lleva a preguntarnos si ZDG también puede proveer un escenario adecuado para
estudiar otras extensiones de la correspondencia AdS/CFT, tales como las dualidades aplicadas
a materia condensada (Lifshitz-Schrédinger/CMT) o WAdS/CFT. Un ingrediente esencial para
ello es hallar soluciones que realicen geométricamente las simetrias requeridas en la teoria de

campos dual. En la préxima seccién veremos que ZDG contiene en su espectro espacios de

Lifshitz, Schrédinger y Warped AdS.



5.2. Espacios invariantes de escala anisétropa en ZDG

En la secciéon anterior hemos mostrado que ZDG provee un escenario interesante para explo-
rar extensiones de la conjetura AdS/CFT, en aquel caso, para espacios asintéticamente AdS
en un sentido relajado, y para teorias del borde no-unitarias. Esto nos anima para conside-
rar ZDG como modelo para estudiar otras extensiones de la correspondencia. Entre otras, las
aplicaciones a materia condensada han recibido una atencién notable, tanto en espacios AdS
como no-AdS. Esto es de sumo interés, ya que permite abordar problemas de teorias de campos
en regimenes de acoplamiento fuerte con una herramienta distinta y novedosa. Entre distintas
versiones de holografia no-AdS destacan las que involucran siguientes geometrias: los espacios
de Lifshitz, conjeturados a ser los duales gravitatorios de sistemas de materia condensada con
puntos fijos de Lifshitz [KLMOS]; los espacios de Schrodinger, que realizan geométricamente el
grupo conforme no-relativista [Son08, BMO0S]; y los espacios Warped AdS (WAdS), cuyas dis-
tintas versiones (tipo-espacio, tipo-tiempo y tipo-nulo) tienen aplicacién en diversos contextos,
como materia condensada o Kerr/CFT [ALPT09, DHH12]. El primero paso para poder con-
siderar a ZDG en el catdlogo de teorias capaces de brindar modelos para estudiar holografia
no-relativista, es corroborar que posea en su espectro geometrias con las simetrias requeridas.
En esta seccién mostraremos que, de hecho, ZDG admite todos los espacios anteriormente men-
cionados como soluciones exactas. Construiremos explicitamente las soluciones que representan
espacios de Schrodinger asi como también espacios asintéticamente Lifshitz y WAdS. Algunas
de las geometrias estudiadas presentan una propiedad interesante ya observada en otras teorias
de bi-gravedad consideradas en la literatura. Cuando se considera una solucién de agujero negro,
las dos “métricas” de la teoria estan relacionadas por una transformacién de coordenadas y un
re-escaleo global. Mostraremos que este tipo de “dualidad” también aparece en ZDG para algu-
nas soluciones. Sin embargo, para el caso del agujero negro asintéticamente Lifshitz, la segunda
“métrica” representa un nuevo agujero negro de Lifshitz que coincide con el primero inicamente

en la region asintética.

5.2.1. Espacios de Lifshitz

Comencemos con las soluciones de Lifshitz. Como ya mencionamos anteriormente, estos espacios
cobran relevancia como duales gravitatorios de sistemas de materia condensada con puntos fijos
de Lifsthiz. La expresién (3.67) nos sugiere un ansatz para encontrar una solucién de Lifshitz

en ZDG. Es conveniente re-escalear los pardmetros a1, as y 1, definiendo las nuevas constantes



a = m?lar, A= m?Pas y B = m20?B:. El dreibein e, esté relacionado con la métrica de

Lifshitz de la manera usual g, = elM“nabelyb; y utilizando (3.67), el ansatz para e, es

el — a—o(z2+z2-1) (r)zdt,

28 ‘
s ato(z2—z-1) (r

er? = % (Z) dx ,
5 —o(z2—2+1) (¢

er® = a 0(Z25 ) (7’) dr. (5.27)

El espacio de Lifshitz tridimensional resuelve las ecuaciones de movimiento (5.11a)-(5.11b) si los

parametros A y 3 satisfacen las siguientes relaciones

. (v —202) = (22 + 2 —1)(2% — 2z — 1))2(a —o(z2+2z+1))
= 4 )
20(a—0(z2—z+1))
ala—202) — (22 +2-1)(z2-2-1)

b=- 20(a—o0(z2—z+1)) ’

0, de manera equivalente

g _ (ala—2z0) = (2+2-1)(2*—2-1)) (a—0(z2+2+1)) ’ (5.28)

(a—o(z2 =2+ 1))3
donde asumimos que ao # 22 — z + 1.

Como dijimos en la seccién anterior, serfa interesante investigar si las soluciones no-AdS también
presentan una “dualidad” entre “métricas”. Para responder a esta pregunta podemos ver que la

“métrica” asociada a (5.27) puede ser escrita de la siguiente forma

2z 2
2 _ 02 oz T
dsy” = (_€2z dt* + 72

2, P
dz” + —dr |,
T

donde hemos (re-)definido
QQ_(a—a(zQ—z+1))2 E_a—a(z2—|—z—l)
B 432 T a—o(22—-2+1)

a—o(z2—-2-1)
a—o(z2—z2+1)"

i‘:

Entonces, la “métrica” go, siendo un re-escaleo de g;, también representa un espacio-tiempo de

Lifshitz con el mismo exponente dindmico z.



5.2.1.1. Agujero negro de Lifshitz

En el caso particular de z = 3, debemos destacar que ZDG admite como solucién agujeros negros
circularmente simétricos que en la region asintética tienen a un espacio de Lifshitz con el mismo
exponente dindmico. En el contexto de holografia, un agujero negro en el bulk representa una
teoria del borde dual a una temperatura finita, la temperatura de Hawking del agujero negro.

La métrica agujero negro de Lifshitz estda dada por

6 2 2 2 -1
5 T MY 9  TT g r 9
ds _66(1_ > >dt +€7dx +(£2—M) dre. (5.29)
Esta geometria persiste como solucién luego de la adicién del conjunto infinito de términos de
curvatura superior de ZDG®. Esto es notable debido al hecho que los agujeros negros de Lifshitz
no exhiben invariantes de curvatura constantes, cosa que si sucede en las ondas AdS estudiadas

en la Seccion 5.1, lo que permitié resumar la serie infinita de términos con derivadas altas.

Para probar que el agujero negro (5.29) es solucién de ZDG, es conveniente considerar el siguiente

ansatz para es

i (a=1lo)r® +4MPo (r\3 [ M
2= 2312 <€) 1 r2 dt,
5 a+dor
- "a
€2 25 ¢ T,
—1/2
5 a—To [r?
= — —_— —M . .
es 25 (62 > dr (5.30)

El agujero negro de Lifshitz de [ABGGHO09] resuelve las ecuaciones de movimiento si A y
satisfacen las condiciones (5.28) evaluadas en z = 3; es decir
(o — 60) — 55)2(a —130) ala—60) — 55

A== 20(a — To)4 A== 20(a—To) (5:31)

0, lo que es lo mismo

A (afa—60) = 55) (o —130)

B (o —70)°

Aqui hemos asumido que o # 110, a # 7o y a # —50 para que (5.30)-(5.31) estén bien definidas.

Podemos ver que la “métrica” asociada al segundo dreibein (5.30) puede ser re-escrita como un

agujero negro de Lifshitz con z = 3 multiplicado por un factor global. Mas precisamente, el

8Como dijimos en la Seccién 3.4, ZDG no es una completacién de curvatura superior de NMG.



elemento de linea de g, es

2 2 r? r? ? 72 r? ~2 r? - 2

donde hemos (re-)definido

(a—70)? 4Mo 7§_oz—lla a+ 50

QQZ — _ _ .
42 0 P T a1 a—70" a—To

&
I

El pardmetro p es positivo si sign(Mo)(o — 110) > 0.

El “espacio-tiempo” descrito por el intervalo (5.32) posee invariantes de curvatua no-constantes
con la misma estructura de divergencias que (5.29). Sin embargo, es importante remarcar que el
agujero negro (5.32) es distinto al hallado en [ABGGHO09]. La presencia del pardmetro p hace
que el agujero negro (5.32) no sea localmente equivalente a (5.29), pudiendo contribuir a las
propiedades globales de la geometria, como por ejemplo, su masa. Sin embargo, ambos espacios
comparten el mismo comportamiento asintético, aproximandose al espacio de Lifshitz con z = 3

en la regién asintética (i.e. para valores de r grandes).

Notemos que, dado que tanto M como u son positivos, el agujero negro (5.32) posee una tem-

peratura positiva, dada por
VM(M + )

T p—
27l

Atn resta hallar un modo de definir las cargas conservadas en esta teoria y para estas soluciones
en particular para, por ejemplo, estudiar la termodindmica este nuevo agujero negro. Una posibi-
lidad para calcular las cargas conservadas podria venir de la mano del método de renormalizacién

hologréfica descrito en [Apol6] para teorias de higher spin.

5.2.2. [Espacios de Schrodinger

Ahora consideremos otras geometrias con invariancia anisétropa, en este caso los llamados espa-
cios de Schrodinger, los cuales realizan geométricamente las simetrias de la ecuaciéon de Schrodin-
ger. Estos son un caso especial de las ondas AdS estudiadas en la Seccién 5.1, en los que las
funciones del perfil de onda (5.24) toman los valores fi(u) = 0, f_(u) = fo con n_ = —2v.
Entonces el dreibein e; esta dado por

i L v 5 Ly” 5 !
el == <Vdu+ yydv) , el = fy—dv, e’ = =dy,
y\y ¢ y



mientras que es tiene la siguiente forma

200(1 v
S ) ),
Yy E”
"Z{ 1+V£—d N dv},

Yy v
o fd

Para que esta geometria sea solucion de ZDG, los parametros de la teoria deben cumplir las

restricciones

a=-0(28+1-8v-872), A=-— BB -1) 72_0(5—4y(1+y))'

(ﬁ—4u(1—|—u))2 7 B

Dado que los espacios de Schrodinger son casos particulares de las ondas AdS, el campo de

espin-2 g es un re-escaleo de g; como se discutio en la Seccion 5.1.

5.2.3. Espacios Warped Anti-de Sitter

Ya hemos mencionado que un caso especial de los espacios de Schrodinger son los llamados
espacios WAAS tipo-nulo, los cuales también resuelven las ecuaciones de movimiento de ZDG.
Ademas, la teoria admite como soluciones las geometrias WAdAS tipo-tiempo y tipo-espacio. En
la introduccién resaltamos la importancia de estos espacios en extensiones de la correspondencia
AdS/CFT [ALP109, DHH12], dado que constituyen un caso relativamente sencillo de geometrias

no-AdS al presentar invariantes de curvatura constantes.

Debemos resaltar que el agujero negro localmente equivalente al espacio WAAS estirado tipo-
espacio resuelve las ecuaciones de movimiento de ZDG (5.11a)-(5.11b). Este agujero negro

estd dado por la métrica

ds® = —N2dt? + p* (dp + N¥dt)* + Ldr? (5.33a)
p (p 4p2N2 b .
con
Pt = % (3(1/2 —)r4+ (P +3)(ry +ro) — v/ (V2 + 3)7‘+r_) ,
N2 A3 —r)(r—r)
4p? ’
2wr — /(2 + 3)rpr_

P VA s Jrer— (5.33D)

2p



Para el campo e; tomaremos el dreibein asociado al elemento de linea (5.33)

7 1
er! = dt + (m’ ~3 (2 + 3)7"+r_> de ,

er? = 3V OA BT =) — 1)y,
e 3 ¢ dr 5.34
LV —r)r—r) (539

mientras que el segundo dreibein tiene la forma

- _ 2 _
ex! = b i U(jg 3) [2dt+ (21/7’ (2 + 3)T+T’_> dg@} ,
es? = L Uf;2 = V2 +3)(r —r)(r —r_)de,
et = - ato@—3) dr . (5.35)

2849 — )i )

Para estas geometrias sean soluciones de ZDG, los parametros «, A y B deben satisfacer las

siguientes relaciones

— (201/4 —120(a+ O’)l/2 + (a— 30)2)

A (o — o (4% = 3))
B (a+o(202—3)°

x (801° +12(a — 30)v* — 120(c”® — 3)v* + (a — 30)°) .

La “métrica” asociada al segundo dreibein del agujero negro WAdS tipo-espacio (5.35) puede ser

escrita del siguiente modo

dso® = Q% (di? +2 (vr — 1 (V2 +3)ror_ ) dtdp + Cdr”
2= 2 ) T Y e — ) (=)
—|—£ (3(1/2 —Dr+ @2 +3)(ry +r_) — 4/ (V2 + 3)r+r,) dgﬁz) ) (5.36)

donde hemos (re-)definido

9(v? —1)2 5

0% = TR a=vic, t=-t, p=—¢p, (5.37)

y donde las constantes de acoplamiento toman los valores

T
A=—"5— F=

3(v? —1)
-



Vale la pena mencionar que el “espacio-tiempo” descrito por (5.36) no difiere globalmente de

(5.33) dado que el re-escaleo de pardmetros dado por (5.37) no introduce un déficit angular.






Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado teorias de gravedad masiva en el contexto de holografia y extensio-
nes de la correspondencia AdS/CFT. La relevancia de las teorfas con campos de espin-2 masivos
radica en que estas poseen un amplio espectro de soluciones entre las que se encuentran varias
geometrias ttiles en extensiones de AdS/CFT. El agregado de masa al gravitén se logra anadien-
do términos de interaccién con campos auxiliares (es el caso de la teorfa dRGT [dRGT11] o de
New Massive Gravity en su formulacién de segundo orden [BHT09a, BHT09b, HT10]) o térmi-
nos superiores en la curvatura (por ejemplo, Topologically Massive Gravity [DJT82b, DJT82a]
o New Massive Gravity en su formulacién habitual [BHT09a, BHT09b]). Estos términos extra
hacen mas grande el espacio de parametros permitiendo una mayor variedad de soluciones en el
espectro de la teorfa. En general, la adicién de términos con derivadas superiores anade grados
de libertad (a excepcién de las teorfas de Lovelock); en el caso de términos cuadréiticos en la
curvatura, los modos de la teoria pueden descomponerse en un gravitén no-masivo, un gravitén
masivo y un campo escalar masivo [Ste78]. Sin embargo, algunos de esos modos de espin-2 son
inestables. Este problema puede eludirse en 2 + 1 dimensiones, ya que alli el gravitén no-masivo
no posee grados de libertad propagantes, lo que permite ajustar la teoria de modo tal que el

campo de espin-2 masivo no sea un modo tipo-fantasma.

Por otro lado, la correspondencia AdS/CFT es extremadamente dtil ya que brinda descripcio-
nes gravitatorias tratables de teorias de campos fuertemente acopladas dificiles de abordar con
otros métodos. Sin embargo, los casos mas habituales involucran teorias de campos que no son
realizables experimentalmente. Desde hace casi una década han surgido distintas extensiones

de AdS/CFT con el propésito de aplicar las ideas holograficas a, entre otras cosas, sistemas de
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materia condensada [Son08, BM08, KLMO08|]. E incluso a teorfas de campos no-unitarias como
las llamadas Logarithmic CFT (LCFT) que también poseen aplicaciones en materia condensada

[GRRZ13].

Comenzamos esta tesis introduciendo los principales conceptos de holografia en el Capitulo 2:
el diccionario holografico dado por la prescripcién de Witten y el proceso de renormalizacién
holografica que nos permite calcular observables bien definidos utilizando la dualidad. Este pro-
cedimiento nos permitié identificar el tensor de Brown-York renormalizado con el valor de ex-
pectacién del tensor de energia-momentos de la CFT dual. Teniendo el tensor de esfuerzos bien
definido procedimos a utilizarlo en algunos ejemplos de interés como la obtencién de cargas
conservadas del agujero negro BTZ [BTZ92] y el calculo de la anomalia de traza en espacios
asintéticamente AdSs [BK99]. Luego, repasamos brevemente las principales ideas de la holo-
graffa no-relativista en espacios de Schrodinger [Son08, BMO08], de Lifshitz [KLMO08] y Warped
AdS [ALPT09, DHH12].

En el Capitulo 3 introdujimos las teorias de gravedad masiva tridimensionales en las que cen-
tramos nuestra investigacién en esta tesis: New Massive Gravity (NMG) [BHT09a, BHT09b] y
Zwei-Dreibein Gravity (ZDG) [BAHH"13]. Para NMG estudiamos el principio variacional utili-
zando la formulacion de campo auxiliar, lo que nos permitié determinar los términos de borde de
la teoria y obtener el tensor de Brown-York para NMG. Luego aplicamos el método de renorma-
lizacion holografica en NMG para distintos casos: en espacios asintéticamente AdSs obtuvimos
la anomalia de traza de la CF'T dual y las cargas conservadas del agujero negro BTZ; en espacios
con invariancia de escala anisétropa calculamos la masa del espacio de Lifshitz y el agujero negro
de Lifshitz. También vimos que, si bien NMG es una teoria perturbativamente consistente en
torno a Minkowski, cuando se considera el espacio AdS hay una inconsistencia de unitariedad
entre la teorfa de gravedad y la teoria de campos dual. Como se menciona en la seccién corres-
pondiente, hubo intentos de corregir este problema anadiendo términos con derivadas superiores
que no tuvieron éxito. Vimos cémo ZDG, una teoria de bi-gravedad escrita en formalismo de
primer orden, si resuelve dicho problema. Ademds, ZDG puede ser escrita como una teoria de
una sola métrica pero con un numero infinito de términos de derivadas superiores. Esto parece
sugerir que la tnica manera de tener una teorfa libre de la inconsistencia bulk/boundary es la
adicién de una torre infinita de términos con derivadas superiores, de una manera ligeramente
reminiscente a teoria de cuerdas. Asimismo, es posible pensar a ZDG como una teoria de higher

spin dado que acopla de un modo consistente gravitones con campos de espin-2 masivos.



Una vez introducida la correspondencia AdS/CFT y las teorfas de gravedad con campos de
espin-2 masivos, procedimos a presentar los resultados originales de esta tesis en los Capitulos
4 y 5. En la Seccién 4.1 del Capitulo 4 estudiamos deformaciones quirales del agujero negro
BTZ extremal. La primer observacién interesante es destacar que NMG en el punto critico
m20?> = —1/2 (i.e. ¢ = 0) posee soluciones a nivel no-lineal que exhiben un comportamiento
asintético del tipo estudiado. Es decir, deformaciones del agujero negro BTZ extremal de la

forma ds? = ds?gp, + Hapdz*d2" con Hy,, dado por

(6.1)

2 2
Heap(r) = 1466 (ko + kar?) log <T2GMZ>

2GM1?

Estas deformaciones alteran incluso los términos dominantes de la métrica original y, a pesar de
ello, poseen cargas conservadas finitas. También vale la pena mencionar que los dos términos que
contribuyen a la masa (4.16) y al momento angular (4.17) provienen de contribuciones distintas
en la expansién (6.1); mientras que la parte que depende de kg viene del término O(log(r)),
siendo consistente con las condiciones de borde de Log-gravity, la segunda parte viene de la
nueva dependencia O(r?log(r)). Es notable que este iltimo depende tanto de ko como de M.
Hay un caso especial para el cual la deformacién (6.1) se anula en 2 = 2GM/¢2; es decir, cuando
kg = —2GM?k;. Para esta eleccién de los pardmetros la solucién posee algunas caracteristicas
especiales; por ejemplo, el potencial efectivo de las geodésicas no diverge. Es notable que en este

caso las cargas (4.16) y (4.17) se anulan.

En la Seccién 4.2 hemos estudiado el proceso de renormalizacién hologréfica de espacios WAdS
en gravedad masiva tridimensional. La motivacién para llevar a cabo dicha tarea fue la de ver
hasta que punto es posible extender las técnicas estandar de renormalizacion holografica mutatis
mutandis a espacios asintéticamente WAdSs. Los resultados de nuestro andlisis mostraron que
el intento de aplicar directamente la receta de renormalizacién holografica a espacios WAdS3
tuvo éxito de forma parcial: por un lado, si bien el procedimiento dio lugar al célculo exacto de
cargas conservadas de agujeros negros asintéticamente WAdS3, no fue suficiente para regularizar
completamente el tensor de energia-momentos en el borde del espacio-tiempo. A pesar de ello,
se pudo dar una definicién de la densidad de energia cuasi-local

v23(v? +3)

1
=\ "9 _ 202
M 32007 — 3)(C <r+ tro -~ (v +3)r+r) ,



que da el resultado correcto de la masa del agujero negro. Ademads, la parte finita en la expansién

para distancias radiales grandes da el valor exacto del momento angular

Jo) = m ((51/2 +3)rpr- = 2w(ry +ro )/ (2 + 3)r+r,) .

Una pregunta natural que surge es por qué el método estandar de renormalizacién hologréfica
no es suficiente para definir un tensor de esfuerzos en el borde. A este respecto queremos discutir
una posibilidad interesante: existe evidencia fuerte de que la gravedad en espacios WAdS3 es
dual a una teoria bidimensional que viola invariancia de Lorentz, siendo invariante inicamente

ante el grupo SL(2,R) x U(1). Entonces, es natural preguntarse si es posible suplementar el

)

* , . . .
tensor Tl(j con contra-términos que no sean invariantes de Lorentz de modo tal que el resultado

sea un tensor de energia-momentos finito. Precisamente debido a la ausencia de la invariancia de

Lorentz, tal contribucién daria lugar a un tensor no-simétrico que no tendria la forma de un tensor

de Belifante, como el que provendria de los contra-términos 777 = -2 95¢

TV 0

construccién. Todavia persiste la pregunta sobre si es posible agregar otro tipo de contribuciones

, que es simétrico por

que violen la invariancia de Lorentz y que den lugar a un tensor de energia-momentos finito
en el borde. Sin embargo, una inspeccion exhaustiva de todos los posibles términos a mano,
enumerados en el Apéndice A.1, muestra que no hay una manera clara de mejorar el tensor de

esfuerzos de borde sin estropear los valores correctos de las cargas.

El dltimo caso de NMG estudiado en el Capitulo 4 es el del espacio de Godel, en la Seccién
4.3, donde se investigd la definicién de las cargas conservadas en espacios WAdS3 tipo-tiempo
(tWAdS3), los cuales exhiben curvas temporales cerradas (CTCs). Las geometrias tWAdS3 en
NMG representan ejemplos manejables en los cuales se pueden atacar preguntar tales como
la definicién de observables con sentido fisico, como las cargas conservadas, en espacios que no
poseen vectores de Killing globalmente definidos. Para espacios t WAdS3 estirados y comprimidos
hemos investigado la viabilidad de la definicién de cargas conservadas. Una de las preguntas que
abordamos es como proveer una definicién sensible cuasi-local de la energia gravitacional en
estos espacios con CTCs. La motivacion para hacer esto es la de estudiar hasta donde es posible
extender los métodos inspirados en holografia en estos ejemplos de extensiones de AdS/CFT a
espacios no-AdS. Hemos tenido éxito en cuanto a defectos no-rotantes concierne, siendo capaces

de obtener su masa

M 200202 (u—1)  2(u—1) < 1 )

T w2 —2)G - 196 \7 T m2

Este es un resultado interesante ya que, a pesar de las similitudes entre los agujeros negros en



WAS tipo-espacio y los defectos angulares en WAdS tipo-tiempo, la transformacién de coorde-
nadas que los vincula depende las constantes de integracion. Es decir, depende de las mismas
cargas conservadas que se quiere calcular. Esto queda evidenciado en el Apéndice A.2. Debemos
aclarar que también hemos encontrado dificultades cuando intentamos aplicar estas técnicas a so-
luciones rotantes. La pregunta acerca de la posibilidad de formular una receta de renormalizacién
hologréfica en espacios WAdS3 permanece pendiente de respuesta. La obstruccién encontrada
fue la misma que en el caso de espacios WAdS3 tipo-espacio: la imposibilidad de regularizar
completamente el tensor de esfuerzos con contra-términos locales. Este fenémeno ha sido ob-
servado tanto en TMG como en NMG para el caso de espacios WAdS3 tipo-espacio, sugiriendo
que esta es una caracteristica general de este tipo de geometrias. Ain no queda claro si esto es

consecuencia o no de la falta de invariancia de Lorentz en la teoria de campos dual.

Luego, ya concentrandonos en ZDG, en la Seccién 5.1 del Capitulo 5 hemos mostrado que el
espacio de parametros de ZDG alrededor de AdS3 posee puntos criticos donde aparecen soluciones
con decaimientos logaritmicos, tanto a nivel lineal como no-lineal. Estos puntos criticos y las
soluciones logaritmicas que alli aparecen son similares a las de NMG critica. Debemos destacar
que los puntos criticos de ZDG son una generalizaciéon de los de NMG. La existencia de este tipo
de soluciones logaritmicas es no-trivial. Tanto en NMG como en ZDG, la criticalidad estd marcada
por el hecho de que los modos masivos se convierten en no-masivos y degeneran con los modos
puro gauge. En ambos casos se puede argumentar que, por continuidad, nuevos modos que no
son masivos ni no-masivos deben aparecer en el punto critico. En NMG, dado que es una teoria
cuadratica en el tensor de curvatura, las ecuaciones de movimiento son de cuarto orden, por lo
tanto, deben existir cuatro modos independientes en cualquier punto del espacio de pardmetros.
Como en el punto critico los modos masivos degeneran en los no-masivos, nuevos modos deben
surgir en el espectro linealizado. Estos modos resultan ser soluciones de una ecuacién de cuarto
orden muy particular que presenta un operador diferencial de cuarto orden que es la raiz cuadrada
de uno de segundo orden [BHRT11] y tipicamente presentan soluciones logaritmicas. En ZDG las
ecuaciones de movimiento en los puntos criticos siguen siendo un sistema acoplado de ecuaciones
diferenciales de segundo orden para las dos métricas y deben tener cuatro modos linealizados
distintos. Lo que resulta no-trivial en ZDG es que los nuevos modos que aparecen en los puntos
criticos para suplantar los modos masivos resultan tener decaimiento logaritmico. De hecho, el
comportamiento logaritmico es tipicamente asociado a ecuaciones diferenciales de orden mayor a
dos y ZDG est4 formulada naturalmente en términos de ecuaciones diferenciales de segundo orden

acopladas para dos métricas. Sin embargo, hemos mostrado que las nuevas soluciones de ZDG en



los puntos criticos son logaritmicas. A nivel linealizado, esto sucede porque las ecuaciones de ZDG
critica y las de NMG a nivel lineal son las mismas. A nivel no-lineal hemos mostrado que ZDG
puede ser entendida como una teoria de derivadas superiores (de hecho, infinitos términos con
derivadas més altas) para una Unica métrica, y es esta caracteristica la que en tultima instancia
es responsable de la existencia de la soluciones de onda AdS con decaimiento logaritmico en
los puntos criticos. Como en el caso de teorias de gravedad masiva con derivadas superiores, la
existencia de modos logaritmicos puede ser vista como un indicio de que ZDG critica es dual a
teorias conformes logaritmicas, una vez que se imponen condiciones de borde adecuadas. Para
poder confirmar esta conjetura son necesarios otras pruebas, tales como el cdlculo de funciones
de dos y tres puntos, como las realizadas en TMG y NMG [STvR09, GS10, GH10], a través de
un procedimiento de renormalizacién hologréfica apropiado. También son necesarios calculos de
la funcién de particién a nivel drbol y a 1-loop del lado de gravedad (ver por ejemplo [GGV10,
BGVZ11)) para ver si se reproduce la estructura esperada para una LCFT. Para poder realizar

estos chequeos es necesaria una extension del diccionario holografico para teorias de bi-gravedad.

En la Seccién 5.2 hemos construido soluciones explicitas de ZDG. Hemos encontrado como solu-
ciones geometrias con invariancia de escala anisétropa con y sin invariancia de Galileo. Estas son
los anédlogos tridimensionales de los espacios de Schrédinger y Lifshitz respectivamente, los cuales
fueron conjeturados a ser los duales gravitatorios de sistemas de materia condensada fuertemen-
te correlacionados. Lo que constituye el primer paso para poder considerar esta teoria como un
modelo sensato de holografia no-relativista. También hemos hallado agujeros negros estaticos
circularmente simétricos que tienden asintéticamente al espacio de Lifshitz, lo que es notable,
dado que representan soluciones de curvatura no-constante de New Massive Gravity (NMG) que
persisten luego de la introduccién de la torre infinita de términos de curvatura superior de ZDG.
Ademiés se derivaron soluciones de agujeros negro asintéticamente WAdAS tipo-espacio. Para el
caso de los espacios de Lifshitz, Schrodinger y Warped AdS, ambos campos de espin-2 estan
relacionados por cambios de coordenadas y re-escaleos globales. Para el caso del agujero negro
asintéticamente Lifshitz, por el contrario, la “métrica” asociada al segundo dreibein representa
un nuevo tipo de agujero negro que tiende asintéticamente a la geometria de Lifshitz con z = 3.
La pregunta acerca de si estos dos campos dindmicos poseen o no una interpretacién geométrica
clara no esta resuelta. Por otro lado, seria interesante averiguar si ZDG contiene en su espectro
nuevas soluciones con invariancia de escala anisétropa, como agujeros negros de Lifshitz con
z # 3. Un problema abierto en esta teoria es sobre como definir cargas conservadas. Hallar un

método que permita hacerlo es muy importante para, por ejemplo, estudiar la termodinamica



de agujeros negros de bi-gravedad. Los resultados de esta seccién dan motivaciones adicionales
para estudiar teorfas de (bi-)gravedad masiva tridimensional como modelos simplificados para

estudiar AdS/CFT y sus extensiones.

Finalmente, queremos mencionar que en la referencia [Apol6] se ha propuesto un método de
renormalizacién holografica para la teoria de Higher-Spin Gravity en tres dimensiones. Esto
junto con la formulacién tipo-Chern-Simons de las teoria de gravedad masiva tridimensional
[BHM ™15, Mer14], puede dar lugar a un diccionario hologréfico para teorfas de bi-gravedad en
tres dimensiones como ZDG. También seria interesante estudiar la teoria de bi-gravedad de la
referencia [AANT16], que afiade un término cinético para el campo auxiliar f,, de NMG, y
su espectro de soluciones. De contener los espacios estudiados en esta tesis como soluciones,
permitiria incorporar un nuevo modelo de gravedad al menu de teorias para explorar extensiones

de AdS/CFT.






Apéndice A

Espacios Warped Anti-De Sitter:

tipo-tiempo y tipo-espacio

A.1. Warped Anti-de Sitter: expansién para r grande

Ahora colectaremos las expresiones correspondientes a la expansién para r grande de las can-
tidades relevante en el borde. Las componentes del tensor de esfuerzos, dadas por la expansién

T = tl(.jl.)r + tl(.?) + tE;l)r_l + tl(.;2)r_2 + ..., estdn dadas por

t(()) o V2 V2 + 3
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Por otro lado, las componentes no nulas de la métrica del borde, denotada por v;; ~ fy.(z)r2 +

1 0

0) _

Y =1,
7 =v,
+O - (V2 +3)ryr_
te 9 )
3
’Yg(o%g = Z(V271)7

1
794 = 1(V2 +3)(r +r-) — v/ (V2 +3)ryr_ .

Las componentes de fij, siguiendo la misma notacion, es decir f” = fi(j?)’l“Q + fi(jl)r + fi(jo) +..,

estan dadas por

2(0) 402 -3
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Otras cantidades relevantes para los términos de borde es el tensor V, f;;, cuyas componentes

. s r(n . .
en la expansién para r grande V. fl(] ), son las siguientes
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Las contribuciones a las cargas M = 27rpuZT* HyJ= 27Tpu1T* provienen de las expansiones
para r grande M ~ Mpr+ Mgy +...y J =~ ﬂz)r +Jyr + J(o) + - - - estdn compuestas del

siguiente modo: para la masa

M
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donde p(™ se refiere a las componentes de la expansién de la funcién métrica (4.20b) en potencias

del radio r; andlogamente para la expansién de 7 grande de u! = u‘éo) + uf_l)r_l + uE_Q)r_Q,

uf o~ ufil)rfl + u‘(ﬂQ)T*2 y de los vectores de Killing &% = 5?0) =19~ fﬁl)rfl + 52{2)7"*2

Para el momento angular, la expresién andloga es
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Entonces, uno encuentra que la masa del agujero negro estd dad por M) mientras que el del

momento angular estd dado por Jg)

A.2. Relacién entre WAdS; tipo-tiempo y tipo-espacio

Como veremos, la relacién entre las cargas que hemos calculados de los defectos en tWAdSs3 y de
los agujeros negros en WAdS3 no es tan simple como se podria pensar a priori. Los agujeros negros
WAdS3 son soluciones que tienden asintéticamente al espacio WAdS;3 estirado tipo espacio;
ver [ALPT09] y referencias ahi. Como describiremos mds abajo, esos agujeros negros pueden

obtenerse desde la solucion tipo-tiempo por medio de un cambio de coordenadas complejo.



Los defectos rotantes en tWAdSs3 estan dados por el siguiente elemento de linea'

dr?

ds® = —dt* — dwrdtdp + 2 ) (2r?w? — \,.;(r)) de?, (A.1a)
donde
272 .9
Ap,i(r) = = +2(1 — p)r — 4=, (A.1b)

y donde t € R, 7 € R>g, 0 < p < 1, and ¢ € [0,27). La métrica (A.1) involucra un nuevo
pardmetro j € R, y se reduce a (4.38) cuando j = 0. Notemos también que solo & ~ §; and
£¥ ~ 0, de los cuatro generadores de SL(2,R) x U(1) sobreviven como vectores de Killing

exactos de la métrica (A.1).

Ahora consideremos la doble rotaciéon de Wick
t—it, p——-i0, w—=-w, r—=-r, j——j,
y, segundo, 7 = t' — £1/j0. Finalmente, para poder comparar con las coordenadas utilizadas en

la literatura debemos reescalear el tiempo como t' — LT.

El cambio de coordenadas de arriba mapea la métrica tipo tiempo (A.1) en la solucién de agujero

negro en WAdS; (4.19)
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con R = —2r/L? y realizando las siguientes identificaciones de pardmetros
v=wlL; L2:L' (A.3a)
w2+ 2027
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Las siguientes relaciones serdn utiles
N 202(— 1) 2504
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INotemos las dimensiones asignadas a los pardmetros y las coordenadas: [t] = I,[r] = I2,[¢] = 1°,[(] =

1 [w] =171, [u] = 1°,[j] =1°, donde I tiene dimensiones de longitud.



Los vectores de Killing de las geometrias WAdS tipo tiempo y tipo espacio estan relacionadas

del siguiente modo

i ¢ ~ :
& = 0r, 8¢:Z\/58T+18@.

Este cambio de coordenadas dependiente de las cargas hace que la relacién entre las cargas de

los WAS tipo tiempo y tipo espacio sean méas complicada que una mera continuacion analitica.

Realizando el siguiente cambio en (A.2) LT — t, R — r y LO — ¢, podemos asignar las
dimensiones del siguiente modo [t] = 1, [r] = I',[p] = I°,[L] = I}, [v] = 1% [rs] = ' y la

expresién de la masa de los agujeros negros WAdS se convierte en 2

Mwsn = Qo = GLVE;/OV—;?))S) ((7: +ry )y — \/m) ,

mientras que la expresién para el momento angular es >

v(v? +3)

4GL(2002 — 3) ((51’2 +3)rypr_ — 2u/ror_ (V2 +3)(ry + T_)) '

JweH = Qog =

Utilizando las relaciones (A.3) entre los parametros de los WAdAS tipo tiempo y tipo espacio,
uno observa que al ir de la métrica el tipo-tiempo al tipo-espacio se involucra un cambio de
coordenadas dependiente de las cargas y no globalmente definido, més precisamente, la definicién
7 =t — /70 de arriba. Esto implica que las cargas tipo-espacio y tipo-tiempo no coinciden.

Solo en el caso j = 0 uno ve que las masas estan relacionadas® de acuerdo a 9; ~ L™10r,

MWBH|j:0 = Lil./\/l .

Es importante remarcar que, en el caso de los defectos rotantes en tWAdSs y, debido a la
dependencia en j del cambio de coordenadas, las cargas conservadas no pueden ser obtenidas

simplemente desde la masa y el momento angular de los agujeros negros en WAdS3 tipo espacio.

2Esta expresién viene de la ecuacién (D.4) de la referencia [NPY10], que coincide con la ecuacién (27) de [GG13]
sin el factor 1/2 que no deberfa estar presente. Notemos que esta expresién ha sido obtenida independientemente
con el formalismo covariate [DFMGT15].

3Resulta de tomar la ecuacién (30) de [GG13] que ha sido chequeado con [Cle09b]. Notemos que esta expresién
también ha sido obtenida independientemente en el formalismo covariante [DFMG*15].

4A menos de un factor independiente de p que no puede ser vista en la integracién.






Apéndice B

Publicaciones relacionadas con la

tesis

Los principales resultados de la presente tesis fueron publicados en revistas internacionales es-

pecializadas en el drea. A continuacién los enumeramos

= Chapter 4

e A. Garbarz, G. Giribet, A. Goya and M. Leston, Quasilocal energy for three-dimensional
massive gravity solutions with chiral deformations of AdS3 boundary conditions, Gen.Rel.Grav.
46 (2014) 1735, 1307.4791

e G. Giribet and A. Goya, The Brown-York mass of black holes in Warped Anti-de
Sitter space, JHEP 1303 (2013) 130, 1212.2100

e L. Donnay, J. Fernandez-Melgarejo, G. Giribet, A. Goya and E. Lavia, Conser-
ved charges in timelike warped AdSs spaces, Phys.Rev. D91 (2015), no. 12, 125006,
1504.05212

= Capitulo 5

e E. A. Bergshoeff, A. F. Goya, W. Merbis and J. Rosseel, Logarithmic AdS Waves and
Zwei-Dreibein Gravity, JHEP 1404 (2014) 012, 1401.5386

e A.F. Goya, Anisotropic Scale Invariant Spacetimes and Black Holes in Zwei-Dreibein
Gravity, JHEP 1409 (2014) 132, 1406.4771

Los temas estudiados en el Capitulo 4 de esta tesis son continuacién del articulo

» G. Giribet, A. Goya and M. Leston, Boundary stress tensor and asymptotically AdS3 non-
FEinstein spaces at the chiral point, Phys.Rev. D84 (2011) 066003, 1108.0400

el cual resume algunos resultados de mi tesis de licenciatura y que, por ende, no entraron en esta

tesis doctoral.
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