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Resumen

En esta tesis estudiaremos la renormalización holográfica de teoŕıas de campos masivos de esṕın-2

en espacios Anti-de Sitter (AdS) y no Anti-de Sitter (no-AdS). Más precisamente, estudiaremos

teoŕıas de gravedad en 2+1 dimensiones con grados de libertad dinámicos. La principal mo-

tivación para estudiar estos modelos proviene de la correspondencia AdS/CFT y los ensayos

por extender la misma a espacios asintóticamente no-AdS. Algunas de las extensiones de holo-

graf́ıa más estudiadas involucran espacios no-AdS como los espacios de Schrödinger, de Lifsthiz

y deformaciones “warped” de AdS (WAdS). Los dos primeros han sido propuestos como duales

gravitatorios de modelos de materia condensada (con o sin simetŕıa de Galileo, respectivamente)

con invariancia de escala anisotrópica. Los espacios WAdS también aparecen en ese contexto,

pero surgen además en el estudio de las geometŕıas de las regiones cercanas al horizonte de

los agujeros negros rotantes extremales. Este tipo de geometŕıas, los espacios de Schrödinger,

de Lifsthiz y WAdS, son soluciones de teoŕıas de gravedad con campos de esṕın-2 masivos sin

necesidad de la presencia de materia ni campos adicionales. Aśı, la gravedad masiva en tres

dimensiones aparece como el escenario minimal en el que es posible abordar estos problemas,

sin la necesidad de introducir campos de materia artificiales para sostener dichas geometŕıas.

Entre muchas teoŕıas de gravedad masiva en tres dimensiones, se destacan básicamente tres:

Topologically Massive Gravity (TMG), New Massive Gravity (NMG), y Zwei-Dreibein Gravity

(ZDG). En esta tesis nos dedicaremos a las dos últimas (aunque mencionaremos la relación con la

primera), que son las que exhiben invariancia ante paridad. Asimismo, NMG y ZDG comparten

la propiedad de corresponder a teoŕıas de campos de esṕın-2 masivos, con dos grados de libertad

locales. NMG es una teoŕıa de derivadas superiores, invariante de paridad, y constituye una com-

pletación no-lineal completamente covariante de la teoŕıa de Fierz-Pauli. Por otro lado, ZDG es

una teoŕıa de bi-gravedad; es decir, presenta dos campos de esṕın-2 como entidades dinámicas.

Esta última teoŕıa presenta la notable propiedad de ser capaz de lograr unitariedad tanto en

el borde como en el bulk del espacio-tiempo, resolviendo por tanto la llamada “inconsistencia

bulk-boundary”. Además, ZDG tiene como ĺımite particular a NMG, siendo, en un sentido que

es necesario precisar, una generalización de ésta última.

En esta tesis estudiaremos tanto NMG como ZDG en el contexto de AdS/CFT y de sus ge-

neralizaciones no-AdS. Lo haremos con la motivación de investigar cuáles son las propiedades



iii

de las teoŕıas de campos duales en estos casos en los que hay gravitones masivos en el bulk. El

foco central de nuestro estudio estará en: i) las técnicas de renormalización holográfica tanto en

espacios AdS como en espacios no-AdS, ii) la obtención de soluciones exactas AdS y no-AdS que

tengan interés en holograf́ıa.

Un pieza fundamental en el estudio de toda teoŕıa de campos es su tensor de enerǵıa-momentos

y sus cargas conservadas. El cálculo de las mismas (o de sus valores de expectación en la versión

cuántica de la teoŕıa) mediante holograf́ıa es una herramienta sumamente útil para caracterizar

las teoŕıas del borde (por ejemplo, mediante el cálculo de las anomaĺıas). Por ello, en esta tesis

aplicaremos el método de renormalización holográfica en NMG para espacios con condiciones

de borde tipo-AdS logaŕıtmicas, lo que nos permitirá comprobar la robustez del método ante

deformaciones que incluso cambian el comportamiento del orden más relevante en la expansión

asintótica. También exploraremos hasta dónde es posible extender la receta de renormalización

holográfica para geometŕıas no-AdS como los espacios WAdS, agujeros negros asintóticamente

WAdS, y defectos angulares inmersos en WAdS que representan part́ıculas masivas. También

mostramos que ZDG posee un espectro de soluciones AdS y no-AdS muy rico e interesante para

holograf́ıa, que incluye tanto espacios con asintóticas AdS diversas, como geometŕıas con inva-

riancia de escala anisótropa tipo Schrödinger y Lifshitz, aśı también como espacios AdS ×R y

espacios WAdS. Esto permite dar el primer paso para considerar esta teoŕıa de bi-gravedad como

modelo para investigar extensiones de AdS/CFT.

Palabras claves: correspondencia AdS/CFT; campos de alto esṕın; gravedad ma-

siva; bi-gravedad; holograf́ıa no-relativista.
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Holographic Renormalization and Massive Spin-2 Fields

in three dimensions

Abstract

In this thesis we will study holographic renormalization in theories with massive spin-2 fields

in Anti-de Sitter (AdS) and non-Anti-de Sitter (non-AdS) spaces. More precisely, we will study

gravity theories in 2+1 dimensions with dynamical degrees of freedom. The motivation to study

these theories has its origin on the AdS/CFT correspondence and the attempts to extend it to

spaces with non-AdS asymptotic boundary conditions. Some of the more studied extensions of

holography involve non-AdS spaces; for example: Schrödinger spaces, Lifshitz spaces, and warped

deformations of AdS space (WAdS). The first two have been proposed as gravity duals of con-

densed matter systems (with and without Galilei symmetry, respectively) with anisotropic scale

invariant symmetry. The WAdS spaces appear in this context too, as well as in the study of near-

horizon geometry of extremal rotating black holes. These type of geometries, the Schrödinger,

Lifshitz, and WAdS spaces, are solutiones of gravity theories with masive spin-2 fields without

any matter content. Hence, three-dimensional massive gravity is the minimal scenario in which

it is possible to attack these problems without the addition of artificial matter fields. There are

three massive gravity theories in 3D that stand out among others: Topologically Massive Gravity

(TMG), New Massive Gravity (NMG), and Zwei-Dreibein Gravity (ZDG). In this thesis we will

focus on the last two (even though we will mention the conection with the first one), which exhi-

bit invariance under parity. Additionally, both NMG and ZDG are theories with massive spin-2

fields with two local degrees of freedom. NMG is a higher-derivative parity invariant theory and

it is a fully covariant non-linear completion of Fierz-Pauli theory. On the other hand, ZDG is a

bi-gravity theory, i.e. it has two spin-2 fields as dynamical entities. This last theory solves the

so-called bulk-boundary unitarity clash, in other words, it achieves untarity both in the bulk and

in the boundary at the same time. In addition, ZDG contains NMG as a particular limit, thus,

ZDG is a generalization of the last one in a sense that must be precised.

In this thesis we will study both NMG and ZDG in the context of AdS/CFT and its genera-

lizations to non-AdS spaces. The goal is to investigate the properties of the dual field theories
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when there are massive gravitons in the bulk. The main focus will be: i) holographic renormali-

zation techniques in AdS and non-AdS spaces, ii) exact AdS and non-AdS solutions relevant for

holography.

The stress-energy tensor and its associated conserved charges are fundamental quantities of any

field theories. Holography is a useful tool to compute them (or their expectation values in the

quantum version of the theory) in order to characterize the boundary theories (for instance,

by the computation of anomalies). In this thesis we will apply the holographic renormalization

method in NMG to spacetimes with logarithmic AdS boundary conditions. The idea is to test

the robustness of the method under deformations that modify the leading-order behavior of the

asymptotic expansion. We will also explore the possibilty to extend the holographic renormali-

zation procedure to non-AdS geometries like WAdS spaces, asymptotically WAdS black holes,

and angular defects that represents massive particles on WAdS spaces. We will show that ZDG

has a rich spectrum of AdS and non-AdS solutions relevant in the context of holography; which

includes AdS spaces with different asymptotics, as well as geometries with anisotropic scale in-

variant symmetry, like Schrödinger and Lifshitz spaces, AdS ×R and WAdS spaces. This is the

first step in order to take into consideration this bi-gravity theory to investigate extensions of

AdS/CFT.

Keywords: AdS/CFT correspondence; higher-spin fields; massive gravity; bi-gravity;

non-relativistc holography.



vi

Agradecimientos

En primer lugar quiero agradecer a Gastón Giribet, su ayuda, apoyo y confianza fueron indispen-

sables durante estos años de doctorado. Su dedicación y pasión por la f́ısica resultan inspiradoras

para todos los que lo rodeamos. Sus consejos certeros y apreciaciones tanto sobre f́ısica como so-

bre otros aspectos son invaluables. Gracias por creer en mi y no ser solo mi director sino también

un amigo.

También quiero agradecer a los otros miembros del grupo: Mauricio Leston, Alan Garbarz,
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No me puedo olvidar de los amigos que conoćı gracias a la facultad, en especial a Germán

Patterson quién me acompaña desde F́ısica 2, y a Vı́ctor Penas en quién encontré un colega y
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4.1.1. Condiciones asintóticas de borde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

ix



Contenidos x

4.1.2. Soluciones no lineales: Deformando la solución BTZ . . . . . . . . . . . . 69

4.1.3. Cargas conservadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2. Espacios Warped Anti-de Sitter (WAdS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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Introducción

La teoŕıa de la Relatividad General (GR, por sus siglas en inglés) [Ein16] es el marco teórico que

describe la f́ısica a escalas cosmológicas y de objetos muy masivos y densos como los agujeros

negros. Las predicciones de GR han sido puestas a prueba incontables veces, desde la desviación

de la luz en torno al Sol realizada en 1919 por Dyson, Eddington y Davidson [DED20], hasta

la reciente detección directa de ondas gravitacionales (predichas por el mismo Einstein en 1916)

realizada por la colaboración LIGO en febrero de este año [A+16]. Más allá del éxito y la

elegancia de la teoŕıa de Einstein, existen motivos para estudiar modificaciones de GR, algunos

de origen observacional y otros de origen teórico. Entre las motivaciones cosmológicas podemos

mencionar el llamado “problema de la constante cosmológica” [Wei00, Car01], que refiere a

la incompatibilidad entre las estimaciones del valor de la constante cosmológica obtenida de las

observaciones de corrimiento al rojo de supernovas tipo Ia [R+98, P+99] y del cálculo de la enerǵıa

cuántica de vaćıo en el Modelo Estándar de part́ıculas, llegando a diferir ambas estimaciones en

120 órdenes de magnitud [Wei00, Car01]. La adición de una masa pequeña al gravitón del orden

de la constante de Hubble modifica el comportamiento a escalas cosmológicas del potencial

gravitatorio, pudiendo proveer una alternativa a la enerǵıa oscura [Hin12]. Otra motivación para

estudiar part́ıculas masivas de esṕın-2 proviene de la fenomenoloǵıa de part́ıculas. Recientemente

en el Large Hadron Collider se observó un exceso en el canal de di-fotones que podŕıa ser explicado

por la presencia de una resonancia de esṕın-2 masiva [GZ16]. De ser confirmada esta posibilidad,

es crucial entender cómo formular una teoŕıa con part́ıculas masivas de esṕın-2.

Entre las motivaciones de carácter teórico podemos destacar el problema de la cuantización de

la gravedad. Como es sabido, GR en D ≥ 4 no es renormalizable ya que la constante de Newton

1
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G no es adimensional y por lo tanto la teoŕıa no es renormalizable por conteo de potencias1.

Una excepción es el caso particular de D = 3 con constante cosmológica negativa, donde es

posible ver que todos los contra-términos pueden ser escritos como un término de constante

cosmológica, razón por la cual GR en AdS3 es renormalizable (para mayores detalles referirse

a [Wit07]); vale aclarar que, sin embargo, la teoŕıa cuántica de la gravedad en AdS3 no es un

problema resuelto. Un modo de mejorar la renormalizabilidad por conteo de potencias es agregar

términos con derivadas superiores al lagrangiano de la teoŕıa2. Una de las maneras más naturales

de hacerlo es mediante términos con potencias altas en la curvatura. La adición de este tipo de

términos en teoŕıas de gravedad fue estudiado por Stelle [Ste78, Ste77], quién descubrió que al

hacerlo se añade grados de libertad a la teoŕıa que pueden dar lugar a modos inestables. En

[Ste78, Ste77] se mostró que no es posible construir una teoŕıa de gravedad que sea al mismo

tiempo perturbativamente renormalizable y libre de inestabilidades tipo-fantasma (modos con el

signo incorrecto en el término cinético) en torno a Minkowski.

Por otro lado, la teoŕıa de cuerdas, uno de los candidatos más promisorios a proveer una teoŕıa

cuántica de la gravedad y unificadora de todas las interacciones fundamentales, provee otra

motivación más para estudiar teoŕıas de gravedad con términos superiores en la curvatura. La

teoŕıa efectiva de bajas enerǵıas de teoŕıa de cuerdas es una teoŕıa de supergravedad cuya parte

gravitatoria está dada por la acción de Einstein-Hilbert. Al estudiar qué correcciones introduce

teoŕıa de cuerdas en el sector gravitatorio se puede ver que los términos a segundo orden en la

expansión perturbativa son cuadráticos en el tensor de Riemann [Zwi85].

Asimismo, la teoŕıa de cuerdas es el marco original de una idea que revolucionó la f́ısica de altas

enerǵıas desde 1997 hasta la actualidad: la conjetura de Maldacena [Mal99]. También llamada

correspondencia AdS/CFT, esta dualidad es la realización más exitosa y precisa de las ideas

relacionadas con el principio holográfico en gravedad cuántica [tH93, Sus95], el cuál postula que

los grados de libertad deben “estar en la superficie”. El ejemplo clásico es el de la entroṕıa de

los agujeros negros que es proporcional al área de su horizonte de eventos [Bek73, BCH73]. Si

bien originalmente la conjetura de Maldacena establećıa una relación muy precisa entre una

teoŕıa de cuerdas particular y una teoŕıa de campos conformes (CFT) especial, la comunidad

está convencida de que la dualidad debe ser válida para toda teoŕıa candidata a proveer un modelo

consistente de gravedad cuántica. Más espećıficamente, lo que establece la correspondencia es

que toda teoŕıa de gravedad consistente más allá del ĺımite clásico formulada en un espacio AdSD

1También es posible chequear mediante el cálculo de amplitudes de scattering que GR no es renormalizable a
dos loops, y si se acopla a materia no es renormalizable a un loop [GS85, GS86].

2Con derivadas superiores nos referimos a más de dos derivadas actuando sobre la métrica. La acción de
Einstein-Hilbert posee derivadas de segundo orden en la métrica.
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es equivalente a una teoŕıa cuántica de campos con simetŕıa conforme en espacio plano de (D−1)

dimensiones. Es decir, ambas teoŕıas son dos descripciones distintas de la misma f́ısica, incluso

siendo ambas de distinta dimensionalidad. De esta notable caracteŕıstica proviene el nombre

de holograf́ıa para referirse a la dualidad gravedad/gauge. Entonces, la correspondencia provee

una interpretación de lo que se entiende por hallar una teoŕıa cuántica de la gravedad. En este

contexto, significa poder identificar uńıvocamente las teoŕıas a ambos lados de la dualidad, es

decir, determinar la teoŕıa de gravedad del bulk o interior de AdSD y la CFT del boundary o

borde. Existen pocos casos en los cuales se ha podido identificar ambas teoŕıas, uno de ellos es

la versión original de la conjetura de Maldacena que relaciona la teoŕıa de cuerdas tipo IIB en

AdS5 × S5 con la teoŕıa de Yang-Mills con N = 4 supersimetŕıas y grupo de gauge SU(N) en

espacio plano de cuatro dimensiones. Otra propiedad interesante de la conjetura es que vincula

teoŕıas en reǵımenes de acoplamiento opuestos; es decir, cuando una teoŕıa está en el régimen de

acoplamiento débil, la otra está en acoplamiento fuerte y viceversa. En la versión más utilizada

de AdS/CFT, la correspondencia provee una descripción de la teoŕıa N = 4 SYM fuertemente

acoplada, la cual es muy dif́ıcil de tratar, en términos de una teoŕıa perturbativa de bajas

enerǵıas de teoŕıa de cuerdas, es decir, una teoŕıa de supergravedad en la cual se pueden realizar

cálculos con relativa facilidad. He aqúı una de las caracteŕısticas más interesantes y útiles de

AdS/CFT, la de ser capaz de proveer una descripción gravitatoria dual tratable de teoŕıas de

campos en régimen de acoplamiento fuerte que de otro modo seŕıan muy dif́ıciles de abordar

(sino imposibles).

La correspondencia AdS/CFT es extremadamente útil en proveer descripciones duales de teoŕıas

conformes en el régimen de acoplamiento fuerte en términos de teoŕıas gravitatorias débilmen-

te acopladas. Sin embargo, la mayoŕıa de estas CFTs no se relacionan con modelos realizables

experimentalmente. Esto motiva a hallar extensiones de AdS/CFT que puedan ser aplicadas,

por ejemplo, a teoŕıas de materia condensada. Esto podŕıa brindar nuevas ideas para la f́ısica

de sistemas fuertemente acoplados. Entre las extensiones de holograf́ıa que involucran espacios

asintóticamente AdS se destacan dos aplicaciones: al plasma de quarks y gluones y a los su-

perconductores. En el primer caso, AdS/CFT permite estudiar la termalización del plasma de

quarks y gluones que se genera al colisionar átomos pesados y obtener estimación muy realista

del cociente viscosidad/entroṕıa que no es posible con otros métodos [KSS05, CSLM+11]. El

otro ejemplo de aplicación refiere a los superconductores holográficos [HHH08, Har09], donde

AdS/CFT podŕıa brindar una descripción dual de la teoŕıa microscópica que gobierna el com-

portamiento de los materiales superconductores que no se ajustan a la teoŕıa BCS. Por otro lado,
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en la f́ısica de materia condensada existen sistemas fuertemente acoplados descritos por teoŕıas

con invariancia de escala no-relativista que pueden ser estudiados en un laboratorio. Un ejemplo

son los llamados fermiones en unitariedad, que son arreglos de átomos fŕıos cuyas interacciones

son aproximadamente invariantes de escala. Otro ejemplo interesante lo constituyen sistemas de

electrones fuertemente interactuantes con puntos cŕıticos cuánticos, llamados puntos fijos de Lifs-

hitz, que exhiben invariancia de escala anisótropa del tipo (t, ~x)→ (λzt, λ~x) con z una constante

positiva. Para poder describir mediante holograf́ıa los sistemas de materia condensada mencio-

nados, es necesario que la geometŕıa del bulk tenga las mismas simetŕıas que el sistema que se

pretende describir. En el caso de los átomos fŕıos, el espacio-tiempo debe poseer las simetŕıas

del grupo no-relativista conforme, también llamado grupo de Schrödinger [Son08, BM08]. Por

otro lado, para los sistemas con puntos fijos de Lifshitz, el dual gravitatorio que los describa

debe ser invariante ante difeormofismos de la forma (t, ~x)→ (λzt, λ~x). Dicha geometŕıa recibe el

nombre de espacio de Lifshitz [KLM08]. Los espacios de Schrödinger y de Lifshitz no son solu-

ciones de vaćıo de GR, sino que es necesario añadir materia para soportar dichas geometŕıas. Es

interesante notar que estos espacios con invariancia de escala anisótropa aparecen naturalmente

como soluciones de vaćıo de teoŕıas de gravedad con términos superiores en la curvatura, como

se mostró en las referencias [ABGGH10, ABGH11]. Otra extensión de AdS/CFT que ha sido

muy estudiada en la literatura es la llamada Kerr/CFT [GHSS09] que relaciona la geometŕıa

de horizonte cercano de agujeros negros rotantes con la dinámica de una CFT bidimensional.

Muy relacionada a Kerr/CFT se encuentra la correspondencia WAdS/(W)CFT [ALP+09], donde

WAdS refiere a los llamados espacios Warped Anti-de Sitter que consisten en deformaciones de

AdS3 [BS06]. Estos espacios también aparecen como geometŕıas de horizonte cercano de agueros

negros rotantes extremales. En el caso de WAdS/(W)CFT la teoŕıa de campos dual no es una

CFT convencional sino que posee un grupo de simetŕıa dado por un producto semi-directo entre

un álgebra de Virasoro y un álgebra de Kač-Moody [DHH12]. Por otro lado, es interesante notar

que la holograf́ıa resulta tan exitosa en relacionar teoŕıas gravitatorias y teoŕıas de campos que

incluso mapea teoŕıas de gravedad no-unitarias en CFT no-unitarias. Este es el caso de las lla-

madas teoŕıas Log-gravity y las teoŕıas de campos logaŕıtmicas denominadas Logarithmic CFT

(LCFT), que tienen aplicación en contextos como percolación y turbulencia. La dualidad que las

relaciona se denomina Log-grav/LCFT [GRRZ13].
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Como ya mencionamos, las teoŕıas de gravedad con derivadas de orden superior poseen, en ge-

neral, un mayor número de grados de libertad que la teoŕıa de Einstein3. En el caso de términos

cuadráticos en la curvatura además del gravitón no-masivo de GR hay nuevas excitaciones co-

rrespondientes a un campo escalar masivo y un gravitón masivo. En torno al espacio plano, uno

de los dos gravitones es tipo-fantasma, por lo tanto, la teoŕıa es inestable. Notablemente este

problema puede eludirse en tres dimensiones dado que el gravitón no-masivo no posee grados de

libertad propagantes, razón por la cual es posible obtener una teoŕıa de gravedad masiva libre de

fantasmas. Por lo tanto las teoŕıas de gravedad con campos de esṕın-2 masivos en 2+1 dimensio-

nes proveen un escenario interesante para testear extensiones de la correspondencia AdS/CFT.

Entre otras teoŕıas de gravedad masiva tridimensionales destacan dos: Topologically Massive

Gravity (TMG) [DJT82b, DJT82a] y New Massive Gravity (NMG) [BHT09a, BHT09b]. TMG

es una teoŕıa que viola paridad con ecuaciones de movimiento de tercer orden cuyo espectro posee

un modo masivo de esṕın-2 de helicidad +2 o −2. Por otro lado, NMG preserva paridad y sus

ecuaciones de movimiento son de cuarto orden presentando dos modos masivos con helicidades

±2 correspondientes a los grados de libertad de un gravitón masivo en tres dimensiones. Este tipo

de teoŕıas cuentan con un espacio de parámetros más amplio que GR, lo que les permite tener un

amplio espectro de soluciones: espacios asintóticamente AdS con condiciones de borde relajadas

[GGV09, GGL11, GGGL14], agujeros negros con horizontes de eventos deformados [AKT16],

agujeros de gusano [OTT09], espacios de Schrödinger [ABGH09], espacios de Lifshitz y agujeros

negros asintóticamente Lifshitz [ABGGH09], y geometŕıas Warped AdS (WAdS) [BC07, Cle09a].

Este variado menú de soluciones hace que las teoŕıas de gravedad masiva en 2 + 1 dimensiones

provean un buen escenario en el cuál explorar extensiones de las ideas holográficas. Para ello,

como ya dijimos, el primer paso es hallar espacios que realicen geométricamente las simetŕıas de

la teoŕıa de campos dual que se intenta describir. Sin embargo, esto no es suficiente; también

es necesario poder calcular observables tales como valores de espectación. En general, el cálculo

ingenuo da lugar a cantidades divergentes y es necesario recurrir a métodos de regularización.

En el contexto de AdS/CFT el procedimiento para obtener valores de espectación finitos es el

proceso de renormalización holográfica [BK99, dHSS01]. Este procedimiento está bien estudia-

do en el caso de espacios asintóticamente AdS y en particular para geometŕıas con condiciones

asintóticas AdS3 de Brown-Henneaux [BH86], pero para otro tipo de condiciones de borde rela-

jadas o asintóticamente Schrödinger, Lifshitz o WAdS3 no. Por ello es necesario estudiar como

extender la receta de renormalización holográfica para otro tipo de geometŕıas.

3Una excepción la constituyen las teoŕıas de Lovelock que tienen términos superiores en la curvatura, pese a
lo cual, sus ecuaciones de movimiento son de segundo orden en derivadas de la métrica. Entonces, posee la misma
cantidad de grados de libertad que GR.



Por otro lado, debemos destacar otro tipo de construcciones que también llevan a teoŕıas de gra-

vedad con campos de esṕın-2: las teoŕıas de bi-gravedad. Este tipo de teoŕıas posee, a diferencia

de las teoŕıas de gravedad convencionales, dos métricas, cada una con su propio término cinético.

Es interesante notar que las teoŕıas de bi-gravedad pueden interpretarse como teoŕıas de higher

spin, dado que acoplan de un modo consistente un gravitón no-masivo con un campo de esṕın-2

masivo. Algunos ejemplos notables son: la llamada teoŕıa f−g [ISS71]; la teoŕıa de Hassan-Rosen

[HR12], que es una extensión de la teoŕıa de gravedad masiva libre de fantasmas denominada

dRGT [dRGT11]; y, en el caso particular de 2 + 1 dimensiones, la teoŕıa Zwei-Dreibein Gravity

(ZDG)[BdHH+13], que posee como ĺımite particular a NMG, y la recientemente propuesta ex-

tensión bi-métrica de NMG [AAN+16]. ZDG es una teoŕıa de bi-gravedad escrita en formalismo

de primer orden que también posee un espectro interesante de soluciones que abarca espacios

asintóticamente AdS3 con condiciones de borde tanto de Brown-Henneaux como relajadas, aśı co-

mo también espacios con invariancia de escala anisótropa con y sin simetŕıa de Galileo [Goy14];

lo cual la convierte en un modelo interesante para explorar extensiones de holograf́ıa.

En esta tesis exploraremos la posibilidad de utilizar teoŕıas de gravedad masiva en 2 + 1 dimen-

siones como modelos para extensiones de holograf́ıa que incluyen tanto espacios con condiciones

asintóticas AdS3 relajadas (respecto de las de Brown-Henneaux) como espacios con invariancia

de escala anisótropa con y sin invariancia de Galileo. Para ello primero introduciremos la co-

rrespondencia AdS/CFT y la prescripción de Witten-Gubser-Klebanov-Polyakov para calcular

observables utilizando la conjetura. También repasaremos el método de renormalización ho-

lográfica y los conceptos básicos de algunas extensiones de AdS/CFT en el Caṕıtulo 2. Luego,

en el Caṕıtulo 3 introduciremos las teoŕıas de gravedad masiva que utilizaremos en el resto de la

tesis: NMG y ZDG. En particular repasaremos la definición de los términos de borde de NMG

para obtener un principio variacional bien definido y que permite calcular el tensor de enerǵıa-

momentos del borde. También veremos cómo es que NMG está incluida en ZDG a través de

un procedimiento de ĺımite que involucra una re-definición de campos y de parámetros. Luego

en el Caṕıtulo 4 utilizaremos el método de renormalización holográfica en NMG para calcular

las cargas conservadas de espacios asintóticamente AdS3 con condiciones de borde relajadas y a

espacios asintóticamente WAdS3 tipo-tiempo y tipo-espacio. A continuación, en el Caṕıtulo 5,

veremos que ZDG soporta como soluciones ondas AdS3 con decaimiento logaŕıtmico aśı como

también espacios con invariancia de escala anisótropa tales como geometŕıas de Schrödinger y

Lifshitz. ZDG también contiene en su espectro agujeros negros asintóticamente Lifshitz y WAdS

tipo-espacio. Por último el Caṕıtulo 6 contiene las conclusiones de la tesis.



Caṕıtulo 2

Correspondencia AdS/CFT

En este caṕıtulo repasaremos la formulación de correspondencia AdS/CFT. Vere-

mos como la prescripción de Witten o de Gubser-Klebanov-Polyakov nos provee de

un método expĺıcito para calcular observables utilizando la dualidad. Gracias a esta

prescripción podremos identificar el tensor cuasi-local de Brown-York con el tensor

de enerǵıa-momentos de la teoŕıa de gauge dual. También mostraremos como regula-

rizar las cargas conservadas de Brown-York mediante el proceso de renormalización

holográfica.
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2.1. La conjetura de Maldacena

Originalmente la teoŕıa de cuerdas fue diseñada a fines de los años ‘60 para tratar de entender

la dinámica de los hadrones y los mesones que interactúan mediante la fuerza nuclear fuerte. La

teoŕıa de cuerdas se diseñó para explicar entre otras cosas, las llamadas trayectorias de Regge, que

vinculan el momento angular con la enerǵıa de los hadrones a través de la expresión J = α′E2.

Pronto se comprendió que ese comportamiento pod́ıa ser explicado con una cuerda abierta. Poco

tiempo después, a mediados de los años ‘70, hizo su aparición la cromodinámica cuántica (QCD),

una teoŕıa cuántica de campos (QFT) con simetŕıa de gauge SU(3), como la descripción correcta

de la interacción fuerte entre quarks y gluones. Es interesante destacar que el modelo de cuerdas

provee una descripción útil de bajas enerǵıas para la dinámica de los mesones, dado que estos

están formados por un par quark/anti-quark “unido” por gluones que forman una especie de

“tubo de ĺıneas de fuerza”, lo que pictóricamente puede pensarse como una cuerda que une el

par quark/anti-quark (ver Figura 2.1). Dado que la tensión de la cuerda que une los quarks es

independiente de su longitud, necesitamos una cantidad infinita de enerǵıa para separarlos. Este

razonamiento explica al menos cualitativamente el comportamiento de QCD a bajas enerǵıas, es

decir, en el régimen no-perturbativo.

Esto nos permite inferir que existe alguna relación entre teoŕıas de gauge en el régimen no-

perturbativo y teoŕıas de cuerdas. Es importante remarcar que hasta el d́ıa de hoy no se conoce la

descripción exacta de QCD en términos de teoŕıa de cuerdas. Sin embargo, existe una realización

concreta de esta dualidad entre teoŕıas de gauge fuertemente acopladas y teoŕıa de cuerdas: la

llamada “conjetura de Maldacena” o correspondencia AdS/CFT [Mal99]. Si bien no haremos

uso expĺıcito de la dualidad en su versión original, merece la pena describirla al menos una vez.

La conjetura de Maldacena relaciona una QFT en R1,3 muy particular, una teoŕıa de Yang-Mills

(YM) con supersimetŕıa e invariancia de gauge SU(N) en el ĺımite de acoplamiento fuerte, con

una teoŕıa de supergravedad (SUGRA) en un fondo AdS5 × S5 que es el ĺımite de bajas enerǵıa

de teoŕıa de cuerdas. Esta geometŕıa anti-de Sitter y el hecho de que N = 4 SYM es una teoŕıa

de campos conforme (CFT) es lo que le da el nombre a la conjetura: correspondencia AdS/CFT.

Se cree que esta dualidad gravedad/gauge es válida no solo dentro del marco de teoŕıa de cuerdas

sino que es una caracteŕıstica de toda teoŕıa de gravedad de la cual se espera un buen comporta-

miento más allá del ĺımite clásico. Entonces la correspondencia relaciona una teoŕıa de gravedad

en un espacio Anti-de Sitter (AdS) D-dimensional con una teoŕıa campos conformes en espacio

plano de (D − 1) dimensiones. Este es un aspecto muy interesante y curioso de la conjetura,



Figura 2.1: Un mesón visto como un par quark/anti-quark unido por gluones (representados
como ĺıneas de campo). Al separar el quark y el antiquark las ĺıneas de campo pueden verse

como una cuerda. Figura tomada del Caṕıtulo 23, página 526 de [Zwi06].

ya que relaciona teoŕıas de distinta dimensionalidad. Es en este sentido en el que se denomina

a la correspondencia como una dualidad “holográfica”, como los hologramas que codifican una

imagen tridimensional en una superficie bidimensional. La idea de que una teoŕıa de gravedad

cuántica debe ser “holográfica”, en el sentido de que sus grados de libertad deben estar en la

“superficie”, ha estado en la comunidad hace ya largo tiempo. Ejemplo de ello son los trabajos

pioneros de ’t Hooft [tH93] y Susskind [Sus95]. El ejemplo más emblemático es el de la entroṕıa

de los agujeros negros. En los sistemas f́ısicos usuales, la entroṕıa, una cantidad extensiva, es

proporcional al volumen de sistema. Sin embargo, en el caso de los agujeros negros, su entroṕıa es

proporcional al área del horizonte de eventos A medida en unidades de Planck [Bek73, BCH73]

SBH =
1

4`2P
A ,

donde `P = G1/(D−2) es la longitud de Planck en D dimensiones. Esto es parte de lo que se

conoce como princpio holográfico. La realización más concreta y exitosa de este principio es el

trabajo de Maldacena [Mal99].

Lo que establece la correspondencia AdS/CFT es una equivalencia entre dos teoŕıas totalmente

diferentes. La idea subyacente (y en cierto sentido más fundamental) al trabajo de Maldacena

es que existe una dualidad entre la teoŕıa de gravedad formulada en el bulk (o interior) de AdSD

y la teoŕıa de campos conformes en el boundary (o borde) de dicho espacio. Lo que la conjetura

nos dice es que la teoŕıa de gravedad y la CFT son dos realizaciones de la misma f́ısica, dos

descripciones muy diferentes del mismo fenómeno f́ısico. Otro aspecto sumamente atrayente de

la correspondencia es que relaciona dos teoŕıas en reǵımenes completamente diferentes. La teoŕıa

de gravedad y la teoŕıa de campos se encuentran en reǵımenes opuestos, ya sea este clásico o

cuántico, perturbativo o no-perturbativo. Por ejemplo, si la teoŕıa gravitatoria puede ser tratada

en la aproximación semi-clásica, la CFT dual deber ser tratada cuánticamente; lo mismo sucede



para los reǵımenes perturbativo/no-perturbativo. Esta caracteŕıstica de la dualidad es de suma

utilidad, ya que cuando no sabemos o no podemos realizar un cálculo, por ejemplo, en la CFT

ya que la misma posee una constante de acoplamiento “grande”, podemos utilizar la conjetura

para hacer el cálculo en la teoŕıa de gravedad. Esta propiedad “débil/fuerte” ha generado mucho

interés en extender la correspondencia para ser utilizada como herramienta de cálculo en sistemas

fuertemente correlacionados en materia condensada; nos referiremos a esto con más detalle en

al final de este caṕıtulo y en los siguientes. Por otro lado, la correspondencia nos da una nueva

manera de entender el significado de tener una teoŕıa cuántica de la gravedad; en este contexto

significa poder identificar uńıvocamente la teoŕıa de bulk con la teoŕıa del boundary.

De qué manera estas dos teoŕıas están relacionadas y cómo realizar cálculos concretos utilizando

holograf́ıa fue explicitado en las referencias [Wit98] y [GKP98]. Dicha “receta” es lo que se conoce

como prescripción de Witten o de Gubser-Klebanov-Polyakov y será repasado en la Sección 2.3,

pero primero haremos un breve repaso de la geometŕıa AdS y veremos a que nos referimos con

borde en dicho espacio.

2.2. Espacio-tiempo de Anti-de Sitter

Comenzaremos estudiando el espacio-tiempo de anti-de Sitter (AdS) en GR en D = d + 1

dimensiones. AdSd+1 es una solución maximalmente simétrica (el número de vectores de Killing

es el máximo posible) con constante cosmológica negativa Λ < 0 de la acción de Einstein-Hilbert1

SEH =
1

16πGd+1

∫
dd+1√−g(R− 2Λ) , (2.1)

donde Gd+1 es la constante de Newton en (d + 1) dimensiones, R es el escalar de Ricci de la

métrica gµν con µ, ν = 0, . . . , d.

Otro modo de introducir AdSd+1 es como una superficie embebida en R2,d. Entonces AdSd+1

resulta ser la hiper-superficie definida por el hiperboloide

−X2
−1 −X2

0 +X2
1 + . . .+X2

d = −L2 ,

1Las convenciones que utilizaremos para los tensores de curvatura son las del libro de S. Carroll [Car04] con
signatura mayoritariamente “+”.



en un espacio de d+ 2 dimensiones con métrica plana

ds2 = −dX2
−1 − dX2

0 + dX2
1 + . . .+ dX2

d .

Por construcción, este espacio tiene grupo de isometŕıa SO(2, d), en consecuencia AdSd+1 tam-

bién es invariante ante transformaciones de SO(2, d).

Realizando el siguiente cambio de coordenadas U = X−1 +Xd, V = X−1−Xd e Yµ = L
UXµ con

µ = 0, . . . , d, podemos escribir AdSd+1 del siguiente modo

ds2 =
L2

U2
dU2 +

U2

L2
dY 2 . (2.2)

Otra forma de escribir AdSd+1 es con el llamado Poincaré patch, donde el cambio de coordenadas

es X−1 = z
2 (1 + 1

z2 (1 + xixi − t2)), X0 = L
z t, X

i = L
z x

i y Xd = z
2 (1 − 1

z2 (1 + xixi − t2)), con

i = 1, . . . , d quedando el elemento de ĺınea de AdSd+1 escrito como

ds2 =
L2

z2
(ηµνdx

µdxν + dz2) . (2.3)

Luego tenemos el conjunto de coordenadas globales, dadas por X−1 = L cosh ρ cos τ , X0 =

L cosh ρ sin τ , y Xi = L sinh ρx̂i, donde las coordenadas x̂i parametrizan Sd−1. La métrica de

AdSd+1 ahora toma la forma

ds2 = L2(− cosh2 ρdτ2 + dρ2 + sinh2 ρdΩ2
d−1) .

Si realizamos la transformación r = L sinh ρ y t = Lτ , AdSd+1 se escribe del siguiente modo

ds2 = −
(

1 +
r2

L2

)
dt2 +

(
1 +

r2

L2

)−1

dr2 + r2dΩ2
d−1 , (2.4)

en coordenadas globales.

Finalmente para terminar esta sección notemos que AdSd+1 en el parche de Poincaré tiene un

“borde” en z = 0. En el ĺımite z → 0 el factor L2/z2 diverge. Si tomamos un valor finito y

pequeño z = ε con ε� 1 la métrica nos queda

ds2|z=ε =
L2

ε2
(ηµνdx

µdxν) .



Figura 2.2: Diagrama de Penrose de AdSd+1. La dirección vertical es el tiempo. Las secciones
a tiempo fijo y radio fijo son esferadas de d−1 dimensiones. El borde de AdSd+1 está dado por
la dirección temporal y una esfera Sd−1 de radio unitario representada aqúı como un ćırculo.

Si ahora realizamos una transformación conforme de la forma ds′2 = Ω(x)ds2 tal que ds′2 no

tiene ningún polo cuando ε→ 0, notaremos que el nuevo elemento de ĺınea ds′2 es el espacio de

Minkowski en d dimensiones. Este “borde” de AdSd+1 es un “borde conforme”, define lo que se

conoce como una clase conforme de métricas d-dimensionales. Es en este espacio de Minkowski

de d dimensiones donde está formulada la CFT dual a la teoŕıa de gravedad en AdSd+1. A la

teoŕıa de campos en el borde nos referiremos simplemente como “la teoŕıa del borde” y a la

teoŕıa de gravedad como la “teoŕıa del bulk”.

Otra forma de ver que AdSd+1 posee un borde es recurriendo a su diagrama de Penrose en las

coordenadas globales (2.4). Podemos ver que, si extraemos un factor global (1+ r2

L2 ) de la métrica

(2.4) y realizamos el cambio de variables dρ = dr/(1 + r2

L2 ) con ρ tomando valores en un rango

finito, la métrica de AdSd+1 puede escribirse como

ds2 =
(
1 + r2(ρ)

) (
−dt2 + R(ρ)2dΩ2

d−1 + dρ2
)
,

donde además hemos tomado L = 1 sin pérdida de generalidad y donde R(ρ)2 es una función

positiva que determina el radio de la esfera Sd−1. Entonces, el diagrama de Penrose de AdSd+1

es un cilindro sólido de altura infinita, como puede verse en la Figura 2.2. Podemos notar que

para ρ = π/2, i.e. r =∞, la métrica de AdSd+1 es conforme a R× Sd−1. Por lo tanto, el borde

de AdSd+1 está dado por las métricas d-dimensionales que pertenecen a la clase conforme de

R× Sd−1.

En la siguiente sección veremos cómo calcular observables utilizando la conjetura, en la versión



más habitual de la misma, es decir, en el régimen semi-clásico de la teoŕıa de gravedad y cuántico

no-perturbativo de la CFT. La prescripción de Witten nos da un “diccionario holográfico” que

nos dice que es lo que debemos calcular del lado de gravedad para obtener el valor de expectación

de un determinado observable en la teoŕıa de campos.

2.3. Prescripción de Witten-Gubser-Klebanov-Polyakov

La correspondencia AdS/CFT puede resumirse como

{
Teoŕıa de Gravedad en AdSd+1

}
AdS/CFT

≡
{

CFT en Minkd

}
. (2.5)

Lo que significa la “igualdad” en (2.5) es que tanto la teoŕıa de gravedad en un fondo AdSd+1

como la CFT en espacio plano d-dimensional son descripciones equivalentes de la misma f́ısica.

Pero esto no es suficiente, necesitamos saber cómo realizar cálculos expĺıcitos utilizando la co-

rrespondencia AdS/CFT (2.5), para ello necesitaremos introducir una prescripción para calcular

observables. La determinación de dicha prescripción fue realizada por Witten [Wit98] e inde-

pendientemente por Gubser, Klebanov y Polyakov [GKP98]. La idea es establecer una relación

precisa entre un operador O de la teoŕıa de gauge y un campo Φ de la teoŕıa de gravedad. Que-

remos establecer una “receta” para poder obtener funciones de correlación de la teoŕıa del borde

con acoplamiento fuerte utilizando el comportamiento de la teoŕıa de gravedad en el régimen

perturbativo.

De acuerdo a lo visto anteriormente, la teoŕıa de gauge se ubica en el borde de AdS, es decir

en la región z → 0 o r →∞ según el sistema de coordenadas elegido, por lo tanto, si queremos

establecer una relación entre un operador del borde y un campo del bulk, lo más natural seŕıa

construir un término de interacción con el operador de la teoŕıa de gauge y el campo del interior

evaluado en la región asintótica z → 0. Con estas ideas en mente podemos escribir un término

de la forma ∫
ddx Φ(0)(x)O(x) ,

donde O(x) es un operador local en el borde e invariante de gauge, y Φ0(x) es la fuente que

genera la interacción con O(x). La interpretación de Φ(0) desde el lado gravitatorio corresponde



al valor del campo dual a O en la región asintótica z → 0

Φ(0)(x) = Φ
∣∣
∂AdS

(x) = ĺım
z→0

z∆̃Φ(x, z) , (2.6)

donde ∂AdS denota el borde de AdS y ∆̃ es una potencia relacionada con la dimensión conforme

del operador O, por ejemplo, para un campo escalar masivo ∆̃ = −d/2 +
√
m2L2 + d2/4 donde

L es el radio de curvatura de AdSd+1.

A esta relación entre campos en AdS y operadores locales e invariantes de gauge se la conoce

como “correspondencia campo/operador” o “diccionario holográfico”. Es importante aclarar que

no hay una manera uńıvoca de identificar campos con operadores, pero en general ambos deben

tener los mismos números cuánticos ante las simetŕıas globales de la teoŕıa y el acoplamiento entre

ellos debe formar un invariante de gauge. Otros ejemplos conocidos de relación entre operadores

duales viene dada por la identificación de corrientes conservadas ante simetŕıas globales y campos

vectoriales en AdS ∫
ddx A

(0)
i (x) J i(x) .

En este caso el campo Ai puede pensarse como un campo externo sobre el fondo gravitatorio de

AdS y A
(0)
i (x) es el valor en el borde de Ai(x, z).

Otro caso de sumo interés es el de la identificación del campo dual al tensor de enerǵıa-momentos

de la CFT del borde T µν(x). Este tensor es simétrico y es la corriente conservada asociada a la

simetŕıa traslacional. La fuente de este operador tiene que ser un tensor simétrico del bulk y es

la métrica inducida en el borde ∫
ddx g

(0)
ij (x) T ij(x) .

Desde el lado de teoŕıa de campos, podemos interpretar a g
(0)
ij como una deformación externa de

la métrica plana del borde, y desde el lado gravitatorio, como el valor del borde de la métrica

gij(x, z), más precisamente la clase conforme de la métrica inducida en z = 0.

Basándonos en la correspondencia campo/operador anteriormente descrita, es natural suponer

que existe una relación entre la función de partición de la teoŕıa de gravedad y la funcional

generatriz en la teoŕıa de campos. Dicha relación es la siguiente

Zgrav

[
Φ
∣∣
∂AdS

(x)
] AdS/CFT

≡
〈

exp

∫
ddxΦ(0)(x)O(x)

〉
CFT

, (2.7)



donde Φ(0) es la fuente del operador O de la CFT y Φ es campo dual en AdS. Se asume la

identificación de Φ(0) con el valor en el borde de Φ como en (2.6).

En general es muy dif́ıcil calcular el lado izquierdo de (2.7) o incluso imposible, tanto por dificul-

tades técnicas como conceptuales2. Sin embargo, bajo ciertas condiciones, podemos obtener la

función de partición de gravedad en su aproximación de saddle point, evaluando la acción clásica

eucĺıdea en una solución de las ecuaciones de movimiento, la llamada acción on-shell

Zgrav

[
Φ(0)

]
' exp

(
− Son-shell

[
Φ(0)

class

])
. (2.8)

En la ecuación de arriba Son-shell [Φ(0)
class ] es la acción clásica eucĺıdea evaluada en una solución de

las ecuaciones de movimiento que satisface determinadas condiciones de contorno. En la versión

más utilizada de la conjetura, la teoŕıa de gravedad está en su aproximación semi-clásica mientras

que la CFT dual está en el régimen cuántico no-perturbativo.

Ahora ya estamos en condiciones de dar la “receta” para calcular funciones de correlación de la

teoŕıa del borde utilizando la correspondencia AdS/CFT. Por definición

〈O(x1) . . .O(xn)〉
CFT
≡ (−1)n

δn log(ZCFT [J ])

δJ(x1) . . . δJ(xn)

∣∣∣
J=0

, (2.9)

donde J es la fuente del operador O. En general es posible calcular (2.9) en el régimen perturba-

tivo, pero fuera de este es extremadamente dif́ıcil. Sin embargo, apelando a la correspondencia

AdS/CFT (2.7) junto con la aproximación (2.8) e identificando J = Φ(0) obtenemos la prescrip-

ción de Witten para calcular funciones de correlación en la teoŕıa del borde utilizando la acción

de gravedad

〈O(x1) . . .O(xn)〉
CFT

= (−1)n
δn Son-shell [Φ(0)

class ]

δΦ(0)(x1) . . . δΦ(0)(xn)
. (2.10)

Vale destacar que en el caso de acoplamiento fuerte el lado izquierdo de (2.10) puede no estar

bien definido, sin embargo, el lado derecho es, en principio, calculable. También es importante

señalar que, debido al volumen infinito de AdS, cantidades como Son−shell [Φclass] o las funciones

de correlación (2.10), sufren de divergencias IR (UV en la teoŕıa del borde) y es necesario

introducir un procedimiento para regularizarlas, este método es la renormalización holográfica

que se verá en la próxima Sección.

Para ejemplificar cómo funciona (2.10) vamos a calcular la función de dos puntos de un campo

escalar sin masa en AdS. La acción de un campo escalar en un fondo de AdS (asumimos que la

2De hecho aún no contamos con una formulación de gravedad cuántica consistente.



presencia del campo escalar no afecta a la geometŕıa del espacio-tiempo) es

Sφ = −1

2

∫
ddxdz

√
ḡḡµν∂µφ∂νφ , (2.11)

donde ḡµν es la métrica de AdSd+1 eucĺıdeo que viene dada por el elemento de ĺınea

ds2
AdS =

1

z2
(δijdx

idxj + dz2) ,

donde el borde de AdS se encuentra en z = 0. Entonces debemos hallar la función de Green o

propagador bulk-boundary que satisface la ecuación diferencial

�K(~x, z; ~x′) = ∂i∂
iK(~x, z; ~x′) = δ(d)(~x− ~x′) ,

que resulta ser

K(~x, z; ~x′) = C
zd

(z2 + |~x− ~x′|2)d
, (2.12)

donde C es una constante de normalización. Al reemplazar (2.12) en la acción (2.11) e integrando

por partes obtenemos la acción on-shell

Sgrav[φ0] =
Cd

2

∫
ddx

∫
ddx′ φ0(~x)

1

|~x− ~x′|2d
φ0(~x′) .

Por último, utilizamos la prescripción de Witten (2.10) para obtener la función de dos puntos

〈O(x1)O(x2)〉 = − C d/2

|~x− ~x′|2d
,

que corresponde a un operador con peso conforme ∆ = d.

El caso de un campo escalar masivo es más complicado y no lo mostraremos aqúı. A continuación

enumeraremos los pesos conformes para distintos campos en AdSd+1 [AGM+00]

campo escalar: ∆± = d
2 ±

√
m2 + d2

4

campo espinorial: ∆ = d
2 + |m|

campo vectorial: ∆± = d
2 ±

√
m2 + (d−2)2

4

p-formas: ∆± = d
2 ±

√
m2 + (d−2p)2

4

(d/2)-formas de primer orden (con d par): ∆ = d
2 + |m|



campo de Rarita-Schwinger: ∆ = d
2 + |m|

campo no-masivo de esṕın-2: ∆ = d

Es importante señalar que las funciones de dos puntos son observables cinemáticos, para tener

en cuenta la dinámica de la teoŕıa es necesario computar las funciones de tres y cuatro puntos

cuyos resultados pueden verse en las Secciones 3.3.2 y 3.3.3 de [AGM+00].

2.4. Renormalización holográfica

Como hemos dicho, los valores de expectación y las funciones de correlación en teoŕıas de campos

suelen no estar bien definidas y pueden resultar divergentes. Para solucionar esto se recurre al

proceso de renormalización holográfica. La realización de este mecanismo en el contexto de

AdS/CFT ha sido estudiado en [dHSS01] y [BK99]. Aqúı seguiremos la referencia [BK99].

Nos centraremos en el cálculo del valor de expectación del tensor de enerǵıa-momentos de la teoŕıa

del borde, ya que el interés principal en el Caṕıtulo 4 es el de obtener las cargas conservadas de

distintos espacios asintóticamente AdS y no-AdS.

Recordemos que el campo gravitatorio dual al tensor de enerǵıa-impulso T ij de la CFT del borde

es la métrica del borde g
(0)
ij . De acuerdo a la prescripción de Witten (2.10) el valor expectación

de T ij viene dado por 〈
T̃ ij(x)

〉
CFT

=
δ Son-shell

δg
(0)
ij

,

sin embargo, la expresión anterior no es un tensor, sino una densidad tensorial. Para obtener un

tensor debemos dividir por la cantidad
√
−g(0)

〈
T ij(x)

〉
CFT

=
2√
−g(0)

δ Son-shell

δg
(0)
ij

. (2.13)

Es interesante notar que la expresión del lado derecho de (2.13) es un tensor conocido, el tensor

cuasi-local de Brown-York

T ijBY ≡
2√
−γ

δSEH

δγij
, (2.14)

donde γij es la métrica inducida en hipersuperficies de r constante. Este tensor fue introducido

por dichos autores en [BY93] para calcular cargas conservadas en gravedad inspirados en el

método de Hamilton-Jacobi aplicado a GR. De aqúı en más llamaremos a la métrica inducida o

métrica del borde γij y no g
(0)
ij como en la sección anterior.



Para mostrar cómo se realiza el proceso de renormalización holográfica primero debemos contar

con un principio variacional bien definido para la acción de Einstein-Hilbert. Debido a que la

acción de GR contiene derivadas de segundo orden, es necesario añadir un término de borde a

fin de tener un problema de Dirichlet bien determinado para la métrica. Dicho término es el de

Gibbons-Hawking [GH77, Yor72] y está dado por

SGH =
1

8πG

∫
Σr

ddx
√
−γK ,

donde K es la traza de la curvatura extŕınseca Kµν = −(1/2)Lnγµν , con Ln la derivada de Lie

asociada al campo vectorial del vector normal nµ a las hiper-superficies de r constante. Σr es la

hiper-superficie a r constante donde imponemos δgµν = 0.

La acción completa de GR está dada por

SGR = SEH + SGH + SC ,

donde SEH es la acción de Einstein-Hilbert, SGH es el término de Gibbons-Hawking y SC es

la parte de contra-términos, que será especificada más adelante, y que permitirá regularizar la

acción y el tensor de enerǵıa-momentos del borde.

Ahora consideremos una foliación del espacio-tiempo utilizando una descomposición tipo-ADM

de la métrica

ds2 = N2dr2 + γij(dx
i +N idr)(dxj +N jdr) ,

donde γij es la métrica inducida en las hiper-superficies Σr de r constante. Tomamos los ı́ndices

i, j = {0, . . . , d − 1}. En AdS la métrica del borde adquiere un factor de Weyl infinito cuando

tomamos r → ∞, por lo tanto pensaremos el borde de AdSd+1 como una clase conforme de

bordes (para mayores detalles ver [Wit98]). La expresión para el tensor de enerǵıa-momento del

borde renormalizado es

T ∗ij = TBY

ij −
2√
−γ

δSC

δγij
, donde TBY

ij =
1

8πG
(Kij −Kγij) , (2.15)

debemos elegir SC de modo tal que cancele las divergencias que aparecen al tomar el ĺımite

r →∞ en Σr. Denotaremos el borde de la variedad por ∂Σ.



Para los casos de AdS3, AdS4 y AdS5 en GR los contra-términos son

AdS3 : SC = − 1

8πG`

∫
∂Σ

ddx
√
−γ ⇒ T ∗ij =

1

8πG

(
Kij −Kγij −

1

`
γij

)

AdS4 : SC = − 1

8πG`

∫
∂Σ

ddx
√
−γ 2

(
1 +

`2

4
R̂

)
⇒ T ∗ij =

1

8πG

(
Kij −Kγij −

2

`
γij + `Ĝij

)

AdS5 : SC = − 1

8πG`

∫
∂Σ

ddx
√
−γ 3

(
1 +

`2

12
R̂

)
⇒ T ∗ij =

1

8πG

(
Kij −Kγij −

3

`
γij +

`

2
Ĝij

)
,

(2.16)

donde R̂ y Ĝij = R̂ij − 1
2 R̂γij son el escalar de Ricci y el tensor de Einstein asociados a γij

respectivamente. El número de contra-términos que hay que agregar aumenta con la dimensión

del espacio. Vale la pena mencionar que, en el formalismo llamado de “Kounterterms” es posible

hallar una forma general para los términos de borde que garantizan el principio variacional y la

finitud de la acción on-shell [KO07]. Sin embargo, en esta tesis, no nos adentraremos en dicho

formalismo.

Debemos aclarar que los términos que aparecen en SC quedan fijados al requerir que cancelen las

divergencias en T ij . Es importante que los términos que se incluyan en SC deben ser construidos

con cantidades intŕınsecamente invariantes del borde, de modo tal que no contribuyan a las

ecuaciones de movimiento del bulk.

El caso particular de AdS3 y de los agujeros negros BTZ [BTZ92] nos regala un ejemplo instruc-

tivo para ver cómo funciona esta construcción. Veamos que el tensor (2.15) permite calcular las

cargas conservadas según la expresión

Q[ξ] =

∫
∂Σ

dd−1x
√
σ ξi T ∗ij u

j , (2.17)

donde ξi es un vector de Killing que genera una isometŕıa en el borde, i.e. Lξ[γij ] = 0, y ui es el

vector normal a la superficie tipo espacio Σ dada por

γijdx
idxj = dσ2 = N2

σdt
2 + σab(dx

a +Na
σdt)(dx

a +Na
σdt) ,

con métrica σab, a, b ∈ {1, . . . , d− 1}.



Si consideramos AdS3 en el parche de Poincaré

ds2 =
r2

`2
(−dt2 + dx2) +

`2

r2
.

tenemos que ξ = Nσu
i∂i = ∂t es el vector de Killing temporal y uidx

i = −NΣdt es el vector

normal unitario (uiui = −1) a la superficie tipo espacio a r y t constante. Al reemplazar estas

cantidades en (2.17) se obtiene que

M = Q[ξ] =

∫
dx
√
γxx ξ

tT ∗ttu
t = 0 ,

que es el resultado esperado. De no haber utilizado (2.15), sino simplemente el tensor de Brown-

York (2.14) el valor de la masa hubiese sido divergenteM∼ r2. El contra-término (2.16) provee

el factor adecuado para cancelar dicha divergencia.

Ahora consideremos el agujero negro BTZ [BTZ92] cuya métrica es

ds2 =

(
r2

`2
− 8GM +

16G2J2

r2

)−1

dr2 −
(
r2

`2
− 8GM

)
dt2 + 8GJdtdϕ+ r2dϕ2 , (2.18)

es importante notar que, dado que satisface las condiciones asintóticas de contorno llamadas

de Brown-Henneaux, el contra-término necesario para regularizar el tensor de enerǵıa-momento

es el mismo. Al evaluar (2.17) en la métrica (2.18) obtenemos los siguientes valores de masa y

momento angular

M = Q[ξ] =

2π∫
0

dϕ
√
γϕϕ ξ

t
(
T ∗ttu

t + T ∗tϕu
ϕ
)

= M ,

J = Q[η] =

2π∫
0

dϕ
√
γϕϕ η

ϕ
(
T ∗ϕtu

t + T ∗ϕϕu
ϕ
)

= J ,

que son los resultados esperados.

Un chequeo no-trivial de la correspondencia es comprobar que el tensor de Brown-York representa

el valor de expectación del tensor de enerǵıa-momentos de una CFT. A continuación mostraremos

dos maneras de ver esto: mediante el cálculo de término anómalo en la transformación de T ijBY

y calculando la anomaĺıa de traza. Primero veremos la regla de transformación del tensor de

Brown-York ante difeomorfismos generados por vectores de Killing asintóticos que representan

transformaciones conformes en el borde. Consideremos la métrica de AdS3 con coordenadas nulas



en el borde x± = 1
` (t± x)

ds2 =
`2

r2
dr2 + r2dx+dx− .

Los vectores de Killing asintóticos (AKV por sus siglas en inglés) ζµ son aquellos cuya derivada

de Lie no es nula, sino que satisface ciertas condiciones de decaimiento. En este caso estamos

interesados en las condiciones de Brown-Henneaux [BH86]

δgµν = Lζ [gµν ] =


O(1) O(1) O(1/r3)

O(1) O(1/r3)

O(1/r4)

 .

Los AKV ζ = ζµ∂µ que satisfacen las condiciones de arriba están dados por

ζ± = ξ±(x±) +
`

2r2
∂2
∓ξ
∓(x∓) +O(1/r4) ,

ζr = −r
2

(∂+ξ
+(x+) + ∂−ξ

−(x−)) +O(1/r) .

Las componentes ζ± generan transformaciones conformes en el borde, como puede verse de la

transformación del tensor de enerǵıa-momentos del borde

δT±± = 2∂±ξ
±T±± + ξ±∂±T±± −

`

16πG
∂3
±ξ
± .

El último término corresponde a la derivada Schwarziana que representa la anomaĺıa conforme

del tensor de esfuerzos de una CFT

δεT (z) = 2∂ε(z)T (z) + ε(z)∂T (z)− c

24π
∂3ε(z) ,

donde T (z) es la componente holomorfa de Tij (la misma regla de transformación aplica para la

componente anti-holomorfa T̄ (z̄)). Por lo tanto, el valor de la carga central de la CFT2 dual es

c =
3`

2G
. (2.19)

A continuación veremos que este resultado coincide con el que se obtiene calculando la anomaĺıa

de traza [BK99].



Sabemos que clásicamente el tensor de enerǵıa-impulso de una CFT tiene traza nula, sin embargo,

puede sufrir una anomaĺıa a nivel cuántico

T i
i = 0 pero

〈
T i
i

〉
=

c

24π
R̂ ,

donde c es la carga central de álgebra de simetŕıa conforme y R̂ es el escalar de Ricci de la

métrica bidimensional. Podemos ver que la traza del tensor de Brown-York es

γijT ∗ij = − 1

8πG

(
K +

2

`

)
.

Escribiendo la métrica en un sistema de coordenadas conveniente como

ds2 =
`2

r2
dr2 + γijdx

idxj ,

la curvatura extŕınseca queda expresada aśı

Kij = − r

2`
∂rγij .

Ahora utilizaremos la expansión de Fefferman-Graham [FG85], que establece que dada una métri-

ca conforme en el borde de un espacio AdS existe una expansión asintótica formal que resuelve

las ecuaciones de Einstein de vaćıo. Dicha expansión es una serie de potencias de 1/r que, para

D = 3 se trunca a orden dos3

γij = r2γ
(0)
ij + γ

(2)
ij +O

(
log(r)

)
; (2.20)

para el cálculo que realizaremos el término logaŕıtmico no es relevante. Introduciendo la expansión

(2.20) en la traza de T ∗ij obtenemos que

γijT ∗ij =
`

16πG
R ,

lo que equivale a tomar

c =
3`

2G
. (2.21)

Este valor de la carga central coincide con el que obtuvimos de la derivada Schwarziana (2.19) y

con el hallado por Brown y Henneaux en 1986 [BH86] cuando estudiaron el comportamiento de

3En dimensiones mayores la serie posee más términos.



GR en espacios asintóticamente AdS3, obteniendo que está regido por dos copias del álgebra de

Virasoro con cBH = 3`
2G . Esta es precisamente el álgebra de simetŕıa conforme en dos dimensiones.

Este resultado confirma la interpretación de que existe una relación entre las teoŕıas de gravedad

en AdS3 y una CFT2 con dicha carga central.

En el trabajo de Balasubramanian y Kraus [BK99] también se calcula la anomaĺıa de traza en

el caso de AdS5 obteniendo el resultado esperado e incluso pudiendo identificar el contenido de

campos de la CFT dual, siendo consistente con la teoŕıa N = 4 SYM en cuatro dimensiones. Es

notable que realizando cálculos gravitatorios en la aproximación clásica o semi-clásica seamos

capaces de reproducir resultados cuánticos de la CFT dual.

Habiendo introducido los principales conceptos de holograf́ıa, a continuación haremos un breve

repaso de las extensiones de AdS/CFT relevantes para esta tesis.

2.5. Extensiones de holograf́ıa

En esta sección repasaremos brevemente las extensiones de holograf́ıa con aplicaciones potenciales

a sistemas no-relativistas.

2.5.1. Correspondencia Lifshitz-Schrödinger/CMT

Como mencionamos en la introducción, extender las ideas de holograf́ıa para ser aplicadas a

teoŕıas de materia condensada (CMT del inglés Condensed Matter Theories) podŕıa brindar

nuevas maneras de entender la f́ısica de sistemas fuertemente correlacionados. Un ejemplo in-

teresante lo proveen los sistemas con puntos fijos que presentan transiciones de fase con simetŕıa

anisótropa

t→ λzt , ~x→ λ~x . (2.22)

En el caso particular de z = 2, un modelo que exhibe esta simetŕıa es la teoŕıa de campos de

Lifshitz

S =

∫
d2x dt

(
(∂tφ)2 − χ(∇2φ)2

)
,

que modela materiales con múltiples puntos cŕıticos parametrizados por χ . Otros ejemplos

que poseen la simetŕıa (2.22) son sistemas de electrones fuertemente correlacionados con puntos



cŕıticos cuánticos. Estos modelos presentan propiedades interesantes como ultra-localidad en las

funciones de correlación.

Por otro lado, en holograf́ıa, uno de los ingredientes fundamentales es la identificación entre el

grupo de simetŕıas de la teoŕıa del borde con el grupo de isometŕıas del bulk. Entonces, para

hallar un dual gravitatorio que describa sistemas con puntos fijos de Lifshitz es necesario hallar

un espacio que realice geométricamente (2.22). En la referencia [KLM08] se propuso el siguiente

candidato

ds2 = L2

(
−r2zdt2 + r2d~x2 +

dr2

r2

)
. (2.23)

Las simetŕıas del espacio de Lifshitz (2.23) incluyen el reescaleo (2.22) junto con traslaciones

temporales, traslaciones espaciales y rotaciones espaciales. Los generadores de estas simetŕıas

satisfacen la llamada álgebra de Lifshitz [HKO15].

Otro ejemplo que es posible realizar experimentalmente lo constituyen sistemas de átomos fer-

miónicos fŕıos en unitariedad4. Ajustando el potencial de interacción es posible lograr que la

longitud de scatttering sea infinita haciendo que el sistema esté fuertemente correlacionado. La

enerǵıa y otras cantidades f́ısicas relevantes del sistema están determinadas por el grupo de si-

metŕıa [NS07]. Aśı pues, necesitamos hallar un espacio que posea como isometŕıas el llamado

grupo de Schrödinger [Son08, NS07]. En las referencias [Son08, BM08] se propuso la siguiente

geometŕıa como candidato a describir los sistemas mencionados

ds2 = L2

(
−dt

2

y2z
dt2 +

dtdξ + d~x2

y2
+
dy2

y2

)
, (2.24)

donde ~x es un vector (D−2) dimensional, z es una constante positiva llamada exponente dinámico

y ξ es una coordenada nula. La métrica (2.24) posee simetŕıas ante rotaciones espaciales, trasla-

ciones espaciales, traslaciones temporales, transformaciones de Galileo y dilataciones. En el caso

particular de z = 2 el espacio (2.24) es invariante ante el grupo de Schrödinger completo ya que

se añade una simetŕıa conforme especial. Debemos notar que álgebra de Lifshitz se encuentra

contenida en el álgebra de Schrödinger que a su vez está incluida en el grupo conforme relativista

[Son08].

Por último, debemos señalar que tanto los espacios de Schrödinger como los de Lifshitz son

soluciones de teoŕıas de gravedad con términos superiores en la curvatura [ABGGH10, ABGH11,

ABGGH09] en D ≥ 3, aśı como también de teoŕıas de bi-gravedad tridimensionales [Goy14].

4Reciben este nombre debido a que el scattering de dos fermiones satura el ĺımite de unitariedad.



2.5.2. Correspondencia WAdS/WCFT

En la última sección de este caṕıtulo nos abocaremos a una de las extensiones de AdS/CFT más

estudiadas en la literatura: la correspondencia WAdS/WCFT [ALP+09]. Los espacios WAdS, al

poseer invariantes de curvatura constantes, constituyen un ejemplo sencillo en el cual explorar

extensiones de la correspondencia AdS/CFT hacia geometŕıas no-AdS. Además, WAdS/WCFT

se encuentra estrechamente relacionada a otra variación de holograf́ıa, la llamada dualidad

Kerr/CFT [GHSS09], que relaciona la geometŕıa de horizonte cercano de agujeros negros ro-

tantes extremales con teoŕıas conformes bidimensionales.

Los espacios WAdS3 son deformaciones (ya sean estas compresiones o estiramientos) del espacio

AdS3 [BS06, GHSS09] y aparecen, entre otros contextos, en el ĺımite de horizonte cercano de

agujeros negros rotantes extremales. Para ver esto, recordemos primero que la métrica de Kerr

en las coordenadas de Boyer-Lindquist está dada por el elemento de ĺınea

ds2 = −∆

ρ2

(
dt̂− a sin2 θdφ̂

)2

+
sin2 θ

ρ2

(
(r̂2 + a2)dφ̂− adt̂

)2

+
ρ

∆
dr̂2 + ρ2dθ2 , (2.25a)

donde

∆ = r̂2 − 2GMr + a2 , ρ2 = r̂2 + a2 cos2 θ , a =
J

M
. (2.25b)

La métrica (2.25) posee dos constantes de integración M y J que corresponden a la masa y el

momento angular del agujero negro de Kerr. Para que (2.25) no posea singularidades desnudas el

momento angular debe estar acotado por |J | ≤ GM2. En el caso en que J satura la desigualdad

se denomina al agujero negro como extremal y es el caso en el cual nos concentraremos; es decir,

J = GM . Para obtener la geometŕıa de horizonte cercano del agujero negro de Kerr extremal

(NHEK por sus siglas en inglés) debemos definir las coordenadas adimensionales

t =
λ

2GM
, y =

λ

r̂ −GM
, φ = φ̂− t̂

2GM
,

y tomar el ĺımite λ → 0 manteniendo las coordenadas (t, x, φ, θ) fijas. La geometŕıa NHEK en

coordenadas tipo-Poincaré se lee

ds2 = 2GJΩ2

(
−dt2 + dy2

y2
+ dθ2 + Υ

(
dφ+

dt

y

)2
)
, (2.26a)

donde hemos definido

Ω2 =
1 + cos2 θ

2
, Υ =

2 sin θ

1 + cos2 θ
, (2.26b)



y donde las coordenadas angulares cumplen φ ∼ φ + 2π y θ ∈ [0, π]. También es posible definir

coordenadas globales para NHEK

t =
(

cos τ
√

1 + r2 + r
)−1

, t = y sin τ
√

1 + r2 , φ = ϕ+ log

(
cos τ + r sin τ

1 + sin τ
√

1 + r2

)
,

en las cuales la geometŕıa de horizonte cercano queda escrita como

ds2 = 2GJΩ2

(
−(1 + r2)dτ2 +

dr2

1 + r2
+ dθ2 + Υ2(dϕ+ rdτ)2

)
. (2.27)

Es interesante notar que, para θ = const. y Υ = 0, la métrica (2.27) es conforme a AdS2. Para

θ = const. y Υ = 1, la métrica (2.27) es proporcional a AdS3 escrito como un fibrado de Hopf

de AdS2. Más precisamente, es posible escribir la métrica de AdS3 como

ds2 =
`2

4

(
− cosh2 σ dτ2 + dσ2 + (du+ sinhσ dτ)2

)
. (2.28)

Si ahora multiplicamos la fibra en (2.28) por un factor de deformación constante K obtenemos

ds2 =
`2K
4

(
− cosh2 σ dτ2 + dσ2 + K(du+ sinhσ dτ)2

)
. (2.29)

Notemos que (2.29) es conforme a la métrica NHEK (2.27) identificando r = sinhσ, u = ϕ y

Υ2 = K. Es usual parametrizar la deformación K en términos de una nueva constante ν a través

de la relación K = 4ν2

ν2+3 y `2K = 4`2

ν2+3 [ALP+09], lo que resulta en

ds2 =
`2

ν2 + 3

(
− cosh2 σ dτ2 + dσ2 +

4ν2

ν2 + 3
(du+ sinhσ dτ)2

)
. (2.30)

A este espacio lo denominaremos Warped AdS (WAdS) tipo-espacio, dado que el factor warped

tiene signatura positiva. Según el valor de ν los espacios WAdS3 tipo-espacio se denominan: para

ν2 > 1 estirados o stretched y para ν2 < 1 comprimidos o squashed [ALP+09]. Para ν = 1 no

hay deformación y (2.30) coincide con AdS3.

Otras variedades de espacios warped son los Warped AdS tipo-tiempo (tWAdS)

ds2 =
`2

ν2 + 3

(
cosh2 σ du2 + dσ2 − 4ν2

ν2 + 3
(dτ + sinhσ du)2

)
, (2.31)



que resultan equivalentes a la sección tridimensional del espacio de Gödel (ahondaremos en esta

relación más adelante, en la Sección 4.3); y los espacios Warped AdS tipo-nulo

ds2 = `2
(du2

u2
+
dx+dx−

u2
± (dx−)2

u4

)
, (2.32)

que son equivalentes a la versión tridimensional de los espacios de Schrödinger (2.24) con z = 2,

habiendo identificado t = x−, ξ = x+ e y = u.

Otro aspecto que vuelve interesante a estos espacios es que son soluciones de distintas teoŕıas

de gravedad, desde teoŕıa de cuerdas hasta gravedad masiva pasando por teoŕıas de higher spin.

Además, en el caso de los espacios WAdS tipo-espacio (WAdS), existen agujeros negros que en su

región asintótica tienden a WAdS3. Estos agujeros negros presentan la notable propiedad de ser

localmente equivalentes al espacio en el que se encuentra inmersos, tal y como el agujero negro

de BTZ es localmente equivalente a AdS3 [ALP+09]. Incluso se han estudiado transiciones de

fase à la Hawking-Page [GN16] y entroṕıa de entrelazamiento [BC16] en espacios WAdS3. Todo

esto hace de los espacios WAdS3 un escenario sumamente interesante para explorar versiones

no-AdS de holograf́ıa.

Algo esencial en holograf́ıa es la determinación del grupo de isometŕıas del espacio, ya que

este será el grupo de simetŕıas de la teoŕıa de campos dual. Las deformaciones introducidas

anteriormente rompen el grupo de isometŕıas SL(2,R) × SL(2,R) de AdS3 a SL(2,R) × U(1).

Como consecuencia, el grupo asintótico de simetŕıas, que en el caso de AdS3 coincide con el

grupo conforme en dos dimensiones, también se modifica. El grupo de simetŕıas asintótico de

WAdS3 está generado por el producto semi-directo de una copia del álgebra de Virasoro y una

extensión af́ın del álgebra u(1) con una extensión central no nula; para más detalles, ver por

ejemplo, las referencias [CD09b, CD09a, BC09b, BC09a, HMT11, DG15]. Entonces la teoŕıa de

campos dual a WAdS3 debe poseer simetŕıas que satisfagan dicha álgebra. Estas simetŕıas brindan

suficiente información como para poder derivar varias propiedades de la teoŕıa de campos dual

como se realizó en la referencia [DHH12], estas teoŕıas conformes especiales son denominadas

Warped CFT (WCFT). Siguiendo las ideas de [DHH12] en el trabajo [HR15] se logró construir

un ejemplo expĺıcito de WCFT.

Como veremos en los Caṕıtulos 4 y 5 los espacios WAdS aparecen como soluciones de vaćıo

de teoŕıas de gravedad masiva tridimensional, dando un primer indicio para considerarlas en el

contexto de la correspondencia WAdS3/WCFT2.





Caṕıtulo 3

Teoŕıas de gravedad con campos

de esṕın-2 masivos

En este caṕıtulo haremos un breve repaso de las motivaciones basadas en holograf́ıa

para estudiar teoŕıas de gravedad masiva. Luego introduciremos las dos teoŕıas con

campos de esṕın-2 masivos que estudiaremos: New Massive Gravity (NMG) y Zwei-

Dreibein Gravity (ZDG). Presentaremos la formulación de campo auxiliar de NMG

que nos permitirá hallar el término de borde y obtener el tensor de Brown-York.

También veremos que ZDG puede ser escrita como una teoŕıa de un sólo dreibein con

una torre infinita de derivadas superiores.
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3.1. Gravedad masiva y holograf́ıa

En el Caṕıtulo 1 de esta tesis ya hemos mencionado que algunas de las motivaciones para estu-

diar modificaciones de Relatividad General (GR), como por ejemplo, añadirle masa al gravitón,

tienen carácter cosmológico y otras más bien teórico. Sin embargo, ahora nos enfocaremos en

las motivaciones basadas en holograf́ıa, en especial en el caso de D = 2 + 1, que es el que nos

interesa en esta tesis. Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, la correspondencia AdS/CFT

provee un nuevo marco teórico para atacar el problema de la cuantización de la gravedad. En el

contexto holográfico, hallar una teoŕıa cuántica de la gravedad significa también hallar la teoŕıa

conforme (CFT) dual. Algunos indicios de esta relación entre GR formulada en AdS3 y una

CFT2 ya fueron dados antes de la formulación de la conjetura de Maldacena; destacan el trabajo

de Brown-Henneaux [BH86] que prueba que el comportamiento asintótico de GR con Λ < 0

está gobernado por el álgebra de simetŕıas conformes en dos dimensiones, y el de Coussaert,

Henneaux y van Driel [CHvD95] que muestra que la dinámica está regida por una CFT2.

Ya en el contexto de holograf́ıa, en su art́ıculo de 2007 [Wit07], Witten propone un candidato

concreto para ser la CFT2 dual de la teoŕıa de Einstein en tres dimensiones. Más precisamente,

propone que la CFT es una teoŕıa de campos conforme autodual extremal holomórficamente

factorizable. Esta propuesta, al menos en su forma original, ha recibido diversas cŕıticas, en

otras la de los trabajos [Gai08, Gab07, GK08]. En particular, una de las cŕıticas es respecto a la

validez de la construcción para valores grandes de la carga central c = 3`
2G . Otro inconveniente

con dicha propuesta proviene de un trabajo del mismo Witten y Maloney, quienes calcularon

la función de partición de GR con Λ < 0 en la aproximación de saddle point [MW10]. El

resultado que obtienen no puede ser escrito como la traza de un operador hermı́tico (la suma

del hamiltoniano y el operador de momento angular) sobre un espacio de Hilbert; sin embargo,

los autores de [MW10] fueron capaces de reproducir correcciones subleading a la entroṕıa de

Bekenstein-Hawking. Una de las posibles causas del fallo en su cálculo es que quizá no haya que

excluir saddle points con sección eucĺıdea compleja1 en la integral de caminos. Otra posibilidad, es

que la teoŕıa de Einstein no sea un buen modelo para estudiar una teoŕıa cuántica de la gravedad

en AdS3 y haya que recurrir a otras teoŕıas. Siguiendo esta idea es que Li, Song y Strominger

[LSS08, Str08] proponen utilizar una teoŕıa de gravedad masiva tridimensional conocida como

Topologically Massive Gravity (TMG) [DJT82b, DJT82a] en un punto especial del espacio de

parámetros llamado “punto quiral”. La Gravedad Quiral (CG, por sus siglas en inglés) está dada

1Los saddle points complejos son soluciones de la teoŕıa que, al rotarlas al eucĺıdeo, su métrica correspondiente
resulta ser compleja.



por la acción TMG con constante cosmológica, que consta del término de Einstein-Hilbert y un

término gravitacional de Chern-Simons

SCS =
1

32πGµ

∫
Σ

d3x εµνρΓβµα

(
∂νΓαρβ −

2

3
ΓανδΓ

δ
ρβ

)
, (3.1)

en el punto del espacio de parámetros donde cL = 0, lo que implica una relación particular entre

la constante de acoplamiento µ y el radio de AdS3 `, más precisamente µ` = 1. Esta teoŕıa

recibe el nombre de quiral debido a que las excitaciones“izquierdas” de la CFT2 dual son tri-

viales, resultando automáticamente una teoŕıa holomórficamente factorizable, tal y como sugiere

Witten. Una suposición adicional es que TMG en el punto quiral con condiciones asintóticas

de Brown-Henneaux [BH86] tiene como soluciones espacios de Einstein únicamente [MSS10]. La

validez de la propuesta [Str08] depende fuertemente de las condiciones asintóticas elegidas. En

[MSS10] se estudia este problema y se encuentra que si se adoptan las condiciones de borde de

Brown-Henneaux CG es dual a una CFT holomorfa extremal, mientras que si se adoptan condi-

ciones de borde relajada CG es dual a una Logarithmic Conformal Field Theory (LCFT)2. Una

de las suposiciones de [MSS10] es que una vez impuestas las condiciones asintóticas de borde

de Brown-Henneaux, todas las soluciones de CG son espacios de Einstein y por consiguiente

saddle points reales. Esto fue rebatido en [CdBD10], donde se hallaron soluciones que satisfacen

las condiciones de Brown-Henneaux pero no son localmente AdS3. Esto llevó a considerar la

posibilidad de acoplar otra teoŕıa de gravedad masiva tridimensional a la acción de CG, en este

caso una teoŕıa invariante de paridad llamada New Massive Gravity (NMG) [BHT09a, BHT09b],

en el punto quiral del espacio de parámetros (i.e. cL = 0), con la esperanza de que los términos

de curvatura superior de NMG removieran del espectro los espacios no-Einstein. Sin embargo,

dicha propuesta no fue exitosa, ya que se probó que TMG acoplada a NMG contiene solucio-

nes que representan saddle points complejos y que sin embargo satisfacen las condiciones de

Brown-Henneaux [GGL11].

Entonces, la correspondencia AdS/CFT provee otro motivo para estudiar modificaciones de GR:

el de hallar distintos modelos para atacar el problema de la gravedad cuántica. Huelga decir, que

dicho problema está lejos de ser resuelto, incluso para un modelo de juguete como la gravedad

tridimensional. Sin embargo, combinado holograf́ıa y modificaciones de GR, es posible estudiar

extensiones de AdS/CFT con aplicaciones en diversos contextos, como por ejemplo, en materia

condensada. Es interesante que algunos modelos de gravedad tridimensional con campos esṕın-2

2Este es un tipo especial de teoŕıa conforme no-unitaria cuyo hamiltoniano forma un bloque Jordan y t́ıpica-
mente presenta operadores cuyas funciones de dos puntos tienen una dependencia logaŕıtmica.



masivos como la mencionada NMG y la teoŕıa de bi-gravedad Zwei-Dreibein Gravity (ZDG)

contienen un espectro de soluciones muy amplio, que abarca tanto geometŕıas con condiciones

asintóticas de AdS relajadas como espacios con invariancia de escala anisótropa con y sin simetŕıa

de Galileo. Estas variedades son útiles en el contexto de extensiones de AdS/CFT como Log-

Gravity/LCFT [MSS10, GJ09, GRRZ13], Schrödinger-Lifshitz/CMT [BM08, Son08, KLM08] y

WAdS/(W)CFT [ALP+09, DHH12].

En este caṕıtulo estudiaremos dos teoŕıas de gravedad masiva tridimensional: NMG y ZDG. Para

ello primero introduciremos la teoŕıa de Fierz-Pauli [FP39] que es la primer teoŕıa en considerar

campos de esṕın-2 masivos. Además tanto NMG como ZDG a nivel linealizado respecto al espacio

de Minkowski coinciden con la teoŕıa de Fierz-Pauli en tres dimensiones.

3.2. Gravedad masiva: la acción de Fierz-Pauli

Como mencionamos anteriormente, la teoŕıa que describe campos de esṕın-2 masivos propagándo-

se en el espacio-tiempo plano, está dada por la acción de Fierz-Pauli [FP39]. Pero antes de es-

tudiar la teoŕıa de Fierz-Pauli masiva, nos enfocaremos en el caso m = 0; es decir, la teoŕıa

de gravitones no-masivos en torno a Minkowski. Para ello consideraremos la acción más general

construida con un tensor simétrico de rango-2 hµν y la métrica de Minkowski ηµν con no más

de dos derivadas actuando sobre hµν . La misma está dada por

S =

∫
dDx

(
b1∂λhµν∂

λhµν + b2∂µhνλ∂
νhµλ + b3∂µh

µν∂νh+ b4∂λh∂
λh
)
. (3.2)

Si elegimos los parámetros b1 = −1/4 , b2 = 1/2 , b3 = −1/2 , b4 = 1/4, la acción (3.2) posee la

siguiente simetŕıa de gauge

hµν → hµν + 2∂(µξν) , (3.3)

a menos de un factor global. Esta simetŕıa no es otra que la de difeormorfismos linealizados, y

la acción (3.2) es la acción de Einstein-Hilbert a orden cuadrático en las perturbaciones gµν =

ηµν +κhµν , donde κ2 = 16πG. El análisis hamiltoniano de los grados de libertad de la acción de

Einstein-Hilbert a nivel linealizado3 nos muestra que de las D(D + 1)/2 componentes libres de

3Con esto nos referimos a nivel lineal en las ecuaciones de movimiento y cuadrático en las perturbaciones a
nivel de la acción. Haremos un abuso de notación y nos referiremos a la acción linealizada cuando en realidad
estamos aproximando a segundo orden en las perturbaciones la acción.



hµν solamente D(D−3)/2 son independientes; por lo tanto, en D = 4 tenemos dos polarizaciones

del gravitón no-masivo, y en D = 3 no hay grados de libertad locales4.

Ahora pasemos a analizar el caso masivo. Para añadirle masa al gravitón es necesario introducir

términos cuadráticos en el campo hµν , y tenemos dos posibilidades hµνh
µν y h2. El término

cuadrático más general es una combinación de ambos, sin embargo, el de Fierz-Pauli es el único

que garantiza la ausencia de un modo escalar tipo-fantasma; dicho término está dado por

LFP = −1

4
m2
(
hµνh

µν − h2
)
. (3.4)

Si el coeficiente relativo entre hµνh
µν y h2 no es−1, aparecerá una inestabilidad en la teoŕıa lineal.

La elección de Fierz-Pauli garantiza que la componente h00 sea un multiplicador de Lagrange,

lo que genera un v́ınculo secundario que remueve del espectro el modo inestable en el modelo

lineal. En el caso masivo todos los v́ınculos son de tipo-secundario, con lo cual, la teoŕıa de un

campo masivo de esṕın-2 no posee simetŕıa de gauge, al igual que sucede en el electromagnetismo

al introducir en la acción el término de masa de Proca. Entonces, la teoŕıa de Fierz-Pauli para

un campo de esṕın-2 masivo propagándose en un fondo plano está dado por

S =

∫
dDx

(
− 1

4
∂λhµν∂

λhµν +
1

2
∂µhνλ∂

νhµλ − 1

2
∂µh

µν∂νh+
1

4
∂λ∂

λh

− 1

4
m2
(
hµνh

µν − h2
))

. (3.5)

Esta teoŕıa de gravedad masiva a nivel lineal posee D(D − 1)/2 − 1 grados de libertad en D

dimensiones; en particular el gravitón masivo posee cinco polarizaciones en D = 4 y dos en

D = 3.

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la acción (3.5) son

δ SFP

δ hµν
= G(1)

µν [h]− 1

2
m2(hµν − hηµν) = 0 , (3.6)

donde

G(1)
µν [h] =

1

2

(
�hµν − ∂α∂νhαµ − ∂α∂µhαν + ηµν∂α∂βh

αβ + ∂µ∂νh− ηµν�h
)
, (3.7)

es un operador diferencial de segundo orden definido por su acción sobre hµν y que coincide con

el tensor de Einstein linealizado.

4Para más detalles referirse a la Sección 2.1 de la referencia [Hin12].



Ahora procederemos a reescribir las ecuaciones (3.6) de un modo que resultará útil más adelante.

Si tomamos divergencia en las ecuaciones (3.6) actuando con ∂µ, y asumimos que m 6= 0,

obtenemos que

∂µhµν − ∂νh = 0 .

Si sustituimos esta relación nuevamente en (3.6), se tiene que

�hµν − ∂µ∂νh−m2 (hµν − hηµν) = 0 .

Ahora, si multiplicamos por ηµν la ecuación anterior, encontramos que la traza de hµν se anula,

lo que implica, a su vez, que hµν es transverso

ηµνhµν = h = 0 , ⇒ ∂µhµν = 0 . (3.8)

Reemplazando estas restricciones en la ecuación de movimiento (3.6) obtenemos una ecuación

de Klein-Gordon para el tensor hµν

(
�−m2

)
hµν = 0 . (3.9)

Combinando la ecuación (3.9) y las restricciones (3.8), se obtiene un sistema de ecuaciones de

movimiento equivalentes a (3.6)

(
�−m2

)
hµν = 0 , ηµνhµν = 0 ∂µhµν = 0 . (3.10)

Esta forma de presentar las ecuaciones de movimiento de Fierz-Pauli será útil cuando estudiemos

una extensión no-lineal de la teoŕıa en tres dimensiones.

Hallar una completación no-lineal de la teoŕıa de Fierz-Pauli es todo un desaf́ıo. Como men-

cionamos anteriormente, se creyó imposible durante años. Uno de los principales problemas es

cómo evadir el fantasma de Boulware-Deser. Otra dificultad que aparece a nivel no-lineal es

la de cómo construir un término de masa utilizando únicamente la métrica gµν . Es evidente

que cualquier contracción de la métrica producirá un término constante equivalente a una cons-

tante cosmológica que no le otorga masa al gravitón. Por lo tanto, parece necesario introducir

un nuevo tensor de rango-2 simétrico, que interactuará con la métrica de modo tal de generar

los grados de libertad correspondientes a un campo masivo de esṕın-2. La introducción de este

campo adicional es llevada a cabo en la llamada teoŕıa dRGT [dRGT11] mediante el truco de



Stückelberg. En el caso tridimensional, New Massive Gravity (NMG) [BHT09a], en su formula-

ción de segundo orden también hace uso de un campo auxiliar. En este caso, el tensor auxiliar

de rango-2 no es dinámico, es decir, no posee un término cinético asociado en su acción. Cuando

dicho campo posee dinámica la teoŕıa en cuestión es denominada de bi-gravedad, ya que tiene

dos “métricas”5 como campos dinámicos. Ejemplos de teoŕıas de bi-gravedad son la teoŕıa de

Hassan-Rosen [HR12], que es una extensión de la teoŕıa dRGT, y la teoŕıa tridimensional Zwei-

Dreibein gravity (ZDG) [BdHH+13], que posee como ĺımite particular a NMG. En esta tesis

nos centraremos en el estudio de las teoŕıas de gravedad tridimensional NMG y ZDG, las cuales

serán presentadas en este caṕıtulo.

3.3. New Massive Gravity (NMG)

En esta sección veremos cómo en el caso D = 3 es posible hallar una completación no-lineal

completamente covariante de la teoŕıa linealizada de Fierz-Pauli.

Primero debemos considerar la primer ecuación del sistema alternativo (3.10), y realizar el re-

emplazo de la métrica hµν por su correspondiente tensor de Einstein linealizado, es decir, reali-

zaremos el cambio

hµν → G(1)
µν [h] . (3.11)

Como veremos a continuación, este sencillo truco nos dará como resultado un modelo interesante

que solo es posible en tres dimensiones. Luego de realizar el cambio (3.11), las ecuaciones de

movimiento resultan ser

(�−m2)G(1)
µν [h] , R(1)[h] = 0 , (3.12)

donde R(1)[h] representa el escalar de Ricci asociado a la métrica gµν a primer orden en hµν .

La segunda ecuación del sistema (3.10) se traduce en la identidad de Bianchi linealizada para el

tensor de Einstein G
(1)
µν . Entonces, teniendo en cuenta la forma expĺıcita de (3.7), la primera de

las ecuaciones en (3.12) queda escrita como

G(1)
µν [G(1)[h]] = G(1)

µν [m2h] , (3.13)

5Al tensor de rango-2 simétrico auxiliar se lo suele denominar “métrica” en analoǵıa con el mismo tensor
métrico que también es simétrico y de rango dos.



Dado que el campo de esṕın-2 hµν es transverso y de traza nula, es decir ∂µhµν = 0 y h = 0,

entonces se cumple que G
(1)
µν [h] = �hµν . De este modo, se obtienen ecuaciones que son invariantes

bajo difeomorfismos linealizados.

Vale la pena realizar una observación importante: el punto clave para entender la peculiaridad del

caso tridimensional es recordar que para D = 3 existe una conexión directa, más precisamente

una identificación local, entre el tensor de Einstein asociado a una métrica dada y la métrica

misma. De hecho, todas las soluciones a las ecuaciones de Einstein de vaćıo, con o sin constante

cosmológica, son localmente equivalentes, entonces, si nos concentramos en aspectos locales,

tanto gµν como Gµν contienen la misma información. En particular, esto implica que (3.13)

expresa una identificación local entre G
(1)
µν y m2hµν , la cual justifica a posteriori haber realizado

el cambio (3.11).

Resumiendo, hemos logrado algo notable: construir una teoŕıa invariante ante difeomorfismos

lineales que, al mismo tiempo, es equivalente a la teoŕıa de Fierz-Pauli [BHT09a]. Esto es debido

a las notables propiedades de la gravedad de Einstein en D = 3. A continuación veremos como

extender esta teoŕıa de una manera completamente covariante.

Notemos que el sistema (3.12) puede ser derivado de la siguiente acción

S
(1)
NMG =

1

16πG

∫
d3x

(
1

2
hµνG(1)

µν [h] +
1

m2
G(1)
µν [h]

(
R(1)µν [h]− 1

4
ηµνR(1)[h]

))
, (3.14)

calculando la variación respecto al campo hµν .

Resulta sencillo proponer una extensión covariante ante transformaciones generales de la acción

(3.14), al notar que en tres dimensiones la contracción del tensor de Einstein Gµν ≡ G
(1)
µν +

G
(2)
µν + . . . ≡ Rµν − (1/2)Rgµν y del tensor de Schouten Sµν ≡ Rµν − (1/4)Rgµν da por resultado

GµνS
µν = RµνR

µν − (3/8)R2. Entonces, la extensión no-lineal completamente covariante de

(3.14) es la acción de New Massive Gravity [BHT09a]

SNMG =
1

16π

∫
Σ

d3x
√
−g
(
σR− 2Λ +

1

m2

(
RµνR

µν − 3

8
R2

))
, (3.15)

donde además hemos introducido un término de constante cosmológica Λ y un parámetro de signo

σ = ±1. Debemos notar que NMG es una teoŕıa de gravedad masiva completamente covariante

e invariante ante paridad.



Las ecuaciones de movimiento que se derivan de la acción (3.15) son

16πG
2√
|g|

δS

δgµν
= σGµν + Λgµν +

1

2m2
Kµν = 0 , (3.16)

donde el tensor Kµν está dado por

Kµν = 2�Rµν −
1

2
∇µ∇νR−

1

2
�Rgµν

+ 4RµανβR
αβ − 3

2
RRµν −RαβRαβgµν +

3

8
R2gµν . (3.17)

En las teoŕıas de gravedad con términos cuadráticos en la curvatura, las excitaciones presen-

tes en el especto están representadas por un gravión sin masa, un gravitón masivo y un modo

escalar [Ste78, Ste77]. Ocurre que, cuando la enerǵıa del gravitón sin masa es positiva, la del

gravitón masivo es negativa y viceversa (dependiendo del signo elegido para la constante de

Newton G). Dado que en D = 3 el gravitón no-masivo no posee grados de libertad, este pro-

blema no está presente. Aśı que es posible tener un campo de esṕın-2 masivo bien comportado

eligiendo adecuadamente el signo de σ. T́ıpicamente, el modo de esṕın-0 puede dar lugar a una

excitación tipo-fantasma. Sin embargo, en NMG este modo escalar no está presente, debido a la

combinación particular de términos cuadráticos en la curvatura del tensor Kµν (3.17) [BHT09a].

Esto está relacionado con el hecho de que la traza del tensor Kµν es el lagrangiano del cual se

deriva, i.e. gµνKµν = RµνR
µν − (3/8)R2.

Debemos destacar que cualquier solución de vaćıo de GR también resuelve las ecuaciones de

movimiento de NMG (3.16). El cálculo expĺıcito muestra que cualquier métrica que satisfaga la

relación Rµν = 2Λgµν posee Kµν = 0. La teoŕıa también admite soluciones que no son espacios

de Einstein, los cuales poseen Kµν 6= 0, como por ejemplo, espacios de Schrödinger, de Lifshitz

y Warped Anti-de Sitter entre otros, los cuales serán estudiados en los Caṕıtulos 4 y 5.

Por último, debemos recordar que, para poder obtener una teoŕıa completa y bien definida es

necesario suplementar la acción del bulk con un término de borde, a fin de tener un principio

variacional bien definido. Dada la naturaleza de derivadas superiores de la acción de NMG (3.15)

este no es un problema trivial. La resolución fue dada en el trabajo de Hohm y Tonni [HT10] y

la repasaremos en la siguiente sección.



3.3.1. Principio variacional en NMG

En esta sección abordaremos el problema de obtener un principio variacional bien definido para

NMG con condiciones de borde tipo Dirichlet. Como mencionamos en el caṕıtulo anterior, la

misma teoŕıa de Einstein, dado que su acción posee derivadas segundas de la métrica, a priori

parece no estar bien definida ante variaciones de la métrica fijas en el borde. Sin embargo, la

adición del término de borde de Gibbons-Hawking, soluciona dicho problema eliminando las

derivadas normales al borde de las variaciones de la métrica. En el caso de NMG, dado que la

acción (3.15) posee términos cuadráticos en la curvatura, supone una dificultad aún mayor, ya

que las ecuaciones de movimiento son de cuarto orden en la métrica. Esto implica que, al variar

la acción se deben fijar condiciones de borde no solo sobre la métrica sino también sobre sus

derivadas. En el caso de GR, el agregado del término de Gibbons-Hawking es suficiente para

eliminar las derivadas en la dirección normal al borde y, entonces, basta con fijar las variaciones

de la métrica . Este no es el caso de NMG, donde es necesario proveer más información sobre

las condiciones de borde; es decir, no solo hay que fijar las variaciones de la métrica sino de sus

derivadas. La idea utilizada en [HT10] es la de introducir un tensor auxiliar fµν que permita

re-escribir la acción (3.15) de manera tal que las ecuaciones de movimiento sean de segundo

orden tanto en la métrica como en el tensor fµν (que no posee término cinético en la acción).

Con esta prescripción, los autores de [HT10] son capaces de construir un término de Gibbons-

Hawking generalizado que da lugar a un principio variacional bien definido habiendo fijado las

variaciones, no solo de la métrica, sino también del tensor auxiliar en el borde (el cual, como

veremos a continuación, es equivalente a una combinación muy particular de derivadas de la

métrica). Esto nos permite, además, obtener el tensor cuasi-local de Brown-York [BY93] para

NMG.

Primero, debemos notar que es posible reescribir la acción de NMG introduciendo un tensor

auxiliar fµν . La acción de NMG de segundo orden es

SNMG =
1

16πG

∫
Σ

d3x
√
−g

(
σR+ fµνGµν −

1

4

(
fµνf

µν − f2
)
− 2Λ

)
, (3.18)

donde donde σ = ±1 y f ≡ gµνfµν es la traza del tensor auxiliar. Notemos que fµν no presenta

término cinético, por lo cual, su ecuación de movimiento es puramente algebraica, y nos dice que

es proporcional al tensor de Schouten

fµν =
2

m2

(
Rµν −

1

4
Rgµν

)
. (3.19)



Si reemplazamos (3.19) nuevamente en la acción (3.18) reobtenemos la acción original de NMG

(3.15) con constante cosmológica.

Las ecuaciones de movimiento en términos del tensor auxiliar fµν son

σGµν + Λgµν −
1

2
m2
(
fµ
ρfνρ − ffµν −

1

4
gµν
(
fρσfρσ − f2

))
+ 2f(µ

ρGν)ρ +
1

2
Rfµν −

1

2
fRµν −

1

2
gµν f

ρσGρσ

+
1

2

(
∇2fµν − 2∇ρ∇(µfν)ρ +∇µ∇νf + (∇ρ∇σfρσ −∇2f)gµν

)
= 0 , (3.20)

y, como era de esperar, son de segundo orden en derivadas tanto de la métrica gµν como del tensor

auxiliar fµν . Si insertamos la expresión (3.19) en (3.20) reobtenemos las ecuaciones diferenciales

de cuarto orden para la métrica de (3.16).

Gracias a la introducción del tensor auxiliar fµν tenemos ahora una formulación de segundo

orden para NMG, es decir, tanto la acción como las ecuaciones de movimiento tienen a lo sumo

derivadas segundas de gµν y fµν . Esto permite definir un problema de Dirichlet para variaciones la

métrica y del tensor auxiliar. Veremos que es posible tener un principio variacional bien definido

para NMG si se asume que tanto las variaciones de gµν como de fµν están fijas en el borde.

Para ello será necesario introducir un término de Gibbons-Hawking generalizado que elimine las

derivadas normales al borde de las variaciones.

Para obtener el término de borde es necesario variar la acción (3.18) respecto a una solución de

las ecuaciones de movimiento. Dicha variación está dada por

δSNMG =
1

16πG

∫
Σ

d3x
√
−g∇µvµ , (3.21)

donde el vector vµ es

vµ = σwµ − 1

2
fwµ + fρσgµν∇ρ (δgσν)− 1

2
fρσ∇µ (δgρσ)− 1

2
fµνgρσ∇ν (δgρσ)

+
1

2

(
∇µfνρ − 2Dνfµρ + gµν∇ρf + gνρ∇σfσµ − gνρ∇µf

)
δgνρ , (3.22)

y donde se definió

wµ = gµν∇ρ(δgνρ)− gρσ∇µ(δgρσ) , (3.23)

que corresponde al vector que da la variación que aparece en GR.



Los términos problemáticos en (3.22) son los poseen derivadas normales de la métrica o del campo

auxiliar. Los términos proporcionales a δgµν no generan inconveniente alguno ya que δgµν = 0

en el borde.

Para poder obtener el término de borde debemos realizar una foliación de la variedad Σ en

superficies de r constante Σr. Para ello recurriremos a una expresión tipo-ADM de la métrica

ds2 = N2dr2 + γij
(
dxi +N idr

) (
dxj +N jdr

)
, (3.24)

donde N es la función lapse, Ni las funciones shift y γij la métrica inducida en Σr. También

hemos separado las coordenadas del bulk como xµ = (xi, r), donde xi son las coordenadas en las

superficies de r constante.

De acuerdo a la descomposición (3.24), el determinante de la métrica queda expresado como

√
−g =

√
−γ N . Teniendo esto en cuenta y utilizando el teorema de Stokes, la variación (3.21)

se lee

δSNMG =
1

16πG

∫
Σr

d2x
√
−γnµvµ ,

donde nµ es el vector unitario normal a Σr dado por nµdx
µ = N dr.

Un ingrediente fundamental para construir el término de borde es la curvatura extŕınseca. Re-

cordemos que la expresión de la misma es

Kµν = −1

2
(∇µnν +∇µnν) .

La parte relevante de la curvatura extŕınseca son sus componentes tangenciales

Kij = − 1

2N
(∂rγij −Dinj −Djni) ,

donde Di es la derivada covariante construida con γij .

Para hallar el término de borde adecuado va a ser conveniente elegir coordenadas adaptadas

al problema en cuestión, es decir, va a ser útil fijar parcialmente el gauge y elegir coordenadas

gaussianas N = 1 , Ni = 0. En estas coordenadas, la curvatura extŕınseca toma la forma Kij =

− 1
2∂rγij . Al final del d́ıa para poder deshacer el fijado del gauge reemplazamos − 1

2∂rγij por Kij

para obtener una expresión general. Dado que el tensor auxiliar fµν está presente en la variación



(3.21), también es necesario hacer una descomposición tipo 2 + 1 del mismo, esto es

fµν =

 f ij hj

hi s

 . (3.25)

Debemos remarcar, que la elección de las coordenadas gaussiana no implica necesariamente que

las componentes “no-diagonales” de fµν sean cero.

Ahora estamos en condiciones de hacer una evaluación más precisa de la variación de la acción

de NMG. Las componentes relevantes del vector vµ para el cálculo del término de borde son las

perpendiculares a las superficies de r constante, más precisamente, la componente vr. El cálculo

expĺıcito nos muestra que δSNMG está dado por la siguiente expresión

δSNMG =
1

16πG

∫
Σr

d2x
√
−γ
(

2σγijδKij + f ijδKij − f̃ γijδKij

)
,

donde f̃ ≡ γijfij .

Entonces el término generalizado de Gibbons-Hawking es

SGGH =
1

16πG

∫
Σr

d2x
√
−γ
(
−2σK − f̂ ijKij + f̂K

)
, (3.26)

donde hemos definido los tensores

f̂ ij = f ij + 2h(iN j) + sN iN j ,

ĥi = N(hi + sN i) ,

ŝ = N2s . (3.27)

La elección de estos tensores se basa en el pedido de que transformen covariantemente ante

difeomorfismos infinitesimales del borde, y que además se reduzcan a (3.25) cuando se eligen

coordenadas gaussianas (para más detalles referirse al Apéndice A de la referencia [HT10]).

El primer término en (3.26) corresponde al ya conocido término de Gibbons-Hawking. Los otros

dos términos provienen de las contribuciones de curvatura superior de NMG. El resultado de

GR se recupera tomando el ĺımite m → ∞, lo que es equivalente a hacer el reemplazo fµν = 0

(recordar la expresión on-shell de fµν (3.19)).



Por lo tanto, gracias a la introducción del término de borde (3.26) en la acción tenemos ahora un

principio variacional bien definido para NMG. Como dijimos anteriormente, dado que NMG en

su formulación original es una teoŕıa de derivadas superiores, no es suficiente con fijar condiciones

de tipo Dirichlet para las variaciones de la métrica, es necesario brindar más información sobre

las condiciones de borde. La información adicional que se debe dar se encuentra codificada en

el tensor auxiliar. Fijar δfµν = 0 en las hiper-superficies de r constante es lo que permite

que la acción sea estacionaria ante perturbaciones respecto a una solución de las ecuaciones de

movimiento.

3.3.2. Tensor de Brown-York en NMG

Habiendo obtenido el término de borde adecuado ahora estamos en condiciones de calcular el

tensor cuasi-local de Brown-York para NMG. Entonces, el tensor de enerǵıa-momento de Brown-

York puede obtenerse variando la acción (3.15) junto con el término de borde (3.26) respecto a

la métrica del borde γij

Tij =
2√
−γ

δS

δγij

∣∣∣∣∣
r=const

. (3.28)

Este tensor tiene dos contribuciones T ij = T ijEH + T ijNMG , una proveniente del término de GR y

otra del término cuadrático en la curvatura propio de NMG. Primero, tenemos el término de

Israel

T ijEH =
1

8πG
(Kij −Kγij) , (3.29)

y segundo, tenemos la contribución proveniente de los términos de curvatura superior [HT10]

T ijNMG = − 1

8πG

(
1

2
f̂Kij +D(iĥj) − 1

2
Drf̂ ij +K

(i
k f̂

j)k − 1

2
ŝKij (3.30)

−γij(Dkĥ
k − 1

2
ŝK +

1

2
f̂K − 1

2
Drf̂)

)
, (3.31)

donde los tensores con “sombrero” fueron definidos en (3.27) y la “derivada covariante-r” Dr se

define como

Drf̂ ij =
1

N

(
∂rf̂

ij −Nk∂kf̂
ij + 2f̂k(i∂kN

j)
)
, (3.32)

Drf̂ =
1

N

(
∂rf̂ −Nk∂kf̂

)
. (3.33)



Las cantidades Drf̂ ij y Drf̂ son combinaciones particulares que transforman como tensores ante

difeomorfismos infinitesimales del borde (nuevamente, para más información al respecto, referirse

al Apéndice A de la referencia [HT10]).

Como vimos en el caṕıtulo anterior, el tensor cuasi-local de Brown-York viene de la mano con

una definición de carga conservada asociada a vectores de Killing del borde [BY93]. Recordemos

que para obtener dicha carga es necesario hacer una foliación en superficies de tiempo constante

en Σr, esto es

dσ2 = γijdx
idxj = −N2

σdt
2 + ρ (dx+Nx

σdt)
2
, (3.34)

donde ρ es una métrica unidimensional, Nσ es la función lapse y Nx
σ es la función shift. Entonces,

la expresión para las cargas en el caso D = 3 es

Q[ξ] =

∫
∂Σ

dx ρ uiTijξ
j . (3.35)

donde ∂Σ = ĺım
r→∞

Σr es el borde del espacio6, ui es el vector unitario normal a la superficies de

t constante en ∂Σ, ξj es el vector de Killing del borde, i.e. Lξ[γij ] = 0. De aqúı en más, para no

recargar la notación, llamaremos Tij al tensor de enerǵıa-momentos del borde de NMG en lugar

de TNMG
ij . Como vimos en el caṕıtulo anterior, para obtener la masa del espacio-tiempo debemos

identificar el vector de Killing temporal con ξi = Nσu
i. Mientras que para el momento angular,

el vector de Killing tipo-espacio es simplemente ηi = δiϕ∂ϕ.

Debemos mencionar que, en general, las cargas conservadas en (3.35) no están bien definidas

y es necesario recurrir a algún mecanismo para regularizarlas. En general las divergencias son

infrarrojas y se encuentran relacionadas con el volumen infinito del espacio en cuestión, como en

el caso de espacios asintóticamente AdS3. Como veremos a continuación, las cargas conservadas,

una vez regularizadas mediante el proceso de renormalización holográfica, resultan proporcionales

a la carga central de la teoŕıa dual. Por lo tanto, en el punto cŕıtico c = 0 las cargas son finitas,

de hecho, son nulas.

3.3.3. Renormalización holográfica en NMG

El próximo paso hacia la definición del tensor de enerǵıa-momentos del borde es añadir contra-

términos para regularizar (3.30) en el ĺımite r → ∞. En espacios asintóticamente AdS3 esto se

6Para ser más precisos, en el caso de espacios AdS o asintóticamente AdS, el borde del espacio es en realidad
una clase conforme, es decir, es la métrica inducida en r constante en el ĺımite r → ∞ a menos de un factor
conforme.



logra mediante el proceso de renormalización holográfica, que implica agregar términos de borde

que solo involucran cantidades intŕınsecas del borde. Aqúı, tales términos son de la forma

SC =
1

8πG

∫
∂Σ

d2x
√
−γ
(
a0 + a1 f̂ + a2 f̂

2 + a3 f̂ij f̂
ij + . . .

+ b1 R̂+ b2 R̂+ b3 R̂ijR̂
ij + . . .

)
, (3.36)

los puntos suspensivos refieren a términos de orden superior tanto en curvaturas intŕınsecas R̂ij

como en tensores f̂ij . Desde el punto de vista del borde, estos términos pueden pensarse como los

contra-términos de la teoŕıa de campos dual; esto significa que el tensor de esfuerzos del borde

está definido al tomar el ĺımite r →∞ en el tensor mejorado

Tij → T ∗ij = Tij −
2√
−γ

δSC

δγij
, (3.37)

donde T ∗ij es el tensor de Brown-York renormalizado.

Anti-de Sitter Para ilustrar como funciona este procedimiento en NMG veamos primero el

caso de AdS3. La métrica de AdS3 está dada por

ds2 =
r2

`2
(−dt2 + dx2) +

`2

r2
.

En este caso la masa recibe contribuciones únicamente de la componente (t, t) del tensor de

enerǵıa-momentos

M =

∫
dxTtt = − 1

4G

(
σ +

1

2m2`2

)
r2 .

Como veremos más adelante, el coeficiente entre paréntesis es proporcional a la carga central

de la teoŕıa dual. Resulta claro de la expresión anterior que la masa diverge al tomar el ĺımite

r →∞. Para determinar el contra-término adecuado es necesario regularizar la acción de NMG

(3.18)-(3.26). Es sencillo ver que el contra-término que hace finita la acción on-shell es una

constante cosmológica de borde

SC = − 1

8πG`

(
σ +

1

2m2`2

)
. (3.38)

Entonces el tensor de esfuerzos renormalizado es

T ∗ij = Tij −
1

8πG`

(
σ +

1

2m2`2

)
γij ,



y la masa de AdS3 es

MAdS = 0 ,

que es el resultado esperado para el estado de vaćıo de AdS.

Es interesante corroborar que el tensor de enerǵıa-momentos (3.30) corresponde al valor de

expectación del tensor de esfuerzos de una CFT dual, tal y como sugiere la correspondencia

AdS/CFT

T ijBY

∣∣
∂Σ

AdS/CFT

≡
〈
T ijCFT

〉
.

Hay varias maneras de corroborar esto. Una forma es considerar transformaciones que dejan

invariante la forma asintótica de la métrica y que corresponden a transformaciones conformes

en el borde, y aplicarlas al tensor (3.30). Esto da lugar a un término anómalo, llamado derivada

Schwarziana, proporcional a la carga central de la CFT. Esto procedimiento fue realizado por

los autores de [HT10] y el resultado es

cNMG =
3`

2G

(
σ +

1

2m2`2

)
. (3.39)

Tomando el ĺımite m2 →∞ se recupera el resultado de GR cBH = 3`
2G .

Otra forma de obtener el valor de la carga central es mediante la anomaĺıa de traza. Dicho

cálculo, en el caso de NMG, fue realizado en [GGL11] y lo repasaremos a continuación.

Un resultado conocido de CFT en dos dimensiones es la relación existente entre el valor de

expectación de la traza del tensor de esfuerzos y el escalar curvatura del espacio curvo en el que

se encuentra definida la teoŕıa 〈
T i
i

〉
=

c

24π
R̂ .

Para chequear este resultado del “lado de gravedad” es necesario recurrir a la expansión de

Fefferman-Graham [FG85]

γij = r2γ
(0)
ij + γ

(2)
ij +

1

r2
γ

(4)
ij + . . . ,

donde los “coeficientes” γ(2k)

ij dependen únicamente de las coordenadas del borde (t, x). Para

calcular la traza del tensor de enerǵıa-momentos del borde es necesario evaluar las ecuaciones de

movimiento utilizando la expansión de Fefferman-Graham, más precisamente, es suficiente con

considerar las componentes (r, r) de (3.16) hasta el cuarto orden en la expansión para r grande.



Teniendo esto en cuenta se obtiene que

γijT ∗ij =
`

16πG

(
σ +

1

2m2`2

)
γijR̂ij =

c

24π
R̂ .

Esto da como resultado cNMG = 3`
2G

(
σ + 1

2m2`2

)
, que coincide exactamente con (3.39). Esto es

una confirmación de la interpretación holográfica del tensor de Brown-York, es decir, que el

mismo representa el valor de expectación cuántico del tensor de enerǵıa-momentos de la CFT

dual. Como mencionamos en el caṕıtulo anterior debemos resaltar el hecho de que, mediante un

cálculo puramente clásico en el bulk de AdS3, hemos podido obtener información cuántica de

una CFT2 dual. Este es uno de los aspectos más atrayentes de la correspondencia AdS/CFT.

Agujero negro BTZ Como un segundo ejemplo de aplicación, calcularemos la masa y el

momento angular del agujero negro BTZ en NMG.

Recordemos que la métrica del agujero negro BTZ está dada por el siguiente elemento de ĺınea

ds2 =

(
r2

`2
− 8GM +

16G2J2

r2

)−1

dr2 −
(
r2

`2
− 8GM

)
dt2 + 8GJdtdϕ+ r2dϕ2 . (3.40)

Este espacio satisface las condiciones asintótcas de borde de Brown-Henneaux [BH86]. Tanto la

acción como el tensor de enerǵıa-momentos del borde presentan la misma estructura de diver-

gencias que el espacio AdS3, por lo tanto, el contra-término requerido para hacer finita la acción

es el mismo (3.38). Entonces, la masa del agujero negro BTZ es

M =

(
σ +

1

2m2`2

)
M . (3.41)

Mientras que el momento angular es

J =

(
σ +

1

2m2`2

)
J . (3.42)

Notemos que tanto la masa como el momento angular del agujero negro BTZ son proporcionales

a la carga central (3.39). Entonces, las cargas conservadas en el punto cŕıtico cNMG = 0 son nulas.

También es interesante notar que en el ĺımite m2 →∞ se recupera el resultado de GR

Espacios de Lifshitz El último ejemplo de aplicación en NMG que veremos será el de los

espacios de Lifshitz [KLM08] y el agujero negro de Lifshitz z = 3 [ABGGH09].



Estos espacios fueron propuestos como duales gravitatorios de sistemas de materia condensada

con puntos fijos de Lifshitz en la referencia [KLM08]. Aqúı estudiaremos los análogos tridimen-

sionales de esos espacios.

Los espacio-tiempos de Lifshitz presentan invariancia de escala anisótropa ante

t→ λzt , x→ λx .

Los llamados espacios de Lifshitz son aquellos que realizan geometricamente la simetŕıa que

recién mencionamos

ds2 = −r
2z

`2z
dt2 +

`2

r2
dr2 +

r2

`2
d~x · d~x , (3.43)

donde ~x es un vector tipo espacio de (D − 2) dimensiones. Debemos notar que para z = 1 el

espacio (3.43) se reduce a AdSD. T́ıpicamente este tipo de geometŕıas requieren la adición de

materia “articial” en la teoŕıa, como por ejemplo formas diferenciales sin otra motivación que

la de soportar la solución [KLM08, BM09]. Por otro lado, NMG posee como soluciones de vaćıo

espacios de Lifshitz tridimensionales con exponente dinámico arbitrario. En este sentido, NMG

provee un escenario minimal en el cual estudiar holograf́ıa no-relativista para teoŕıas duales con

puntos fijos de Lifshitz, dado que no requiere la adición de materia y la teoŕıa es interesante en

śı misma al ser un modelo de gravedad consistente. La versión tridimensional de (3.43) como

solución de NMG fue hallada en la referencia [ABGGH09]. Para que satisfaga las ecuaciones

de movimiento (3.16), el radio de curvatura ` y el parámetro de masa m2 se relacionan con el

exponente dinámico z a través de

m2`2 =
1

2σ
(z2 − 3z + 1) , Λ`2 = −σ

2
(z2 + z + 1) . (3.44)

En el cálculo de la masa, la componente relevante del tensor de enerǵıa-momento es la (t, t)

Ttt = −
(
σ − z2 − 3z + 1

2m2`2

)
r2z

`2z+1
.

Es fácil ver que la integral que da el valor de la masa diverge para cualquier z > 0. Sin embargo,

el coeficiente entre paréntesis se anula on-shell gracias a las condiciones (3.44). Por lo tanto, en

el caso del espacio de Lifshitz no es necesario renormalizar la acción.

Es interesante notar que NMG no solo presenta soluciones de Lifsthiz sino que también soporta

agujeros negros de Lifsthiz con z = 3 [ABGGH09].



Para poder estudiar sistemas de materia condensada con puntos fijos de Lifshitz a temperatura

finita mediante técnicas holográficas, es necesario encontrar soluciones de agujero negro que

coincidan con el espacio de Lifshitz en la región asintótica. En [ABGGH09] se encontró un agujero

negro que es asintóticamente Lifshitz con z = 3. Recientemente se mostró que este es el único

agujero negro asintóticamente Lifshitz con exponente dinámico z 6= 1 en NMG7 [ABHJA14]. La

métrica de este agujero negro de Lifshitz con z = 3 está dada por el siguiente elemento de ĺınea

ds2 = −r
6

`6

(
1− M`2

r2

)
dt2 +

r2

`2
dx2 +

(
r2

`2
−M

)−1

dr2 .

La métrica de arriba resuelve las ecuaciones de movimiento de NMG (3.16) si los parámetros

satisfacen las siguientes relaciones

m2`2 =
1

2σ
, Λ`2 = −13σ

2
.

Estas condiciones son simplemente (3.44) evaluadas en z = 3.

Para regularizar la acción, en este caso no será suficiente con introducir una constante cosmológica

de borde, deberemos recurrir a otros contra-términos. La acción on-shell presenta divergencias

que no pueden ser removidas con un término de constante cosmológica de borde, razón por la

cual hay que recurrir a términos de orden superior. Una posible elección es la siguiente

SC =
1

8πG

∫
∂Σ

d2x
√
−h
(
α0 + α1f̂ + α2f̂

2
)
.

Debemos remarcar que el requerimiento de que la acción on-shell sea finita no fija uńıvocamente

los coeficientes α0, α1 y α2. En necesario recurrir a alguna otra información, por ejemplo, la

primera ley de la termodinámica. La temperatura y la entroṕıa del agujero negro (3.3.3) fueron

calculadas en [GTT11]. Entonces, si pedimos que la masa calculada sea consistente con T dS =

dM, obtenemos los siguientes valores para los coeficientes de los contra-términos

α0 =
15

4σ`
, α1 =

1

8`
, α2 = − σ

64`
.

En consecuencia el valor de la masa del agujero negro de Lifshitz es

M = −σM
2

4G
.

7Al menos para geometŕıas que puedan ser escritas como de una deformación de Kerr-Schild de un espacio de
Lifshitz.



Debemos resaltar que este cálculo de la masa no provee un chequeo independiente de la misma.

Resta hallar algún otro método para poder determinar un mecanismo que fije uńıvocamente los

contra-términos. Quizá nuevas soluciones asintóticamente Lifshitz, como por ejemplo un agujero

negro rotante, pueda dar indicios al respecto.

3.3.4. Inconsistencia de unitariedad bulk/boundary en NMG

Por último, repasaremos la llamada inconsistencia o desacuerdo entre las condiciones para sa-

tisfacer las condiciones de unitariedad tanto en el bulk como en el boundary. Para ello primero

consideraremos la linealización de la acción de NMG en su formulación de campo auxiliar (3.18).

Consideramos perturbaciones de la forma

gµν = ḡµν + κhµν , (3.45)

donde κ2 = 16πG y ḡµν representa la métrica del fondo (o de background) AdS3. El tensor de

Ricci y el escalar asociados a la métrica background están dados por

R̄µν = Rµν [ḡ] = 2Λḡµν , R̄ = ḡµνR̄µν = 6Λ .

Para espacios AdS tenemos que Λ = −1/`2 < 0.

Consideraremos una expansión del campo auxiliar fµν de la forma

fµν =
1

m2

(
Λ(ḡµν + κhµν)

)
− κkµν +O(κ2) , (3.46)

donde kµν representa una perturbación independientes de hµν .

Reemplazando las perturbaciones (3.45) y (3.46) en (3.18) obtenemos el siguiente lagrangiano

de segundo orden

L(2) = −Λ− 2m2σ

4m2
hµνGµν [h] + kµνGµν [h]− 1

4
m2(kµνkµν − k2) , (3.47)

donde Gµν es un operador diferencial lineal auto-adjunto definido por su acción sobre hµν

Gµν [h] =
1

2

(
∇̄hµν − 2∇̄(µ∇̄αhν)α + ∇̄µ∇̄νh− (∇̄2h− ∇̄ρ∇̄σhρσ)ḡµν

)
, (3.48)



donde ∇̄ son las derivadas compatibles con ḡµν y donde definimos hµν ≡ ḡµαḡνβhαβ y h ≡

ḡαβhαβ . En el caso en que Λ = 0 y ḡµν = ηµν el operador (3.48) coincide con (3.7).

Si asumimos que Λ 6= 2m2σ es posible diagonalizar el lagrangiano (3.47) realizando la siguiente

re-definición de campos

h̃µν = hµν −
2m2

(Λ− 2m2σ)
kµν .

En términos de h̃µν y kµν , el lagrangiano (3.47) es

L(2) = −Λ− 2m2σ

4m2
h̃µνGµν [h̃] +

2m2

(Λ− 2m2σ)

(
1

2
kµνGµν [k]− 1

4
M2

FP (kµνkµν − k2)

)
, (3.49)

donde la masa de Fierz-Pauli está dada por

M2
FP =

1

2
(Λ− 2m2σ) . (3.50)

El primer término en (3.49) es proporcional a la acción de Einstein-Hilbert linealizada respecto a

un background dado. El segundo término se reduce a la acción de Fierz-Pauli (3.5) para ḡµν = ηµν .

Es interesante notar que si Λ = 0 y ḡµν = ηµν , no es posible que los términos cinéticos de h̃µν y

kµν tengan el signo adecuado al mismo tiempo, sin embargo, como mencionamos anteriormente,

dado que GR en D = 3 no posee grados de libertad propagantes, es posible elegir σ de modo tal

que el campo de esṕın-2 no sea tipo-fantasma.

Volviendo al caso del background AdS3, para que la acción (3.49) sea unitaria debemos pedir

que sea libre de fantasmas (es decir, que tenga signo del término cinético adecuado) y libre de

taquiones (campos con masa negativa que satisfagan la condición de Breitenlohner-Freedman,

BF-bound en inglés). A su vez, si asumimos que la correspondencia AdS/CFT es válida para

NMG, la CFT2 dual también debe ser unitaria, lo que implica que la carga central (3.39) tiene

que ser positiva.

La ausencia de modos tipo-fantasma en (3.49) se logra pidiendo

m2(Λ− 2m2σ) > 0 , (3.51)

mientras que los taquiones se evitan si

M2
FP =

1

2
(Λ− 2m2σ) ≥ 0 . (3.52)



Del lado de la teoŕıa de campos la condición cNMG > 0 implica

c =
3`

2G

(
σ − Λ

2m2

)
> 0 . (3.53)

Es posible ver que las condiciones (3.51), (3.52) y (3.53) son mutuamente excluyentes. Por

lo tanto, no es posible lograr unitariedad a “ambos lados de la conjetura”; es decir, para la

teoŕıa de gravedad en AdS3 y en la CFT del borde al mismo tiempo. Esto es lo que se conoce

como inconsistencia de unitariedad entre el bulk y el boundary. Han habido diversos intentos de

suplementar la acción de NMG con términos con derivadas superiores con el objetivo de resolver

la incosistencia [ABM14, Sin10, Pau10], sin embargo, ninguno ha tenido éxito. En la próxima

sección veremos que existe una teoŕıa de bi-gravedad en 2 + 1 dimensiones que logra sortear este

problema.

3.4. Zwei-Dreibein Gravity (ZDG)

En esta sección describiremos la otra teoŕıa de gravedad en tres dimensiones en la cual nos

centraremos en la tesis. En este caso se trata de una teoŕıa de bi-gravedad, es decir, contiene

como entes dinámicos dos campos de esṕın-2 representados por dos dreibeine8. Estudiaremos la

teoŕıa tanto a nivel linealizado como a nivel no-lineal. También veremos la relación que existe

entre ZDG y NMG.

3.4.1. Bi-gravedad en tres dimensiones

Ahora pasemos a describir los principales aspectos de la teoŕıa Zwei-Dreibiein Gravity (ZDG)

propuesta en la referencia [BdHH+13].

ZDG es una teoŕıa cuya formulación natural en es términos en el formalismo de Cartan, utili-

zando formas diferenciales (para una breve pero concisa introducción al formalismo referise al

Apéndice J de libro de Carroll sobre GR [Car04]). ZDG es una teoŕıa de bi-gravedad cuyos cam-

pos dinámicos son dos dreibeine y dos conexiones de esṕın. Los dreibeine son 1-formas vectoriales

eI
a = eIµ

adxµ y las conexiones de esṕın son 1-formas tensoriales de rango-2 ω a
I b = ω a

I µ bdx
µ.

8En la formulación de primer orden utilizando formas diferenciales, es habitual nombrar a los vielbeine por su
dimensionalidad: en tres dimensiones dreibein (del alemán drei tres, en cuatro dimensiones vierbein, drei cuatro,
y aśı sucesivamente.



La 3-forma lagrangiana9 de ZDG es la siguiente10

LZDG = −MP

{
σe1 aR1

a + e2 aR2
a +

1

6
m2εabc

(
α1e1

ae1
be1

b + α2m
2e2

ae2
be2

c
)

− 1

2
m2εabc

(
β1e1

ae1
be2

c + β2e1
ae2

be2
c
)}

, (3.54)

donde hemos suprimido los śımbolos ∧ y donde todos los productos entre formas deben ser

entendidos como productos exteriores, i.e. va wb = va ∧ wb. También hemos reemplazado la

conexión de esṕın ω a
I µ b por su dual de Hodge, la 1-forma vectorial ωIµ

a = (1/2)εabcωIµ
bc. Este

reemplazo es una práctica habitual en el caso tridimensional. En lugar de las 2-formas tensoriales

para la curvatura (de rango 2) y para la torsión (rango 1), utilizaremos las 1-formas duales

RI
a = dωI

a +
1

2
εabcωI bωI c , TI

a = DIeIa ≡ deI
a + εabcωI beI c .

Los parámetros independientes en (3.54) son las dos constantes cosmológicas αI , las constantes

de interacción βI y la masa de Planck MP . El parámetro m2 es un parámetro de masa, que si

bien es redundante, es conveniente (entre otras cosas para tomar el ĺımite a NMG), y σ = ±1 es

un parámetro de signo.

El análisis hamiltoniano de la teoŕıa nos dice que, para valores arbitrarios de los parámetros β1

y β2, ZDG contiene tres grados de libertad, dos corresponden a un modos de helicidad ±2 de un

gravitón masivo y el restante grado de libertad es un modo potencialmente tipo-fantasma. Un

modo de evadir este problema es restringir el espacio de parámetros de la teoŕıa, por ejemplo,

eligiendo β2 = 0 y asumiendo la invertibilidad de e1 [DMZ13, BDP13, BHM+15]11.

Las ecuaciones de movimiento para e1
a, e2

a, ω1
a y ω2

a, habiendo asumido la invertibilidad de

e1
a y elegido β2 = 0, son

0 = σRa1 +
1

2
m2εabc

(
α1e

b
1e

c
1 − 2β1e

b
1e

c
2

)
, (3.55a)

0 = Ra2 +
1

2
m2εabc

(
α2e

b
2e

c
2 − β1e

b
1e

c
1

)
, (3.55b)

0 = T aI para I = 1, 2 , (3.55c)

9Si bien el término correcto es densidad lagrangiana, a veces nos referiremos a ésta simplemente como lagran-
giano.

10Aqúı εabc es el śımbolo de Levi-Civita con ε012 = 1, mientras que el tensor de Levi-Civita está dado por
εµνρ =

√
|g|εµνρ.

11Con el objetivo de eliminar del espectro los grados de libertad no deseados, es necesario generar nuevos
v́ınculos secundarios. Un modo de hacer esto es asumir la invertibilidad de la combinación lineal β1e1a + β2e2a.
Este requirimiento garantiza la aparición de v́ınculos secundarios adicionales. La elección que hacemos en este
trabajo (e1 invertible y β2=0) es un caso particular del caso anterior. Para más detalles al respecto referise a
[BHM+15].



respectivamente.

Notemos que las 2-formas de curvatura y de torsión satisfacen identidades de Bianchi

DIRIa = 0 , DITIa = εabcRI beI c .

Los términos cinéticos de e1 y e2 en (3.54) son invariantes bajo sus respectivos difeomorfismos

y sus transformaciones locales de Lorentz. Notemos que la presencia del término de interac-

ción rompe la simetŕıa al subgrupo diagonal correspondiente, dado por la identificación de los

parámetros de gauge de cada grupo.

Ahora repasaremos algunas soluciones de vaćıo de la teoŕıa. Entre otras, las soluciones corres-

pondientes a espacios maximalmente simétricos son de suma importancia, en especial el espacio

AdS. Asumiremos que ambos dreibeine son proporcionales al correspondiente a un espacio de

curvatura constante

e1
a = ēa , e2

a = γēa , ωI
a = ω̄a , (3.56)

donde γ es un parámetro de proporcionalidad entre los dos campos de esṕın-2. Los campos ēa

y ω̄a son el dreibein y la conexión de esṕın para una geometŕıa maximalmente simétrica con

constante cosmológica Λ y satisfacen las siguientes relaciones

dω̄a +
1

2
εabcω̄bω̄c −

1

2
Λεabcēbēc = 0 ,

D̄ēa ≡ dēa + εabcω̄bēc = 0 .

De hecho, es posible ver que (3.56) es una solución de las ecuaciones de movimiento (3.55) dado

que el parámetro de proporcionalidad γ y la constante cosmológica Λ cumplen

α1 = 2γβ1 − σ
Λ

m2
, γ2α2 = β1 −

Λ

m2
. (3.57)

Para valores genéricos de los αI y βI , las ecuaciones anteriores pueden ser resueltas para expresar

γ y Λ en términos de los parámetros de ZDG.



3.4.1.1. Ĺımite a NMG en ZDG

Otro aspecto interesante para destacar de ZDG es el hecho de que es posible obtener la acción

de NMG a partir un “flujo” particular en su espacio de parámetros. En nuestra convención para

los parámetros del lagrangiano de ZDG(3.54) el ĺımite a NMG es ligeramente diferente de la que

fue dada en [BdHH+13]. Para el seguir el “flujo” hacia NMG debemos tomar σ = −1 y realizar

las siguientes redefiniciones de campos

e2
a = γe1

a +
λ

m2
fa , ω2

a = ω1
a − λha . (3.58)

Entonces NMG puede ser obtenida del siguiente flujo

MP (λ) =
1

λ
M ′ , γ(λ) = 1 + σ′λ ,

α1(λ) =

(
6− Λ′

m2

)
λ+

2(1 + σ′λ)

λ
, β1(λ) =

1

λ
+ λ ,

α2(λ) =
1

λ
− 2σ′ , (3.59)

y tomando el ĺımite λ → 0. Aqúı σ′ es el nuevo parámetro de signo y Λ′ es la nueva constante

cosmológica. La 3-forma lagrangiana (3.54) toma la siguiente forma

LNMG = M ′
{
− σ′e1 aR

a
1 +

Λ′

6
εabce1 ae1 be1 c + haT

a
1 −

1

m2

(
faR

a
1 +

1

2
εabce

a
1f

bf c
)}

. (3.60)

La acción de arriba es la formulación “tipo-Chern-Simons” de NMG estudiada en [HRTZ12],

donde la masa de Planck está dada por M ′ = 1/(8πG).

A continuación procederemos a estudiar la teoŕıa de ZDG en el régimen lineal.

3.4.2. La teoŕıa linealizada

Ahora nos centraremos en la teoŕıa de ZDG a nivel linealizado respecto a un fondo de AdS.

Consideraremos perturbaciones pequeñas respecto de los dreibeine y las conexiones de esṕın de

AdS3 del siguiente modo

e1
a = ēa + κh1

a , ωI
a = ω̄a + κvI

a ,

e2
a = γ (ēa + κh2

a) ,



donde κ es un parámetro pequeño que controla la expansión. Los términos lineales en la expan-

sión de la densidad lagrangiana (3.54) se cancelan cuando se cumplen las relaciones (3.57). El

lagrangiano cuadrático para las fluctuaciones hI µ
a y vI µ

a está dado por

L(2) = −σMP

[
h1 aD̄v1

a +
1

2
εabcēa (v1 bv1 c − Λh1 bh1 c)

]
−γMP

[
h2 aD̄v2

a +
1

2
εabcēa (v2 bv2 c − Λh2 bh2 c)

]
− 1

2
m2γβ1MP ε

abcēa (h1 b − h2 b) (h1 c − h2 c) . (3.61)

Dado que σ + γ 6= 0, este lagrangiano puede ser diagonalizado mediante una redefinición de los

campos

(σ + γ)h+
a = σh1

a + γh2
a , h−

a = h1
a − h2

a ,

(σ + γ)v+
a = σv1

a + γv2
a , v−

a = v1
a − v2

a . (3.62)

En términos de esos campos el lagrangiano linealizado se convierte en

L(2) = −(σ + γ)MP

[
h+ aD̄v+

a +
1

2
εabcē

a
(
v+

bv+
c − Λh+

bh+
c
)]

− σγ

(σ + γ)
MP

[
h− aD̄v−a +

1

2
εabcē

a
(
v−

bv−
c − Λh−

bh−
c
)

+
1

2
M2

FP εabcē
ah−

bh−
c

]
,

(3.63)

que corresponde a un lagrangiano de Fierz-Pauli con y sin masa respectivamente, en formalismo

de Cartan. La masa de Fierz-Pauli MFP está dada en términos de los parámetros de ZDG

M2
FP = m2β1

(σ + γ)

σ
. (3.64)

Al resolver las ecuaciones de movimiento para v±
a en términos de las perturbaciones h±

a y

sustituyendo el resultado de nuevo en la densidad lagrangiana, podemos ver que (3.63) se reduce a

la suma de un lagrangiano de Einstein-Hilbert linealizado para h+µν = h+µaēν
a y un lagrangiano

de Fierz-Pauli para h−µν = h−µaēν
a, que describe dos modos de helicidad ±2 con masa MFP

en un fondo de AdS3.



3.4.3. Resolviendo la inconsistencia bulk/boundary

En la sección anterior hemos obtenido el lagrangiano linealizado de ZDG y hemos visto que es

equivalente a la suma del de Einstein-Hilbert a segundo orden en las perturbaciones y el de Fierz-

Pauli masivo. Para que la teoŕıa satisfaga las condiciones de unitariedad perturbativa debemos

estar seguros de que no posee modos tipo-fantasma ni taquiones. Es suficiente pedir que tanto

el coeficiente del término cinético en (3.63) como la masa de Fierz-Pauli (3.64) sean positivos.

Ambas condiciones se cumplen si

σ + γ > 0 . (3.65)

Por otro lado, asumiendo la validez de la conjetura AdS/CFT para ZDG, la teoŕıa de campos

dual también debe ser unitaria, lo que implica que la carga central tiene que ser positiva. En

la referencia [BdHH+13] se calculó el álgebra de cargas asintóticas12 dando por resultado dos

copias del álgebra de Virasoro con carga central

cZDG = 12π`MP(σ + γ) . (3.66)

La condición para que cZDG sea positiva es la misma que (3.65), por lo tanto, ZDG es capaz de

lograr unitariedad en el bulk y en el boundary al mismo tiempo. Esta teoŕıa constituye el primer

ejemplo tridimensional que logra resolver la llamada inconsistencia de unitariedad bulk/boundary,

haciendo de ZDG un modelo de gravedad sumamente interesante.

3.4.4. ZDG como una teoŕıa de un solo dreibein

Una observación interesante que debemos hacer, es que ZDG puede ser entendida como una teoŕıa

con un solo dreibein con un número infinito de términos de derivadas superiores [BGMR14]. El

hecho de que las teoŕıas de bi-gravedad puedan ser expresadas como teoŕıas con derivadas supe-

riores de una sola métrica fue observado por primera vez en la referencia [HSMvS15]. Debemos

notar que es posible despejar algebráicamente la ecuación de movimiento (3.55b) en favor de

e2. Usando la propiedad ερστR1στ
a = det(e1)e1

σ aG1
ρ
σ, podemos obtener la siguiente expresión

para e2

e2µ
a =

α1

2β1
e1µ

a +
σ

m2β1
S1µ

a , (3.67)

12Para más detalles acerca del cálculo referirse a la tesis doctoral de Wout Merbis [Mer14] Caṕıtulo 5.



donde S1µ
a ≡ S1µνe

ν a
1 , con S1µν = R1µν − 1

4R1g1µν el tensor de Schouten asociado a la

métrica g1µν ≡ e1µ
ae1 ν

bηab. Aqúı identificamos g1µν con la métrica f́ısica, dado que, como

dijimos anteriormente, hemos asumido que e1 es invertible. El campo e2 representa el contenido

de derivadas superiores de la teoŕıa, y puede ser interpretado como un “campo auxiliar”, en el

sentido de que podemos resolver las ecuaciones de movimiento (3.55a) de un modo algebráico en

favor de dicho campo. Es “auxiliar” del mismo modo en que el campo fµν lo es en la formulación

de segundo orden de NMG [HT10] (ver Sección 3.3.1).

Utilizando la relación (3.67) podemos resolver la ecuación de la torsión T a
2 = 0 para ω a

2 (e1)

como una serie de potencias formal en 1/m2

ω2µ
a =

∞∑
n=0

1

m2n
Ω(2n)
µ

a , (3.68)

y resolviendo T2
a = de2

a + εabcω2
be2

c = 0 orden por orden en 1/m2 tenemos que

Ω(0)
µ

a = ω1µ
a , Ω(2)

µ
a = −2σ

α1
C1µ

a ,

Ω(2k)
µ

a = − 2σ

α1
det(e1)−1ενρσεbcd

(
e1 ν

ae1µ
b − 1

2
e1 ν

be1µ
a

)
Ω(2k−2)
ρ

cS1σ
d , (3.69)

para k > 1. Aqúı C1µ
a ≡ C1µνe

ν a
1 y C1µν = det(e1)−1εµ

αβDαS1 βν es el tensor de Cotton

asociado a g1 µν . Este resultado nos permite escribir R a
2 como una serie en 1/m2

R2
a =

∞∑
n=0

1

m2n
R

(2n) a
2 , (3.70)

donde los coeficientes de la expansión están dados por

R
(0) a
2 = R1

a , R
(2) a
2 = −2σ

α1
DC1

a ,

R
(2k) a
2 = DΩ(2k) a +

1

2

k−1∑
i=1

εabcΩ
(2i) b Ω(2k−2i) c , (3.71)

con C1µ
a ≡ e1ν

aC1
ν
µ. La derivada covariante D está definida respecto a ω a

1 . Reemplazando

estas expresiones en las ecuaciones de movimiento (3.55b) obtenemos una ecuación diferencial

para e a1 como una serie de potencias formal en 1/m2. Debemos notar que las ecuaciones de

movimiento de ZDG escritas en términos de un solo dreibein involucran un número infinito de

términos con derivadas superiores. También debemos advertir que esta es una expansión formal

que en la mayoŕıa de los casos no es de mucha utilidad, a menos que seamos capaces de sumar los



infinitos términos involucrados. Como veremos más adelante, para ondas propagantes en AdS3

en la Sección 5.1 es posible resumar toda la serie a una expresión cerrada.

Por otro lado, las acciones con más de cuatro derivadas pueden, al contrario de ZDG, propagar

dos o más gravitones masivos (ver referencia [BdHM+12] por ejemplo). Sin embargo, en los

casos donde esto sucede, hay términos con más de cuatro derivadas actuando sobre la métrica.

Este no es el caso de ZDG, dado que Ω(2n) contiene contracciones del tensor de Cotton con

2n− 2 tensores de Schouten y por lo tanto la curvatura R2 es una serie infinita de términos que

son productos que tienen como mucho cuatro derivadas actuando sobre el tensor métrico. Las

ecuaciones de movimiento resultantes contienen un número infinito de derivadas, pero no más

de cuatro actuando sobre la métrica. También notemos que en el caso de un número infinito de

derivadas el problema de valores iniciales y el conteo de grados de libertad es sutil (para una

discusión al respecto ver por ejemplo [BK08]). La formulación de derivadas superiores de arriba,

por lo tanto, no está en contradicción con el hecho de que ZDG posee un solo gravitón masivo

que se propaga.

Es interesante mencionar que se ha intentado construir teoŕıas de gravedad en tres dimensiones

libres de fantasmas y de la inconsistencia de unitariedad entre el bulk y el boundary, mediante la

adición de términos de curvatura superior. Algunos ejemplos son las referencias [ABM14], [Sin10]

y [Pau10]. Sin embargo, esos intentos no han tenido éxito. Por lo tanto, la expansión (3.71) nos

sugiere que la única manera obtener una teoŕıa consistente de gravedad en AdS3 y de evadir el

conflicto bulk/boundary es mediante la adición de una torre infinita de términos con derivadas

superiores, los cuales se encuentran “codificados” en el campo auxiliar de esṕın-2 e2.

Vale la pena resaltar que las ecuaciones de movimiento con derivadas superiores para g1 hasta

orden 1/m2 pueden ser integradas a una acción si los parámetros de la teoŕıa satisfacen una

relación de consistencia con el ĺımite de NMG. Debemos remarcar que esto no significa que

ZDG con valores genéricos de sus constantes de acoplamiento es una completación con derivadas

superiores de NMG. Sin embargo, es interesante notar que, como veremos a continuación, la

acción al orden 1/m2 es precisamente la acción de NMG. En general, la interpretación de ZDG

como una teoŕıa de gravedad con derivadas de orden superior de una sola métrica, solo se

mantiene al nivel de las ecuaciones de movimiento sin campos de materia.

Otra relación entre NMG y ZDG Ahora veremos que hay otra manera de relacionar ZDG

con NMG haciendo uso de la expansión formal (3.71). Primero escribiremos la ecuaciones de



movimiento de ZDG como función de una sola métrica con contribuciones de términos de deriva-

das superiores hasta orden 1/m4. Esto puede obtenerse sustituyendo (3.70) con los coeficientes

(3.71) en la ecuación de movimiento (3.55b). La ecuación de movimiento está escrita en su forma

de segundo orden, utilizando como métrica gµν = e1µ
ae1 ν

bηab para subir y bajar ı́ndices. El

resultado es

0 =
√
−gMP

{(
1 +

α1α2σ

2β2
1

)
Gµν −

(
α2

1α2

4β2
1

− β1

)
m2gµν

+
1

m2
Eµν +

1

m4
Fµν +O

(
1

m6

)}
, (3.72)

donde aqúı y en lo sucesivo suprimiremos la etiqueta “1”. Los tensores simétricos Eµν y Fµν

poseen términos con cuatro y seis derivadas respectivamente

Eµν =− 2σ

α1

[
�Rµν −

1

4
(gµν�R+∇µ∇νR)− 3RµρR

ρ
ν + gµνRρσR

ρσ − 1

2
gµνR

2

+
3

2
RRµν

]
+

α2

2β2
1

[
gµνRρσR

ρσ − 5

8
gµνR

2 +
3

2
RRµν − 2RµρR

ρ
ν

]
, (3.73)

Fµν =
4

α2
1

{
∇ρ
[
S(µ

σ∇ν)Sρσ − S(µ|
σ∇ρS|ν)σ − Sρσ∇(µSν)σ + 2Sσµ∇[ρSσ]ν

+Sσρ∇σSµν ] +∇ρSλσ∇[λSρ]σgµν − 2∇ρSσν∇[σSρ]µ
}
. (3.74)

Queremos remarcar que al orden 1/m2 las ecuaciones de movimiento de arriba no pueden se

integradas a una acción, a menos que las siguientes relaciones entre los parámetros de ZDG se

cumplan

− σ

α1
=

α2

2β2
1

. (3.75)

Si los parámetros de ZDG se restringen de esa manera, entonces las contribuciones de orden 1/m2

en (3.73), pueden ser integrados a una acción proporcional a RµνR
µν − 3

8R
2. Esta combinación

de términos cuadráticos en la curvatura corresponden a la parte de derivadas superiores de la

acción de NMG. Esto no es una mera coincidencia como puede verse al tomar expĺıcitamente el

ĺımite a NMG. De hecho, luego de sustituir las parametrizaciones (3.59) en los coeficientes de

la ecuación (3.72), podemos ver los términos al orden 1/m4 escalean como λ y por lo tanto se



anulan en el ĺımite λ→ 0. Los coeficientes que sobreviven a dicho ĺımite son

MP

(
1 +

α1α2σ

2β2
1

)
= σ′ +O(λ) ,

−MP

(
α2

1α2

4β2
1

− β1

)
m2 = Λ0 +O(λ) ,

−MP
2σ

α1
= 1 +O(λ) ,

MP
α2

2β2
1

=
1

2
+O(λ) .

En particular, las dos últimas ecuaciones muestran que el ĺımite λ → 0 refuerza la relación

entre los parámetros (3.75) y es una consecuencia de las ecuaciones de movimiento de NMG

[BHT09a, BHT09b] que resultan de la ecuación (3.72) en el ĺımite λ→ 0

0 = σ′Gµν + Λ0gµν +
1

m2

[
�Rµν −

1

4
(gµν�R+∇µ∇νR)− 4RµρR

ρ
ν

+
9

4
RRµν +

3

2
gµνRρσR

ρσ − 13

16
gµνR

2
]
,

pueden ser integradas a una acción, incluso para las ecuaciones de movimiento de ZDG genéricas

(3.72) esto no es posible orden por orden en m2.

Notemos que la utilidad de la formulación en términos de derivadas superiores de ZDG depen-

derá fuertemente de la aplicación espećıfica en la que estemos pensando. En esta sección, hemos

utilizado dicha formulación para obtener las soluciones de onda AdS. Para otras aplicaciones,

como por ejemplo, en AdS/CFT, es necesario contar con una acción con un principio variacional

bien definido, razón por la cual debemos remitirnos a la formulación de primer orden con dos

dreibeine. Notemos que incluso si los términos de derivadas superiores pudieran ser integrados a

una acción, la formulación con derivadas superiores sigue siendo más útil para definir un principio

variacional bien definido, como es discutido en el caso de NMG en la referencia [HT10].

3.4.5. Auto-dualidad en ZDG

Para terminar este caṕıtulo veremos una curiosa relación que se da entre los dos campos de

esṕın-2 de la teoŕıa, una suerte de auto-dualidad entre la métrica asociada a e1 y a la “métrica”

asociada a e2.

Además de la relación (3.67) entre e a1 y e a2 y las correspondientes métricas g1µν = e a1 µe
b

1 νηab

y g2µν = e a2 µe
b

2 νηab, uno puede preguntarse si, para una clase particular de soluciones, existe



una transformación de coordenads que mapee g2 en g1 y viceversa. Vale la pena mencionar que

aqúı y en lo subsiguiente nos referiremos a g2 como una “métrica” dado que la forma que toma

por su relación con el dreibein respectivo recuerda a la de una métrica. Dado que únicamente

estamos asumiendo la invertibilidad de e1, g1 es la métrica f́ısica13. Si ambos campos de esṕın-2

tienen una interpretación geométrica, no es claro aún.

En esta sección analizaremos cuando ambas “métricas”, g1 y g2, están relacionadas por una

transformación de coordenadas y/o escala. Este suerte de “dualidad” entre los dos campos de

esṕın-2 ya fue descubierta en la llamada teoŕıa f − g [ISS71], donde las dos métricas (gµν y fµν)

representan la solución de Schwarzschild-(A)dS al mismo tiempo [ISS71]. En [Vol15], se halló una

solución de agujero negro con pelo asintóticamente (A)dS en la teoŕıa de bi-gravedad de Hassan-

Rosen [HR12] donde esta dualidad entre métricas ocurre. Todos los ejemplos recién mencionados

pertenecen a teoŕıas de bi-gravedad de cuatro dimensiones; sin embargo, también existen ejemplos

en tres dimensiones: en la referencia [BT09] se estudió la versión tridimensional de la teoŕıa f−g

y se encontraron soluciones de agujero negro asintóticamente AdS3 para ambas métricas. Por lo

tanto, es natural preguntarse si ZDG también posee este tipo de dualidad. En el caso particular

en el cual g1 es un espacio maximalmente simétrico, se cumple que R1µν = 2Λg1µν , y recurriendo

a la expresión (3.67) es inmediato que g2 debe ser proporcional a g1 on-shell. Este razonamiento

también es válido para el agujero negro BTZ, dado que es localmente equivalente a AdS3. Más

precisamente, si la métrica asociada a e1 está dada por

ds1
2 = −

(
r2

`2
−M

)
dt2 + 2Jdtdϕ+ r2dϕ2 +

(
r2

`2
−M +

J

4r2

)−1

dr2 ,

entonces, la “métrica” asociada a e2 viene dada por un factor conforme constante multiplicando

la métrica de BTZ

ds2
2 =

1

4m2`4β2
1

{
−
(r2

`2
−M

)
dt2 + 2Jdtdϕ+ r2dϕ2

+
(r2

`2
−M +

J

4r2

)−1

dr2

}
.

Este mismo comportamiento será observado más adelante para ondas propagantes en AdS3 (Sec-

ción 5.1), y en espacios de Lifshitz, Schrödinger y Warped AdS (Sección 5.2). Por lo tanto, en

ZDG tenemos un fenómeno de dualidad similar al encontrado en otras teoŕıas de bi-gravedad,

13En la nota al pie de página número 4 de la referencia [BGMR14] los autores dicen que es posible hallar la
inversa de e2 como una expansión en potencias de 1/m2. Por otro lado, incluso cuando la invertibilidad de e2 no
es impuesta como condición necesaria, veremos que las soluciones que encontramos aqúı para los dos campos de
esṕın-2 son invertibles.



es decir, los dos campos de esṕın-2 g1 y g2 representan el mismo tipo de geometŕıa. Más preci-

samente, lo que queremos decir es que, cuando una solución de uno de los dreibein representa

una geometŕıa dada, la solución del otro dreibein representa la misma geometŕıa a menos de di-

feomorfismos y redefiniciones de parámetros, si bien hasta el momento solo lo hemos chequeado

para espacios localmente AdS3.



Caṕıtulo 4

Espacios asintóticamente Anti-de

Sitter y sus deformaciones en

New Massive Gravity

En este caṕıtulo estudiaremos soluciones de New Massive Gravity (NMG) con dis-

tintas condiciones asintóticas de borde. En primer lugar, estudiaremos espacios con

condiciones de borde relajadas (respecto de las condiciones habituales de Brown-

Henneaux) que permiten incluir decaimientos logaŕıtmicos. Mediante el proceso de

renormalización holográfica adaptado al caso de NMG, podremos calcular las car-

gas conservadas asociadas utilizando el tensor de Brown-York de la teoŕıa. También

consideraremos geometŕıas que no tienden asintóticamente al espacio AdS y que son

útiles para explorar extensiones de AdS/CFT. En estos casos la receta de renormali-

zación holográfica no será completamente satisfactoria y discutiremos las dificultades

que aparecen en el cálculo de las cargas conservadas.

63



4.1. Deformaciones quirales en AdS

En esta sección consideraremos la teoŕıa de gravedad masiva conocida como New Massive Gravity

(NMG) en su versión “cŕıtica”; es decir, en la región del espacio de parámetros donde se anula

la carga central de la teoŕıa de campos dual. En ese punto del espacio de parámetros la masa

del gravitón también se hace cero, degenerando los gravitones masivos en los modos no-masivos

de Relatividad General (GR). Una consecuencia de esto es que la masa del agujero negro de

Bañados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) tiene masa y momento angular nulo. Esto pareceŕıa implicar

que la teoŕıa carece de soluciones con cargas no-nulas, sin embargo, si se eligen adecuadamente

las condiciones asintóticas de borde, es posible hallar deformaciones del agujero negro BTZ con

cargas conservadas no triviales. Estas condiciones de contorno resultan ser relajadas respecto de

las condiciones asintóticas de Brown-Henneaux [BH86]. El objetivo de esta sección es estudiar

de qué manera pueden ser relajadas las condiciones asintóticas de borde.

Un conjunto de condiciones de borde relajadas respecto de las de Brown-Henneaux [BH86] fueron

consideradas en la referencia [GJ08]. Estas condiciones de borde, conocidas como de Log-Gravity

contemplan términos subleading tipo logaŕıtmicos. Los modos que presentan este tipo de decai-

mientos son identificados como los duales gravitatorios de los llamados operadores logaŕıtmicos

de un tipo especial de CFT, las llamadas Logarithmic CFT (LCFT) [Gur93]. T́ıpicamente estos

modos logaŕıtmicos aparecen en teoŕıas de gravedad con derivadas superiores en puntos especia-

les del espacio de parámetros. En estos puntos, llamados cŕıticos, la carga central de la teoŕıa de

campos dual se anula.

En esta parte de la tesis consideraremos soluciones que satisfacen un conjunto de condiciones de

borde diferentes a las de Brown-Henneaux [BH86] y a las de Log-Gravity [GJ08]. Las condiciones

asintóticas que exploraremos en esta sección resultan ser una deformación de las de Brown

y Hennaux, pero de un tipo diferente ya que no solo relajan las componentes subleading de la

métrica sino que también modifican las partes leading-order de la misma. Debemos destacar que,

a pesar de que las condiciones de borde empleadas cambian drásticamente el comportamiento

asintótico, el tensor de enerǵıa momentos cuasi-local sigue estando bien definido en el borde del

espacio-tiempo y permite calcular las cargas conservadas asociadas a soluciones que satisfacen las

nuevas condiciones de borde. El tensor de enerǵıa-momentos cuasi-local para distintos tipos de

condiciones de borde de AdS3 deformadas ya ha sido calculado en la literatura, por ejemplo, en

las referencias [HT10, GL10, GGL11, CMT12, GG13], algunas de las cuales serán estudiadas más



adelante en esta tesis. Sin embargo, como ya hemos dicho, las condiciones asintóticas consideradas

aqúı exhiben un decaimiento substancialmente más débil.

Debemos mencionar que en esta sección tomaremos el parámetro de signo σ = 1, con lo cual la

acción de NMG queda escrita en su forma habitual

SNMG =
1

16πG

∫
Σ

d3x
√
−g

(
R+

1

m2

(
RµνR

µν − 3

8
R2
))

.

Como primer paso, recordemos cuál es el punto cŕıtico de NMG en espacios asintóticamente

AdS3. El espacio-tiempo de AdS3 puede escribirse en coordenadas estáticas como

ds2
AdS = −

(
r2

`2
+ 1

)
dt2 +

(
r2

`2
+ 1

)−1

dr2 + r2dϕ2 , (4.1)

con r ∈ R≥0, t ∈ R, φ ∈ [0, 2π). El borde del espacio-tiempo está ubicado en r = ∞. Para un

dado valor de la constante cosmológica Λ existen dos valores para el radio ` para los cuales AdS

es solución

`± = −Λ

2

(
1±

√
1− Λ

m2

)
.

De acuerdo con la conjetura AdS/CFT, si NMG formulada en AdS3 resulta ser un modelo

consistente, entonces debe existir una CFT bidimensional formulada en r = ∞, con cargas

centrales izquierdas y derechas iguales dadas por

c =
3`

2G

(
1 +

1

2`2m2

)
. (4.2)

Este valor de la carga central coincide con el de la anomaĺıa de traza de la CFT2 dual (ver

Sección 3.3.3).

Además, es posible añadir a la teoŕıa dada por SNMG + SΛ un término de Chern-Simons gravi-

tacional [DJT82b]

SCS =
1

32πGµ

∫
Σ

d3x εµνρΓβµα

(
∂νΓαρβ −

2

3
ΓανδΓ

δ
ρβ)

)
. (4.3)

En tal caso, las ecuaciones de movimiento adquieren un término adicional proporcional al tensor

de Cotton Cµν = 1
2ε

αβ
µ ∇αRβν + 1

2ε
αβ

ν ∇αRµβ con una constante de acoplamiento µ. Si este

término está presente, la carga central de la CFT dual cambia, tomando valores distintos para

los modos izquierdos y derechos c± = 3`
2G

(
1 + 1

2`2m2 ± 1
µ`

)
. Esto resulta en una anomaĺıa de



difeomorfismos en la teoŕıa del borde. La teoŕıa de Gravedad Quiral de [LSS08] corresponde al

caso µ` = 1 y 1/m2 = 0 y es fácilmente generalizada a valores de 1/m2 finito pidiendo c− = 0. Sin

embargo, en este caṕıtulo nos centraremos en el caso de NMG pura, es decir, tomando 1/µ = 0

en el punto del espacio de parámetros donde la carga central (4.2) se anula, más precisamente,

esto ocurre cuando la masa del gravitón adquiere el valor

m2 = − 1

2`2
. (4.4)

En este punto, NMG exhibe algunas peculiaridades. Por ejemplo, cuando se cumple la relación

(4.4) los agujeros negros de BTZ poseen cargas conservadas nulas. Sin embargo, debemos notar

que, a pesar de esto, existen soluciones en el punto c = 0 que poseen cargas conservadas no-

triviales [GL10]. En esta sección discutiremos soluciones de este tipo.

4.1.1. Condiciones asintóticas de borde

Como mencionamos anteriormente, un ingrediente importante para definir la teoŕıa son las con-

diciones de borde. Las condiciones asintóticas de Brown-Henneaux [BH86] quedan especificadas

al considerar deformaciones de la métrica de AdS3 de la forma

gµν = ḡµν + hµν ,

siendo ḡµν la métrica de AdS3 y hµν las perturbaciones que satisfacen el siguiente comportamiento

asintótico

htt ' O(1) , hrr ' O(r−4) , hϕt ' O(1) , (4.5)

hϕr ' O(r−3) , hϕϕ ' O(1) , hrt ' O(r−3) , (4.6)

donde O(r−n) refiere a funciones arbitrarias de ϕ y t cuyo decaimiento es igual o más rápido que

una potencia r−n para r grande; en particular, esto implica que

gtt = −r
2

`2
+O(1) , gϕϕ = r2 +O(1) . (4.7)

Este conjunto de condiciones incluye, en particular, a las soluciones de agujero negro BTZ.

Las condiciones de borde propuestas en [GJ08, GJ09] para la llamada Gravedad Logaŕıtmica

permiten un relajar las condiciones (4.7), al considerar decaimientos de la forma hij ' O(log(r))



con i, j = t, ϕ. Además, es posible definir otros conjuntos de condiciones de borde; ver, por

ejemplo, las referencias [LS09b, ABGH09, OTT09, HMT09]. Para poder distinguir cláramente

entre las distintas condiciones, a continuación resumiremos las distintas propuestas. Para ello,

consideraremos la siguiente forma para la métrica

ds2 = dρ2 + e2ρ γab dz
adzb , (4.8)

que recuerda a la expansión de Fefferman-Graham de GR [FG85], donde z± son direcciones nulas

(a, b = ±), y la expansión asintótica está dada por

γab(ρ) = γ
(0)
ab + e−2ρ γ

(2)
ab + e−4ρ γ

(4)
ab + . . . (4.9)

siendo γ
(n)
ab funciones de z+ y/o z− que no depeneden de ρ [Cun13].

En términos de (4.8)-(4.9), las condiciones de borde de Brown-Henneaux (4.5)-(4.6) se leen

γ
(0)
−− = γ

(0)
++ = 0 , γ

(0)
−+ = γ

(0)
+− = −1

2
. (4.10)

Para poder comparar las expresiones anteriores con (4.5)-(4.6), es necesario considerar el cambio

de coordenadas τ ≡ t/`2, ϕ ≡ φ/`, con z± ≡ τ ± ϕ y ρ ≡ log(r).

Las llamadas condiciones de borde relajadas de Log-Gravity [GJ08] corresponden a considerar

NMG en el punto m2`2 = −1/2 y suplementar la expansión (4.9) con un término adicional:

ρe−2ργ
(Log)
++ , manteniendo las condiciones (4.10). Dado que NMG es invariante ante paridad,

la versión (−−) de esas condiciones también existe [LS09a]. Cláramente, el comportamiento

asintótico con γ
(Log)
++ 6= 0 es más débil que las condiciones de borde Brown-Henneaux debido

a la existencia de un término en (4.8) que crece linealmente como ∼ O(ρ). En términos de la

coordenada radial r esto corresponde a un término de decaimiento logaŕıtmico ∼ O(log(r)).

Por otro lado, en la referencia [LS09b], se consideró la posibilidad de tener contribuciones a (4.8)

con un crecimiento cuadrático en la coordenada radial de la forma ∼ O(ρ2) ∼ O(log2(r)). Alĺı se

mostró que tal comportamiento es posible si se acopla NMG y TMG en un punto especial del

espacio de parámetros: m2`2 = 2µ` = 3/2. En dicho punto, es posible añadir a la expansión (4.9)

un término de la forma ρ2 e−2ρ γ
(Log2)
++ con γ

(0)
ab cumpliendo (4.10). Soluciones expĺıcitas de NMG

que satisfacen dichas condiciones de contorno fueron halladas en la referencia [ABGH09].



Un conjunto de condiciones de borde completamente diferente para NMG acoplada a TMG fue

propuesto en [OTT09], donde se mostró que la teoŕıa en el punto m2`2 = 1/2 con µ arbitrario,

admite la adición a (4.9) de un término de la forma e−ρ γ
(1)
+−. Este término crece rápidamente

para ρ grande y da lugar a correcciones del tipo ∼ O(eρ) ∼ O(r) para (4.8). El cálculo del tensor

de enerǵıa-momentos de soluciones que satisfacen este tipo de condiciones asintóticas y/o las

condiciones asintócias de Log-grav fue realizado, por ejemplo, en las referencias [HT10, GL10].

Es interesante comparar los comportamientos enumerados anteriormente con el nuevo tipo de

condiciones de borde propuestos por Compère, Song y Strominger en [CSS13] en el contexto de

GR en tres dimensiones acoplada a materia. Estas corresponden a considerar la expansión (4.9) y

relajar las condiciones (4.10) permitiendo que γ
(0)
++ = ∂+f(z+) 6= 0 con γ

(0)
−+ = γ

(0)
+− = −1/2 y γ

(2)
−−

fijo. Se mostró que estas condiciones de borde dan lugar a un álgebra de isometŕıas asintóticas

generada por el producto de una álgebra de Virasoro y un factor af́ın de Kac-Moody û(1). Las

simetŕıas conformes reducidas para TMG en AdS3 con condiciones de borde de quiralidad mixta

también fueron estudiadas en [HMT09].

Aqúı consideraremos un conjunto de condiciones de borde diferentes. Estudiaremos deformacio-

nes de las condiciones asintóticas de Brown-Henneaux (4.10) que corresponden a agregar a la

expansión (4.9) términos de la forma

ρe−2ργ
(Log)
++ + ργ

(New)
++ . (4.11)

Estas condiciones se reducen a las de Log-gravity solo en el caso γ
(New)
++ = 0. Mientras que en

el caso en que dicho término está presente, la métrica (4.8) adquiere una dependencia del tipo

∼ O(ρe2ρ) ∼ O(r2 log(r)). Notemos que, al contrario de las condiciones de Brown-Henneaux y

de Log-gravity, los términos (4.11) cambian el comportamiento del orden dominante (4.7). De

hecho, (4.11) permite cambiar (4.7) por

gtt ' −
r2

`2
log(r)− r2

`2
+O(log(r)) .

Algo similar ocurre para gϕϕ. Este tipo de condiciones de borde fueron estudiadas en [HMT09]

para TMG, donde se mostró que las mismas son consistentes con la simetŕıa conforme en el borde.

Soluciones expĺıcitas que satisfacen esas condiciones asintóticas fueron analizadas en [GGV09,

Cle09a]. En la próxima sección revisaremos ese tipo de soluciones en el caso de NMG.



4.1.2. Soluciones no lineales: Deformando la solución BTZ

Ahora nos centraremos en el estudio de soluciones de NMG que satisfacen las condiciones asintóti-

cas de borde discutidas anteriormente. Para ello, primero consideraremos la solución de BTZ

rotante extremal

ds2
eBTZ = −

(
r2

`2
− 4GM

)
dt2 − 4GM`dtdϕ+ r2dϕ2 +

(
r2

`2
− 4M +

4G2M2`2

r2

)−1

dr2 , (4.12)

con r ∈ R≥0, t ∈ R y φ ∈ [0, 2π). Para M > 0 esta métrica posee un horizonte de eventos

en r = `
√

2GM . Al ser un espacio de Einstein con constante cosmológica negativa en tres

dimensiones, la geometŕıa del BTZ es localmente equivalente a AdS3 y es asintóticamente AdS3

en el sentido estricto de [BH86]. En el caso de GR, el parámetro M en (4.12) corresponde a la

masa y al momento angular del agujero negro rotante extremal J = M`. En el caso de TMG en

el punto quiral µ` = 1, por el contrario, la masa de dicha solución es cero, y lo mismo sucede en

NMG en el punto m2`2 = −1/2 donde c = 0.

Ahora, consideremos una deformación del BTZ extremal (4.12) de la forma

ds2 = ds2
eBTZ +Habdz

adzb , (4.13)

donde z± son las coordenadas nulas introducidas anteriormente con a, b = +,−, y Hab son tres

funciones de las coordenadas z± y r. La expansión asintótica de Hab para r grande determina

las condiciones asintóticas de borde.

Una solución exacta de NMG en el punto m2`2 = −1/2 (c = 0) está dada por la deformación

Hab(r) = `4δ+
a δ

+
b

(
k0 + k2r

2
)

log

(
r2 − 2GM`2

2GM`2

)
, (4.14)

donde k0 y k2 son dos constantes arbitrarias.

La geometŕıa (4.12)-(4.14) no es conformemente plana, razón por la cual, no es una variedad de

Einstein; sin embargo, presenta invariantes de curvatura constantes que dependen sólamente del

parámetro `. En general, la función (4.14) diverge en r = `
√

2GM , salvo en caso k0 = −2GM`2k2,

que será abordado más adelante.

Es interesante mencionar que existen soluciones similares a (4.12)-(4.14) para NMG acoplada a

TMG en el punto quiral c− = 0. Para el caso de NMG puro, i.e. 1/µ = 0, dado que la teoŕıa es



invariante de paridad, la geometŕıa (4.12)-(4.14) sigue siendo solución si se realizan los cambios

Nφ → −Nφ y z± → z∓. Métricas del tipo (4.12)-(4.14) han sido estudiadas en las referencias

[GGV09, Cle09a], y soluciones localmente equivalentes a ellas han aparecido, por ejemplo, en

[GPS08, ABGH09].

4.1.3. Cargas conservadas

Ahora nos abocaremos al cálculo de las cargas conservadas de las soluciones encontradas en la

sección anterior. Para ello utilizaremos el método del tensor cuasi-local de esfuerzos de Brown-

York para NMG que repasamos en la Sección 3.3.1. Recordemos entonces la definición del tensor

de Brown-York en NMG realizada en [HT10]. Este tensor se obtiene al variar la acción completa

de la teoŕıa, términos de bulk y de borde, respecto a la métrica del borde γij . Para el caso de

NMG se obtienen dos contribuciones, una proveniente del término de Einstein-Hilbert y otra de

la parte cuadrática en la curvatura

Tij =
2√
−γ

δS

δγij

∣∣∣
r=const

= T EH

ij + TNMG

ij . (4.15)

La forma expĺıcita de T EH
ij y TNMG

ij ya fue dada en la Sección 3.3.1. El tensor de esfuerzos del

borde se obtiene al tomar el ĺımite r → ∞, el cual suele divergir a menos que se utilice algún

método de regularización como la renormalización holográfica discutida en el caṕıtulo anterior

(ver Sección 3.3.1).

Dado el tensor Tij , las cargas conservadas se definen de acuerdo a la siguiente integral [BY93]

Q[ξ] =

∫
ds uiTijξ

j ,

donde ds es el elemento de ĺınea de las superficies de t constante en el borde, u es el vector unitario

ortogonal a las superficies de t constante y ξ es el vector de Killing que genera la isometŕıa en

∂Σ a la que la carga está asociada. En el caso de la masa, las componentes de este vector son

ξi = Ntu
i, donde la función N t es la función lapse de la métrica bidimensional inducida en el

borde en términos de la descomposición ADM de la misma.

Ahora vamos a calcular las cargas asociadas a las soluciones (4.12)-(4.14). La acción on-shell

de la teoŕıa diverge como ∼ c r2 + O(1) para valores grandes de r. Sin embargo, dado que las

deformaciones del BTZ extremal en las que estamos interesados ocurren en el punto cŕıtico de la

teoŕıa, es decir, cuando 2m2`2 = −1⇒ c = 0; por lo tanto, la acción on-shell asociada es finita



y no es necesario emplear ningún método de renormalización. Entonces, la carga conservada

asociada a ξ = Ntu es

Q[Ntu] = ĺım
r→∞

2(k0 + 2GM`2k2)

1 + `2k2 log(r2/(2GM`2))
;

la cual tiene a cero si k2 6= 0 y tiende a 2k0 si k2 = 0. Sin embargo, esta no es la definición de

la enerǵıa cuasi-local que queremos para las configuraciones con k2 6= 0. En cambio, preferimos

definir la masa con respecto al vector de Killing del borde ξ = ∂t. La masa asociada a este vector

es

Q[∂t] = 2(k0 + 2GM`2k2) . (4.16)

Para k2 = 0 tenemos que Q[∂t] = 2k0. Este resultado coincide con el hallado en [GL10], mientras

que para k2 6= 0 da una contribución finita a la masa proporcional al parámetro M de la solución

de BTZ extremal. Notemos que si k2 = 0 entonces Ntu tiende a ∂t cuando r tiende a infinito.

El momento angular, por otro lado, es la carga asociada al vector de Killing ∂ϕ, y está dado por

Q[∂ϕ] = 2(k0 + 2GM`2k2)` . (4.17)

Nuevamente, para k2 = 0 se reobtiene el mismo resultado de cálculos previos [GL10], mientras

que la carga recibe una corrección cuando el término O(r2 log(r)) está presente. Esto significa

que las soluciones tienen masa igual a su momento angular para todos los valores de k0, k2 y M .

Es interesante destacar el hecho de que NMG en el punto cŕıtico m2`2 = −1/2 (i.e. c = 0) posea

soluciones a nivel no-lineal que exhiben un comportamiento asintótico de este tipo, siendo este

tan drástico que incluso altera los términos dominantes de la expansión para r grande de la

métrica y, que a su vez, posean cargas conservadas finitas.

También vale la pena mencionar que los dos términos que contribuyen a la masa (4.16) y al

momento angular (4.17) provienen de contribuciones distintas en la expansión asintótica de

(4.14); mientras que la parte que depende de k0 proviene de O(log(r)), que es consistente con las

condiciones de borde de Log-gravity ; la segunda parte viene de la nueva dependencia O(r2 log(r)).

Es notable que este último término depende tanto de k2 como de M .

Hay un caso especial que debemos mencionar, y es en el cual la deformación (4.14) se anula en

r2 = 2GM`2; es decir, cuando k0 = −2GM`2k2. Con esta elección de los parámetros, la solución

posee algunas caracteŕısticas especiales; por ejemplo, el potencial efectivo de las geodésicas no

diverge. Es notable que en este caso las cargas (4.16) y (4.17) se anulan.



La existencia de este tipo de soluciones que presentan un comportamiento asintótico tipo AdS re-

lajado, nos sugiere que NMG proporciona un modelo de gravedad tridimensional interesante para

estudiar extensiones de la correspondencia AdS/CFT. Como ya mencionamos en la introducción,

otros casos de interés lo proveen geometŕıas no-AdS, siendo un de los casos más estudiados el de

los espacios Warped AdS, los cuales serán estudiados a continuación.

4.2. Espacios Warped Anti-de Sitter (WAdS)

Ahora procederemos a estudiar los espacios WAdS3 tipo-espacio en NMG. Como dijimos en la

Sección 2.5.2 los espacios WAdS3 son deformaciones tipo estiramiento o compresión de AdS3

[BS06, ALP+09], y se encuentran parametrizados por una constante ν

ds2 =
`2

ν2 + 3

(
− cosh2 σ dτ2 + dσ2 +

4ν2

ν2 + 3
(du+ sinhσ dτ)2

)
. (4.18)

Como ya mecionamos, conocer el grupo de simetŕıas es un paso escencial a la hora de formular la

dualidades holográficas. En el caso de WAdS3 el grupo de isometŕıas del bulk es SL(2,R)×U(1),

mientras que el grupo de simetŕıas asintóticas está dado por un producto semi-directo de un

álgebra de Virasoro y un álgebra de Kač-Moody (ver las referencias [CD09b] y [DG15] para los

casos de TMG y NMG respectivamente). En [DHH12] se mostró que, bajo ciertas condiciones, la

simetŕıa resulta ser suficiente para constreñir la teoŕıa dual y extraer información f́ısica relevante

de ella. La descripción holográfica de la termodinámica de agujeros negros en WAdS3 llevada

a cabo en [DHH12] es una realización notable de esta idea. La teoŕıa construida en [HR15]

constituye un ejemplo expĺıcito de la misma idea.

A continuación veremos que existen agujeros negros asintóticamente WAdS3 tipo-espacio, los

cuales proveen un escenario ideal para explorar la posibilidad de extender las ideas de holograf́ıa

a este tipo de geometŕıas con la menor cantidad de modificaciones posibles.

4.2.1. Agujeros negros asintóticamente WAdS3

Una de las propiedades más atractivas de los espacios WAdS es que admiten agujeros negros que

son asintóticamente WAdS, que a su vez son cocientes discretos de WAdS3, tal y como el agujero

negro de Bañados-Teitelboim-Zanelli (BTZ) es un cociente de AdS3. La existencia de agujeros



negros en WAdS3 es muy interesante, dado que en el marco de la correspondencia WAdS3/CFT2,

da la posibilidad de estudiar la f́ısica de agujeros negros en un nuevo contexto.

La métrica de los agujeros negros en WAdS3 está dada por

ds2 = dt2 +
(

2νr −
√

(ν2 + 3)r+r−

)
dtdϕ+ `2

(
(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)

)−1
dr2

+
r

4

(
3(ν2− 1)r + (ν2 + 3)(r+ + r−)− 4ν

√
r+r−(ν2 + 3)

)
dϕ2 , (4.19)

donde t ∈ R, la coordenada angular ϕ ∈ [0, 2π), siendo identificada como ϕ ∼ ϕ+ 2π y r ∈ R≥0.

Los parámetros r+ y r− son constantes de integración que, para r+ ≥ r− ≥ 0, representan los

horizontes externo e interno respectivamente. Soluciones del tipo (4.19) tienden asintóticamente

al espacio WAdS3 estirado tipo-espacio para valores grandes de r. La métrica (4.19) puede ser

escrita en su forma ADM

ds2 = −N2
t dt

2 + ρ2 (dϕ+Nϕdt)
2

+ `2(4ρ2N2
t )−1dr2 , (4.20a)

donde

ρ2 =
r

4
(3(ν2 − 1)r + (ν2 + 3)(r+ + r−)− 4ν

√
r+r−(ν2 + 3)) , (4.20b)

N2
t =

(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)

4ρ2
, (4.20c)

Nϕ =
2νr −

√
(ν2 + 3)r+r−
2ρ2

. (4.20d)

Como mencionamos anteriormente, los agujeros negros en WAdS3 son identificaciones precisas

del espacio WAdS3 [ALP+09]. Es decir, la geometŕıa del agujero negro (4.19) se obtiene al

realizar un cociente del espacio WAdS3 por un grupo discreto de SL(2,R) × U(1), mediante la

identificación de puntos en la variedad original a lo largo de la dirección ∂ϕ = πl(J2/βL− J̄2/βR)

con J2 ∈ SL(2,R) y J̄2 ∈ U(1), y βL,R ∈ R. Esto nos permite definir temperaturas izquierda y

derecha como la inversa de los peŕıodos βL,R; es decir

TL = β−1
L =

(ν2 + 3)

8π`2
(r+ + r− −

1

ν

√
(ν2 + 3)r+r−) ,

TR = β−1
R =

(ν2 + 3)

8π`2
(r+ − r−) .

Las transformaciones de coordenadas que relacionan el agujero negro (4.19) con el espacio WAdS3

(4.18) se encuentran la Sección 5.2 de la referencia [ALP+09].



La geometŕıa local de los agujeros negros (4.19) es notablemente simple debido a que son lo-

calmente equivalentes al espacio WAdS3, sin embargo, poseen una rica estructura causal. En

particular, los escalares de curvatura resultan ser independientes de las constantes de integra-

ción r±. Es más, los invariantes de curvatura son constantes, dependiendo únicamente de los

parámetros ν y `

R = − 6

`2
, RµνR

µν =
6

`4
(3− 2ν2 + ν4)

RµνR
ν
ρR

ρµ = − 6

`6
(9− 9ν2 + 3ν4 + ν6) .

Como veremos, la simplicidad de la geometŕıa de los agujeros negros WAdS3 es, paradójicamente,

lo dificulta tratar con ellos.

En [Cle09b] fue mostrado que los agujeros negros WAdS3 (4.19) resuelven las ecuaciones de

movimiento de NMG si los parámetros de la teoŕıa satisfacen las siguientes relaciones

m2 = − (20ν2 − 3)

2`2
, Λ = −m

2(9− 48ν2 + 4ν2)

(9− 120ν2 + 400ν4)
. (4.21)

El mismo tipo de soluciones fue estudiado en [Ton10] para el caso de NMG acoplada a TMG.

Se puede calcular la entroṕıa del agujero negro WAdS3 en NMG utilizando la fórmula de Wald

[Wal93], de la cual obtenemos la siguiente expresión

S =
8πν3

(20ν2 − 3)G

(
r+ −

1

2ν

√
(ν2 + 3)r+r−

)
. (4.22)

Debemos remarcar que la entroṕıa resulta proporcional a TL +TR, lo que significa que puede ser

escrita como una fórmula de Cardy

S =
π2`

3
c(TL + TR)

donde c es independiente de r±. Por lo tanto, es posible identificar la carga central de la teoŕıa

conforme dual

c =
96ν3`

(20ν4 + 57ν2 − 9)G
. (4.23)

Notemos que, en el ĺımite ν → 1, la carga central c tiende al valor correspondiente de AdS3,

c = 24`/(17G); recordemos que en NMG la carga central de Brown-Henneaux cBH = 3`/(2G)



aparece multiplicada por un factor 1+1/(2m2`2) y, de acuerdo con (4.21), para ν = 1 corresponde

m2`2 = −17/2.

4.2.2. Tensor de Brown-York y cargas conservadas

Ahora, nos centraremos en la evaluación del tensor cuasi-local de Brown-York en la métrica del

agujero negro WAdS3 tipo-espacio. Para ello necesitamos utilizar la descomposición ADM de la

métrica (4.19). Entonces haremos una foliación en superficies de r constante, más precisamente

ds2 = N2dr2 + γij(dx
i +N idr)(dxj +N jdr) , (4.24)

donde N2 es la función radial lapse, N i son las funciones shift y γij es la métrica bidimensional

sobre las superficies de r constante. En el caso de espacios asintóticamente AdS3 la expansión de

Fefferman-Graham [FG85] restringe la dependencia en la coordenada radial en γij y es consistente

con las condiciones asintóticas de borde de Brown-Henneaux [BH86]. Para el caso de espacios

asintóticamente WAdS3, las condiciones de borde apropiadas en TMG fueron estudiadas en

[CD09b, CD09a, BC09b, BC09a, HMT11]; en particular, se mostró que la teoŕıa admite más de

un conjunto de condiciones de borde consistentes [HMT11], todas ellas definidas de tal modo que

el agujero negro (4.19) esté contenido. Aqúı, asumiremos ese tipo de comportamiento asintótico.

Más precisamente, consideraremos perturbaciones de la configuración con r± = 0 de la forma

ds2 = dt2 + 2νrdtdϕ+
`2dr2

r2(ν2 + 3)
+

3r

4
(ν2 − 1)dϕ2 + hµνdx

µdxν ,

donde hµν satisface las condiciones de borde

hrr ' O(r−3) , hϕϕ ' O(r) ,

htϕ ' O(1) , htt ' O(r−3) .

4.2.2.1. Contra-términos

Para obtener un tensor de enerǵıa-momentos cuasi-local de Brown-York bien definido en el ĺımite

r →∞, es necesario introducir contra-términos en la acción de NMG con el objetivo de hacerla

finita. En espacios asintóticamente AdS, esto se logra mediante el proceso de renormalización

holográfica [dHSS01, BK99], que nos dice que para obtener una acción on-shell bien definida



debemos agregar términos de borde construidos únicamente con cantidades intŕınsecas. Como

vimos en la Sección 3.3.1 Tales términos son de la forma

SC =
1

8πG

∫
∂Σ

d2x
√
−γ(a0 + a1 f̂ + a2 f̂

2 + b2 f̂ij f̂
ij + . . .) , (4.25)

donde los puntos suspensivos se refieren a términos de mayor orden en curvaturas intŕınsecas R̂ij

o tensores f̂ij . Desde el punto de vista de la teoŕıa dual, estos términos son interpretados como

contra-términos para renormalizar la teoŕıa campos efectiva. El tensor de enerǵıa-momentos del

borde queda entonces definido al tomar el ĺımite r →∞ del tensor cuasi-local mejorado de NMG

con los contra-términos

Tij → T ∗ij = Tij −
2√
−γ

δSC

δγij
. (4.26)

La elección de los contra-términos (4.25); es decir, la elección de los coeficientes ai, bi, está par-

cialmente determinada por el requerimiento de que la acción on-shell sea finita. Llegados a este

punto, es importante mencionar una peculiaridad del espacio WAdS3, y es el hecho de que estos

no admiten sección eucĺıdea real. Por lo tanto, se debe establecer de forma precisa a que nos

referimos cuando pedimos que la acción sea finita. Aqúı eludiremos este problema argumentando

que nos enfocaremos en soluciones estacionarias, por lo tanto, pediremos que la acción lorentzia-

na integrada en un intervalo finito de tiempo no diverja. Esto se logra al pedir que el coeficiente

de la constante cosmológica de borde tome el siguiente valor

a0 = −8ν2
√
ν2 + 3

(20ν2 − 3)`
. (4.27)

Sin embargo, uno puede preguntarse si (4.27) es la única elección posible. La respuesta es afirma-

tiva: al contrario de lo que sucede con otras soluciones de gravedad masiva, como las encontradas

en las referencias [OTT09, ABGGH09], cuyos tensores de esfuerzos del borde pueden ser regu-

larizados introduciendo contra-términos adicionales, en el caso de WAdS, la simplicidad de su

geometŕıa conspira en nuestra contra. Para WAdS3 algunos de los invariantes locales que tenemos

son

f̂ = − 2ν2

m2`2
, f̂ij f̂

ij =
2

m4`4
(9− 18ν2 + 10ν4) ,

f̂ij f̂
j
k f̂

ki = − 2ν2

m6`6
(27− 54ν2 + 28ν4) .



Podemos ver que todos los términos son constantes, por lo tanto, del reducido menú de contra-

términos que tenemos a disposición, solo hay una opción independiente (4.27), ya que todas las

opciones son equivalentes a una constante cosmológica de borde. A esto es a lo que nos refeŕıamos

anteriormente diciendo que la simplicidad de la geometŕıa de los agujeros negros WAdS3 es uno

de los aspectos que dificultan la regularización de su tensor de esfuerzos.

Debemos remarcar que el contra-término (4.27) es consistente con el hecho de que el agujero

negro WAdS3 (4.19) se reduce al agujero negro BTZ (2.18) (en un sistema de coordenadas

rotante) cuando ν = 1. Para ν = 1 tenemos que a0 = −16/(17`), que es el valor esperado para

el caso en el que no hay deformación y el espacio WAdS3 se reduce a AdS3. Recordemos que

m2 = −(20ν2− 3)/(2`2), entonces para ν = 1 tenemos m2`2 = −17/2; por otro lado, en NMG el

contra-término necesario para regularizar el tensor de enerǵıa-momentos del borde en AdS3 es

un término de constante cosmológica de borde cuyo coeficiente es a0 = −(1 + 2m2`2)/(2m2`3) =

−16/(17`).

4.2.2.2. Enerǵıa cuasi-local

Procederemos ahora a calcular las cargas conservadas asociadas a la solución (4.19). Habiendo

mejorado el tensor de esfuerzos del borde (4.26) la adición de contra-términos de borde SC

(4.25)-(4.27), es posible definir las cargas conservadas del siguiente modo

Q[ξ] =

∫
ds uiT ∗ijξ

j , (4.28)

donde ds es el elemento de ĺınea de las superficies de t constante en el borde, u es el vector unitario

ortogonal a las superficies de t constante y ξ es el vector de Killing que genera la isometŕıa en

∂Σ a la que la carga está asociada. En el caso de la masa, las componentes de este vector son

ξi = Ntu
i, donde la función Nt es la función lapso (4.20c). Esto define la densidad de enerǵıa;

ver discusiones al respecto en [BY93, BK99]. De la métrica (4.20) podemos ver que el elemento

de ĺınea en el que estamos interesados es simplemente ds = ρdϕ.

Antes de continuar con el cómputo de las cargas conservadas, haremos un comentario acerca de

la finitud de las mismas. Si bien el contra-término (4.27) es suficiente para hacer que la acción

on-shell sea finita, esto no necesariamente implica que el tensor de enerǵıa-momentos del borde

también lo sea. De hecho, se puede verificar expĺıcitamente que la inclusión del término de borde

(4.27) no regulariza todas las componentes del tensor T ∗ij . Sin embargo, resulta que la carga



conservada asociada al vector de Killing ξ = Ntu evaluada en el borde r = ∞ es finita, dando

como resultado

M =
ν2(ν2 + 3)

2(20ν2 − 3)`G

(
r+ + r− −

1

ν

√
(ν2 + 3)r+r−

)
. (4.29)

Este resultado concuerda con el obtenido en [Cle09b, Ton10, NPY10] a menos de un factor

1/2. La finitud de la carga (4.29) se sigue de cancelaciones que ocurren en cerca del borde, i.e.

r →∞. Esto puede ser chequeado en la expansión para r grande de las componentes del tensor

de enerǵıa-momentos del borde

T ∗tt ' t
(0)
tt + t

(−1)
tt r−1 + t

(−2)
tt r−2 +O(r−3),

T ∗tϕ ' t
(1)
tϕ r + t

(0)
tϕ + t

(−1)
tϕ r−1 +O(r−2) ,

donde t
(n)
ij son coeficientes constantes cuyas expresiones pueden encontrarse en el Apéndice A.1.

En un contexto similar, en la referencia [GL10], se mencionó que la fórmula (4.29) es lo suficien-

temente intrincada como para confiar en el cálculo mediante (4.26) y (4.28). Sin embargo, para

convencernos haremos un breve repaso del cálculo para TMG y veremos que el método también

funciona cuando el término gravitacional de Chern-Simons es incluido.

4.2.2.3. Término gravitacional de Chern-Simons

Los espacios WAdS3 fueron hallados primero como soluciones de TMG [DJT82b, DJT82a] en

las referencias [BC07, MCL03]. Esta teoŕıa está dada por el término de Einstein-Hilbert más un

término gravitacional de Chern-Simons (4.3).

Tanto los espacios WAdS3 como los agujeros negros WAdS3 resuelven las ecuaciones de movi-

miento de TMG si la constante de acoplamiento µ del término gravitacional de Chern-Simons

(4.3) y los parámetros ν y ` satisfacen la relación ν = µ`/3. La masa de los agujeros negros

WAdS3 en TMG ya ha sido calculada en [GL10] haciendo uso del tensor de Brown-York en el

borde. El resultado es

M =
(ν2 + 3)

48`G

(
r+ + r− −

1

ν

√
(ν2 + 3)r+r−

)
,

que nuevamente está en acuerdo con el valor obtenido por otros métodos, cf. [ALP+09]. En el caso

de TMG, la carga conservada es regularizada mediante la adición de una constante cosmológica



de borde, cuyo coeficiente es

a0 = −
√
ν2 + 3

2`
,

y tiende al valor correspondiente para AdS3 (a0 = −1/`) en el ĺımite ν = 1. Por lo tanto,

el cálculo de la masa mediante el tensor de esfuerzo del borde parece funcionar en distintos

contextos.

4.2.2.4. Momento angular

Ahora volvamos a NMG. Al contrario de lo que sucede con el cálculo de la masaM = Q[Ntu], la

carga asociada al momento angular J = Q[∂ϕ] no da como resultado un valor finito en el ĺımite

r →∞. De hecho, los términos de borde (4.25), (4.27) no alcanzan a regularizar las divergencias

que aparecen en la carga Q[∂ϕ] =
∫
dsuiT ∗iϕ, como śı ocurŕıa en el caso de la masa (4.29). Sin

embargo, la parte finita en la expansión para r grande de Q[∂ϕ] captura toda la información

f́ısicamente relevante de la carga. Esto puede ver en la expansión del tensor de enerǵıa-momento

T ∗ϕϕ ' t(1)
ϕϕr + t(0)

ϕϕ +O(r−1) ,

lo que resulta en una expansión de la carga

Q[∂ϕ] ' J(2)r
2 + J(1)r + J(0) +O(r−1) ,

donde el coeficiente J(2) solo depende de ν, mientras que el coeficiente J(1) depende tanto de ν

como de las constantes de integración r±. Más precisamente

J(2) =
9

8

ν(ν2 − 1)2

(20ν2 − 3)`
,

J(1) =
3

8

ν(ν2 − 1)

(20ν2 − 3)`

(
(ν2 + 3)(r+ + r−)− 4ν

√
(ν2 + 3)r+r−

)
.

Es posible verificar en la expansión anterior que, para ν 6= 1, al contrario de lo que sucede con

la masa, la adición de contra-términos (3.36) no contribuye a cancelar las divergencias de Q[∂ϕ].

Sin embargo, es notable que la parte finita J(0) da el valor correcto para el momento angular

J(0) =
ν(ν2 + 3)

4(20ν2 − 3)G`

(
(5ν2 + 3)r+r− − 2ν(r+ + r−)

√
(ν2 + 3)r+r−

)
. (4.30)



Para constatar que (4.30) realmente reproduce el resultado correcto uno puede recurrir al cálculo

realizado en la referencia [Cle09b], donde se utiliza el método de Abbott-Deser-Tekin [AD82,

DT02, DT03] para obtener las cargas conservadas de los agujeros negros WAdS3. El resultado

obtenido en [Cle09b] es

J̃ =
ζ3η2

4Gm2`2

(
(1− η2)ω2 − ρ2

0

(1− η2)

)
, (4.31)

donde ζ = 2ν, η = −
√
ν2 + 3/(2ν), ω = (r+ +r−+2η

√
r+r−)/(2−2η2) y ρ2

0 = (r+−r−)2/4. En-

tonces, luego de traducir (4.31) a nuestra notación, podemos verificar que (4.30) es proporcional a

(4.31); es decir, J̃ = J(0)ζ
2(1−η2)/4, y que el factor de proporcionalidad es precisamente (el cua-

drado de) el que relaciona las coordenadas angulares φ usadas en [Cle09b] y nuestra coordenada

angular ϕ; más precisamente, tenemos que φ = ϕ
√
ζ2(1− η2)/2. Este factor de proporcionalidad

también es explicado en el Apéndice C de la referencia [Ton10] (ver ecuación (C.15) de dicho

trabajo). En conclusión, la parte finita de la carga Q[∂ϕ] captura la contribución f́ısicamente

relevante y da el valor correcto del momento angular del agujero negro. Una pregunta pendiente

es cómo entender la imposibilidad de regularizar la carga Q[∂ϕ] como una consecuencia de la

geometŕıa asintótica de los espacios WAdS3. Es interesante notar que cálculos utilizando otros

métodos, como la estructura simpléctica de NMG, también han reportado discrepancias en el

valor del momento angular [AD12].

4.3. Espacios de Gödel en tres dimensiones

En esta sección consideraremos la versión tipo-tiempo de los espacios Warped Anti-de Sitter

(WAdS) tridimensionales, a los que denotaremos con la sigla tWAdS3 para diferenciarlos de

las geometŕıas WAdS tipo-espacio. Los tWAdS corresponden a la sección tridimensional de la

solución de Gödel de GR en cuatro dimensiones. Esta geometŕıa presenta curvas temporales

cerradas (CTCs), las cuales son heredadas de su embedding cuatridimensional. En tres dimen-

siones, este tipo de espacios son soluciones de vaćıo de teoŕıas de gravedad masiva, en particular

de New Massive Gravity (NMG). En esta sección también introduciremos defectos en el bulk

del espacio-tiempo que, desde el punto de vista tridimensional, representan part́ıculas puntuales

rotantes. Para este tipo de fuentes, investigaremos si es posible dar una definición de enerǵıa

gravitatoria cuasi-local vista desde la región asintótica, lejos de la zona donde aparecen CTCs.

La importancia del estudio de cargas conservadas en espacios con CTCs radica en el hecho de



poder brindar una definición sensible de enerǵıa (entre otras cantidades) para geometŕıas que no

presentan vectores de Killing globalmente definidos. Este tipo de peculiaridades también ocurre

en el espacio de Sitter (dS). En la referencia [BdBM02] se dio una propuesta para calcular cargas

conservadas en dS utilizando el tensor cuasi-local de esfuerzos de Brown-York. Esto nos motiva

para extender este procedimiento al caso tWAdS3. Veremos que, al igual que sucede en el caso

de los agujeros negros asintóticamente WAdS3, la masa obtenida para los defectos en tWAdS3

da el valor correcto a menos de un factor 1/2, mientras que la carga asociada al momento an-

gular diverge. Debemos mencionar, que pese a las similitudes de los espacios WAdS tipo-tiempo

y tipo-espacio, las transformaciones de coordenadas que los relacionan involucran no solo dos

rotaciones de Wick sino que también son dependientes de las cargas, lo cual hace que el cálculo

de las mismas sea no-trivial.

4.3.1. Espacio WAdS3 tipo-tiempo

Como ya mencionamos, los espacios WAdS3 tipo-tiempo son estiramientos o compresiones de

AdS3 [BS06]. En el caso de un estiramiento, el espacio WAdS3 corresponde a la sección tridimen-

sional de la solución de Reboucas-Tiomno [RT83, RS98] que es una generalización uniparamétrica

de la solución de Gödel de GR en cuatro dimensiones, y la existencia de curvas temporales cerra-

das es heredada, como dijimos anteriormente, de su predecesor cuatridimensional, el universo de

Gödel [God49]. Estos espacios representan ejemplos asequibles en donde estudiar cuestiones tales

como la definición de observables f́ısicos, como por ejemplo, las cargas conservadas en espacios

con CTCs.

4.3.1.1. Espacio WAdS3 tipo-tiempo desde la métrica de Gödel

La solución cosmológica de Gödel es el producto directo de la recta real R y una variedad

tridimensional Σ equipada con una métrica [God49, HE11]

ds2 = −
(
dt̂+ e

√
2ωxdy

)2

+ dx2 +
1

2
e2
√

2ωxdy2 , (4.32)

con coordenadas x, y, t̂ ∈ R, y donde ω es un parámetro real que representa la vorticidad de la

solución de Gödel. Este sistema de coordenadas es una carta completa del espacio, y la solución

cuatridimensional es entonces homeomorfa a R4. El espacio es geodésicamente completo y, por

lo tanto, libre de singularidades; y resulta también espacialmente homogéneo pero no isotrópico.



En un sistema de coordenadas conveniente, el elemento de ĺınea (4.32) toma la forma

ds2 = −
(
dt+

2

ω
sinh2

(
ωρ√

2

)
dφ

)2

+
1

2ω2
sinh2

(√
2ωρ

)
dφ2 + dρ2 , (4.33)

donde la métrica tridimensional es escrita ahora como un fibrado de Hopf sobre el plano hi-

perbólico. Este espacio exhibe curvas temporales cerradas, como puede verse del rol que juegan

las coordenadas t y φ en el primer término de (4.33).

Consideremos ahora una deformación uniparamétrica de la métrica (4.33) de modo tal que las

propiedades más notorias del espacio de Gödel persistan. Esta deformación permite, en particular,

interpolar entre la sección tridimensional del espacio de Gödel y AdS3 [RT83]. La métrica de

dicha deformación está dada por el intervalo

ds2 = −
(
dt+

4ω

λ2
sinh2

(
λρ

2

)
dφ

)2

+
sinh2(λρ)

λ2
dφ2 + dρ2 , (4.34)

en el cual, además de la vorticidad ω, hay un parámetro real λ que nos permite controlar la

deformación. Cuando λ2 = 2ω2 la métrica (4.34) se corresponde con la sección tridimensional

de la solución de Gödel (4.33); cuando λ2 = 4ω2 se corresponde con el cubrimiento universal de

AdS3. Para valores genéricos de λ y ω dentro del rango 0 ≤ λ2 ≤ 4ω2, la métrica (4.34) describe

los espacios tWAdS3 estirados en los que nos centraremos.

Con el objetivo de introducir defectos angulares en el espacio tWAdS3 va a ser necesario introducir

algunos cambios de coordenadas. Primero, va a ser conveniente considerar un parametrización

ligeramente diferente: definamos el parámetro

`2 =
2

λ2 − 2ω2
,

y utilicemos ω y `2 (en lugar de λ) para describir la familia de métricas tipo tWAdS3. Ahora, en

términos de ω y `2, la solución de Gödel corresponde a `2 = ∞, mientras que el espacio AdS3

corresponde a `2 = 1/ω2. El rango 0 ≤ λ2 ≤ 4ω2, en términos de estos parámetros, se traduce

a |ω2`2| ≥ 1. Notemos que ω2`2 puede tomar valores entre −1 e ∞. Los espacios con |ω2`2| < 1

también resultan interesantes, aunque presentan una estructura causal diferente; corresponden

a los espacios tWAdS3 comprimidos.



Ahora, continuando con los cambios de coordenadas, definamos una nueva variable radial r =

2λ−2 sinh2(λρ/2), tal que r ∈ R≥0. La métrica (4.34) ahora queda escrita como

ds2 = −dt2 − 4ωrdtdφ+ 2
(
r + (`−2 − ω2)r2

)
dφ2 +

dr2

2 (r + (`−2 + ω2)r2)
. (4.35)

Esta es una de las maneras estándar de representar los espacios tWAdS3. Los invariantes de

curvatura asociados a esta métrica son constantes, y toman la siguiente forma general

R µ1
µn
R µ2
µ1
R µ3
µ2
...R µn

µn−1
= (−1)n

2n

`2n
(ω2n`2n + 2) .

Otra propiedad interesante de la métrica (4.33) es que es espacialmente homogénea. Y, tal y como

sucede con el cubrimiento universal de AdS, los espacios WAdS no son globalmente hiperbólicos.

El grupo de isometŕıas de los espacios WAdS3 (4.35) es SL(2,R) × U(1), y es generado por

cuatro de los cinco vectores de Killing que la solución de Gödel admite. Este grupo es la parte

que sobrevive del grupo de isometŕıas de AdS3 SL(2,R)× SL(2,R) luego de la deformación de

estiramiento ó compresión.

Es sencillo verificar que en el punto del espacio de parámetros ω2`2 = 1 la métrica (4.35) coincide

con AdS3. De hecho, definiendo nuevas coordenadas θ = t − φ y ρ2 = 2r, y reemplazando

ω = ` = 1 en (4.35), obtenemos la métrica de AdS3

ds2
AdS3

= −(ρ2 + 1)dt2 +
dρ2

(ρ2 + 1)
+ ρ2dθ2 . (4.36)

4.3.1.2. Introduciendo un defecto en el espacio de Gödel

Ahora vamos a introducir un defecto puntual en el espacio-tiempo (4.35). Esto se logra realizando

el siguiente cambio 1

φ→ (1− µ)ϕ , with 0 ≤ µ < 1 , (4.37)

manteniendo la misma periodicidad para la coordenada angular ϕ; es decir, ϕ ∈ [0, 2π). Esta

deformación ciertamente modifica las propiedades globales del espacio de un modo que resulta

equivalente a introducir un déficit angular δφ = µ/(2π) en la coordenada angular original.

Realizando el cambio (4.37) y re-escaleando la coordenada radial por r → r/(1− µ), se obtiene

1No confundir el parámetro de la deformación µ con la constante de acoplamiento del término gravitacional
de Chern-Simons de TMG (4.3), que también suele ser llamado µ.



la métrica

ds2 = −dt2 − 4ωrdtdϕ+ 2r
(
(`−2 − ω2)r + (1− µ)

)
dϕ2 +

dr2

2r ((ω2 + `−2)r + (1− µ))
, (4.38)

donde t ∈ R, r ∈ R≥0 y ϕ ∈ [0, 2π). Esta métrica comparte el mismo comportamiento asintótico

que (4.35); es decir, ambas geometŕıas tienden a la siguiente forma para r grande

ds2 = −dt2 − 4ωrdtdϕ+ 2(`−2 − ω2)r2dϕ2 +
dr2

2r2(`−2 + ω2)
+ hµνdx

µdxν , (4.39)

donde, en particular, δgϕϕ ≡ hϕϕ ' O(r) y δgrr ≡ hrr ' O(r−3).

La métrica (4.38) representa un objeto tipo-part́ıcula ubicado en r = 0 en el seno del universo

de Gödel. El objeto en cuestión desaparece cuando el parámetro µ tiene a cero, lo que nos

permite intuir que µ está relacionado con la masa del defecto. Ahora introduciremos defectos

más generales en el espacio tWAdS3.

4.3.1.3. Espacios WAdS3 como fondos gravitatorios

Una de las caracteŕısticas que vuelve interesante a los espacios WAdS3 es el hecho de que este

de tipo espacios sean soluciones de una gran variedad de modelos, incluyendo teoŕıa de cuerdas

[Isr04, DOPS05], teoŕıas de gauge topológicamente masivas [MC96, IKOP05, BC07, BBCG06],

teoŕıas de derivadas superiores [Cle09b], teoŕıas de bi-gravedad [Goy14] y gravedad de Einstein

no-minimamente acoplada a campos de materia [Ann09, GT15]. Un modelo mı́nimo en el cual

los espacios WAdS3 aparecen como solución es provisto por la gravedad en tres dimensiones

en ausencia de campos de materia. De hecho, los espacios WAdS3 tipo-tiempo y tipo-espacio

son soluciones exactas de gravedad tridimensional una vez que el gravitón adquiere masa. Es la

masa del gravitón la que provee la vorticidad necesaria para sostener el universo de Gödel, o

más precisamente, la parte tridimensional relevante. En tres dimensiones hay diversas maneras de

otorgarle masa al gravitón de manera consistente. Aqúı utilizaremos la teoŕıa de gravedad masiva

invariante de paridad New Massive Gravity (NMG) [BHT09a]. El método que utilizaremos para

calcular las cargas conservadas asociadas a espacios asintóticamente tWAdS3, tales como los

defectos angulares introducidos en la sección anterior, será mediante el tensor de esfuerzos cuasi-

local de Brown-York de NMG evaluado en el borde del espacio-tiempo[HT10], más allá del radio

en el cual aparecen las CTCs.



Primero consideraremos un defecto en tWAdS3, que viene a representar una part́ıcula masiva

no-rotante. Desde el punto de vista cuatridimensional, es como considerar una cuerda cósmica

en el universo de Gödel. Propondremos una definición f́ısicamente sensible para la masa de esta

part́ıcula ultra-localizada. Curiosamente, el resultado obtenido difiere de la masa de Arnowitt-

Deser-Misner (ADM) en un factor 1/2, tal y como sucede con los agujeros negros en un fondo

WAdS3 tipo-espacio (ver Sección 4.2). Además, la definición de las cargas en términos del tensor

de esfuerzos cuasi-local no será apropiada para calcular el momento angular de los defectos

rotantes. Dicho fallo será atribuido a la imposibilidad de regularizar todas las componentes del

tensor de enerǵıa-momentos del borde mediante la introducción de contra-términos locales.

Los espacios tWAdS3 (4.38) resuelven las ecuaciones de movimiento de NMG si las constantes

de acoplamiento satisfacen las siguientes relaciones

Λ = − (11ω4`4 + 28ω2`2 − 4)σ

2(19ω2`2 − 2)`2
, m2 = − (19ω2`2 − 2)σ

2`2
. (4.40)

4.3.2. Tensor de Brown-York y cargas conservadas

Ahora nos abocaremos a la tarea de computar las cargas conservadas asociadas a los defectos

introducidos en las secciones anteriores.

4.3.2.1. Contra-términos

Como vimos en la Sección 3.3.1 del Caṕıtulo anterior, el tensor de esfuerzos Tij se obtiene al

variar la acción respecto a la métrica del borde γij . La forma expĺıcita del mismo puede verse en

la ecuación (3.30) de la Sección 3.3.1.

Al tomar el ĺımite r →∞, el tensor de enerǵıa-momentos (4.15) diverge. Sin un procedimiento de

regularización adecuado, esta divergencia dará lugar a cargas también divergentes. Para resolver

este problema, se debe mejorar la definición (4.15) mediante la inclusión de términos de borde

adicionales en la acción, de modo tal que no se alteren las ecuaciones de movimiento. En la sección

anterior, este método fue utilizado en el caso de métricas WAdS3 tipo espacio. Mostramos que,

a pesar de que algunas componentes del Tij continúan divergiendo, aun habiendo añadido a la

acción términos de borde locales que regularizan la acción on-shell, la integral de la densidad

de enerǵıa obtenida del tensor de esfuerzos del borde da lugar a una masa finita (4.29). A

continuación veremos que sucede lo mismo para el caso tipo-tiempo. Para ello agregamos el



siguiente término al tensor de enerǵıa-momentos de Brown-York

Tij → Tij −
a0

8πG
γij , (4.41)

el cual proviene de un contra-término del tipo

SB → SB +
a0

8πG

∫
d2x
√
−γ , (4.42)

donde a0 es un coeficiente a ser fijado por el requerimiento de que la acción sea finita. El valor

de este coeficiente es

a0 = −
σ8ω2`

√
2(ω2`2 + 1)

(19ω2`2 − 2)
. (4.43)

4.3.2.2. Enerǵıa gravitacional cuasi-local

Una vez mejorado el tensor de enerǵıa-momentos (4.15) mediante la adición de (4.41), (4.43),

obtenemos una definición de carga conservada Q[ξ] asociada al vector de Killing del borde ξ̃ que

genera una isometŕıa e ∂Σ, i.e. Lξγij = 0. Entonces, las cargas están definidas por la proyección

del tensor de esfuerzos del borde sobre el vector ξ y el vector unitario u ortogonal a las superficies

de t constante (4.16). Esto es

Q[ξ] =

∫
dϕ %uiTij ξ̃

j , (4.44)

donde % está dado por la métrica inducida escrita de la forma

dσ2 = −N2
σdt

2 + %2(dt+Nϕ
σ dϕ)2 .

En particular, para los defectos en tWAdS3 tenemos que

%2 = 2(1− µ)r + 2(`−2 − ω2)r2 ,

Nϕ
σ = − ωr

(1− µ)r + (`−2 − ω2)r2
,

N2
σ = 1 +

2ω2r2

(1− µ)r + (`−2 − ω2)r2
.

Y el vector unitario ortogonal a las superficies de t constante está dado por u = −Nσdt. Con-

siderando el vector de Killing tipo-tiempo del borde ξi = Nσu
i (i.e. tipo tiempo en la región

donde la fuente está localizada) encontramos que la enerǵıa cuasi-localM = Q[ξ] da el siguiente



valor

M =
2σω2`2(µ− 1)

(19ω2`2 − 2)G
=

2(µ− 1)

19G

(
σ − 1

m2`2

)
, (4.45)

donde usamos que 2m2`2σ = 2− 19ω2`2.

Primero comparemos el resultado (4.45) con el caso especial de soluciones localmente AdS3, que

corresponde a ω2`2 = 1. En este caso, (4.45) se reduce a

Mω2`2=1 =
2σ(µ− 1)

17G
, (4.46)

y, de hecho, concuerda con el valor esperado para un defecto en un espacio localmente AdS3 en

NMG. Para ver esto expĺıcitamente, recordemos que en el caso de NMG en AdS3 la masa de un

defecto angular (un caso particular de la geometŕıa BTZ) está dado por [BHT09b]

MAdS3
=

(µ− 1)

8G

(
σ +

1

2m2`2

)
=

2σ(µ− 1)

17G
, (4.47)

donde hemos usado que ω2`2 = 1 corresponde a 2m2`2σ = −17. Esto significa que (4.45) se

reduce al valor (4.46) en ese punto del espacio de parámetros. En principio, podemos estar

tentados de tomar esta coincidencia como un chequeo del resultado (4.45), sin embargo, si lo

pensamos con cuidado, concluiremos que a priori no hay ninguna razón para que esto ocurra.

Tal y como sucede con los espacios WAdS3 tipo-espacio, el método que utiliza el tensor de

esfuerzos cuasi-local (4.15) para calcular cargas conservadas no basta para dar un resultado

finito para el momento angular de los defectos rotantes en tWAdS3. Esto ocurre porque no

parece haber manera de regularizar todas las componentes de (4.15) mediante la introducción

de contra-términos locales en el borde.





Caṕıtulo 5

Espacios asintóticamente Anti-de

Sitter y sus deformaciones en

Zwei-Dreibein Gravity

En este caṕıtulo estudiaremos soluciones de la teoŕıa de bi-gravedad conocida como

Zwei-Dreibein Gravity (ZDG) con diferentes comportamientos asintóticos. Primero,

nos centraremos en espacios asintóticamente AdS con condiciones de borde relajadas

(respecto de las condiciones habituales de Brown-Henneaux) que permiten decaimien-

tos logaŕıtmicos. Mostraremos que ZDG soporta modos logaŕıtmicos a nivel lineal y

ondas propagantes en AdS con decaimiento logaŕıtmico a nivel no-lineal, lo que nos

permitirá conjeturar que ZDG podŕıa ser el dual gravitatorio de las llamadas Loga-

rithmic Conformal Field Theories (LCFT). También estudiaremos asintóticas no-AdS

tales como Lifshitz, Schrödinger y Warped AdS, ya que estas representan algunas de

las extensiones de la conjetura AdS/CFT más estudiadas, que cobran relevancia en

sistemas de materia condensada. Veremos que ZDG contiene en su espectro espa-

cios de Schrödinger, de Lifshitz, WAdS, y agujeros negros asintóticamente Lifshitz y

WAdS, dando un indicio de que ZDG puede ser considerada como un nuevo modelo

para holograf́ıa no-AdS.
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5.1. Ondas Anti-de Sitter logaŕıtmicas en ZDG

En esta sección argumentaremos que la existencia de puntos cŕıticos en el espacio de parámetros,

en los cuales aparecen modos logaŕıtmicos en el espectro de la teoŕıa lineal, no es un rasgo

privativo de los modelos de gravedad con derivadas superiores, sino que también del recientemente

propuesto modelo de Zwei-Dreibein Gravity (ZDG). Primero, mostraremos esto a nivel lineal,

luego veremos que existen regiones en el espacio de parámetros de ZDG donde los gravitones

se convierten en no-masivos y, por lo tanto, coinciden con los modos puro gauge. Los modos

logaŕıtmicos encontrados en el espectro linealizado se comportan de manera similar a los que

aparecen en otras teoŕıas cŕıticas con derivadas superiores, como New Massive Gravity (NMG).

La existencia de esos modos puede ser vista como un indicio serio de que ZDG puede ser añadida

a la clase de teoŕıas de gravedad que, para valores espećıficos de los parámetros, es dual a las

llamadas Logarithmic Conformal Field Theories (LCFT) con cargas centrales nulas. De acuerdo

a la conjetura AdS/CFT, los modos degenerados y sus compañeros logaŕıtmicos son duales a

operadores, cuyas funciones de dos puntos son gobernadas por cantidades llamadas “nuevas

anomaĺıas”. En esta sección calcularemos los valores de esas nuevas anomaĺıas en el lado de

gravedad mediante el procedimiento delineado en [GJZ11].

En esta sección también confirmaremos que la existencia de estos modos logaŕıtmicos no son un

artefacto de la aproximación lineal, sino que también existen soluciones en la teoŕıa completa

que exhiben un decaimiento logaŕıtmico. Esto da mayor credibilidad a la idea de que ZDG posee

puntos cŕıticos en su espacio de parámetros, por lo tanto, dando apoyo a la idea de que es

el dual gravitatorio de una LCFT. Las soluciones no-lineales que estudiaremos son las ondas

propagantes en AdS (a las que llamaremos simplemente ondas AdS) y que son análogas a las

analizadas en [ABGH09] para el caso de NMG. Para poder hallar tales soluciones, haremos uso

de una propiedad interesante de las teoŕıas de bi-gravedad como ZDG, y es que pueden ser

escritas como teoŕıas de derivadas superiores1 para una sola métrica [HSMvS15]. Entonces, re-

escribiremos ZDG como una teoŕıa cuyas ecuaciones de movimiento involucran un número infinito

de derivadas para un solo dreibein y mostraremos que esto nos permite hallar expĺıcitamente las

ondas AdS. Confirmaremos que las ondas AdS que exhiben un comportamiento logaŕıtmico en

los puntos cŕıticos del espacio de parámetros.

1Nos referimos como “teoŕıa con derivadas superiores” a una teoŕıa de gravedad cuyo lagrangiano posee
derivadas mayores a orden dos.



5.1.1. Puntos cŕıticos

Comenzaremos repasando brevemente la acción de ZDG. La misma está dada por la siguiente

densidad lagrangiana2

LZDG = −MP

{
σe1 aR1

a + e2 aR2
a +

1

6
m2εabc

(
α1e1

ae1
be1

b + α2m
2e2

ae2
be2

c
)

− 1

2
m2εabc

(
β1e1

ae1
be2

c + β2e1
ae2

be2
c
)}

, (5.1)

donde los campos dinámicos de la teoŕıa son cuatro 1-formas: los dos dreibeine eI
a y las dos

conexiones de esṕın duales ω a
I . Recordemos que en la Sección 3.4 consideramos el lagrangiano

a nivel cuadrático en las perturbaciones

e1
a = ēa + κh1

a , ωI
a = ω̄a + κvI

a ,

e2
a = γ (ēa + κh2

a) ,

donde ēa y ω̄a hacen referencia al dreibein y a la spin-connection de AdS3 respectivamente; κ es

un parámetro para controlar la expansión; y γ es una constante de proporcionalidad. También

vimos que es posible diagonalizar el lagrangiano cuadrático (3.61) cuando el parámetro de signo

σ y la constante de proporcionalidad γ cumplen la relación σ+γ 6= 0; el resultado es la suma del

lagrangiano de Einstein-Hilbert a nivel cuadrático y un lagrangiano de Fierz-Pauli que describen

un campo de esṕın-2 no-masivo y otro masivo, con la masa de Fierz-Pauli dada por

M2
FP = m2β1

(σ + γ)

σ
. (5.2)

Cuando σ + γ = 0 la diagonalización recién mencionada no es posible; y, como la masa de

Fierz-Pauli (5.2) se anula, el gravitón masivo degenera en el no-masivo. Este comportamiento

corresponde a un punto cŕıtico3 en el espacio de parámetros de ZDG, donde, como veremos a

continuación, los modos logaŕıtmicos aparecen.

2En lo que sigue utilizaremos indistintamente los términos densidad lagrangiana y lagrangiano, si bien, el
término correcto es el primero.

3De hecho, es una ĺınea de puntos cŕıticos. Para σ+γ = 0, la relación (3.57) se reduce a α1 = −σ
(
2β1 + Λ/m2

)
y α2 = β1 − Λ/m2. Para un dado valor de constante cosmológica, todav́ıa tenemos un parámetro libre: β1. En
lo que sigue, mantendremos la terminoloǵıa de “punto cŕıtico”, utilizando su forma plural para enfatizar de que
existe una familia continua de puntos cŕıticos en ZDG.



Para obtener el lagrangiano cŕıtico, realizaremos la siguiente re-definición de campos

h−µ
a = m2β1 (h1µ

a − h2µ
a) , h+µ

a = h1µ
a + h2µ

a ,

v−µ
a = m2β1 (v1µ

a − v2µ
a) , v+µ

a = v1µ
a + v2µ

a .

el lagrangiano cuadrático (3.61) se convierte en

L(2) =
MP

2m2β1

(
h+ aD̄v−a + h− aD̄v+

a + εabcē
a
(
v+

bv−
c − Λh+

bh−
c
)

− εabcēah−bh−c
)
. (5.3)

Este lagrangiano corresponde a la forma de primer orden del lagrangiano de NMG cŕıtica4 linea-

lizada, donde los modos masivos degeneran en los no-masivos, y nuevas soluciones logaŕıtmicas

aparecen [LS09a, BHRT11]. La única diferencia con el caso de NMG cŕıtica es la aparición de la

constante de acoplamiento β1 como un factor global.

Las ecuaciones de movimiento derivadas de la densidad lagrangiana (5.3) están dadas por

D̄v−a − Λεabcēbh− c = 0 ,

D̄v+
a − Λεabcēbh+ c = 2εabcēbh− c ,

D̄h±a + εabcēbv± c = 0 . (5.4)

La última de estas ecuaciones puede ser usada para expresar v±
a en términos de h a

± . Tenemos

entonces que

v±µ
a(h±) = −det(ē)−1ενρσ

(
ēσ
aēµ b −

1

2
ēµ
aēσ b

)
D̄νh± ρb . (5.5)

Es más, actuando con ερµνD̄ρ en las ecuaciones de movimiento (5.4) y usando la identidad

D̄D̄fa = εabcR̄bfc = 1
2Λεabcεbdeē

dēefc, se pueden derivar las siguientes relaciones

εµνρēµ
aēν

bh− ρ b = 0 , (5.6)

que implican que el campo h−µν = h−µaēν
a es simétrico

h− [µν] = 0 . (5.7)

4Es NMG evaluada en el punto del espacio de parámetros donde c = 0, i.e. 2m2`2 = −1.



Reemplazando (5.5) en la primera de las ecuaciones de (5.4) y escribiéndolas con ı́ndices de

espacio-tiempo libres obtenemos

Gµν(h−) = 0 , Gµν(h+) = h−µν − ḡµνh− , (5.8)

donde Gµν(h) es el tensor de Einstein linealizado, el cual es invariante bajo difeomorfismos

linealizados por construcción

Gµν(h) = −1

2
ε(µ

αρεν)
βσD̄αD̄βhρσ −

1

2
Λ(h(µν) − ḡµνh) .

Es posible ver que estas ecuaciones de movimiento linealizadas son equivalentes a las de NMG en

el punto cŕıtico; ver referencia [BHRT11]. En particular, el análisis de soluciones se puede llevar

a cabo sin modificaciones. Podemos concluir entonces, que en los puntos cŕıticos, ZDG a nivel

lineal exhibe modos logaŕıtmicos con las mismas propiedades que los modos de NMG cŕıtica.

Hemos encontrado puntos cŕıticos donde el lagrangiano linealizado (5.3) y las ecuaciones de

movimiento (5.4) son equivalentes a las de NMG cŕıtica. Esos puntos cŕıticos constituyen una

generalización del punto cŕıtico de NMG. De hecho, NMG puede ser recuperada desde ZDG por

medio de un procedimiento de ĺımite detallado en la Sección 3.4.1.1, pero este ĺımite requiere

partir de una región en el espacio de parámetros de ZDG donde σ = −1. Por el contrario, en la

discusión anterior, no hemos asumido dicha restricción, y de hecho, es posible hallar regiones en

el espacio de parámetros de ZDG donde σ + γ + 0 para σ > 0. Los puntos cŕıticos encontrados

aqúı son, por lo tanto, más generales que los de NMG.

5.1.2. Nueva anomaĺıa

En la sección anterior hemos confirmado la existencia de puntos cŕıticos en ZDG linealizada.

Dichos modos logaŕıtmicos poseen las mismas propiedades que los de teoŕıas de gravedad con

derivadas superiores, tales como NMG cŕıtica. En el caso de NMG, la aparición de estos mo-

dos permitió conjeturar que la teoŕıa de campos dual a NMG en el punto cŕıtico es una LCFT

con cargas centrales nulas, una vez que se adoptan condiciones de borde apropiadas. Los modos

logaŕıtmicos de NMG pueden ser vistos como duales a los compañeros logaŕıtmicos de las com-

ponentes del tensor de enerǵıa-momentos de la LCFT dual. A pesar de que las cargas centrales

son cero, las funciones de dos puntos de los modos del tensor de esfuerzos y de sus compañeros



logaŕıtmicos no son triviales y están determinadas por nuevas cantidades llamadas nuevas ano-

maĺıas. Una manera sencilla de calcular estas nuevas anomaĺıas en el lado de gravedad fue

propuesto en la referencia [GJZ11].

Se puede arribar a conclusiones similares para los puntos cŕıticos de ZDG. Recordemos que las

cargas centrales de la teoŕıa son [BdHH+13]

cL/R = 12π`MP (σ + γ) ,

y se anulan en el punto cŕıtico5 σ + γ = 0. Entonces, las funciones de dos puntos de la LCFT

con cL/R = 0 estarán ahora caracterizadas por las nuevas anomaĺıas bL/R

Massless Left : (hL, h̄L) = (2, 0) , Massless Right : (hR, h̄R) = (0, 2) ,

Massive Left : (hM,L, h̄M,L) =

(
3

2
+

1

2

√
1 + `2M2

FP ,−
1

2
+

1

2

√
1 + `2M2

FP

)
,

Massive Right : (hM,R, h̄M,R) =

(
−1

2
+

1

2

√
1 + `2M2

FP ,
3

2
+

1

2

√
1 + `2M2

FP

)
,

donde M2
FP está dado por la ecuación (5.2). Las anomaĺıas izquierda y derecha pueden ser

calculadas siguiendo [GJZ11]

bL/R = ĺım
σ+γ→0

cL/R

hL/R − hM,L/R
. (5.9)

Evaluando este ĺımite en forma expĺıcita, podemos hallar las nuevas anomaĺıas de ZDG cŕıtica

bL/R = −48πσMP

`m2β1
. (5.10)

El hecho de que ambas nuevas anomáıas sean iguales se debe al hecho de que ZDG es una teoŕia

invariante de paridad. En el ĺımite de NMG (ver Sección 3.4.1.1) las nuevas anomaĺıas se reducen

a bNMG
L/R = −12σ′`/G, donde σ′ es el parámetro de signo de NMG. Este resultado concuerda con

las expresiones obtenidas en [GH10] en el punto cŕıtico de NMG (2m2`2 = −σ′). La diferencia

en el caso de ZDG es que la nueva anomaĺıa es función del parámetro β1 en lugar de depender

de la combinación `/G.

A continuación veremos las soluciones no-lineales que representan ondas propagantes en AdS3,

lo que reforzará la idea de que ZDG cŕıtica es dual a LCFT.

5La constante cosmológica se relaciona con el radio de AdS del siguiente modo: Λ = −1/`2.



5.1.3. Teoŕıa no-lineal

En esta sección, veremos soluciones de ZDG a nivel no-lineal, con el objetivo de corroborar que

los modos logaŕıtmicos encontrados en la sección anterior no son un artefacto de la aproximación

lineal. Con este objetivo, construiremos soluciones tipo ondas propagantes en AdS3 y mostra-

remos que en el punto cŕıtico exhiben un comportamiento similar al de los modos logaŕıtmicos

anteriormente estudiados. Para obtener estas soluciones, será útil la interpretación de que ZDG

puede ser entendida como una teoŕıa de un solo dreibein que, sin embargo, contiene un número

infinito de términos con derivadas superiores. Mostraremos que, para el caso de una solución

de onda AdS, las contribuciones de los términos de derivadas superiores pueden ser resuma-

dos a una expresión cerrada. Las ecuaciones de movimiento resultantes se reducen a ecuaciones

diferenciales de cuarto orden para el perfil de la onda que pueden ser resueltas expĺıcitamente.

5.1.3.1. Ondas AdS

Para estudiar el comportamiento cŕıtico a nivel no-lineal en ZDG vamos a buscar soluciones de

ondas propagantes en un fondo de AdS3 con un decaimiento logaŕıtmico análogo al de NMG,

como fue estudiado en [ABGH09]. Primero recordaremos las ecuaciones de movimiento que se

derivan de la densidad lagrangiana (5.1)

0 = σRa1 +
1

2
m2εabc

(
α1e

b
1e

c
1 − 2β1e

b
1e

c
2

)
, (5.11a)

0 = Ra2 +
1

2
m2εabc

(
α2e

b
2e

c
2 − β1e

b
1e

c
1

)
, (5.11b)

0 = T aI para I = 1, 2 . (5.11c)

Un hecho notable, ya mencionado en la Sección 3.4, es que es posible resolver la ecuación (5.11a)

algebráicamente en favor de e2. De este modo se obtiene e2 como función de e1 y sus derivadas

e2µ
a =

α1

2β1
e1µ

a +
σ

m2β1
S1µ

a , (5.12)

donde S1µ
a ≡ S1µνe

ν a
1 y S1 µν es el tensor de Schouten asociado a la métrica g1. A su vez,

si reemplazamos la forma (5.12) en la ecuación de la torsión (5.11c) de e2 podemos obtener la

conexión de esṕın ω2 como una serie de potencias

ω2µ
a =

∞∑
n=0

1

m2n
Ω(2n)
µ

a , (5.13)



donde los coeficientes Ω
(2n)
µ

a dependen de e1 y sus derivadas

Ω(0)
µ

a = ω1µ
a , Ω(2)

µ
a = −2σ

α1
C1µ

a ,

Ω(2k)
µ

a = − 2σ

α1
det(e1)−1ενρσεbcd

(
e1 ν

ae1µ
b − 1

2
e1 ν

be1µ
a

)
Ω(2k−2)
ρ

cS1σ
d , (5.14)

donde C1µ
a ≡ C1µνe

ν a
1 y C1µν es el tensor de Cotton asociado a g1.

Como se detalló en la Sección 3.4, es posible expresar ZDG como una teoŕıa de derivadas supe-

riores en términos de un solo dreibein. Para ello necesitamos reemplazar la expresión (5.12) y la

expansión (5.13) en la ecuación de movimiento (5.11b), lo que nos permite escribir la curvatura

R a
2 como una serie de potencias

R2
a =

∞∑
n=0

1

m2n
R

(2n) a
2 ; (5.15)

donde los coeficientes R
(2n) a
2 dependen de e1 y sus derivadas

R
(0) a
2 = R1

a , R
(2) a
2 = −2σ

α1
DC1

a ,

R
(2k) a
2 = DΩ(2k) a +

1

2

k−1∑
i=1

εabcΩ
(2i) b Ω(2k−2i) c . (5.16)

Ahora śı, estamos en condiciones de empezar a buscar las soluciones de ondas propagantes en

AdS3. Recordemos que AdS3 es solución de ZDG si las constantes de acoplamiento cumplen las

siguientes relaciones

α1 = 2γβ1 − σ
Λ

m2
, γ2α2 = β1 −

Λ

m2
. (5.17)

Para la onda AdS, consideraremos como ansatz una deformación de Kerr-Schild de AdS3

gµν = ḡµν − f(u, y)kµkν ,

donde ḡµν es la métrica de AdS3, kµ es un vector nulo6 y la función f(u, y) es el perfil de la

onda. Utilizando coordenadas de Poincarè, el ansatz tiene la siguiente forma

ds2 =
`2

y2
(−f(u, y) du2 − 2 dudv + dy2) .

6Nosotros tomamos kµ∂µ = (y/`)∂v .



Elegiremos el siguiente dreibein para la métrica de la onda

e0̂ =
`

y

(√
f(u, y) du+

1√
f(u, y)

dv

)
, e1̂ =

`

y

1√
f(u, y)

dv , e2̂ =
`

y
dy . (5.18)

Para poder encontrar las soluciones de ondas AdS, seguiremos el mismo procedimiento que

fue descrito brevemente más arriba, y en detalle en la Sección 3.4.4. Recordemos que en esta

formulación de un solo dreibein, las ecuaciones de movimiento están dadas por (5.11b), donde

e a2 debe ser entendida como una función de e a1 y sus derivadas, como puede verse en (3.67).

Por lo tanto, utilizaremos (5.18) como ansatz para el dreibein e a1 y la expresión (5.12) para e a2 ,

dando por resultado

e2
0̂ = g(u, y) du+ h(u, y) dv , e2

1̂ = p(u, y) du+ q(u, y) dv , e1
2̂ = s(u, y) dy , (5.19a)

donde

g(u, y) =
1

2m2`β1y
√
f(u, y)

(
2m2`2γβ1f(u, y) + σy

(
∂

∂y
− y ∂

2

∂y2

)
f(u, y)

)
,

h(u, y) =
γ`

y
√
f(u, y)

= q(u, y) ,

p(u, y) =
σ

2m2`β1

√
f(u, y)

(
∂

∂y
− y ∂

2

∂y2

)
f(u, y) , s(u, y) =

γ`

y
. (5.19b)

El parámetro γ que aparece en estas funciones pueden ser determinado desde (5.17). Para poder

escribir completamente las ecuaciones de movimiento (5.11b) es necesario evaluar la serie (5.13)

para ω a
2 . Realizando el cálculo expĺıcito de (5.14) para esta solución se puede ver que todas las

contribuciones a Ω
(2n)
µ

a con n > 0 tienen la misma forma7.

Ω(2n)
µ

a =

(
σ

`2α1

)n
`y
∂3f(u, y)

∂y3
kµkνe

ν a
1 . (5.20)

Notemos que podemos sumar todos los órdenes de la expansión 1/m2 en una expresión cerrada

para ω2
a, entonces encontramos que

ω2µ
a = ω1µ

a − σ`y

σ − α1`2m2

∂3f(u, y)

∂y3
kµkνe

ν a
1 . (5.21)

7Puede parecer extraño que esta expresión contenga solo tres derivadas para todos los valores de n, en vista

de que Ω
(2n)a
µ tiene más derivadas para n grande para poder balancear las dimensiones de masa de m−2n. Para

este ansatz en particular, sin embargo, el parámetro ` es un parámetro dimensional que puede ser utilizado para

balancear las dimensiones, y esto explica por qué es posible que todos los Ω
(2n)
µ

a tengan el mismo número de
derivadas.



Reemplazando esta expresión en la ecuación de movimiento (5.11b), podemos ver que se reduce

a la siguiente ecuación diferencial de cuarto orden para el perfil de la onda

1

y2
√
f(u, y)

[
y4 ∂

4f(u, y)

∂y4
+ 2y3 ∂

3f(u, y)

∂y3
−

(
1 +M2

FP `
2
)(

y2 ∂
2f(u, y)

∂y2
− y

∂f(u, y)

∂y

)]
= 0 . (5.22)

Aqúı M2
FP es la masa de Fierz-Pauli (5.2) y hemos utilizado las relaciones entre los paráme-

tros dadas en (5.17). La ecuación (5.22) se puede resolver utilizando separación de variables y

proponiendo que las soluciones sean polinomios en y, i.e. f(u, y) = f̃(u) yn. La potencia n es

determinada por el polinomio indicial

n(n− 2)
(
n(n− 2)−M2

FP `
2
)

= 0 . (5.23)

En general, esta ecuación presenta cuatro ráıces distintas: n = {0, 2, n+, n−}. La solución más

general para el perfil de la onda es

f(u, y) = f0(u) + f2(u)
(y
`

)2

+ f+(u)
(y
`

)n+

+ f−(u)
(y
`

)n−
, (5.24)

donde n± = 1±
√

1 +M2
FP `

2. La parte relevante de la solución (5.24) está dada por los términos

que involucran yn± , ya que los términos constante y cuadrático pueden ser removidos median-

te transformaciones locales [ABH06]. En ciertos puntos especiales del espacio de parámetros

las ráıces yn± degeneran entre śı o con las otras ráıces y nuevos comportamientos asintóticos

aparecen. Estos comportamientos especiales serán discutidos en la próxima sección.

Dado que las expresiones para Ω(2n) a son proporcionales una a la otra, la solución de onda AdS

(5.24) no es solamente una solución de la teoŕıa completa, sino que resuelve las ecuaciones de

movimiento a cada orden en 1/m2, ajustando apropiadamente las potencias n±.

Auto-dualidad de las ondas AdS Antes de discutir los puntos especiales en el espacio de

parámetros de ZDG, haremos una pequeña digresión para analizar la auto-dualidad presentada

en la Sección 3.4.5 del caṕıtulo anterior en el caso de las ondas propagantes en AdS3.

La mencionada auto-dualidad entre las métricas asociadas a los dos campos de esṕın-2 de ZDG,

también tiene lugar en las ondas AdS estudiadas anteriormente. En este último caso, la métrica

asociada a e1 está dada por (5.24).



Por otro lado, utilizando la expresión (5.12) podemos ver que la métrica asociada a e2 está dada

por

ds2
2 =

(m2`2α1 − σ)2

4m2`4β2
1

`2

y2

(
− F (u, y)du2 − 2dudv + dy2

)
,

donde

F (u, y) =
(
1− 2σy(y∂2

y − ∂y)
)
f(u, y) ,

se identifica con el perfil de onda de g2. Aqúı asumiremos que m2`2α1 6= σ.

Seŕıa interesante saber si este tipo de “dualidad” entre “métricas” también tiene lugar para el caso

geometŕıas no-AdS. Hasta donde tenemos conocimiento, todas las soluciones conocidas en las que

ocurre dicha “dualidad”, tanto en tres como en cuatro dimensiones, son espacios asintóticamente

planos, AdS o dS. En la Sección 5.2 mostraremos que, de hecho, la teoŕıa de bi-gravedad ZDG

posee soluciones no-AdS que exhiben esta dualidad entre los dos campos dinámicos. Esto sugiere

que es fenómeno es mucho más universal de lo pensado y que no está relacionado necesariamente

a soluciones que tienden asintóticamente a espacios de curvatura constante.

5.1.3.2. Puntos especiales

Ahora procederemos a analizar los puntos especiales del espacio de parámetros de ZDG, donde

los perfiles de las ondas propagantes en AdS3 presentan comportamientos particulares.

En los puntos cŕıticos de ZDG se cumple que σ+γ = 0, por lo tanto, la masa de Fierz-Pauli es cero

M2
FP = 0. En esos puntos tenemos que n+ = 2 y n− = 0 y la ecuación indicial (5.23) tiene dos

soluciones degeneradas en lugar de tener cuatro distintas. Dado que la ecuación diferencial (5.22)

sigue siendo de cuarto orden, debemos tener cuatro soluciones distintas, aunque quizá de carácter

no-polinómico. Ignorando las soluciones constante y cuadrática, ya que pueden ser removidas por

transformaciones locales, encontramos las siguientes soluciones en el punto cŕıtico σ + γ = 0

fc(u, y) = fL(u) ln
(y
`

)
+ f2L(u)

(y
`

)2

ln
(y
`

)
. (5.25)

Por lo tanto, en el punto cŕıtico de ZDG existen soluciones de ondas AdS con decaimiento

logaŕıtmico que confirman las evidencias que hemos hallado en la sección anterior a nivel linea-

lizado.

Existe otra clase de puntos especiales donde también tiene lugar una degeneración en las ráıces

de la ecuación indicial (5.23). En estos puntos se tiene que M2
FP = −1/`2 y n± = 1, con lo



cual, la ecuación (5.23) tiene solamente tres ráıces. Entonces debe aparecer una nueva solución,

nuevamente no-polinómica

fs(u, y) =
(y
`

)(
f1(u) + f1L(u) ln

(y
`

))
. (5.26)

En este punto especial también se encuentra un comportamiento logaŕıtmico. Este tipo de so-

lución también ha sido hallado en la referencia [AAN10] en la teoŕıa f − g de Isham, Salam y

Strathdee [ISS71].

Es interesante notar que NMG posee en su espacio de parámetros un punto especial con carac-

teŕısticas similares, donde aparecen nuevas soluciones de agujero negro que no son localmente

equivalentes a AdS3 [BHT09b, OTT09]. Además, en dicho punto, la teoŕıa linealizada de NMG

presenta una simetŕıa de gauge extra con un parámetro escalar. Lo mismo sucede para ZDG

linealizada como puede verse de (3.63) y la discusión subsiguiente. Entonces, a nivel linealizado,

tanto ZDG cŕıtica como NMG cŕıtica propagan un único grado de libertad. Sin embargo, esto

no es cierto a nivel no-lineal y la invariancia de gauge extra del punto cŕıtico es una accidente de

la aproximación lineal. NMG en este punto especial ha sido llamada Partially Massless Gravity

(PMG), dado que los modos masivos se convierten en parcialmente masivos [DN84, DW01]. La

existencia de soluciones del tipo (5.26) en PMG fue tomado como un indicio de que la teoŕıa

dual correspondiente es una LCFT [GJZ11]. Es interesante mencionar que PMG, originalmente

hallada como un versión especial de NMG, puede ser generalizada en el contexto de ZDG, donde

hay una clase más amplia de puntos especiales en su espacio de parámetros.

La existencia de estos modos logaŕıtmicos en ZDG cŕıtica, brinda un claro indicio de que podemos

incluir a ZDG en el menú de modelos candidatos a ser duales gravitatorios de LCFT. Este

hecho nos lleva a preguntarnos si ZDG también puede proveer un escenario adecuado para

estudiar otras extensiones de la correspondencia AdS/CFT, tales como las dualidades aplicadas

a materia condensada (Lifshitz-Schrödinger/CMT) o WAdS/CFT. Un ingrediente esencial para

ello es hallar soluciones que realicen geométricamente las simetŕıas requeridas en la teoŕıa de

campos dual. En la próxima sección veremos que ZDG contiene en su espectro espacios de

Lifshitz, Schrödinger y Warped AdS.



5.2. Espacios invariantes de escala anisótropa en ZDG

En la sección anterior hemos mostrado que ZDG provee un escenario interesante para explo-

rar extensiones de la conjetura AdS/CFT, en aquel caso, para espacios asintóticamente AdS

en un sentido relajado, y para teoŕıas del borde no-unitarias. Esto nos anima para conside-

rar ZDG como modelo para estudiar otras extensiones de la correspondencia. Entre otras, las

aplicaciones a materia condensada han recibido una atención notable, tanto en espacios AdS

como no-AdS. Esto es de sumo interés, ya que permite abordar problemas de teoŕıas de campos

en reǵımenes de acoplamiento fuerte con una herramienta distinta y novedosa. Entre distintas

versiones de holograf́ıa no-AdS destacan las que involucran siguientes geometŕıas: los espacios

de Lifshitz, conjeturados a ser los duales gravitatorios de sistemas de materia condensada con

puntos fijos de Lifshitz [KLM08]; los espacios de Schrödinger, que realizan geométricamente el

grupo conforme no-relativista [Son08, BM08]; y los espacios Warped AdS (WAdS), cuyas dis-

tintas versiones (tipo-espacio, tipo-tiempo y tipo-nulo) tienen aplicación en diversos contextos,

como materia condensada o Kerr/CFT [ALP+09, DHH12]. El primero paso para poder con-

siderar a ZDG en el catálogo de teoŕıas capaces de brindar modelos para estudiar holograf́ıa

no-relativista, es corroborar que posea en su espectro geometŕıas con las simetŕıas requeridas.

En esta sección mostraremos que, de hecho, ZDG admite todos los espacios anteriormente men-

cionados como soluciones exactas. Construiremos expĺıcitamente las soluciones que representan

espacios de Schrödinger aśı como también espacios asintóticamente Lifshitz y WAdS. Algunas

de las geometŕıas estudiadas presentan una propiedad interesante ya observada en otras teoŕıas

de bi-gravedad consideradas en la literatura. Cuando se considera una solución de agujero negro,

las dos “métricas” de la teoŕıa están relacionadas por una transformación de coordenadas y un

re-escaleo global. Mostraremos que este tipo de “dualidad” también aparece en ZDG para algu-

nas soluciones. Sin embargo, para el caso del agujero negro asintóticamente Lifshitz, la segunda

“métrica” representa un nuevo agujero negro de Lifshitz que coincide con el primero únicamente

en la región asintótica.

5.2.1. Espacios de Lifshitz

Comencemos con las soluciones de Lifshitz. Como ya mencionamos anteriormente, estos espacios

cobran relevancia como duales gravitatorios de sistemas de materia condensada con puntos fijos

de Lifsthiz. La expresión (3.67) nos sugiere un ansatz para encontrar una solución de Lifshitz

en ZDG. Es conveniente re-escalear los parámetros α1, α2 y β1, definiendo las nuevas constantes



α ≡ m2`2α1, A ≡ m2`2α2 y β ≡ m2`2β1. El dreibein e1 está relacionado con la métrica de

Lifshitz de la manera usual g1µν = e1µ
aηabe1ν

b; y utilizando (3.67), el ansatz para e a2 es

e2
1̂ =

α− σ(z2 + z − 1)

2β

(r
`

)z
dt ,

e2
2̂ =

α+ σ(z2 − z − 1)

2β

(r
`

)
dx ,

e2
3̂ =

α− σ(z2 − z + 1)

2β

(
`

r

)
dr . (5.27)

El espacio de Lifshitz tridimensional resuelve las ecuaciones de movimiento (5.11a)-(5.11b) si los

parámetros A y β satisfacen las siguientes relaciones

A = −
(
α(α− 2σz)− (z2 + z − 1)(z2 − z − 1)

)2(
α− σ(z2 + z + 1)

)
2σ
(
α− σ(z2 − z + 1)

)4 ,

β = −α(α− 2σz)− (z2 + z − 1)(z2 − z − 1)

2σ
(
α− σ(z2 − z + 1)

) ,

o, de manera equivalente

A
β

=

(
α(α− 2zσ)− (z2 + z − 1)(z2 − z − 1)

) (
α− σ(z2 + z + 1)

)(
α− σ(z2 − z + 1)

)3 , (5.28)

donde asumimos que ασ 6= z2 − z + 1.

Como dijimos en la sección anterior, seŕıa interesante investigar si las soluciones no-AdS también

presentan una “dualidad” entre “métricas”. Para responder a esta pregunta podemos ver que la

“métrica” asociada a (5.27) puede ser escrita de la siguiente forma

ds2
2 = Ω2

(
−r

2z

`2z
dt̃ 2 +

r2

`2
dx̃2 +

`2

r2
dr2

)
,

donde hemos (re-)definido

Ω2 =

(
α− σ(z2 − z + 1)

)2
4β2

, t̃ =
α− σ(z2 + z − 1)

α− σ(z2 − z + 1)
,

x̃ =
α− σ(z2 − z − 1)

α− σ(z2 − z + 1)
.

Entonces, la “métrica” g2, siendo un re-escaleo de g1, también representa un espacio-tiempo de

Lifshitz con el mismo exponente dinámico z.



5.2.1.1. Agujero negro de Lifshitz

En el caso particular de z = 3, debemos destacar que ZDG admite como solución agujeros negros

circularmente simétricos que en la región asintótica tienen a un espacio de Lifshitz con el mismo

exponente dinámico. En el contexto de holograf́ıa, un agujero negro en el bulk representa una

teoŕıa del borde dual a una temperatura finita, la temperatura de Hawking del agujero negro.

La métrica agujero negro de Lifshitz está dada por

ds2 = −r
6

`6

(
1− M`2

r2

)
dt2 +

r2

`2
dx2 +

(
r2

`2
−M

)−1

dr2 . (5.29)

Esta geometŕıa persiste como solución luego de la adición del conjunto infinito de términos de

curvatura superior de ZDG8. Esto es notable debido al hecho que los agujeros negros de Lifshitz

no exhiben invariantes de curvatura constantes, cosa que śı sucede en las ondas AdS estudiadas

en la Sección 5.1, lo que permitió resumar la serie infinita de términos con derivadas altas.

Para probar que el agujero negro (5.29) es solución de ZDG, es conveniente considerar el siguiente

ansatz para e2

e2
1̂ =

(α− 11σ)r2 + 4M`2σ

2βr2

(r
`

)3
√

1− M`2

r2
dt ,

e2
2̂ =

α+ 5σ

2β

r

`
dx ,

e2
3̂ =

α− 7σ

2β

(
r2

`2
−M

)−1/2

dr . (5.30)

El agujero negro de Lifshitz de [ABGGH09] resuelve las ecuaciones de movimiento si A y β

satisfacen las condiciones (5.28) evaluadas en z = 3; es decir

A = −
(
α(α− 6σ)− 55

)2
(α− 13σ)

2σ(α− 7σ)4
, β = −α(α− 6σ)− 55

2σ(α− 7σ)
, (5.31)

o, lo que es lo mismo

A
β

=

(
α(α− 6σ)− 55

)
(α− 13σ)(

α− 7σ
)3 .

Aqúı hemos asumido que α 6= 11σ, α 6= 7σ y α 6= −5σ para que (5.30)-(5.31) estén bien definidas.

Podemos ver que la “métrica” asociada al segundo dreibein (5.30) puede ser re-escrita como un

agujero negro de Lifshitz con z = 3 multiplicado por un factor global. Más precisamente, el

8Como dijimos en la Sección 3.4, ZDG no es una completación de curvatura superior de NMG.



elemento de ĺınea de g2 es

ds2
2 = Ω2

(
−
(
r2

`2
−M

)(
r2

`2
+ µ

)2

dt̃ 2 +
r2

`2
dx̃2 +

(
r2

`2
−M

)−1

dr2

)
, (5.32)

donde hemos (re-)definido

Ω2 =
(α− 7σ)2

4β2
, µ =

4Mσ

α− 11σ
, t̃ =

α− 11σ

α− 7σ
, x̃ =

α+ 5σ

α− 7σ
.

El parámetro µ es positivo si sign(Mσ)(α− 11σ) > 0.

El “espacio-tiempo” descrito por el intervalo (5.32) posee invariantes de curvatua no-constantes

con la misma estructura de divergencias que (5.29). Sin embargo, es importante remarcar que el

agujero negro (5.32) es distinto al hallado en [ABGGH09]. La presencia del parámetro µ hace

que el agujero negro (5.32) no sea localmente equivalente a (5.29), pudiendo contribuir a las

propiedades globales de la geometŕıa, como por ejemplo, su masa. Sin embargo, ambos espacios

comparten el mismo comportamiento asintótico, aproximándose al espacio de Lifshitz con z = 3

en la región asintótica (i.e. para valores de r grandes).

Notemos que, dado que tanto M como µ son positivos, el agujero negro (5.32) posee una tem-

peratura positiva, dada por

T =

√
M(M + µ)

2π`
.

Aún resta hallar un modo de definir las cargas conservadas en esta teoŕıa y para estas soluciones

en particular para, por ejemplo, estudiar la termodinámica este nuevo agujero negro. Una posibi-

lidad para calcular las cargas conservadas podŕıa venir de la mano del método de renormalización

holográfica descrito en [Apo16] para teoŕıas de higher spin.

5.2.2. Espacios de Schrödinger

Ahora consideremos otras geometŕıas con invariancia anisótropa, en este caso los llamados espa-

cios de Schrödinger, los cuales realizan geométricamente las simetŕıas de la ecuación de Schrödin-

ger. Estos son un caso especial de las ondas AdS estudiadas en la Sección 5.1, en los que las

funciones del perfil de onda (5.24) toman los valores f+(u) = 0, f−(u) = f0 con n− = −2ν.

Entonces el dreibein e1 está dado por

e1
1̂ =

`

y

(
`ν

yν
du+

yν

`ν
dv

)
, e1

2̂ =
`

y

yν

`ν
dv , e1

3̂ =
`

y
dy ,



mientras que e2 tiene la siguiente forma

e2
1̂ =

`

y

[(
γ − 2σν(1 + ν)

β

)
`ν

yν
du+ γ

yν

`ν
dv

]
,

e2
2̂ =

`

y

[
−2σ(1 + ν)

β

`ν

yν
du+ γ

yν

`ν
dv

]
,

e2
3̂ =

`γ

y
dy .

Para que esta geometŕıa sea solución de ZDG, los parámetros de la teoŕıa deben cumplir las

restricciones

α = −σ
(
2β + 1− 8ν − 8ν2

)
, A = − β 2(β − 1)(

β − 4ν(1 + ν)
)2 , γ = −

σ
(
β − 4ν(1 + ν)

)
β

.

Dado que los espacios de Schrödinger son casos particulares de las ondas AdS, el campo de

esṕın-2 g2 es un re-escaleo de g1 como se discutió en la Sección 5.1.

5.2.3. Espacios Warped Anti-de Sitter

Ya hemos mencionado que un caso especial de los espacios de Schrödinger son los llamados

espacios WAdS tipo-nulo, los cuales también resuelven las ecuaciones de movimiento de ZDG.

Además, la teoŕıa admite como soluciones las geometŕıas WAdS tipo-tiempo y tipo-espacio. En

la introducción resaltamos la importancia de estos espacios en extensiones de la correspondencia

AdS/CFT [ALP+09, DHH12], dado que constituyen un caso relativamente sencillo de geometŕıas

no-AdS al presentar invariantes de curvatura constantes.

Debemos resaltar que el agujero negro localmente equivalente al espacio WAdS estirado tipo-

espacio resuelve las ecuaciones de movimiento de ZDG (5.11a)-(5.11b). Este agujero negro

está dado por la métrica

ds2 = −N2dt2 + ρ2 (dϕ+Nϕdt)
2

+
`2dr2

4ρ2N2
, (5.33a)

con

ρ2 =
r

4

(
3(ν2 − 1)r + (ν2 + 3)(r+ + r−)− 4ν

√
(ν2 + 3)r+r−

)
,

N2 =
(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)

4ρ2
,

Nϕ =
2νr −

√
(ν2 + 3)r+r−
2ρ2

. (5.33b)



Para el campo e1 tomaremos el dreibein asociado al elemento de ĺınea (5.33)

e1
1̂ = dt+

(
νr − 1

2

√
(ν2 + 3)r+r−

)
dϕ ,

e1
2̂ =

1

2

√
(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)dϕ ,

e1
3̂ =

`√
(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)

dr , (5.34)

mientras que el segundo dreibein tiene la forma

e2
1̂ =

α− σ(4ν2 − 3)

4β

[
2dt+

(
2νr −

√
(ν2 + 3)r+r−

)
dϕ
]
,

e2
2̂ =

α+ σ(2ν2 − 3)

4β

√
(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)dϕ ,

e2
3̂ =

`

2β

α+ σ(2ν2 − 3)√
(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)

dr . (5.35)

Para estas geometŕıas sean soluciones de ZDG, los parámetros α, A y β deben satisfacer las

siguientes relaciones

A
β

=

(
α− σ(4ν2 − 3)

)
(α+ σ(2ν2 − 3))

6

(
20ν4 − 12σ(α+ σ)ν2 + (α− 3σ)2

)
×
(
8σν6 + 12(α− 3σ)ν4 − 12σ(α2 − 3)ν2 + (α− 3σ)3

)
.

La “métrica” asociada al segundo dreibein del agujero negro WAdS tipo-espacio (5.35) puede ser

escrita del siguiente modo

ds2
2 = Ω2

(
dt̃ 2 + 2

(
νr − 1

2

√
(ν2 + 3)r+r−

)
dt̃dϕ̃+

`2dr2

(ν2 + 3)(r − r+)(r − r−)

+
r

4

(
3(ν2 − 1)r + (ν2 + 3)(r+ + r−)− 4ν

√
(ν2 + 3)r+r−

)
dϕ̃2

)
, (5.36)

donde hemos (re-)definido

Ω2 =
9(ν2 − 1)2

4β2
, α = ν2σ , t̃ = −t , ϕ̃ = −ϕ , (5.37)

y donde las constantes de acoplamiento toman los valores

A = − (ν2 − 3)

2
, β =

3(ν2 − 1)

2
.



Vale la pena mencionar que el “espacio-tiempo” descrito por (5.36) no difiere globalmente de

(5.33) dado que el re-escaleo de parámetros dado por (5.37) no introduce un déficit angular.





Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado teoŕıas de gravedad masiva en el contexto de holograf́ıa y extensio-

nes de la correspondencia AdS/CFT. La relevancia de las teoŕıas con campos de esṕın-2 masivos

radica en que estas poseen un amplio espectro de soluciones entre las que se encuentran varias

geometŕıas útiles en extensiones de AdS/CFT. El agregado de masa al gravitón se logra añadien-

do términos de interacción con campos auxiliares (es el caso de la teoŕıa dRGT [dRGT11] o de

New Massive Gravity en su formulación de segundo orden [BHT09a, BHT09b, HT10]) o térmi-

nos superiores en la curvatura (por ejemplo, Topologically Massive Gravity [DJT82b, DJT82a]

o New Massive Gravity en su formulación habitual [BHT09a, BHT09b]). Estos términos extra

hacen más grande el espacio de parámetros permitiendo una mayor variedad de soluciones en el

espectro de la teoŕıa. En general, la adición de términos con derivadas superiores añade grados

de libertad (a excepción de las teoŕıas de Lovelock); en el caso de términos cuadráticos en la

curvatura, los modos de la teoŕıa pueden descomponerse en un gravitón no-masivo, un gravitón

masivo y un campo escalar masivo [Ste78]. Sin embargo, algunos de esos modos de esṕın-2 son

inestables. Este problema puede eludirse en 2 + 1 dimensiones, ya que alĺı el gravitón no-masivo

no posee grados de libertad propagantes, lo que permite ajustar la teoŕıa de modo tal que el

campo de esṕın-2 masivo no sea un modo tipo-fantasma.

Por otro lado, la correspondencia AdS/CFT es extremadamente útil ya que brinda descripcio-

nes gravitatorias tratables de teoŕıas de campos fuertemente acopladas d́ıficiles de abordar con

otros métodos. Sin embargo, los casos más habituales involucran teoŕıas de campos que no son

realizables experimentalmente. Desde hace casi una década han surgido distintas extensiones

de AdS/CFT con el propósito de aplicar las ideas holográficas a, entre otras cosas, sistemas de
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materia condensada [Son08, BM08, KLM08]. E incluso a teoŕıas de campos no-unitarias como

las llamadas Logarithmic CFT (LCFT) que también poseen aplicaciones en materia condensada

[GRRZ13].

Comenzamos esta tesis introduciendo los principales conceptos de holograf́ıa en el Caṕıtulo 2:

el diccionario holográfico dado por la prescripción de Witten y el proceso de renormalización

holográfica que nos permite calcular observables bien definidos utilizando la dualidad. Este pro-

cedimiento nos permitió identificar el tensor de Brown-York renormalizado con el valor de ex-

pectación del tensor de enerǵıa-momentos de la CFT dual. Teniendo el tensor de esfuerzos bien

definido procedimos a utilizarlo en algunos ejemplos de interés como la obtención de cargas

conservadas del agujero negro BTZ [BTZ92] y el calculo de la anomaĺıa de traza en espacios

asintóticamente AdS3 [BK99]. Luego, repasamos brevemente las principales ideas de la holo-

graf́ıa no-relativista en espacios de Schrödinger [Son08, BM08], de Lifshitz [KLM08] y Warped

AdS [ALP+09, DHH12].

En el Caṕıtulo 3 introdujimos las teoŕıas de gravedad masiva tridimensionales en las que cen-

tramos nuestra investigación en esta tesis: New Massive Gravity (NMG) [BHT09a, BHT09b] y

Zwei-Dreibein Gravity (ZDG) [BdHH+13]. Para NMG estudiamos el principio variacional utili-

zando la formulación de campo auxiliar, lo que nos permitió determinar los términos de borde de

la teoŕıa y obtener el tensor de Brown-York para NMG. Luego aplicamos el método de renorma-

lización holográfica en NMG para distintos casos: en espacios asintóticamente AdS3 obtuvimos

la anomaĺıa de traza de la CFT dual y las cargas conservadas del agujero negro BTZ; en espacios

con invariancia de escala anisótropa calculamos la masa del espacio de Lifshitz y el agujero negro

de Lifshitz. También vimos que, si bien NMG es una teoŕıa perturbativamente consistente en

torno a Minkowski, cuando se considera el espacio AdS hay una inconsistencia de unitariedad

entre la teoŕıa de gravedad y la teoŕıa de campos dual. Como se menciona en la sección corres-

pondiente, hubo intentos de corregir este problema añadiendo términos con derivadas superiores

que no tuvieron éxito. Vimos cómo ZDG, una teoŕıa de bi-gravedad escrita en formalismo de

primer orden, śı resuelve dicho problema. Además, ZDG puede ser escrita como una teoŕıa de

una sola métrica pero con un número infinito de términos de derivadas superiores. Esto parece

sugerir que la única manera de tener una teoŕıa libre de la inconsistencia bulk/boundary es la

adición de una torre infinita de términos con derivadas superiores, de una manera ligeramente

reminiscente a teoŕıa de cuerdas. Asimismo, es posible pensar a ZDG como una teoŕıa de higher

spin dado que acopla de un modo consistente gravitones con campos de esṕın-2 masivos.



Una vez introducida la correspondencia AdS/CFT y las teoŕıas de gravedad con campos de

esṕın-2 masivos, procedimos a presentar los resultados originales de esta tesis en los Caṕıtulos

4 y 5. En la Sección 4.1 del Caṕıtulo 4 estudiamos deformaciones quirales del agujero negro

BTZ extremal. La primer observación interesante es destacar que NMG en el punto cŕıtico

m2`2 = −1/2 (i.e. c = 0) posee soluciones a nivel no-lineal que exhiben un comportamiento

asintótico del tipo estudiado. Es decir, deformaciones del agujero negro BTZ extremal de la

forma ds2 = ds2
eBTZ +Habdz

adzb con Hab dado por

Hab(r) = l4δ+
a δ

+
b

(
k0 + k2r

2
)

log

(
r2 − 2GMl2

2GMl2

)
. (6.1)

Estas deformaciones alteran incluso los términos dominantes de la métrica original y, a pesar de

ello, poseen cargas conservadas finitas. También vale la pena mencionar que los dos términos que

contribuyen a la masa (4.16) y al momento angular (4.17) provienen de contribuciones distintas

en la expansión (6.1); mientras que la parte que depende de k0 viene del término O(log(r)),

siendo consistente con las condiciones de borde de Log-gravity, la segunda parte viene de la

nueva dependencia O(r2 log(r)). Es notable que este último depende tanto de k2 como de M .

Hay un caso especial para el cual la deformación (6.1) se anula en r2 = 2GM`2; es decir, cuando

k0 = −2GM`2k2. Para esta elección de los parámetros la solución posee algunas caracteŕısticas

especiales; por ejemplo, el potencial efectivo de las geodésicas no diverge. Es notable que en este

caso las cargas (4.16) y (4.17) se anulan.

En la Sección 4.2 hemos estudiado el proceso de renormalización holográfica de espacios WAdS

en gravedad masiva tridimensional. La motivación para llevar a cabo dicha tarea fue la de ver

hasta que punto es posible extender las técnicas estándar de renormalización holográfica mutatis

mutandis a espacios asintóticamente WAdS3. Los resultados de nuestro análisis mostraron que

el intento de aplicar directamente la receta de renormalización holográfica a espacios WAdS3

tuvo éxito de forma parcial: por un lado, si bien el procedimiento dio lugar al cálculo exacto de

cargas conservadas de agujeros negros asintóticamente WAdS3, no fue suficiente para regularizar

completamente el tensor de enerǵıa-momentos en el borde del espacio-tiempo. A pesar de ello,

se pudo dar una definición de la densidad de enerǵıa cuasi-local

M =
ν2(ν2 + 3)

2(20ν2 − 3)`G

(
r+ + r− −

1

ν

√
(ν2 + 3)r+r−

)
,



que da el resultado correcto de la masa del agujero negro. Además, la parte finita en la expansión

para distancias radiales grandes da el valor exacto del momento angular

J(0) =
ν(ν2 + 3)

4(20ν2 − 3)G`

(
(5ν2 + 3)r+r− − 2ν(r+ + r−)

√
(ν2 + 3)r+r−

)
.

Una pregunta natural que surge es por qué el método estándar de renormalización holográfica

no es suficiente para definir un tensor de esfuerzos en el borde. A este respecto queremos discutir

una posibilidad interesante: existe evidencia fuerte de que la gravedad en espacios WAdS3 es

dual a una teoŕıa bidimensional que viola invariancia de Lorentz, siendo invariante únicamente

ante el grupo SL(2,R) × U(1). Entonces, es natural preguntarse si es posible suplementar el

tensor T
(∗)
ij con contra-términos que no sean invariantes de Lorentz de modo tal que el resultado

sea un tensor de enerǵıa-momentos finito. Precisamente debido a la ausencia de la invariancia de

Lorentz, tal contribución daŕıa lugar a un tensor no-simétrico que no tendŕıa la forma de un tensor

de Belifante, como el que provendŕıa de los contra-términos T ijC = 2√
γ
δSC

δγij
, que es simétrico por

construcción. Todav́ıa persiste la pregunta sobre si es posible agregar otro tipo de contribuciones

que violen la invariancia de Lorentz y que den lugar a un tensor de enerǵıa-momentos finito

en el borde. Sin embargo, una inspección exhaustiva de todos los posibles términos a mano,

enumerados en el Apéndice A.1, muestra que no hay una manera clara de mejorar el tensor de

esfuerzos de borde sin estropear los valores correctos de las cargas.

El último caso de NMG estudiado en el Caṕıtulo 4 es el del espacio de Gödel, en la Sección

4.3, donde se investigó la definición de las cargas conservadas en espacios WAdS3 tipo-tiempo

(tWAdS3), los cuales exhiben curvas temporales cerradas (CTCs). Las geometŕıas tWAdS3 en

NMG representan ejemplos manejables en los cuales se pueden atacar preguntar tales como

la definición de observables con sentido f́ısico, como las cargas conservadas, en espacios que no

poseen vectores de Killing globalmente definidos. Para espacios tWAdS3 estirados y comprimidos

hemos investigado la viabilidad de la definición de cargas conservadas. Una de las preguntas que

abordamos es cómo proveer una definición sensible cuasi-local de la enerǵıa gravitacional en

estos espacios con CTCs. La motivación para hacer esto es la de estudiar hasta donde es posible

extender los métodos inspirados en holograf́ıa en estos ejemplos de extensiones de AdS/CFT a

espacios no-AdS. Hemos tenido éxito en cuanto a defectos no-rotantes concierne, siendo capaces

de obtener su masa

M =
2σω2`2(µ− 1)

(19ω2`2 − 2)G
=

2(µ− 1)

19G

(
σ − 1

m2`2

)
.

Este es un resultado interesante ya que, a pesar de las similitudes entre los agujeros negros en



WAdS tipo-espacio y los defectos angulares en WAdS tipo-tiempo, la transformación de coorde-

nadas que los vincula depende las constantes de integración. Es decir, depende de las mismas

cargas conservadas que se quiere calcular. Esto queda evidenciado en el Apéndice A.2. Debemos

aclarar que también hemos encontrado dificultades cuando intentamos aplicar estas técnicas a so-

luciones rotantes. La pregunta acerca de la posibilidad de formular una receta de renormalización

holográfica en espacios WAdS3 permanece pendiente de respuesta. La obstrucción encontrada

fue la misma que en el caso de espacios WAdS3 tipo-espacio: la imposibilidad de regularizar

completamente el tensor de esfuerzos con contra-términos locales. Este fenómeno ha sido ob-

servado tanto en TMG como en NMG para el caso de espacios WAdS3 tipo-espacio, sugiriendo

que esta es una caracteŕıstica general de este tipo de geometŕıas. Aún no queda claro si esto es

consecuencia o no de la falta de invariancia de Lorentz en la teoŕıa de campos dual.

Luego, ya concentrándonos en ZDG, en la Sección 5.1 del Caṕıtulo 5 hemos mostrado que el

espacio de parámetros de ZDG alrededor de AdS3 posee puntos cŕıticos donde aparecen soluciones

con decaimientos logaŕıtmicos, tanto a nivel lineal como no-lineal. Estos puntos cŕıticos y las

soluciones logaŕıtmicas que alĺı aparecen son similares a las de NMG cŕıtica. Debemos destacar

que los puntos cŕıticos de ZDG son una generalización de los de NMG. La existencia de este tipo

de soluciones logaŕıtmicas es no-trivial. Tanto en NMG como en ZDG, la criticalidad está marcada

por el hecho de que los modos masivos se convierten en no-masivos y degeneran con los modos

puro gauge. En ambos casos se puede argumentar que, por continuidad, nuevos modos que no

son masivos ni no-masivos deben aparecer en el punto cŕıtico. En NMG, dado que es una teoŕıa

cuadrática en el tensor de curvatura, las ecuaciones de movimiento son de cuarto orden, por lo

tanto, deben existir cuatro modos independientes en cualquier punto del espacio de parámetros.

Como en el punto cŕıtico los modos masivos degeneran en los no-masivos, nuevos modos deben

surgir en el espectro linealizado. Estos modos resultan ser soluciones de una ecuación de cuarto

orden muy particular que presenta un operador diferencial de cuarto orden que es la ráız cuadrada

de uno de segundo orden [BHRT11] y t́ıpicamente presentan soluciones logaŕıtmicas. En ZDG las

ecuaciones de movimiento en los puntos cŕıticos siguen siendo un sistema acoplado de ecuaciones

diferenciales de segundo orden para las dos métricas y deben tener cuatro modos linealizados

distintos. Lo que resulta no-trivial en ZDG es que los nuevos modos que aparecen en los puntos

cŕıticos para suplantar los modos masivos resultan tener decaimiento logaŕıtmico. De hecho, el

comportamiento logaŕıtmico es t́ıpicamente asociado a ecuaciones diferenciales de orden mayor a

dos y ZDG está formulada naturalmente en términos de ecuaciones diferenciales de segundo orden

acopladas para dos métricas. Sin embargo, hemos mostrado que las nuevas soluciones de ZDG en



los puntos cŕıticos son logaŕıtmicas. A nivel linealizado, esto sucede porque las ecuaciones de ZDG

cŕıtica y las de NMG a nivel lineal son las mismas. A nivel no-lineal hemos mostrado que ZDG

puede ser entendida como una teoŕıa de derivadas superiores (de hecho, infinitos términos con

derivadas más altas) para una única métrica, y es esta caracteŕıstica la que en última instancia

es responsable de la existencia de la soluciones de onda AdS con decaimiento logaŕıtmico en

los puntos cŕıticos. Como en el caso de teoŕıas de gravedad masiva con derivadas superiores, la

existencia de modos logaŕıtmicos puede ser vista como un indicio de que ZDG cŕıtica es dual a

teoŕıas conformes logaŕıtmicas, una vez que se imponen condiciones de borde adecuadas. Para

poder confirmar esta conjetura son necesarios otras pruebas, tales como el cálculo de funciones

de dos y tres puntos, como las realizadas en TMG y NMG [STvR09, GS10, GH10], a través de

un procedimiento de renormalización holográfica apropiado. También son necesarios cálculos de

la función de partición a nivel árbol y a 1-loop del lado de gravedad (ver por ejemplo [GGV10,

BGVZ11]) para ver si se reproduce la estructura esperada para una LCFT. Para poder realizar

estos chequeos es necesaria una extensión del diccionario holográfico para teoŕıas de bi-gravedad.

En la Sección 5.2 hemos construido soluciones expĺıcitas de ZDG. Hemos encontrado como solu-

ciones geometŕıas con invariancia de escala anisótropa con y sin invariancia de Galileo. Estas son

los análogos tridimensionales de los espacios de Schrödinger y Lifshitz respectivamente, los cuales

fueron conjeturados a ser los duales gravitatorios de sistemas de materia condensada fuertemen-

te correlacionados. Lo que constituye el primer paso para poder considerar esta teoŕıa como un

modelo sensato de holograf́ıa no-relativista. También hemos hallado agujeros negros estáticos

circularmente simétricos que tienden asintóticamente al espacio de Lifshitz, lo que es notable,

dado que representan soluciones de curvatura no-constante de New Massive Gravity (NMG) que

persisten luego de la introducción de la torre infinita de términos de curvatura superior de ZDG.

Además se derivaron soluciones de agujeros negro asintóticamente WAdS tipo-espacio. Para el

caso de los espacios de Lifshitz, Schrödinger y Warped AdS, ambos campos de esṕın-2 están

relacionados por cambios de coordenadas y re-escaleos globales. Para el caso del agujero negro

asintóticamente Lifshitz, por el contrario, la “métrica” asociada al segundo dreibein representa

un nuevo tipo de agujero negro que tiende asintóticamente a la geometŕıa de Lifshitz con z = 3.

La pregunta acerca de si estos dos campos dinámicos poseen o no una interpretación geométrica

clara no está resuelta. Por otro lado, seŕıa interesante averiguar si ZDG contiene en su espectro

nuevas soluciones con invariancia de escala anisótropa, como agujeros negros de Lifshitz con

z 6= 3. Un problema abierto en esta teoŕıa es sobre cómo definir cargas conservadas. Hallar un

método que permita hacerlo es muy importante para, por ejemplo, estudiar la termodinámica



de agujeros negros de bi-gravedad. Los resultados de esta sección dan motivaciones adicionales

para estudiar teoŕıas de (bi-)gravedad masiva tridimensional como modelos simplificados para

estudiar AdS/CFT y sus extensiones.

Finalmente, queremos mencionar que en la referencia [Apo16] se ha propuesto un método de

renormalización holográfica para la teoŕıa de Higher-Spin Gravity en tres dimensiones. Esto

junto con la formulación tipo-Chern-Simons de las teoŕıa de gravedad masiva tridimensional

[BHM+15, Mer14], puede dar lugar a un diccionario holográfico para teoŕıas de bi-gravedad en

tres dimensiones como ZDG. También seŕıa interesante estudiar la teoŕıa de bi-gravedad de la

referencia [AAN+16], que añade un término cinético para el campo auxiliar fµν de NMG, y

su espectro de soluciones. De contener los espacios estudiados en esta tesis como soluciones,

permitiŕıa incorporar un nuevo modelo de gravedad al menú de teoŕıas para explorar extensiones

de AdS/CFT.





Apéndice A

Espacios Warped Anti-De Sitter:

tipo-tiempo y tipo-espacio

A.1. Warped Anti-de Sitter: expansión para r grande

Ahora colectaremos las expresiones correspondientes a la expansión para r grande de las can-

tidades relevante en el borde. Las componentes del tensor de esfuerzos, dadas por la expansión

T ∗ij = t
(1)
ij r + t

(0)
ij + t

(−1)
ij r−1 + t

(−2)
ij r−2 + . . ., están dadas por

t
(0)
tt =

ν2
√
ν2 + 3

(20ν2 − 3)π`G
,

t
(−1)
tt = 0 ,

t
(−2)
tt =

ν2
√
ν2 + 3 (r+ − r−)

2

4 (20ν2 − 3)π`G
,

t
(1)
tϕ =

3ν(ν2 − 1)
√
ν2 + 3

8(20ν2 − 3)π`G
,

t
(0)
tϕ =

ν
√
ν2 + 3

16 ((20ν2 − 3)π`G

(
(5ν2 + 3)(r+ + r−) + 8ν

√
ν2 + 3r+r−

)
,

t(1)
ϕϕ =

3ν(ν2 − 1)
√
ν2 + 3

8 (20ν2 − 3)π`G

(
ν(r+ + r−)−

√
ν2 + 3r+r−

)
,

t(0)
ϕϕ =

ν
√
ν2 + 3

32(20ν2 − 3)π`G

(
ν(13ν2 + 3)(r2

+ + r2
−)−

2(5ν2 + 3)
√
ν2 + 3r+r−(r+ + r−)− 2ν(5ν2 − 21)r+r−

)
.
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Por otro lado, las componentes no nulas de la métrica del borde, denotada por γij ' γ
(2)
ij r

2 +

γ
(1)
ij r + γ

(0)
ij + . . .

γ
(0)
tt = 1 ,

γ
(1)
tϕ = ν ,

γ
(0)
tϕ = −1

2

√
(ν2 + 3)r+r− ,

γ(2)
ϕϕ =

3

4
(ν2 − 1) ,

γ(1)
ϕϕ =

1

4
(ν2 + 3)(r+ + r−)− ν

√
(ν2 + 3)r+r− .

Las componentes de f̂ij , siguiendo la misma notación, es decir f̂ij = f̂
(2)
ij r

2 + f̂
(1)
ij r + f̂

(0)
ij + . . .,

están dadas por

f̂
(0)
tt = −4ν2 − 3

m2`2
,

f̂
(1)
tϕ = −ν(4ν2 − 3)

m2`2
,

f̂
(0)
tϕ =

(4ν2 − 3)
√

(ν2 + 3)r+r−
2m2`2

,

f̂ (2)
ϕϕ = −9(ν2 − 1)(2ν2 − 1)

4m2`2
,

f̂ (1)
ϕϕ =

(2ν2 − 3)(ν2 + 3)(r+ + r−)

4m2`2
+
ν(4ν2 − 3)

√
(ν2 + 3)r+r−

m2`2
,

f̂ (0)
ϕϕ = −3(ν2 − 1)(ν2 + 3)r+r−

2m2`2
.

Otras cantidades relevantes para los términos de borde es el tensor ∇rf̂ij , cuyas componentes

en la expansión para r grande ∇rf̂ (n)
ij , son las siguientes

Drf̂ (0)
tt = 0 ,

Drf̂ (1)
tϕ = −6ν(2ν2 − 3)

√
ν2 + 3r

m2`3
,

Drf̂ (0)
tϕ =

ν
√
ν2 + 3(2ν2 − 3)(r+ + r−)

2m2`3
,

Drf̂ (2)
ϕϕ = −2(ν2 − 1)(6ν2 − 9)

√
ν2 + 3

4m2`3
,

Drf̂ (1)
ϕϕ =

(2ν2 − 3)
√
ν2 + 3

2m2`3
((ν2 − 3)(r+ + r−) + 2ν

√
(ν2 + 3)r+r−) ,

Drf̂ (0)
ϕϕ =

(2ν2 − 3)(ν2 + 3)

2m2`3
(
√
ν2 + 3(r2

+ + r2
−)− 4ν

√
r+r−(r+ + r−)

+
√
ν2 + 3r+r−) .



Las contribuciones a las cargas M = 2πρuiT ∗ijξ
j y J = 2πρuiT ∗iϕ provienen de las expansiones

para r grande M'M(1)r+M(0) + . . . y J ' J(2)r
2 + J(1)r+ J(0) + . . . están compuestas del

siguiente modo: para la masa

M(1)

2π
= ρ(1)ut(0)t

(0)
tt + ρ(1)ut(0)t

(1)
tϕ ξ

ϕ
−1 + ρ(1)uϕ(−1)t

(1)
ϕt = 0,

M(0)

2π
= ρ(1)ut(−1)t

(0)
tt + ρ(0)ut(0)t

(0)
tt + ρ(1)ut(0)t

(0)
tϕ ξ

ϕ
(−1)+

ρ(1)ut(0)t
(1)
tϕ ξ

ϕ
(−2) + ρ(1)ut(−1)t

(1)
tϕ ξ

ϕ
(−1)+

ρ(0)ut(0)t
(1)
tϕ ξ

ϕ
(−1) + ρ(1)uϕ(−1)t

(0)
ϕt + ρ(1)uϕ(−2)t

(1)
ϕt +

ρ(0)uϕ(−1)t
(1)
ϕt + ρ(1)uϕ(−1)t

(1)
ϕϕξ

ϕ
(−1) ,

donde ρ(n) se refiere a las componentes de la expansión de la función métrica (4.20b) en potencias

del radio r; análogamente para la expansión de r grande de ut = ut(0) + ut(−1)r
−1 + ut(−2)r

−2,

uϕ ' uϕ(−1)r
−1 + uϕ(−2)r

−2 y de los vectores de Killing ξt = ξt(0) = 1, ξϕ ' ξϕ(−1)r
−1 + ξϕ(−2)r

−2.

Para el momento angular, la expresión análoga es

J(2)

2π
= ρ(1)ut(0)t

(1)
tϕ ,

J(1)

2π
= ρ(1)ut(0)t

(0)
tϕ + ρ(1)ut(−1)t

(1)
tϕ + ρ(0)ut(0)t

(1)
tϕ + ρ(1)uϕ(−1)t

(1)
ϕt ,

J(0)

2π
= ρ(1)ut(0)t

(−1)
tϕ + ρ(1)ut(−1)t

(0)
tϕ + ρ(1)ut(−2)t

(1)
tϕ

+ ρ(0)ut(0)t
(0)
tϕ + ρ(0)ut(−1)t

(1)
tϕ + ρ(−1)ut(0)t

(1)
tϕ +

+ ρ(1)uϕ(−1)t
(0)
ϕϕ + ρ(1)uϕ(−2)t

(1)
ϕϕ + ρ(0)uϕ(−1)t

(1)
ϕϕ .

Entonces, uno encuentra que la masa del agujero negro está dad por M(0) mientras que el del

momento angular está dado por J(0).

A.2. Relación entre WAdS3 tipo-tiempo y tipo-espacio

Como veremos, la relación entre las cargas que hemos calculados de los defectos en tWAdS3 y de

los agujeros negros en WAdS3 no es tan simple como se podŕıa pensar a priori. Los agujeros negros

WAdS3 son soluciones que tienden asintóticamente al espacio WAdS3 estirado tipo espacio;

ver [ALP+09] y referencias ah́ı. Como describiremos más abajo, esos agujeros negros pueden

obtenerse desde la solución tipo-tiempo por medio de un cambio de coordenadas complejo.



Los defectos rotantes en tWAdS3 están dados por el siguiente elemento de ĺınea1

ds2 = −dt2 − 4ωrdtdϕ+
dr2

(2r2ω2 + λµ,j(r))
−
(
2r2ω2 − λµ,j(r)

)
dϕ2 , (A.1a)

donde

λµ,j(r) =
2r2

`2
+ 2(1− µ)r − j`2 , (A.1b)

y donde t ∈ R, r ∈ R≥0, 0 ≤ µ ≤ 1, and φ ∈ [0, 2π). La métrica (A.1) involucra un nuevo

parámetro j ∈ R, y se reduce a (4.38) cuando j = 0. Notemos también que solo ξt ∼ ∂t and

ξϕ ∼ ∂ϕ de los cuatro generadores de SL(2,R) × U(1) sobreviven como vectores de Killing

exactos de la métrica (A.1).

Ahora consideremos la doble rotación de Wick

t→ iτ , ϕ→ −iΘ , ω → −ω , r → −r , j → −j ,

y, segundo, τ = t′ − `
√
jΘ. Finalmente, para poder comparar con las coordenadas utilizadas en

la literatura debemos reescalear el tiempo como t′ → LT .

El cambio de coordenadas de arriba mapea la métrica tipo tiempo (A.1) en la solución de agujero

negro en WAdS3 (4.19)

ds2 = L2dT 2 +
L2 dR2

(ν2 + 3)(R− r+)(R− r−)
+ L2(2νR−

√
r+r−(ν2 + 3))dTdΘ

+
RL2

4

[
3(ν2 − 1)R+ (ν2 + 3)(r+ + r−)− 4ν

√
r+r−(ν2 + 3)

]
dΘ2 , (A.2)

con R = −2r/L2 y realizando las siguientes identificaciones de parámetros

ν = ωL ; L2 =
3

ω2 + 2`−2
; (A.3a)

r± =
`2

L2

[
−(1− µ)±

√
(1− µ)2 − 2(ω2`2 + 1)j

(ω2`2 + 1)

]
. (A.3b)

Las siguientes relaciones serán útiles

r+ + r− =
2`2(µ− 1)

L2(1 + `2ω2)
; r+r− =

2j`4

L4(1 + `2ω2)
, .

1Notemos las dimensiones asignadas a los parámetros y las coordenadas: [t] = l1, [r] = l2, [φ] = l0, [`] =
l1, [ω] = l−1, [µ] = l0, [j] = l0, donde l tiene dimensiones de longitud.



Los vectores de Killing de las geometŕıas WAdS tipo tiempo y tipo espacio están relacionadas

del siguiente modo

∂t =
i

L
∂T , ∂ϕ =

`

L

√
j∂T + i∂Θ .

Este cambio de coordenadas dependiente de las cargas hace que la relación entre las cargas de

los WAdS tipo tiempo y tipo espacio sean más complicada que una mera continuación anaĺıtica.

Realizando el siguiente cambio en (A.2) LT → t, R → r y LΘ → ϕ, podemos asignar las

dimensiones del siguiente modo [t] = l1, [r] = l1, [ϕ] = l0, [L] = l1, [ν] = l0, [r±] = l1 y la

expresión de la masa de los agujeros negros WAdS se convierte en 2

MWBH = Q∂T =
ν(ν2 + 3)

GL(20ν2 − 3)

(
(r− + r+)ν −

√
r+r−(ν2 + 3)

)
,

mientras que la expresión para el momento angular es 3

JWBH = Q∂Θ =
ν(ν2 + 3)

4GL(20ν2 − 3)

(
(5ν2 + 3)r+r− − 2ν

√
r+r−(ν2 + 3)(r+ + r−)

)
.

Utilizando las relaciones (A.3) entre los parámetros de los WAdS tipo tiempo y tipo espacio,

uno observa que al ir de la métrica el tipo-tiempo al tipo-espacio se involucra un cambio de

coordenadas dependiente de las cargas y no globalmente definido, más precisamente, la definición

τ = t′ − `
√
jΘ de arriba. Esto implica que las cargas tipo-espacio y tipo-tiempo no coinciden.

Solo en el caso j = 0 uno ve que las masas están relacionadas4 de acuerdo a ∂t ∼ L−1∂T ,

MWBH|j=0 = L−1M .

Es importante remarcar que, en el caso de los defectos rotantes en tWAdS3 y, debido a la

dependencia en j del cambio de coordenadas, las cargas conservadas no pueden ser obtenidas

simplemente desde la masa y el momento angular de los agujeros negros en WAdS3 tipo espacio.

2Esta expresión viene de la ecuación (D.4) de la referencia [NPY10], que coincide con la ecuación (27) de [GG13]
sin el factor 1/2 que no debeŕıa estar presente. Notemos que esta expresión ha sido obtenida independientemente
con el formalismo covariate [DFMG+15].

3Resulta de tomar la ecuación (30) de [GG13] que ha sido chequeado con [Cle09b]. Notemos que esta expresión
también ha sido obtenida independientemente en el formalismo covariante [DFMG+15].

4A menos de un factor independiente de µ que no puede ser vista en la integración.





Apéndice B

Publicaciones relacionadas con la

tesis

Los principales resultados de la presente tesis fueron publicados en revistas internacionales es-

pecializadas en el área. A continuación los enumeramos

Chapter 4

• A. Garbarz, G. Giribet, A. Goya and M. Leston, Quasilocal energy for three-dimensional

massive gravity solutions with chiral deformations of AdS3 boundary conditions, Gen.Rel.Grav.

46 (2014) 1735, 1307.4791

• G. Giribet and A. Goya, The Brown-York mass of black holes in Warped Anti-de

Sitter space, JHEP 1303 (2013) 130, 1212.2100

• L. Donnay, J. Fernandez-Melgarejo, G. Giribet, A. Goya and E. Lavia, Conser-

ved charges in timelike warped AdS3 spaces, Phys.Rev. D91 (2015), no. 12, 125006,

1504.05212

Caṕıtulo 5

• E. A. Bergshoeff, A. F. Goya, W. Merbis and J. Rosseel, Logarithmic AdS Waves and

Zwei-Dreibein Gravity, JHEP 1404 (2014) 012, 1401.5386

• A. F. Goya, Anisotropic Scale Invariant Spacetimes and Black Holes in Zwei-Dreibein

Gravity, JHEP 1409 (2014) 132, 1406.4771

Los temas estudiados en el Caṕıtulo 4 de esta tesis son continuación del art́ıculo

G. Giribet, A. Goya and M. Leston, Boundary stress tensor and asymptotically AdS3 non-

Einstein spaces at the chiral point, Phys.Rev. D84 (2011) 066003, 1108.0400

el cual resume algunos resultados de mi tesis de licenciatura y que, por ende, no entraron en esta

tesis doctoral.
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wards the uniqueness of Lifshitz black holes and solitons in New Massive Gravity.

Phys. Rev., D90(4):044026, 2014.

[ABM14] Hamid R. Afshar, Eric A. Bergshoeff, and Wout Merbis. Extended massive gravity

in three dimensions. JHEP, 08:115, 2014.

[AD82] L. F. Abbott and Stanley Deser. Stability of Gravity with a Cosmological Constant.

Nucl. Phys., B195:76, 1982.

[AD12] Gokhan Alkac and Deniz Olgu Devecioglu. Covariant Symplectic Structure and

Conserved Charges of New Massive Gravity. Phys. Rev., D85:064048, 2012.

[AGM+00] Ofer Aharony, Steven S. Gubser, Juan Martin Maldacena, Hirosi Ooguri, and Yaron

Oz. Large N field theories, string theory and gravity. Phys. Rept., 323:183–386,

2000.

125
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