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Resumen

Sea L = −∆+V el operador de Schrödinger en Rn con n ≥ 3, donde ∆ es el operador
Laplaciano en Rn y V una función no negativa que satisface una desigualdad de Hölder
inversa de orden q0, para algún q0 ≥ n

2
, esto es(

1

|Q|

ˆ
Q

V (y)q0
) 1

q0

≤ C

|Q|

ˆ
Q

V (y)dy,

para alguna constante C y para toda bola Q ⊂ Rn.

Relacionada al potencial V , está de�nida una función llamada radio crítico ρ,

ρ(x) = sup

{
r > 0 :

1

rn−2

ˆ
B(x,r)

V ≤ 1

}
,

para cada x ∈ Rn.Esta función tiene un importante papel en la estimación de operadores
asociados a L. En particular, en nuestro trabajo, nos ocuparemos, de la integral fraccio-
naria. Este operador puede ser expresado en términos del semigrupo del calor generado
por L en la forma

Iαf(x) = L−
α
2 f(x) =

ˆ ∞
0

e−tLf(x)t
α
2
dt

t
, 0 < α < n.

Aquí, para cada t > 0, el operador e−tL es un operador integral con un núcleo kt(x, y).
Además, consideramos su correspondiente conmutador

Iα,bf = bIαf − Iα(bf),

donde b es una función es un espacio asociado a la función de radio crítico ρ y más amplio
que el espacio BMO de funciones de oscilación media acotada.

En este trabajo se determinan condiciones su�cientes, relacionadas con ρ, sobre pares
de pesos (µ, ν) que garantizan desigualdades débiles y fuertes en Rn entre espacios Lp con
pesos para Iα e Iα,b. Los métodos utilizados, involucran la demostración de acotaciones
con dos pesos de adecuados operadores maximales de�nidos en el contexto Schrödinger y
desigualdades de tipo Fe�erman-Stein, que permiten relacionar los operadores de interés
en norma fuerte y débil entre espacios Lq con pesos con los operadores maximales de�-
nidos, extendiendo algunos resultados clásicos. Además, con argumentos análogos a los
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empleados para Iα e Iα,b, logramos extender las desigualdades fuertes para los conmu-
tadores de orden superior Imα,b, obteniendo como consecuencia de estos resultados, que el
operador Imα,b es acotado de Lp(Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)ρα(p−s)) a Lp(ω) para s ≤ p con αs < n,
dondeMαs,η es el operador maximal fraccionario Schrödinger y M [(m+1)p] es el operador
maximal de Hardy- Littlewood iterado [(m + 1)p] veces, donde [(m + 1)p] es la parte
entera de (m+ 1)p y ω es una función no negativa localmente integrable en Rn.

Finalmente, exploramos nuevamente una desigualdad de tipo débil para la integral
fraccionaria pero bajo condiciones diferentes sobre los pares de pesos que, en cierto senti-
do, resultan menos exigentes que las anteriores, suprimiendo la condición pedida al peso de
llegada µ y fortaleciendo la condición al par de pesos (µ, ν), con una "power-bump"sobre
el peso µ.



Introducción y preliminares

Consideremos el operador de Schrödinger en Rn con n ≥ 3, de�nido por

L = −∆ + V,

donde V ≥ 0 es una función que satisface una desigualdad de Hölder inversa de orden q0,
para algún q0 ≥ n

2
, esto es

(
1

|Q|

ˆ
Q

V (y)q0
) 1

q0

≤ C

|Q|

ˆ
Q

V (y)dy,

para alguna constante C y para toda bola Q ⊂ Rn. El conjunto de funciones con esta
propiedad usualmente es denotado por RHq0 .

En los últimos años este operador ha sido objeto de estudio por diversos autores
(ver [19], [20], [18], [24] y [39], entre otros). En particular, se han estudiado una serie
de operadores derivados de L, tales como las transformadas de Riesz y las integrales
fraccionarias. En dichos estudios juega un papel fundamental la siguiente función

ρ(x) = sup{r > 0 :
1

rn−2

ˆ
B(x,r)

V ≤ 1},

para x ∈ Rn. Esta función es conocida como función de radio crítico y tiene, como dijimos,
tanto un importante papel en la estimación de operadores asociados a L, así como en la
descripción de los espacios relacionados (ver, por ejemplo, [5], [6], [18], [19], [20] y [39]).
En particular, ella establece, informalmente hablando, un "límite", dentro del cual los
operadores guardan una estrecha semejanza con los operadores clásicos y más allá de él,
tienen un comportamiento mejor. Éste es, precisamente, el concepto en el que se basan
muchos de los trabajos sobre el tema para dividir el estudio de los operadores en local y
global. Con respecto a la función ρ, una de sus propiedades fundamentales es la siguiente,
que indica un modo de comparar sus valores en puntos distintos.

Proposición 1. [39]

1. Para toda x ∈ Rn, 0 < ρ(x) <∞
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2. Existe C0 y N0 ≥ 1, tal que

C−1
0 ρ(x)

(
1 +
|x− y|
ρ(x)

)−NO
≤ ρ(y) ≤ C0ρ(x)

(
1 +
|x− y|
ρ(x)

) N0
N0+1

(2)

para toda x, y ∈ Rn.

A lo largo de nuestro trabajo, consideraremos Rn con la métrica uniforme, por lo
tanto una bola B(x, r) con tal métrica será un cubo con centro en x y lados paralelos a
los ejes coordenados de longitud 2r, el cual será denotado por Q(x, r). Además, dado que
la métrica uniforme y la métrica euclídea son métricas equivalentes, podemos escribir la
propiedad 2 de la función ρ en términos de la métrica uniforme de la forma

C−1
0 n−

N0
2 ρ(x)

(
1 +

d(x, y)

ρ(x)

)−N0

≤ ρ(y) ≤ C0n
N0

2(N0+1)ρ(x)

(
1 +

d(x, y)

ρ(x)

) N0
N0+1

. (3)

Una obvia consecuencia de la propiedad anterior es la siguiente.

Proposición 4. Sean τ > 0 y x, y ∈ Q(xQ, τr), donde Q = Q(xQ, r) es tal que r ≤ ρ(xQ),
entonces

ρ(x) ≤ Cρ(y)

para una constante C que depende de τ, n y las constantes de (3).

Demostración. Sea Q = Q(xQ, ρ(xQ)), asi por (3) resulta

C−1
0 n−

N0
2 ρ(xQ)

(
1 +

d(x, xQ)

ρ(xQ)

)−N0

≤ ρ(x) ≤ C0n
N0

2(N0+1) ρ(xQ)

(
1 +

d(x, xQ)

ρ(xQ)

) N0
N0+1

.

Luego

C−1
0 n−

N0
2 (1 + τ)−N0 ρ(xQ) ≤ ρ(x) ≤ C0n

N0
2(N0+1) (1 + τ)

N0
N0+1 ρ(xQ)

para toda x ∈ τQ.
Por lo tanto, para x, y ∈ τQ es inmediato que

ρ(x) ≤ C0n
N0

2(N0+1) (1 + τ)
N0
N0+1 ρ(xQ) ≤ C2

0n
2N0+N2

0
2(N0+1) (1 + τ)

N0
N0+1

+N0 ρ(y).

A su vez, esta relación es el punto de partida para cubrir el espacio Rn con bolas que
llamaremos �críticas� y que servirán para analizar comportamientos locales.

Proposición 5. [19] Existe una sucesión de puntos {xj}∞j=1 en Rn, tal que la familia de
bolas críticas Qj = Q(xj, ρ(xj)), j ≥ 1, satisface
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1.
⋃
j Qj = Rn.

2. Para todo β ≥ 1, existen constantes C,N1, tales que
∑

j χβQj ≤ CβN1

Ahora, llamando críticas a bolas de la forma Q(x, ρ(x)), para x ∈ Rn, y utilizando
para ellas la notación Qx, podemos probar la siguiente relación de proximidad.

Proposición 6. Sea Qx un cubo crítico. Luego existe β ≥ 1, que depende sólo de las
constantes en (3) tal que ⋃

Qy
Qy
⋂
Qx 6=∅

Qy ⊂ βQx
.
= Q̃x.

Demostración. Sea Qy tal que, Qy

⋂
Qx 6= ∅. Sea w ∈ Qy

⋂
Qx.

Sea z ∈ Qy; luego dado que y, w ∈ Qy; w, x ∈ Qx por Proposición 4 resulta
ρ(y) ∼= ρ(w), y ρ(w) ∼= ρ(x), con constante C dependiente sólo de las constantes en (3) y
en consecuencia

d(z, x) ≤ d(z, w) + d(w, x)

≤ 2ρ(y) + ρ(x)

≤ 2Cρ(w) + ρ(x)

≤ 2C2ρ(x) + ρ(x)

≤ (2C2 + 1)ρ(x).

Así la proposición queda probada tomando β = 2C2 + 1.

Volviendo al tema de los operadores relacionados con el operador de Schrödinger, en
nuestro trabajo nos ocuparemos, en particular, de la integral fraccionaria. Este operador
puede ser expresado en términos del semigrupo del calor generado por L en la forma

Iαf(x) = L−
α
2 f(x) =

ˆ ∞
0

e−tLf(x)t
α
2
dt

t
, 0 < α < n.

Aquí, para cada t > 0, el operador e−tL es un operador integral con un núcleo kt(x, y)
que tiene un mejor comportamiento lejos de la diagonal que el núcleo clásico del calor
(el asociado al operador L con V = 0, esto es, el Laplaciano), en el sentido de que decae
muy rápido (ver [26]). Además, está acotado superiormente por el núcleo del operador
clásico del calor, lo que arroja como conclusión inmediata, por ejemplo, que esta integral
fraccionaria también es un operador acotado de Lp en Lq, con 1

q
= 1

p
− α

n
. Con el mismo

razonamiento es claro que también valen las mismas acotaciones entre espacios de Le-
besgue con pesos que para el operador clásico. En particular, tenemos que si ω

q
p está en

la clase A1+ q
p′

de Muckenhoupt, luego Iα es un operador acotado de Lp(ω) en Lq(ω
q
p ),

con 1
q

= 1
p
− α

n
, (ver [28]). Sin embargo, como mencionamos, el núcleo tiene �mejor� com-

portamiento con respecto al clásico y esto se puede ver inmediatamente a través de los
resultados de los lemas que presentamos a continuación.
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Lema 7. [26] Dado N > 0, existe CN , tal que para toda x, y ∈ Rn:

kt(x, y) ≤ CN t
−n/2e−

|x−y|2
5t

(
1 +

√
t

ρ(x)
+

√
t

ρ(x)

)−N
.

Como consecuencia del lema anterior se tiene

Kα(x, y) ≤ C

|x− y|n−α

para toda x, y ∈ Rn, donde Kα(x, y) =
´∞

0
kt(x, y)t

α
2
dt
t
, para 0 < α < n, es el núcleo de

Iα. Así, es obvio que
Iα(f)(x) ≤ CIα(f)(x)

donde Iα denota la integral fraccionaria clásica, relación de la que ya habíamos hablado.

El segundo lema se re�ere a la suavidad del núcleo.

Lema 8. [21] Dado N > 0, y 0 < δ < min(1, 2 − n
q0

), entonces existe una constante
C > 0 tal que

|kt(x, y)− kt(x0, y)| ≤ C

(
|x− x0|√

t

)δ
t−n/2e−

|x−y|2
5t

(
1 +

√
t

ρ(x)
+

√
t

ρ(y)

)−N
para toda x, y ∈ Rn con |x− x0| <

√
t.

Teniendo en cuenta este mejor comportamiento, cabe preguntarse si los resultados de
acotación no pueden probarse para clases de pesos más amplias. Efectivamente, en este
sentido, en [5] se introducen clases de pesos más generales que las de Muckenhoupt que
resultan su�cientes para que valga la citada acotación con un peso. Más concretamente,
estas clases, dado p ≥ 1, están formadas por funciones no negativas ω que para algún par
de constantes C > 0 y θ ≥ 0 satisfacen(

1

|Q|

ˆ
Q

ω(y)dy

)(
1

|Q|

ˆ
Q

ω(y)−
1
p−1dy

)p−1

≤ C

(
1 +

r

ρ(x)

)θ
,

con las obvias modi�caciones cuando p = 1, donde ρ es la función de radio crítico. Los
pesos que veri�can la condición anterior se dice que están en la clase Aρ,θp .

Siguiendo con línea de esa investigación, en nuestro trabajo nos dedicamos, en un
primer lugar, en el Capítulo 1, a la determinación de condiciones su�cientes sobre pares
de pesos (µ, ν) que aseguren la acotación débil y fuerte de ciertas maximales fraccionarias
que están relacionadas de manera natural, tanto puntual como en norma, con la integral
fraccionaria Schrödinger y sus conmutadores. El capítulo tiene sus antecedentes en [30] y
[37] para el caso clásico, así como también en [3] para la integral fraccionaria usual pero
en el ámbito de espacios de tipo homogéneo.
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Posteriormente, en el Capítulo 2, nos dedicaremos a probar una desigualdad que
relaciona maximales con maximales �sharp� asociadas al operador de Schrödinger, esto
es, una extensión de la conocida desigualdad de Fe�erman-Stein a la presente situación.
Luego, aplicaremos esta desigualdad para obtener resultados de acotación con dos pesos
tanto para la integral fraccionaria como para sus conmutadores. Aquí hemos extendido
tanto argumentos como teoremas de [40]. Nuestras conclusiones están en la línea de [35],
[38], [36], [14], [8], [12], [13] y [17].

En el Capítulo 3 presentamos resultados correspondientes a conmutadores de orden
superior de la integral fraccionaria Schrödinger que resultan una versión al ámbito de este
trabajo de los contenidos en [2] para el caso clásico en espacios de tipo homogéneo.

Por su parte, el Capítulo 4 está dedicado a ofrecer una alternativa a los métodos de
demostración seguidos en el 2. En particular, se aplican técnicas basadas en la descom-
posición de los operadores en una parte local y una global que ya fueron aplicadas en [5]
y [7].

Por último, en el Capítulo 5 exploramos nuevamente una desigualdad de tipo débil
para la integral fraccionaria pero bajo condiciones diferentes sobre los pares de pesos. Las
técnicas que utilizamos están inspiradas en las aplicadas por J. M. Martell en [27], en el
contexto de espacios de tipo homogéneos con anillos no vacíos y constituyen, creemos, un
aporte en sí mismo porque la adaptación es a un espacio de medida �nita en donde dicha
propiedad no se cumple.





Capítulo 1

Acotación con dos pesos para
Operadores Maximales-Schrödinger

1.1. Preliminares.

1.1.1. Clase Ap de Muckenhoupt.

Un peso ω en Rn es una función no negativa localmente integrable que toma valores en
(0,∞) en casi todo punto. Luego, si ω es un peso y 1

ω
es localmente integrable, entonces

1
ω
también es un peso.

Dado un peso ω y un conjunto medible E ⊂ Rn, usaremos la notación

ω(E) =

ˆ
E

ωdx

para denotar la ω-medida del conjunto E. Dado que los pesos son funciones localmente
integrables, ω(E) < ∞ para todo conjunto medible E contenido en alguna bola. Los
espacios Lp con la medida ωdx serán denotados por Lp(Rn, ω) o simplemente Lp(ω), así

Lp(Rn, ω) =

{
f : Rn → R :

ˆ
Rn
|f(x)|pω(x)dx <∞

}
.

Las desigualdades con pesos surgen naturalmente en el análisis de Fourier. Por ejem-
plo, la teoría de pesos desempeña un papel importante en el estudio de problemas con
valores en la frontera de la ecuación de Laplace en dominios, así como en estimaciones
de ciertas clases de ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Las ideas relacionadas
con desigualdades con pesos aparecieron casi simultáneamente con el nacimiento de las
integrales singulares y en los años setenta fueron estimulados por la caracterización de
Muckenhoupt de funciones positivas w localmente integrables para las cuales el operador
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Maximal de Hardy-Littlewood, M , lleva Lp(Rn, w(x)dx) en sí mismo. Esta caracteriza-
ción condujo a la introducción de la clase de pesos Ap cuya de�nición será presentada a
continuación.

De�nición 1.1.1. Un peso ω pertenece a la clase Ap de Muckenhoupt, 1 < p <∞ si

sup
Q

(
1

|Q|

ˆ
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

ˆ
Q

ω−
1
p−1

)p−1

<∞,

donde el supremo se toma sobre todas las bolas en Rn. Dicho supremos es llamado cons-
tante característica de Muckenhoupt Ap para ω y será denotado por [ω]Ap .

Un peso ω pertenece a la clase A1 de Muckenhoupt si

sup
Q

(
1

|Q|

ˆ
Q

ω(x)dx

)
‖ ω−1 ‖L∞<∞,

y este supremo será llamado constante característica de Muckenhoupt A1 para ω y será
denotado por [ω]A1 .

A continuación presentaremos uno de los principales resultados de la teoría de pesos,
la desigualdad de Hölder inversa para pesos Ap, la cual asegura que todo peso Ap que se
encuentra a priori en L1

loc(Rn), se encuentra en un espacio mejor L1+σ
loc (Rn), para algunos

σ > 0 dependiendo del peso, tal como lo enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. Sea ω un peso en la clase Ap, para 1 ≤ p < ∞. Existen constantes
C, γ > 0, dependiente unicamente de la dimensión n, p y la constante característica [ω]Ap
tal que para toda bola Q de Rn se tiene(

1

|Q|

ˆ
Q

ω1+γ(y)dy

) 1
1+γ

≤ C
1

|Q|

ˆ
Q

ω(y)dy.

Es fácil probar que para 1 ≤ p < q < ∞, se tiene que Ap ⊂ Aq. Más aún, como
consecuencia de la desigualdad de Hölder inversa resulta

Corolario 1.1.3. Sea ω ∈ Ap, 1 < p <∞, luego existe ε > 0 tal que ω ∈ Ap−ε.

Como se mencionó anteriormente, las clases Ap crecen cuando p aumenta y por lo
tanto es natural considerar su límite cuando p→∞.

De�nición 1.1.4. Se de�ne la clase de pesos A∞ de Muckenhoupt como

A∞ =
⋃
p≥1

Ap.

Las siguientes proposiciones caracterizan a los pesos en la clase A∞.
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Proposición 1.1.5. Un peso ω esta en la clase A∞ si y sólo si, existen constantes C, δ
tal que para todas las bolas Q de Rn y todos los subconjuntos medibles E de Q se veri�ca

ω(E)

ω(Q)
≤ C

(
|E|
|Q|

)δ
. (1.1.6)

Se puede probar que 1.1.6 es equivalente a una desigualdad similar en donde la medida
de Lebesgue aparece en lugar de ω y viceversa.

Proposición 1.1.7. Un peso ω esta en la clase A∞ si y sólo si, para cada ε > 0, existe
δ > 0, tal que para todas las bolas Q de Rn y todos los subconjuntos medibles E de Q se
veri�ca

|E| ≤ δ|Q| =⇒ ω(E) ≤ εω(Q).

Las demostraciones de estos resultados pueden consultarse en [23] (capítulo 9).

1.1.2. Espacios de Tipo Homogéneo. De�niciones y Resultados.

Dado un conjunto X, una función d : X ×X → R+
0 es llamada casi-métrica en X si

las siguientes condiciones se veri�can,

1. para toda x, y ∈ X, d(x, y) ≥ 0 y d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

2. para toda x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x)

3. existe una constante K ≥ 1, tal que:

d(x, y) ≤ K(d(x, z) + d(z, y))

para toda x, y, z ∈ X.

Una casi-métrica d(., .) de�ne una estructura uniforme en X.

Sea µ una medida positiva en la σ-álgebra de subconjuntos de X generada por las
d − bolas. Asumimos que µ satisface una condición de duplicación, esto es, existe una
constante A tal que:

0 < µ(B(x, 2r)) ≤ Aµ(B(x, r)) <∞

para toda x ∈ X y r > 0.

Una estructura (X, d, µ), con d y µ como arriba, es llamada espacio de tipo homogéneo
(e.t.h.). Las constantes K y A son llamadas las constantes del espacio.
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Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo. Para 0 ≤ γ < 1, denotaremos por Mγ al
operador maximal fraccionario de�nido por,

Mγf(x) = sup
x∈B

1

µ(B)1−γ

ˆ
B

|f(y)| dµ(y),

para toda f en L1
loc(X, dµ).

Considerando X en lugar Rn, la casi-métrica d en lugar de la métrica uniforme y la
medida duplicante µ en lugar de la medida de Lebesgue, se obtienen la correspondientes
de�niciones de pesos en el e.t.h, (X, d, µ), como así también la de pesos Ap de Mucken-
houpt 1 ≤ p < ∞, A∞ y sus correspondientes propiedades mencionadas en la sección
anterior.

Bernardis y Salinas ([3]) probaron el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. [3] Sean (X, d, µ) e.t.h, 0 ≤ γ < 1, 1 < p ≤ q < ∞ y (ω, ν) un par de

pesos con σ = ν−
1
p−1 en A∞. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes,

Mγ : Lp(X, νdµ)→ Lq(X,ωdµ).(1.1.9)

ω(Q)
p
q σ(Q)p−1

µ(Q)(1−γ)p
≤ C <∞ para toda Q ⊂ X.(1.1.10)

Observación 1.1.11. El Teorema anterior fue probado por Carlos Pérez en [30] en el
contexto Euclídeo.

De�nición 1.1.12. Sean 0 ≤ γ < 1, 1 < p ≤ q <∞. Un par de pesos (ω, ν), que veri�ca

la condición (1.1.10) con σ = ν−
1
p−1 se dice que está en la clase Aγp,q. Si p = 1, de�nimos

la clase Aγ1,q, como el conjunto de pesos (ω, ν) que veri�can

µ(Q)
1
q

|Q|1−γ
sup
Q
ν−1 ≤ C <∞

para todas las bolas Q ⊂ Rn.

Observación 1.1.13. Notar que para γ = 0, p = q y pesos iguales (ω = ν), (ω, ω) ∈ A0
p,p

sí y sólo si ω ∈ Ap.

El siguiente teorema explora las acotaciones de tipo débil para Mγ.

Teorema 1.1.14. Sean (X, d, µ) e.t.h, 0 ≤ γ < 1, 1 ≤ p ≤ q < ∞. Las siguientes
a�rmaciones son equivalentes,

Mγ : Lp(X, νdµ)→ Lq,∞(X,ωdµ).(1.1.15)

(ω, ν) ∈ Aγp,q.(1.1.16)

Para la demostración de este Teorema utilizaremos el siguiente lema de cubrimiento
probado por Coifman y Weiss ([9], pag 69 Teorema 1.2).
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Lema 1.1.17. Sean (X, d, µ) e.t.h, E ⊂ X, E acotado y {B(x, r(x))} un cubrimiento
de E. Entonces existe una sucesión de bolas disjuntas {B(xi, ri)}i tal que la colección de
bolas dilatadas {B(xi, kri)}i forma un cubrimiento de E. La constante k depende sólo de
las constantes del espacio X.

Demostración del Teorema 1.1.14. Supongamos que (1.1.15) se veri�ca. Veamos que
(1.1.16) se cumple. Sea Q una bola en (X, d, µ). De (1.1.15) resulta, en particular, para

f = σχQ y λ = σ(Q)
2µ(Q)1−γ donde σ = ν−

1
p−1 que

σ(Q)q

2µ(Q)(1−γ)q
ω

({
x ∈ X : Mγ(σχQ)(x) >

σ(Q)

2µ(Q)1−γ

})
≤ C

(ˆ
X

ν−
p
p−1χQ ν

) q
p

.

Esto es,

σ(Q)q

µ(Q)(1−γ)q
ω

({
x ∈ X : Mγ(σχQ)(x) >

σ(Q)

2µ(Q)1−γ

})
≤ Cσ(Q)

q
p .

Dado que para toda x en Q, se veri�ca

Mα(σχQ)(x) ≥ σ(Q)

µ(Q)1−γ >
σ(Q)

2µ(Q)1−γ ,

la desigualdad anterior nos conduce a

σ(Q)p

µ(Q)(1−γ)p
ω(Q)

p
q ≤ Cσ(Q),

de donde es inmediato que (ω, ν) está en la clase Aγp,q, lo que prueba (1.1.16).

Inversamente, supongamos que (1.1.16) se cumple. Usando un argumento de densidad,
será su�ciente con probar (1.1.15) para funciones acotadas y de soporte compacto en X.
Sea λ > 0, de�nimos

Eλ = {x ∈ X : Mγf(x) > λ}.
Para cada M ∈ N de�nimos Eλ,M = Eλ

⋂
B(x0,M), con x0 ∈ X �jo. Luego, para cada

x ∈ Eλ,M existe una bola BM
x que contiene a x tal que

1

µ(BM
x )1−γ

ˆ
BMx

|f(y)|dµ(y) > λ. (1.1.18)

Así, Eλ,M es un subconjunto acotado del espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) y {BM
x } es

un cubrimiento de Eλ,M . Luego por Lema 1.1.17, existe una sucesión de bolas disjuntas
{BM

i } tales que la familia {kBM
i } forma un cubrimiento de EM

λ , donde k depende sólo
de las constantes de X.

Luego usando que p ≤ q, 1.1.18 y la propiedad de duplicación de µ resulta,

ω(EM
λ )

p
q ≤

(ˆ
⋃
i kB

M
i

ω(x)dµ

) p
q
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≤

(
∞∑
i

ˆ
kBMi

ω(x)dx

) p
q

≤
∞∑
i

ω(kBi)
p
q

≤
∞∑
i

(
ω(kBi)

1
q

µ(BM
i )1−γ

1

λ

ˆ
BMi

|f(y)|dµ(y)

)p

≤ C
∞∑
i

ω(kBi)
p
q

µ(kBM
i )(1−γ)p

1

λp

(ˆ
BMi

|f(y)|dµ(y)

)p

.

Luego, si p > 1, aplicando la desigualdad de Hölder con 1
p

+ 1
p′

= 1, el hecho que el par
de pesos (ω, ν) esta en la clase Aγp,q y que las bolas {BM

i } son disjuntas se obtiene,

ω(EM
λ )

p
q ≤ C

∞∑
i

ω(kBi)
p
q

µ(kBM
i )

(1−γ)p

1

λp

(ˆ
BMi

|f(y)|ν
1
p (y)ν−

1
p (y)dµ(y)

)p

≤ C
∞∑
i

ω(kBi)
p
q ν−

1
p−1 (kBM

i )
p−1

µ(kBM
i )

(1−γ)p

1

λp

(ˆ
BMi

|f(y)|pν(y)dµ(y)

)

≤ C
∞∑
i

1

λp

(ˆ
BMi

|f(y)|pν(y)dµ(y)

)
≤ C

1

λp

ˆ
X

|f(y)|pν(y)dµ(y).

El caso p = 1 se obtiene siguiendo las mismas líneas de razonamiento con obvias modi�-
caciones.

Luego para todo M ∈ N,

ω(EM
λ ) ≤ C

1

λq

(ˆ
X

|f(y)|pν(y)dµ(y)

) q
p

.

Finalmente, haciendo M →∞ resulta,

ω(Eλ) ≤ C
1

λq

(ˆ
X

|f(y)|pν(y)dµ(y)

) q
p

lo que completa la prueba.

1.1.3. Espacios de Orlicz. De�niciones y Propiedades Básicas.

Una función B : [0,∞)→ [0,∞) es llamada función de Young si es continua, convexa,
creciente, B(0) = 0 y si B(t)→∞ cuando t→∞.



1.1 Preliminares. 7

De�nición 1.1.19. Sean A y B dos funciones de Young,

1. Diremos que A es equivalente a B y denotamos esto por A ≈ B, si existen constantes
t0, C1 y C2 tales que,

C1A(t) ≤ B(t) ≤ C2A(t)

para toda t, t ≥ t0.

2. Diremos que B domina a A y denotamos esto por A � B si existe c > 0 tal que,

A(t) ≤ B(ct)

para toda t, t > 0. Si esto es cierto para toda t ≥ t0 > 0, diremos que A � B
asintóticamente.

3. B se dice duplicante si existe una constante positiva C tal que,

B(2t) ≤ CB(t)

para toda t, t > 0.

4. B es llamada submultiplicativa si existe una constante positiva C tal que,

B(st) ≤ CB(s)B(t)

para todo s, t > 0.

Claramente B(t) = tr con r ≥ 1 es submultiplicativa. A partir de un cálculo sencillo
se puede probar que B(t) = ta [log(e+ t)]b, con a ≥ 1, b > 0 es también submultiplicativa.

Dado un conjunto no vacío E en Rn y una función de Young B, el espacio de Orlicz

LB(E) es el espacio de Banach de las funciones f medibles Lebesgue tal que B
(
|f |
λ

)
es

integrable Lebesgue en E, para algún λ > 0. Este espacio es equipado con la norma de
Luxemburgo,

‖f‖LB(E) = ı́nf

{
λ > 0 :

ˆ
E

B

(
|f |
λ

)
dx ≤ 1

}
.

Cuando E tiene medida �nita (por ejemplo, un cubo) se puede normalizar la medida
reemplazándola por dx

|E| . En particular, dada una bola Q de Rn y una función f de�nida
en Q, se de�ne la norma media de Luxemburgo de f en Q por

‖f‖B,Q = ı́nf

{
λ > 0 :

1

|Q|

ˆ
Q

B

(
|f(x)|
λ

)
dx ≤ 1

}
.

Cuando B(t) = tr con 1 ≤ r <∞,

‖f‖B,Q =

(
1

|Q|

ˆ
Q

|f(x)|rdx
)1/r
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la cual coincide con la norma (normalizada) en Lr(Q).

De la de�nición de norma media de Luxemburgo resulta que si A � B asintóticamente
entonces existe una constante C, dependiente de A y B, tal que para todos los cubos Q
y funciones f ,

‖f‖A,Q ≤ C‖f‖B,Q

De�nición 1.1.20. Dada una función de Young B la función de Young complementaria,
B, es de�nida por

B = sup
s>0
{st−B(s)}, t > 0.

B y B veri�can la siguiente desigualdad: t ≤ B−1(t)B
−1

(t) ≤ 2t.

A lo largo de nuestro trabajo necesitaremos la siguiente versión generalizada de la
desigualdad de Hölder, la cual fue probada por O'Neil [29].

Lema 1.1.21. Dada una función de Young B para todas f y g y todos los cubos Q resulta

1

|Q|

ˆ
Q

|fg|dx ≤ 2‖f‖B,Q‖g‖B,Q

Más generalmente, si A,B y C son funciones de Young tales que para todo t > 0,

B−1(t)C−1(t) ≤ A−1(t),

entonces

‖fg‖A,Q ≤ 2‖f‖B,Q‖g‖C,Q.

1.2. Acotación con dos pesos para operadores

Maximales Schrödinger.

Debemos recordar que en el estudio de la integral fraccionaria clásica, una de las
herramientas principales la constituye el operador maximal fraccionario, ya que es posible
probar que guardan una estrecha relación que hace que muchas de las propiedades de la
maximal se trasladen a la integral fraccionaria o permitan deducir otras de manera rápida.
En nuestra investigación sobre la integral fraccionaria asociada al operador de Schrödinger
los operadores maximales que presentamos a continuación juegan el mismo papel.

De�nición 1.2.1. Sean 0 ≤ η <∞, 0 ≤ α < n, f una función localmente integrable en
Rn, el operador maximal fraccionario SchrödingerMα,η se de�ne por,

Mα,η(f)(x)
.
= sup

x∈Q
ψ(Q)−η|Q|

α
n
−1

ˆ
Q

|f(y)|dy;
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donde el supremo se toma sobre todos las bolas Q que contienen a x y ψ(Q) =
(

1 + r
ρ(x0)

)
,

Q = Q(x0, r).

Para el caso particular α = 0, se obtiene el operador maximal SchrödingerM0,η,
el cual por simplicidad será denotado porMη esto es,

Mη(f)(x)
.
= sup

x∈Q

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|f(y)|dy

El operador maximal sharp Schrödinger,M]
η, se de�ne por:

M]
η(f)(x)

.
= sup

x∈Q(x0,r)
r<ρ(x0)

1

|Q|

ˆ
Q

|f(y)− fQ|dy + sup
x∈Q(x0,r)
r≥ρ(x0)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|f(y)|dy,

donde fQ = 1
|Q|

´
Q
f(y)dy.

Observación 1.2.2. Al igual que en el caso clásico, se puede probar la siguiente equivalencia

sup
x∈Q(x0,r)
r<ρ(x0)

1

|Q|

ˆ
Q

|f(y)− fQ|dy ∼= sup
x∈Q(x0,r)
r<ρ(x0)

ı́nf
C

1

|Q|

ˆ
Q

|f(y)− C|dy. (1.2.3)

Para más detalles ver [16].

Observación 1.2.4. Para el caso clásico tenemos V = 0 y la de�nición de ρ lleva a ρ =∞
y por lo tanto, con nuestra de�nición de la maximal, ψ(Q) ≡ 1, en consecuencia Mα,η,
Mη yM]

η y coinciden con sus respectivas versiones clásicas Mα, M y M ].

Observación 1.2.5. Para f ∈ L∞c (Rn), Mα,ηf(x) < ∞ c.t.p x ∈ Rn. En efecto, sea Q0

una bola tal que sopf ⊂ Q0, luego, para cualquier bola Q ⊂ Rn de radio r tenemos

ψ(Q)−η|Q|
α
n
−1

ˆ
Q

|f(y)|dy ≤ 1

(2r)n−α
‖f‖L1(Q0) → 0, si r →∞,

ψ(Q)−η|Q|
α
n
−1

ˆ
Q

|f(y)|dy ≤ |Q|
α
n ‖f‖∞ ≤ δ

α
n ‖f‖∞, si r ≤ δ.

De�nición 1.2.6. Sea B : [0,∞)→ [0,∞) una función de Young, 0 ≤ α < n, 0 ≤ η <∞
y f ∈ L1

loc(Rn). El operador maximal fraccionario Orlicz- Schrödinger,MB,α,η, se
de�ne por

MB,α,η(f)(x) = sup
x∈Q

ψ(Q)−η|Q|
α
n ‖f‖B,Q.

Observación 1.2.7. Para el caso clásico tenemos V = 0 yMB,α,η coincide con su versión
clásicaMB,α. Si B(t) = t se obtiene el operador Maximal Fraccionario SchrödingerMα,η.

Para las aplicaciones posteriores estaremos interesados en la función de Young B(t) =
t log(e+ t) y denotaremos porML logL,α,η a su correspondiente función Maximal Fraccio-
naria Orclicz-Schrödinger.
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Observación 1.2.8. Para f ∈ L∞c (Rn),MB,α,ηf(x) <∞ c.t.p x ∈ Rn. En efecto, dado que
B es duplicante, se tiene que existe p0 tal que para todo θ ≥ 1 y todo r, B(θr) ≤ Cθp0B(r),
en particular

B(t) ≤ Ctp0 , para t ≥ 1

lo que demuestra que B(t) � tp0 en el in�nito, luego

ψ(Q)−η|Q|
α
n ‖f‖B,Q

ψ(Q)−η|Q|
α
n ‖f‖p0,Q

ψ(Q)−η|Q|
α
n ‖f‖∞

(
|Q ∩ sopf |
|Q|

) 1
p0

= I,

y tenemos

I → 0, cuando |Q| → ∞, si η es su�cientemente grande o p0 < n
α
(para B(t) =

t log(e+ t) p0 = 1 + ε para cualquier ε > 0).

I ≤ C‖f‖∞, si |Q| ≤ 1.

Uno de nuestros objetivos es caracterizar los pares de pesos (µ, ν) para los cuales
Mα,η es un operador acotado de Lp(Rn, ν) a Lq(Rn, µ), para 1 < p ≤ q < ∞. Pérez en

[30] demuestra que si ν−
1
p−1 es un peso en la clase A∞, el operador Maximal fraccionario

clásico, Mα, es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ) para 1 < p ≤ q < ∞, si y sólo
si el par (µ, ν) ∈ Aαp,q. Teniendo en cuenta este resultado y el hecho que Mα,ηf(x) ≤
Mαf(x) para toda x ∈ Rn, resulta que las mismas hipótesis aseguran que Mα,η es un
operador acotado de Lp(Rn, ν) a Lq(Rn, µ). Ahora bien, si tenemos en cuenta que en el
operadorMα,η, es precisamente, un operador más pequeño que Mα, nos parece natural
preguntarnos si podemos tomar los pesos en una clase más amplia que las consideradas.
Bongioanni, Harboure y Salinas en [5], con el objeto de obtener desigualdades con pesos
para operadores relacionados al operador de Schrödinger, de�nen una clase de pesos en
términos de la función de radio crítico ρ y que contiene a la clase Ap de Muckenhoupt.
Concretamente,

De�nición 1.2.9. Sea θ ≥ 0. Un peso ω esta en la clase Aρ,θp , si existe una constante
C > 0 tal que para toda bola Q(x, r) se tiene,(

1

|Q|

ˆ
Q

w

)(
1

|Q|

ˆ
Q

w−
1
p−1

)p−1

≤ Cψ(Q)θ; 1 < p <∞ (1.2.10)

.
1

|Q|

ˆ
Q

w ≤ Cψ(Q)θ ı́nf
Q
w; p = 1. (1.2.11)

donde como antes ψ(Q) =
(

1 + r
ρ(x)

)
.

Observación 1.2.12. Para el caso clásico V = 0, resulta ρ ≡ ∞ y se obtiene la condición
Ap de Muckenhoupt.
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Claramente las clases Aρ,θp son crecientes con θ y para θ = 0 se obtiene la clase Ap de
Muckenhoupt. Se de�ne la clase de pesos Aρ,∞p como

Aρ,∞p =
⋃
θ≥0

Aρ,θp

Tomando ρ ≡ 1 y ω(x) = 1+|x|γ, con γ > n(p−1) puede verse que la inclusión Ap ⊂ Aρ,∞p
es propia.

Por otro lado, la clase Aρ,locp se de�ne como la de los pesos ω que satisfacen (1.2.10)
o (1.2.11) para bolas Q = Q(x, r) subcríticas, es decir con r ≤ ρ(x). En [5] se prueba el
siguiente resultado,

Proposición 1.2.13. Sea 1 ≤ p <∞. Luego Aρ,locp = Aβρ,locp para cada β > 1.

Propiedades análogas a las de los pesos Ap de Muckenhoupt son satisfechas también
por los pesos en las clases Aρ,∞p . Las traslaciones, dilataciones y múltiplos escalares de
pesos Aρ,∞p (Aρ,locp ) son también pesos Aρ,∞p (Aρ,locp ), tal como lo enuncia la siguiente pro-
posición .

Proposición 1.2.14. Sea ω ∈ Aρ,∞p (Aρ,locp ), para todo 1 ≤ p <∞, entonces

ω(λx) ∈ Aρ,∞p (Aρ,locp ), ∀λ ∈ R.(1.2.15)

ω(x− z) ∈ Aρ,∞p (Aρ,locp ), ∀z ∈ Rn.(1.2.16)

λω ∈ Aρ,∞p (Aρ,locp ), ∀λ > 0.(1.2.17)

Estos resultados se obtienen mediante un sencillo cambio de variables.

A continuación, de�niremos a los pesos duplicantes en el contexto Schrödinger. Dire-
mos que un peso ω es ρ− duplicante, si existen constantes C, η > 0 tales que

ω(Q(x, 2r)) ≤ Cω(Q(x, r))

(
1 +

r

ρ(x)

)η
, (1.2.18)

para toda bola Q(x, r) en Rn.

La siguiente proposición establece que todo peso en Aρ,∞p es ρ − duplicante y se
demuestra siguiendo las líneas del caso clásico (ver Proposición 9.1.5 en [23]).

Proposición 1.2.19. Sea 1 ≤ p < ∞ y w ∈ Aρ,∞p entonces existen constantes positivas
C y η tales que

ω(Q(x, 2r)) ≤ Cω(Q(x, r))

(
1 +

r

ρ(x)

)η
,

para toda bola Q(x, r) en Rn.

Otra propiedad de los pesos en Aρ,∞p , es la desigualdad de Hölder inversa, la cual fue
probada por Bongioanni, Harboure y Salinas en [5].
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Lema 1.2.20. Sea 1 ≤ p < ∞ y w ∈ Aρ,∞p entonces existen constantes positivas δ, η, C
tal que (

1

|Q|

ˆ
Q

w1+δ

) 1
1+δ

≤ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

w

)(
1 +

r

ρ(x)

)η
,

para toda bola Q en Rn.

Como en la teoría clásica de pesos, del resultado anterior se desprende la siguiente
proposición.

Proposición 1.2.21. Si w ∈ Aρ,∞p , 1 < p <∞, entonces existe ε > 0 tal que w ∈ Aρ,∞p−ε .

Las clases Aρ,∞p (Aρ,locp ) son crecientes en p y por lo tanto tiene sentido considerar la
unión de todas estas clases obteniendo una nueva clase de pesos.

De�nición 1.2.22.

Aρ,∞∞ =
⋃
p≥1

Aρ,∞p

Aρ,loc∞ =
⋃
p≥1

Aρ,locp .

Observación 1.2.23. Claramente Aρ,loc∞ ⊃ Aρ,∞∞ , sin embargo esta contención es estricta y
se prueba con el siguiente ejemplo.

Consideremos ρ ≡ 1, que corresponde al caso V = cte > 0 y el peso µ(x) = e|x|.

En primer lugar probaremos que µ está en Aρ,locp para todo 1 < p <∞ y por lo tanto
en Aρ,loc∞ . Para ello basta probar que para toda bola subcrítica, esto es B = B(x0, r), r ≤
ρ(x0) ≡ 1, se tiene

µ(B)
(
µ−

1
p−1 (B)

)p−1

≤ C|B|p.

Sea B = B(x0, r) con r ≤ 1. Consideraremos dos casos

|x0| ≥ 2r. Para este caso, teniendo en cuenta queB(x0, r) ⊂ B(0, |x0|+r)\B(0, |x0|−
r), tenemos(ˆ

B

e|x|dx

)(ˆ
B

e−
|x|
p−1dx

)p−1

≤ Ce|x0|+rrn
(ˆ

B(x0,r)

e−
|x0|+r
p−1 dx

)p−1

≤ Ce|x0|+re−|x0|+r

≤ C.

|x0| < 2r. (ˆ
B

e|x|dx

)(ˆ
B

e−
|x|
p−1dx

)p−1

≤ Ce|x0|+rrn(rn)p−1



1.2 Acotación con dos pesos para operadores
Maximales Schrödinger. 13

≤ Ce3r

≤ C

De ambos casos resulta que µ ∈ Aρ,loc∞ .

Probaremos que µ /∈ Aρ,∞∞ y para ello será su�ciente con mostrar que µ no es ρ−duplicante
(Proposición 1.2.19). Lo probaremos para el caso particular n = 3, el caso general resulta
siguiendo las mismas líneas.

Supongamos que µ es ρ duplicante, asi por (1.2.18) existen constantes C, η > 0 tales
que

µ(B(x0, 2r)) ≤ Cµ(B(x0, r))

(
1 +

r

ρ(x0)

)η
, (1.2.24)

para toda bola B = B(x0, r) ∈ R3. Tomemos en particular las bolas de R3 con centro en
el origen de coordenadas, esto es B = B(0, r). Luego

µ(B(0, 2r)) =

ˆ
B(0,2r)

e|x|dx

= S2

ˆ 2r

0

ett2dt

= S2

(
4r2e2r − 4re2r + 2e2r − 2

)
.

De manera análoga se obtiene

µ(B(0, r)) =

ˆ
B(0,2r)

e|x|dx

= S2

(
r2er − 2er + 2er − 2

)
.

Luego, dado que suponemos µ ρ− duplicante, en virtud de (1.2.24) se debería veri�car

S2

(
4r2e2r − 4re2r + 2e2r − 2

)
≤ CS2

(
r2er − 2er + 2er − 2

)
(1 + r)η

para todo r. En particular, para r grande se tendría

4e2rr2 ≤ Cerr2 (1 + r)η .

er

(1 + r)η
≤ C,

lo que es absurdo. Luego µ no es ρ− duplicante y por lo tanto no es un peso en Aρ,∞∞ .

Análogamente, se prueba que µ(x) = e−|x| está en Aρ,loc∞ y no está en Aρ,∞∞ .

Luego, de la Proposición 1.2.14 (1.2.15), resulta que para cualquier β ∈ R − {0},
µ(x) = eβ|x| ∈ Aρ,loc∞ y no está en Aρ,∞∞ .

La siguiente proposición es la versión para pesos locales de la Proposición 1.1.5. La
demostración sigue las mismas líneas.
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Proposición 1.2.25. Si w ∈ Aρ,∞∞ , entonces existen constantes C, δ > 0 tales que para
toda bola Q = Q(x0, r) ⊂ Rn con r < ρ(x0) y todo conjunto medible E,E ⊂ Q, se tiene

w(E)

w(Q)
≤ C

(
|E|
|Q|

)δ1
. (1.2.26)

Se puede probar que 1.2.26 es equivalente a una desigualdad similar en donde la medida
de Lebesgue aparece en lugar de ω y viceversa.

A partir de las clases de pesos en términos de la función de radio crítico ρ mencionadas
anteriormente, de�nimos una clase de pares de pesos asociada a ρ que contiene a la clase
Aαp,q ya conocida.

De�nición 1.2.27. Sean 0 ≤ α < n y θ ≥ 0. Diremos que el par de pesos (µ, ν) pertenece
a Aα,ρ,θp,q si existe una constante C > 0 tal que para toda bola Q(x, r) se tiene(

1

|Q|1−αn

)p
µ(Q)

p
q ν

−1
p−1 (Q)p−1 ≤ Cψ(Q)θ, 1 < p ≤ q <∞.

µ(Q)
1
q

|Q|1−αn
sup
Q
ν−1 ≤ Cψ(Q)θ, p = 1.

donde, como antes, ψ(Q) =
(

1 + r
ρ(x)

)
.

También, como antes, consideramos la unión sobre θ ≥ 0 de las clases, Aα,ρ,∞p,q =⋃
θ≥0A

α,ρ,θ
p,q .

A continuación construiremos un ejemplo de pares de pesos en esta nueva clase.

Sean 1 ≤ p ≤ q <∞, 0 < α < n y ρ ≡ 1. Consideremos los pesos

µ(x) = |x|β, β > −n
ν(x) = |x|γ + 1, γ > −n.

Determinaremos β y γ, para que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .

Resulta sencillo probar que µ, ν ∈ L1
loc(Rn) para β, γ > −n.

En primer lugar, consideremos 1 < p ≤ q < ∞. Debemos probar que existen constantes
C, θ > 0, tales que

µ(B)
p
q ν−

1
p
−1(B)p−1

|B|(1−α
n)p

≤ C (1 + r)θ (1.2.28)

para toda bola B(x0, r) ⊂ Rn.

Sea B = B(x0, r) una bola en Rn. Se veri�ca ([23], ejemplo 9.1.6),ˆ
B(x0,r)

|x|βdx ∼=
{
rβ+n; |x0| < 2r
rn|x0|β; |x0 ≥ 2r

Consideremos dos casos,
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|x0| < 2r (´
B(x0,r)

|x|βdx
) p
q
(´

B(x0,r)
(1 + |x|γ)−

1
p−1 dx

)p−1

|B(x0, r)|(1−α
n)p

≤ C
r(β+n) p

q rn(p−1)

rnp−αp

≤ Cr(β+n) p
q
−n+αp.

Para que 1.2.28 se veri�que, basta tener 0 ≤ (β + n) p
q
− n+ αp ≤ θ.

|x0| ≥ 2r (´
B(x0,r)

|x|βdx
) p
q
(´

B(x0,r)
(1 + |x|γ)−

1
p−1 dx

)p−1

|B(x0, r)|(1−α
n)p

≤ C
(
rn|x0|β

) p
q rn(p−1)r−np+αp

≤ Crn
p
q
−n+αp|x0|β

p
q .

Luego, si β ≤ 0, se obtiene(´
B(x0,r)

|x|βdx
) p
q
(´

B(x0,r)
(1 + |x|γ)−

1
p−1 dx

)p−1

|B(x0, r)|(1−α
n)p

≤ Cr(β+n) p
q
−n+αp

≤ C (1 + r)θ .

Esto último, eligiendo, como en el caso anterior, 0 ≤ (β + n) p
q
− n+ αp ≤ θ.

Luego

µ(x) = |x|β, −n < β < 0

ν(x) = 1 + |x|γ, −n < γ

0 ≤ (β + n)
p

q
− n+ αp,

veri�can (µ, ν) ∈ Aα,ρ,θp,q , para ρ ≡ 1, θ ≥ (β + n) p
q
−n+αp y por lo tanto (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .

Veamos si existe β que veri�que las condiciones dadas.

De la condiciones, 0 ≤ (β + n) p
q
− n+ αp y β < 0, resulta

(
n− αp− np

q

)
q
p
≤ β < 0,

por lo tanto existirán β′s siempre y cuando
(
n− αp− np

q

)
q
p
< 0 y esto último se cumple

sí y sólo si 1
q
> 1

p
− α

n
.

A continuación veremos el caso p = 1, esto es la existencia de β y γ, tal que

µ(B)
1
q

|B|1−αn
≤ C ı́nf

B
ν (1 + r)θ ,



16 Acotación con dos pesos para Operadores Maximales-Schrödinger

para toda bola B(x0, r) ⊂ Rn, donde C, θ son constantes positivas.

Sea B = B(x0, r) una bola en Rn, análogamente al caso p > 1, consideremos dos casos

|x0| < 2r (´
B
|x|βdx

)1/q

|B|1−αn
≤ C

r(β+n) 1
q

rn−α

≤ Cr
β
q

+n
q
−n+α.

Luego, si tenemos β
q

+ n
q
− n + α ≥ 0, teniendo en cuenta, además, que ı́nf

B
ν ≥ 1

para toda bola B ⊂ Rn, se obtiene(´
B
|x|βdx

)1/q

|B|1−αn
≤ C (1 + r)

β
q

+n
q
−n+α ı́nf

B
ν

≤ C (1 + r)θ ı́nf
B
ν,

para θ ≥ β
q

+ n
q
− n+ α.

|x0| ≥ 2r. (´
B
|x|βdx

)1/q

|B|1−αn
≤ C
|x0|

β
q r

n
q

rn−α

≤ C|x0|
β
q r

n
q
−n+α.

Si tomamos β < 0, teniendo β
q

+ n
q
− n+ α ≥ 0, la desigualdad anterior nos lleva a(´

B
|x|βdx

)1/q

|B|1−αn
≤ C ı́nf

B
ν (1 + r)θ

para θ ≥ β
q

+ n
q
− n+ α.

Luego,

µ(x) = |x|β, −n < β < 0

ν(x) = 1 + |x|γ, −n < γ

0 ≤ (β + n)
1

q
− n+ α

veri�ca (µ, ν) ∈ Aα,ρ,θ1,q para ρ ≡ 1, θ ≥ (β + n) 1
q
− n + α y por lo tanto (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞1,q .

Como en el caso p > 1, notemos que para asegurar la existencia de β′s que cumplan las
condiciones mencionadas, se deberá tener 1

q
> 1− α

n
.
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Luego, resumiendo, para 1 ≤ p ≤ q <∞, 0 < α < n con 1
q
> 1

p
− α

n
, ρ ≡ 1

µ(x) = |x|β, −n < β < 0

ν(x) = 1 + |x|γ, −n < γ

0 ≤ (β + n)
p

q
− n+ αp, (1.2.29)

son tales (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .

Por otra parte, µ ∈ Aρ,∞∞ , ya que µ(x) = |x|β con −n < β < 0 está en Aρ,∞p para
cualquier p ≥ 1 (en [23], se prueba que |x|a es un peso Ap, 1 < p < ∞ si y sólo si
−n < a < n(p − 1) y |x|a es un peso A1 si y sólo si, −n < a ≤ 0). Siguiendo un
razonamiento similar, a partir del hecho que ν ∈ Aρ,∞p para todo p > 1, resulta que

σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,∞∞ para cualquier γ > −n.

En la teoría clásica de pesos, que el par (µ, ν) esté en Aαp,q no garantiza necesariamente

que σ = ν−
1
p−1 ∈ A∞. Es por ello que ambas condiciones deben suponerse para demostrar

que el operador maximalMα es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ) para 1 < p ≤ q <∞
(C.Pérez, [30]). Lo mismo sucede para pesos en Aα,ρ,∞p,q . Pese a que en (1.2.29) hemos
construido pesos (µ, ν) en Aα,ρ,∞p,q con ambos µ, σ en Aρ,∞∞ , no es una regla general. Para
visualizar este hecho, consideremos para 1 ≤ p ≤ q <∞, ρ ≡ 1, los pesos

µ(x) = e−|x|

ν(x) = eβ|x|, β > 0

n
p

q
− n+ αp ≥ 0 (1.2.30)

Por Observación 1.2.23, resulta que µ, σ ∈ Aρ,loc∞ , más aún µ, σ /∈ Aρ,∞∞ . Resta probar que
(µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q . Lo haremos para p > 1, el caso p = 1 se obtiene de manera similar.

Sea B = B(x0, r) una bola en Rn, dado que β > 0 resulta(´
B
e−|x|dx

) p
q

(´
B
e−

β|x|
p−1dx

)p−1

|B|(1−αn )p
≤ C

rn
p
q rn(p−1)

rnp−αp

≤ Crn
p
q
−n+αp

como además np
q
− n+ αp ≥ 0, se obtiene

(´
B
e−|x|dx

) p
q

(´
B
e−

β|x|
p−1dx

)p−1

|B|(1−αn )p
≤ C(1 + r)θ

para θ ≥ np
q
− n+ αp. Notemos que la condición np

q
− n+ αp ≥ 0 es equivalente a pedir

1
q
≥ 1

p
− α

n
. Esto muestra que existen valores de α, p y q que veri�can la condición pedida.

A continuación, presentaremos una propiedad de los pesos en Aα,ρ,∞p,q .
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Proposición 1.2.31. Sean 1 ≤ p ≤ q <∞, luego Aα,ρ,locp,q = Aα,βρ,locp,q para cada β > 1.

La demostración de la proposición anterior se obtiene de manera similar a la de la
Proposición 1.2.13 (para más detalles ver Corolario 1 en [5]).

En el siguiente teorema, bajo ciertas condiciones iniciales, caracterizamos los pares de
pesos para los cualesMα,η es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ).

Teorema 1.2.32. Supongamos que 0 ≤ α < n, 1 < p ≤ q < ∞. Sea (µ, ν) un par de

pesos con σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,loc∞ . Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

∃C > 0, η0 ≥ 0, ‖Mα,η(f)‖Lq(µ) ≤ C‖f‖Lp(ν), η ≥ η0.(1.2.33)

(µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .(1.2.34)

Observación 1.2.35. El resultado anterior extiende el obtenido por Lin Tang para un peso.
Para más detalles, ver Teorema 2.2 en [40].

Demostración. Supongamos que la desigualdad 1.2.33 se veri�ca. Veamos que 1.2.34 se
cumple. Sea Q = Q(y, r) una bola en Rn. Por de�nición deMα,η se tiene que para todo
x ∈ Q

ψ(Q)−η|Q|
α
n
−1

ˆ
Q

ν−
1
p−1 (y)dy ≤Mα,η(ν

− 1
p−1χQ)(x).

En consecuencia

ψ(Q)−η|Q|
α
n
−1σ(Q)µ(Q)

1
q ≤

(ˆ
Q

|Mα,η(ν
− 1
p−1χQ)(x)|qµ(x)dx

) 1
q

Luego, de 1.2.33 con f(x) = ν−
1
p−1χQ(x), la desigualdad anterior nos conduce a

ψ(Q)−η|Q|
α
n
−1σ(Q)µ(Q)

1
q ≤ σ(Q)

1
p ,

µ(Q)
p
q σ(Q)p−1

|Q|(1−αn )p
≤ CΨ(Q)ηp.

Así (µ, ν) ∈ Aα,ρ,θp,q , para θ ≥ ηp y por lo tanto, (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .

Inversamente, supongamos que (1.2.34) se cumple. Usando un argumento de densidad
bastará con probar 1.2.33 para funciones acotadas y de soporte compacto en Rn.

Descomponemos el operadorMα,η como suma de los operadores

(Mα,η)loc(f)(x) = Mα,η(fχQ(x,ρ(x)))(x),

(Mα,η)glob(f)(x) = Mα,η(fχQc(x,ρ(x)))(x).

Probaremos

(Mα,η)loc : Lp(ν)→ Lq(µ) (1.2.36)
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(Mα,η)glob : Lp(ν)→ Lq(µ) (1.2.37)

Veamos 1.2.36. Sea {Qj} el cubrimiento de Rn dado en la Proposición 5. La Proposición
6 asegura la existencia de β ≥ 1, independiente de j, tal que si denotamos Q̃j

.
= βQj,

resulta ⋃
x∈Qj

Q(x, ρ(x)) ⊆ Q̃j

y, en consecuencia,

(Mα,η)loc(f)(x) ≤
∑
j

χQj(x)Mα,η(fχQ(x,ρ(x)))(x) ≤
∑
j

χQj(x)Mα(fχQ̃j)(x). (1.2.38)

Además,
Mα(fχQ̃j)(x) .Mα,j(f)(x), ∀x ∈ Qj (1.2.39)

donde, para cada j,Mα,j denota a la maximal fraccionaria en el espacio de tipo homogéneo
Q̃j con la métrica uniforme y la medida de Lebesque restringida en Q̃j. Veamos 1.2.39

Mα(fχQ̃j)(x) = sup
x∈Q
|Q|

α
n
−1

ˆ
Q

|fχQ̃j(y)|dy

Sea x ∈ Qj y Q = Q(xQ, r) una bola en Rn tal que x ∈ Q, luego, si xQ ∈ Q̃j, Q
⋂
Q̃j es

una bola en el espacio de tipo homogéneo Q̃j y por lo tanto;

1

|Q|1−αn

ˆ
Q

|fχQ̃j(y)| dy ≤ 1

|Q
⋂
Q̃j|1−

α
n

ˆ
Q
⋂
Q̃j

|fχQ̃j(y)| dy

≤Mα,j(fχQ̃j)(x).

Por otra parte, si xQ 6∈ Q̃j, dado que d(x, ∂Q̃j) ≥ (β − 1)ρ(xj), donde ∂Q̃j denota la
frontera de Q̃j, existe un cubo Q∗ ⊂ Q

⋂
Q̃j tal que x ∈ Q∗ y |Q∗| ∼= |Q̃j|. Luego;

1

|Q|1−αn

ˆ
Q

|fχQ̃j(y)|dy ≤ 1

|Q∗|1−αn

ˆ
Q̃j

|fχQ̃j(y)|dy

≤ C

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|fχQ̃j(y)| dy

≤ CMα,j(fχQ̃j)(x).

Luego, sustituyendo (1.2.39) en (1.2.38), obtenemos

(Mα,η)loc(f)(x) .
∑
j

χQ̃j(x)Mα,j(fχQ̃j)(x). (1.2.40)

Luego, usando la propiedad de solapamiento controlado de {Qj}j (ver Proposición 5), del
hecho que q > 1, se tiene

‖(Mα,η)locf‖Lq(µ)
q ≤
ˆ
Rn

(Mα,η)locf(x)qµ(x) dx
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≤ C
∑
j

ˆ
Qj

(∑
k

χQ̃k(x)Mα,k(fχQ̃k)(x)

)q

µ(x) dx

≤ C
∑
j

ˆ
Qj

∑
k

χQ̃k(x)Mα,k(fχQ̃k)(x)qµ(x) dx

≤ C
∑
j

∑
k

ˆ
Qj
⋂
Q̃k

|Mα,k(fχQ̃k)(x)|qµ(x) dx

≤ C
∑
k

∑
j

ˆ
Q̃k

χQj(x)Mα,k(fχQ̃k)(x)qµ(x) dx

≤ C
∑
k

ˆ
Q̃k

(∑
j

χQj(x)

)
Mα,k(fχQ̃k)(x)qµ(x) dx

≤ C
∑
k

ˆ
Q̃k

Mα,k(fχQ̃k)(x)qµ(x) dx. (1.2.41)

Por lo tanto bastará con probar que para cada k, Mα,k : Lp(Q̃k, ν dx)→ Lq(Q̃k, µ dx),
con constante independiente de k. Dado que Mα,k denota la Maximal Fraccionaria en el
espacio de tipo homogéneo (Q̃k, d, dx/Q̃k), veamos que estamos en condiciones de aplicar
el Teorema 1.1.8.

1. σ ∈ A∞(Q̃k). En efecto, debemos probar que existen C, δ > 0 tales que para toda
bola Q = Q(xQ, r) en Q̃k, y todo conjunto medible E,E ⊂ Q

|E|
|Q|
≤ C

(
σ(E)

σ(Q)

)δ
.

Sean Q = Q(xQ, r) una bola en el espacio Q̃k y E un conjunto medible E ⊂ Q.
Luego xQ ∈ Q̃k. Es claro que basta con considerar r ≤ 2r(Q̃k) = 2βρ(xk). Como
xQ ∈ Q̃k es inmediato que existe una bola Q′(xQ, r) en Rn tal que Q = Q′

⋂
Q̃k

y, además, |Q| > |Q′|
2n

. Ahora bien, como xQ ∈ Q̃k, en virtud de la Proposición 4,
resulta ρ(xk) ∼= ρ(xQ) con constante dependiente de n,C0, N0 y de la dilatación β.
Así r ≤ C(β, n, C0, N0)ρ(xQ) = τρ(xQ). Luego, por Proposición 1.2.13, resulta que
σ ∈ Aτρ,loc∞ y, en consecuencia,

|E|
|Q|
≤ 2n

|E|
|Q′|
≤ 2nC

(
σ(E)

σ(Q′)

)δ
≤ C

(
σ(E)

σ(Q)

)δ
. (1.2.42)

2. (µ, ν) ∈ Aαp,q(Q̃k). Para ello debemos probar

µ(Q)
p
q σ(Q)p−1

|Q|(1−αn )p
≤ C, para toda bolaQ en Q̃k.

Sea Q = Q(xQ, r) una bola en el espacio Q̃k y Q′ como en 1.
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Por Proposición 1.2.31 Aα,ρ,locp,q = Aα,τρ,locp,q ,∀τ > 1, con constante dependiente de τ ,
luego

µ(Q)
p
q σ(Q)p−1

|Q|(1−αn )p
≤ 2(n−α)pµ(Q′)

p
q σ(Q′)p−1

|Q′|(1−αn )p
≤ C. (1.2.43)

donde en la última desigualdad, hemos usado que (µ, ν) ∈ Aα,τρ,locp,q , para Q′ =
Q′(xQ, r) con r ≤ τρ(xQ), donde τ es la constante dada en 1.

Luego estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.1.8, de donde se sigue que, para
todo k, Mα,k : Lp(Q̃k, νdx) → Lq(Q̃k, µdx), con constante independiente de k. Además,
usando el hecho que q ≥ p y nuevamenete la propiedad de solapamiento controlado de
{Qk}k dada en la Proposición 5, la desigualdad (1.2.41 conduce a

ˆ
Rn
|(Mα,η)locf(x)|qµ(x) dx ≤ C

∑
k

(ˆ
Q̃k

|fχQ̃k(x)|pν(x)dx

) q
p

≤ C

(∑
k

ˆ
Q̃k

|fχQ̃k(x)|pν(x)dx

) q
p

≤ C

(ˆ
Rn

(∑
k

χQ̃k

)
|f(x)|pν(x)dx

) q
p

≤ C‖f‖qLp(ν),

lo que completa la demostracción de 1.2.36.

Veamos ahora 1.2.37. Sea x ∈ Rn y Q = Q(xQ, r) tal que x ∈ Q. Luego, por la
Propiedad 3 de la función ρ, resulta

ψ(Q) =

(
1 +

r

ρ(xQ)

)
≥ 1 +

r

C0

√
n ρ(x)

(
1 +

d(x,xQ)

ρ(x)

) N0
N0+1

≥ C−1
0√
n

(
1 +

r

ρ(x)

(
1 +

d(x, xQ)

ρ(x)

)− N0
N0+1

)

≥ C−1
0√
n

(
1 +

d(x, xQ)

ρ(x)

)− N0
N0+1

(
1 +

r

ρ(x)

)
≥ C−1

0√
n

(
1 +

r

ρ(x)

) 1
N0+1

.

Ahora bien, para toda y ∈ Q
⋂
Qc(x, ρ(x)) resulta r ≥ d(y,x)

2
y, por lo tanto, de la

estimación anterior

ψ(Q)−η ≤ C(C0, n)

(
1 +

d(y, x)

ρ(x)

)− η
N0+1

(1.2.44)
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entonces

(Mα,η)glob(f)(x) = sup
x∈Q

ψ(Q)−η|Q|α/n−1

ˆ
Q

|fχQc(x,ρ(x))(y)|dy

= C sup
x∈Q

ˆ
Q

|fχQc(x,ρ(x))|(y)

ψ(Q)η rn−α
dy

≤ C(C0, n) sup
x∈Q

ˆ
Q
⋂
Qc(x,ρ(x))

|f(y)|

d(y, x)n−α
(

1 + d(y,x)
ρ(x)

) η
N0+1

dy

≤ Cρ(x)
η

N0+1

ˆ
Qc(x,ρ(x))

|f(y)|
d(y, x)

n−α+ η
N0+1

dy

≤ Cρ(x)
η

N0+1

∞∑
k=1

ˆ
2kQx\2k−1Qx

|f(y)|
d(y, x)

n−α+ η
N0+1

dy

≤ Cρ(x)
η

N0+1

∞∑
k=1

2
−k
(
n−α+ η

N0+1

)
ρ(x)

α−n− η
N0+1

ˆ
Qkx

|f(y)|dy

. ρ(x)α−n
∞∑
k=0

2
−k
(
n−α+ η

N0+1

) ˆ
Qkx

|f(y)|dy.

donde, para cada k, Qk
x
.
= Q(x, 2kρ(x)). Nuevamente consideramos la colección de bolas

críticas {Qj} dadas en la Proposición 5 y β ≥ 1 dado en la Proposición 6. Denotemos
Q̃j

.
= βQj y Q̃k

j
.
= 2kQ̃j. Luego, la elección de β asegura que 2kQx ⊂ Q̃k

j para toda x en
Qj. De la estimación anterior resulta,

‖ (Mα,η)glob(f) ‖Lq(µ)

=

(ˆ
Rn
|(Mα,η)glob(f)(x)|qµ(x)dx

) 1
q

.

(ˆ
Rn

(
∞∑
k=0

ρ(x)(α−n)2
−k
(
n−α+ η

N0+1

) ˆ
2kQx

|f(y)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∞∑
k=0

(ˆ
Rn

(
ρ(x)(α−n)2

−k
(
n−α+ η

N0+1

) ˆ
2kQx

|f(y)|dy
)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∞∑
k=0

2
−k
(
n−α+ η

N0+1

)(∑
j

ˆ
Qj

ρ(x)(α−n)q

(ˆ
2kQx

|f(y)|dy
)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∞∑
k=0

2
−k
(
n−α+ η

N0+1

)(∑
j

ρ(xj)
(α−n)q

ˆ
Qj

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∞∑
k=0

2
−k
(
n−α+ η

N0+1

)(∑
j

ρ(xj)
(α−n)qµ(Qj)

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|ν
1
p (y)ν−

1
p (y)dy

)q) 1
q
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.
∞∑
k=0

2
−k
(
n−α+ η

N0+1

)∑
j

ρ(xj)
(α−n)qµ(Q̃k

j )

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

ν−
1
p−1 (Q̃k

j )
q
p′

 1
q

.

Recordemos que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q , Q̃k
j = Q(xj, 2

kβρ(xj)) con lo cual tenemos

µ(Q̃k
j )σ(Q̃k

j )
q
p′ ≤ C

(
1 +

2kβρ(xj)

ρ(xj)

) θq
p

(2kβρ(xj))
(n−α)q . (2k)

θq
p

+(n−α)qρ(xj)
(n−α)q

donde θ, C ≥ 0.

Así, de esta última desigualdad, el hecho que q ≥ p y el solapamiento controlado de
{Qj}j, resulta

‖ (Mα,η)glob(f) ‖Lq(µ)

.
∞∑
k=0

2
−k
(
n−α+ η

N0+1

)∑
j

ρ(xj)
(α−n)q(2k)

θq
p

+(n−α)qρ(xj)
(n−α)q

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

 1
q

.
∞∑
k=0

2
−k
(

η
N0+1

− θ
p

)∑
j

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

 1
p

.
∞∑
k=0

2
−k
(

η
N0+1

− θ
p

)(∑
j

ˆ
Q̃kj

|f(x)|pν(x)dx

) 1
p

.
∞∑
k=0

2
−k
(

η
N0+1

− θ
p

)(ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)

(∑
j

χQ̃kj
(x)

)
dx

) 1
p

.
∞∑
k=0

2
−k
(

η
N0+1

− θ
p
−N1

)(ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)dx

) 1
p

.
∞∑
k=0

2
−k
(

η
N0+1

− θ
p
−N1

)
‖ f ‖Lp(ν) .

Luego tomando η tal que η ≥ (N1 + θ
p
)(N0 + 1) = η0 resulta,

‖ (Mα,η)glob(f) ‖Lq(µ).‖ f ‖Lp(ν) .

Observación 1.2.45. Notemos que, para probar que el operador global (Mα,η)glob es un
operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ) para η ≥ η0, sólo hemos usado del par (µ, ν) que está
en Aα,ρ,∞p,q .
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Observación 1.2.46. Notemos que en el Teorema 1.2.32, le hemos pedido al peso σ = ν−
1
p−1

que esté en Aρ,loc∞ en lugar de Aρ,∞∞ , lo cual por Observación 1.2.23 resulta ser una condición
menos exigente. Además, tomamos pesos (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q . En (1.2.30) hemos dado un
ejemplo de pesos en Aα,ρ,∞p,q con µ, σ /∈ Aρ,∞∞ , pero sí σ ∈ Aρ,loc∞ . Sin embargo este hecho
no es una regla general, es por ello que ambas condiciones se incluyen en las hipótesis
del Teorema 1.2.32. A continuación daremos un ejemplo de pesos (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q , con
σ /∈ Aρ,loc∞ .

Consideremos para 1 < p = q <∞, α = 0, ρ ≡ 1, los pesos

µ(x) = 1

ν(x) = e(p−1)e
1
|x|
.

Probaremos, en primer lugar, que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q . Sea B una bola en Rn,

(´
B

1 dx
)(´

B
e−e

1
|x|
dx

)p−1

|B|p
≤ C

rnrn(p−1)

rnp
≤ C.

A continuación, probaremos que σ(x) = e−e
1
|x|

/∈ Aρ,loc∞ y para ello será su�ciente con
mostrar que σ no es localmente duplicante. Supongamos que σ es localmente duplicante.
Sea B = B(x, r) una bola en Rn con r << 1 y consideremos las bolas B1(x1,

r
4
), B2(x2,

r
4
)

con x1 = ( r
4
, 0, . . . , 0) y x2 = (3

4
r, 0, . . . , 0) contenidas en B. Luego, dado que suponemos

σ localmente duplicante tenemos

σ(B1(x1,
r

4
)) ∼= σ(B2(x2,

r

4
)). (1.2.47)

Luego, sea B̃1(x̃1,
r
8
) con x̃1 = ( r

8
, 0, . . . , 0). Nuevamente, usando la condición de duplica-

ción de σ y el hecho que σ es una función creciente resulta,

σ(B1(x1,
r

4
)) ≤ Cσ(B̃1(x̃1,

r

8
)) ≤ Crne−e

4
r . (1.2.48)

Además, teniendo en cuenta nuevamente que σ es creciente se tiene

σ(B2(x2,
r

4
)) ≥ Crne−e

2
r . (1.2.49)

De (1.2.47), (1.2.48) y (1.2.49) obtenemos

e−e
2
r ≤ Ce−e

4
r ,

y, en consecuencia

ee
2
r (e

2
r−1) ≤ C,

para todo r << 1. Haciendo r → 0 se obtiene una contradicción. Así, σ no es localmente
duplicante y, por lo tanto, no es un peso en Aρ,loc∞ .
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Al igual que para Mα (Teorema 1.1.14), el operador Mα,η veri�ca una desigualdad
tipo débil (p, q) con dos pesos que incluye el caso límite p = 1, resultado que enunciamos
a continuación.

Teorema 1.2.50. Supongamos que 0 ≤ α < n, 1 ≤ p ≤ q < ∞. Las siguientes a�rma-
ciones son equivalentes

∃C > 0, η0 ≥ 0, ‖Mα,η(f)‖Lq,∞(µ) ≤ C‖f‖Lp(ν), η ≥ η0.(1.2.51)

(µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .(1.2.52)

Demostración. Supongamos que (1.2.51) se veri�ca. Sea Q una bola en Rn. De (1.2.51)

resulta, en particular para f = σχQ y λ = σ(Q)

2ψ(Q)η |Q|1−
α
n
donde σ = ν−

1
p−1 , que

σ(Q)q

ψ(Q)ηq|Q|(1−αn )q
µ

({
x ∈ Rn :Mα,η(σχQ)(x) >

σ(Q)

2ψ(Q)η|Q|1−αn

})
≤ Cσ(Q)

q
p ,

pero, dado que para toda x en Q,

Mα,η(σχQ)(x) ≥ σ(Q)

ψ(Q)η|Q|1−αn
>

σ(Q)

2ψ(Q)η|Q|1−αn
,

la desigualdad anterior nos lleva a

σ(Q)q

ψ(Q)ηq|Q|(1−αn )q
µ(Q) ≤ Cσ(Q)

q
p

o, lo que es lo mismo

µ(Q)
p
q σ(Q)p−1

|Q|(1−αn )p
≤ Cψ(Q)ηp.

Así (µ, ν) esta en la clase Aα,ρ,θp,q para θ ≥ ηp, lo que demuestra (1.2.52).

Inversamente, supongamos que (1.2.52) se veri�ca. Por un argumento de densidad es
su�ciente probar (1.2.51) para funciones acotadas y de soporte compacto en Rn. Proce-
deremos de manera similar a lo hecho en la demostración del Teorema 1.2.32, esto es
descomponemos el operadorMα,η como suma de operadores local y global, donde

(Mα,η)loc(f)(x) =Mα,η(fχQ(x,ρ(x)))(x) y

(Mα,η)glob(f)(x) =Mα,η(fχQc(x,ρ(x)))(x)

y probaremos que cada uno es acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ). De la Observación 1.2.45
resulta que existe η0 ≥ 0 tal que (Mα,η)glob es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ) para
η ≥ η0 y por lo tanto se veri�ca la correspondiente desigualdad tipo débil.

Resta ver que (Mα,η)loc es un operador acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ).

Nuevamente consideramos el cubrimiento de Rn por bolas críticas {Qj} dado en la
Proposición 5. Para cada j, consideramos Ij = {k : Qk

⋂
Qj 6= ∅}.
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Recordemos que en la demostración del Teorema 1.2.32, hemos obtenido la siguiente
estimación para (Mα,η)loc (ver (1.2.40))

(Mα,η)loc(f)(x) ≤ C
∑
j

χQj(x)Mα,j(fχQ̃j)(x), ∀x ∈ Rn,

donde para cada j, Mα,j, denota a la Maximal Fraccionaria en el espacio de tipo homo-
géneo Q̃j, con la métrica uniforme y la medida de Lebesgue restringida a Q̃j. Con esta
estimación, para λ > 0, podemos escribir

{x ∈ Rn : (Mα,η)locf(x) > λ} ⊂

{
x ∈ Rn :

∑
k

χQk(x)Mα,k(fχQ̃k)(x) >
λ

C

}

⊂
⋃
j

{
x ∈ Qj :

∑
k

χQk(x)Mα,k(fχQ̃k)(x) >
λ

C

}

⊂
⋃
j

⋃
k∈Ij

{
x ∈ Qj

⋂
Qk : Mα,k(fχQ̃k)(x) >

λ

CM

}

⊂
⋃
k

{
x ∈ Qk : Mα,k(fχQ̃k)(x) >

λ

CM

}
.

Luego

µ ({x ∈ Rn : (Mα,η)locf(x) > λ}) ≤
∑
k

µ

({
x ∈ Qk : Mα,k(fχQ̃k)(x) >

λ

CM

})
≤
∑
k

µ

({
x ∈ Q̃k : Mα,k(fχQ̃k)(x) >

λ

CM

})
.

Por lo tanto, bastará con probar que, para cada k, Mα,k : Lp(Q̃k, νdx) → Lq,∞(Q̃k, µdx)
con constante independiente de k. Ahora bien, dado que Mα,k denota la maximal fraccio-
naria en el espacio de tipo homogéneo (Q̃k, d, dx/Q̃k) y el par de pesos (µ, ν) ∈ Aαp,q(Q̃k)
con constante independiente de k (probado en el Teorema 1.2.32), dicho resultado queda
asegurado a partir del Teorema 1.1.14. Así, dado que q ≥ p, y teniendo en cuenta el
solapamiento controlado de {Qk}k se obtiene

λqµ ({x ∈ Rn : (Mα,η)locf(x) > λ})

≤ (CM)q
∑
k

(
λ

CM

)q
µ

({
x ∈ Q̃k : Mα,k(fχQ̃k)(x) >

λ

CM

})

≤ C
∑
k

(ˆ
Q̃k

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C

(ˆ
Rn

(∑
k

χQ̃k(y)

)
|f(y)|pν(y)dy

) q
p
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≤ C

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

,

lo que, combinando con el resultado ya probado para (Mα,η)glob, prueba (1.2.51).

Hasta el momento hemos obtenido resultados de acotación con dos pesos para el opera-
dor maximal fraccionario SchrödingerMα,η. Ahora, nuestro propósito es obtenerlos para
el operador maximal fraccionario Schrödinger L logL. Claramente,Mα,ηf ≤ML logL,α,ηf
y por lo tanto no podemos asegurar que las condiciones exigidas a los pesos µ, ν en el
Teorema 1.2.32 aseguren queML logL,α,η sea un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ), pero,
como se verá a continuación,ML logL,α,ηf puede controlarse por determinados operadores
maximales fraccionarios SchrödingerMα′,η′ , con α′, η′ dependientes de α y η, que sumado
a una condición más exigente al peso ν nos permitirán probar lo deseado. Como se verá
en el capítulo siguiente, los resultados de acotación de ML logL,α,η serán útiles para de-
mostrar los correspondientes del conmutador de la integral fraccionaria de Schrödinger.
En el siguiente teorema, bajo ciertas condiciones iniciales, caracterizamos los pares de
pesos para los cualesML logL,α,η es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ).

Teorema 1.2.53. Supongamos que 0 ≤ α < n, 1 < p ≤ q < ∞. Sea (µ, ν) un par de

pesos con σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,∞∞ . Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

∃C > 0, η0 ≥ 0, ‖ML logL,α,η(f)‖Lq(µ) ≤ C‖f‖Lp(ν), η ≥ η0.(1.2.54)

(µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .(1.2.55)

Cruz Uribe y Fiorenza (Teorema 4.2, en [12]), demuestran desigualdades en norma
con dos pesos para el operador maximal fraccionario Orlicz clásico, Mα,B, donde B es
una función de Young sujeta a ciertas condiciones.

Para probar este teorema utilizaremos las siguientes proposiciones.

Proposición 1.2.56. Sean 0 ≤ η <∞ y 0 ≤ α < n entonces

Mα,ηf(x) ≤ML logL,α,ηf(x),

para toda x en Rn.

Demostración. El resultado es inmediato, a partir de que para toda Q en Rn se veri�ca

|Q|−1

ˆ
Q

|f(y)|dy ≤‖ f ‖L logL,Q .

Proposición 1.2.57. Sea 0 ≤ η <∞ y r > 1 tal que 0 ≤ αr < n entonces

ML logL,α,ηf(x) ≤ CMαr,ηr(|f |r)
1
r (x), (1.2.58)

para toda x en Rn.
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Demostración. Por de�nición,

ML logL,α,ηf(x) = sup
x∈Q

ψ(Q)−η|Q|
α
n ‖ f ‖L logL,Q

Denotemos por B(t) = t log(e + t), luego B−1(t) ∼= t
log(e+t)

, ([29]). Sea r > 1 tal que
0 ≤ αr < n entonces

B−1(t) ∼= t
1
r

t
1
r′

log(e+ t)
.
= φ−1

1 (t)φ−1
2 (t),

donde φ1(t) = tr y φ2(t) ∼= tr
′
log(e + t). Por lo tanto, aplicando el Lema 1.1.21) para

toda bola Q tenemos
‖f‖L logL,Q ≤ 2‖f‖Lr,Q‖χQ‖φ2,Q.

Ahora bien, dado que ‖χQ‖φ2,Q = 1, resulta

‖f‖L logL,Q ≤ 2

(
1

|Q|

ˆ
Q

|f(y)|rdy
) 1

r

y, por lo tanto,

ML logL,α,ηf(x) ≤ Csup
x∈Q

(
ψ(Q)−ηr|Q|

αr
n

1

|Q|

ˆ
Q

|f(y)|rdy
) 1

r

≤ CMαr,ηr(|f |r)
1
r (x).

Demostración del Teorema 1.2.53. De la Proposición 1.2.56 y Teorema 1.2.32 se sigue
trivialmente que (1.2.54) implica (1.2.55).

Ahora supongamos que (1.2.55) se cumple. Por un argumento de densidad será su�-
ciente probar (1.2.54) para funciones acotadas y de soporte compacto en Rn.

A partir de la Proposición 1.2.57 sabemos que, para todo r > 1 con 0 ≤ αr < n,

ML logL,α,η(f)(x) ≤ C (Mαr,ηr(|f |r))
1
r (x), ∀x ∈ Rn.

Luego teniendo en cuenta los resultados de acotación con dos pesos del Operador Maximal
Fraccionario Schrödinger (Teorema 1.2.32), bastará con probar que existe r, 1 < r < p ≤
q <∞ tal que se veri�quen las siguientes condiciones

ν
−1
p
r−1 ∈ Aρ,loc∞ (1.2.59)

(µ, ν) ∈ Aαr,ρ,∞p
r
, q
r

(1.2.60)

Veamos 1.2.59. De la hipótesis resulta que σ ∈ Aρ,∞l para algún l, 1 < l < ∞ y por lo

tanto σ−
1
l−1 ∈ Aρ,∞l′ . Luego, σ y σ−

1
l−1 veri�can una desigualdad de Hölder inversa (Lema

1.2.20), esto es existen constantes positivas C1, C2, δ1, δ2, η1, η2 tales que(
1

|Q|

ˆ
Q

σ1+δ1

) 1
1+δ1

≤ C1

(
1

|Q|

ˆ
Q

σ

)
ψ(Q)η1 ,
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1

|Q|

ˆ
Q

σ−
1
l−1

(1+δ2)

) 1
1+δ2

≤ C2

(
1

|Q|

ˆ
Q

σ−
1
l−1

)
ψ(Q)η2 ,

para toda bola Q de Rn. Sea δ ≤ mı́n{δ1, δ2} luego de éstas dos últimas desigualdades
resulta (

1

|Q|

ˆ
Q

σ1+δ

)(
1

|Q|

ˆ
Q

σ−
1+δ
l−1

)l−1

≤ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

σ

)1+δ (ˆ
Q

σ−
1
l−1

)(l−1)(1+δ)

ψ(Q)(η1+η2)(1+δ)

≤ C

((
1

|Q|

ˆ
Q

σ

)(ˆ
Q

σ−
1
l−1

)l−1
)1+δ

ψ(Q)(η1+η2)(1+δ)

≤ Cψ(Q)(θ1+η1+η2)(1+δ),

donde la última desigualdad se sigue del hecho que σ ∈ Aρ,θ1l para algún θ1 ≥ 0. Así,

σ1+δ = ν−
1+δ
p−1 ∈ Aρ,∞l y por lo tanto en Aρ,loc∞ . En consecuencia, tomando r tal que

1+δ
p−1

= 1
p
r
−1

esto es, r = 1+δ
p+δ

p se obtiene (1.2.59) con 1 < r < p. Dado que α < n y δ
se puede elegir su�cientemente pequeño, es posible elegir δ tal que también se veri�que
αr < n.

Ahora veamos (1.2.60) se veri�ca. Sea Q una bola en Rn. La elección de δ asegura

µ(Q)

p
r
q
r

|Q|(1−αrn ) p
r

ν
− 1
p
r−1 (Q)

p
r
−1 =

µ(Q)
p
q

|Q|(1−αrn ) p
r

|Q|
p
r
−1

(
ν−

1+δ
p−1 (Q)

|Q|

) p−1
1+δ

≤ Cp−1
1

µ(Q)
p
q |Q| pr−1

|Q|(1−αrn ) p
r

ν −1
p−1 (Q)

|Q|

p−1

ψ(Q)η1(p−1)

≤ C
µ(Q)

p
q ν−

1
p−1 (Q)

p−1

|Q| pr−αpn − pr+1+p−1
ψ(Q)η1(p−1)

≤ C
µ(Q)

p
q ν−

1
p−1 (Q)

p−1

|Q|(1−αn )p
ψ(Q)η1(p−1),

≤ Cψ(Q)η1(p−1)+θ

donde en la última desigualdad hemos usado que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,θp,q para algún θ ≥ 0.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.2.32, con lo que se tiene(ˆ
Rn
Mαr,ηr(|f |r)(x)

q
rµ(x)dx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)dx

) 1
p

para todo η ≥ 0 con ηr ≥ (N1 + η1(p−1)+θ
p
r

)(N0 + 1), donde r = 1+δ
p+δ

p.
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Finalmente, de la Proposición 1.2.57 y la desigualdad anterior, resulta que para todo
η ≥ η0 = (N1 + η1(p−1)+θ

p
r

)(N0+1
r

),

(ˆ
Rn
ML logL,α,η(f)(x)qµ(x)dx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Rn
Mαr,ηr(|f |r)(x)

q
rµ(x)dx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Rn
|f(x)r|

p
r ν(x)dx

) r
p

1
r

≤ C

(ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)dx

) 1
p

,

lo que �naliza la demostración.

Teorema 1.2.61. Supongamos que 0 ≤ α < n y 1 < p ≤ q < ∞. Sea (µ, ν) un par de
pesos en Aαr,ρ,θp

r
, q
r

para algún θ ≥ 0 y r tal que 1 < r < p y αr < n. Entonces existe η0 ≥ 0

para el cualML logL,α,η : Lp(ν)→ Lq,∞(µ) para η ≥ η0

r
.

Demostración. Por hipótesis (µ, ν) ∈ Aαr,ρ,θp
r
, q
r

, por lo tanto, por Teorema 1.2.50Mαr,ηr es

un operador acotado de L
p
r (ν) a L

q
r
,∞(µ) para ηr ≥ η0. Finalmente, de la Proposición

1.2.57 se sigue lo deseado.

Los resultados de acotación para el operador MaximalML logL,α,η en el punto límite
p = 1 requieren una técnica más compleja que los obtenidos para el caso p > 1 y para
ello nos hemos basado en las usadas por D. Cruz-Uribe y A. Fiorenza, quienes prueban
desigualdades tipo débil con y sin pesos para la correspondiente versión clásica ML logL,α,
(ver [12] y [13]) y las de Lin Tang ([40]), que prueba una desigualdad modular punto
límite con un peso paraML logL,α,η análoga a la obtenida por Cruz-Uribe y A.Fiorenza.
Es imporante destacar que el resultado de Cruz-Uribe y Fiorenza sin pesos se re�ere, más
precisamente, a operadores maximales Orlicz más generales. Para presentarlo, introduci-
mos la siguiente de�nición.

De�nición 1.2.62. ([12]) Dada una función de Young B, se de�ne la función hB por

hB(s) = sup
t>0

B(st)

B(t)
, 0 ≤ s <∞. (1.2.63)

Observación 1.2.64. Dado que B es creciente, se sigue que hB es �nita para 0 ≤ s ≤ 1.
Si además, B es duplicante entonces es �nita para toda 0 ≤ s <∞.

Observación 1.2.65. Si B es duplicante entonces hB es duplicante.

Observación 1.2.66. Para cualquier función de Young B, para todo s, t ≥ 0, B(st) ≤
hB(s)B(t). Si además B es submultiplicativa hB ∼= B.

Ahora podemos enunciar siguiente desiguladad modular punto límite para MB,α.
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Teorema 1.2.67. ([12]) Dado 0 ≤ α < n, sea B una función de Young tal que B(t)

t
n
α

es decreciente para toda t > 0 y lim
t→∞

B(t)

t
n
α

= 0. Luego existe una constante C dependiente

unicamente de B, tal que para toda t > 0, MB,α satisface la siguiente desigualdad modular
tipo débil

Φ (|{x ∈ Rn : MB,αf(x) > t}|) ≤ C

ˆ
Rn
B

(
f(x)

t

)
dx,

para toda función no negativa f ∈ LB(Rn), donde Φ es una función tal que:

Φ(s) ≤ C1Φ1(s) =

{
0 si s = 0,

s

hB(s
α
n )

si s > 0.

Para la demostración de este resultado, se usan los siguientes lemas.

Lema 1.2.68. (Lema 3.1 en [11]) Si B es una función de Young luego, hB es no negativa,
submultiplicativa, creciente en [0,∞), estrictamente creciente en [0, 1] y hB(1) = 1.

Lema 1.2.69. (Lema 3.12 en [12]) Dado α, 0 ≤ α < n, sea B una función de Young

tal que B(t)

t
n
α

es decreciente para toda t > 0. Luego la función Φ1 en el Teorema 1.2.67 es

creciente, y Φ1(s)
s

es decreciente. Más aún, existe una función Φ tal que Φ(s) ≤ C1Φ1(s)
con Φ invertible.

Lema 1.2.70. ([25]) Si Φ(t)
t

es decreciente, luego para toda sucesión positiva {xj}j,

Φ

(∑
j

xj

)
≤
∑
j

Φ(xj).

Lema 1.2.71. Dada una función f no negativa, localmente integrable y 0 ≤ α < n,
supongamos que para alguna función de Young B, una bola Q y t > 0,

|Q|
α
n ‖f‖B,Q > t.

Entonces existe un cubo diádico P tal que Q ⊂ 3P y una constante positiva Cα,n, depen-
diente únicamente de α y n, tal que

|P |
α
n ‖f‖B,P > Cα,nt.

Este Lema fue probado en [10] para B(t) = t. El caso general se prueba siguiendo un
razonamiento similar con obvias modi�caciones.

Para el caso particular B(t) = t log(e + t), los mismos autores prueban en [13] la
siguiente versión con un peso del Teorema 1.2.67.

Teorema 1.2.72. Dado α, 0 ≤ α < n, B(t) = t log(e + t), Φ(t) = t1−
α
n

log(e+t
α
n )

y Ψ(t) =(
t log(e+ t

α
n )
) n
n−α . Luego, si ω ∈ A1, existe una constante C tal que

ω ({x ∈ Rn : MB,αf(x) > t}) ≤ CΨ

(ˆ
Rn
B

(
f(x)

t

)
hΦ(ω(x))dx

)
.
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Observación 1.2.73. Con respecto a la función hΦ de la desigualdad anterior notemos
que, hΦ

∼= Θ, donde Θ(t) = t1−
α
n log(e+ t−

α
n ) = t B(t−

α
n ). En efecto, en primer lugar, de

la de�nición de Φ, el hecho que hB es submultiplicativa (Lema 1.2.68) y que hB ∼= B,
resulta

hΦ(s) = sup
t>0

Φ(st)

Φ(t)

= sup
t>0

st

hB((st)
α
n )

hB(t
α
n )

t

= s sup
t>0

hB(t
α
n )

hB((st)
α
n )

= s sup
t>0

hB((st)
α
n s−

α
n )

hB((st)
α
n )

≤ Cs sup
t>0

hB((st)
α
n )hB(s−

α
n )

hB((st)
α
n )

≤ CsB(s−
α
n )

≤ CΘ(s).

Por otro lado, usando nuevamente que hB ∼= B, tenemos

hΦ(s) = sup
t>0

Φ(st)

Φ(t)

≥ Φ(ss−1)

Φ(s−1)

= C
hB(s−

α
n )

s−1

≥ CsB(s−
α
n )

= CΘ(s).

En 2015, Lin Tang ([40]) obtiene, siguiendo las ideas de D. Cruz Uribe y A. Fiorenza,
la siguiente desigualdad modular punto límite con un peso para el operador maximal
fraccionario Orlicz - Schrödinger.

Teorema 1.2.74. [40] Dado α, 0 ≤ α < n, B(t) = t log(e+ t) y ω ∈ Aρ,∞1 , luego existen
constantes C > 0 y η0 ≥ 0 tal que para todo t > 0

Φ (ω ({x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) > t})) ≤ C

ˆ
Rn
B

(
f(x)

t

)
hΦ(ω(x))dx

para todo η ≥ η0, donde Φ(t) = t1−
α
n

log(e+t
α
n )
.

Nuestro objetivo es extender el resultado de Lin Tang a dos pesos. En particular,
probaremos
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Teorema 1.2.75. Supongamos que α, 0 ≤ α < n, 1 ≤ q <∞ y B(t) = t log(e + t). Sea
(µ, ν) un par de pesos en Aα,ρ,∞1,q , entonces existen constantes C > 0 y η0 ≥ 0 tal que para
todo t > 0

Φ0

(
(µ ({x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) > t}))

1
q

)
≤ C

ˆ
Rn
B

(
f(x)

t

)
hΦ0(ν(x))dx.

para todo η ≥ η0, donde Φ0(t) = t
log(e+t)

.

Para probar nuestro resultado, necesitamos el siguiente Lema el cual demostramos
usando una adaptación de las técnicas aplicadas para probar el Lema 3.14 en [10].

Lema 1.2.76. Dada una función f no negativa localmente integrable y α, 0 ≤ α < n,
supongamos que para alguna función de Young B, una bola Q = Q(x, r) y t > 0 se veri�ca

ψ(Q)−η|Q|
α
n ‖f‖B,Q > t,

donde ψ(Q) =
(

1 + r
ρ(x)

)
. Entonces existe un cubo diádico P tal que Q ⊂ 3P y una

constante positiva C tal que,

ψ(P )
− η
N0+1 |P |

α
n ‖f‖B,P > Ct.

Demostración. Sea Q = Q(x, r) una bola en Rn y k ∈ Z tal que 2k−1 < 2r ≤ 2k. Es claro
que existen cubos diádicos P1, P2, ....., PN , 1 ≤ N ≤ 2n, de lado 2k, que cortan al interior
de Q. Dado que, para todo j, |Q| ≤ |Pj| y Pj corta al interior de Q resulta Q ⊂ 3Pj. Más
aún |Q| ∼= |Pj|.

En virtud de la hipótesis; ∥∥∥∥ψ(Q)−η|Q|αn f
t

∥∥∥∥
B,Q

> 1.

Luego por de�nición de norma media de Luxemburgo resulta

1 <
1

|Q|

ˆ
Q

B

(
ψ(Q)−η|Q|αn |f(x)|

t

)
dx ≤

N∑
j=1

1

|Q|

ˆ
Pj

B

(
ψ(Q)−η|Q|αn |f(x)|

t

)
dx.

En consecuencia, existe un cubo diádico P = P (xP , rP ), P = Pj para algún j, j = 1, ..., N
tal que

1

|Q|

ˆ
P

B

(
ψ(Q)−η|Q|αn |f(x)|

t

)
dx >

1

N
>

1

2n
,

y por lo tanto, teniendo en cuenta que |Q| > |P |
2n
, resulta,

1 <
22n

|P |

ˆ
P

B

(
ψ(Q)−η|Q|αn |f(x)|

t

)
dx. (1.2.77)
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Por propiedad de la función de radio crítico (desigualdad 3), el hecho que r > rP
2

y
Q ⊂ 3P se obtiene

ψ(Q) = 1 +
r

ρ(x)
≥ 1 +

1

2
rP C

−1
0

√
n
− N0
N0+1

1

ρ(xP )

(
1 +

d(x, xP )

ρ(xP )

)− N0
N0+1

≥ 1 + C
rP

ρ(xP )

(
1 +

3rP
ρ(xP )

)− N0
N0+1

≥ 1 + C
rP

ρ(xP )

(
1 +

rP
ρ(xP )

)− N0
N0+1

≥
(

1 +
rP

ρ(xP )

)− N0
N0+1

+ C
rP

ρ(xP )

(
1 +

rP
ρ(xP )

)− N0
N0+1

≥
(

1 +
rP

ρ(xP )

)− N0
N0+1

(
1 + C

rP
ρ(xP )

)
≥ C

(
1 +

rP
ρ(xP )

) 1
N0+1

≥ Cψ(P )
1

N0+1

Ahora, usando esta última desigualdad, el hecho que B es creciente y convexa y recor-
dando que |Q| ≤ |P |, la desigualdad 1.2.77 nos conduce a

1 <
22n

|P |

ˆ
P

B

(
ψ(Q)−η|Q|αn |f(x)|

t

)
dx

≤ 1

|P |

ˆ
P

B

(
C22nψ(P )

− η
N0+1 |P |αn |f(x)|
t

)
dx.

Esto es, ∥∥∥∥∥C ψ(P )
− η
N0+1 |P |αn f
t

∥∥∥∥∥
B,P

> 1,

o equivalentemente,

ψ(P )
− η
N0+1 |P |

α
n ‖f‖B,P >

t

C
,

donde C es una constante C = C(C0, N0, n), que es lo que queríamos probar.

Demostración del Teorema 1.2.75. Probaremos el Teorema para f ≥ 0 acotada y de so-
porte compacto en Rn. El caso general se sigue através de un argumento de densidad.
Para t > 0 de�nimos

Et = {x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) > t} .
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Si t es tal que Et es vacío, no hay nada que probar. En otro caso para cada x en Et existe
una bola Qx que contiene a x tal que

ψ(Qx)
−η|Qx|

α
n ‖f‖B,Qx > t.

Luego, por Lema 1.2.76, existe un cubo diádico Px tal que Qx ⊂ 3Px y una constante C
tal que

ψ(Px)
− η
N0+1 |Px|

α
n ‖f‖B,Px > Ct . (1.2.78)

Así obtenemos un cubrimiento numerable de Et, {3Px}x∈Et , del que podemos extraer una
subcubrimiento {3Pj}j tal que los {Pj}j son disjuntos. En efecto, dado que dos cubos
diádicos son disjuntos o bien uno esta contenido dentro del otro, agrupamos a los cubos
diádicos {Px} en cadenas de inclusión y probaremos que cada cadena tiene un elemento
maximal. Estos maximales nos darán el subcubrimiento buscado.

Dado que f es acotada y de soporte compacto en Rn se tiene

‖f‖B,Px ≤ ‖f‖L∞
1

B−1
(

|Px|
|Px

⋂
sopf |

) . (1.2.79)

En efecto,

1

|Px|

ˆ
Px

B

(
|f(y)|
λ

)
dy ≤ 1

|Px|

ˆ
Px
⋂
sopf

B

(
‖f‖∞
λ

)
dy

≤ 1

|Px|

ˆ
Px

B

(
χPx

⋂
sopf (y)
λ
‖f‖∞

)
dy,

lo que prueba
‖f‖B,Px ≤ ‖f‖L∞‖χPx⋂ sopf‖B,Px .

pero, dado que ‖χPx⋂ sopf‖B,Px = 1

B−1( |Px|
|Px

⋂
sopf |)

, se obtiene la desigualdad (1.2.79). En-

tonces, de (1.2.78) y (1.2.79), resulta

Ct < ψ(Px)
− η
N0+1 |Px|

α
n ‖f‖B,Px

≤ ψ(Px)
− η
N0+1 |Px|

α
n ‖f‖L∞

1

B−1
(

|Px|
|Px∩sopf |

)
≤ ‖f‖L∞

(
|Px|

|Px∩sopf |

)α
n

B−1
(

|Px|
|Px∩sopf |

) |Px ∩ sopf |αn .
Por lo tanto, si los cubos diádicos Px no tienen tamaño acotado, teniendo en cuenta que
lim
t→∞

B(t)

t
n
α

= 0, haciendo |Px| → ∞ en la desigualdad anterior llegamos a una contradicción.

Esto demuestra que cada cadena tiene un elemento maximal. Sea {Pj}j la subcolección
disjunta maximal. Cada Pj veri�ca (1.2.78), esto es,∥∥∥∥∥ψ(Pj)

− η
N0+1 |Pj|

α
n f

Ct

∥∥∥∥∥
B,Pj

> 1.
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Luego, dado que B(st) ≤ hB(s)B(t), B y hB son crecientes y submultiplicativas, se tiene

1 <
1

|Pj|

ˆ
Pj

B

(
ψ(Pj)

− η
N0+1 |Pj|

α
n f(y)

Ct

)
dy

≤ 3n

|3Pj|
hB

(
|Pj|

α
n

C

) ˆ
Pj

B

(
ψ(Pj)

− η
N0+1f(y)

t

)
dy

≤ 3n

|3Pj|
hB

(
|Pj|

α
n

C

)
B
(
ψ(Pj)

− η
N0+1

) ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
dy

≤
3n log(e+ 1)hB(C−1)hB

(
|3Pj|

α
n

)
|3Pj|ψ(3Pj)

η
N0+1

ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
dy

≤ C

hB

((
|3Pj|ψ(3Pj)

η
N0+1

)α
n

)
|3Pj|ψ(3Pj)

η
N0+1

ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
dy

≤ C
1

Φ0

((
|3Pj|ψ(3Pj)

η
N0+1

)1−α
n

) ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
dy, (1.2.80)

donde, en la última desigualdad, se ha usado que hB(t
α
n )

t
∼= 1

Φ0(t1−
α
n )
. Esta estimación, se

sigue del hecho que para cada p > 0, log(e+ tp) ∼= 1 + log+ t, en efecto

hB(t
α
n )

t
∼=
t
α
n log(e+ t

α
n )

t

∼=
log(e+ t

α
n )

t1−
α
n

∼=
log(e+ t1−

α
n )

t1−
α
n

∼=
1

Φ0(t1−
α
n )
. (1.2.81)

Ahora bien, dado que Et ⊂
⋃
j

3Pj y q ≥ 1 aplicando el Lema 1.2.70 se obtiene,

Φ0(µ(Et)
1
q ) ≤ Φ0

µ(⋃
j

3Pj

) 1
q

 ≤ Φ0

(∑
j

µ(3Pj)
1
q

)
≤
∑
j

Φ0

(
µ(3Pj)

1
q

)
.

La desigualdad anterior y 1.2.80 nos llevan a

Φ0(µ(Et)
1
q ) ≤ C

∑
j

Φ0

(
µ(3Pj)

1
q

)
Φ0

((
|3Pj|ψ(3Pj)

η
N0+1

)1−α
n

) ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
dy

≤ C
∑
j

hΦ0

 µ(3Pj)
1
q(

|3Pj|ψ(3Pj)
η

N0+1

)1−α
n

ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
dy.
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Por último, teniendo en cuenta que el par de pesos (µ, ν) está en Aα,ρ,θ1,q , para algún θ ≥ 0
y hΦ0 es creciente y duplicante (ver Lema 1.2.68 y Observación 1.2.65) tomando η tal que
η ≥ θ(N0 + 1) n

n−α = η0, resulta

Φ0(µ(Et)
1
q ) ≤ C

∑
j

hΦ0

(
C ı́nf

3Pj
ν

) ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
dy

≤ C
∑
j

ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
hΦ0

(
ı́nf
3Pj

ν

)
dy

≤ C
∑
j

ˆ
Pj

B

(
f(y)

t

)
hΦ0 (ν(y)) dy

≤ C

ˆ
Rn
B

(
f(y)

t

)
hΦ0 (ν(y)) dy,

que es el resultado que buscábamos.

Observación 1.2.82. Nuestro resultado (Teorema 1.2.75) extiende el resultado de Lin Tang
(Teorema 1.2.74) a dos pesos, en efecto, sean 0 ≤ α < n y ω ∈ Aρ,∞1 , así existe θ1 ≥ 0 tal
que ω ∈ Aρ,θ11 . Luego, para toda bola Q de Rn se veri�ca(

ω(Q)

|Q|

)1−α
n

C ≤ ψ(Q)θ1(1−α
n

) ı́nf
Q
ω1−α

n .

Lo que demuestra que el par de pesos (ω, ω1−α
n ) pertenece a Aα,ρ,θ1, n

n−α
para θ ≥ θ1(1− α

n
) y,

por lo tanto, en Aα,ρ,∞1, n
n−α

. En consecuencia, estamos en condiciones de aplicar el Teorema

1.2.75 para q = n
n−α . Así, existen constantes C > 0 y η0 ≥ 0 tal que para todo t > 0

Φ0

(
ω ({x ∈ Rn : ML logL,α,ηf(x) > t})1−α

n

)
≤ C

ˆ
Rn
B

(
f(x)

t

)
hΦ0(ω1−α

n (x))dx.

para η ≥ η0. Pero Φ0(t1−
α
n ) ∼= Φ(t). En efecto, dado que log(e+ tp) ∼= 1+log+ t para cada

p > 0, resulta

Φ0(t1−
α
n ) =

t1−
α
n

log(e+ t1−
α
n )

∼=
t1−

α
n

1 + log+ t

∼=
t1−

α
n

log(e+ t
α
n )

= Φ(t),

lo que demuestra que en este caso, los miembros izquierdos de los Teoremas 1.2.74 y
1.2.75 son equivalentes.
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Comparemos los miembros derechos. Para ello notemos que hΦ0(t1−
α
n ) . hΦ(t). En

efecto, recordando hB(t
α
n )

t
∼= 1

Φ0(t1−
α
n )

((1.2.81)), hB es submultiplicativa y hB ∼= B, resulta

hΦ0(t1−
α
n ) = sup

s>0

Φ0(t1−
α
n s)

Φ0(s)

= sup
s>0

Φ0((st)1−α
n )

Φ0(s1−α
n )

= C(α, n)sup
s>0

st

hB((st)
α
n )

hB(s
α
n )

s

∼= sup
s>0

t hB(s
α
n )

hB((st)
α
n )

∼= t sup
s>0

hB((st)
α
n t−

α
n )

hB((st)
α
n )

. t sup
s>0

hB((st)
α
n )hB(t−

α
n )

hB((st)
α
n )

∼= t hB(t−
α
n )

∼= C t1−
α
n log(e+ t−

α
n )

∼= hΦ(t),

con lo que queda probado que nuestro resultado implica el del Teorema [40].

1.3. Condiciones de tipo Sawyer sobre los pesos

En [37] E. T. Sawyer prueba el siguiente resultado sobre desigualdades en norma con
dos pesos para el operador maximal fraccionario clásico,Mα, para 0 < α < n y el maximal
de Hardy-Littlewood (α = 0).

Teorema 1.3.1. Sean p y q, 1 < p ≤ q <∞, α, 0 ≤ α < n y (µ, ν) un par de pesos, las
siguientes a�rmaciones son equivalentes

1. Si σ = ν1−p′, luego para toda bola Q,(ˆ
Q

Mα(σχQ)qµdx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Q

σdx

) 1
p

<∞.

2. Existe C > 0 tal que para toda f ∈ Lp(ν) se veri�ca(ˆ
Rn

(Mαf)qµdx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Rn
|f |pνdx

) 1
p

.
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Nuestro objetivo aquí es probar una versión de este teorema para la maximal frac-
cionaria Schrödinger Mα,η. Para presentar nuestro resultado, introducimos la siguiente
clase de pares de pesos.

De�nición 1.3.2. Sean 1 < p ≤ q <∞, 0 ≤ α < n y τ ≥ 0. Diremos que el par de pesos
(µ, ν) esta en la clase Mα,ρ,τ

p,q , si existe una constante C ≥ 0 tal que para toda bola Q de
Rn se tiene; (ˆ

Q

Mα,τ (σχQ)qµdx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Q

σdx

) 1
p

<∞,

donde σ = ν1−p′ .
Además de�nimos la clase Mα,ρ,∞

p,q como la unión sobre τ ≥ 0 de las clases Mα,ρ,τ
p,q , esto es

Mα,ρ,∞
p,q =

⋃
τ≥0M

α,ρ,τ
p,q .

Ahora podemos enunciar nuestro teorema.

Teorema 1.3.3. Sean 1 < p ≤ q <∞, 0 ≤ α < n y (µ, ν) un par de pesos. Las siguientes
a�rmaciones son equivalentes

(µ, ν) ∈Mα,ρ,∞
p,q .(1.3.4)

∃C > 0, η0 ≥ 0,

(ˆ
Rn

(Mα,ηf)qµdx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Rn
|f |pνdx

) 1
p

, ∀η ≥ η0.(1.3.5)

Observación 1.3.6. Notar que (1.3.4) implica que el par de pesos (µ, ν) esta en la clase
Aα,ρ,∞p,q . En efecto, sean (µ, ν) un par de pesos en la clase Mα,ρ,∞

p,q , luego existen τ, C ≥ 0
tal que para toda bola Q de Rn(ˆ

Q

Mα,τ (σχQ)qµdx

) 1
q

≤ C

(ˆ
Q

σdx

) 1
p

.

De aquí fácilmente se sigue que

(
ψ(Q)−τq|Q|(

α
n
−1)qσ(Q)qµ(Q)

) 1
q ≤ C

(ˆ
Q

σdx

) 1
p

,

que es equivalente a

|Q|(
α
n
−1)pσ(Q)p−1µ(Q)

p
q ≤ Cψ(Q)τp.

Así (µ, ν) está en Aα,ρ,θp,q , para θ ≥ τp y, por lo tanto, en Aα,ρ,∞p,q .

Demostración. Claramente (1.3.5) implica (1.3.4), basta con sustituir en (1.3.5) f por
σχQ, donde Q es una bola de Rn.

Inversamente, supongamos que (1.3.4) se cumple. Probaremos (1.3.5) para f ≥ 0
acotada y de soporte compacto en Rn. El caso general se sigue através de un argumento
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de densidad. Como en la demostración del Teorema 1.2.32, descomponemos el operador
Mα,η como suma del operador global y local de�nidos por

(Mα,η)loc(f)(x) =Mα,η(fχQx)(x)

(Mα,η)glob(f)(x) =Mα,η(fχQcx)(x),

donde Qx = Q(x, ρ(x)) denota la bola crítica centrada en x. Probaremos que cada uno
de ellos es un operador acotado de Lp(µ) a Lq(ν).

De la Observación 1.3.6 resulta que (1.3.4) implica que el par de pesos (µ, ν) es-
tá en la clase Aα,ρ,∞p,q y, en consecuencia existen constantes C1 > 0 y η1 ≥ 0 tal que
‖(Mα,η)glob‖Lq(µ) ≤ C1‖f‖Lp(ν) para η ≥ η1 (ver Observación 1.2.45). Para el caso del
operador local, notemos que

(Mα,η)locf(x) =Mα,η(fχQx)(x)

= sup
x∈Q(x0,r)

ψ(Q)−η
1

|Q|1−αn

ˆ
Q

|fχQx(y)|dy

≤ sup
x∈Q(x0,r)

1

|Q|1−αn

ˆ
Q
⋂
Qx

|f(y)|dy.

Entonces, para el cálculo de la maximal local será su�ciente con tomar cubos de radio
ρ(x) como máximo. En efecto, si x ∈ Q = Q(x0, r) con r > ρ(x) luego,

1

|Q|1−αn

ˆ
Q
⋂
Qx

|f(y)|dy < 1

|Qx|1−
α
n

ˆ
Qx

|f(y)|dy.

Así tenemos

(Mα,η)locf(x) ≤ sup
x∈Q(x0,r)
r≤ρ(x)

1

|Q|1−αn

ˆ
Q
⋂
Qx

|f(y)|dy .
= Mα,ρf(x). (1.3.7)

Ahora, para k ∈ Z, de�nimos

Ωk =
{
x ∈ Rn : 2k < Mα,ρf(x) ≤ 2k+1

}
.

Entonces, para cada x ∈ Ωk, existe un cubo Qx,k de radio r ≤ ρ(x), que contiene a x,
para el cual se veri�ca

1

|Qx,k|1−αn

ˆ
Qx,k

⋂
Qx

|f(y)|dy > 2k.

Luego, por el Lema 1.2.71, sabemos que existe un cubo diádico P x,k tal que Qx,k ⊂ 3P x,k

y |P x,k| ∼= |Qx,k| para el cual se veri�ca,

1

|P x,k|1−αn

ˆ
Px,k
|f(y)|dy > C 2k, (1.3.8)

para alguna constante C. Así obtenemos un cubrimiento numerable de Ωk, {3P x,k}x∈Ωk ,
del que, siguiendo un razonamiento similar al de la prueba del Teorema 1.2.75, podemos
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extraer una subcubrimiento {3P k
j } tal que los {P k

j } son disjuntos. Luego, Ωk ⊂
⋃
j 3P k

j

y cada P k
j veri�ca la desigualdad 1.3.8.

De�nimos la siguiente partición de Ωk

Ek
1 = 3P k

1

⋂
Ωk

Ek
2 =

(
3P k

2 \3P k
1

)⋂
Ωk

. . .

Ek
j =

(
3P k

j \
j−1⋃
i=1

3P k
i

)⋂
Ωk

Luego, para todo k ∈ Z Ωk =
⋃̇∞

j=1
Ek
j . Así, de la desigualdad (1.3.7), de la de�nición de

los Ω′ks y la desigualdad (1.3.8), resulta
ˆ
Rn

(Mα,η)locf(x)q µ(x)dx

≤
∑
k

ˆ
Ωk

(Mα,ρ)f(x)q µ(x)dx

≤ 2q
∑
j,k

µ(Ek
j )2kq

≤ 2qC−qα,n
∑
j, k

µ(Ek
j )

(
1

|P k
j |1−

α
n

ˆ
Pkj

|f(y)|dy

)q

≤ 2qC−qα,n3(n−α)q
∑
j, k

µ(Ek
j )

(
1

|3P k
j |1−

α
n

ˆ
3Pkj

σ(y)dy

)q
´Pkj | fσ (y)|σ(y)dy´

3Pkj
σ(y)dy

q

= C(α, n, q)

ˆ
X

T

(
f

σ

)q
dω.

donde X es el espacio NX Z, con la medida ω dada por

ω(j, k) = µ(Ek
j )

(
1

|3P k
j |1−

α
n

ˆ
3Pkj

σ(y)dy

)q

.

y, para toda función no negativa, medible h, el opertador T está de�nido por

Th(j, k) =

´
Pkj
hσdx´

3Pkj
σdx

.

Es claro que si T es un operador acotado de Lp(Rn, σ) a Lq(X,ω), entonces

ˆ
Rn

(Mα,η)locf
qµ ≤ C

ˆ
X

T

(
f

σ

)q
ω
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≤ C

(ˆ
Rn

(
f

σ

)p
σ

) q
p

= C

(ˆ
Rn
fp ν

) q
p

,

lo cual implica la desigualdad (1.3.5). Veamos que, efectivamente, lo es. En primer lugar,
T es un operador acotado en L∞ en efecto, pues si h ∈ L∞(σ) resulta

|Th(j, k)| ≤

´
Pkj
|h|σdx´

3Pkj
σdx

≤ ‖h‖L∞(σ)

σ(P k
j )

σ(3P k
j )

≤ ‖h‖L∞(σ).

para toda (j, k) en X. Luego

‖Th‖L∞(ω) ≤ ‖h‖L∞(σ).

Luego, por el Teorema de Interpolación de Marcinkiewicz será su�ciente probar que T es
de tipo débil (1, q

p
). Para ello consideramos h acotada y de soporte compacto.

Para λ > 0 y N ∈ N, sean

Fλ = {(j, k) ∈ X : Th(j, k) > λ} y,

FN
λ = {(j, k) ∈ Fλ : 1 ≤ j ≤ N ∧ −N ≤ k ≤ N} .

Claramente FN
λ ↗ Fλ, para N → ∞. Dado que, por (1.3.4), el par de pesos (µ, ν) está

en la clase Mα,ρ,∞
p,q , existe τ ≥ 0 tal que (µ, ν) ∈Mα,ρ,τ

p,q , luego

ω(FN
λ ) =

∑
(j,k)∈FNλ

ω(j, k)

=
∑

(j,k)∈FNλ

µ(Ek
j )

(
1

|3P k
j |1−

α
n

ˆ
3Pkj

σ

)q

=
∑

(j,k)∈FNλ

ˆ
Ekj

(
1

|3P k
j |1−

α
n

ˆ
3Pkj

σ

)q

µ(x) dx

=
∑

(j,k)∈FNλ

ψ(3P k
j )τq
ˆ
Ekj

(
ψ(3P k

j )−τ

|3P k
j |1−

α
n

ˆ
3Pkj

σχ3Pkj

)q

µ(x) dx

≤ C
∑

(j,k)∈FNλ

ˆ
Ekj

Mα,τ (σχ3Pkj
)qµ dx,

donde, en la última desigualdad, se ha usado que ψ(3P k
j ) ∼= C donde C es una constante

independiente de j y k. Esto vale porque siendo P k
j = Q(xkj , r

k
j ) un cubo diádico tal
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que 3P k
j contiene al menos un cubo crítico Qx con x ∈ Ωk y que, por construcción se

veri�ca que rkj ≤ 2ρ(x), resulta que el cubo crítico dilatado 6Qx contiene a 3P k
j . En

consecuencia, de la Proposición 4, ρ(xkj )
∼= ρ(x) con constantes independientes de j y k,

lo que demuestra nuestra a�rmación.

Dado que FN
λ tiene una cantidad �nita de elementos, existe una subcolección disjunta

maximal {Pi} de {P k
j : (j, k) ∈ FN

λ }. Además, teniendo en cuenta que los conjuntos Ek
j

son disjuntos dos a dos y Ek
j ⊂ 3P k

j para todo j, k y por lo tanto
⋃

(j,k)∈FNλ
Pkj ⊂Pi

Ej,k ⊂ 3Pi,

resulta

ω(FN
λ ) ≤ C

∑
i

∑
(j,k)∈FNλ
Pkj ⊂Pi

ˆ
Ekj

Mα,τ (σχ3Pkj
)qµ dx ≤ C

∑
i

ˆ
3Pi

Mα,τ (σχ3Pi)
qµ dx.

Dado que el par de pesos (µ, ν) esta en la clase Mα,ρ,τ
p,q resulta

ω(FN
λ ) ≤ C

∑
i

(ˆ
3Pi

σ dx

) q
p

.

Para cada i, Pi = P k
j para algún (j, k) ∈ FN

λ . Por lo tanto, por de�nición de FN
λ , teniendo

en cuenta que los P ′is son disjuntos y q
p
≥ 1 resulta

ω(FN
λ ) ≤ C

∑
i

(
1

λ

ˆ
Pi

hσ

) q
p

≤ C

(∑
i

1

λ

ˆ
Pi

hσ

) q
p

≤ C

(
1

λ

ˆ
Rn
hσ

) q
p

.

Finalmente, haciendoN →∞, se obtiene que T es débil (1, q
p
) y, en consecuencia (Mα,η)loc

es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ).





Capítulo 2

Desigualdades de Fe�erman-Stein

2.1. Desigualdades de tipo Fe�erman-Stein.

En el capítulo anterior hemos de�nido la maximal SchrödingerMη y la maximal sharp
Schrödinger M]

η. Aquí vamos a probar conexiones entre ellas a través de desigualdades
de tipo Fe�erman-Stein, esto es relaciones a través de normas fuertes y débiles. Éstas
juegan un importante papel para probar resultados de acotación con dos pesos para la
integral fraccionaria Schrödinger y su conmutador.

Nuestras desigualdades, en realidad, muestran una relación entre versiones ligeramente
más generales de las maximales citadas. Más precisamente entre los operadores

Mδ,ηf(x) =Mη(|f |δ)
1
δ (x)

M]
δ,ηf(x) =M]

η(|f |δ)
1
δ (x),

con δ, η > 0 y f ∈ L1
loc(Rn). Efectivamente, con esta notación tenemos

Teorema 2.1.1. Desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein.
Sean 0 < q, δ, η <∞, δ < q, µ un peso en Aρ,loc∞ entonces existe una constante C > 0 tal
que, para toda g en L1

loc(Rn)

ˆ
Rn
Mδ,η g(x)qµ(x)dx ≤ C

ˆ
Rn
M]

δ,ηg(x)qµ(x)dx.

Teorema 2.1.2. Desigualdad débil de Fe�erman-Stein.
Sean η ≥ 0, 0 < δ ≤ 1. Si µ es un peso en Aρ,loc∞ y φ : (0,∞) → (0,∞) una función
creciente y duplicante, entonces existe una constante positiva C tal que

sup
λ>0

φ(λ)µ ({x ∈ Rn :Mη,δf(x) > λ}) ≤ Csup
λ>0

φ(λ)µ
({
x ∈ Rn :M]

η,δf(x) > λ
})

para toda f ∈ L1
loc(Rn).
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Observación 2.1.3. La desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein, fue probada de alguna ma-
nera por Bongioanni, Harboure y Cabral (Teorema 4, [4]), aunque con un método distinto.
Por otro lado, Lin Tang obtiene las correspondientes versiones diádicas de estas desigual-
dades, con condiciones más exigentes sobre el peso µ, más precisamente considera a
µ ∈ Aρ,∞∞ (Corolario 2.1, [40]).

Para probar el Teorema 2.1.1, es necesario introducir algunos operadores maximales
auxiliares. Los mismos ya fueron considerados en [6].

De�nición 2.1.4. Sea β > 0, se de�nen las siguientes maximales para g localmente
integrable en Rn y x en Rn

Mρ,βg(x) = sup
x∈Q(y,r)
r≤βρ(y)

1

|Q|

ˆ
Q

|g|.

M ]
ρ,βg(x) = sup

x∈Q(y,r)
r≤βρ(y)

1

|Q|

ˆ
Q

|g − gQ|.

Dado un cubo �jo Q0 ⊂ Rn, x ∈ Q0

MQ0g(x) = sup
x∈Q(y,r)
y∈Q0

1

|Q
⋂
Q0|

ˆ
Q
⋂
Q0

|g|.

M ]
Q0
g(x) = sup

x∈Q(y,r)
y∈Q0

1

|Q
⋂
Q0|

ˆ
Q
⋂
Q0

|g − gQ⋂Q0|.

Notar que si consideramos g restringida al cubo Q0 MQ0g y M ]
Q0
g coinciden con las

de�niciones estándar de la función maximal de Hardy-Littlewood y la función maximal
sharp en Q0, considerando a Q0 como un espacio de tipo homogéneo con la métrica
uniforme y la medida de Lebesgue restringida a Q0.

Para los operadores recién de�nidos podemos probar.

Lema 2.1.5. Sean 1 < p <∞ y µ un peso en la clase Aρ,loc∞ , entonces existen constantes
C > 0, β < 1 y γ > 1 tal que si {Qk}∞k=1 es una colección de bolas críticas que cumplen
las condiciones de la Proposición 5 entonces;

ˆ
Rn
Mρ,βg(x)pµ(x)dx ≤ C

ˆ
Rn
M ]

ρ,γg(x)pµ(x)dx+ C
∑
k

µ(Qk)

(
1

|Qk|

ˆ
2Qk

|g(x)|dx
)p

para toda g ∈ L1
loc(Rn).
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Observación 2.1.6. Bongioanni, Harboure y Salinas en [6] probaron este lema en Rn sin
pesos. La demostración de esta versión con pesos es similar, con obvias modi�caciones, a
la dada por ellos.

Ahora estamos en condiciones de proceder con la demostración de nuestro primer
teorema.

Demostración del Teorema 2.1.1. Sean β < 1, γ > 1 las constantes mencionadas en el
Lema 2.1.5. Luego,

ˆ
Rn
Mδ,ηg(x)qµ(x)dx

=

ˆ
Rn
Mη(|g|δ)(x)

q
δµ(x)dx

=

ˆ
Rn

(
sup

x∈Q(y,r)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g(z)|δdz

) q
δ

µ(x)dx

≤
ˆ
Rn

 sup
x∈Q(y,r)
r≤βρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g(z)|δ


q
δ

µ(x)dx +

ˆ
Rn

 sup
x∈Q(y,r)
r>βρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g(z)|δ


q
δ

µ(x)dx

≤
ˆ
Rn
Mρ,β(|g|δ)(x)

q
δµ(x)dx+

ˆ
Rn

 sup
x∈Q(y,r)
r>βρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g(z)|δ


q
δ

µ(x)dx

.
= I1 + I2.

Entonces, dado que, por hipótesis, µ ∈ Aρ,loc∞ y δ < q, por Lema 2.1.5 resulta

I1 =

ˆ
Rn
Mρ,β(|g|δ)(x)

q
δµ(x)dx

≤ C

(ˆ
Rn
M ]

ρ,γ(|g|δ)(x)
q
δµ(x)dx+

∑
k

µ(Qk)

(
1

|Qk|

ˆ
2Qk

|g(z)|δdz
) q

δ

)
. I1,1 + I1,2.

Ahora bien,

M ]
ρ,γ(|g|δ)(x)

= sup
x∈Q(y,r)
r≤γρ(y)

1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣|g|δ − (|g|δ)
Q

∣∣∣
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≤ sup
x∈Q(y,r)
r<ρ(y)

1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣|g|δ − (|g|δ)
Q

∣∣∣+ sup
x∈Q(y,r)

ρ(y)≤r<γρ(y)

1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣|g|δ − (|g|δ)
Q

∣∣∣
≤M]

η(|g|δ)(x) + sup
x∈Q(y,r)

ρ(y)≤r<γρ(y)

2

|Q|

ˆ
Q

|g|δ

≤M]
η(|g|δ)(x) + sup

x∈Q(y,r)
ρ(y)≤r<γρ(y)

2ψ(Q)η
1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g|δ

≤ CM]
η(|g|δ)(x).

Luego,

I1,1 ≤ C

ˆ
Rn
M]

η(|g|δ)(x)
q
δ µ(x)dx

≤ C

ˆ
Rn
M]

δ,ηg(x)qµ(x)dx.

Para estimar I1,2 teniendo en cuenta que las bolas Qk tienen solapamiento controlado y

ψ(2Qk) es una constante para todo k, resulta

I1,2 ≤ C
∑
k

µ(Qk)

(
1

|2Qk|ψ(2Qk)η

ˆ
2Qk

|g(z)|δdz
) q

δ

≤ C
∑
k

ˆ
Qk

(
1

|2Qk|ψ(2Qk)η

ˆ
2Qk

|g(z)|δdz
) q

δ

µ(x)dx

≤ C
∑
k

ˆ
Qk

M]
η(|g|δ)(x)

q
δµ(x)dx

≤ C
∑
k

ˆ
Rn
χQk(x)M]

δ,ηg(x)qµ(x)dx

≤ C

ˆ
Rn

(∑
k

χQk(x)

)
M]

δ,ηg(x)qµ(x)dx

≤ C

ˆ
Rn
M]

δ,ηg(x)qµ(x)dx.

Así, de las estimaciones de I1,1 y I1,2, se sigue;

I1 ≤ C

ˆ
Rn
M]

δ,ηg(x)qµ(x)dx

.

Veamos I2. Denotando por Qy al cubo crítico con centro en y, tenemos

sup
x∈Q(y,r)
r>βρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g|δ
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≤ sup
x∈Q(y,r)

βρ(y)<r<ρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g|δ + sup
x∈Q(y,r)
r≥ρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|g|δ

≤ sup
x∈Q(y,r)

βρ(y)<r<ρ(y)

|Qy|
|Q|

(
ψ(Qy)

ψ(Q)

)η
1

ψ(Qy)η|Qy|

ˆ
Qy

|g|δ +M]
η(|g|δ)(x)

≤ 1

βn+η
sup

x∈Q(y,ρ(y)

1

ψ(Qy)η|Qy|

ˆ
Qy

|g|δ +M]
η(|g|δ)(x)

≤ CM]
η(|g|δ)(x),

donde hemos usado que ψ(Q) ≥ βψ(Qy).

Luego,

I2 ≤ C

ˆ
Rn
M]

η(|g|δ)(x)
q
δµ(x)dx

= C

ˆ
Rn
M]

δ,η(g)(x)qµ(x)dx.

Finalmente las estimaciones de I1 e I2 nos permiten obtener la conclusión del Teorema.

Demostración del Teorema 2.1.2. Bastará con probar el teorema para δ = 1. En efecto,
pues, para 0 < δ < 1, denotando %(λ) = λ

1
δ , claramente % es creciente y duplicante

en (0,∞) y, por lo tanto, lo es la función compuesta φ ◦ %. Luego, si suponemos que el
teorema se veri�ca para δ = 1, resulta

sup
λ>0

φ(λ)µ ({x ∈ Rn :Mη,δf(x) > λ}) = sup
λ>0

φ ◦ %(λδ)µ
({
x ∈ Rn :Mη(|f |δ)(x) > λδ

})
≤ Csup

λ>0
φ ◦ %(λδ)µ

({
x ∈ Rn :M]

η(|f |δ)(x) > λδ
})

= Csup
λ>0

φ(λ)µ
({
x ∈ Rn :M]

η,δ(|f |)(x) > λ
})

Veamos el caso δ = 1. De la de�nición deMη se sigue,

Mηf(x) ≤ sup
x∈Q(y,r)
r<ρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|f(z)|dz + sup
x∈Q(y,r)
r≥ρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|f(z)|dz

.
= Msub

η f(x) + Msup
η f(x).

Notemos, en primer lugar, que trivialmente, de la de�nición deM]
η, se sigue que

Msup
η f(x) ≤M]

ηf(x). Por otra parte, para N ∈ N, consideremos la bola B = B(0, N) y
tomemos {Qj}j una colección de bolas críticas que cumplen las condiciones de la Propo-
sición 5. Dado que B(0, N) es compacto, existe una subfamilia �nita de {Qj}jNj1 , tal que
B(0, N) ⊆

⋃jN
j=j1

Qj. Así,

φ(λ)µ ({x ∈ B(0, N) :Mηf(x) > λ})
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≤ φ(λ)µ

({
x ∈ B(0, N) :Msub

η f(x) >
λ

2

})
+

φ(λ)µ

({
x ∈ B(0, N) :Msup

η f(x) >
λ

2

})
≤ φ(λ)

∑
j

µ

({
x ∈ B(0, N)

⋂
Qj :Msub

η f(x) >
λ

2

})
+

φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) >
λ

2

})
≤ φ(λ)

jN∑
j1

µ

({
x ∈ Qj :Msub

η f(x) >
λ

2

})
+ φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) >
λ

2

})

Luego,

φ(λ)µ ({x ∈ B(0, N) :Mηf(x) > λ})

≤ φ(λ)

jN∑
j=j1

µ

({
x ∈ Qj :Msub

η f(x) >
λ

2

})
+ φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) >
λ

2

})
.

(2.1.7)

A continuación, estimaremos µ
({
x ∈ Qj :Msub

η f(x) > λ
2

})
. En primer lugar notemos

que, sea x ∈ Qj;

Msub
η f(x) = sup

x∈Q(y,r)
r<ρ(y)

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|f(z)|dz

≤ sup
x∈Q(y,r)
r<ρ(y)

1

|Q|

ˆ
Q

|f(z)|dz.

Así, dado que por Proposición 6, existe β ≥ 1 independiente de j tal que,⋃
Qy

Qy
⋂
Qj 6=∅

Qy ⊂ βQj
.
= Q̃j

resulta,

Msub
η f(x) ≤ sup

x∈Q(y,r)
r<ρ(y)

1

|Q
⋂
Q̃j|

ˆ
Q
⋂
Q̃j

|fχQ̃j(z)|dz

≤Mj(fχQ̃j)(x)

para toda x enQj donde, para cada j,Mj denota al operador maximal clásico en el espacio
de tipo homogéneo Q̃j con la métrica uniforme y la medida de Lebesgue restringida en
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Q̃j. Luego, para todo λ > 0, j = j1, j2, ....., jN , tenemos

φ(λ)µ

({
x ∈ Qj :Msub

η f(x) >
λ

2

})
≤ φ(λ)µ

({
x ∈ Qj : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
≤ φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
. (2.1.8)

Ahora bien, si 0 < λ < 4fQ̃j , dado que ψ(Q̃j) = (1 + β) podemos escribir

1

ψ(Q̃j)η|Q̃j|

ˆ
Q̃j

|f(y)|dy > λ

4(1 + β)η
.

Así, para cada x ∈ Q̃j,M]
ηf(x) > λ

4(1+β)η
y por lo tanto

µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
≤ µ

({
x ∈ Q̃j :M]

ηf(x) >
λ

4(1 + β)η

})
, (2.1.9)

para toda λ < 4fQ̃j .

Por otra parte si λ ≥ 4fQ̃j , dado que, por hipótesis µ ∈ Aρ,loc∞ , lo cual implica que

µ ∈ A∞(Q̃j) con constante independiente de j (probado en el Teorema 1.2.32), aplicando
un razonamiento análogo al mencionado en la Proposición 3.4 en [34] (p.85) se obtiene,

µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
(2.1.10)

≤ Cµ

({
x ∈ Q̃j : M ]

j (fχQ̃j)(x) >
λ

2A

})
+

C

Aδ1
µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

4

})
(2.1.11)

donde δ1 es la constante de la condición Aρ,loc∞ para el peso µ y la constante A > 1 es
arbitraria y será elegida convenientemente.

Recordemos que, en el espacio de tipo homogéneo Q̃j es su�ciente tomar bolas de
tamaño limitado, a saber r ≤ 2βρ(xj). Así, para x ∈ Q̃j,

M ]
j (fχQ̃j)(x) = sup

x∈Q(y,r)

y∈Q̃j

1

|Q ∩ Q̃j|

ˆ
Q∩Q̃j

∣∣∣∣fχQ̃j − (fχQ̃j)Q∩Q̃j
∣∣∣∣

≤ sup
x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , r<ρ(y)

1

|Q ∩ Q̃j|

ˆ
Q∩Q̃j

∣∣∣∣fχQ̃j − (fχQ̃j)Q∩Q̃j
∣∣∣∣+

sup
x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , ρ(y)≤r≤2βρ(y)

1

|Q ∩ Q̃j|

ˆ
Q∩Q̃j

∣∣∣∣fχQ̃j − (fχQ̃j)Q∩Q̃j
∣∣∣∣
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= I + II

Ahora bien,

I = sup
x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , r<ρ(y)

1

|Q
⋂
Q̃j|

ˆ
Q
⋂
Q̃j

∣∣∣fχQ̃j − fQ∣∣∣+

∣∣∣∣(fχQ̃j)Q⋂ Q̃j − fQ
∣∣∣∣

≤ sup
x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , r<ρ(y)

1

|Q
⋂
Q̃j|

ˆ
Q
⋂
Q̃j

|f − fQ|+

∣∣∣∣∣ 1

|Q
⋂
Q̃j|

ˆ
Q
⋂
Q̃j

fχQ̃j − fQ

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , r<ρ(y)

2n

|Q|

ˆ
Q

|f − fQ|+
2n

|Q|

ˆ
Q

|f − fQ|

≤ sup
x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , r<ρ(y)

2n+1

|Q|

ˆ
Q

|f − fQ|

≤ 2n+1M]
ηf(x).

Además,

II ≤ sup
x∈Q(y,r)

y∈Q̃j ρ(y)≤r≤βρ(y)

2

|Q
⋂
Q̃j|

ˆ
Q
⋂
Q̃j

∣∣∣fχQ̃j ∣∣∣
≤ sup

x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , ρ(y)≤r≤βρ(y)

2n+1

|Q|

ˆ
Q

|f |

≤ (1 + 2β)η 2n+1 sup
x∈Q(y,r)

y∈Q̃j , ρ(y)≤r≤βρ(y)

1

|Q|ψ(Q)η

ˆ
Q

|f |

≤ 2η+n+1 (1 + β)ηM]
ηf(x).

De las estimaciones de I y II se sigue

M ]
j (fχQ̃j)(x) ≤ 2η+n+2 (1 + β)ηM]

ηf(x), ∀x ∈ Q̃j.

En consecuencia, (2.1.11) nos lleva a

µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
(2.1.12)

≤ Cµ

({
x ∈ Q̃j :M]

η(fχQ̃j)(x) >
λ

2η+n+3A(1 + β)η

})
+ (2.1.13)

C

Aδ
µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

4

})
, (2.1.14)

para todo λ ≥ 4fQ̃j .
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Luego, de (2.1.9) y (2.1.14), se tiene que para j = j1, j2, ..., jN y para cada λ > 0 se
veri�ca

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
≤ φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j :M]

ηf(x) >
λ

4(1 + β)η

})
+

Cφ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j :M]

η(fχQ̃j)(x) >
λ

2η+n+3(1 + β)ηA

})
+

C

Aδ
φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

4

})
.

Ahora, sumando en j, resulta

jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})

≤
jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j :M]

ηf(x) >
λ

B1

})
+

C

jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j :M]

η(fχQ̃j)(x) >
λ

B2A

})
+

C

Aδ1

jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

4

})
.

donde B1 = 4(1 + β)η y B2 = 2η+n+3(1 + β)η.

Entonces, usando la propiedad de solapamiento controlado de los cubos {Qj}, se tiene
jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j :M]

ηf(x) >
λ

B1

})
≤ φ(λ)

∑
j

ˆ
{x∈Rn:M]

ηf(x)> λ
B1
}
χQ̃j(x)µ(x)dx

≤ φ(λ)

ˆ
{x∈Rn:M]

ηf(x)> λ
B1
}

(∑
j

χQ̃j(x)

)
µ(x)dx

≤ CβN1φ(λ)

ˆ
{x∈Rn:M]

ηf(x)> λ
B1
}
µ(x)dx

= Cφ(λ)µ

({
x ∈ Rn : M ]

ηf(x) >
λ

B1

})
,

y analogamente para la segunda suma

jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j :M]

η(fχQ̃j)(x) >
λ

B2A

})
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≤ Cφ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) >
λ

B2A

})
.

Luego,

jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
≤ Cφ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) >
λ

B2A

})
+

C

Aδ1

jN∑
j=j1

φ(λ)µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

4

})
.

donde se ha usado que B1 < B2A. Sea t > 0. Tomando el supremo para λ de 0 a t a
ambos lados de la desigualdad anterior resulta,

sup
0<λ<t

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

2

})
≤ C sup

0<λ<t
φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) >
λ

B2A

})
+

sup
0<λ<t

C

Aδ1
φ(λ)

jN∑
j=j1

µ

({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) >

λ

4

})
.

Dado que la función φ es creciente y duplicante, resulta φ(B2Aλ) ≤ C(B2A)rφ(λ), para
algún r dependiente de la duplicación. Luego, haciendo un cambio de variables se tiene,

sup
0<λ< t

2

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ
({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) > λ

})
≤ CAr sup

0<λ<t
φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) > λ
})

+

C

Aδ1
sup

0<λ< t
2

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ
({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) > λ

})
.

Teniendo en cuenta que,

sup
0<λ< t

2

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ
({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) > λ

})
≤ φ

(
t

2

) jN∑
j=j1

µ(Q̃j) <∞,

se sigue que (
1− C

Aδ1

)
sup

0<λ< t
2

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ
({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) > λ

})
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≤ CAr sup
0<λ<t

φ(λ)µ
({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) > λ
})
.

Entonces, eligiendo A tal que 1− C
Aδ1

> 0, podemos escribir

sup
0<λ< t

2

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ
({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) > λ

})
≤ C sup

0<λ<t
φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) > λ
})
.

Con esta estimación podemos, ahora, sumar en (2.1.8) en j de j = j1 a j = jN . Luego,
tomando el supremo para λ de 0 a t, haciendo cambio de variables y usando la estimación
anterior resulta,

sup
0<λ<t

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ

({
x ∈ Qj :Msub

η f(x) >
λ

2

})

≤ C sup
0<λ< t

2

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ
({
x ∈ Q̃j : Mj(fχQ̃j)(x) > λ

})
≤ C sup

0<λ<t
φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) > λ
})
.

A su vez, con esta desigualdad, tomando en (2.1.7) el supremo para λ de 0 a t se obtiene,

sup
0<λ<t

φ(λ)µ ({x ∈ B(0, N) :Mηf(x) > λ})

≤ sup
0<λ<t

φ(λ)

jN∑
j=j1

µ

({
x ∈ Qj :Msub

η f(x) >
λ

2

})
+

+ sup
0<λ<t

φ(λ)µ

({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) >
λ

2

})
.

≤ C sup
0<λ<t

φ(λ)µ
({
x ∈ Rn : M ]

ηf(x) > λ
})
.

En consecuencia para cada λ en (0, t) y N en N tenemos

φ(λ)µ ({x ∈ B(0, N) :Mηf(x) > λ}) ≤ C sup
0<λ<t

φ(λ)µ
({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) > λ
})

Así, con N →∞ y tomando luego el supremo para λ en (0, t) resulta,

sup
0<λ<t

φ(λ)µ ({x ∈ Rn :Mηf(x) > λ}) ≤ C sup
0<λ<t

φ(λ)µ
({
x ∈ Rn :M]

ηf(x) > λ
})
,

donde t > 0 es arbitrario. Finalmente, haciendo t→∞ se obtiene lo deseado.
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2.2. Aplicaciones.

2.2.1. Desigualdades con dos pesos para Iα

Recordemos que la integral fraccionaria de Schrödinger de orden α, 0 < α < n, puede
escribirse como

Iαf(x) =

ˆ
Rn
Kα(x, y)f(y) dy

donde Kα(x, y) =
´∞

0
kt(x, y)t

α
2
dt
t
, siendo kt el núcleo del operador de semigrupo e−tL,

para el cual, en la introducción, hemos presentado algunas estimaciones que nos serán
útiles aquí. Recordemos que, a partir del Lema 7, se obtiene la siguiente estimación de
Kα,

Kα(x, y) ≤ C

|x− y|n−α
(2.2.1)

para toda x, y ∈ Rn, de donde resulta

Iαf(x) ≤ CIαf(x), (2.2.2)

donde Iα es el operador integral fraccionario clásico (V=0). De esta última estimación
tenemos que para f acotada y de soporte compacto en Rn, Iαf(x) <∞.

Nuestro objetivo es obtener desigualdades con dos pesos para Iα. Para la versión
clásica, Iα, Muckenhoupt y Wheeden en [28] caracterizan los pesos ω para los cuales
Iα : Lp(ωp) → Lq(ωq) para 1 < p < n

α
, 1
q

= 1
p
− α

n
e Iα : Lp(ωp) → Lq,∞(ωq), para

1 ≤ p < n
α
, 1
q

= 1
p
− α

n
. Para la obtención de estos resultados, los autores comparan la

integral fraccionaria con la maximal fraccionaria. Más precisamente, prueban que para
pesos ω ∈ A∞, 0 < p <∞, se veri�can las siguientes desigualdades

ˆ
Rn
|Iαf(x)|qω(x)dx ≤ C

ˆ
Rn
|Mαf(x)|qω(x)dx (2.2.3)

sup
a>0

aqω ({x ∈ Rn : |Iαf(x)| > a}) ≤ Csup
a>0

aqω ({x ∈ Rn : |Mαf(x)| > a}) . (2.2.4)

Luego, los resultados deseados se obtienen a partir de demostrar los mismos para Mα.
Posteriormente, C. Pérez, en [30], teniendo también en cuenta (2.2.3) y (2.2.4), prueba
la siguiente versión para dos pesos de Muckenhout y Wheeden.

Teorema 2.2.5. Sean 0 < α < n, 1 < p ≤ q < ∞ y (µ, ν) un par de pesos con

µ, ν−
1
p−1 ∈ A∞. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes,

(µ, ν) ∈ Aαp,q(2.2.6)

Iα : Lp(ν)→ Lq(µ).(2.2.7)

Por lo mencionado en (2.2.2),

Iαf(x) ≤ CIαf(x),
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luego, es inmediato que las condiciones sobre los pesos dadas por C. Pérez, aseguran
que Iα es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ), para 1 < p ≤ q < ∞. Ahora bien el
Lema 7, nos proporciona mejor información. En efecto, de el se deduce que el núcleo de
la integral fraccionaria de Schrödinger tiene un mayor decaimiento en el in�nito que el
correspondiente a la versión clásica y por lo tanto podría esperarse que la acotación se
veri�que para pesos con condiciones menos exigentes. En efecto, probaremos aquí que
vale el siguiente resultado

Teorema 2.2.8. Sean 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ q < ∞, (µ, ν) un par de pesos tal que
µ ∈ Aρ,loc∞ y (µ, ν) ∈ Aα,ρ,θp,q para algún θ ≥ 0, luego

Si 1 < p ≤ q <∞, σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,loc∞ , entonces Iα : Lp(ν)→ Lq(µ).(2.2.9)

Si 1 ≤ p ≤ q <∞, entonces Iα : Lp(ν)→ Lq,∞(µ).(2.2.10)

Observación 2.2.11. En el Capítulo 1, (1.2.30), proporcionamos un ejemplo de par de
pesos (µ, ν) que cumplen las condiciones del teorema anterior.

Nuestras técnicas también se basan en comparar la integral fraccionaria con una ade-
cuada maximal fraccionaria, más especi�camente conMα,η, el operador considerado en
el Capítulo 1. En particular nuestros resultados de comparación están enunciados en el
siguiente teorema.

Teorema 2.2.12. Sean 0 < q, η <∞ y µ un peso en Aρ,loc∞ . Existen constantes C1, C2 > 0
tal que

ˆ
Rn
|Iαf(x)|qµ(x)dx ≤ C1

ˆ
Rn
Mα,ηf(x)qµ(x)dx(2.2.13)

sup
λ>0

λq µ ({x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ}) ≤ C2sup
λ>0

λq µ ({x ∈ Rn :Mα,ηf(x) > λ}) ,
(2.2.14)

para toda f acotada y de soporte compacto en Rn.

Para la prueba de este teorema emplearemos la desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein
y una estimación puntual que relaciona Iα yMα,η.

Proposición 2.2.15. Sean 0 < η <∞ y 0 < δ < 1, entonces existe una constante C tal
que

M]
δ,η(Iαf)(x) ≤ CMα,ηf(x), para casi todax ∈ Rn

para toda f localmente integrable en Rn.

Observación 2.2.16. Adams, D.R en [1] prueba el resultado anterior para el caso clásico
(V = 0).

Para la demostración de esta última proposición, utilizaremos la desigualdad de Kol-
mogorov y un lema técnico probado por Crescimbeni, Hartzstein y Salinas.
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Lema 2.2.17. Desigualdad de Kolmogorov [22]
Sea 0 < r < l <∞. De�nimos,

Nl,r(f) = sup
E

‖fχE‖r
‖χE‖s

,
1

s
=

1

r
− 1

l

donde el supremo es tomado sobre todos los conjuntos medibles E con 0 < |E| <∞ y χE
denota la función característica de E. Luego

‖f‖Ll,∞ ≤ Nl,r(f) ≤
(

l

l − r

) 1
r

‖f‖Ll,∞ .

Lema 2.2.18. Dados s, ρ y β reales positivos y N ≥ 0, existe una constante C tal que,

ˆ ∞
0

t−
β
2

(1 +
√
t
ρ

)N
e−

s2

t
dt

t
≤ C

1

sβ(1 + s
ρ
)N
.(2.2.19)

Dados s > σ, N ≥ 0, ρ > 0 y β ∈ R luego para cada M > β + N existe una constante
CM tal que,

ˆ σ2

0

t−
β
2

(1 +
√
t
ρ

)N
e−

s2

t
dt

t
≤ CM

(σ
s

)M−N 1

σβ(1 + s
ρ
)N
.(2.2.20)

Demostración. Veamos (2.2.19). Haciendo el cambio de variables u = s2

t
tenemos,

ˆ ∞
0

t−
β
2

(1 +
√
t
ρ

)N
e−

s2

t
dt

t
=

1

sβ

ˆ ∞
0

u
β
2

(1 + s
ρ
√
u
)N
e−u

du

u
.

Si s
ρ
≤ 1 entonces 1 + s

ρ
≤ 2 y, por lo tanto u

β
2

(1+ s
ρ
√
u

)N
≤ u

β
2 ≤ 2 u

β
2

(1+ s
ρ

)N
. Por otro lado, si

s
ρ
> 1 entonces 1 + s

ρ
≤ 2 s

ρ
y, por lo tanto, u

β
2

(1+ s
ρ
√
u

)N
≤ u

β+N
2

( s
ρ

)N
≤ 2N u

β+N
2

(1+ s
ρ

)N
. Luego,

ˆ ∞
0

t−
β
2

(1 +
√
t
ρ

)N
e−

s2

t
dt

t
≤ 1

sβ(1 + s
ρ
)N

ˆ ∞
0

(u
β
2 + u

β+N
2 )e−u

du

u
≤ C

1

sβ(1 + s
ρ
)N
.

Veamos (2.2.20). Haciendo el mismo cambio de variables que para probar (2.2.19), el
hecho que supt>1 t

Me−t ≤ CM para toda M > 0 y para alguna constante CM , y siguiendo
los mismos pasos que en la prueba de (2.2.19), se sigue

ˆ σ2

0

t−
β
2

(1 +
√
t
ρ

)N
e−

s2

t
dt

t
=

1

sβ

ˆ ∞
( s
ρ

)2

u
β
2

(1 + s
ρ
√
u
)N
e−u

du

u

≤ C
1

sβ(1 + s
ρ
)N

ˆ ∞
( s
ρ

)2

(u
β−M

2 + u
β+N−M

2 )
du

u
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≤ C
1

sβ(1 + s
ρ
)N

(
(
s

σ
)β−M + (

s

σ
)β+N−M

)
≤ C

1

sβ(1 + s
ρ
)N

(
s

σ
)β+N−M

≤ C
σM−N−β

sM−N(1 + s
ρ
)N
.

A partir de estos resultados, podemos proceder con nuestra demostración.

Demostración de la Proposición 2.2.15. Fijemos x ∈ Rn y sea Q = Q(x0, r) una bola que
contiene a x. Descomponemos f = f1 + f2, donde f1 = fχQ̃, Q̃ = 2Q = Q(x0, 2r). De
(1.2.3), resulta

M]
δ,η(Iαf)(x)

=M]
η(|Iαf |δ)

1
δ (x)

≤ sup
x∈Q(x0,r)
r<ρ(x0)

ı́nf
C

(
1

|Q|

ˆ
Q

||Iαf(y)|δ − Cδ|dy
) 1

δ

+ sup
x∈Q(x0,r)
r≥ρ(x0)

(
ψ(Q)−η

1

|Q|

ˆ
Q

|Iα(f)(y)|δdy
) 1

δ

Consideraremos dos casos respecto de r, r < ρ(x0) y r ≥ ρ(x0).

Caso 1. r < ρ(x0). Fijemos C = | (Iαf2)Q |, luego dado que 0 < δ < 1 se obtiene(
1

|Q|

ˆ
Q

||Iαf(y)|δ − | (Iαf2)Q |
δ|dy

) 1
δ

≤
(

1

|Q|

ˆ
Q

||Iαf(y)| − | (Iαf2)Q ||
δdy

) 1
δ

≤
(

1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf(y)− (Iαf2)Q |
δdy

) 1
δ

≤
(

1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf1(y)|δdy
) 1

δ

+

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf2(y)− (Iαf2)Q |
δdy

) 1
δ

.

= I + II.

Para estimar I, aplicando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17), teniendo en
cuenta que Iα es de tipo débil (1, n

n−α) y que ψ(Q̃) ∼= 1 resulta

I ≤ C

|Q|1−αn
‖Iαf‖L n

n−α ,∞

≤ C

|Q|1−αn

ˆ
Q̃

|f(y)|dy
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≤ C|Q̃|
α
n
−1ψ(Q̃)−η

ˆ
Q̃

|f(y)|dy

≤ CMα,ηf(x).

Veamos II. Dado que 0 < δ < 1 resulta

II ≤ C

|Q|2

ˆ
Q

ˆ
Q

ˆ
Q̃c
|Kα(y, w)−Kα(z, w)| |f(w)| dwdz dy,

donde, Kα denota al núcleo de la integral fraccionaria de Schrödinger. Ahora bien, para
y, z ∈ Q,w ∈ Q̃c,

|Kα(y, w)−Kα(z, w)| =
∣∣∣∣ˆ ∞

0

kt(y, w)t
α
2
dt

t
−
ˆ ∞

0

kt(z, w)t
α
2
dt

t

∣∣∣∣
≤
ˆ 4nr2

0

|kt(y, w)− kt(z, w)|t
α
2
dt

t
+

ˆ ∞
4nr2

|kt(y, w)− kt(z, w)|t
α
2
dt

t

= K1 + K2

Para K2, teniendo en cuenta que t ≥ 4nr2 y por lo tanto |y − z| <
√
t para cualesquiera

y, z en Q, resulta en virtud del Lema 8 que para cualquier N > 0, 0 < ν < min(1, 2− n
q0

)
y w en Rn, existe una constante C tal que

K2 =

ˆ ∞
4nr2

|kt(y, w)− kt(z, w)|t
α
2
dt

t

≤ C

ˆ ∞
4nr2

(
|y − z|√

t

)ν
t−

n
2 e−

|y−w|2
Ct

(
1 +

√
t

ρ(y)

)−N
t
α
2
dt

t

≤ Crν
ˆ ∞

4nr2

t−
n+ν−α

2(
1 +

√
t

ρ(y)

)N e−
|y−w|2
Ct

dt

t

Luego, usando el Lema 2.2.18 (2.2.19) con un cambio de variables se sigue,

K2 ≤ Crν
1

|y − w|n+ν−α

(
1 +
|y − w|
ρ(y)

)−N
.

Notemos que, dado que y está en Q(x0, r) y w en Q̃(x0, 2r)
c resulta |y − w| ∼= |x0 − w|.

Por otro lado, por ser Q subcrítico, ρ(y) ∼= ρ(x0), así

K2 ≤ Crν
1

|x0 − w|n+ν−α

(
1 +
|x0 − w|
ρ(x0)

)−N
. (2.2.21)

Para K1 usando el Lema 7, resulta que, para cualquier N > 0, existe una constante CN
tal que para cualesquiera y, w, z en Rn se cumple

K1 ≤
ˆ 4nr2

0

kt(y, w)t
α
2
dt

t
+

ˆ 4nr2

0

kt(z, w)t
α
2
dt

t
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≤
ˆ 4nr2

0

t−
n−α

2 e−
|y−w|2
Ct

(
1 +

√
t

ρ(y)

)−N
dt

t
+

ˆ 4nr2

0

t−
n−α

2 e−
|z−w|2
Ct

(
1 +

√
t

ρ(z)

)−N
dt

t
.

Luego, dado que para cualesquiera y en Q y w en Q̃c tenemos |y − w| ∼= |x0 − w| > 2r
(análogamente para z en lugar de y), aplicando en la expresión anterior el Lema 2.2.18
(2.2.20), se obtiene que, para cada M > n− α +N , existe una constante CM tal que

K1 ≤ CM

(
r

|y − w|

)M−N
1

rn−α
(

1 + |y−w|
ρ(y)

)N + CM

(
r

|z − w|

)M−N
1

rn−α
(

1 + |z−w|
ρ(z)

)N .
Al igual que en la estimación de K2, |y −w| ∼= |x0 −w| y ρ(y) ∼= ρ(x0) para todo y en Q
y w en Q̃c. Luego, tomando M = n− α+N + ν, se obtiene la siguiente estimación para
K1

K1 ≤ Crν
1

|x0 − w|n+ν−α

(
1 +
|x0 − w|
ρ(x0)

)−N
. (2.2.22)

Ahora, de 2.2.21 y 2.2.22, resulta

|Kα(y, w)−Kα(z, w)| ≤ Crν
1

|x0 − w|n+ν−α

(
1 +
|x0 − w|
ρ(x0)

)−N
, ∀y, z ∈ Q,w ∈ Q̃c.

(2.2.23)

Denotando por Qk = Q(x0, 2
kr) y aplicando la estimación de los núcleos recién obtenida,

II se puede, a su vez, estimar de la siguiente manera

II ≤ Crν
ˆ
Q̃c

1

|w − x0|n+ν−α |f(w)|
(

1 +
|w − x0|
ρ(x0)

)−N
dw

≤ Crν
∞∑
k=1

1

(2kr)n+ν−α
(

1 + 2kr
ρ(x0)

)N ˆ
Qk+1−Qk

|f(w)|dw

≤ C
∞∑
k=1

2−kν |Qk|
α
n
−1ψ(Qk)

−N
ˆ
Qk+1

|f(w)|dw

≤ C
∞∑
k=1

2−kνψ(Qk)
−N+ηψ(Qk)

−η|Qk|
α
n
−1

ˆ
Qk

|f(w)|dw

≤ C
∞∑
k=1

2−kνψ(Qk)
−N+ηMα,ηf(x).

Recordemos que N > 0 es arbitrario. Así, eligiendo N > η, se obtiene

II ≤ CMα,ηf(x).

lo que completa la prueba en el caso 1.
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Caso 2. r ≥ ρ(x0). Con la división planteada para f tenemos(
1

ψ(Q)η
1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf(y)|δdy
) 1

δ

=
1

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf(y)|δdy
) 1

δ

=
1

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf1(y)|δdy
) 1

δ

+
1

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf2(y)|δdy
) 1

δ

.
= I + II.

Para I, siguiendo un razonamiento análogo al considerado en el caso 1, se obtiene

I ≤ C

ψ(Q)
η
δ

|Q|
α
n
−1

ˆ
Q̃

|f(y)|dy

≤ C

ψ(Q̃)
η
δ
−η
ψ(Q̃)−η|Q̃|

α
n
−1

ˆ
Q̃

|f(y)|dy

≤ CMα,ηf(x),

donde, en la última desigualdad, se ha usado que 0 < δ < 1 y por lo tanto η
δ
− η > 0.

Para II, teniendo en cuenta otra vez que 0 < δ < 1 obtenemos

II ≤ 1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf2(y)|dy

≤ 1

|Q|

ˆ
Q

ˆ
Q̃c
|f(w)| |Kα(y, w)| dw dy

A partir del Lema 7, resulta que para cada N > 0, existe una constante CN tal que

Kα(y, w) ≤ CN

ˆ ∞
0

t−
n−α

2 e−
|y−w|2
Ct

(
1 +

√
t

ρ(y)

)−N
dt

t

≤ C
1

|w − x0|n−α
(

1 + |w−x0|
ρ(y)

)N ,
donde la última desigualdad se obtiene del Lema 2.2.18 (2.2.19) y del hecho que |y−w| ∼=
|w − x0| para todo y en Q = Q(x0, r) y w en Q̃c. Luego, denotando Qk = Q(x0, 2

kr), II
se convierte en

II ≤ C

|Q|

ˆ
Q

ˆ
Q̃c
|f(w)| 1

|w − x0|n−α
(

1 + |w−x0|
ρ(y)

)N dw dy

≤ C

|Q|

ˆ
Q

∞∑
k=1

ˆ
Qk+1−Qk

|f(w)| 1

|w − x0|n−α
(

1 + |w−x0|
ρ(y)

)N dw dy
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≤ C

|Q|

ˆ
Q

∞∑
k=1

ˆ
Qk+1−Qk

|f(w)| 1

(2kr)n−α
(

1 + 2kr
ρ(y)

)N dw dy. (2.2.24)

Aplicando la propiedad de la función de radio crítico citada en (3), dado que y está en
Q(x0, r) y r ≥ ρ(x0), resulta;

C
1

ρ(x0)

(
r

ρ(x0)

)− N0
N0+1

≤ 1

ρ(y)
≤ C

1

ρ(x0)

(
r

ρ(x0)

)N0

.

Entonces, para todo y en Q,

1 +
2kr

ρ(y)
≥ 1 + C

2kr

ρ(x0)

(
r

ρ(x0)

)− N0
N0+1

≥ C

(
r

ρ(x0)

) N0
N0+1

+ 2kr
ρ(x0)(

r
ρ(x0)

) N0
N0+1

≥ C
1 + 2kr

ρ(x0)(
1 + 2kr

ρ(x0)

) N0
N0+1

= C

(
1 +

2kr

ρ(x0)

) 1
N0+1

,

y, por lo tanto, (2.2.24) se transforma en

II ≤ C
∞∑
k=1

|Qk|
α
n
−1

(
1 +

2kr

ρ(x0)

)− N
N0+1
ˆ
Qk

|f(w) dw

≤ C
∞∑
k=1

ψ(Qk)
η− N

N0+1ψ(Qk)
−η|Qk|

α
n
−1

ˆ
Qk

|f(w) dw

≤ C
∞∑
k=1

ψ(Qk)
η− N

N0+1Mα,ηf(x),

donde N > 0 es arbitrario. Luego, dado que r ≥ ρ(x0) resulta que ψ(Qk) = 1+ 2kr
ρ(x0)

≥ 2k,

y, en consecuencia, eligiendo N tal que η − N
N0+1

< 0, se obtiene

II ≤ CMα,ηf(x).

lo que completa la prueba del caso 2 y por lo tanto concluye la prueba de la Proposición.
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Notemos que en la demostración de la Proposición 2.2.15 (ver (2.2.23)), hemos obte-
nido la siguiente estimación relativa a Kα.

Lema 2.2.25. Dado N > 0, y 0 < ν < min(1, 2 − n
q0

), existe una constante C > 0 tal
que

|Kα(y, w)−Kα(z, w)| ≤ Crν
1

|x0 − w|n+ν−α

(
1 +
|x0 − w|
ρ(x0)

)−N
,

para todo y, z en Q(x0, r) y w en Q̃(x0, 2r)
c, donde r ≤ ρ(x0).

Nuestra intención para probar el Teorema 2.2.12, es aplicar la desigualdad fuerte de
Fe�erman-Stein (Teorema 2.1.1) a la función Iαf , donde f es una función acotada y
de soporte compacto en Rn para ello, en primer lugar, debemos veri�car que Iαf es
localmente integrable en Rn.

Proposición 2.2.26. Sea q ≥ 1 entonces Iαf ∈ Lqloc(Rn) para toda f acotada y de
soporte compacto en Rn

Demostración. Será su�ciente demostrar que para f acotada y de soporte compacto en
Rn, Iαf es acotada. En efecto, sea Q0(x0, r0) una bola en Rn tal que sopf ⊂ Q0, luego
de la estimación (2.2.1) de Kα obtenemos

|Iαf(x)| ≤
ˆ
Rn
|f(y)|Kα(x, y)dy ≤ ‖f‖∞

ˆ
Q0(x0,r0)

1

|x− y|n−α
dy. (2.2.27)

Consideraremos dos casos. Si x /∈ 2Q0, dado que y ∈ Q0, resulta |x− y| ∼= |x−x0| y dado
que además |x− x0| ≥ 2r0, (2.2.27) se convierte en

|Iαf(x)| . ‖f‖∞rα−n0 rn0
∼= ‖f‖∞rα0 . (2.2.28)

Si x ∈ 2Q0, dado que además y ∈ Q0, entonces d(x − y, 0) ≤ |x − y| ≤ 4
√
nr0, luego

haciendo un cambio de variables y pasando a coordenadas polares, (2.2.27) toma la forma

|Iαf(x)| ≤ ‖f‖∞
ˆ
Q(0,4

√
nr0)

1

|z|n−α
dz = C‖f‖∞

ˆ 4
√
nr0

0

ρα−nρn−1dρ ∼= ‖f‖∞rα0 (2.2.29)

De las desigualdades (2.2.28), (2.2.29) y (2.2.27) obtenemos

|Iαf(x)| . ‖f‖∞rα0 , ∀x ∈ Rn,

obteniendo de esta manera que Iαf es acotada, y por lo tanto está en Lqloc(Rn) para todo
q ≥ 1.

Con las herramientas introducidas estamos en condiciones de probar fácilmente el
Teorema 2.2.12.
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Demostración del Teorema 2.2.12. Sea δ < q. Teniendo en cuenta que w ∈ Aρ,loc∞ y que
Iαf es localmente integrable en Rn (ver Proposición 2.2.26), la inmediata estimación
Iαf ≤Mη(|Iαf |δ)

1
δ =Mδ,η(Iαf), nos permite obtener, a partir del Teorema 2.1.1,ˆ
Rn
|Iαf(x)|qµ(x)dx ≤

ˆ
Rn
Mδ,η(Iαf)(x)qµ(x)dx

≤ C

ˆ
Rn
M]

δ,η(Iαf)(x)qµ(x)dx

≤ C

ˆ
Rn
Mα,ηf(x)qµ(x)dx.

donde en la última desigualdad se ha aplicado la Proposición 2.2.15. Análogamente,
aplicando el Teorema 2.1.2 resulta

sup
λ>0

λq µ ({x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ}) ≤ Csup
λ>0

λq µ ({x ∈ Rn :Mδ,η(Iαf)(x) > λ})

≤ Csup
λ>0

λq µ
({
x ∈ Rn :M]

δ,η(Iαf)(x) > λ
})

≤ Csup
λ>0

λq µ ({x ∈ Rn :Mα,η(f)(x) > λ}) .

donde como antes, en la última desigualdad se ha aplicado la Proposición 2.2.15.

A su vez, el teorema anterior arroja como rápida consecuencia el Teorema 2.2.8.

Demostración del Teorema 2.2.8. El Teorema 2.2.12, nos permite trasladar el problema
de acotación de Iα al operador maximalMα,η. Así, el Teorema 2.2.8 es inmediato a partir
del teorema anterior y los Teoremas 1.2.32 y 1.2.50 probados en el Capítulo 1.

2.2.2. Desigualdades con dos pesos para Iα,b

Para alguna función b consideremos el conmutador de primer orden del operador Iα,
Iα,b, de�nido por

Iα,bf(x) = b(x)Iαf(x)− Iα(bf)(x)

=

ˆ
Rn

(b(x)− b(y)) Kα(x, y) f(y)dy,

donde Kα(x, y) denota el núcleo de Iα.

Recordemos la de�nición del espacio BMO.

De�nición 2.2.30. Sea b una función localmente integrable en Rn. Se de�ne

‖b‖BMO = sup
Q

1

|Q|

ˆ
Q

|b(x)− bQ| dx,
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donde el supremo es tomado sobre todas las bolas Q de Rn. La función b es llamada
de oscilación media acotada si ‖b‖BMO < ∞ y BMO(Rn) es el conjunto de todas las
funciones localmente integrables en Rn con ‖b‖BMO <∞.

Es conocido que ‖‖BMO no es una norma. El problema es que si ‖b‖BMO = 0, no
implica que b = 0, pero sí implica que b es una constante. Luego si identi�camos los
elementos en BMO que di�eren en una constante, ‖‖BMO resulta una norma.

Los conmutadores Iα,b fueron introducidos por primera vez por Chanillo [8], quien
prueba que, para 1 < p < n

α
, 1
q

= 1
p
− α

n
y b ∈ BMO, vale la acotación Iα,b : Lp(Rn) →

Lq(Rn). Esto se corresponde con las desigualdades en norma satisfechas por Iα. Ahora
bien, para el caso límite, p = 1, Iα veri�ca la siguiente desigualdad tipo débil (1, n

n−α),

|{x ∈ Rn : |Iαf(x) > t|}| ≤ C

(
1

t

ˆ
Rn
|f(x)|dx

) n
n−α

, ∀t > 0.

Sin embargo, un cálculo sencillo con f(x) = χ[0,1](x) y b(x) = log(1+x)χ(1,∞)(x), muestra
que Iα,b no es débil (1, n

n−α). D. Cruz Uribe y A. Fiorenza, en [12], prueban que Iα,b veri�ca
una desigualdad tipo débil L logL. Más precisamente

Teorema 2.2.31. Sean 0 < α < n, b ∈ BMO(Rn) y las funciones B(t) = t log(e + t),

ψ(t) =
(
t log(e+ t

α
n )
) n
n−α . Luego, existe una constante positiva C tal que para toda t > 0,

|{x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > t}| ≤ Cψ

(ˆ
Rn
B

(
‖b‖BMO

|f(x)|
t

)
dx

)
.

Este resultado de acotación se obtiene a través de una comparación con el operador
maximal fraccionario OrliczML logL,α para el que, estos autores, prueban que cumple una
desigualdad análoga a la expuesta. Además, en ese mismo trabajo, prueban la siguiente
desigualdad fuerte (p, q) con un peso para Iα,b, la cual generaliza el resultado original de
Chanillo.

Teorema 2.2.32. Sean 0 < α < n, 1 < p < n
α
y q con 1

q
= 1

p
− α

n
. Sea ω un peso que

satisface la condición Ap,q, esto es para toda bola Q ⊂ Rn,

(
1

|Q|

ˆ
Q

ωq
) 1

q
(

1

|Q|

ˆ
Q

ω−p
′
) 1

p′

≤ C <∞.

Luego, dada una función b ∈ BMO, Iα,b satisface la siguiente desigualdad tipo fuerte
(p, q), (ˆ

Rn
|Iα,bf |qωqdx

) 1
q

≤ C‖b‖BMO

(ˆ
Rn
|f |pωp

) 1
p

.

Observación 2.2.33. Notemos que ω ∈ Ap,q si y sólo si ωq ∈ A1+ q
p′
.
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La condición Ap,q es equivalente a la acotación fuerte (p, q) con un peso para Iα,
resultado probado por Muckenhoupt y Wheeden en [28]. Dado esto, D. Cruz Uribe y A.
Fiorenza, conjeturaron que, para el caso límite p = 1, q = n

n−α , la condición que asegura
el tipo débil (1, n

n−α) para Iα, esto es ωq ∈ A1 (también probado por Muckenhoupt y
Wheeden) podría ser su�ciente para que valga una versión con un peso del Teorema
2.2.31. Sin embargo, en [12] construyen un ejemplo que muestra que esta conjetura no es
cierta. Finalmente, en [13], prueban el siguiente resultado.

Teorema 2.2.34. [13] Sean 0 < α < n, b ∈ BMO(Rn) y las funciones B(t) = t log(e+t),

Ψ(t) =
(
t log(e+ t

α
n )
) n
n−α y θ(t) = t1−

α
n log(e + t−

α
n ). Si ω ∈ A1, entonces existe una

constante positiva C tal que para toda t > 0,

ω ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > t}) ≤ CΨ

(ˆ
Rn
B

(
‖b‖BMO

|f(x)|
t

)
θ(ω(x))dx

)
.

Por Lema 7, el núcleo de la integral fraccionaria de Schrödinger tiene un mayor decai-
miento en el in�nito que el correspondiente a la versión clásica y por lo tanto es natural
preguntarse si para obtener resultados de acotación para Iα,b las funciones símbolo b po-
drían tomarse en un espacio de funciones más amplio que el BMO, como así también los
pesos considerados. A este respecto, Bongioanni, Harboure y Salinas, en [6], de�nen el
siguiente espacio de funciones.

De�nición 2.2.35. Sea θ ≥ 0, el espacioBMOθ(ρ) esta dada por el conjunto de funciones
b localmente integrables que veri�can,

1

|Q(x, r)|

ˆ
Q(x,r)

|b(y)− bQ|dy ≤ C

(
1 +

r

ρ(x)

)θ
(2.2.36)

para toda x ∈ Rn y r > 0, donde bQ = 1
|Q|

´
Q
b. Una norma para b ∈ BMOθ(ρ), denotada

por ‖b‖BMOθ(ρ), está dada por el ín�mo de las constantes en (2.2.36), luego de identi�car
las funciones que di�eren en una constante.

De�nimos BMO∞(ρ) =
⋃
θ≥0

BMOθ(ρ).

Observación 2.2.37. Claramente BMO ⊂ BMOθ(ρ) ⊂ BMOθ′(ρ) para 0 < θ ≤ θ′ y
por lo tanto BMO ⊂ BMO∞(ρ). Sin embargo, es una clase más amplia. Como ejemplo,
cuando ρ es constante (el cual corresponde al caso en que V es una constante positiva)
las funciones bj(x) = |xj|, 1 ≤ j ≤ n, están en BMO∞(ρ), pero no en BMO (ver [6]).

También en [6], se prueban algunas propiedades de este espacio.

Proposición 2.2.38. Sean θ > 0 y 1 ≤ s <∞. Si b ∈ BMOθ(ρ) entonces,(
1

|Q|
|b− bQ|s

) 1
s

. ‖b‖BMOθ(ρ)

(
1 +

r

ρ(x)

)θ′
para toda bola Q = Q(x, r) con x ∈ Rn, r > 0, donde θ′ = (N0 + 1)θ y N0 es la constante
que aparece en (2).
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En [40], Lin Tang prueba el siguiente análogo de la desigualdad de John-Niremberg
en el espacio BMOθ(ρ), θ ≥ 0. Antes de enunciarlo, recordemos que para Q(x, r) bola de
Rn, ψ(Q) = (1 + r

ρ(x)
).

Proposición 2.2.39. Si b ∈ BMOθ(ρ), θ ≥ 0, entonces existen constantes positivas
C1, C2, dependientes unicamente de la dimensión n, tal que dado cualquier bola Q en Rn
y λ > 0, se tiene

|{x ∈ Q : |b(x)− bQ| > λ}| ≤ C1|Q|e
− C2λ

‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q)θ
′
.

donde, como en la Proposición 2.2.38, θ′ = (N0 + 1)θ.

Corolario 2.2.40. Si b ∈ BMOθ(ρ), θ ≥ 0, entonces existen constantes positivas C y β
tal que

sup
Q

1

|Q|

ˆ
Q

e
β

‖b‖
BMOθ(ρ)ψ(Q)θ

′
|b(x)−bQ|

dx ≤ C.

Siguiendo las ideas de D. Cruz Uribe y A. Fiorenza en [12] y [13], Lin Tang (ver [40])
obtiene desigualdades con un peso para Iα,b. Para explotar la propiedad de decaimiento
de Kα, Lin Tang considera las funciones símbolo b en el espacio BMOθ(ρ) para algún
θ ≥ 0, y a los pesos en una clase más amplia que la Ap,q (Teorema 2.2.32) y en término
de la función de radio crítico ρ, más precisamente, sea θ ≥ 0. Un peso ω pertenece a a
clase Aρ,θp,q si existe una constante positiva C tal que para toda bola Q(x, r) se tiene(

1

|Q|

ˆ
Q

ωqdx

) 1
q
(

1

|Q|

ˆ
Q

ω−p
′
) 1

p′

≤ C

(
1 +

r

ρ(x)

)θ
1 < p ≤ q <∞.(

1

|Q|

ˆ
Q

ωqdx

) 1
q

‖ω−1‖L∞ ≤ C

(
1 +

r

ρ(x)

)θ
, 1 ≤ q <∞.

Además, Aρ,∞p,q =
⋃
θ≥0A

ρ,θ
p,q .

Con estas de�niciones estamos en condiciones de introducir los resultados de Lin Tang.

Teorema 2.2.41. Sean 0 < α < n, 1 < p < α
n
y 1
q

= 1
p
− α

n
. Si b ∈ BMOθ(ρ), para algún

θ ≥ 0 y ω es un peso en la clase Aρ,∞p,q entonces(ˆ
Rn
|Iα,bf(x)|qω(x)qdx

) 1
q

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(x)|pω(x)pdx

) 1
p

.

Teorema 2.2.42. Sean 0 < α < n, b ∈ BMOθ(ρ) y las funciones B(t) = t log(e + t),

Ψ(t) =
(
t log(e+ t

α
n )
) n
n−α y θ(t) = t1−

α
n log(e + t−

α
n ). Si ω ∈ Aρ,∞1 , entonces existe una

constante positiva C tal que para toda t > 0,

ω ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > t}) ≤ CB(B(‖b‖BMOθ(ρ)))Ψ

(ˆ
Rn
B

(
|f(x)|
t

)
θ(ω(x))dx

)
.
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Nuestro objetivo es obtener extensiones para el caso de dos pesos de los teoremas
anteriores. Para ello, adaptaremos las técnicas de D. Cruz Uribe, A. Fiorenza y Lin Tang.
En primer lugar probamos el siguiente resultado que establece una comparación en norma
Lq(µ) entre los operadores Iα,b yML logL,α,η.

Teorema 2.2.43. Sean 0 < α < n, q > 0 y b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0. Si µ está en
la clase Aρ,loc∞ , existe una constante positiva C, tal que para todo η ≥ 0 su�cientemente
grande, y toda f acotada y de soporte compacto en Rn, se cumple

ˆ
Rn
|Iα,bf(x)|q µ(x) dx ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)

ˆ
Rn
ML logL,α,ηf(x)q µ(x) dx.

Observación 2.2.44. De la Proposición 2.2.38 resulta que si b ∈ BMOθ(ρ) entonces b ∈
Ls(K), para todo s > 1 y todo compacto K. Esto garantiza la buena de�nición del
conmutador Iα,bf para f acotada y de soporte compacto.

Para demostrar el resultado anterior serán claves la desigualdad fuerte de Fe�erman-
Stein y una comparación puntual relativa a Iα,b, Iα y ML logL,α,η que enunciamos a
continuación.

Proposición 2.2.45. Sean 0 < α < n, δ, ε tales que 0 < 2δ < ε < 1 y b ∈ BMOθ(ρ)
para algún θ ≥ 0. Entonces existe una constante positiva C tal que para todo η ≥ 0
su�cientemente grande y toda función f acotada y de soporte compacto en Rn se tiene

M]
δ,η(Iα,bf)(x) ≤ C‖b‖BMOθ(ρ) (Mε,η(Iαf)(x) +ML logL,α,ηf(x)) , p.c.t x ∈ Rn.

Observación 2.2.46. Resultados para el caso clásico (V = 0) fueron obtenidos en [12] por
D. Cruz Uribe y A. Fiorenza y en [15] por Ding Yong, Lu Shanzhen y Zhang Pu.

Demostración. Para cualquier constante λ, dado que |Iαf(x)| <∞ e Iα es un operador
lineal, resulta,

Iα,bf(x) = b(x)Iαf(x)− Iα(bf)(x)

= (b(x)− λ) Iαf(x)− Iα(bf − λf)(x)

= (b(x)− λ) Iαf(x)− Iα((b− λ)f)(x). (2.2.47)

Sea x ∈ Rn y Q = Q(x0, r) una bola en Rn que contiene a x. Tomemos la descomposición
f = f1 + f2, donde f1 = fχQ̃, Q̃ = 2Q. Para probar el teorema, consideraremos dos casos
respecto de r, esto es r < ρ(x0) y r ≥ ρ(x0).

Caso 1. r < ρ(x0). Dado que 0 < δ < 1, para λ y CQ a determinar se tiene(
1

|Q|

ˆ
Q

∣∣|Iα,bf(y)|δ − |CQ|δ
∣∣ dy) 1

δ

≤
(

1

|Q|

ˆ
Q

|Iα,bf(y)− CQ|δ dy
) 1

δ
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≤
(

1

|Q|

ˆ
Q

|(b(y)− λ) Iαf(y)− Iα((b− λ)f)(y)− CQ|δ dy
) 1

δ

≤ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

|(b(y)− λ) Iαf(y)|δ dy
) 1

δ

+ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα((b− λ)f1)(y)|δ dy
) 1

δ

+ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα((b− λ)f2)(y)− CQ|δ dy
) 1

δ

.
= I + II + III.

Para estimar I �jamos λ = bQ̃ el promedio de b sobre Q̃. Luego, para todo γ tal que
1 < γ < ε

δ
, aplicando la desigualdad de Hölder con 1

γ
+ 1

γ′
= 1, utilizando la Proposición

2.2.38 y el hecho que ψ(Q̃) ∼= 1 resulta,

I ≤ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣b(y)− bQ̃
∣∣∣δγ′ dy) 1

δγ′
(

1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf(y)|γδdy
) 1

δγ

. ‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ

(
ψ(Q)−η

|Q|

ˆ
Q

|Iαf(y)|εdy
) 1

ε

. ‖b‖BMOθ(ρ)Mε,η(Iαf)(x).

Para estimar II, aplicando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17) y el hecho que
Iα es de tipo débil (1, n

n−α) resulta

II ≤ C

|Q|1−αn
‖Iα(b− bQ̃)f1‖L n

n−α ,∞

≤ C

|Q|1−αn

ˆ
Q̃

|(b− bQ)f(y)|dy.

Luego, aplicando la desigualdad de Hölder generalizada (Lema 1.1.21) para la función de
Young B(t) = t log(e+ t) y su complementaria B con B(t) ∼= et − 1, se obtiene

II ≤ C|Q̃|
α
n ‖b− bQ̃‖B,Q̃‖f‖B,Q̃.

Por Corolario 2.2.40, existen constantes positivas β y C (en particular se puede tomar
C ≥ 2) tal que

1

|Q̃|

ˆ
Q̃

e

β

‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ
|b(x)−b

Q̃
|
dx ≤ C.

Así es inmediato que

1

|Q̃|

ˆ
Q̃

1

C

(
e

β

‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ
|b(x)−b

Q̃
|
− 1

)
dx ≤ 1,
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lo que, utilizando la convexidad del integrando, nos lleva a

1

|Q̃|

ˆ
Q̃

e

β

C‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ
|b(x)−b

Q̃
|
− 1 dx ≤ 1.

Luego, dado que B(t) ∼= et − 1, por de�nición de norma media de Luxemburgo,

‖b− bQ̃‖B,Q̃ ≤
C ‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ

β
,

con lo que tenemos la siguiente estimación para II,

II ≤ C|Q̃|
α
n ‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ+ηψ(Q̃)−η‖f‖B,Q̃

. ‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x),

donde en la última desigualdad hemos usado que ψ(Q̃) ∼= 1.

Finalmente, para estimar III, elegimos CQ = (Iα(b− bQ̃)f2)Q, esto es el promedio de
Iα(b− bQ̃)f2 en Q. Dado que 0 < δ < 1 resulta,

III =

(
1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣Iα((b− bQ̃)f2)(y)− (Iα(b− bQ̃)f2)Q

∣∣∣δ dy) 1
δ

≤ C
1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣Iα((b− bQ̃)f2)(y)− (Iα(b− bQ̃)f2)Q

∣∣∣ dy
= C

1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣∣ 1

|Q|

ˆ
Q

ˆ
Rn−Q̃

(b(w)− bQ̃)f(w)Kα(y, w)dw dz

− 1

|Q|

ˆ
Q

ˆ
Rn−Q̃

(b(w)− bQ̃)f(w)Kα(z, w)dw dz

∣∣∣∣ dy
≤ C

|Q|2

ˆ
Q

ˆ
Q

ˆ
Rn−Q̃

|b(w)− bQ̃| |f(w)||Kα(y, w)−Kα(z, w)| dw dz dy,

donde Kα es el núcleo de la integral fraccionaria Schrödinger, esto es

Kα(y, w) =

ˆ ∞
0

kt(y, w) t
α
2
dt

t
.

Luego, en virtud del Lema 2.2.25 y teniendo en cuenta que Q̃c =
⋃
k=1Qk+1−Qk, donde

Qk = Q(x0, 2
kr) se obtiene la siguiente estimación para III,

III ≤ Crν
ˆ
Q̃c

|b(w)− bQ̃|
|w − x0|n+ν−α |f(w)|

(
1 +
|w − x0|
ρ(x0)

)−N
dw

≤ Crν
∞∑
k=1

ˆ
Qk+1−Qk

|b(w)− bQ̃|
|w − x0|n+ν−α |f(w)|

(
1 +
|w − x0|
ρ(x0)

)−N
dw

≤ Crν
∞∑
k=1

1

(2kr)n+ν−α
(

1 + 2kr
ρ(x0)

)N ˆ
Qk+1

|b(w)− bQ̃|f(w)|dw
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≤ Crν
∞∑
k=1

|Qk|
α
n
−1

(2kr)νψ(Qk)N

ˆ
Qk

|b(w)− bQ̃|f(w)|dw

≤ C

∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N
|Qk|

α
n

1

|Qk|

ˆ
Qk

|b(w)− bQk |f(w)dw

+ C

∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N
|Qk|

α
n
−1bQ̃ − |bQk |

ˆ
Qk

|f(w)|dw

= III1 + III2,

donde 0 < ν < min(1, 2− n
q0

). En III1, aplicando la desigualdad de Hölder generalizada

para la función de Young B(t) = t log(e+ t) y su complementaria B(t) ∼= et− 1 y usando
nuevamente el Corolario 2.2.40 se obtiene

III1 ≤ C
∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N
|Qk|

α
n ‖b− bQk‖B,Qk‖f‖L logL,Qk

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)

∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N−θ(N0+1)−η |Qk|
α
nψ(Qk)

−η‖f‖L logL,Qk

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x)
∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N−θ(N0+1)−η .

Entonces, eligiendo N lo su�cientemente grande como para que N − θ(N0 + 1)− η > 0,
resulta

III1 ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x).

Para estimar III2, usamos que, para toda k, |bQ̃−bQk | ≤ Ckψ(Qk)
θ‖b‖BMOθ(ρ), en efecto,

recordando que, Qk = Q(x0, 2
kr) y Q̃ = Q1, resulta

|bQ̃ − bQk | ≤
k∑
j=2

|bQj−1
− bQj |

≤
k∑
j=2

2n

|Qj|

ˆ
Qj

|b− bQj |

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)

k∑
j=2

(
1 +

2jr

ρ(x0)

)θ
≤ Ckψ(Qk)

θ‖b‖BMOθ(ρ). (2.2.48)

Así,

III2 ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)

∞∑
k=1

2−kνk

ψ(Qk)N−θ−η
ψ(Qk)

−η|Qk|
α
n
−1

ˆ
Qk

|f(w)|dw

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)Mα,ηf(x)
∞∑
k=1

2−kνk

ψ(Qk)N−θ−η
.
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Notando queMα,ηf(x) ≤ML logL,α,ηf(x) y recordando nuestra elección de N tenemos

III2 ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x).

Combinando las estimaciones de III1 e III2, podemos escribir

III ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x),

lo que concluye el Teorema para el caso 1.

Caso 2. r ≥ ρ(x0). Como antes(
1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|Iα,bf(y)|δ dy
) 1

δ

≤ 1

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|(b(y)− λ)Iαf(y)− Iα((b− λ)f)(y)|δ dy
) 1

δ

≤ C

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|b(y)− λ|δ|Iαf(y)|δdy
) 1

δ

+
C

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα((b− λ)f1)(y)|δdy
) 1

δ

+
C

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα((b− λ)f2)(y)|δdy
) 1

δ

= I + II + III.

Para estimar I, siguiendo un razonamiento análogo al considerado en el caso 1 se obtiene,

I ≤ C

ψ(Q)
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

∣∣∣b(y)− bQ̃
∣∣∣δγ′ dy) 1

δγ′
(

1

|Q|

ˆ
Q

|Iαf(y)|γδdy
) 1

δγ

≤ Cψ(Q)
η
ε
− η
δ ‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ

(
ψ(Q)−η

|Q|

ˆ
Q

|Iαf(y)|εdy
) 1

ε

≤ Cψ(Q)
η
ε
− η
δ

+θ(N0+1)‖b‖BMOθ(ρ)Mε,η(Iαf)(x).

Así, tomando η ≥ θ(N0+1)
1
δ
− 1
ε

resulta

I ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)Mε,η(Iαf)(x).

Para estimar II, nuevamente siguiendo un razonamiento análogo al considerado en el
caso 1, se obtiene

II ≤ C

ψ(Q)
η
δ

|Q̃|
α
n ‖b‖BMOθ(ρ)ψ(Q̃)(N0+1)θ‖f‖B,Q̃

≤ Cψ(Q̃)θ(N0+1)− η
δ

+η‖b‖BMOθ(ρ)|Q̃|
α
nψ(Q̃)−η‖f‖B,Q̃
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≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x),

donde en la última desigualdad, se ha usado la elección de η considerada en I y por lo
tanto θ(N0 + 1)− η

δ
+ η ≤ 0.

Por último, para estimar III, teniendo en cuenta que 0 < δ < 1 y ψ(Q) ≥ 1, resulta

III ≤ C

|Q|

ˆ
Q

|Iα((b− λ)f2)(y)|dy

≤ C

|Q|

ˆ
Q

ˆ
Rn−Q̃

Kα(y, w) |b(w)− bQ̃| |f(w)| dw dy

A partir del Lema 7, resulta que para cada N > 0 existe una constante CN tal que

Kα(y, w) ≤ CN

ˆ ∞
0

t−
n−α

2 e−
|y−w|2
Ct

(
1 +

√
t

ρ(y)

)−N
dt

t

≤ C
1

|w − x0|n−α
(

1 + |w−x0|
ρ(y)

)N , . (2.2.49)

donde la última desigualdad se obtiene del Lema 2.2.18 (2.2.19) y del hecho que |y−w| ∼=
|w − x0|, para todo y en Q = Q(x0, r) y w en Q̃c. Luego, denotando Qk = Q(x0, 2

kr), se
obtiene la siguiente estimación para III

III ≤ C

|Q|

ˆ
Q

∞∑
k=1

ˆ
Qk+1−Qk

1

|w − x0|n−α
(

1 + |w−x0|
ρ(y)

)N |b(w)− bQ̃| |f(w)| dw dy

≤ C

|Q|

ˆ
Q

∞∑
k=1

ˆ
Qk+1−Qk

1

(2kr)n−α
(

1 + 2kr
ρ(y)

)N |b(w)− bQ̃| |f(w)| dw dy.

Aplicando la propiedad de la función de radio crítico citada en (3), teniendo en cuenta
que y está en Q(x0, r) y r ≥ ρ(x0), resulta

C
1

ρ(x0)

(
r

ρ(x0)

)− N0
N0+1

≤ 1

ρ(y)
≤ C

1

ρ(x0)

(
r

ρ(x0)

)N0

,

entonces, para todo y en Q

1 +
2kr

ρ(y)
≥ 1 + C

2kr

ρ(x0)

(
r

ρ(x0)

)− N0
N0+1

≥ C

(
r

ρ(x0)

) N0
N0+1

+ 2kr
ρ(x0)(

r
ρ(x0)

) N0
N0+1
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≥ C
1 + 2kr

ρ(x0)(
1 + 2kr

ρ(x0)

) N0
N0+1

= C

(
1 +

2kr

ρ(x0)

) 1
N0+1

. (2.2.50)

Por lo tanto,

III ≤ C

∞∑
k=1

ˆ
Qk+1

|Qk|
α
n
−1(

1 + 2kr
ρ(x0)

) N
N0+1

|b(w)− bQ̃| |f(w)| dw

≤ C
∞∑
k=1

|Qk|
α
n

ψ(Qk)
N

N0+1

1

|Qk|

ˆ
Qk

|b(w)− bQk | |f(w)|dw

+ C

∞∑
k=1

|Qk|
α
n
−1

ψ(Qk)
N

N0+1

|bQk − bQ̃|
ˆ
Qk

|f(w)|dw

= III1 + III2.

Para estimar III1 razonamos primero como en III1 del caso r ≤ ρ(x0) para obtener

III1 ≤ C
∞∑
k=1

|Qk|
α
n

ψ(Qk)
N

N0+1

‖b− bQk‖B,Qk ‖f‖L logL,Qk

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)

∞∑
k=1

ψ(Qk)
− N
N0+1

+η+θ(N0+1)
ψ(Qk)

−η|Qk|
α
n ‖f‖L logL,Qk

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x)
∞∑
k=1

ψ(Qk)
− N
N0+1

+η+θ(N0+1)

Ahora, eligiendo N > 0 tal que − N
N0+1

+ η + θ(N0 + 1) < 0 y recordando que r
ρ(x0)

≥ 1,

de donde resulta ψ(Qk) ≥ 2k, se obtiene

III1 ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x)
∞∑
k=1

2
k(− N

N0+1
+η+θ(N0+1))

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x).

Para estimar III2, otra vez como en III2 del caso r ≤ ρ(x0), podemos probar que

III2 ≤ C
∞∑
k=1

k ψ(Qk)
N

N0+1
+η+θ|Qk|

α
n
−1|ψ(Qk)

−η
ˆ
Qk

|f(w)|dw

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)Mα,ηf(x)
∞∑
k=1

k ψ(Qk)
− N
N0+1

+η+θ

≤ C‖b‖BMO∞(ρ)ML logL,α,ηf(x)
∞∑
k=1

k ψ(Qk)
− N
N0+1

+η+θ
.
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Ahora bien, de la elección de N realizada en la estimación de III1, resulta que − N
N0+1

+
θ + η < 0, así

III2 ≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x)
∞∑
k=1

k 2
−k( N

N0+1
−η−θ)

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)ML logL,α,ηf(x).

Finalmente, de los casos 1 y 2, la demostración queda completa.

Para probar el Teorema 2.2.43, aplicaremos la desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein
(Teorema 2.1.1) a la función Iα,bf , donde f es acotada y de soporte compacto en Rn.
Para ello, en primer lugar, debemos veri�car que Iα,bf es localmente integrable en Rn,
resultado que exponemos a continuación.

Proposición 2.2.51. Sea q ≥ 1, b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0, luego Iα,bf ∈ Lqloc(Rn)
para toda f acotada y de soporte compacto en Rn.

Demostración. Como en la demostración de la Proposición 2.2.26, bastará con probar que
para f acotada y de soporte compacto en Rn, b ∈ BMOθ, Iα,bf es acotado. En efecto,
sea Q0(x0, r0) una bola en Rn tal que sopf ⊂ Q0, luego teniendo en cuenta la igualdad
(2.2.47), Iα,bf(x) = (b(x) − bQ0)Iαf(x) − Iα((b − bQ0)f)(x), la Proposición 2.2.26 y la
estimación (2.2.1) de Kα obtenemos

|Iα,bf(x)| ≤ |b(x)− bQ0| ‖Iαf‖∞ +

ˆ
Q0

|f(y)||b(y)− bQ0|Kα(x, y)dy

≤ |b(x)− bQ0| ‖Iαf‖∞ + ‖f‖∞
ˆ
Q0

|b(y)− bQ0|
1

|x− y|n−α
dy. (2.2.52)

Resta por probar que el segundo término de (2.2.52) esta acotado. Sea s tal que 1 < s <
n

n−α , aplicando la desigualdad de Hölder con 1
s

+ 1
s′

= 1 resulta

|Iα,bf(x)| ≤
(ˆ

Q0

|b(y)− bQ0|s
′
dy

) 1
s′
(ˆ

Q0

1

|x− y|(n−α)s
dy

) 1
s

Dado que por hipótesis b ∈ BMOθ(ρ), se obtiene de la Proposición 2.2.38(ˆ
Q0

|b(y)− bQ0|s
′
dy

) 1
s′

. ‖b‖BMOθ(ρ)|Q0|
1
s′

(
1 +

r0

ρ(x0)

)θ′
<∞,

con θ′ = (N0 + 1)θ.

Por último, siguiendo un razonamiento análogo al de la demostración de la Proposición
2.2.26, resulta que para 1 < s < n

n−α ,(ˆ
Q0

1

|x− y|(n−α)s
dy

) 1
s

. r
α−n+n

s
0 <∞

Luego, Iα,bf es acotado, y por lo tanto está en Lqloc(Rn) para todo q ≥ 1.
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Con el resultado anterior, estamos en condiciones de demostrar el Teorema 2.2.43.

Demostración del Teorema 2.2.43. Sean δ, ε tales que 0 < 2δ < ε < 1 y η lo su�ciente-
mente grande para poder aplicar las Proposiciones 2.2.15 y 2.2.45.

Dado que µ ∈ Aρ,loc∞ , Iαf, Iα,bf son localmente integrables en Rn (Proposiciones 2.2.26
y 2.2.51), aplicando la desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein (Teorema 2.1.1), resulta
tomando δ < q

ˆ
Rn
|Iα,bf(x)|q µ(x)dx

≤
ˆ
Rn
Mδ,η(Iα,bf)(x)qµ(x)dx

≤ C

ˆ
Rn
M]

δ,η(Iα,bf)(x)qµ(x)dx.

Luego de las Proposiciones 2.2.45 y 2.2.15, y haciendo uso nuevamente de la desigualdad
fuerte de Fe�erman-Stein, obtenemos

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
Mε,η(Iαf)(x)qµ(x)dx+

ˆ
Rn
ML logL,α,η(f)(x)qµ(x)dx

)
≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
M]

ε,η(Iαf)(x)qµ(x)dx+

ˆ
Rn
ML logL,α,η(f)(x)qµ(x)dx

)
≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
Mα,ηf(x)qµ(x)dx+

ˆ
Rn
ML logL,α,η(f)(x)qµ(x)dx

)
≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

ˆ
Rn
ML logL,α,η(f)(x)qµ(x)dx.

A partir del Teorema 2.2.43 y los resultados de acotación con dos pesos para el ope-
rador maximalML logL,α,η obtenidos en el Capítulo 1, Teorema 1.2.53, resulta inmediata
la acotación fuerte con dos pesos para el conmutador Iα,b tal como lo enuncia el siguiente
teorema.

Teorema 2.2.53. Sean 0 < α < n, 1 < p ≤ q < ∞ y b ∈ BMOθ(ρ), para algún θ ≥ 0.

Si (µ, ν) está en Aα,ρ,∞p,q , µ ∈ Aρ,loc∞ y σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,∞∞ entonces(ˆ

Rn
|Iα,bf(x)|qµ(x)

) 1
q

≤ ‖b‖BMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)

) 1
p

,

para toda f en Lp(Rn, ν).

Observación 2.2.54. En la acotación con un peso para Iα,b enunciada en el Teorema 2.2.41
(Lin Tang, [40]) sólo se supone que el peso ω está en Aρ,∞p,q , debido a que esta condición
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implica ωq ∈ Aρ,∞∞ y, de esta manera, es posible aplicar la desigualdad de Fe�erman-
Stein con el peso ωq. En contraste, en nuestro resultado, la hipótesis (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q no
implica necesariamente que µ ∈ Aρ,loc∞ y σ ∈ Aρ,∞∞ ( ver (1.2.30), capítulo 1). Así, para
poder aplicar un método similar en nuestro caso, reforzamos las hipótesis pidiendo que
el peso de llegada esté en la clase Aρ,loc∞ . De esta manera, podemos aplicar el Teorema
2.1.1 y trasladar el problema de acotación al operador maximal ML logL,α,η. Por otra
parte, también reforzamos la hipótesis con la condición σ ∈ Aρ,∞∞ para poder asegurar
que el operador maximalML logL,α,η es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ) (Teorema
1.2.53). A continuación desarrollamos un ejemplo de pesos que cumplen exactamente las
condiciones del Teorema 2.2.53.

Sea 1 ≤ p ≤ q <∞, ρ ≡ 1

µ(x) = e−|x|

ν(x) = 1 + |x|γ, −n < γ

n
p

q
− n+ αp ≥ 0.

Por Observación 1.2.23, se sigue que µ ∈ Aρ,loc∞ , más aún µ /∈ Aρ,∞∞ . Como ya se vio en
(1.2.30) σ ∈ Aρ,∞∞ . Resta probar que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q . Lo haremos para p > 1, el caso
p = 1 se obtiene de manera similar.

Sea B = B(x0, r) una bola en Rn,(´
B
e−|x|dx

) p
q

(´
B

(1 + |x|γ)−
1
p−1 dx

)p−1

|B|(1−α
n)p

≤ C
rn

p
q rn (p−1)

rn(1−α
n

)p

≤ rn
p
q
−n+αp.

Luego, si θ ≥ np
q
− n+ αp tenemos

µ(B)
p
q σ(B)p−1

|B|(1−αn )p
≤ C(1 + r)θ

Así (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q . Notemos que la condición np
q
− n + αp ≥ 0 es equivalente a pedir

1
q
≥ 1

p
− α

n
. Esto muestra que existen valores de α, p y q que veri�can la condición pedida.

Para el caso límite, p = 1, obtenemos que Iα,b veri�ca la siguiente desigualdad modular
L logL, la cual siguiendo los argumentos mencionados en en la Observación 1.2.82, resulta
que extiende el resultado de Lin Tang a dos pesos (Teorema 2.2.42). Antes de enunciar
nuestro resultado, recordemos que en el Capítulo 1, sección 1.2, hemos de�nido, para una
función de Young arbitraria Φ, la función hΦ dada por

hΦ(s) = sup
t>0

Φ(st)

Φ(t)
, 0 ≤ s <∞.

En ese mismo capítulo también se mencionan ciertas propiedades que veri�ca la función
hΦ.
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Teorema 2.2.55. Sean 0 < α < n, 1 ≤ q < ∞, b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0,
B(t) = t log(e + t) y Φ0(t) = t

log(e+t)
. Si el par de pesos (µ, ν) está en la clase Aα,ρ,∞1,q y

µ ∈ Aρ,loc∞ , existe una constante C tal que para todo t > 0;

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > t})
1
q ≤ CB(B(‖b‖BMOθ(ρ)))B

(ˆ
Rn
B

(
|f(x)|
t

)
hΦ0(ν(x))dx

)
.

Demostración. Bastará con probar el teorema para f acotada y de soporte compacto en
Rn, pues el resultado general se sigue utilizando un conocido argumento de densidad.
También será su�ciente con probar la desigualdad para ‖b‖BMOθ(ρ) = 1, esto es

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > t})
1
q ≤ CB

(ˆ
Rn
B

(
|f(x)|
t

)
hΦ0(ν(x))dx

)
, (2.2.56)

ya que si ‖b‖BMOθ(ρ) = 0, luego b es constante y el resultado es trivial, mientras que si
‖b‖BMOθ(ρ) 6= 0, aplicando (2.2.56) para b̃ = b

‖b‖BMOθ(ρ)
y g = ‖b‖BMOθ(ρ)f , y recordando

que B es submultiplicativa resulta

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > t})
1
q

= µ
({
x ∈ Rn : |Iα,̃b g(x)| > t

}) 1
q

≤ CB

(ˆ
Rn
B

(
|g(x)|
t

)
hΦ0(ν(x))dx

)
≤ CB

(ˆ
Rn
B

(
‖b‖BMOθ(ρ)

|f(x)|
t

)
hΦ0(ν(x))dx

)
≤ CB(B(‖b‖BMOθ(ρ)))B

(ˆ
Rn
B

(
|f(x)|
t

)
hΦ0(ν(x))dx

)
.

Veamos (2.2.56). Por homogeneidad será su�ciente probar el resultado para t = 1.
Para ello notemos que

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > 1})
1
q

= B(B(1))
1

B(B(1))
µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > 1})

1
q

≤ C sup
t>0

1

B(B(1
t
))
µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > t})

1
q

≤ C sup
t>0

1

B(B(1
t
))
µ ({x ∈ Rn :Mδ,η(Iα,bf)(x) > t})

1
q .

Entonces, dado que µ ∈ Aρ,loc∞ , φ(t) = 1
B(B( 1

t
))

es creciente y duplicante y que Iα,bf ∈
L1
loc(Rn) (Proposición 2.2.51), es posible aplicar la desigualdad débil de Fe�erman-Stein

(Teorema 2.1.2) para obtener,

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > 1})
1
q
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≤ C sup
t>0

φ(t)µ
({
x ∈ Rn :M]

δ,η(Iα,bf)(x) > t
}) 1

q

≤ C sup
t>0

φ(t)µ

({
x ∈ Rn :Mε,η(Iαf)(x) +ML logL,α,ηf(x) >

t

C

}) 1
q

,

donde, en la última desigualdad, se ha aplicado la Proposición 2.2.45 tomando δ, ε arbi-
trarios con 0 < 2δ < ε < 1 y η su�cientemente grande. Luego, usando la propiedad de
duplicación de la función φ, un sencillo cambio de variables y nuevamente la desigualdad
débil de Fe�erman-Stein, resulta

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > 1})
1
q

≤ C sup
t>0

φ(t)µ

({
x ∈ Rn :Mε,η(Iαf)(x) >

t

C

}) 1
q

+ C sup
t>0

φ(t)µ

({
x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) >

t

C

}) 1
q

≤ C sup
t>0

φ

(
t

C

)
µ

({
x ∈ Rn :Mε,η(Iαf)(x) >

t

C

}) 1
q

+ C sup
t>0

φ

(
t

C

)
µ

({
x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) >

t

C

}) 1
q

≤ C sup
t>0

φ(t)µ
({
x ∈ Rn :M]

ε,η(Iαf)(x) > t
}) 1

q

+ C sup
t>0

φ(t)µ ({x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) > t})
1
q .

Así, usando Proposición 2.2.15, obtenemos

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > 1})
1
q

≤ C sup
t>0

φ(t)µ

({
x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) >

t

C

}) 1
q

+ C sup
t>0

φ(t)µ

({
x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) >

t

C

}) 1
q

≤ C sup
t>0

φ(t)µ ({x ∈ Rn :ML logL,α,ηf(x) > t})
1
q .

En consecuencia, para probar el Teorema será su�ciente con probar la desigualdad análoga
para el operador maximal Orlicz Schrödinger L logL. De esta manera, recordando que
φ(t) = 1

B(B(t))
, teniendo en cuenta el Teorema 1.2.75 y el hecho que B es submultiplicativa,

podemos probar

µ ({x ∈ Rn : |Iα,bf(x)| > 1})
1
q

≤ C sup
t>0

φ(t)B(C)B

(ˆ
Rn
B

(
|f(x)|
t

)
hΦ0(ν(x))dx

)
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≤ Csup
t>0

1

B(B(1
t
))
B(B(

1

t
))B

(ˆ
Rn
B (|f(x)|) hΦ0(ν(x))dx

)
≤ CB

(ˆ
Rn
B (|f(x)|) hΦ0(ν(x))dx

)
,

lo que concluye nuestra demostración.





Capítulo 3

Desigualdades con dos pesos para
conmutadores de orden superior

3.1. Introducción

Sean 0 < α < n, b ∈ BMOθ(ρ) y f una función acotada y de soporte compacto en
Rn. De�nimos el conmutador de orden m ∈ N0 de la integral fraccionaria de Schrödinger
como

Imα,bf(x) =

ˆ
Rn

(b(x)− b(y))mKα(x, y)f(y)dy.

Recordemos que el núcleo de la integral fraccionaria de Schrödinger, Kα(x, y), es no
negativo. Si colocamos valor absoluto a la diferencia b(x) − b(y) obtenemos un nuevo
operador, el cual denotaremos por Im,+α,b esto es

Im,+α,b f(x) =

ˆ
Rn
|b(x)− b(y)|mKα(x, y)f(y)dy.

Claramente para toda f ≥ 0,

|Imα,bf(x)| ≤ Im,+α,b f(x).

En el Teorema 2.2.53 hemos obtenido desigualdades fuertes con dos pesos para el conmu-
tador de orden 1 de la Integral Fraccionaria de Schrödinger, Iα,b, para 1 < p ≤ q < ∞.
Este resultado fue obtenido por comparación en norma Lq(µ) del conmutador Iα,b con el
operador maximal fraccionario Orlicz-Schrödinger L logL,ML logL,α,η (Teorema 2.2.43),
trasladando de esta manera el problema a este operador maximal para el cual ya se ha-
bían obtenido resultados de acotación (Teorema 1.2.53). Para obtener la comparación en
norma Lq(µ) entre estos operadores, resultan claves la desiguadad fuerte de Fe�erman-
Stein (Teorema 2.1.1) y una estimación puntual relativa a Iα,b, Iα yML logL,α,η (Teorema
2.2.45).
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En este capítulo demostraremos dos tipos de desigualdades con pesos en Lp(Rn) para
Imα,b. La primera establece que, para pesos en Aρ,loc∞ , el operador Imα,b es controlado en
norma Lq con pesos por el operador maximal fraccionario Orlicz-Schrödinger MBm,α,η,
donde Bm es la función de Young dada por Bm(t) = t(log(e+ t))m. La segunda desigual-
dad es una consecuencia de la primera y muestra que el operador Imα,b es acotado de
Lp(Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)ρα(p−s)) a Lp(ω) para s ≤ p con αs < n, donde Mαs,η es el ope-
rador maximal fraccionario Schrödinger y M [(m+1)p] es el operador maximal de Hardy-
Littlewood iterado [(m+1)p] veces, donde [(m+1)p] es la parte entera de (m+1)p y ω es
una función no negativa localmente integrable en Rn. De la primera desigualdad también
se obtienen desigualdades con dos pesos de Lp a Lq para Imα,b generalizando los resultados
obtenidos previamente para Iα e Iα,b (Capítulo 2).

3.2. Espacios de Orlicz y la función maximal asociada:

de�niciones y resultados preliminares

En el Capítulo 1, sección 1.1, hemos de�nido funciones de Young y espacios de Orlicz
y mencionamos algunas de las propiedades relacionados con ellos. A continuación de�ni-
remos una clase de funciones de Young que desempeñan un papel clave en los resultados
que expondremos en este capítulo.

De�nición 3.2.1. Sea 1 < p < ∞. Diremos que una función de Young duplicante φ
satisface una condición Bp si existe una constante c > 0 tal que

ˆ ∞
c

φ(t)

tp
dt

t
∼=
ˆ ∞
c

(
tp
′

φ(t)

)p−1
dt

t
<∞.

donde φ denota la función de Young complementaria asociada a φ (De�nición 1.1.20).

Ejemplos simples de funciones de Young que veri�can la condición Bp son tp−β y
tp (log(1 + t))−1−β con β > 0.

La reelevancia de la condición Bp deriva de su relación con la acotación de la siguiente
función maximal, de�nida en términos de φ,

Mφf(x) = sup
x∈Q
‖f‖φ,Q

donde ‖f‖φ,Q denota la norma media de Luxemburgo en el espacio de Orlicz Lφ(Q), la
cual ya fue introducida como caso particular en el Capítulo 1.

Pradolini y Salinas en [33] probaron el siguiente teorema para Mφ en el contexto
de espacios de tipo homogéneo (X, d, µ). Cabe mencionar que el mismo resultado fue
probado por R. Wheeden y C.Pérez en [32], pero bajo la hipótesis adicional de que todo
anillo en (X, d, µ) es no vacío.
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Teorema 3.2.2. Sean (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo con µ(X) =∞, 1 < p <∞
y φ una función de Young duplicante. Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

φ ∈ Bp.(3.2.3)

Existe una constante positiva C tal queˆ
X

(Mφf(x))p dµ(x) ≤ C

ˆ
X

|f(x)|pdµ(x),(3.2.4)

para todas las funciones medibles f .

3.3. Desigualdades con dos pesos paraMBm,α,η

En el capítulo 1 sección 1.2, se ha de�nido el operador maximal fraccionario Orlicz-
Schrödinger MB,α,η, donde B es una función de Young arbitraria, 0 ≤ α < n y η ≥ 0.
Como hemos mencionado al comienzo del capítulo, para cada m ∈ N0, denotaremos
por Bm a cada una de las funciones de Young Bm(t) = t (log(e+ t))m. En particular,
utilizaremosMB0,α,η =Mα,η yMB1,α,η =ML logL,α,η.

En el Teorema 1.2.53 se ha probado el siguiente resultado para m = 1. La misma
demostración, con adaptaciones menores, se puede aplicar al caso general para m ∈ N.

Teorema 3.3.1. Supongamos que 0 ≤ α < n, 1 < p ≤ q < ∞. Sean (µ, ν) un par de

pesos con σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,∞∞ . Las siguientes a�rmaciones son equivalentes

∃C > 0, η0 ≥ 0, ‖MBm,α,η(f)‖Lq(µ) ≤ C‖f‖Lp(ν), η ≥ η0.(3.3.2)

(µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q .(3.3.3)

3.4. Desigualdades con dos pesos para Imα,b

A continuación, presentamos unos de los principales resultados del capítulo.

Teorema 3.4.1. Sean 0 < α < n, m ∈ N0, 1 < p ≤ q < ∞ y b ∈ BMOθ(ρ) para algún

θ ≥ 0. Si (µ, ν) está en Aα,ρ,∞p,q , µ ∈ Aρ,loc∞ y σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,∞∞ , entonces(ˆ

Rn
|Imα,bf(x)|qµ(x)dx

) 1
q

≤ C‖b‖BMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)dx

) 1
p

.

Como ya se mencionó al comienzo del capítulo, para probar el resultado anterior será
su�ciente demostrar el siguiente teorema, que establece una comparación en norma Lq(µ)
de Imα,b conMBm,α,η.
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Teorema 3.4.2. Sean 0 < α < n, Bm(t) = t (t log(e+ t))m con m ∈ N0, q > 0 y
b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0. Si µ está en Aρ,loc∞ , existe una constante positiva C tal
que para todo η ≥ 0 su�cientemente grande y toda f acotada y de soporte compacto en
Rn resulta ˆ

Rn
|Imα,bf(x)|qµ(x)dx ≤ C‖b‖mqBMOθ(ρ)

ˆ
Rn
MBm,α,ηf(x)qµ(x)dx.

Como en la demostración del Teorema 2.2.43, un punto clave para la prueba de este
resultado es una desigualdad puntual que compara un conmutador con otros de menor
orden.

Lema 3.4.3. Sean 0 < α < n, δ, ε tales que 0 < 2δ < ε < 1, Bm(t) = t (log(e+ t))m con
m ∈ N y b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0. Entonces existe una constante positiva C tal
que para todo η ≥ 0 su�cientemente grande y toda función f ≥ 0 acotada y de soporte
compacto en Rn se tiene

M]
δ,η(I

m,+
α,b f)(x) ≤ C

(
m−1∑
k=0

‖b‖m−kBMOθ(ρ)Mε,η(Ik,+α,b f)(x) + ‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x)

)
,

para casi todo x ∈ Rn.

Observación 3.4.4. El caso particularm = 1 de este lema lo hemos probado en el Capítulo
2 sección 2.2 (Proposición 2.2.45). Resultados análogos para el caso clásico (V = 0) fueron
obtenidos en [15] por Ding Yong, LU Shanzhen y Zhang Pu en Rn y en [2] por Bernardis,
Pradolini y Hartzstein en el contexto de espacios de tipo homogéneo .

Para probar el Lema 3.4.3 necesitaremos el siguiente lema técnico.

Lema 3.4.5. Sean 0 < α < n, m ∈ N, b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0 y c, λ ∈ R. Luego
existe una constante C = C(m) tal que

∣∣Im,+α,b f(x)− c
∣∣ ≤ C

m−1∑
k=0

|b(x)− λ|m−kIk,+α,b f(x) + |Iα(|b− λ|mf)(x)− c| (3.4.6)

para toda f ≥ 0 acotada y de soporte compacto en Rn y toda y ∈ Rn.

La demostración de este resultado sigue las líneas de razonamiento de Bernadis, Pra-
dolini y Hartzstein (Lema 5.3 en [2]), en el que prueban nuestro resultado para el caso
clásico, por lo tanto sólo expondremos un esquema de la demostración.

Demostración. Si λ es una constante arbitraria, podemos escribir (ver [31])

Imα,bf(x) =
m−1∑
k=0

Ck,m(b(x)− λ)m−kIkα,bf(x) + Iα((λ− b)mf)(x), (3.4.7)
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donde Ck,m son las constantes que aparecen en la fórmula de Newton. Claramente si m
es par Im,+α,b f(x) = Imα,bf(x), y por lo tanto (3.4.6) se sigue de (3.4.7). Ahora, asumamos
que m es impar. Escribiendo b(x)− b(y) = (b(x)− λ) + (λ− b(y)), es fácil mostrar que

Im,+α,b f(x) ≤ |b(x)− λ|Im−1,+
α,b f(x) + Im−1,+

α,b (|b− λ|f)(x), y (3.4.8)

Im,+α,b f(x) ≥ Im−1,+
α,b (|b− λ|f)(x)− |b(x)− λ|Im−1,+

α,b f(x). (3.4.9)

Por otro lado, resulta sencillo ver que

Ik,+α,b f(x) ≤ Ik+1,+
α,b f(x) + |b(x)− λ|Ikα,bf(x). (3.4.10)

Luego, como m− 1 es par, usando (3.4.7), (3.4.8) y �nalmente (3.4.10) obtenemos

Im,+α,b f(x) ≤
m−1∑
k=0

C̃k,m|b(x)− λ|m−kIk,+α,b f(x) + Iα(|b− λ|mf)(x), (3.4.11)

donde C̃k,m = |Ck,m|.

Análogamente, de (3.4.7), (3.4.9) y (3.4.10) se obtiene

Im,+α,b f(x) ≥ −
m−1∑
k=0

C̃k,m|b(x)− λ|m−kIk,+α,b f(x) + Iα(|b− λ|mf)(x). (3.4.12)

Luego, (3.4.6) se sigue para m impar de (3.4.11) si Im,+α,b f(x) − c > 0 y de (3.4.12) si
Im,+α,b f(x)− c < 0.

Para la prueba del Lema 3.4.3, seguiremos los argumentos utilizados para concluir la
Proposición 2.2.45, es por ello que solo desarrollaremos un esquema de la demostración.

Demostración del Lema 3.4.3. Sea x ∈ Rn y Q = Q(x0, r) una bola en Rn que contiene
a x. Tomemos la descomposición f = f1 + f2, donde f1 = fχQ̃, Q̃ = 2Q. Para probar el
teorema, consideraremos dos casos respecto de r, esto es r < ρ(x0) y r ≥ ρ(x0).

Caso 1. r < ρ(x0). Dado que 0 < δ < 1, aplicando el Lema 3.4.5 para λ = bQ̃ y
C = CQ = (Iα,b(|b− bQ̃|mf2))Q se tiene(

1

|Q|

ˆ
Q

∣∣|Im,+α,b f(y)|δ − |CQ|δ
∣∣ dy) 1

δ

≤
(

1

|Q|

ˆ
Q

∣∣Im,+α,b f(y)− CQ
∣∣δ dy) 1

δ

.

(
1

|Q|

ˆ
Q

(
m−1∑
k=0

|b(y)− bQ̃|
m−kIk,+α,b f(y) + |Iα(|b− bQ̃|

mf)(y)

− (Iα,b(|b− bQ̃|
mf2))Q|

)δ
dy

) 1
δ
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.
m−1∑
k=0

(
1

|Q|

ˆ
Q

|b(y)− bQ̃|
(m−k)δ|Ik,+α,b f(y)|δ

) 1
δ

+ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα(|b− bQ̃|
mf1)(y)|δdy

) 1
δ

+ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα(|b− bQ̃|
mf2)(y)− (Iα,b(|b− bQ̃|

mf2))Q|δ
) 1

δ

.
= I + II + III.

Para estimar I, II y III, seguimos los argumentos detallados en el caso respectivo (r ≤
ρ(x0)) de la Proposición 2.2.45, esto es, para estimar I aplicamos la desigualdad de Hölder
con 1

γ
+ 1

γ′
= 1, donde 1 < γ < ε

δ
, luego la Proposición 2.2.38 y �nalmente el hecho que

ψ(Q̃) ∼= 1, obteniendo de esta manera

I .
m−1∑
k=0

‖b‖BMOθ(ρ)m−kMε,η(Ik,+α,b f)(x).

Para estimar II, aplicando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17), el hecho que Iα
es de tipo débil (1, n

n−α), la desigualdad de Hölder generalizada para la función de Young

Bm(t) = t(log(e + t))m y su complementaria Bm con Bm(t) ∼= et
1
m , la propiedad de las

funciones en BMOθ(ρ) dada por el Corolario 2.2.40 y el hecho que ψ(Q̃) ∼= 1, se obtiene

II . ‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x).

Finalmente, para estimar III, teniendo en cuenta que 0 < δ < 1, obtenemos

III ≤ C

|Q|2

ˆ
Q

ˆ
Q

ˆ
Rn−Q̃

|b(w)− bQ̃|
m |f(w)||Kα(y, w)−Kα(z, w)| dw dz dy,

donde Kα es el núcleo de la integral fraccionaria Schrödinger. Luego, en virtud del Lema
2.2.25 y teniendo en cuenta que Q̃c =

⋃
k=1Qk+1−Qk, donde Qk = Q(x0, 2

kr) se obtiene
la siguiente estimación para III,

III ≤ C
∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N
|Qk|

α
n

1

|Qk|

ˆ
Qk

|b(w)− bQk |m|f(w)dw

+ C
∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N
|Qk|

α
n
−1|bQk − bQ̃|

m

ˆ
Qk

|f(w)|dw

= III1 + III2,

donde 0 < ν < min(1, 2− n
q0

) y N > 0 es arbitrario y será elegido convenientemente. En
III1, aplicando la desigualdad de Hölder generalizada para la función de Young Bm y su
complementaria Bm y usando nuevamente el Corolario 2.2.40 se obtiene

III1 ≤ C‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x)
∞∑
k=1

2−kν

ψ(Qk)N−mθ(N0+1)−η .
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Entonces, eligiendo N lo su�cientemente grande como para que N −mθ(N0 + 1)− η > 0,
resulta

III1 ≤ C‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x).

Para estimar III2, tenemos en cuenta que, para toda k, |bQk−bQ̃| ≤ Ckψ(Qk)
θ‖b‖BMOθ(ρ)

(ver (2.2.48)). Así,

III2 ≤ C‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x).

Caso 2. r ≥ ρ(x0). Teniendo en cuenta que 0 < δ < 1 y aplicando nuevamente el Lema
3.4.5, tenemos (

1

ψ(Q)η|Q|

ˆ
Q

|Im,+α,b f(y)|δ dy
) 1

δ

. ψ(Q)−
η
δ

m−1∑
k=0

(
1

|Q|

ˆ
Q

|b(y)− λ|(m−k)δIk,+α,b f(y)δdy

) 1
δ

+ ψ(Q)−
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα(|b− λ|mf)(y)|δdy
) 1

δ

. ψ(Q)−
η
δ

m−1∑
k=0

(
1

|Q|

ˆ
Q

|b(y)− λ|(m−k)δIk,+α,b f(y)δdy

) 1
δ

+ ψ(Q)−
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα(|b− λ|mf1)(y)|δdy
) 1

δ

+ ψ(Q)−
η
δ

(
1

|Q|

ˆ
Q

|Iα(|b− λ|mf2)(y)|δdy
) 1

δ

= I + II + III.

Fijemos λ = bQ̃. Para estimar I, siguiendo un razonamiento análogo al considerado en el
caso 1 se obtiene,

I . ψ(Q̃)−
η
δ

+θ(N0+1)m+ η
δγ

m−1∑
k=0

‖b‖m−kBMOθ(ρ)Mε,η(Ik,+α,b f)(x),

donde γ es tal que 1 < γ < ε
δ
. Eligiendo η tal que −η

δ
+θ(N0 +1)m+ η

δγ
< 0, la estimación

anterior se convierte en

I .
m−1∑
k=0

‖b‖m−kBMOθ(ρ)Mε,η(Ik,+α,b f)(x).

Para estimar II, nuevamente siguiendo los mismos argumentos que en el caso 1, se obtiene

II . ψ(Q̃)−
η
δ

+θ(N0+1)m|Q̃|
α
n ‖b‖mBMOθ(ρ)‖f‖Bm,Q̃.
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Tomando η ≥ δθ(N0 + 1)m, obtenemos

II . ‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x).

La estimación de III, se obtiene siguiendo las líneas de razonamiento empleadas en el
respectivo caso de la demostración de la Proposición 2.2.45, obteniendo de esta manera

III .
1

|Q|

ˆ
Q

ˆ
Rn−Q̃

Kα(y, w) |b(w)− bQ̃|
m |f(w)| dw dy

.
∞∑
k=1

|Qk|
α
n

ψ(Qk)
N

N0+1

1

|Qk|

ˆ
Qk

|b(w)− bQk |m |f(w)|dw

+ C

∞∑
k=1

|Qk|
α
n
−1

ψ(Qk)
N

N0+1

|bQk − bQ̃|
m

ˆ
Qk

|f(w)|dw

= III1 + III2,

donde como antes, Qk = Q(x0, 2
kr) yN > 0 es arbitrario y será elegido convenientemente.

Para estimar III1 razonamos primero como en III1 del caso r ≤ ρ(x0) para obtener

III1 . ‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x)
∞∑
k=1

ψ(Qk)
− N
N0+1

+η+θ(N0+1)m
.

Ahora, eligiendo N > 0 tal que − N
N0+1

+ η+ θ(N0 + 1)m < 0 y recordando que r
ρ(x0)

≥ 1,

de donde resulta ψ(Qk) ≥ 2k, se obtiene

III1 . C‖b‖mBMOθ(ρ)MBm,α,ηf(x).

Para estimar III2, otra vez como en III2 del caso r ≤ ρ(x0), podemos probar que

III2 . ‖b‖mBMO∞(ρ)MBm,α,ηf(x)
∞∑
k=1

(2−k)
N

N0+1
−θm−η−m

.

Ahora bien, la elección de N considerada en la estimación de III1, asegura que N
N0+1

−
θm− η −m > 0, así

III2 . ‖b‖mBMO∞(ρ)MBm,α,ηf(x).

Finalmente, de los casos 1 y 2, la demostración queda completa.

Además para la prueba del Teorema 3.4.2 serán útiles las siguientes proposiciones.

Proposición 3.4.13. Sea f ≥ 0 acotada y de soporte compacto en Rn, b ∈ BMOθ(ρ)
para algún θ ≥ 0. Luego para toda m ∈ N0, Im,+α,b f ∈ L

q
loc(Rn) para todo q ≥ 1.
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Demostración. Procederemos utilizando el método de inducción.

Notemos que param = 0, I0,+
α,b f = Iαf , y la tesis se cumple en virtud de la Proposición

2.2.26.

Para m = 1, sean q̃ = max{q, n
n−α + 1} y Q(y, r) una bola en Rn. Notemos que

q̃ > n
n−α . Aplicando el Lema 3.4.5, la desigualdad de Hölder con 1

γ
+ 1

γ′
= 1 donde γ ≥ 1

y teniendo en cuenta que q̃ ≥ q resulta(ˆ
Q

|I+
α,bf |

q

) 1
q

.

(ˆ
Q

|b− λ|q|Iαf |q
) 1

q

+

(ˆ
Q

|Iα(|b− λ|f)|q
) 1

q

.

(ˆ
Q

|b− λ|γq
) 1

γq
(ˆ

Q

|Iαf |qγ
′
) 1

qγ′

+ |Q|
1
q
− 1
q̃

(ˆ
Q

|Iα(|b− λ|f)|q̃
) 1

q̃

. (3.4.14)

Dado que, por hipótesis, b ∈ BMOθ(ρ), tomando λ = bQ se obtiene, en virtud de la
Proposición 2.2.38,(ˆ

Q

|b− λ|γq
) 1

γq

. ‖b‖BMOθ(ρ)|Q|
1
γq

(
1 +

r

ρ(y)

)θ′
<∞

para Q = Q(y, r), θ′ = (N0 + 1)θ, donde N0 es la constante que aparece en 2. Así, dado
que el resultado es válido para m = 0, el primer sumando de (3.4.14) resulta �nito.

Por último, para estimar la segunda suma de 3.4.14, teniendo en cuenta que Iα :
Lp → Lq̃, donde 1

p
= 1

q̃
+ α

n
, f es acotada y de soporte compacto en Rn y nuevamente la

Proposición 2.2.38 se obtiene(ˆ
Q

|Iα(|b− λ|f)|q̃
) 1

q̃

≤ C

(ˆ
Rn
|b− bQ|p|f |p

) 1
p

≤ C‖f‖∞
(ˆ

sopf

|b− bQ|p
) 1

p

<∞.

Lo que concluye la proposición para el caso m = 1.

Ahora supongamos que Im,+α,b f ∈ L
q
loc(Rn) para todo q ≥ 1 y para toda

m = 0, 1, . . . , k − 1 donde k ∈ N, k > 1. Probaremos que la propiedad es válida para
m = k.

Sean q̃ y Q otra vez como antes. Aplicando el Lema 3.4.5 y luego la desigualdad de
Hölder para 1

γ
+ 1

γ′
= 1 donde γ ≥ 1 es arbitrario resulta

ˆ
Q

|Ik,+α,b f |
q

.
k−1∑
j=0

(ˆ
Q

|b− bQ|(k−j)q|Ij,+α,b f |
q

) 1
q

+

(ˆ
Q

|Iα(|b− bQ|kf)|q
) 1

q
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.
k−1∑
j=0

(ˆ
Q

|b− bQ|(k−j)γq
) 1

γq
(ˆ

Q

|Ij,+α,b f |
γ′q

) 1
γ′q

+

(ˆ
Q

|Iα(|b− bQ|kf)|q̃
) 1

q̃

.

Luego, cada término de la suma sobre j es �nito, en virtud de la hipótesis inductiva y la
Proposición 2.2.38. Con respecto al k + 1−ésimo término, recordando que Iα : Lp → Lq̃

con 1
p

= 1
q̃

+ α
n
, f es acotada y de soporte compacto en Rn y nuevamente la Proposición

2.2.38, obtenemos que esta última expresión es �nita lo que concluye la prueba.

De la proposición anterior, es inmediato el siguiente corolario

Corolario 3.4.15. Imα,bf ∈ L
q
loc(Rn) para toda q ≥ 1 y f acotada y de soporte compacto

en Rn.

Proposición 3.4.16. Sean b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0, ε y q tales que ε < q, µ un
peso en Aρ,loc∞ y η ≥ 0 su�cientemente grande. Luego para toda k ∈ N0,

‖Mε,η(Ik,+α,b f)‖qLq(µ) . Ck‖b‖kqBMOθ(ρ)‖MBk,α,ηf‖
q
Lq(µ)

para toda f ≥ 0 acotada y de soporte compacto en Rn.

Demostración. Nuevamente aplicaremos el método de inducción.

Para k = 0, la desigualdad se veri�ca como consecuencia de la desigualdad fuerte de
Fe�erman-Stein, Teorema 2.1.1, y la Proposición 2.2.15 dada en el Capítulo 2.

Veamos el caso k = 1. En virtud de la Proposición 3.4.13, I1,+
α,b f ∈ L1

loc(Rn), luego
aplicando la desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein (Teorema 2.1.1) seguidamente el Lema
3.4.3 para 0 < 2ε < ε1 < 1 y usando el resultado para k = 0 resulta

‖Mε,η(I1,+
α,b f)‖qLq(µ) ≤ C‖M]

ε,η(I
1,+
α,b f)‖qLq(µ)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)‖Mε1,η(Iαf)‖qLq(µ) + C‖b‖qBMOθ(ρ)‖MB1,α,η(f)‖qLq(µ).

. ‖b‖qBMOθ(ρ)‖MB1,α,η(f)‖qLq(µ).

Luego la estimación es válida para k = 1.

Supongamos que el resultado es cierto para m = 0, 1, 2, . . . , k−1, donde k ∈ N, k > 1.
Probaremos que se veri�ca para m = k, esto es

‖Mε,η(Ik,+α,b f)‖qLq(µ) . Ck‖b‖kqBMOθ(ρ)‖MBk,α,η(f)‖qLq(µ).

Nuevamente en virtud de la Proposición 3.4.13, Ik,+α,b f ∈ L1
loc(Rn), luego aplicando la

desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein y seguidamente el Lema 3.4.3 para 0 < 2ε < ε1 < 1
resulta

‖Mε,η(Ik,+α,b f)‖qLq(µ)

≤ C‖M]
ε,η(I

k,+
α,b f)‖qLq(µ)
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≤ C

k−1∑
j=0

‖b‖(k−j)q
BMOθ(ρ)‖Mε1,α,η(I

j,+
α,b f)‖qLq(µ) + C‖b‖kqBMOθ(ρ)‖MBk,α,η(f)‖qLq(µ).

Luego, aplicando la hipótesis inductiva y el hecho que para toda j = 0, 1, . . . , k − 1
‖MBj ,α,η(f)‖qLq(µ) ≤ ‖MBk,α,η(f)‖qLq(µ) obtenemos

‖Mε,η(Ik,+α,b f)‖qLq(µ)

≤
k−1∑
j=0

Cj‖b‖(k−j)q
BMOθ(ρ)‖b‖

jq
BMOθ(ρ)‖MBj ,α,η(f)‖qLq(µ) + C‖b‖kqBMOθ(ρ)‖MBk,α,η(f)‖qLq(µ)

≤ Ck‖b‖kqBMOθ(ρ)‖MBk,α,η(f)‖qLq(µ).

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 3.4.2.

Demostración del Teorema 3.4.2. Sea f acotada y de soporte compacto. Como ya se men-
cionó al comienzo del capítulo

|Imα,bf(x)| ≤ Im,+α,b f(x)

para toda f ≥ 0. Luego sera su�ciente probarˆ
Rn
|Im,+α,b f(x)|qµ(x)dx ≤ C‖b‖mqBMOθ(ρ)

ˆ
Rn
|MBm,α,ηf(x)|qµ(x)dx.

para toda f ≥ 0 acotada y de soporte compacto. El caso general para cualquier f acotada
y de soporte compacto se sigue del hecho que |Imα,bf | ≤ I

m,+
α,b |f |.

Notemos que, a partir de la Proposición 3.4.13, sabemos que Im,+α,b f es localmente
integrable. Luego, considerando 0 < 2δ < ε < 1, δ < q y η su�cientemente grande, una
aplicación de la desigualdad fuerte de Fe�erman-Stein (Teorema 2.1.1) seguida del Lema
3.4.3 nos conduce aˆ

Rn
|Im,+α,b f(x)|qµ(x)dx

≤
ˆ
Rn
|Mδ,η(Im,+α,b f)(x)|qµ(x)dx

≤
ˆ
Rn
|M]

δ,η(I
m,+
α,b f)(x)|qµ(x)dx

≤ C
m−1∑
k=0

‖b‖BMOθ(ρ)(m−k)q‖Mε,η(Ik,+α,b f)‖qLq(µ) + C‖b‖mqBMOθ(ρ)‖MBm,α,ηf‖
q
Lq(µ).

Finalmente, el hecho que para toda k ≤ m, MBk,α,ηf(x) ≤ MBm,α,ηf(x) para toda
x ∈ Rn y la Proposición 3.4.16 nos conducen aˆ

Rn
|Im,+α,b f(x)|qµ(x)dx
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.
m−1∑
k=0

Ck‖b‖BMOθ(ρ)(m−k)q‖b‖kqBMOθ(ρ)‖MBk,α,ηf‖
q
Lq(µ) + ‖b‖mqBMOθ(ρ)‖MBm,α,ηf‖

q
Lq(µ)

. Cm‖b‖BMOθ(ρ)mq‖MBm,α,ηf‖
q
Lq(µ) + ‖b‖mqBMOθ(ρ)‖MBm,α,ηf‖

q
Lq(µ)

. Cm‖b‖mqBMOθ(ρ)‖MBm,α,ηf‖
q
Lq(µ).

Observación 3.4.17. Denotemos por Im,∗α,b al operador adjunto de Imα,b. Es fácil ver que
K∗α(x, y) = Kα(y, x) para toda x, y en Rn y dado que además Kα es simétrico, resulta que
el Teorema 3.4.2 también se veri�ca para su adjunto, esto es, para todo peso µ ∈ Aρ,loc∞
tenemos ˆ

Rn
|Im,∗α,b f(x)|qµ(x)dx ≤ C‖b‖mqBMOθ(ρ)

ˆ
Rn
MBm,α,ηf(x)qµ(x).

A partir del Teorema 3.4.2, el cual establece una comparación en norma Lq(µ) entre
los operadores Imα,b yMBm,α,η, y el Teorema 3.3.1, que determina condiciones necesarias
y su�cientes para queMBm,α,η sea un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ), para 1 < p ≤
q <∞, resulta inmediata la demostración del Teorema 3.4.1.

Demostración del Teorema 3.4.1. Basta con probar este resultado para f ≥ 0 acotada y
de soporte compacto en Rn, ya que el caso general se sigue a través de un argumento de
densidad.

Dado que, por hipótesis, µ ∈ Aρ,loc∞ , por Teorema 3.4.2 resulta
ˆ
Rn
|Imα,bf(x)|qµ(x)dx ≤ C‖b‖mqBMOθ(ρ)

ˆ
Rn
|MBm,α,ηf(x)|qµ(x)

para η ≥ 0 su�cientemente grande. Teniendo en cuenta que, también por hipótesis, σ ∈
Aρ,∞∞ y el par de pesos (µ, ν) está en la clase Aα,ρ,∞p,q resulta por Teorema 3.3.1 que el
operador maximalMBm,α,η es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(ν) y, en consecuencia,
lo mismo se sigue para Imα,b.

A continuación probaremos un resultado de acotación para Imα,b bajo condiciones muy
generales sobre el peso ω.

Teorema 3.4.18. Sean 0 < α < n, 1 < p < ∞, m ∈ N0, ω ∈ L1
loc(Rn), ω ≥ 0. Si

b ∈ BMOθ(ρ), para algún θ ≥ 0 entonces existe una constante C tal que para todo η ≥ 0
su�cientemente grande
ˆ
Rn

∣∣Imα,bf(x)
∣∣p ω(x)dx ≤ C‖b‖mpBMOθ(ρ)

ˆ
Rn
|f(x)|pρ(x)α(p−s)Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)(x)dx

para toda s ≤ p tal que 0 < αs < n, donde M [(m+1)p] es el operador maximal de Hardy
Littlewood iterado [(m+ 1)p] y [(m+ 1)p] representa la parte entera de (m+ 1)p.
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Observación 3.4.19. En el caso αp < n el rango de s permite s = p.

El teorema anterior fue probado por Pérez y Wheeden en [32] para operadores integra-
les que abarcan la integral fraccionaria clásica (V = 0,m = 0) en el contexto de espacios
de tipo homogéneo. Sin embargo los espacios de tipo homogéneo considerados en su tra-
bajo satisfacen la condición que todos los anillos son no vacíos. Esta restricción implica,
en particular, que los espacios son de medida in�nita. Más adelante Bernardis, Pradolini
y Hartzstein en [2] probaron el Teorema anterior para el caso clásico en el contexto de
espacios de tipo homogéneo más generales que los considerados en [32].

Para la prueba de este teorema necesitaremos los siguientes resultados.

Lema 3.4.20. Sean 0 ≤ α < n, η ≥ 0, m ∈ N0 y Bm(t) = t log(e+ t)m. Luego existe una
constante C > 0 tal que

MBm,α,ηf(x) ≤ CMα,η(M
mf)(x), x ∈ Rn

para toda x ∈ Rn, f ∈ L1
loc(Rn) tal que Mmf ∈ L1

loc(Rn).

Observación 3.4.21. Este lema fue probado para el caso clásico (V = 0) en [15] dentro
del contexto Euclídeo y en [2] en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Para la
demostración de nuestro resultado usamos una combinación de ideas de ambos trabajos.

Demostración. Sea x ∈ Rn y Q una bola que contiene a x. En [15] (p.886, Lema 3.1), se
prueba

‖f‖Bm,Q ≤ C|Q|−1

ˆ
Q

Mmf(y)dy.

Luego,

ψ(Q)−η|Q|
α
n ‖f‖Bm,Q ≤ Cψ(Q)−η|Q|

α
n
−1

ˆ
Q

Mmf(y)dy,≤Mα,η(M
mf)(x)

y por lo tanto

MBm,α,ηf(x) ≤ CMα,η(M
mf)(x)

lo que completa la prueba.

Lema 3.4.22. Sea g ∈ L1
loc(Rn), 0 ≤ γ < n, η ≥ 0 y 0 < ε < 1 entonces (Mγ,ηg)ε ∈ Aρ,∞1 .

Demostración. Será su�ciente probar que existe constantes no negativas C y θ tal que
para toda bola Q(xQ, rQ) de Rn, se veri�ca

1

|Q|

ˆ
Q

(Mγ,ηg)ε ≤ C

(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)θ
ı́nf
Q

(Mγ,η)
ε . (3.4.23)
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Separamos g = g1 + g2, con g1 = gχ3Q. Luego por ser Mγ,η un operador sublineal,
podemos acotar el primer miembro de 3.4.23 de la siguiente manera

1

|Q|

ˆ
Q

(Mγ,ηg)ε ≤ 1

|Q|

ˆ
Q

(Mγ,ηg1)ε +
1

|Q|

ˆ
Q

(Mγ,ηg2)ε

.
= I + II.

Para I, dado que 0 < ε < n
n−γ , usando la desigualdad de Kolmogorov (Lema 2.2.17) y

luego teniendo en cuenta queMγ,η es de tipo débil (1, n
n−γ ) resulta

I ≤ C

|Q|(1− γn )ε
‖Mγ,η(g1)‖ε

L
n

n−γ ,∞

≤ C

(
1

|3Q|1− γn
‖g1‖L1

)ε
= Cψ(3Q)ηε

(
ψ(3Q)−η

|3Q|1− γn

ˆ
3Q

|g|
)ε

≤ C

(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)ηε
Mγ,ηg(x) ∀x ∈ Q.

Luego,

I ≤ C

(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)ηε
ı́nf
Q

(Mγ,ηg)ε

Para estimar II, observemos en primer lugar que para cualesquiera y, z ∈ Q

Mγ,ηg2(y) ≤ CMγ,ηg2(z). (3.4.24)

En efecto, sea Q′ una bola tal que y ∈ Q′. Como g2 = gχ(3Q)c para que la bola Q′

proporcione un promedio no nulo se debe veri�car que 2rQ′ ≥ 2rQ y por lo tanto Q ⊂ 3Q′.
Entonces,

|Q′|
γ
n
−1ψ(Q′)−η

ˆ
Q′
|g2(t)|dt

≤ C|3Q′|
γ
n
−1ψ(3Q′)−η

ˆ
3Q′
|g2(t)|dt

≤ CMγ,ηg2(z) ∀z ∈ Q

lo que prueba (3.4.24). Luego elevando ambos miembros a la potencia ε, �jando y y
variando z se obtiene

(Mγ,ηg2)ε (y) ≤ C ı́nf
Q

(Mγ,ηg)ε .

Tomando a ambos lados promedio sobre Q resulta

II =
1

|Q|

ˆ
Q

(Mγ,ηg2)ε
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≤ C ı́nf
Q

(Mγ,ηg)ε

≤ C

(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)ηε
ı́nf
Q

(Mγ,ηg)ε .

Luego, de las estimaciones de I y II, resulta que (Mγ,ηg)ε ∈ Aρ,θ1 , para todo θ ≥ ηε, y
por lo tanto, es un peso en Aρ,∞1 .

La aparición del factor ρ(x)α(p−s) en el resultado del Teorema 3.4.18 introduce una
novedad con respecto al caso clásico (V = 0), (Teorema 1.2 en [2]), particularmen-
te cuando αp ≥ n (si αp < n siempre podemos elegir s = p y recuperar el aspec-
to de la desigualdad cuando V = 0). Al respecto, cabe mencionar que en dicho caso
Mαs,η(M

[(m+1)p]ω) = ∞ c.t.p x, lo que aquí no necesariamente es cierto. El siguiente
lema aporta información sobre el factor extra que aparece en el Teorema 3.4.18 respec-
to a su correspondiente versión clásica, la que nos resultará útil en la demostración del
Teorema.

Lema 3.4.25. ρ(x)−δ ∈ Aρ,∞1 para toda δ > 0.

Demostración. Es su�ciente probar que existen constantes no negativas C y θ tales que
para toda bola Q0 = Q(x0, r0) de Rn,

1

|Q0|

ˆ
Q0

ρ(x)−δdx ≤ C

(
1 +

r0

ρ(x0)

)θ
ı́nf
x∈Q0

ρ(x)−δ.

En virtud de la propiedad de la función de radio crítico citada en 3 tenemos

1

|Q0|

ˆ
Q0

ρ(x)−δdx ≤ 1

|Q0|

ˆ
Q0

Cδ
0(
√
n)N0δρ(x0)−δ

(
1 +

r0

ρ(x0)

)N0δ

≤ Cδ
0(
√
n)N0δρ(x0)−δ

(
1 +

r0

ρ(x0)

)N0δ

. (3.4.26)

Sea x ∈ Q0, nuevamente aplicando la mencionada propiedad de la función de radio crítico
obtenemos

ρ(x)−δ ≥ C−δ0 (
√
n)
− δN0
N0+1ρ(x0)−δ

(
1 +

r0

ρ(x0)

)−δN0
N0+1

,

y en consecuencia

ı́nf
x∈Q0

ρ(x)−δ ≥ Cρ(x0)−δ
(

1 +
r0

ρ(x0)

)− δN0
N0+1

.

Ahora, aplicando esta estimación en 3.4.26 se obtiene

1

|Q0|

ˆ
Q0

ρ(x)−δdx ≤ C ı́nf
x∈Q0

ρ(x)−δ
(

1 +
r0

ρ(x0)

)δN0( 1
N0+1

+1)

.

Esto demuestra que ρ(x)−δ ∈ Aρ,θ1 para θ ≥ δN0( 1
N0+1

+1) y, por consiguiente, el resultado
que buscamos.
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La siguiente proposición es una extensión al caso de los pesos Aρ,∞p de un bien conocido
resultado para pesos Ap. Su demostración sigue las mismas líneas del caso clásico (ver
Teorema 9.5.1 en [23]).

Proposición 3.4.27. Sean ω1, ω2 ∈ Aρ,∞1 , 1 < p <∞, entonces ω1ω
1−p
2 ∈ Aρ,∞p .

La siguiente estimación también será útil para demostrar el Teorema 3.4.18.

Proposición 3.4.28. Sean β, η > 0 tal que η > nβ(N0 + 1) entonces

sup
x∈Q

|Q|β

ψ(Q)η
≤ Cρ(x)nβ

Demostración. Sea x ∈ Rn, Q = Q(xQ, rQ) una bola tal que x ∈ Q. Por propiedad de la
función de radio crítico citada en (3) resulta

(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)
≥

1 + C(C0, n)
rQ

ρ(x)
(

1 +
rQ
ρ(x)

) N0
N0+1


≥ C

(
1 +

rQ
ρ(x)

)− N0
N0+1

(
1 +

rQ
ρ(x)

)
= C

(
1 +

rQ
ρ(x)

) 1
N0+1

y en consecuencia

|Q|β(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)η ≤ C
rnβQ(

1 +
rQ
ρ(x)

) η
N0+1

= C
ρ(x)

η
N0+1 rnβQ

(ρ(x) + rQ)
η

N0+1

. (3.4.29)

Si rQ ≤ ρ(x), dado que β > 0 de la desigualdad 3.4.29 resulta

|Q|β(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)η ≤ C
ρ(x)

η
N0+1

+nβ

ρ(x)
η

N0+1

≤ Cρ(x)nβ.

Por el contrario, si rQ > ρ(x), dado que η
N0+1

> nβ, resulta

|Q|β(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)η ≤ C
ρ(x)

η
N0+1 rnβQ

r
η

N0+1

Q

≤ Cρ(x)
η

N0+1 r
nβ− η

N0+1

Q

≤ Cρ(x)nβ

lo que completa la prueba.
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Ahora estamos en condiciones de proceder con la demostración del Teorema 3.4.18.

Demostración del Teorema 3.4.18. Es claro que, utilizando un argumento de dualidad es
su�ciente mostrar que
ˆ
Rn

∣∣Im,∗α,b f(x)
∣∣p′ ρ(x)α(p−s)(1−p′)Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)(x)1−p′dx ≤ C

ˆ
Rn
|f(x)|p′ω(x)1−p′dx.

(3.4.30)

Elegimos r > p′. Luego 0 < p′−1
r−1

< 1 y en consecuencia por Lema 3.4.22 resulta

Mαs,η(M
[(m+1)p]ω)(x)

p′−1
r−1 ∈ Aρ,∞1 .

Dado que, además, por Lema 3.4.25 ρ(x)α(p−s)(1−p′) ∈ Aρ,∞1 , resulta, de la Proposición
3.4.27

ρα(p−s)(1−p′)Mαs,η(M
[(m+1)p]ω)1−p′ = ρα(p−s)(1−p′)

{
Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)
p′−1
r−1

}1−r

es un peso en Aρ,∞r ⊂ Aρ,∞∞ . Luego aplicando Teorema 3.4.2 y el Lema 3.4.20 obtenemos
ˆ
Rn

∣∣Im,∗α,b f(x)
∣∣p′ ρ(x)α(p−s)(1−p′)Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)(x)1−p′dx

≤ C

ˆ
Rn
|MBm,α,2ηf(x)|p′ρ(x)α(p−s)(1−p′)Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)(x)1−p′dx

≤ C

ˆ
Rn

(MBm,α,2ηf(x))p
′
ρ(x)α(p−s)(1−p′)MB[(m+1)p],αs,ηω(x)1−p′dx. (3.4.31)

Tomando η su�cientemente grande y aplicando Proposición 3.4.28 resulta,

MBm,α,2ηf(x)p
′ ≤ sup

x∈Q
Q(xQ,rQ)

|Q|αn p′(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)2ηp′
‖f‖p

′

Bm,Q

≤

 sup
x∈Q

Q(xQ,rQ)

|Q|αn (p−s)(p′−1)(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)ηp′

 sup

x∈Q
Q(xQ,rQ)

|Q|αn p′−αn (p−s)(p′−1)(
1 +

rQ
ρ(xQ)

)ηp′ ‖f‖p′Bm,Q


≤ Cρ(x)α(p−s)(p′−1)

 sup
x∈Q

Q(xQ,rQ)

|Q|
α
n

(
1−(p−s) p

′−1
p′

)
(

1 +
rQ

ρ(xQ)

)η ‖f‖Bm,Q


p′

≤ Cρ(x)α(p−s)(p′−1)

 sup
x∈Q

Q(xQ,rQ)

|Q|
αs
np(

1 +
rQ

ρ(xQ)

)η ‖f‖Bm,Q

p′

≤ Cρ(x)α(p−s)(p′−1)
(
MBm,

αs
p
,ηf(x)

)p′
.
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Por lo tanto, de (3.4.31) se sigue queˆ
Rn

∣∣Im,∗α,b f(x)
∣∣p′ ρ(x)α(p−s)(1−p′)Mαs,η(M

[(m+1)p]ω)(x)1−p′dx

≤ C

ˆ
Rn
ρ(x)α(p−s)(p′−1)

(
MBm,

αs
p
,ηf(x)

)p′
ρ(x)α(p−s)(1−p′)MB[(m+1)p],αs,ηω(x)1−p′dx

≤ C

ˆ
Rn

(
MBm,

αs
p
,ηf(x)

)p′
MB[(m+1)p],αs,ηω(x)1−p′dx.

Entonces, para probar (3.4.30) será su�ciente mostrarˆ
Rn

(
MBm,

αs
p
,ηf(x)

)p′
MB[(m+1)p],αs,ηω(x)1−p′dx ≤ C

ˆ
Rn
|f(x)|p′ω(x)1−p′dx.

Tomando g = fω−
1
p la desigualdad anterior puede escribirseˆ

Rn

(
MBm,

αs
p
,η(gω

1
p )(x)

)p′
MB[(m+1)p],αs,ηω(x)1−p′dx ≤ C

ˆ
Rn
|g(x)|p′dx.

Para Bm(t) = t log(e+ t)m no es difícil ver que B−1
m (t) ∼= t

log(e+t)m
. Sea ε > 0, luego

B−1
m (t) ∼=

t
1
p

log(e+ t)m+ p−1+ε
p

t
1
p′ log(e+ t)

p−1+ε
p = ψ−1(t)φ−1(t),

con ψ(t) ∼= tp log(e + t)(m+1)p−1+ε y φ(t) = tp
′
log(e + t)−(1+(p′−1)ε). Sea x ∈ Rn y Q una

bola tal que x ∈ Q. Luego por Lema 1.1.21 obtenemos

‖gω
1
p‖Bm,Q ≤ 2‖g‖φ,Q‖ω

1
p‖ψ,Q,

de donde, eligiendo ε > 0 tal que (m+ 1)p− 1 + ε = [(m+ 1)p] obtenemos

‖gω
1
p‖Bm,Q ≤ 2‖g‖φ,Q‖ω‖

1
p

B[(m+1)p],Q
.

Multiplicando a ambos miembros por ψ(Q)−η|Q|
αs
np resulta

ψ(Q)−η|Q|
αs
np‖gω

1
p‖Bm,Q ≤ 2‖g‖φ,Q

(
ψ(Q)−ηp|Q|

αs
n ‖ω‖B[(m+1)p],Q

) 1
p
.

Ahora, tomando el supremo a ambos lados, se obtiene

MBm,
αs
p
,η(gω

1
p )(x) ≤ CMφg(x)MB[(m+1)p],αs,ηω(x)

1
p .

Finalmente, dado que es fácil ver que φ satisface una condición Bp′ , el Teorema 3.2.2 nos
conduce a ˆ

Rn

(
MBm,

αs
p
,η(gω

1
p )(x)

)p′
MB[(m+1)p],αs,ηω(x)1−p′dx

≤ C

ˆ
Rn
Mφg(x)p

′MB[(m+1)p],αs,ηω(x)
p′
pMB[(m+1)p],αs,ηω(x)1−p′dx

≤ C

ˆ
Rn
Mφg(x)p

′
dx

≤ C

ˆ
Rn
|g(x)|p′dx

que es lo que queríamos probar.



Capítulo 4

Otro Método

En el capítulo 2, a partir de una adecuada desigualdad de tipo Fe�erman - Stein y,
usando resultados de acotación de ciertos operadores maximales asociados al operador
de Schrödinger desarrollados en el Capítulo 1, probamos acotaciones fuertes y débiles
con dos pesos para Iα y su conmutador Iα,b. En este capítulo exploraremos otro método
para probar algunos de los resultados de acotación de Iα e Iα,b. En particular, la idea
es descomponer los operadores como suma de un operador local y otro global, donde,
para funciones f acotadas y de soporte compacto y para cada x en Rn, el operador local
consiste en evaluar Iα (o Iα,b) en f cortada en la bola crítica Q(x, ρ(x)) y el operador
global consiste en evaluar los correspondientes operadores en la función f cortada en el
complemento de dicha bola crítica. Esta descomposición permite obtener los resultados
de acotación probándolos para los operadores locales y globales. Como ya se verá más
adelante, en el operador local se usarán resultados de acotación de los operadores clásicos
en ciertos espacios de tipo homogéneo, mientras que en la parte global las estimaciones
del núcleo del operador de semigrupo del calor, e−tL, nos serán de suma utilidad. Esta
técnica fue utilizada por Bongioanni, Harboure y Salinas para obtener acotaciones con
un peso para varios operadores asociados al operador de Schrödinger (ver [5] y [7]).

4.1. Desigualdades con dos pesos para Iα

4.1.1. Preliminares

En el marco de un espacio de tipo homogéneo (X, d, µ) (Capítulo 1, sección 1.1.2),
para una función f de�nida en X acotada y de soporte compacto, la integral fraccionaria
clásica de orden γ, Iγ, con 0 < γ < 1, se de�ne por

Iγf(x) =

ˆ
X

|f(y)|
µ(B(y, d(x, y))1−γ dµ(y).
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En lo que sigue, denotaremos por L∞c (X, dµ) al conjunto de funciones acotadas y con
soporte compacto en X.

En el Capítulo 1, sección 1.1.2, mencionamos resultados de acotación con dos pe-
sos de la maximal fraccionaria, Mγ, en espacios de tipo homogéneo (Teoremas 1.1.8 y
1.1.14). Como consecuencia, ahora, probando las siguientes relaciones en norma Lq(X,µ)
y Lq,∞(X,µ) entre Mγ e Iγ para el espacio de tipo homogéneo particular X = Q0, con
Q0 bola de Rn que, como se verá más adelante, es el que necesitaremos, obtendremos las
correspondientes acotaciones con dos pesos de Iγ en Q0.

Teorema 4.1.1. En el espacio (Q0, d, dx/Q0), sean 0 < α < n, 0 < q <∞ y ω un peso
en A∞, entonces existen constantes C1, C2 > 0, tales que

sup
a>0

aqω ({x ∈ Q0 : |Iαf(x)| > a}) ≤ C1sup
a>0

aqω ({x ∈ Q0 : |Mαf(x)| > a})(4.1.2)
ˆ
Q0

|Iα(f)(x)|qω(x)dx ≤ C2

ˆ
Q0

|Mα(f)(x)|qω(x)dx(4.1.3)

para toda f ∈ L∞c (Q0, dx).

Para demostrar este resultado, seguiremos las lineas de B.Muckenhoup y R.Wheeden
([28]), quienes prueban el Teorema 4.1.1 en el contexto Euclídeo Rn estableciendo, pre-
viamente, el siguiente lema.

Lema 4.1.4. [28] Sea 0 < α < n, existen constantes B,K dependientes unicamente de
α y de n tales que si a > 0, d > 0, b ≥ B, f no negativa, Q es una bola en Q0 tal que
Iα(f)(x) ≤ a para algún x ∈ Q y E es el subconjunto de Q donde ambos condiciones
Iα(f)(x) > ab y Mα(f)(x) ≤ ad se veri�can, entonces

|E| ≤ K|Q|
(
d

b

) n
n−α

.

Ademas, para la prueba del Teorema 4.1.1, necesitaremos el siguiente lema de cubri-
miento probado en [9].

Teorema 4.1.5. [9] Sea (X, d, µ) un espacio de tipo homogéneo, A  X abierto, entonces
existe una colección de bolas Bi = B(xi, ri) tales que

1. A =
⋃∞
i B(xi, ri).

2. Cada punto de A puede estar en a lo más M bolas Bi.

3. Las bolas hBi = B(xi, hri) cortan al complemento de A.

Las constantes M,h dependen de X.
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Demostración del Teorema 4.1.1. Sea f ∈ L∞c (Q0). Asumimos que f es no negativa, ya
que reemplazando f por |f | únicamente crece el lado izquierdo de (4.1.2) (o (4.1.3)) y no
afecta el lado derecho.

En primer lugar probaremos (4.1.2). Sea a > 0, de�nimos

Ea = {x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a}

Por Lema 4.1.5, Ea se puede escribir como la unión de bolas Bi(xi, ri) en Q0, tal que
todo punto de Ea puede estar en a lo sumo M bolas Bi, y para cada i, Iα(f)(x) ≤ a para
algún punto de hBi, donde h dependende de n.

Sean B,K, las constantes del Lema 4.1.4 y b = max(1, B). Sea δ correspondiente a

ε = 1
2M
b−q en la Proposición 1.1.7 (ω ∈ A∞). Elijo D tal que δ = Khn

(
D
b

) n
n−α . Sea d

satisfaciendo 0 < d ≤ D.

Sea Ei = {x ∈ hBi: Iα(f)(x) > ab ∧Mα(f)(x) ≤ ad}. Dado que hBi es una bola en
Q0 tal que Iα(f)(x) ≤ a para algún x y Ei ⊂ hBi, donde se veri�can Iα(f)(x) > ab y
Mα(f)(x) ≤ ad es posible aplicar el Lema 4.1.4, obteniendo

|Ei| ≤ K|hBi|
(
d

b

) n
n−α

≤ Khn
(
D

b

) n
n−α

|Bi|

≤ δ|Bi|,

donde en la última desigualdad hemos usado δ = Khn
(
D
b

) n
n−α . Luego dado que ω es un

peso A∞, se tiene
ω(Ei) ≤ εω(Bi), ∀i = 1, . . . ,M.

Sumando en i resulta,

ω

(⋃
i

Ei

)
≤
∑
i

ω(Ei)

≤ 1

2M
b−q
∑
i

ω(Bi)

≤ 1

2M
b−qMω(Ea)

≤ 1

2
b−qω(Ea).

Luego, de la de�nición de los Ei, obtenemos

ω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > ab ∧Mα(f)(x) ≤ ad}) ≤ 1

2
b−qω(Ea), ∀d, 0 < d ≤ D.

De aquí resulta por ser ω localmente integrable que

ω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > ab}) ≤ 1

2
b−qω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a})
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+ ω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > ad)}), (4.1.6)

para todo d, 0 < d ≤ D. Multiplicando ambos lados de (4.1.6) por aq y tomando el
supremo para 0 < a < N con N ∈ N, (4.1.6) se transforma en

sup
0<a<N

aqω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > ab}) ≤ 1

2
b−q sup

0<a<N
aqω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a})

+ sup
0<a<N

aqω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > ad)}). (4.1.7)

Haciendo el cambio de variable

sup
0<a<N

aqω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > ab}) = sup
0<a<bN

aqb−qω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a}).

sup
0<a<N

aqω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > ad)}) = sup
0<a<Nd

aqd−qω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > a)}),

y usando el hecho que b ≥ 1, (4.1.7) se transforma en

sup
0<a<bN

aqb−qω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a}) ≤ 1

2
b−q sup

0<a<Nb
aqω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a})

+ sup
0<a<Nd

aqd−qω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > a)}).

Usando nuevamente que ω es localmente integrable la desigualdad anterior se convierte
en

1

2
b−q sup

0<a<Nb
aqω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a}) ≤ d−q sup

0<a<Nd
aqω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > a)}).

Finalmente, haciendo N →∞ se tiene

sup
a>0

aqω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a}) ≤ 2bqd−qsup
a>0

aqω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > a)}),

completando de esta manera la prueba de (4.1.2).

Para probar (4.1.3), basta con multiplicar ambos lados de (4.1.6) por aq−1 y luego
integrando respecto de a, de 0 a N , donde N es un número natural arbitrario se obtiene

ˆ N

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > ab})da ≤ 1

2
b−q
ˆ N

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a})da

+

ˆ N

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > ad)})da.

(4.1.8)

Luego de un sencillo cambio de variables, (4.1.8) se transforma en

b−q
ˆ Nb

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a})da
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≤ 1

2
b−q
ˆ N

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a})da

+ d−q
ˆ Nd

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > a)})da. (4.1.9)

Dado que b ≥ 1, el intervalo de integración (0, N) de la primera integral del lado derecho
de (4.1.9) puede sustituirse por el intervalo de integración de (0, Nb), y como además, ω
es localmente integrable el primer término de (4.1.9) es �nito, obteniendo

1

2
b−q
ˆ Nb

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Iα(f)(x) > a})da

≤ d−q
ˆ Nd

0

aq−1ω({x ∈ Q0 : Mα(f)(x > a)})da.

Haciendo N →∞ se obtiene

b−q

2q

ˆ
Q0

|Iαf(x)|qω(x)dx ≤ d−q

q

ˆ
Q0

|Mα(f)(x)|qω(x)dx,

que era lo que esperábamos.

Como dijimos antes, de los Teoremas 1.1.8, 1.1.14 y 4.1.1, es inmediato el siguiente
resultado.

Teorema 4.1.10. Consideremos el espacio de tipo homogéneo (Q0, d, dx/Q0), 0 < α < n,
1 ≤ p ≤ q <∞ y (ω, ν) un par de pesos, luego

Si p > 1, ω, σ = ν−
1
p−1 ∈ A∞(Q0), entonces Iα : Lp(Q0, ν)→ Lq(Q0, ω)(4.1.11)

sí y sólo si (ω, ν) ∈ Aαp,q(Q0).

Si p ≥ 1 y ω ∈ A∞(Q0), entonces Iα : Lp(Q0, ν)→ Lq,∞(Q0, ω) sí y(4.1.12)

sólo si(ω, ν) ∈ Aαp,q(Q0).

4.2. El Teorema 2.2.8 revisitado

Recordemos el enunciado del Teorema 2.2.8.

Teorema 2.2.8 Sean 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ q < ∞, (µ, ν) un par de pesos tal que
µ ∈ Aρ,loc∞ y (µ, ν) ∈ Aα,ρ,θp,q para algún θ ≥ 0, luego

Si 1 < p ≤ q <∞, σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,loc∞ , entonces Iα : Lp(ν)→ Lq(µ).(4.2.1)

Si 1 ≤ p ≤ q <∞, entonces Iα : Lp(ν)→ Lq,∞(µ).(4.2.2)
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Demostración. Es obvio que podemos asumir que f es no negativa. También asumiremos
que f es acotada y de soporte compacto, ya que, en este caso, un argumento clásico de
densidad nos conduce al resultado general.

Para cada x ∈ Rn descomponemos el operador Iα como

Iαf = (Iα)locf + (Iα)globf,

donde

(Iα)locf(x) = Iα(fχQx)(x).

(Iα)globf(x) = Iα(fχQcx)(x),

para Qx la bola crítica centrada en x. Luego será su�ciente probar que, bajo las hipó-
tesis dadas, cada uno de estos operadores, local y global, veri�can los correspondientes
resultados de acotación.

Veamos (4.2.1).

Para empezar, notemos que

|(Iα)globf(x)| ≤
ˆ ∞

0

(ˆ
Q(x,ρ(x))c

|f(y)|kt(x, y)dy

)
t
α
2
dt

t
.

Por lema 7, dado N > 0 existe una constante CN tal que para toda x, y en Rn

kt(x, y) ≤ CN t
−n

2 e−
|x−y|2

5t

(
1 +

√
t

ρ(x)
+

√
t

ρ(y)

)−N
≤ CN t

−n/2e−
|x−y|2

5t

(
1 +

√
t

ρ(x)

)−N
Por otro lado, dado M > 0, sabemos que existe CM tal que

es ≥ CMs
M/2.

Luego, dados N,M > 0, existen CN y CM tales que, para todos x, y en Rn, se veri�ca

kt(x, y) ≤ CN
CM

t−n/2
(5t)M/2

|x− y|M

(
1 +

√
t

ρ(x)

)−N
.

t
M−n

2

|x− y|M

(
1 +

√
t

ρ(x)

)−N
.

Entonces

|(Iα)globf(x)| .
ˆ ∞

0

(ˆ
Q(x,ρ(x))c

|f(y)| t
M−n

2

|x− y|M

(
1 +

√
t

ρ(x)

)−N
dy

)
t
α
2
dt

t

.

(ˆ ∞
0

(
1 +

√
t

ρ(x)

)−N
t
M−n+α

2
dt

t

)(ˆ
Q(x,ρ(x))c

|f(y)|
|x− y|M

dy

)
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. I1 I2

Elegimos N ≥M > n− α, así M − n+ α > 0 y M − n+ α−N < 0. Luego

I1 =

ˆ ∞
0

(
1 +

√
t

ρ(x)

)−N
t
−n+M+α

2
dt

t

≤
ˆ ρ(x)2

0

t
−n+M+α

2
dt

t
+ ρ(x)N

ˆ ∞
ρ(x)2

t
−n+M+α−N

2
dt

t

=
ρ(x)−n+M+α

−n+M+α
2

+ ρ(x)N
ρ(x)−n+M+α−N

n−M−α+N
2

. ρ(x)−n+M+α.

Y, también,

I2 =

ˆ
Q(x,ρ(x))c

|f(y)|
|x− y|M

dy

≤
∞∑
k=1

ˆ
2kQx\2(k−1)MQx

|f(y)|
2k−1ρ(x)M

dy

≤ C
∞∑
k=0

2−kMρ(x)−M
ˆ

2kQx

|f(y)|dy.

Con estas estimaciones tenemos

|(Iα)globf(x)| . ρ(x)−n+α

∞∑
k=0

2−kM
ˆ

2kQx

|f(y)|dy. (4.2.3)

Sea {Qj} el cubrimiento de Rn dado en la Proposición 5. La Proposición 6, por su parte,
asegura la existencia de β ≥ 1 independiente de j tal que si Q̃j

.
= βQj tenemos⋃

x∈Qj

Qx ⊆ Q̃j.

Denotemos por Q̃k
j a 2kQ̃j. Luego, para toda x ∈ Qj, 2kQx ⊂ Q̃k

j y, por lo tanto, en virtud
de la Proposición 4, se tiene ρ(x) ∼= ρ(xj). Así podemos probar que

‖ (Iα)glob(f) ‖Lq(µ)

.

(ˆ
Rn

(
∞∑
k=0

ρ(x)−n+α 2−kM
ˆ

2kQx

|f(y)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∞∑
k=0

(ˆ
Rn

(
ρ(x)−n+α 2−kM

ˆ
2kQx

|f(y)|dy
)q

µ(x)dx

) 1
q
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.
∞∑
k=0

2−kM

(∑
j

ˆ
Qj

ρ(x)(−n+α)q

(ˆ
2kQx

|f(y)|dy
)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∞∑
k=0

2−kM

(∑
j

ˆ
Qj

ρ(xj)
(−n+α)q

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∞∑
k=0

2−kM

(∑
j

ρ(xj)
(−n+α)qµ(Qj)

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|dy

)q) 1
q

.
∞∑
k=0

2−kM

(∑
j

ρ(xj)
(−n+α)qµ(Q̃k

j )

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|dy

)q) 1
q

.
∞∑
k=0

2−kM

∑
j

ρ(xj)
(−n+α)qµ(Q̃k

j )

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

ν
−p′
p (Q̃k

j )
q
p′

 1
q

.

(4.2.4)

Recordemos que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q , con lo cual tenemos

µ(Q̃k
j )ν
− 1
p−1 (Q̃k

j )
q
p′ ≤ C

(
1 +

2kβρ(xj)

ρ(xj)

)θ q
p

(2kβρ(xj))
(n−α)q

≤ C(2k)θ
q
p

+(n−α)qρ(xj)
(n−α)q,

donde θ, C ≥ 0. Luego, teniendo en cuenta la estimación anterior, el hecho que q ≥ p y el
solapamiento controlado de los {Q̃k

j}j (ver Proposición 5), la desigualdad 4.2.4 nos lleva
a

‖ (Iα)glob(f) ‖Lq(µ) .
∞∑
k=0

2−k(M− θ
p
−n+α)

∑
j

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

 1
q

.
∞∑
k=0

2−k(M− θ
p
−n+α)

(∑
j

ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

1
q

.
∞∑
k=0

2−k(M− θ
p
−n+α)

(∑
j

ˆ
Rn
|f(y)|pχQ̃kj (y)ν(y)dy

) 1
p

.
∞∑
k=0

2−k(M− θ
p
−n+α)

(ˆ
Rn
|f(y)|p

(∑
j

χQ̃kj
(y)

)
ν(y)dy

) 1
p

.
∞∑
k=0

2−k(M− θ
p
−n+α−N1)

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

)1/p

.
∞∑
k=0

2−k(M− θ
p
−n+α−N1)‖f‖Lp(ν).
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Así, eligiendo M su�cientemente grande, se obtiene el resultado deseado.

Notar que para probar que (Iα)glob es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ), sólo
hemos usado la hipótesis que el par de pesos (µ, ν) está en la clase Aα,ρ,∞p,q . Por lo tanto,
resulta que (Iα)glob también es un operador acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ).

Veamos ahora que (Iα)loc : Lp(ν) → Lq(µ). Como antes, sea {Qj}j la colección de
bolas críticas dada en la Proposición 5, Q̃j = βQj donde β ≥ 1 es dado por la Proposición
6 y es tal que

⋃
x∈Qj Qx ⊂ Q̃j. De�nimos

(Iα)0(f) =
∑
j

χQj |Iα(fχQ̃j)|.

Luego

(Iα)loc(f)(x) ≤ C

ˆ
Qx

f(y)

|x− y|n−α
dy

≤ C
∑
j

χQj(x)

ˆ
Qx

f(y)

|x− y|n−α
dy

≤ C
∑
j

χQj(x)

ˆ
Q̃j

f(y)

|x− y|n−α
dy

= C(Iα)0(f)(x) . (4.2.5)

Por lo tanto, bastará con probar que, (Iα)0 : Lp(ν)→ Lq(µ). Para ello notemos que

‖(Iα)0(f)‖qLq(µ) =

ˆ
Rn

(∑
j

χQj(x)|Iα(fχQ̃j)(x)|

)q

µ(x)dx

≤
∑
k

ˆ
Qk

(∑
j

χQj(x)|Iα(fχQ̃j)(x)|

)q

µ(x)dx

.
∑
k

ˆ
Qk

∑
j

χQj(x)|Iα(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx

.
∑
k

∑
j

ˆ
Qk

χQj(x)|Iα(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx

.
∑
j

∑
k

ˆ
Qk

χQj(x)|Iα(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx

.
∑
j

∑
{k:Qk

⋂
Qj 6=∅}

ˆ
Qk
⋂
Qj

χQj
⋂
Qk(x)|Iα(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx

.
∑
j

ˆ
Qj

 ∑
{k:Qk

⋂
Qj 6=∅}

χQk(x)

 |Iα(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx
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.
∑
j

ˆ
Q̃j

|Iα(fχQ̃j)|
qµ(x)dx, (4.2.6)

donde, en el último paso, se ha usado la Proposición 5. Así, será su�ciente probar que, para
cada j, Iα es un operador acotado de Lp(Q̃j, ν) a Lq(Q̃j, µ) con constante independiente
de j, considerando cada Q̃j, con la métrica uniforme d y la medida de Lebesgue restringida
a Q̃j como un espacio de tipo homogéneo. Para ello utilizaremos el Teorema 4.1.10 (item
(4.1.11)). De manera similar a lo hecho para el Teorema 1.2.32, donde se prueba 1.2.36,
se puede veri�car que las hipótesis aseguran que µ y σ están en A∞(Q̃j) y que el par
de pesos (µ, ν) está en la clase Aαp,q(Q̃j) con constante independiente de j (ver (1.2.42)
y (1.2.43)). En consecuencia, por Teorema 4.1.10, resulta que Iα es un operador acotado
de Lp(Q̃j, ν) a Lq(Q̃j, µ) con constante independiente de j. Así 4.2.6 nos lleva a

‖(Iα)0(f)‖qLq(µ) .
∑
j

ˆ
Q̃j

|fχQ̃j(x)|pν(x)dx

.
∑
j

ˆ
Q̃j

|f(x)|pν(x)dx

.
ˆ
Rn

(∑
j

χQ̃j

)
|f(x)|pν(x)dx

. ‖f‖pLp(Rn,νdx),

donde, en la última desigualdad, se ha usado la propiedad de solapamiento controlado de
la colección de bolas críticas {Qj} dada en la Proposición 5. Esto completa la prueba de
(4.2.1) para f acotada y de soporte compacto.

Veamos (4.2.2).

Dado que ya hemos probado que (Iα)glob es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ), solo
resta probar dicha acotación para (Iα)loc. Nuevamente consideremos el cubrimiento de Rn
por bolas críticas {Qj} dado en la Proposición 5. Para cada j, sea Ij

.
= {k : Qk

⋂
Qj 6= ∅}.

Sea a > 0, luego, de 4.2.5, resulta

{x ∈ Rn : |(Iα)loc| > a} ⊂ {x ∈ Rn : (Iα)0(f)(x) >
a

C
}

⊂
⋃
j

{x ∈ Qj :
∑
k

χQk(x)|Iα(fχQ̃k)(x)| > a

C
}

⊂
⋃
j

⋃
k∈Ij

{x ∈ Qj ∩Qk : |Iα(fχQ̃k)(x)| > a

CM
}

⊂
⋃
k

{x ∈ Qk : Iα(fχQ̃k)(x)| > a

CM
},

donde M es tal que
∑

j χQj ≤M . Luego,

µ ({x ∈ Rn : |(Iα)loc| > a}) ≤
∑
k

µ
({
x ∈ Qk : Iα(fχQ̃k)| >

a

CM

})
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≤
∑
k

µ
({
x ∈ Q̃k : Iα(fχQ̃k)| >

a

CM

})
. (4.2.7)

Por lo tanto, bastará con probar que, para cada k, Iα es un operador acotado de Lp(Q̃k, ν)

a Lq,∞(Q̃k, µ) con constante independiente de k. Nuevamente las hipótesis aseguran que
µ es un peso en la clase A∞(Q̃k) y el par de pesos (µ, ν) está en la clase Aαp,q(Q̃k) con
constante independiente de k (ver (1.2.42) y (1.2.43), Teorema 1.2.32) y, por lo tanto,
por Teorema 4.1.10 (item (4.1.12)), usando el hecho que q ≥ p y la Proposición 5 resulta

aqµ ({x ∈ Rn : |(Iα)loc| > a}) ≤ (CM)q
∑
k

( a

CM

)q
µ
({
x ∈ Q̃k : Iα(fχQ̃k)| >

a

CM

})
≤ C

∑
k

(ˆ
Q̃k

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C

(∑
k

ˆ
Rn

(
χQ̃k(y)

)
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C

(ˆ
Rn

(∑
k

χQ̃k(y)

)
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Esto completa la prueba de (4.2.2) para f acotada y de soporte compacto.

4.3. Desigualdades con dos pesos para Iα,b

4.3.1. Preliminares

En el Capítulo 2, sección 2.2.2, hemos de�nido el espacio BMO∞(ρ). Observemos que
una función en este espacio tiene, en particular, oscilación media acotada sobre bolas
sub-críticas, esto es bolas Q(x, r) con r ≤ ρ(x). Denotaremos por BMOloc(ρ) al conjunto
de funciones con esta propiedad.

En [7], Bongioanni, Harboure y Salinas demuestran la siguiente propiedad relativa a
BMOloc(ρ).

Proposición 4.3.1. [7] Para cualquier constante C > 0, BMOloc(ρ) = BMOloc(Cρ) y
las normas son equivalentes con constante dependiente de C.

Para la demostración del Teorema 2.2.53 nos serán útiles los siguientes resultados.
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Lema 4.3.2. [7] Sean b ∈ BMOθ(ρ) para algún θ ≥ 0, µ un peso que veri�ca una
desigualdad de Hölder inversa para bolas subcríticas, esto es existe δ > 1 tal que(

1

|Q|

ˆ
Q

µδ
) 1

δ

.
1

|Q|

ˆ
Q

µ,

para toda bola Q subcrítica. Luego, para cualesquiera q, ξ > 0, existe una constante H > 0
tal que ˆ

B

µ(x)

(ˆ
λB

|b(x)− b(y)|ξdy
) q

ξ

dx . λH‖b‖qBMOθ(ρ)|B|
q
ξµ(B)

para toda bola subcrítica B y todo λ ≥ 1.

En el Capítulo 1 hemos presentado algunas estimaciones satisfechas por kt(x, y) (nú-
cleo del operador del calor e−tL). Ahora también necesitaremos una estimación para el
núcleo

qt(x, y) = kt(x, y)− k̃t(x, y)

para todo x, y ∈ Rn y t > 0, donde k̃t(x, y) es el núcleo del operador cásico del calor
e−t∆. Esta estimación ha sido probada por J. Dziuba«ski y J. Zienkiewicz en [19]. Antes
de enunciarla es necesaria la siguiente de�nición.

De�nición 4.3.3. Una función % tiene decrecimiento rápido si, para todo N > 0, existe
una constante CN tal que

|%(x)| ≤ CN (1 + |x|)−N

para toda x ∈ Rn.

Si % es una función real en Rn y t > 0, de�nimos

%t(x) =
1

t
n
2

%

(
x√
t

)
.

Lema 4.3.4. ([19]) Existe una función de decrecimiento rápido % ≥ 0, tal que

|qt(x, y)| ≤ C

( √
t

ρ(x)

)2− n
q0

%t(x− y)

para todo x, y ∈ Rn y t > 0, donde q0 es tal que V ∈ RHq0.

Wenming Li, Xuefang Yan y Xiauwu Yu en [41] derivan, en el contexto de espacios de
tipo homogéneo, desigualdades con dos pesos para conmutadores de operadores de tipo
potencial, los cuales incluyen a Iα. Las condiciones requeridas sobre los pesos involucran
�Orlicz- bump�. Los operadores considerados son integrales potenciales TK en espacios de
tipo homogéneo (X, d, µ) de�nidos por,

TKf(x) =

ˆ
X

K(x, y)f(y)dµ(y),
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donde el núcleoK(x, y) es una función medible, no negativa, de�nida para x 6= y. Asociado
con TK se de�ne un funcional φ, sobre bolas B ⊂ X de la siguiente manera

φ(B) = sup
x,y∈B

d(x,y)≥cr(B)

K(x, y),

donde c es una constante geométrica su�cientemente pequeña (ver [35]). En este trabajo,
asumen que existe una constante Cφ tal que

(a) El funcional φ es duplicante, esto es

φ(2B) ≤ Cφφ(B) (4.3.5)

para todas las bolas B ⊂ X.

(b) Existe ε > 0 tal que, dada una bola B0,

φ(B)µ(B) ≤ Cφ

(
r(B)

r(B0)

)ε
φ(B0)µ(B0)

para todas las bolas B ⊂ B0.

Para nuestro interés, TK = Iα, la integral fraccionaria clásica, cuyo núcleo esK(x, y) =
1

|x−y|n−α . Luego tenemos, φ(B) = |B|αn−1, que trivialmente veri�ca las condiciones (a) y
(b) citadas arriba.

Así el resultado de [41] (Teorema 2.3) se puede enunciar de la siguiente manera.

Teorema 4.3.6. [41] Sean 1 < p ≤ q <∞, n ≥ 0 un entero, Ψn, Ψ̃n,Θn y Θ̃n funciones
de Young tales que

Θn ∈ Bp, Θ̃n ∈ Bq′ , Θ−1
n (t)Ψ−1

n (t) ≤ Φ−1
n (t), Θ̃−1

n (t)Ψ̃−1
n (t) ≤ Φ−1

n (t),

donde Φn(t) = t log(e+ t)n. Sea TK un operador potencial, φ el funcional asociado a TK
de�nido en (4.3.5) y b ∈ BMO. Si el par de pesos, (u, v) es tal que

φ(B)µ(B)
1
q

+ 1
p′ ‖u‖Ψ̃n,B

‖v−1‖Ψn,B ≤ C,

para toda bola B ⊂ X, entonces el conmutador T b,nK satisface la siguiente desigualdad
fuerte (p, q) (ˆ

X

|T b,nK f(x)|qu(x)qdµ(x)

) 1
q

≤ C

(ˆ
X

|f(x)|pv(x)pdµ(x)

) 1
p

.

4.3.2. El Teorema 2.2.53 revisitado

Recordemos el enunciado del Teorema 2.2.53.
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Teorema 2.2.53 Sean 0 < α < n, 1 < p ≤ q < ∞ y b ∈ BMOθ(ρ), para algún θ ≥ 0.

Si el par de pesos (µ, ν) esta en la clase Aα,ρ,∞p,q y además µ ∈ Aρ,loc∞ y σ = ν−
1
p−1 ∈ Aρ,∞∞

entonces (ˆ
Rn
|Iα,bf(x)|qµ(x)

)1/q

≤ ‖b‖BMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)

)1/p

para toda f en Lp(Rn, ν).

Demostración. Asumimos que, sin pérdida de generalidad, f es acotada y de soporte
compacto. Como en la prueba del Teorema 2.2.8, sección 4.2, descomponemos el operador
Iα,b como suma de los operadores local y global, esto es

Iα,bf = (Iα,b)locf + (Iα,b)globf

Luego, otra vez, será su�ciente probar que, bajo las hipótesis dadas, cada uno de estos
últimos operadores veri�can los correspondientes resultados de acotación.

Veamos que (Iα,b)glob : Lp(Rn, νdx) → Lq(Rn, µdx). En efecto, siguiendo un razona-
miento análogo al usado en el operador (Iα)glob (Teorema 2.2.8, sección 4.2) para obtener
la desigualdad 4.2.3, se puede probar

|(Iα,b)globf(x)| .
∑
k

ρ(x)−n+α2−kM
ˆ

2kQx

|f(y)||b(y)− b(x)|dy.

donde M > 0 es arbitraria.

Sea nuevamente {Qj} el cubrimiento de Rn dado por la Proposición 5 y β ≥ 1 la
constante de la Proposición 6, tal que si Q̃j

.
= βQj, resulta⋃

x∈Qj

Qx ⊆ Q̃j.

Denotemos por Q̃k
j = 2kQ̃j. Luego 2kQx ⊂ Q̃k

j y, por lo tanto, en virtud de 4, se tiene
ρ(x) ∼= ρ(xj) para toda x ∈ Qj. Entonces

‖(Iα,b)globf‖Lq(Rn,µdx)

.

(ˆ
Rn

(∑
k

ρ(x)−n+α2−kM
ˆ

2kQx

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∑
k

(ˆ
Rn
ρ(x)(α−n)q2−kMq

(ˆ
2kQx

|f(y)||b(y)− b(x)|dy
)q

µ(x)dx

) 1
q

.
∑
k

2−kM

(∑
j

ˆ
Qj

ρ(xj)
(α−n)q

(ˆ
Q̃kj

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q
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.
∑
k

2−kM

(∑
j

ρ(xj)
αq

ˆ
Qj

(
1

ρ(xj)n

ˆ
Q̃kj

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q

.

(4.3.7)

Ahora, teniendo en cuenta que Q̃k
j = Q(xj, 2

kβρ(xj)) y aplicando Hölder con ζ, γ tal que
1
p

+ 1
ζ

+ 1
γ

= 1 se obtiene

ˆ
Qj

(
1

ρ(xj)n

ˆ
Q̃kj

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

= (2β)nq2knq
ˆ
Qj

(
1

|Q̃k
j |

ˆ
Q̃kj

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

= C2knq
ˆ
Qj

1

|Q̃k
j |q

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|ν
1
p (y)|b(y)− b(x)|ν−

1
p (y)dy

)q

µ(x)dx

.
2knq

|Q̃k
j |q

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
(ˆ

Q̃kj

ν−
γ
p (y)dy

) q
γ ˆ

Qj

µ(x)

(ˆ
Q̃kj

|b(y)− b(x)|ζdy

) q
ζ

dx.

(4.3.8)

Por Lema 4.3.2, resulta que existe una constante H > 0 tal que

ˆ
Qj

µ(x)

(ˆ
Q̃kj

|b(y)− b(x)|ζdy

) q
ζ

dx ≤ (2kβ)H‖b‖qBMOθ(ρ) µ(Qj)|Qj|
q
ζ .

Además, por hipótesis, σ ∈ Aρ,∞∞ y, por lo tanto, por Lema 1.2.20, σ veri�ca una desigual-
dad de Hölder inversa, esto es existen constantes C, δ, ξ > 0 tales que para toda bola
Q(x, r) en Rn se satisface(

1

|Q|

ˆ
Q

ν−
1
p−1

(1+δ)

) 1
1+δ

≤ C
1

|Q|

ˆ
Q

ν−
1
p−1

(
1 +

r

ρ(x)

)ξ
.

Así podemos escribir(
1

|Q|

ˆ
Q

ν−
1+δ
p−1

) p−1
1+δ

≤ C

(
1

|Q|

ˆ
Q

ν−
1
p−1

)p−1(
1 +

r

ρ(x)

)ξ(p−1)

.

Eligiendo γ > 0 tal que γ
p

= 1+δ
p−1

, la desigualdad anterior para la bola Q = Q̃k
j se convierte

en (
ν−

γ
p (Q̃k

j )

|Q̃k
j |

) p
γ

≤ C

(
ν−

1
p−1 (Q̃k

j )

|Q̃k
j |

)p−1

(2kβ)ξ(p−1).

Recolectando estas estimaciones y aplicándolas en (4.3.8) podemos escribir

ˆ
Qj

(
1

ρ(xj)n

ˆ
Q̃kj

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx
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≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

2knq

|Q̃k
j |
q− q

ζ

(2kβ)Hµ(Qj)‖f‖qLp(Q̃kj ,ν)
ν−

γ
p (Q̃k

j )
q
γ

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

2knq+kH

|Q̃k
j |

(1− 1
γ
− 1
ζ

)q

µ(Q̃k
j )

p
q

(
ν−γ/p(Q̃k

j )

|Q̃k
j |

) p
γ


q
p

‖f‖q
Lp(Q̃kj ,ν)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

2knq+kξ(q−
q
p

)+kH

|Q̃k
j |
q
p

µ(Q̃k
j )

p
q

(
ν−

1
p−1 (Q̃k

j )

|Q̃k
j |

)p−1


q
p

‖f‖q
Lp(Q̃kj ,ν)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

2k(nq+ξ(q− q
p

)+H)

|Q̃k
j |
q
p

+q− q
p

(
µ(Q̃k

j )
p
q

(
ν−

1
p−1 (Q̃k

j )
)p−1

) q
p

‖f‖q
Lp(Q̃kj ,ν)

.

Dado que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q , resulta

ˆ
Qj

(
1

ρ(xj)n

ˆ
Q̃kj

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

2k(nq+ξ(q− q
p

)+H+θ q
p

)

|Q̃k
j |q−(1−α

n
)q

‖f‖q
Lp(Q̃kj ,ν)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)2
k(nq+ξ(q− q

p
)+H+θ q

p
−αq)ρ(xj)

−αq‖f‖q
Lp(Q̃kj ,ν)

.

para algún θ ≥ 0. Consecuentemente, de la estimación anterior y del hecho que q ≥ p,
(4.3.7) se convierte en

‖(Iα,b)globf‖Lq(Rn,µ)

.
∑
k

2−kM

(∑
j

ρ(xj)
αq

ˆ
Qj

(
1

ρ(xj)n

ˆ
Q̃kj

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

) 1
q

. ‖b‖BMOθ(ρ)

∑
k

2−k(M−nq−ξ(q− q
p

)−H−θ q
p

+αq)

(∑
j

ρ(xj)
αq−αq‖f‖q

Lp(Q̃kj ,ν)

) 1
q

. ‖b‖BMOθ(ρ)

∑
k

2−k(M−nq−ξ(q− q
p

)−H−θ q
p

+αq)

∑
j

(ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

 1
q

. ‖b‖BMOθ(ρ)

∑
k

2−k(M−nq−ξ(q− q
p

)−H−θ q
p

+αq)

(∑
j

ˆ
Q̃kj

|f(y)|pν(y)dy

) 1
p

. ‖b‖BMOθ(ρ)

∑
k

2−k(M−nq−ξ(q− q
p

)−H−θ q
p

+αq)

(∑
j

ˆ
Rn
χQ̃kj

(y)|f(y)|pν(y)dy

) 1
p

. ‖b‖BMOθ(ρ)

∑
k

2−k(M−nq−ξ(q− q
p

)−H−θ q
p

+αq+N1)

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) 1
p

,
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Finalmente, dado queM > 0 es arbitario, eligiendoM > nq+ξ(q− q
p
)+H+θ q

p
−αq−N1

se obtiene el resultado deseado.

Ahora veri�quemos que (Iα,b)loc : Lp(Rn, νdx) → Lq(Rn, µdx). En efecto, dado que
| (Iα,b)loc f | <∞ (f es acotada y de soporte compacto en Rn), podemos escribir

| (Iα,b)loc f | = |
(
(Iα,b)loc − (Iα,b)loc

)
f |+ | (Iα,b)loc f |.

.
= I1 + I2.

En primer lugar estimaremos I1

I1 = |Iα,b(fχQx)(x)− Iα,b(fχQx)(x)|

≤
ˆ
Qx

|f(y)||b(y)− b(x)|
ˆ ∞

0

∣∣∣kt(x, y)− k̃t(x, y)
∣∣∣ tα2 dt

t
dy

=

ˆ
Qx

|f(y)||b(y)− b(x)|
ˆ ∞

0

|qt(x, y)|t
α
2
dt

t
dy.

Por Lema 4.3.4, existe una función con decrecimiento rápido % ≥ 0 tal que

|qt(x, y)| ≤ C

( √
t

ρ(x)

)2− n
q0

%t(x− y)

para toda t > 0, x, y ∈ Rn, donde q0 es tal que V ∈ RHq0 y %t(x) = 1
tn/2

%
(
x√
t

)
. Además,

por ser % una función con decrecimiento rápido, para cada N > 0 existe una constante
CN , tal que

%t(x− y) ≤ CN
1

t
n
2

(
1 +
|x− y|√

t

)−N
.

Luego, de estas estimaciones, resulta
ˆ ∞

0

|qt(x, y)|t
α
2
dt

t

≤ CN
|x− y|−N

ρ(x)
2− n

q0

ˆ ρ(x)2

0

t
1− n

2q0
−n

2
+N

2
+α

2
dt

t
+

CN

ρ(x)
2− n

q0

ˆ ∞
ρ(x)2

t
1− n

2q0
−n

2
+α

2
dt

t
.

Dado que V ∈ RHq0, con q0 ≥ n
2
, podemos suponer que q0 ≈ n

2
, y así la segunda

integral es convergente. Por otro lado, la primer integral converge eligiendo N > 0 tal
que N

2
> −1 + n

2q0
+ n−α

2
, es decir N = −2 + n

q0
+ n − α + ε, con ε > 0 a determinar,

teniendo en cuenta, además, que para y ∈ Qx, |x− y| ≤
√
nρ(x), obtenemos

ˆ ∞
0

|qt(x, y)|t
α
2
dt

t
. ρ(x)α−n

(
ρ(x)

|x− y|

)N
.

En consecuencia, obtenemos la siguiente acotación para I1

I1 .
ˆ
Qx

|f(y)||b(y)− b(x)|ρ(x)α−n+N

|x− y|N
dy
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.
∞∑
k=0

ˆ
Q(x,2−kρ(x))\Q(x,2−(k+1)ρ(x))

|f(y)||b(y)− b(x)|ρ(x)α−n+N

|x− y|N
dy

.
∞∑
k=0

2
−k(2− n

q0
−n+α−ε)

ρ(x)α−n
ˆ
Q(x,2−kρ(x))

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

.
∞∑
k=0

2
−k(2− n

q0
−ε)

2k(n−α)ρ(x)α−n
ˆ
Q(x,2−kρ(x))

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

.
∞∑
k=0

2
−k(2− n

q0
−ε)
hk(x),

donde hk(x) = 2k(n−α)ρ(x)α−n
´
Q(x,2−kρ(x))

|f(y)||b(y)− b(x)|dy. Luego,
ˆ
Rn
|
(
(Iα,b)loc − (Iα,b)loc

)
f(x)|qµ(x)dx .

∑
k

2
−k(2− n

q0
−ε)
ˆ
Rn
hk(x)qµ(x)dx . (4.3.9)

Nuevamente consideremos el cubrimiento de Rn por bolas críticas {Qj} dado en la
Proposición 5. Aplicando descomposición diádica, es claro, para cada j, k, existen 2nk

bolas de radio 2−kρ(xj), Q
j,k
l = Q(xj,kl , 2

−kρ(xj)), tales que Qj ⊂
⋃2nk

l=1Q
j,k
l ⊂ 2Qj,

salvo un conjunto de medida nula, y
∑2nk

l=1 χQj,kl
≤ 2n. Más aún, esta construcción puede

hacerse de manera tal que, para cada k, la familia de una dilatación �ja {Q̃j,k
l }j,l sea un

cubrimiento de Rn y ∑
j

2nk∑
l=1

χQ̃j,kl
≤ C,

donde C es una constante independiente de k. Para nuestro propósito tomamos una
dilatación Q̃j,k

l = C(C0, N0, N)Qj,k
l , tal que⋃

x∈Qj,kl

2−kQx ⊂ Q̃j,k
l

Veamos que existe una dilatación así. Sea x ∈ Qj,k
l y sea z ∈ 2−kQx, luego

d(z, xj,kl ) ≤ d(z, x) + d(x, xj,kl )

≤ 2−kρ(x) + 2−kρ(xj)

≤ C(C0, N0, n)2−kρ(xj),

donde, en la última desigualdad, hemos usado que x, xj ∈ 2Qj y por lo tanto ρ(x) ∼= ρ(xj)
(Proposición 4). Así, para cada k,

ˆ
Rn
hk(x)qµ(x)dx ≤

∑
j

ˆ
Qj

hk(x)qµ(x)dx

≤
∑
j

2nk∑
l=1

ˆ
Qj,kl

hk(x)qµ(x)dx.
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A continuación, estimaremos
´
Qj,kl

hk(x)µ(x)dx.

Teniendo en cuenta que para cada x ∈ Qj,k
l , 2−kQx ⊂ Q̃j,k

l , aplicando la desigualdad
de Hölder con 1

p
+ 1

ζ
+ 1

γ
= 1 con ζ y γ a determinar, resulta

ˆ
Qj,kl

hk(x)qµ(x)dx

≤
ˆ
Qj,kl

2k(n−α)qρ(x)(α−n)q

(ˆ
2−kQx

|f(y)||b(y)− b(x)|dy
)q

µ(x)dx

≤ C

ˆ
Qj,kl

2k(n−α)qρ(xj)
(α−n)q

(ˆ
Q̃j,kl

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

≤ C2k(n−α)qρ(xj)
(α−n)q

ˆ
Qj,kl

(ˆ
Q̃j,kl

|f(y)|ν
1
p (y)ν−

1
p (y)|b(y)− b(x)|dy

)q

µ(x)dx

≤ C2k(n−α)qρ(xj)
(α−n)q

(ˆ
Q̃j,kl

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
(ˆ

Q̃j,kl

ν−
γ
p (y)dy

) q
γ

ˆ
Qj,kl

(ˆ
Q̃j,kl

|b(y)− b(x)|ζdy

) q
ζ

µ(x)dx.

Como en la estimación de (Iα,b)glob, para el factor relacionado con la función símbolo b

usamos Lema 4.3.2 y para el asociado al peso σ = ν−
1
p−1 la desigualdad de Hölder inversa.

Así, con γ = p
p−1

(1 + δ) tenemos

ˆ
Qj,kl

hk(x)qµ(x)dx

≤ C(C0, N0, n)H2k(n−α)qρ(xj)
(α−n)q[b]qθ |Q

j,k
l |

q
ζ

+ q
γ
−(p−1) q

pµ(Qj,k
l ) ν−

1
p−1 (Q̃j,k

j )(p−1) q
p(ˆ

Q̃j,kl

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Dado que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q tenemos

µ(Q̃j,k
l )ν−

1
p−1 (Q̃j,k

l )(p−1) q
p ≤ C|Q̃j,k

l |
(1−α

n
)q.

Así podemos escribir

ˆ
Qj,kl

hk(x)qµ(x)dx

≤ C2k(n−α)q ρ(xj)
(α−n)q ‖b‖qBMOθ(ρ) |Q

j,k
l |

q
ζ

+ q
γ
−(p−1) q

p
+(1−α

n
)q

(ˆ
Q̃j,kl

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
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≤ C2k(n−α)q ρ(xj)
(α−n)q ‖b‖qBMOθ(ρ) |Q

j,k
l |(

1
ζ

+ 1
γ
− p−1

p
+1−α

n)q
(ˆ

Q̃j,kl

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C2k(n−α)q ρ(xj)
(α−n)q ‖b‖qBMOθ(ρ) |Q

j,k
l |(

1−α
n)q

(ˆ
Q̃j,kl

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Q̃j,kl

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Teniendo en cuenta la estimación anterior, el hecho que q ≥ p y el solapamiento controlado
de los {Q̃j,k

l }, resulta

ˆ
Rn
hk(x)qµ(x)dx ≤

∑
j

2nk∑
l=1

ˆ
Qj,kl

hk(x)qµ(x)dx

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

2nk∑
l=1

(ˆ
Q̃j,kl

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

2nk∑
l=1

(ˆ
Rn
χQ̃j,kl

(y)|f(y)|pν(y)dy

)
q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Luego, combinando esto con 4.3.9, se sigue
ˆ
Rn
|
(
(Iα,b)loc − (Iα,b))loc

)
f(x)|qµ(x)dx

.
∑
k

2
−k(2− n

q0
−ε)
ˆ
Rn
hk(x)qµ(x)dx

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p ∑

k

2
−k(2− n

q0
−ε)
.

Finalmente, eligiendo ε tal que 2− n
q0
− ε > 0, se obtiene que I1 : Lp(µ)→ Lq(ν).

Resta probar que (Iα,b)loc es un operador acotado de Lp(ν) a Lq(µ). Para ello, una
vez más, tomamos el cubrimiento de {Qj} dado en la Proposición 5. Luego, aplicando la
Proposición 6, con Q̃j = βQj tenemos∥∥(Iα,b)loc f

∥∥q
Lq(Rn,µ)

≤
∑
j

ˆ
Qj

|(Iα,b)locf(x)|qµ(x)dx
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≤
∑
j

ˆ
Qj

|(Iα,b)locf(x)− Iα,b(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx+
∑
j

ˆ
Qj

|Iα,b(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx

=
∑
j

ˆ
Qj

Ij2(x)q µ(x) dx+
∑
j

ˆ
Q̃j

Iα,b(fχQ̃j)(x)|qµ(x) dx, (4.3.10)

donde, para cada j, Ij2(x) = |(Iα,b)locf(x) − Iα,b(fχQ̃j)(x)|. Consideremos, para cada j,

el espacio de tipo homogéneo (Q̃j, d, dx/Q̃j), donde como antes, d representa la métrica
uniforme y dx/Q̃j la medida de Lebesgue restringida a Q̃j. Probaremos que el conmutador
de la integral fraccionaria clásica, Iα,b, es acotado de Lp(Q̃j, ν) en Lq(Q̃j, µ), con constante
independiente de j. Para ello utilizaremos el Teorema 4.3.6. Veamos que se veri�can sus
hipótesis. Aquí sabemos que, b ∈ BMOθ(ρ), θ ≥ 0, en consecuencia b ∈ BMO(Q̃j) con

constante independiente de j. Denotemos por u = µ
1
q y v = ν

1
p . Debemos encontrar

funciones de Young Ψ, Ψ̃,Θ y Θ̃ que veri�quen las condiciones del Teorema 4.3.6.

De�namos,
Ψ̃(t) = tqδ , Ψ(t) = tp

′
ε

donde qδ = q(1 + δ), p′ε = p′(1 + ε) con δ, ε > 0 las constantes de la desigualdad de Hölder
inversa para µ, σ (por hipótesis µ, σ ∈ Aρ,loc∞ , por lo tanto siguiendo los argumentos de
(1.2.42), Teorema 1.2.32, resulta que µ, σ ∈ A∞(Q̃j), para todo j).

Θ̃(t) =

{
(t log(e+ t))q

′
δ ; t ≤ 1

log(e+ 1)q
′
δtq
∗
; t > 1

con q′δ < q∗ < q′.

Θ(t) =

{
(t log(e+ t))p

′
ε ; t ≤ 1

log(e+ 1)p
′
εtp
∗
; t > 1

con p′ε < p∗ < p. Claramente, de la de�nición de Ψ, Ψ̃,Θ y Θ̃ resulta Θ ∈ Bp, Θ̃ ∈ Bq′ ,
Θ−1(t)Ψ−1(t) ≤ t

log(e+t)
y Θ̃−1(t)Ψ̃−1(t) ≤ t

log(e+t)
. Sea Q una bola en el espacio de tipo

homogéneo Q̃j, luego

|Q|
1
q

+ 1
p′−1+α

n ‖u‖Ψ̃,Q‖v
−1‖Ψ,Q ≤ C|Q|

1
q
− 1
p

+α
n

(
µ(Q)

|Q|

) 1
q

(
ν−

1
p−1 (Q)

|Q|

) p−1
p

≤
(

1

|Q|(1−αn )p
µ(Q)

1
q ν−

1
p−1 (Q)

) 1
p

≤ C,

donde en la última desigualdad se ha usado que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q y por lo tanto (µ, ν) ∈
Ap,q(Q̃j) con constante independiente de j (ver (1.2.43), Teorema 1.2.32). Luego, estamos
en condiciones de aplicar el Teorema 4.3.6, donde concluímos que Iα,b : Lp(Q̃j, ν) →
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Lq(Q̃j, µ), con constante independiente de j y por lo tanto∑
j

ˆ
Q̃j

|Iα,b(fχQ̃j)(x)|qµ(x)dx ≤ C
∑
j

ˆ
Q̃j

|fχQ̃j)(x)|pν(x)dx

≤
ˆ
Rn

(∑
j

χQ̃j)(x)

)
|f(x)|pν(x)dx

≤ C

ˆ
Rn
|f(x)|pν(x)dx, (4.3.11)

donde en la última desigualdad hemos usado el solapamiento controlado de las bolas {Q̃j}
(Proposición 5).

A continuación, para cada j, x ∈ Qj, estimaremos Ij2(x)

Ij2(x) =
∣∣∣(Iα,b)locf(x)− Iα,b(fχQ̃j)(x)

∣∣∣
=
∣∣∣Iα(bfχQx)(x)− b(x)Iα(fχQx)(x)− Iα(bfχQ̃j)(x) + b(x)Iα(fχQ̃j)(x)

∣∣∣
=
∣∣∣Iα(−bfχQ̃j\Qx)(x)− b(x)Iα(−fχQ̃j\Qx)(x)

∣∣∣
=
∣∣∣Iα,b(−fχQ̃j\Qx)(x)

∣∣∣
≤
ˆ
Q̃j\Qx

|f(y)| |b(y)− b(x)|
|x− y|n−α

dy

dado que y ∈ Q̃j\Qx, x ∈ Qj y por lo tanto ρ(x) ∼= ρ(xj) (Proposición 4) resulta,

Ij2(x) ≤ C
1

ρ(xj)n−α

ˆ
Q̃j

|f(y)||b(y)− b(x)|dy

.
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)||b(x)− bQ̃j |dy +
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)||b(y)− bQ̃j |dy.

Luego aplicando en la segunda integral la desigualdad de Hölder con s tal que 1
s

+ 1
s′

= 1,
se obtiene

Ij2(x) . |b(x)− bQ̃j |

(
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)|dy

)
+

(
1

|Q̃j|1−
α
n
s

ˆ
Q̃j

|f(y)|sdy

) 1
s

(
1

|Q̃j|

ˆ
Q̃j

|b(y)− bQ̃j |
s′dy

) 1
s′

.

Recordemos que, por hipótesis, b ∈ BMOθ(ρ). Así, en virtud de la Proposición 2.2.38,
resulta (

1

|Q̃j|

ˆ
Q̃j

|b(y)− bQ̃j |
s′dy

) 1
s′

≤ C‖b‖BMOθ(ρ).
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Entonces, para toda x ∈ Qj

Ij2(x) . |b(x)− bQ̃j |

(
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)|dy

)
+ ‖b‖BMOθ(ρ)

(
1

|Q̃j|1−
α
n
s

ˆ
Q̃j

|f(y)|sdy

) 1
s

y, en consecuencia,∑
j

ˆ
Qj

(
Ij2
)q
µ(x)dx

.
∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)|dy

)q ˆ
Qj

|b(x)− bQ̃j |
qµ(x)dx

+ ‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n
s

ˆ
Q̃j

|f(y)|sdy

) q
s

µ(Qj). (4.3.12)

Dado que b ∈ BMOθ(ρ) y, como ya sabemos, µ ∈ Aρ,loc∞ = Aβρ,loc∞ , teniendo en cuenta la
Proposición 2.2.38 y la desigualdad de Hölder inversa para µ, es fácil probar queˆ

Q̃j

|b(x)− bQ̃j |
qµ(x)dx ≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)µ(Q̃j).

Por lo tanto el primer término en (4.3.12) se puede acotar de la siguiente forma

∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)|dy

)q ˆ
Qj

|b(x)− bQ̃j |
qµ(x)dx

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)|dy

)q

µ(Q̃j)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(1−
α
n

)q

(ˆ
Q̃j

|f(y)|ν
1
p (y)ν−

1
p (y)dy

)q

µ(Q̃j)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(1−
α
n

)q

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
(ˆ

Q̃j

ν−
p′
p (y)dy

) q
p′

µ(Q̃j)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(
1

|Q̃j|(1−
α
n

)p
µ(Q̃j)

p
q ν−

1
p−1 (Q̃j)

p−1

) q
p
(ˆ

Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Luego, teniendo en cuenta que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q , q ≥ p y el solapamiento controlado de las

bolas {Q̃j}, resulta∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n

ˆ
Q̃j

|f(y)|dy

)q ˆ
Qj

|b(x)− bQ̃j |
qµ(x)dx

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
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≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(∑
j

ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(∑
j

ˆ
Rn
|f(y)|pχQ̃j(y)ν(y)dy

) q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Para el segundo término de 4.3.12 tenemos

‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n
s

ˆ
Q̃j

|f(y)|sdy

) q
s

µ(Qj)

≤ ‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(
1
s
−α
n)q

(ˆ
Q̃j

|f(y)|sν(y)
s
pν(y)−

s
pdy

) q
s

µ(Q̃j)

≤ ‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(
1
s
−α
n)q

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
(ˆ

Q̃j

ν(y)−
s
p(

p
s )
′

dy

) q
s

1

( ps )′

µ(Q̃j),

donde en la última desigualdad se ha aplicado la desigualdad de Hölder con el exponente
p
s
, para s > 1 a elegir. Luego, dado que

(
p
s

)′
= p

p−s , obtenemos

‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n
s

ˆ
Q̃j

|f(y)|sdy

) q
s

µ(Qj)

≤ ‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(
1
s
−α
n)q

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
(ˆ

Q̃j

ν(y)−
s
p−sdy

) q
s
p−s
p

µ(Q̃j).

En virtud de la hipótesis, ν−
1
p−1 ∈ Aρ,∞∞ , y por lo tanto veri�ca una desigualdad de Hölder

inversa, esto es existen constantes C, ε, η1 > 0 tales que(
1

|Q|

ˆ
Q

ν−
1
p−1

(1+ε)

) 1
1+ε

≤ C

(
1 +

r

ρ(x)

)η1 1

|Q|

ˆ
Q

ν−
1
p−1 ,

para toda bola Q(x, r). Luego, eligiendo s tal que, s
p−s = 1+ε

p−1
, esto es s = (1+ε)p

p+ε
, se tiene

‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n
s

ˆ
Q̃j

|f(y)|sdy

) q
s

µ(Qj)

≤ ‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(
1
s
−α
n)q− qs

p−s
p

(
1

|Q̃j|

ˆ
Q̃j

ν(y)−
s
p−sdy

) q
s
p−s
p

µ(Q̃j)

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p
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≤ ‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(
1
s
−α
n)q− qs

p−s
p

(
1

|Q̃j|

ˆ
Q̃j

ν(y)−
1
p−1dy

)(p−1) q
p

µ(Q̃j)

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(
1
s
−α
n)q− qs

p−s
p

+(p−1) q
p

ν−
1
p−1 (Q̃j)

(p−1) q
p

µ(Q̃j)

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Ahora, teniendo en cuenta que q
p

(
p
s
− α

n
p− p−s

s
+ p− 1

)
= q

(
1− α

n

)
, la hipótesis (µ, ν) ∈

Aα,ρ,∞p,q , el hecho que q ≥ p y el solapamiento controlado de {Q̃j} de Rn, resulta

‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

(
1

|Q̃j|1−
α
n
s

ˆ
Q̃j

|f(y)|sdy

) q
s

µ(Qj)

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

∑
j

1

|Q̃j|(1−α
n)q

ν−
1
p−1 (Q̃j)

p−1 q
pµ(Q̃j)

X

(ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(∑
j

ˆ
Q̃j

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Luego

∑
j

ˆ
Qj

Ij2(x)qµ(x)dx ≤ C‖b‖qBMOθ(ρ)

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

. (4.3.13)

Finalmente, de (4.3.10), (4.3.11) y (4.3.13), resulta que (Iα,b)loc es un operador acotado
de Lp(µ) a Lq(ν), lo que concluye la prueba.





Capítulo 5

Condición de tipo "power-bump"

5.1. Introducción

En los Capítulos 2 y 4 hemos probado por distintos métodos, que Iα es un operador
acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ) para 1 ≤ p ≤ q < ∞ donde el par de pesos (µ, ν) está
en la clase Aα,ρ,∞p,q y el peso de llegada, µ, en Aρ,loc∞ . En este capítulo probaremos este
resultado de acotación suprimiendo la condición sobre µ y pidiendo al par de pesos (µ, ν)
que veri�que una condición Aα,ρ,∞p,q con una "power-bump" sobre el peso µ. Precisamente,
obtenemos el siguiente resultado;

Teorema 5.1.1. Sean 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ q < ∞ y (µ, ν) un par de pesos para los
cuales existen r > 1, θ ≥ 0 tales que para toda bola Q = Q(x, l) en Rn,

|Q|
α
n

+ 1
q
− 1
p

(
1

|Q|

ˆ
Q
µ(y)rdy

) 1
rq
(

1

|Q|

ˆ
Q
ν(y)1−p′dy

) 1
p′

≤ C
(

1 +
l

ρ(x)

)θ
, p > 1 (5.1.2)

|Q|
α
n

+ 1
q
−1
(

1

|Q|

ˆ
Q
µ(y)rdy

) 1
rq
(́

ınf
Q
ν(y)

)−1

≤ C
(

1 +
l

ρ(x)

)θ
, p = 1 (5.1.3)

entonces Iα veri�ca la siguiente desigualdad tipo débil (p, q)

sup
λ>0

λµ ({x ∈ Rn : |Iαf(x)| > λ})
1
q ≤ C

(ˆ
Rn
|f(x)|p ν(x)dx

) 1
p

.

Observación 5.1.4. Claramente, aplicando la desigualdad de Hölder, las condiciones
(5.1.2) y (5.1.3) aseguran que el par de pesos (µ, ν) se encuentra en la clase Aα,ρ,∞p,q , pero
no aseguran que el peso de llegada µ se encuentre en Aρ,loc∞ . Para visualizar este hecho,
consideremos para 1 < p = q <∞, α = 0, ρ ≡ 1, los pesos

µ(x) = e−e
1
|x|

ν(x) = 1.
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Siguiendo argumentos análogos a los dados en la Observación 1.2.46, se puede probar que
el par (µ, ν) veri�ca la condición (5.1.2) para cualquier r > 1 y sin embargo µ /∈ Aρ,loc∞ .
A partir de este ejemplo podemos decir que, en cierto sentido, las condiciones (5.1.2) y
(5.1.3) sobre los pesos µ, ν son menos exigentes que las dadas en el Teorema 2.2.8, (item
(2.2.10)).

Para probar el Teorema 5.1.1, consideramos la descomposición de Iα como suma de
su parte local y global usada en el Capítulo 4, esto es

Iαf(x) = (Iα)locf(x) + (Iα)globf(x).

Esta descomposición, como ya sabemos, permite obtener los resultados de acotación pro-
bándolos para cada uno de los operadores local y global. La demostración de la parte
global resulta trivial, ya que, si observamos la demostración del Teorema 2.2.8 dada en
el capítulo 4, se ha probado que (Iα)glob es un operador acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ) para
1 ≤ p ≤ q <∞ sólo con la hipótesis (µ, ν) en Aα,ρ,∞p,q , condición que se veri�ca en virtud
de la Observación 5.1.4. Así, resta probar el Teorema 5.1.1 para (Iα)loc. Análogamente,
como en la demostración del Teorema 2.2.8 (Capítulo 4), para el operador local se usarán
resultados de acotación de la integral fraccionaria clásica en espacios de tipo homogéneo
de la forma (Q0, d, dx/Q0), donde Q0 es una bola en Rn. Esto hace necesario probar el
siguiente resultado

Teorema 5.1.5. Para Q0 una bola en Rn, consideremos el espacio de tipo homogéneo
(Q0, d, dx/Q0). Sean 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ q < ∞ y (µ, ν) un par de pesos para los que
existen r > 1, θ ≥ 0 tal que, para toda bola Q = Q(x, l) en Q0, se tiene

|Q|
α
n

+ 1
q
− 1
p

(
1

|Q|

ˆ
Q

µ(y)rdy

) 1
rq
(

1

|Q|

ˆ
Q

ν(y)1−p′dy

) 1
p′

≤ C, si p > 1 (5.1.6)

|Q|
α
n

+ 1
q
−1

(
1

|Q|

ˆ
Q

µ(y)rdy

) 1
rq
(

ı́nf
Q
ν(y)

)−1

≤ C, si p = 1 (5.1.7)

entonces Iα veri�ca la siguiente desigualdad tipo débil (p, q) en Q0,

sup
λ>0

λµ ({x ∈ Q0 : |Iαf(x)| > λ})
1
q ≤ C

(ˆ
Q0

|f(x)|p ν(x)dx

) 1
p

. (5.1.8)

J.M.Martell, en [27], prueba el Teorema 5.1.5 para operadores potenciales más genera-
les en espacios de tipo homogéneo (X, d, µ) que cumplen con la condición adicional de que
todo anillo en X es no vacío, esto es, para toda x ∈ X y 0 < r < R, B(x,R)\B(x, r) 6= ∅.
Claramente esta condición no es satisfecha en los espacios de tipo homogéneo de nuestro
interés. Sin embargo adaptando algunas de las técnicas de Martell podemos probar el
Teorema 5.1.5 en el espacio de tipo homogéneo (Q0, d, dx/Q0), cuyos anillos podrían ser
vacíos.
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5.2. Cubos diádicos y la función maximal de Hardy-

Littlewood

En lo que sigue consideraremos el espacio de tipo homogéneo (Q0, d, dx/Q0), donde
Q0 es una bola en Rn, d es la métrica uniforme y dx/Q0 denota la medida de Lebesgue
restringida a Q0. Para cada m ∈ N0, denotamos por Dm la colección de cubos diádicos en
Q0 con lados de longitud al menos l(Q0)

2m
, esto es, comenzamos con una red �ja de cubos

diádicos en Q0 y donde los ancestros están de�nidos sólo hasta llegar a Q0. Asociada
con los cubos de Dm, se de�ne para cualquier función f ∈ L1

loc(Q0) la función maximal
diádica de Hardy-Littlewood,

Md
mf(x) = sup

x∈D
D∈Dm

1

|D|

ˆ
D

|f(y)|dy.

Recordar que, las longitudes de los lados de los cubos en Dm son de al menos l(Q0)
2m

y, por
lo tanto, los promedios de este operador maximal son tomados sobre conjuntos que no
son arbitrariamente pequeños.

Se puede probar queMd
m es de tipo débil (1, 1) a través del siguiente lema de cubrimien-

to, cuya demostración puede hacerse fácilmente siguiendo las líneas de la descomposición
de Calderón-Zygmund.

Lema 5.2.1. Sea f ≥ 0, f ∈ L1
loc(Q0). Para λ > 0, sea Ωλ = {x ∈ Q0 : Md

mf(x) > λ}.
Luego, existe una colección de cubos diádicos {Qλ

j }j ⊂ Dm disjuntos dos a dos tal que,

Ωλ =
⋃
j

Qλ
j y

1

|Qλ
j |

ˆ
Qλj

f(y)dy > λ.

Más aún, estos cubos diádicos son maximales, esto es, si D ∈ Dm y fD > λ entonces
D ⊂ Qλ

j para algún j. Por otro lado, para D ! Qλ
j se tiene fD ≤ λ.

A continuación, presentamos un funcional introducido en [14].

De�nición 5.2.2. Dado r > 1 y un peso µ, se de�ne la función de conjunto Arµ sobre
conjuntos medibles E ⊂ Q0 por,

Arµ(E) = |E|
1
r′

(ˆ
E

µ(x)rdx

) 1
r

= |E|
(

1

|E|

ˆ
E

µ(x)rdx

) 1
r

.

donde la segunda igualdad se veri�ca siempre que |E| > 0.

En [14] (Lema 3.2) se prueban algunas de las propiedades del funcional Arµ, las cuales
nos resultarán útiles en el desarrollo de este Capítulo.

Lema 5.2.3. Para toda r > 1 y todo peso µ, la función de conjunto Arµ tiene las siguientes
propiedades
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1. Si E ⊂ F entonces

Arµ(E) ≤
(
µ(E)

µ(F )

) 1
r′

Arµ(F ).

2. µ(E) ≤ Arµ(E).

3. Si {Ej}j es una colección de conjuntos disjuntos y
⋃
j Ej = E, entonces

∑
j

Arµ(Ej) ≤ Arµ(E).

Para probar el Teorema 5.1.5 también será útil el siguiente resultado.

Proposición 5.2.4. Consideremos el espacio de tipo homogéneo (Q0, d, dx/Q0) y sean
0 ≤ f ∈ L∞c (Q0), 0 < q <∞, r > 1 y µ un peso, entonces para cada λ ≥ fQ0, existe una
subcolección {Rλ

j } ⊂ Dm de cubos de la familia dada por el Lema 5.2.1, de manera tal
que

1

|Rλ
j |

ˆ
Rλj

|f(y)− fRλj |dy > ελ, y(5.2.5)

sup
λ>0

λqµ
(
{x ∈ Q0 : Md

mf(x) > λ}
)
≤ C sup

λ≥fQ0

λq
∑
j

Arµ(Rλ
j ) + f qQ0

Arµ(Q0),(5.2.6)

donde las constantes ε y C dependen únicamente de n, q y r.

Demostración. Sea r0 = min{r, 1
1−q} para 0 < q < 1 y r0 = r para q ≥ 1. Notar que

r0 > 1. Como r0 ≤ r se tiene que Ar0µ (E) ≤ Arµ(E) para todo conjunto medible E.
Luego, será su�ciente probar 5.2.6 para r0. Podemos asumir que el lado derecho de 5.2.6
es �nito ya que, en otro caso, no hay nada que probar. Por otro lado, podemos asumir
que µ es acotado y con soporte compacto en Q0. Para probar el caso general, tomamos
µk = min{µ, k}χB(xQ0

,k), donde xQ0 denota al centro de Q0, que es acotado y tiene
soporte compacto. Luego 5.2.6 se cumple para µk. Dado que µk ↗ µ, el Teorema de la
convergencia monótonona nos permite obtener la desigualdad deseada para µ.

Sean µ, f ∈ L∞c (Q0), f ≥ 0 y N = 1 + 2n > 1. Para λ ≥ fQ0 obtenemos, a partir del
Lema 5.2.1, que ΩNλ =

⋃
j Q

Nλ
j ⊂ Ωλ =

⋃
iQ

λ
i y, por la maximalidad, dado j, QNλ

j ⊂ Qλ
i

para algún i. Entonces, a partir del Lema 5.2.3, resulta

λqµ (ΩNλ) = λq
∑
j

µ
(
QNλ
j

)
≤ λq

∑
j

Ar0µ (QNλ
j )

= λq
∑
i

∑
j

QNλj ⊂Qλi

Ar0µ (QNλ
j )
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≤ λq
∑
i

Ar0µ

 ⋃
j:QNλj ⊂Qλi

QNλ
j


≤ λq

∑
i

Ar0µ (ΩNλ ∩Qλ
i ). (5.2.7)

Sea 0 < ε < N−qr
′
0 . Separamos los índices i en dos conjuntos,

i ∈ F si
1

|Qλ
i |

ˆ
Qλi

|f(y)− fλQi|dy ≤ ελ,

i ∈ G si
1

|Qλ
i |

ˆ
Qλi

|f(y)− fλQi|dy > ελ.

Dado que {Qλ
i : i ∈ G} serán la familia deseada, nos referiremos a sus cubos como {Rλ

j }j.
Por otro lado, notemos que, si x ∈ ΩNλ∩Qλ

i y Q es un cubo diádico en Dm con x ∈ Q, ya
que Q y Qλ

i son cubos diádicos en Dm que tienen a x en común, se deberá tener Qλ
i ⊂ Q o

bien Q ⊂ Qλ
i . Si Q

λ
i ⊂ Q, por maximalidad fQ ≤ λ < fQλi y, por lo tanto, para el cálculo

de Md
mf(x) será su�ciente considerar cubos Q contenidos en Qλ

i . Así

Md
mf(x) = sup

Q∈Dm
x∈Q∧Q⊂Qλi

1

|Q|

ˆ
Q

f(y)dy

= sup
Q∈Dm

x∈Q∧Q⊂Qλi

1

|Q|

ˆ
Q

(fχQλi )(y)dy

= Md
m(fχQλi )(x),

para cada x ∈ ΩNλ ∩Qλ
i y, en consecuencia,

Nλ < Md
mf(x)

= Md
m(fχQλi )(x)

≤Md
m

(
|(f − fQλi + fQλi )χQλi |

)
(x)

≤Md
m

(
|(f − fQλi |χQλi

)
(x) +Md

m(fQλi χQλi )(x)

≤Md
m

(
|(f − fQλi |χQλi

)
(x) + fQλi . (5.2.8)

Ahora bien, sea Qλ,∗
i el "padre" de Qλ

i . Luego, por maximalidad, fQλ,∗i ≤ λ y, entonces,

|Qλ
i |

|Qλ,∗
i |

fQλi ≤ λ,

o sea

fQλi ≤ 2nλ.
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Luego, de 5.2.8, se obtiene que, para todo x ∈ ΩNλ ∩Qλ
i ,

Md
m

(
|(f − fQλi |χQλi

)
(x) > Nλ− 2nλ = λ. (5.2.9)

Sea i ∈ F , usando (5.2.9) y por la desigualdad tipo débil (1, 1) de Md
m en cada uno de

los espacios de tipo homogéneo Qλ
i , resulta

|ΩNλ ∩Qλ
i | ≤

∣∣∣{x ∈ Qλ
i : Md

m

(
|(f − fQλi |χQλi

)
(x) > λ

}∣∣∣
≤ 1

λ

ˆ
Qλi

|(f − fQλi )(y)|dy

≤ 1

λ
ελ|Qλ

i |

= ε|Qλ
i |,

donde, en la penúltima desigualdad, se ha usado que i ∈ F . Así hemos obtenido,

|ΩNλ ∩Qλ
i | ≤ ε|Qλ

i |, ∀i ∈ F. (5.2.10)

Puesto que ΩNλ∩Qλ
i ⊂ Qλ

i , aplicando (1) del Lema 5.2.3 y luego 5.2.10, resulta que, para
toda i ∈ F ,

Ar0µ (ΩNλ ∩Qλ
i ) ≤

(
|ΩNλ ∩Qλ

i |
|Qλ

i |

) 1
r′0
Ar0µ (Qλ

i )

≤ ε
1
r′0Ar0µ (Qλ

i ). (5.2.11)

Entonces, de (5.2.7), separando los subíndices de la sumatoria según i ∈ F o bien i ∈ G
y luego usando (5.2.11), se tiene, para λ ≥ fQ0 ,

λqµ (ΩNλ) ≤ λq
∑
i

Ar0µ (ΩNλ ∩Qλ
i )

≤ λq
∑
i∈F

Ar0µ (ΩNλ ∩Qλ
i ) + λq

∑
i∈G

Ar0µ (ΩNλ ∩Qλ
i ) (5.2.12)

≤ λqε
1
r′0
∑
i∈F

Ar0µ (Qλ
i ) + λq

∑
j

Ar0µ (Rλ
j )

≤ λqε
1
r′0
∑
i

Ar0µ (Qλ
i ) + λq

∑
j

Ar0µ (Rλ
j ). (5.2.13)

Sea 0 < λ < fQ0 . En este caso, notemos que los cubos del Lema 5.2.1 se reducen
solamente a Q0. Así, si además Nλ < fQ0 , entonces {QNλ

j }j = {Q0}. Por el contrario, si
Nλ ≥ fQ0 , entonces Q

Nλ
j ⊂ Q0 para todo j y, en consecuencia, a partir del Lema 5.2.3,

resulta
∑

j A
r0
µ (QNλ

j ) ≤ Ar0µ (
⋃
j Q

Nλ
j ) ≤ Ar0µ (Q0). Luego, si 0 < λ < fQ0 ,∑
j

Ar0µ (QNλ
j ) ≤ Ar0µ (Q0). (5.2.14)
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Tomando Λ > 0, podemos escribir

sup
0<λ< Λ

N

λq
∑
j

Ar0µ (QNλ
j ) ≤ sup

0<λ<fQ0

λq
∑
j

Ar0µ (QNλ
j ) + sup

fQ0
≤λ< Λ

N

λq
∑
j

Ar0µ (QNλ
j ). (5.2.15)

Usando en el primer sumando la desigualdad (5.2.14) y en el segundo la (5.2.13) se obtiene

sup
0<λ< Λ

N

λq
∑
j

Ar0µ (QNλ
j )

≤ f qQ0
Ar0µ (Q0) + ε

1
r′0 sup
fQ0
≤λ< Λ

N

λq
∑
i

Ar0µ (Qλ
i ) + sup

fQ0
≤λ< Λ

N

λq
∑
j

Ar0µ (Rλ
j ).

Haciendo un cambio de variables en el primer miembro de la desigualdad anterior tenemos

sup
0<λ<Λ

λq
∑
j

Ar0µ (Qλ
j ) ≤N qf qQ0

Ar0µ (Q0) +N qε
1
r′0 sup

0<λ<Λ
λq
∑
j

Ar0µ (Qλ
j )

+N q sup
fQ0
≤λ<Λ

λq
∑
j

Ar0µ (Rλ
j ). (5.2.16)

Notemos que sup
0<λ<Λ

λq
∑∞

j Ar0µ (Qλ
j ) <∞. En efecto

sup
0<λ<Λ

λq
∑
j

Ar0µ (Qλ
j )

≤ sup
0<λ<Λ

λqAr0µ

(⋃
j

QNλ
j

)
≤ sup

0<λ<Λ
λqAr0µ (Ωλ)

= sup
0<λ<Λ

λq |Ωλ|
(

1

|Ωλ|

ˆ
Ωλ

µ(x)r0
) 1

r0

= sup
0<λ<Λ

λq |Ωλ|
1
r′0 ‖µ‖Lr0 (Q0)

≤ C‖µ‖Lr0 (Q0) sup
0<λ<Λ

λ
q− 1

r′0 ‖f‖
1
r′0
L1(Q0)

donde, en la última desigualdad, se ha usado que el operador Md
m es tipo débil (1, 1).

Luego, teniendo en cuenta que q > 1
r′0
, la desigualdad anterior nos permite asegurar que

sup
0<λ<Λ

λq
∑
j

Ar0µ (Qλ
j ) ≤ CΛ

q− 1
r′0 ‖µ‖Lr0 (Q0)‖f‖

1
r′0
L1(Q0) <∞,

debido a que µ, f ∈ L∞c (Q0). Así, (5.2.16) nos conduce a(
1−N qε

1
r′0

)
sup

0<λ<Λ
λq
∑
j

Ar0µ (Qλ
j ) ≤ N qf qQ0

Ar0µ (Q0) +N q sup
fQ0
≤λ<Λ

λq
∑
j

Ar0µ (Rλ
j ),
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y, dado que ε < N−qr
′
0 , 1−N qε

1
r′0 > 0 y, por lo tanto,

sup
0<λ<Λ

λq
∑
j

Ar0µ (Qλ
j ) ≤ Cf qQ0

Ar0µ (Q0) + C sup
fQ0
≤λ<Λ

λq
∑
j

Ar0µ (Rλ
j ).

Puesto que µ(Ωλ) ≤
∑∞

j Ar0µ (Qλ
j ), podemos escribir

sup
0<λ<Λ

λqµ(Ωλ) ≤ Cf qQ0
Ar0µ (Q0) + C sup

fQ0
≤λ<Λ

λq
∞∑
j

Ar0µ (Rλ
j ),

donde Λ > 0 es arbitrario. Finalmente, haciendo Λ→∞ se obtiene lo deseado.

5.3. Discretización de Iα

Sea (Q0, d, dx/Q0) el espacio de tipo homogéneo considerado en la sección anterior.
En lo que sigue asumimos f en L∞c (Q0) y no negativa. Para cada m ∈ N0 y x ∈ Q0

de�nimos el operador Imα f(x) de la siguiente manera

Imα f(x) =

ˆ
B(x,

l(Q0)

2m+1 )c

f(y)

|x− y|n−α
dy

= Iα(fχ
B(x,

l(Q0)

2m+1 )c
)(x).

Notar que Imα f(x)↗ Iαf(x) cuando m→∞, para toda x ∈ Q0.

Consideremos ahora, nuevamente, Dm, la colección de cubos diádicos en Q0 con lados
de longitud, al menos, l(Q0)

2m
. Claramente Dm tiene una cantidad �nita de elementos.

Para x ∈ Q0, es inmediato que, para cada y en B(x, l(Q0)
2m+1 )c, d(x, y) > l(Q0)

2m+1 y, en

consecuencia, existe k ≤ m + 1 tal que l(Q0)
2k

< d(x, y) ≤ l(Q0)
2k−1 . Por otro lado, como Q0

puede escribirse como la unión disjunta de cubos diádicos de lado l(Q0)
2k−1 , donde k−1 ≤ m,

existe un único cubo diádico D tal que x ∈ D y l(D) = l(Q0)
2k−1 . Denotemos por xD el centro

de D, luego

d(xD, y) ≤ d(xD, x) + d(x, y)

≤ l(Q0)

2k
+
l(Q0)

2k−1

= 3
l(Q0)

2k
,

lo que demuestra que y ∈ 3D.

Luego, para x ∈ Q0, y ∈ B(x, l(Q0)
2m+1 )c, resulta

1

|x− y|n−α
≤ 1

d(x, y)n−α
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≤ 1(
l(Q0)
2k−1

)n−α
=

1

|D|1−αn

≤
∑
D∈Dm

1

|D|1−αn
χD(x)χ3D(y).

Entonces,

Imα f(x) =

ˆ
B(x,

l(Q0)

2m+1 )c

f(y)

|x− y|n−α
dy

≤
ˆ
B(x,

l(Q0)

2m+1 )c
f(y)

( ∑
D∈Dm

1

|D|1−αn
χD(x)χ3D(y)

)
dy

≤
∑
D∈Dm

(
1

|D|1−αn

ˆ
3D

f(y)dy

)
χD(x).

De�nimos la versión discreta de Imα como,

Ĩmα f(x) =
∑
D∈Dm

(
1

|D|1−αn

ˆ
3D

f(y)dy

)
χD(x) =

∑
D∈Dm

a(D)χD(x),

y, claramente, se tiene que Imα f(x) ≤ Ĩmα f(x).

Proposición 5.3.1. Sean m ∈ N0 y f no negativa en L∞c (Q0). Luego Ĩmα f es no negativa

y está en L∞c (Q0) y, por lo tanto, Ĩmα f ∈ Lq(Q0) para todo 1 ≤ q <∞.

Demostración. Por su de�nición resulta Ĩmα f ≥ 0 en Q0. Además, como Dm son cubos
diádicos en Q0, es inmediato que sop Ĩmα f ⊂ Q0. Por otra parte

Ĩmα f(x) =
∑
D∈Dm

(
1

|D|1−αn

ˆ
3D

f(y)dy

)
χD(x)

≤ C
∑
D∈Dm

|D|
|D|1−αn

‖f‖∞χD(x)

≤ C‖f‖∞
∑
D∈Dm

|D|
α
nχD(x) <∞,

pues Dm tiene una cantidad �nita de cubos.

5.4. Resultados auxiliares y demostración del Teorema

5.1.1

La primer parte de esta sección está dedicada a obtener algunos lemas que serán
usados para probar el Teorema 5.1.5. Los mismos fueron obtenidos por Martell ([27]) para
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operadores potenciales generales, los cuales incluyen a Iα, en espacios de tipo homogóneo
(X, d, µ) arbitrarios. Esto genera constantes dependientes del espacio X y del potencial.
Para el caso de nuestro interés (Iα en espacios de tipo homogéneo consistentes en bolas
de Rn) las constantes se simpli�can, obteniendo de esta forma los siguientes resultados.

Lema 5.4.1. Sean f no negativa en L1
loc(Q0) y ζ ≥ 1. Luego existe una constante C,

dependiente de la dimensión n, α y ζ, tal que para todo cubo Q ∈ Dm,∑
D∈Dm
D⊂Q

|D|
α
n

ˆ
ζD

f(y)dy ≤ C|Q|
α
n

ˆ
ζQ

f(y)dy.

Observación 5.4.2. Para el caso del espacio Euclídeo Rn con la medida de Lebesgue, este
resultado fue obtenido por Sawyer y Wheeden en [35] para tratar la integral fraccionaria
clásica.

Demostración. Sea Q ∈ Dm, así existe k0 ∈ N0, k0 ≤ m tal que l(Q) = l(Q0)

2k0
. Para cada

k ∈ N0, k ≤ m, denotemos Dkm = {D ∈ Dm : l(D) = l(Q0)
2k
}. Luego∑

D∈Dm
D⊂Q

|D|
α
n

ˆ
ζD

f(y)dy ≤
m∑

k=k0

∑
D∈Dkm
D⊂Q

|D|
α
n

ˆ
ζQ

χζD(y)f(y)dy.

Ahora bien, para D ∈ Dkm, D ⊂ Q, tenemos

|D| =
(
l(Q0)

2k

)n
=

(
2k0l(Q)

2k

)n
=
(
2k0−kl(Q)

)n
= 2−n(k−k0)|Q|,

donde k0 ≤ k ≤ m y, en consecuencia,

|D|
α
n = 2−α(k−k0)|Q|

α
n .

Así, ∑
D∈Dm
D⊂Q

|D|
α
n

ˆ
ζD

f(y)dy ≤ |Q|
α
n

m−k0∑
k=0

2−αk
∑
D∈Dk+k0

m
D⊂Q

ˆ
ζQ

χζD(y)f(y)dy

≤ |Q|
α
n

m−k0∑
k=0

2−αk
ˆ
ζQ

 ∑
D∈Dk+k0

m
D⊂Q

χζD(y)

 f(y)dy. (5.4.3)

A continuación probaremos que
∑

D∈Dk+k0
m

D⊂Q

χζD(y) ≤ C(ζ, n) <∞.

Sea y ∈ ζQ. Consideremos la bola B(y, l(Q0)

2k+k0+1 ). Claramente∑
D∈Dk+k0

m
D⊂Q

χζD(y) ≤ #

{
D ∈ Dk+k0

m : ζD ∩B(y,
l(Q0)

2k+k0+1
) 6= ∅

}
.
= M.
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Estimemos M . Para ello, a continuación, mostraremos que el número de cubos diádicos
(o diádicos dilatados) de una generación �ja que cortan a una bola B es �nita. Sea
{Dj}Mj=1 ⊂ Dk+k0

m tal que ζDj ∩B(y, l(Q0)

2k+k0+1 ) 6= ∅ para todo j. Luego ζDj ⊂ B̃, donde B̃

denota una dilatación de B. En efecto, sean xj ∈ ζDj ∩B(y, l(Q0)

2k+k0+1 ) y z ∈ ζDj, luego

d(z, y) ≤ d(z, xj) + d(y, xj)

≤ 2ζ
l(Q0)

2k+k0+1
+

l(Q0)

2k+k0+1

= (3ζ + 1)
l(Q0)

2k+k0+1
.

Entonces, ζDj ⊂ (3ζ + 1)B para todo 1 ≤ j ≤M. Así, dado que la colección {Dj}Mj=1 es
disjunta (por ser cubos diádicos de una misma red), resulta

|(3ζ + 1)B| ≥

∣∣∣∣∣
M⋃
j=1

Dj

∣∣∣∣∣ =
M∑
j

|Dj| = M

(
l(Q0)

2k+k0

)n
,

y, por lo tanto,

M ≤ |(3ζ + 1)B|
(

2k+k0

l(Q0)

)n
= (3ζ + 1)n

(
l(Q0)

2k+k0

)n(
2k+k0

l(Q0)

)n
= (3ζ + 1)n. (5.4.4)

Aplicando esta estimación en (5.4.3) obtenemos∑
D∈Dm
D⊂Q

|D|
α
n

ˆ
ζD

f(y)dy ≤ |Q|
α
n

∞∑
k=0

(2−α)k
ˆ
ζQ

(3ζ + 1)nf(y)dy

=
1

1− 2−α
(3ζ + 1)n|Q|

α
n

ˆ
ζQ

f(y)dy

= C|Q|
α
n

ˆ
ζQ

f(y)dy.

Lema 5.4.5. Sean f no negativa en L∞c (Q0) y Q ∈ Dm. Luego

1

|Q|

ˆ
Q

|Ĩmα f(x)− (Ĩmα f)Q|dx ≤
C

|Q|1−αn

ˆ
3Q

f(x)dx,

donde la constante C sólo depende de n y α.

Demostración. Tomando Q ∈ Dm, separamos Ĩmα de la siguiente forma

Ĩmα f(x)χQ(x) =

( ∑
D∈Dm

a(D)χD(x)

)
χQ(x)
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=
∑
D∈Dm
D Q

a(D)χD(x) +
∑
D∈Dm
Q⊂D

a(D)χQ(x)

= I(x) + IIχQ(x).

Notemos que el segundo término es constante sobre Q. Luego, por Lema 5.4.1, resulta

1

|Q|

ˆ
Q

|Ĩmα f(x)− (Ĩmα f)Q|dx

≤ 1

|Q|

ˆ
Q

|I(x)− IQ|dx+
1

|Q|

ˆ
Q

|IIχQ(x)− (IIχQ)Q|dx

≤ 2

|Q|

ˆ
Q

I(x)dx

≤ 2

|Q|

ˆ
Q

∑
D∈Dm
D⊂Q

(
|D|

α
n
−1

ˆ
3D

f(y)dy

)
χD(x)dx

≤ 2

|Q|
∑
D∈Dm
D⊂Q

|D|
α
n

ˆ
3D

f(y)dy

≤ C|Q|
α
n
−1

ˆ
3Q

f(y)dy.

que es el resultado buscado.

Lema 5.4.6. Sea f no negativa en L1
loc(Q0), y sean Q ∈ Dm, ζ ≥ 1 y s > 0 tales que

|Q|
α
n
−1

ˆ
ζQ

f(y)dy > s. (5.4.7)

Entonces existe un cubo diádico P ∈ Dm con l(P ) = l(Q) tal que P ∩ ζQ 6= ∅ y

ζQ ⊂ (2ζ + 1)P
.
= τ1P

P ⊂ (2 + ζ)Q
.
= τ2Q

y, para alguna constante C dependiente de n, α y ζ,

|P |
α
n
−1

ˆ
P

f(y)dy > Cs.

Demostración. Sea Q ∈ Dm, así l(Q) = l(Q0)

2k0
, para algún k0 ≤ m. De manera similar a lo

probado en (5.4.4) (Lema 5.4.1), se obtiene

#
{
D ∈ Dk0

m : D ∩ ζQ 6= ∅
} .

= M0 ≤ (2 + ζ)n ,

M0⋃
j=1

Dj ⊂ (2 + ζ)Q, para {Dj}M0
j=1 =

{
D ∈ Dk0

m : D ∩ ζQ 6= ∅
}
. (5.4.8)
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Ahora bien, dado que ζQ ⊂
⋃M0

j=1Dj, los cubos Dj son disjuntos y |Dj| = |Q| resulta

|Q|
α
n
−1

ˆ
ζQ

f(y)dy ≤
M0∑
j=1

|Q|
α
n
−1

ˆ
Dj

f(y)dy

=

M0∑
j=1

|Dj|
α
n
−1

ˆ
Dj

f(y)dy.

Así, de (5.4.7), resulta que existe un cubo Dj que denotaremos P , con l(P ) = l(Q),
P ∩ ζQ 6= ∅ tal que

|P |
α
n
−1

ˆ
P

f(y)dy >
s

M0

= C(n, ζ)s.

Además, de (5.4.8), es obvio que P ⊂ (2 + ζ)Q
.
= τ2Q. Resta probar ζQ ⊂ τ1P , para

algún τ1. Denotemos por xP al centro de P y �jemos z ∈ P ∩ ζQ). Sea x ∈ ζQ, luego

d(x, xP ) ≤ d(x, z) + d(z, xP )

≤ 2ζ
l(Q0)

2k0 + 1
+

l(Q0)

2k0 + 1

= (2ζ + 1)
l(Q0)

2k0 + 1
,

lo que demuestra que ζQ ⊂ (2ζ + 1)P
.
= τ1P .

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 5.1.5

Demostración del Teorema 5.1.5. Probaremos el teorema para p > 1. El caso p = 1 se
prueba de manera análoga. Por un argumento de densidad, bastará con probar (5.1.8) para
f no negativa en L∞c (Q0). Además, dado que, para toda x ∈ Q0, Imα f(x)↗ Iαf(x) cuando
m → ∞ e Imα f(x) ≤ CĨmα (x) será su�ciente, en virtud del Teorema de la convergencia
monótona, demostrar (5.1.8) para cada una de las versiones discretas, Ĩmα con m ∈ N0,
esto es

sup
λ>0

λqµ
(
{x ∈ Q0 : |Ĩmα f(x)| > λ}

)
≤ C

(ˆ
Q0

f(x)pν(x)dx

) q
p

(5.4.9)

donde C es independiente de m.

Para k = 0, 1, . . . ,m, denotemos, como antes, Dm−km = {D ∈ Dm : l(D) = l(Q0)
2m−k
}.

Para cada Q ∈ Dmm, existe una sucesión de cubos Q0 = Q ⊂ Q1 ⊂ Q2 ⊂ . . . ⊂ Qm, con
Qk ∈ Dm−km . De esta manera,

Ĩmα f(y)χQ(y) =
∑
D∈Dm

a(D)χD(y)χQ(y)
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=
m∑
k=0

∑
D∈Dm−km

a(D)χD∩Q(y)

=

(
m∑
k=0

a(Qk)

)
χQ(y).

Esto último demuestra que Ĩmα f es constante en Q. Luego, para x ∈ Q, tenemos

Md
m(Ĩmα f)(x) ≥ 1

|Q|

ˆ
Q

Ĩmα f(y)dy = Ĩmα f(x).

Dado que esto se veri�ca para todo cubo Q en Dmm y estos cubos cubren a Q0, salvo
conjunto de medida nula, resulta que Ĩmα f(x) ≤ Md

m(Ĩmα f)(x) para casi todo x ∈ Q0 y,
por lo tanto, (5.4.9) se reduce a probar que, para toda m ∈ N0, Md

m veri�ca la siguiente
desigualdad con dos pesos

sup
λ>0

λqµ
(
{x ∈ Q0 : Md

m(Ĩmα f)(x) > λ}
)
≤ C

(ˆ
Q0

f(x)p ν(x)dx

) q
p

. (5.4.10)

Sabemos (Proposición 5.3.1) que Ĩmα f es no negativa y está en L
∞
c (Q0) así, por Proposición

5.2.4, existen ε, C > 0, dependientes de n, q y r, tal que, para todo λ ≥ (Ĩmα f)Q0 , existe
una colección de cubos diádicos {Rλ

j }Jj=1 en Dm, con J <∞, disjuntos dos a dos, tal que
las siguientes condiciones se veri�can,

1

|Rλ
j |

ˆ
Rλj

|Ĩmα f(x)−
(
Ĩmα f

)
Rλj

|dx > ελ, (5.4.11)

sup
λ>0

λqµ
(
{x ∈ Q0 : Md

m(Ĩmα f)(x) > λ}
)
≤ C sup

λ≥(Ĩmα f)Q0

λq
∑
j

Arµ(Rλ
j ) + (Ĩmα f)qQ0

Arµ(Q0).

(5.4.12)

Ahora, del Lema 5.4.5 y la desigualdad (5.4.11) obtenemos,

ελ <
1

|Rλ
j |

ˆ
Rλj

|Ĩmα f(x)−
(
Ĩmα f

)
Rλj

|dx

≤ C1

|Rλ
j |1−

α
n

ˆ
3Rλj

f(x)dx,

para todo j, 1 ≤ j ≤ J . Luego, el Lema 5.4.6 con s = ελC−1
1 asegura, para cada Rλ

j ,
j = 1, 2, . . . , J , la existencia de P λ

j ∈ Dm, con l(P λ
j ) = l(Rλ

j ), y de las constantes τ1, τ2 y
C2 tal que

P λ
j ∩ 3Rλ

j 6= ∅, 3Rλ
j ⊂ τ1P

λ
j , P λ

j ⊂ τ2R
λ
j

1

|P λ
j |1−

α
n

ˆ
Pλj

f(x)dx > C2λ. (5.4.13)

Para la familia de cubos {P λ
j }Jj=1 tomamos la subcolección disjunta maximal {Si}Ii=1 con

1 ≤ I ≤ J . De esta manera, todo Si es un P λ
j para algún j y, por lo tanto, (5.4.13) se
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cumple para Si. Más aún, si 1 ≤ j ≤ J , existe 1 ≤ i ≤ I tal que P λ
j ⊂ Si y, por lo tanto,

τ1P
λ
j ⊂ τ1Si y, dado que Rλ

j ⊂ τ1P
λ
j , resulta también Rλ

j ⊂ τ1Si. Notar que los cubos

{Rλ
j } son disjuntos dos a dos. Luego, por Lema 5.2.3, resulta para todo λ ≥ (Ĩmα f)Q0

λq
J∑
j=1

Arµ(Rλ
j ) = λq

I∑
i=1

∑
j

Rλj⊂τ1Si

Arµ(Rλ
j ) ≤ λq

I∑
i=1

Arµ(
⋃

1≤j≤J
Rλj⊂τ1Si

Rλ
j ) ≤ λq

I∑
i=1

Arµ(τ1Si).

Así, recordando que, por De�nición 5.2.2,

Arµ(τ1Si) = |τ1Si|
(

1

|τ1Si|

ˆ
τ1Si

µr
) 1

r

,

de la desigualdad (5.4.13), resulta

λq
J∑
j=1

Arµ(Rλ
j )

≤ 1

Cq
2

I∑
i=1

|τ1Si|
(

1

|τ1Si|

ˆ
τ1Si

µr
) 1

r
(

1

|Si|1−
α
n

ˆ
Si

f

)q
≤ C

I∑
i=1

|τ1Si|1−(1−α
n

)q

(
1

|τ1Si|

ˆ
τ1Si

µr
) 1

r
(ˆ

Si

ν1−p′
) q

p′
(ˆ

Si

fpν

) q
p

≤ C
I∑
i=1

(
|τ1Si|

α
n

+ 1
q
− 1
p

(
1

|τ1Si|

ˆ
τ1Si

µr
) 1

rq
(

1

|τ1Si|

ˆ
τ1Si

ν1−p′
) 1

p′
)q (ˆ

Si

fpν

) q
p

.

Luego, dado que el par de pesos (µ, ν) veri�ca (5.1.6), q ≥ p y usando que los cubos
{Si}Ii=1 son disjuntos dos a dos, resulta

λq
J∑
j=1

Arµ(Rλ
j ) ≤ C

I∑
i=1

(ˆ
Si

fpν

) q
p

≤ C

(
I∑
i=1

ˆ
Si

fpν

) q
p

≤ C

(ˆ
∪iSi

fpν

) q
p

≤ C

(ˆ
Q0

fpν

) q
p

.

Así, (5.4.12) nos conduce a

sup
λ>0

λqµ
(
{x ∈ Q0 : Md

m(Ĩmα f)(x) > λ}
)
≤ C

(ˆ
Q0

fp ν

) q
p

+ (Ĩmα f)qQ0
Arµ(Q0). (5.4.14)
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Resta probar que el segundo sumando de (5.4.14) se puede acotar por arriba por ‖f‖qLp(µ).ˆ
Q0

Ĩmα f(x)dx =

ˆ
Q0

∑
D∈Dm

a(D)χD(x)dx

=

ˆ
Q0

∑
D∈Dm

1

|D|1−αn

ˆ
3D

f(y)dyχD(x)dx

=
∑
D∈Dm

|D|
α
n

ˆ
3D

f(y)dy

≤ C|Q0|
α
n

ˆ
Q0

f(y)dy,

donde en la última desigualdad se ha aplicado el Lema 5.4.1. De la estimación anterior
obtenemos

(Ĩmα f)Q0 ≤ C|Q0|
α
n fQ0 .

En consecuencia,

(Ĩmα f)qQ0
Arµ(Q0)

≤ Cf qQ0
|Q0|1+αq

n

(
1

|Q0|

ˆ
Q0

µr
) 1

r

≤ C|Q0|1+αq
n
−q
(ˆ

Q0

fν
1
pν−

1
p

)q (
1

|Q0|

ˆ
Q0

µr
) 1

r

≤ C|Q0|1+αq
n
−q+ q

p′

(ˆ
Q0

fpν

) q
p
(

1

|Q0|

ˆ
Q0

ν1−p′
) q

p′
(

1

|Q0|

ˆ
Q0

µr
) 1

r

≤ C

(
|Q0|

1
q

+α
n
− 1
p

(
1

|Q0|

ˆ
Q0

ν1−p′
) 1

p′
(

1

|Q0|

ˆ
Q0

µr
) 1

rq

)q (ˆ
Q0

fpν

) q
p

≤ C

(ˆ
Q0

fpν

) q
p

,

donde, en la última desigualdad, se ha usado (5.1.6). Por lo tanto de esto y (5.4.14)
podemos concluir

sup
λ>0

λqµ
(
{x ∈ Q0 :Md

m(Ĩmα f)(x) > λ}
)
≤ C

(ˆ
Q0

fp ν

) q
p

,

lo que completa la demostración de (5.4.10).

Finalmente podemos proceder con el resultado principal de este capítulo.

Demostración del Teorema 5.1.1. Como mencionamos al comienzo del capítulo, para de-
mostrar este teorema descomponemos, como en el Capítulo 4, el operador Iα como suma
de su parte local y global, esto es

Iαf = (Iα)locf + (Iα)globf.
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La hipótesis (5.1.2) ((5.1.3)) sobre (µ, ν) implica claramente que (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞p,q (Aα,ρ,∞1,q )
y, por lo tanto, repitiendo el razonamiento aplicado en la demostración del Teorema 2.2.8
(Capítulo 4) resulta que (Iα)glob es un operador acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ).

Para probar que (Iα)loc es un operador acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ), consideramos la
desigualdad (4.2.7), probada en el Teorema 2.2.8 (Capítulo 4), esto es,

µ ({x ∈ Rn : |(Iα)locf(x)| > λ}) ≤
∑
k

µ

({
x ∈ Q̃k : Iα(fχQ̃k)| >

λ

C

})
para todo λ > 0, con C independiente de λ y f , donde {Qk}k denota el cubrimiento de Rn
por bolas críticas dado en la Proposición 5 y Q̃k = βQk, con β ≥ 1 independiente de k tal
que

⋃
x∈Qk Qx ⊆ Q̃k (Proposición 6). Por lo tanto, bastará con probar, que para cada k,

Iα es un operador acotado de Lp(Q̃k, νdx) a Lq,∞(Q̃k, µdx) con constante independiente
de k. Nuevamente la hipótesis (5.1.2) ((5.1.3)) dada en el Teorema 5.1.1 asegura que
(µ, ν) veri�ca la condición (5.1.6) ((5.1.7)) en Q̃k, con constante independiente de k,
y, en consecuencia, el Teorema 5.1.5 nos asegura que, para cada k, Iα : Lp(Q̃k, ν) →
Lq,∞(Q̃k, µ). Luego, teniendo en cuenta, además, que q ≥ p, la desigualdad anterior, y el
solapamiento controlado de {Qj}, nos permiten concluir

λqµ ({x ∈ Rn : |(Iα)locf(x)| > λ}) ≤ Cq
∑
k

(
λ

C

)q
µ

({
x ∈ Q̃k : Iα(fχQ̃k)| >

λ

C

})

≤ C
∑
k

(ˆ
Q̃k

|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C

(∑
k

ˆ
Rn

(
χQ̃k(y)

)
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C

(ˆ
Rn

(∑
k

χQ̃k(y)

)
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

≤ C

(ˆ
Rn
|f(y)|pν(y)dy

) q
p

.

Esto completa la demostración.





Conclusiones

Es posible comparar el operador maximal Schrödinger, Mα, η ≥ 0 y el operador
maximal sharp Schrödinger,M]

η, en L
p(Rn, ω), Lp,∞(Rn, ω), p > 0, donde el peso ω

está en Aρ,loc∞ , obteniendo de este manera una desigualdad de tipo Fe�erman-Stein
en el contexto Schrödinger. Estas desigualdades, permiten comparar la integral frac-
cionaria de Schrödinger, Iα, 0 < α < n, con la maximal fraccionaria Schrödinger
Mα,η, extendiendo de esta manera el resultado clásico de Muckenhoupt y Whee-
den. Además, permiten relacionar el conmutador de orden m con m ∈ N0 de la
integral fraccionaria Schrödinger, Imα,b, con el operador maximal Orlicz Schrödinger
ML(logL)m,α,η.

Para pares de pesos (µ, ν) en Aα,ρ,∞p,q , con el peso de llegada µ en Aρ,loc∞ obtenemos
que Iα, 0 < α < n, es un operador acotado de Lp(ν) a Lq,∞(µ) para 1 ≤ p ≤ q <∞.

Si, además, tenemos que σ = ν−
1
p−1 esta en Aρ,loc∞ obtenemos que Iα es un operador

acotado de Lp(ν) a Lq(µ) para 1 < p ≤ q < ∞. Estos resultados se obtienen
siguiendo dos métodos distintos. Además, para el caso de las desigualdades débiles,
hemos explorado condiciones, en cierto sentido, menos exigentes para los pesos,
más precisamente logramos obtener dicho resultado de acotación para pesos (µ, ν)
en una clase del tipo Aα,ρ,∞p,q con una "power-bump"sobre el peso de llegada, µ, y
ninguna condición extra es pedida al peso µ.

El conmutador de orden m, con m ∈ N0, de la integral fraccionaria de Schrödinger,
Imα,b, 0 < α < n, b ∈ BMOθ(ρ), para algún θ ≥ 0, es un operador acotado de Lp(ν)

a Lq(µ), para 1 < p ≤ q <∞ y los pesos (µ, ν) en Aα,ρ,∞p,q , µ en Aρ,loc∞ y σ en Aρ,∞∞ .
Para el caso límite p = 1, hemos obtenido resultados para el conmutador de orden
1, Iα,b, más precisamente, para pesos (µ, ν) en Aα,ρ,∞1,q y µ en Aρ,loc∞ , Iα,b veri�ca una
desigualdad modular del tipo L logL en Rn.

El operador Imα,b es acotado de Lp(Mαs,η(M
[(m+1)p]ω)ρα(p−s)) a Lp(ω) para s ≤ p con

αs < n, dondeMαs,η es el operador maximal fraccionario Schrödinger yM [(m+1)p] es
el operador maximal de Hardy- Littlewood iterado [(m+1)p] veces, donde [(m+1)p]
es la parte entera de (m+ 1)p y ω es una función no negativa localmente integrable
en Rn, es decir le permitimos a ω que valga cero en un conjunto de medida positiva.

Trabajos pendientes:

� Explorar condiciones de tipo power bump sobre los pares de pesos para obtener
desigualdades fuertes de Lp(µ) a Lq(µ) para la integral fraccionaria Schrödin-
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ger, para 1 < p ≤ q < ∞. Además, explorar este tipo de condiciones sobre
los pesos para obtener desigualdades fuertes y débiles con dos pesos de su
correspondiente conmutador.
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