. POR QUE RECORDAMOS A BROUWER?
Jorge Alfredo Roetti

(Por qué recordamos a Brouwer? Hay varias maneras de entender
la pregunta. Para nosotros sera la pregunta que se pueden hacer
quienes han cultivado la l6gica por afios y se han ocupado alguna vez
con temas relativos a la disputa de fundamentos entre légicos
“clasicos” e “intuicionistas”. La légica actual, en sus numerosas ramas,
sigue siendo mayoritariamente “clasica”. Sin embargo el intuicionismo
y su presunta superacion, el “constructivismo”, atraen cada vez mas
adeptos. Hoy podemos recordar a Brouwer como quien inicié hace un
siglo, en 1907, la forma moderna del estilo de fundamentacién
intuicionista. También podemos preguntarnos si lo recordaremos como
matematico, como légico o como filésofo. La inspeccién de su obra
facilita la respuesta: lo recordaremos simultdneamente como
matematico, 1ogico y fildsofo, porque su légica pretendié fundarse en lo
que Brouwer consideraba el genuino modo de pensar matematico y eso
suponia una concepcién de ese pensar y del conocimiento en general y
de su relacion con el lenguaje. Esto lo llevé a elaborar una teoria
intuicionista del conocimiento y de la filosofia de la ciencia,
especialmente de la matematica. Ademdas, aunque no entremos en
detalles, es preciso recordar que los intereses filos6ficos de Brouwer
fueron mucho mas amplios que los que atafien a la fundamentacion de
la légica, la matematica y la teoria del conocimiento.

Luitzen Egbertus Jan Brouwer, matematico holandés, nacié el 27
de febrero de 1881 en Overschie, localidad que desde la ocupacién
alemana de 1941 pasé a ser parte de Amsterdam, y murié el 2 de
diciembre de 1966 en Blaricum, también Holanda, a los 85 de edad,
luego de que lo atropellara un automévil a la puerta de su casa. Sus
numerosos trabajos sobresalieron en varios campos de la matematica,
pero se ocuparon especialmente de topologia — es decir, del estudio de
las propiedades mas basicas de las estructuras espaciales en sentido
amplio —, de teoria de la medida y de andlisis matemadtico,
especialmente anadlisis de variable compleja. Demostré el famoso
teorema del punto fijo en 1908 (Brouwerscher Fixpunktsatz),
establecié la importancia de los espacios cartesianos en topologia,
demostré el teorema de traslacion plana, que caracteriza las
transformaciones topoldgicas del plano cartesiano sobre si mismo
(1911), demostré que el ntimero de dimensiones de un espacio
cartesiano es topoldgicamente invariante, generalizdé el teorema de
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Jordan para n dimensiones (1912), etc. A él se debe la primera
definicién estricta de la nocién de dimensién. Luego, entre 1928-1930,
discutira con Karl Menger sobre la prioridad en dicha definicién. Por
la importancia y cantidad de sus resultados muchos lo consideran el
padre de la topologia moderna, lo que no es poco decir. Sus trabajos
mas importantes en topologia son de su juventud, entre los 28 y los 32
anos.

El intuicionismo fue en sus comienzos muy conocido en el centro y
este de Europa, pero recién cobrd notoriedad en el resto del mundo
luego de la segunda guerra mundial. Brouwer fue un hombre de
caracter fuerte. Estuvo envuelto en varias peleas con David Hilbert, a
partir de 1920.1 Se doctoré en la Universidad de Amsterdam en 1907
con la disertacién Over de Grondslagen der Wiskunde, en la que se
esboza el programa intuicionista y comienza su reconstruccién critica
de la matematica y la légica. El titulo completo de su tesis ya muestra
un espiritu combativo, pues traducido dice asi: Sobre los principios de
la matematica, dirigida entre otras cosas contra la axiomatizacion de
la matemadtica, la teoria de conjuntos de G. Cantor y E. Zermelo, como
también contra la logica simbdlica de G. Peano y B. Russell. En efecto,
Brouwer fundé al intuicionismo matematico como antagdnico al
logicismo y consider6 a una cierta intuicién temporal como el
fundamento de la matematica. Para él la matematica era una ciencia
cuyos objetos son construcciones mentales que tornan evidentes las
expresiones matematicas que las describen. La légica intuicionista era
para Brouwer un subproducto de la matematica, lo que contradecia la
tesis del logicismo. Todo individuo naceria con una “visién” original de
una infinitud de objetos, construida por la generacién recursiva de
colecciones crecientes no acotadas. De hecho, esto explicaria la
comprensién que tienen los nifos de la secuencia de los numeros
naturales, porque tienen la habilidad de ir anadiendo en la
imaginacién un objeto por vez y asi comprender que pueden proseguir
esa secuencia sin encontrar un ultimo elemento de ella, pues no hay
ninguna regla que obligue a acotar el proceso.

Brouwer emprendié en 1918 la reconstrucciéon sistematica de la
matematica con un trabajo muy técnico en aleman “Begriindung der

! Recordemos el famoso "Mathematische-Annalen-Streit con Hilbert. Ver VAN
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Mengenlehre unabhangig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen
Dritten. Erster Teil, Allgemeine Mengenlehre” (Fundamentacion de Ia
teoria de conjuntos con independencia del principio de tercero
excluido. Primera parte, Teoria general de conjuntos), que complet6 en
1920 con ‘Intuitionistische Mengenlehre (Teoria intuicionista de
conjuntos), el primer trabajo de matemaética intuicionista que aparecié
en una revista cientifica internacional de primera linea: el
Jahresbericht des Deutschen Mathematiker-Vereins (Informe anual
de la Union Alemana de Mateméticos).

A consecuencia del teorema de Zermelo, que demostraba la
equivalencia deductiva entre el principio de elecciéon y el de buena
ordenabilidad de todo conjunto, Brouwer se propuso reconstruir la
teoria de conjuntos y toda la matematica prescindiendo del sospechoso
axioma de elecciéon. Asi comenzd la reconstrucciéon intuicionista de
buena parte de la matematica. No obstante, sin el axioma de eleccion,
una parte considerable de la matematica clasica desaparecia, por lo
que la escuela intuicionista fue firmemente resistida, especialmente
por Hilbert y su escuela formalista y los antiguos logicistas.

Algunos aspectos del intuicionismo.

Como ya sefialaramos, se deben a Brouwer muchos avances en
varios campos de la matematica, pero nosotros enfatizaremos la
revolucién que produjo en la légica, provocada por sus ataques contra
el logicismo de Frege, Peano y sus seguidores, contra los infinitos
actuales de Cantor y sus adlateres, contra la admisién de tertium non
datur en dominios no finitos, contra la asercién no calificada de
existencia, cuando no se puede dar una construcciéon del objeto del
cual se dice que “existe” matematicamente, y contra el reconocimiento
del conjunto del continuo de todos los nimeros reales. Como solucién
propuso concebir al continuo como “un medio que deviene libremente”.
En virtud de las dificultades de fundamentacién de la matematica
clasica y de las entonces recientes antinomias de la teoria ingenua de
conjuntos de Cantor, Brouwer se propuso:

1. Utilizar s6lo entes matematicos “construidos” previamente a partir
p p

de la secuencia de la “intuiciéon originaria”, o “Ur-Intuition” en
b

aleman.

2. Utilizar una légica oriunda del pensamiento matematico, que sera

la l6gica “intuicionista” adecuada para colecciones infinitas de objetos,



y no una fundada en las reglas para el pensamiento finito, que sera la
logica “clasica”.

3. Admitir sélo los infinitos reducibles al infinito potencial, que es el
Unico construido en la secuencia de la “intuicién originaria”, y de este
modo rechazar gran parte del “paraiso de Cantor’, que defendian
logicistas y formalistas.

4. Reconstruir la matematica clasica exclusivamente con métodos
“constructivos” de definicién y demostracion.

Para ello su programa exigia que las demostraciones matematicas:
1. Tuvieran un ndmero finito de pasos o utilizaran una forma de
inducciéon enumerable o reducible a ella, es decir reducible a un
proceso infinito potencial dado por un esquema metalingiistico finito.
2. Los entes que apareciesen en las demostraciones estuviesen
previamente definidos en forma constructiva, o se construyesen a
partir de los previamente definidos en un ntmero finito de pasos, o
por definiciones esquematicas recursivas enumerables o reducibles a
éstas.
3. No se admitiesen definiciones impredicativas.
4. No se admitiesen objetos infinitos actuales.
5. Las pruebas de existencia fuesen “constructivas”, las que podrian
ser a su vez “fuertes” o “débiles”.
6. No se utilizasen el axioma de eleccién, ni ninguno de sus
equivalentes.
7. Solo se usase el tertium non datur en aquellos casos en que uno de
los extremos de la disyuncién estuviese demostrado o existiese un
método efectivo para demostrarlo.
8. Las pruebas constructivas fuesen algoritmicas.

La matematica es segin Brouwer la parte exacta del pensamiento.
S1 nos atenemos estrictamente a ello, todo lo que estuviese
suficientemente fundado seria matematica. Pero las demostraciones
matematicas en sentido estricto se obtienen originariamente por
construccion en la intuicion temporal, a partir de la sucesién
fundamental de los numeros 1, 2, ... Cuando Brouwer presentd su
tesis ya se sabia muy bien que la caracterizacién kantiana del espacio
era ambigua y no permitia determinar ninguna geometria métrica
determinada. De alli que la pluralidad de geometrias relativamente
consistentes con métricas diversas fueran todas compatibles con la
filosofia kantiana. En cambio la intuicién temporal se presentaba — y
se presenta — como Unica y determinada. Las construcciones

4



realizadas en ella serian por lo tanto necesarias y serian ademas el
fundamento intuitivo de la matemdtica como saber absolutamente
fundado. La concepcién intuicionista de la verdad matematica sera
entonces la de una verdad por correspondencia. Por lo tanto la
matemadatica serd un saber no axiomatico ni analitico, sino sintético
ampliativo, aunque a priori y monotono, en lo que se advierte la
influencia de Kant.

No discutiremos si su temporalidad fue descriptiva o empirica. De
todos modos su concepcién sufrié acusaciones de psicologismo. Este es
uno de los problemas que intentaran superar algunos constructivistas
posteriores. Especialmente el constructivismo de Paul Lorenzen
(1915-1995), fue una sintesis dialéctica entre el intuicionismo de
Brouwer y el formalismo de Hilbert, pues del intuicionismo acepto los
ataques de arriba, con lo que se diferencié de la matematica clasica,
pero por otra parte rechazd los presuntos aspectos de psicologismo
empirico de las construcciones en el tiempo, que son dificiles de
considerar publicas y que por lo tanto podrian ser intersubjetivamente
incontrolables. Por otra parte dicho constructivismo adopté
parcialmente el formalismo de Hilbert, por ejemplo aspectos de su
“giro lingliistico” y su concepcién de muchas teorias como sistemas de
objetos que se estudian desde una metamatemadtica, pero entre sus
objetos no aceptd, como si lo hacia Hilbert, todo el “paraiso de Cantor”.
Por ejemplo limité el universo de los transfinitos ordinales a los de la
segunda clase numérica de los ordinales transfinitos enumerables. Los
procesos recursivos con orden transfinito era admisibles, pero bajo la
condicion de que se encontrara un proceso de reduccién a una
recursion finita. De los cardinales transfinitos sélo conservd No, pues
dio una prueba de que era posible construir funciones inyectivas de Nn
sobre No. Esa demostraciéon permitid, por una parte, tornar superflua
una parte importante del paraiso cantoriano y, por otra, resolver
problemas como el primero de la lista de Hilbert, el de la hip6tesis del

continuo. El continuo real R se mostr6 asi como posiblemente
enumerable.2

Para el fil6sofo es de interés saber que para Brouwer el lenguaje y
el pensamiento tienen origenes diferentes. El lenguaje es para él

% Para una explicacién detallada del problema del continuo y su solucién o
disolucidn constructiva, véase por ejemplo ROETTI 2000: ver bibliografia.
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expresion originaria de la subjetividad y se comprende especialmente
por su relacién con la voluntad. Su funcién originaria es la de influir
mediante sonidos sobre la conducta de los oyentes, es decir promover
con 6rdenes o emociones las conductas de los otros miembros del
grupo. Naturalmente el lenguaje primitivo se desarrollé hasta
tornarse parcialmente descriptivo y sirvié de ese modo a los humanos
como importante ayudamemoria. Por su parte para Brouwer el
pensamiento no depende esencialmente del lenguaje, sino de
construcciones realizadas en la imaginacion. Esto es especialmente
notorio en el pensamiento matemadtico, cuyos objetos se construyen
sucesivamente a partir de la secuencia dada por una “intuicién
originaria” temporal o Ur-Intuition. A partir de esas construcciones
imaginativas alcanzariamos la existencia matematica, ligada asi
intimamente a la conciencia individual. La intersubjetividad del
pensamiento matematico requerira por su parte de medios simbdlicos
compartidos de tipo adecuado, entre los que naturalmente se cuenta
un lenguaje ya altamente elaborado de tipo descriptivo.

El intuicionismo de Brouwer reposaba sobre una filosofia de la
mente, que mucho debia a Kant y a Schopenhauer. La matematica era
una actividad libre del pensamiento exacto que se fundaba en la
intuicién pura del tiempo interno de la conciencia. Los objetos
externos y el lenguaje no jugarian un papel importante en ella. De
este modo intenté6 evitar el platonismo con sus problemas
epistemolégicos y el formalismo con su pobreza de contenido. La
verdad matematica residia en la actividad del pensamiento. Un
enunciado sobre ciertos objetos matematicos sblo era verdadero
cuando el sujeto habia experimentado su verdad a partir de la
construccién mental de esos objetos y sus relaciones, y era falso sélo
cuando el sujeto habia experimentado su falsedad o, lo que es lo
mismo, habia realizado una construccién mental que mostraba su
imposibilidad. Por ello para Brouwer no existian verdades no
experimentadas.

Su filosofia de la mente no fue un aspecto anecddtico de su
pensamiento, sino un componente esencial que él desarrollaria a lo
largo de toda su vida. Por ello no le interes6 si la matematica
reconstruida al modo intuicionista era compatible o incompatible con
la matematica clasica. Esto no resulté problematico en el caso de la
aritmética elemental, pues la aritmética intuicionista resultdé ser un
subsistema de la aritmética clasica, y por lo tanto compatible con ésta.
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En cambio en andlisis matematico, que es la extensién de la
aritmética a los dominios continuos real y complejo con operaciones de
diferenciacién, la situacion se torndé diferente, pues se dio la
circunstancia de que ni todo el andlisis cldsico era intuicionistamente
aceptable, ni todo el analisis intuicionista era clasicamente aceptable.

Desarrollo del intuicionismo de Brouwer.

Brouwer escribié en 1905 un pequeiio libro titulado Vida, arte y
misticismo, donde todavia no desarrollaba su concepcién de la
matematica, pero donde dio la clave para la comprensiéon de los
fundamentos en la forma en que se utilizaron luego en su disertacion
de 1907. El librito reunié una variedad de temas, desde el de su
concepcién de la sociedad y de las mujeres, hasta sus ideas basicas
sobre la mente, el lenguaje, la ontologia y la epistemologia. Los
problemas fundamentales de la filosofia y no las novedosas paradojas
y antinomias de esos dias son los que incitaron el desarrollo
intuicionista de Brouwer. No obstante, una vez que se hubiese
desarrollado suficientemente el intuicionismo, surgieron de él
soluciones adecuadas para esas paradojas y antinomias.

Brouwer sostuvo siempre que la matematica era una actividad
independiente del lenguaje y que éste sb6lo cumplia la funciéon de
describir la actividad matematica. Esto lo llevé a negar a los
tratamientos axiomaticos todo papel fundacional en matematica. Por
su parte la légica se convirtié en el estudio de las regularidades que se
dan en las traducciones lingiisticas de la actividad matematica y era
por lo tanto dependiente de la matemadtica, en tanto expresiéon de esas
regularidades, y no a la inversa, como pretendia el logicismo. Eso lo
movié a introducir la distincién entre matematica y metamatematica,
para la que usé la expresion ‘matematica de segundo orden’, como le
comenta a Hilbert en sus conversaciones de 1909. Hilbert adoptara
luego esa distincién, que se toma como de su invencion, introduciendo
el término ‘metamatematica’. No recuerdo que Hilbert se haya
acordado de Brouwer al considerar la idea.

El recurso del intuicionismo al sujeto creador, luego de la
introduccién de las secuencias de eleccién y la demostraciéon del
teorema de barra, fue un nuevo paso en el uso de aspectos de la
estructura supuestamente necesaria del sujeto matematico, lo que lo
aproximé nuevamente a la concepciéon kantiana de la demostracién
matematica. Como el desarrollo de la matematica es un proceso
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infinito fundado en las construcciones que paulatinamente se van
realizando en el sujeto matematico, podemos esperar siempre nuevos
instrumentos demostrativos ligados a la descripcién de la estructura
de la subjetividad.

La nocién clasica de secuencia es diferente en la matemética
intuicionista, especialmente por su principio de eleccién continua (en
inglés principle of continuous choice, que se abrevia CC). Los
teoremas fundamentales del andlisis intuicionista — el teorema de
barra, el teorema de abanico y el teorema de continuidad — se
encuentran en ‘Uber Definitionshereiche von Funktionen' (‘Sobre los
dominios de la definicion de funciones’) de 1927. Los dos primeros son
teoremas estructurales sobre las “extensiones” o dispersiones; el
tercero, que no se debe confundir con el principio de continuidad para

las secuencias de eleccién, dice que toda funcién total [0,1] — R es
continua e incluso uniformemente continua. El teorema de abanico es
un corolario del teorema de barra y cuando se lo combina con el
principio de continuidad, que por otra parte no es clasicamente valido,
produce el teorema de continuidad. Lo sorprendente es que en el
analisis clasico ambas partes de ese teorema serian falsas. El teorema
de barra y el teorema de abanico, por su parte, son clasicamente
validos, aunque las demostraciones clasica e intuicionista para ellos
no son intercambiables: las demostraciones clasicas no son
intuicionistamente aceptables por depender del principio de tercero
excluido y las demostraciones intuicionistas son clasicamente
inaceptables por tener como aspectos inevitables de su demostracién
reflexiones sobre la estructura de las demostraciones mentales. Una
interesante demostracién del teorema de barra dio Michael Dummett
en su libro Intuitionism.

La cuestion de la existencia en matemadtica.

La cuestién de la cualidad de la existencia arriba indicada era
peculiarmente importante, pues obligaba a distinguir en matematica
entre:

Existencia fuerte, que es la que se predica cuando se puede dar una
regla de construccién de un objeto tal que

F @a, lo que por la regla de deduccién admitida @a + Vx.¢x nos

permite deducir - Vx.@x, y



Existencia débil, que predicamos cuando carecemos de la

construccién de un objeto a tal que + @a, pero podemos demostrar que
de la negacidon de la existencia se deduce una expresién indemostrable

en la teoria, es decir —Vx.@ox - £, lo que equivale a - ——Vx.px.

Muchisimos teoremas de existencia son sélo de existencia débil. El
propio teorema brouweriano sobre el punto fijo es un teorema de
existencia débil. Dicho teorema en una versién simple dice:

“Si g es una funcién continua en todos sus puntos y suryectiva g(x) tal
que g(x)ela, bl para todo xela, bl, entonces g tiene al menos un punto
fijo g(x) = xen [a, bl.” Se suele proponer demostraciones cldsicas como
la siguiente:

Dem. Por definicién de la funcién g(a) > a, g(b) < b, por lo tanto
gla) —a>0,gb-b<0

Puesto que g es continua en todos sus puntos el teorema del valor
medio garantiza que no es el caso que para todo cela, b) no se dé g(o —
¢=0. Es decir, no es el caso que no exista al menos un cela, 2 tal que
2(0) = c. Esto es lo que se afirma al decir que existe en sentido débil al
menos un punto fijo en el intervalo cerrado [a, 4.

Como se advierte, recordando el teorema del valor medio o el
teorema de Rolle, se deduce la existencia de al menos un punto fijo,
pero de ningin modo se puede determinar un punto tal para una
funcién continua y suryectiva cualquiera. Se trata pues de una
demostracion de existencia débil.

Una versiéon mas general diria por ejemplo: “Toda funcién continua
suryectiva G:B? — B” tiene un punto fijo, donde B» = {xeR: x

= Xf +.+ Xs <1} es la esfera n-dimensional unitaria cerrada de radio

uno.

Las demostraciones originales de Brouwer con clasicas. La pregunta
inmediata es la de si existird una demostracién intuicionista. De
acuerdo a un Brouwer mas tardio su teorema del punto fijo es



intuicionistamente invalido, aunque se puede demostrar de modo
intuicionista un teorema analogo mediante aproximaciones.

El tercero excluido.

Brouwer rechazd la validez universal del principio de tercero
excluido o tertium non datur (tnd), aunque en los tiempos de su
disertacion todavia pensaba que dicho principio era correcto aunque
inutil, porque todavia interpretaba pv—p como clasicamente
equivalente a —-p — —p. En su trabajo de 1908 ‘De
Onbetrouwbaarheid der Logische Principes (‘La no fiabilidad de los
principios Iogicos’) formuld una critica al tdn, diciendo que, aunque en
su forma simple pv—p dicho principio nunca llevaria a contradiccién,
hay instancias del mismo en las que no es razonable considerarlo
verdadero. A partir de alli uno de los puntos centrales de la
matematica intuicionista fue la negaciéon de la validez universal de
dicho principio. En su lugar se admitié un quintum non datur
metamatematico irrestricto para las proposiciones matemdticas que se
expresa asi:

F Av—Av——Av*A, donde *A es una fbf. matematica indecidida o
indecidible.

Un caso tradicional de fbf. matematica ain indecidida y tal vez
indecidible es la conjetura de Goldbach (1690-1764): “Todo niimero
natural par diferente de 2 es suma de al menos un par de nimeros
primos’. Los enunciados matematicos de este tipo son importantes,
pues muestran lo inadecuado de la limitacién de la légica a
enunciados “definidos respecto de la verdad”, es decir ‘vV o ‘£, y
justifican su extensiéon modificada a enunciados indefinidos respecto
de la verdad, aunque definidos respecto de su procedimiento de
fundamentacién, es decir respecto del procedimiento de ataque y
defensa. Tanto el intuicionismo como el constructivismo no parten del
prejuicio de “bivalencia” — caracteristico de las légicas llamadas
crisipianas — de que todo enunciado es v o £, prejuicio también tipico
de las concepciones “platénicas” o realistas de la matematica, sino que
admiten enunciados indefinidos respecto de verdad y falsedad. En la
metamatematica esta tesis se expresa del modo siguiente:

1. ‘+ A equivale a ‘A esta demostrada’,

2. ‘A + £ equivale a ‘+ —A4’ 0 ‘~A4 estd demostrada’ (donde ‘/ es ‘una
fbf. necesariamente falsa en la teoria’),
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3. A+ A+ fequivale a ‘+ ——A4 0 a ‘——A estd demostrada’,

4. *A equivale a ‘ni estd demostrada A4, ni estd demostrada —A, ni
esta demostrada —A4’ pero:

4.1. o bien existe al menos un algoritmo que podria decidir la cuestion,
aunque aun no hemos completado su utilizacion,

4.2. 0 no se conoce aun ningun algoritmo que permita decidir la
cuestién, pero puede existir,

4.3. 0 no puede existir ningin algoritmo que permita decidir la
cuestion.

Estas variantes de 4 son las que permitirian hablar, por ejemplo,
incluso de un septimum non datur.

De lo anterior se sigue que para el intuicionismo vale que: “A
implica la falsedad necesaria de la falsedad necesaria de A, pero la
falsedad necesaria de la falsedad necesaria de A no implica A”, e. d.,
es teorema

FA— ——A,
pero no es demostrable
—A— A,
con lo que se conserva la introduccién de la doble negacién, pero cae
su eliminabilidad.

Esta asimetria es incompatible con el principio del tercero excluido,
pues en matematica puede demostrarse, respecto de esa fbf., o 4, o
—A, 0 =—A, o nada de ello, es decir nuevamente quintum non datur.

Brouwer se propuso reconstruir la teoria de conjuntos de Cantor
con estos instrumentos deductivos mas débiles. En sus primeros
trabajos de la época de su disertacién habia fracasado en el intento de
otorgarle un sentido intuitivo o constructivo a la segunda clase
numérica de Cantor, es decir la clase de todos los ordinales infinitos
enumerables, y a las clases de ordinales ain mayores. A partir de aqui
advirtié que no se puede realizar tal sentido intuitivo para las clases
superiores de numeros ordinales, por lo que conserva so6lo los
ordinales finitos y una coleccién abierta indefinida de ordinales
infinitos enumerables. En consecuencia no admitié una parte
importante de la matematica conjuntista generalmente aceptada en
ese momento. Para ello propuso ejemplos que, por no refutar
estrictamente al tdn, hoy se conocen como los “contraejemplos
débiles”.
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Contraejemplos débiles.

La innovacién que otorga al intuicionismo un alcance mucho mayor
que el de otras variedades de matematica constructiva, incluida la del
propio Brouwer en su disertacion, es la de sus secuencias de eleccién.
Estas secuencias potencialmente infinitas de nimeros u otros objetos
matematicos, elegidos uno tras otros, hicieron su aparicién como
objetos matematicos en una resena de libros de 1914. El principio que
las hacia mateméticamente admisibles fue el principio de continuidad,
que recién formulé Brouwer en 1916 en unas notas a unas
conferencias. La utilidad principal de las secuencias de eleccién era la
de permitir una reconstruccién del andlisis clasico: los puntos sobre el
continuo (los ntmeros reales) se identificaron con secuencias de
eleccién que satisfacen ciertas condiciones. La secuencias de eleccién
se reunen en un “artefacto” denominado ‘spread en inglés (es decir
‘distribucién’ o ‘extensién’), que cumple una funcién semejante a la de
los conjuntos de Cantor en el analisis clasico. Brouwer utilizé al
principio incluso la palabra alemana ‘Menge (‘conjunto’) para los
spreads y desarrollé una teoria de esas extensiones, y una teoria de
conjuntos de puntos basada en ella, en un articulo en aleman en dos
partes de 1918/1919 ‘Begriindung der Mengenlehre unabhangig vom
Satz vom ausgeschlossenen Dritten’ (‘Fundamentacion de la teoria de
conjuntos con independencia del principio de tercero excluido).

En 1921 Brouwer formul6 en el titulo de un trabajo la pregunta de
si cada numero real tiene un desarrollo decimal. La respuesta que
encontr6 fue negativa. Para ello le basté demostrar que se puede
construir secuencias de eleccién, es decir numeros reales, que
satisfacen la condiciéon de convergencia de Cauchy pero que para su
desarrollo dependen de un problema atn no resuelto. Por lo tanto no
se podria construir el desarrollo decimal de esas secuencias hasta que
el problema no haya sido resuelto. Eso significa que no existira ningiin
desarrollo decimal hasta que el problema no haya sido resuelto. Por lo
tanto se podra decir que hay — aunque s6lo en sentido débil — nimeros
reales, es decir secuencias de eleccién convergentes, que no tienen un
desarrollo decimal. En su trabajo de 1923 ‘Uber die Bedeutung des
Satzes vom ausgeschlossenen Dritten in der Mathematik' (‘Sobre el
significado del principio de tercero excluido en la matemitica),
usando nuevamente secuencias de eleccién y problemas no resueltos,
Brouwer presenté una técnica general para generar contraejemplos
débiles a los principios clasicos.
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Contraejemplos fuertes.

En ‘Intuitionistische Betrachtungen tiber den Formalismus
(‘Reflecciones intuicionistas sobre el Formalismo) de 1928 discutié las
diferencias entre formalismo e intuicionismo relativas al tnd y a la
relacién entre matemadtica y lenguaje, y enfatiz6 que el formalismo
presupone matematica con contenido en el metanivel. En ese trabajo
present6é también su primer contraejemplo fuerte al tnd, mostrando
que es falso que todo nimero real sea racional o irracional. Uno de
esos contraejemplos dice:

donde R es la “especie” de los reales (o del continuo intuicionista) y Qx
es el predicado ‘x es racional y los numeros reales en sentido
intuicionista son interpretados como secuencias de eleccién
convergentes. La verdad del contraejemplo parte de demostrar que el
continuo no es descomponible de esa manera, es decir no se puede
dividir o separar en dos conjuntos complementarios: es decir, no

existen dispersiones (spreads) no vacias Ay Btales que AUB=R y
ANB = . Supongamos por raa que existiesen esos A y B entonces la

funcién £ R — R definida por Ax) =0, si xe4, y £x) = 1, si xe B, es total
y por lo tanto, por el teorema de continuidad de Brouwer

(generalizado de [0,1] a R), es continuo. Pero entonces f debe ser

constante. Pero entonces o bien A4 es igual a R, o bien Blo es, y la otra
dispersién es vacia. Pero esto contradice la hipétesis de que tanto A
como B son no vacias. De que el continuo no se pueda dividir o separar

de esa manera se sigue que AxeR(Q(x)v~Q(x) es falso. Porque si
fuese verdadero, podriamos construir una divisién del continuo
asignando mediante £ 0 a los nimeros reales racionales (4), y 1 a los
reales irracionales (B); pero esto es imposible, como hemos visto. Por

lo tanto “"AxeR(Q(x)vQ(x)) (0 VxeR~(Q(x)vQ(x))).

En las conferencias de Viena de 1928 ‘Mathematik, Wissenschaft
und Sprache (Matemaética, ciencia y lenguaje) y ‘Die Struktur des
Kontinuums (La estructura del continuo), la primera mas filoséfica y
la segunda mas matematica, Brouwer propuso en forma explicita sus
primeros comentarios sobre la nocién del “sujeto creador” o
“matematico idealizado” y en 1949 publicé nuevos contraejemplos
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fuertes diferentes en los que la prueba depende esencialmente de la
estructura temporal de la actividad matematica del sujeto creador.
Esos contraejemplos fuertes, por ejemplo:

NAxeR(-x<0— x<0) (0 VxeR(-mx<0— x<0)) y
NAxeR(x#0 > x<0vx>0) (0o VxeR(x#0— x<0vx>0)) ,

se basan en el teorema de abanico y en la teoria matematica del
‘sujeto creador’. El primero demuestra que existe (en forma débil) un
caso donde la eliminacién de la doble negacién conduce a
contradiccidon, por lo que la eliminacién de la doble negacién no valdra
universalmente. El segundo que la ley de tricotomia no siempre es
construible en el dominio real. La publicacién en inglés de esta nueva
clase de contraejemplos fuertes, y en general de los contraejemplos
para el tnd, ocurrié recién en 1954 en el articulo traducido ‘An
Example of Contradictority in Classical Theory of Functions'. Alli se
mostré como al conservar la teoria clasica pero substituyendo en su
Interpretacion las nociones clasicas por sus correspondientes
Intuicionistas, se llega a una contradiccion. Por lo tanto no se trata de
contraejemplos en sentido estricto, sino de resultados de no-
traducibilidad de un sistema a otro.

Conclusion.

El intuicionismo significé un avance en la nociéon de fundamento en
matematica. La matematica ya se habia tornado mucho mas exigente
luego de la reconstruccién formalista de Hilbert y mas aun luego de
las criticas de Brouwer, de los intuicionistas y de sus epigonos
constructivistas. Muchas demostraciones clasicas fueron criticadas
por estas escuelas, con lo que partes (importantes) de las doctrinas
matematicas tradicionales pasaban a ser insuficientemente fundadas.
Por supuesto especialmente el formalismo de Hilbert participé de esa
discusién y de ella surgié una paulatina complementaciéon en muchas
cuestiones. También hay que recordar que no sdélo hubo criticas
intuicionistas a demostraciones clasicas, sino ademds criticas
formalistas a demostraciones intuicionistas, precisamente a aquellas
que dependian de la aceptacién de la estructura del sujeto creador
intuicionista. De modo que podemos decir que, si bien en el ambito de
la légica podemos considerar en primera aproximacién a la légica
intuicionista como un fragmento de la légica clasica — aunque éste no
es un tema definitivo —, en el dominio estrictamente matemaético, si
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bien es cierto que la matematica intuicionista contiene sélo partes de
la matematica clasica, también es cierto que la matematica clasica no
contiene toda la matematica intuicionista. Por ejemplo, el teorema de
abanico es un corolario del teorema de barra. Cuando se utiliza el
principio de continuidad, que no es clasicamente valido, se obtiene el
teorema de continuidad. Pero en el andlisis clasico ambas partes de
ese teorema serian falsas. Por otra parte los teoremas de barra y de
abanico son clasicamente validos, pero no asi las demostraciones de
Brouwer. Es decir que las demostraciones clasicas no son
intuicionistamente aceptables por depender del principio de tercero
excluido y las demostraciones intuicionistas son clasicamente
inaceptables por depender de pasos que apelan a la estructura de las
construcciones mentales. Brouwer acepté incluso que dichas
demostraciones, que identifica con objetos mentales del sujeto, son
frecuentemente infinitas.

;Cudl es el estado actual de la cuestién de fundamentos? Es fécil
conjeturar que muchos problemas pendientes se resolveran alguna vez
y que algunos problemas escaparan al alcance de los métodos
disponibles. (Seran verdaderamente irresolubles? No lo podemos
saber de antemano. Pero la discusion entre las escuelas de
fundamento, entre las que Brouwer y su escuela intuicionista jugaron
un papel central a lo largo de casi todo el siglo XX, ha realizado una
tarea gigantesca, como ya lo habia hecho previamente la escuela
formalista. Por ello podemos esperar que la investigaciéon de
fundamentos no desmaye en el siglo XXI.
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