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Resumen

En el marco del problema de estabilidad de agujeros negros, que es a la fe-
cha uno de los problemas abiertos més importantes de la Relatividad General,
en esta tesis estudiamos varios aspectos de las ecuaciones de campos libres sin
masa sobre espacio-tiempos curvos, enfocandonos en perturbaciones de espa-
cios Einstein algebraicamente especiales, que contienen como caso particular
soluciones de agujeros negros. Analizamos la existencia y origen de estructu-
ras de simetrias subyacentes, aspectos de estabilidad lineal de los campos, y
posibles conexiones con teoria de twistors. Nuestra herramienta principal es
un uso extensivo de las estructuras geométricas asociadas a teorias de Yang-
Mills y conexiones sobre espacios fibrados. Estudiamos espacio-tiempos tanto
de 4 como de altas dimensiones.

En 4 dimensiones, nuestros resultados valen para perturbaciones de toda
la clase de espacio-tiempos Einstein de tipo Petrov D, que incluye la métrica
de Kerr-(A)dS que representa un agujero negro rotante con constante cosmo-
logica. Encontramos una identidad de operadores sobre el espacio de campos
espinoriales irreducibles de spin 1/2, 1 y 2, que relaciona las ecuaciones de
campo con ecuaciones escalares de tipo onda con peso. Esta identidad per-
mite tomar ecuaciones adjuntas y reconstruir los campos de spin superior a
partir de campos escalares, lo cual conduce a operadores de simetria para las
ecuaciones diferenciales involucradas, y ademas sugiere conexiones con cier-
tos mecanismos en teoria de twistors. En este sentido, mostramos también
la aparicion de simetrias ocultas asociadas a espinores de Killing pesados y
tensores conformes de Killing-Yano. Encontramos que toda la estructura de
simetrias anterior puede asociarse a la covariancia conforme intrinseca a los
campos sin masa, y que ademas esto guarda una profunda relaciéon con es-
tructuras complejas en el espacio-tiempo. Introducimos la nociéon de twistor
local con peso y su correspondiente conexion en el fibrado de twistors.

Con respecto a aspectos de estabilidad, nos enfocamos en agujeros ne-
gros estaticos asintéticamente Anti-de Sitter, donde el espacio-tiempo no es
globalmente hiperbodlico y por lo tanto el analisis de la dinamica de campos li-
neales involucra un estudio de las condiciones de borde en el infinito temporal.
Mostramos que las condiciones de borde mixtas (de Robin) son naturalmente
motivadas, y encontramos que, mientras que los campos de Klein-Gordon sin
masa son modalmente estables, tanto los campos de Maxwell como de gra-
vedad linealizada son inestables bajo cierto rango del parametro de Robin.
Analizamos también la ruptura de la supersimetria entre modos gravitacio-
nales y su relacion con la estabilidad de los campos. Estos resultados son de
relevancia en el contexto de la conjetura AdS/CFT de Maldacena, en la cual
los duales gravitacionales son frecuentemente agujeros negros asintéticamen-
te AdS. Nuestro estudio se basa en el analisis de ciertos operadores elipticos
(tipo Schrodinger) definidos en una semilinea.

Finalmente, en espacio-tiempos de altas dimensiones, nuestros resultados
se aplican a perturbaciones de la clase Kundt y de agujeros negros estéticos.
La clase Kundt es relevante porque contiene como caso particular las solucio-
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nes asociadas a geometrias cerca del horizonte de agujeros negros extremos,
que han cobrado mucha importancia en la actualidad por su relaciéon con la
correspondencia Kerr/CFT. Siguiendo las ideas del caso 4-dimensional, mo-
dificamos las formas de conexiéon GHP e introducimos operadores de onda
generalizados, mostrando que las ecuaciones de Teukolsky (y relacionadas)
en dimensiones arbitrarias tienen una estructura tipo onda, y que las mismas
se obtienen off shell como proyecciones de un operador de Laplace-de Rham
modificado. Por tltimo, mostramos también la relaciéon entre las derivadas
modificadas, tensores de tipo Killing con peso, y operadores conformemente
covariantes. Los resultados brindan un mayor entendimiento de la estructura
geométrica de las ecuaciones asociadas a perturbaciones de espacio-tiempos
de altas dimensiones.

Palabras clave: Agujeros negros, Estabilidad, Campos lineales, Simetrias,
Twistors, Gravedad en dimensiones arbitrarias.

PACS: 04.70.Bw, 04.20.Dw, 04.20.Gz, 02.40.-k



Abstract

In the context of the black hole stability problem, which is currently one
of the major open problems in General Relativity, in this thesis we study
several aspects of the massless free field equations on curved spacetimes, with
focus on perturbations of algebraically special spacetimes that contain black
hole solutions as particular cases. We analyze the existence and origin of
underlying symmetry structures, aspects of linear stability of the fields, and
possible connections with twistor theory. Our main tool is an extensive use
of the geometric structures associated to Yang-Mills theories and connections
on fiber bundles. We study spacetimes of both 4 and higher dimensions.

In 4 dimensions, our results hold for perturbations of the whole class of
Einstein spacetimes of Petrov type D, which includes the Kerr-(A)dS metric
representing a rotating black hole with cosmological constant. We find an
operator identity on the space of irreducible spinor fields with spin 1/2, 1 and
2, that relates the field equations to weighted wave-like equations. This iden-
tity allows to take adjoint equations and reconstruct higher spin fields from
scalar fields, which leads to symmetry operators for the differential equations
involved, and also suggests connections with certain mechanisms in twistor
theory. In this sense, we show the appearance of hidden symmetries associa-
ted to weighted Killing spinors and conformal Killing-Yano tensors. We find
that the whole symmetry structure above can be associated to the confor-
mal covariance intrinsic to massless fields, and also that this has a profound
relation with complex structures on the spacetime. We introduce the notion
of weighted local twistors and the corresponding connection on the twistor
bundle.

Regarding stability aspects, we focus on asymptotically Anti-de Sitter sta-
tic black holes, where the spacetime is non-globally hyperbolic and therefore
the analysis of the dynamics of linear fields involves the study of boundary
conditions at timelike infinity. We show that mixed (Robin) boundary condi-
tions are naturally motivated, and we find that, while massless Klein-Gordon
fields are modally stable, both Maxwell and linearized gravitational fields are
unstable on certain range of the Robin parameter. We also analyze the brea-
king of supersymmetry between gravitational modes and its relation with the
stability of the fields. These results are relevant in the context of Maldacena’s
AdS/CFT correspondence, in which the gravitational duals are frequently
asymptotically AdS black holes. Our study is based on the analysis of certain
elliptic (Schrodinger type) operators defined on a half-line.

Finally, for higher dimensional spacetimes, our results apply to perturba-
tions of the Kundt class and of static black holes. The Kundt class is relevant
because it contains as particular case the solutions associated to near hori-
zon geometries of extreme black holes, which have currently attracted much
attention because of their relation with the Kerr/CFT correspondence. Fo-
llowing the ideas of the 4-dimensional case, we modify the GHP connection
forms and introduce generalized wave operators, and we show that the higher
dimensional Teukolsky (and related) equations have a wave-like structure,
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and that they are obtained off shell as projections of a modified Laplace-de
Rham operator. Lastly, we also show the relation between modified derivati-
ves, weighted Killing-like tensors, and conformally covariant operators. Our
results provide a better understanding of the geometric structure of the equa-
tions associated to perturbations of higher dimensional spacetimes.

Keywords: Black holes, Stability, Linear fields, Symmetries, Twistors, Gra-
vity in arbitrary dimensions.

PACS: 04.70.Bw, 04.20.Dw, 04.20.Gz, 02.40.-k
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Introduccion

En cualquier situacion fisica realista, el teorema de incompletitud geodé-
sica de Penrose indica que el colapso gravitacional completo conduce inevita-
blemente a una singularidad en el espacio-tiempo. Las nociones de causalidad
y determinismo, junto con el poder de predictibilidad de la Fisica, deben
ser abandonadas en torno a la singularidad, ya que la propia estructura del
espacio-tiempo se rompe. Esto condujo a Penrose a formular la llamada conje-
tura de censura cdsmica, la cual afirma (en su version débil) que la formacion
de una singularidad implica la apariciéon de un agujero negro, cuyo horizon-
te de eventos la mantiene causalmente desconectada del resto del universo.
Si la conjetura es cierta, luego de que el espacio-tiempo colapsa y alcanza
asintoticamente un estado estacionario, los teoremas de unicidad indicarian
que debe estar descripto por la métrica de Kerr, y esto debe ocurrir para
cualquier estado inicial (fisicamente realista) que contenga una singularidad
en el futuro. En particular, supongamos que el estado inicial es ‘cercano’ al
que origina al espacio-tiempo de Kerr. Por la estabilidad de Cauchy de las
ecuaciones de Einstein, dicho estado inicial contendré una superficie atrapa-
da, luego, el teorema de Penrose indica que desarrollara una singularidad en
el futuro. Si la métrica de Kerr es inestable, en la evolucién de dicho estado
inicial no se formara un horizonte de eventos, con lo cual la singularidad que-
daria expuesta al universo, y la conjetura de censura césmica se violaria. De
esta manera, vemos que la estabilidad del espacio-tiempo de Kerr se relaciona
directamente con la censura cosmica, y por lo tanto con nuestro entendimien-
to de la realidad fisica. La formulacion precisa de esta cuestiéon es lo que se
denomina el problema de estabilidad de agujeros negros, y es a la fecha uno
de los problemas abiertos méas importantes de la Relatividad General.

El estudio de estabilidad de soluciones de las ecuaciones de Einstein es ex-
tremadamente complejo, debido, en parte, a la no-linealidad de las ecuaciones.
Existen en la actualidad muy pocos resultados acerca de estabilidad no-lineal,
los trabajos historicos més conocidos son la prueba de Friedrich de estabilidad
no-lineal del espacio-tiempo de de-Sitter [63], y el trabajo de Christodoulou
y Klainerman de estabilidad no-lineal del espacio-tiempo de Minkowski [36]
(notemos que ambas soluciones son de las més simples de la Relatividad Ge-
neral). Genéricamente, el primer paso es estudiar la estabilidad lineal de un
espacio-tiempo, de manera que uno se deshace de las no-linealidades de las
ecuaciones de Einstein, pero aun asi el problema continta siendo notable-
mente dificil. Una simplificaciéon adicional es considerar la estabilidad lineal
modal; de hecho, la mayoria de los trabajos en la literatura se concentra en
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esta nocion de estabilidad, que es muy débil en relacion al problema original
(ver seccion[1.2.4). La estabilidad lineal modal de la métrica de Schwarzschild
fue probada en [II8, 141], y la de Kerr en [138, [128|. La estabilidad lineal
no-modal de Schwarzschild fue probada solo recientemente en [46, 43]; la de
Kerr constituye uno de los grandes problemas abiertos hoy en dia (siendo el
paso previo al problema no-lineal), y es el contexto en el que se enmarca esta
tesis.

Un enfoque muy 1til en los estudios de estabilidad lineal de un espacio-
tiempo es el analisis del comportamiento de los campos libres sin masa de spin
s (con § un niumero semi-entero), que pueden representarse convenientemente
como espinores totalmente simétricos ¢4, 4, que satisfacen

VAN G L a, =0 sis >0, (1)
Oe =0 sis =0, (2)

donde V44 es la derivada covariante espinorial del espacio de background
(que es una variedad 4-dimensional .# con una métrica semi-Riemanniana
), y O = g?V,V, es el operador de onda. Estas ecuaciones tienen su ori-
gen en el estudio de las representaciones irreducibles del grupo de Poincaré
en un espacio-tiempo plano de 4 dimensiones, y su extensiéon a un espacio
curvo es valida para los casos de spin 0, 1/2, 1 y 2. Naturalmente, la ecuacion
mas sencilla es la de un campo de spin cero , y es en general el primer
modelo que se analiza al estudiar la estabilidad de un espacio—tiemp(ﬂ En
el espacio de Minkowski M, Penrose probo en [112] que toda solucion de ([1))
puede obtenerse a partir de una solucién compleja de , lo que permite es-
tudiar la estabilidad y decaimiento de campos de spin superior a partir del
analisis de la ecuaciéon de onda. La prueba de esto utiliza ciertas condicio-
nes de integrabilidad que resultan vélidas a causa de la conmutacion de las
derivadas covariantes en M y del hecho de que el espacio de Minkowski es
topologicamente trivial.

En espacios curvos, uno esperaria que sea también posible codificar la in-
formacion de campos de spin 1 y 2 en un campo escalar complejo, ya que
es sabido que tanto el campo de Maxwell como el gravitacional poseen s6lo
dos grados de libertad dindmicos. No obstante, las derivadas covariantes no
conmutan debido a la presencia de curvatura, y la topologia puede ser nota-
blemente complicada, por lo que una posible generalizacion del resultado en
M no es de ningtin modo obvia. Aun asi, la reciente prueba de estabilidad
lineal del agujero negro de Schwarzschild en [46], [47] muestra que éste es de
hecho el caso para campos de spin 2 en esta solucion, ya que toda la informa-
cion de una perturbacion gravitacional resulta estar codificada en un campo
escalar ¢ que satisface

(O+V)d =0, (3)

IDe hecho, es importante notar que, a la fecha, el tinico resultado de estabilidad li-
neal completa (no-modal, con resultados de acotacion punto a punto y decaimiento) en el
espacio-tiempo de Kerr fue obtenido recientemente por Dafermos et al y corresponde a un
campo escalar [41].
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donde V' es un cierto potencial, y la métrica puede reconstruirse de manera
4-dimensional covariante como

hay = ;_]\Z*CaCdbvcvd (7,3(1))7 (4)

donde *Clpeq €s el tensor de Weyl dua,]ﬂ

Ahora, los mecanismos en Minkowski que mapean (|1]) en y viceversa
guardan una estrecha relacion con teoria de twistors. Los twistors son objetos
matematicos originalmente desarrollados por Penrose [113] como una posible
teorfa de gravedad cuantica [114], en la que el espacio-tiempo no es mas una
entidad fundamental sino més bien secundaria a la estructura de twistors.
Estos objetos han encontrado gran cantidad de aplicaciones en diversas areas
de la Fisica y la Matematica, y resultan especialmente adecuados para re-
solver las ecuaciones — en M. Hay diversos grados de sofisticacion de
esta construccion; la formulacion mas fina es ciertamente la transformada de
Penrose, segin la cual los campos sin masa se obtienen como ciertas inte-
grales de contorno de funciones holomorfas en el espacio de twistors (que se
entienden mas en profundo como clases de cohomologia de haces, ver e.g. [55]
y [1111 seccion 6.10]). Este resultado utiliza el hecho de que ciertas partes de
un twistor son espinores de Killing, esto es, campos espinoriales totalmente
simétricos sujetos a la ecuacion

A \B..B
VAL 5 = 0. (5)

Estos objetos generalizan los conceptos de vectores de Killing, tensores de
Killing, y formas de Killing-Yano. Si bien la estructura de twistors en un
espacio-tiempo curvo es una cuestion extremadamente sutil, existen ciertos
espacios que admiten espinores de Killing, y en este contexto se conocen
usualmente en la literatura como simetrias ocultas, ya que estan asociados
a la integrabilidad de geodésicas y a la separabilidad de ecuaciones como
las de Klein-Gordon y Dirac en espacio-tiempos que no tienen la cantidad
‘suficiente’ de isometrias. Este enfoque resulta particularmente interesante en
su conexion con —, ya que es posible probar (aunque no esta mencionado
en [46], 47]) que el campo ® tiene la estructura

o — *YabY'chvabcd’ (6)

donde Y, es un tensor de Killing-Yano, *Y,;, su dual, y C’ab“l es el tensor de
Weyl linealizado, que representa el campo de spin 2 asociado a una pertur-
baciéon gravitacional.

La posibilidad de generalizar la prueba de [46], 47| a otros espacio-tiempos,
en particular a la solucion de Kerr, es ciertamente motivante ya que consti-
tuiria el primer gran paso en resolver uno de los problemas abiertos mas im-
portantes de la Relatividad General, esto es, la estabilidad del espacio-tiempo

2una perturbacion gravitacional arbitraria de Schwarzschild se descompone como A\, +

h_y, donde h:b representa el sector pary h_, el impar; los resultados — valen s6lo para
el sector impar, pero el sector par se trata a través del impar por medio de la dualidad de
Chandrasekhar; ver seccion
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de Kerr. Asimismo, resultan también muy interesantes las posibles relaciones
entre los mecanismos que subyacen , y @, y los objetos asociados a
simetrias ocultas y teoria de twistors. El objetivo principal de esta tesis es
explorar estas cuestiones.

Los resultados que hemos obtenido a lo largo de este trabajo pueden en-
contrarse en los articulos [7], [8], [9], [10] y [11].

Organizacioén de la tesis

En el capitulo [1|damos los fundamentos sobre los que se basa el problema
de estudio en esta tesis. Repasamos la definicion rigurosa de agujero negro,
destacando la importancia de entender el rol que juega la estructura global del
espacio-tiempo en este concepto. Luego presentamos la nociéon de estabilidad
de un espacio-tiempo en Relatividad General, lo cual incluye el concepto
de estabilidad no-lineal como problema de Cauchy, y también la nociéon de
estabilidad lineal y la diferencia entre enfoques modales y no-modales.

El capitulo [2|retine una gran cantidad de material necesario para abordar
los capitulos siguientes, al hacer un repaso de la geometria espinorial asociada
a una variedad Lorentziana 4-dimensional. Repasamos el algebra béasica de es-
pinores asociados al grupo de spin SL(2, C), y varios aspectos importantes del
tratamiento de espinores en espacios curvos. Recordamos también la nocién
de simetrias ocultas en Relatividad General y su utilidad en diversos proble-
mas. Finalmente, como preliminares para los capitulos siguientes, estudiamos
perturbaciones de Minkowski asociadas a campos libres sin masa.

En el capitulo |3| generalizamos los resultados de perturbaciones de Min-
kowski a espacio-tiempos curvos de tipo Petrov D, que son los de interés en el
problema de estabilidad de agujeros negros. Estudiamos campos de spin 1/2, 1
y 2; v encontramos ciertas identidades que mapean off shell las ecuaciones
en ecuaciones de tipo onda, lo cual nos permite tanto reconstruir los campos
de spin superior a partir de campos escalares, como generar operadores de si-
metria para las ecuaciones diferenciales. Notamos también ciertas semejanzas
entre estos resultados y los correspondientes al caso de Minkowski.

En el capitulo [4] motivados por las identidades halladas en el capitulo [3]
exploramos mas en profundo el origen e interpretacion de ciertos objetos que
aparecen en dichos resultados. Mostramos que es posible interpretar los mis-
mos desde el punto de vista de la covariancia conforme asociada a los campos
sin masa, y que esto guarda a su vez una profunda relaciéon con estructuras
complejas. Nos vemos conducidos a una definiciéon natural de espinores de
Killing con peso, y encontramos también que la estructura tensorial de uno
de los principales operadores involucrados corresponde a la de un operador de
Laplace-de Rham generalizado. La covariancia conforme nos sugiere también
explorar ciertas relaciones con teoria de twistors, mas precisamente con el
concepto de twistors locales en espacios curvos.

El capitulo[5]trata sobre perturbaciones de agujeros negros estaticos asin-
toticamente Anti-de Sitter, y los métodos que utilizamos son distintos a los
empleados en el resto de los capitulos. El enfoque aqui es el estudio de como
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la dindmica de los campos, y por lo tanto la respuesta al problema de estabi-
lidad, es influenciada por las condiciones de borde en la frontera temporal, y
el problema se reduce a estudiar el espectro de un cierto operador eliptico (de
tipo Schroédinger) definido en una semilinea. En particular, encontramos las
extensiones autoadjuntas bajo las cuales la solucion de Schwarzschild-Anti de
Sitter resulta inestable.

En el capitulo [6] analizamos la generalizacion de los resultados de los
capitulos anteriores al caso de espacio-tiempos de altas dimensiones. Por los
motivos explicados alli, nos enfocamos en perturbaciones de espacio-tiempos
de la clase Kundt y de agujeros negros estaticos. Introducimos operadores
de onda modificados en términos de los cuales las ecuaciones escalares (con
indices internos) de tipo Teukolsky en dimensiones arbitrarias adoptan una
estructura de tipo onda, y mostramos que las mismas se obtienen off shell
como proyecciones de un operador de Laplace-de Rham generalizado. Encon-
tramos un patrén de simetrias y de reconstruccion de los campos similar al
hallado en el capitulo [3] e interpretamos ciertos operadores en términos de
covariancia conforme.

Finalmente, en el capitulo [7] hacemos un resumen general de nuestros
resultados y presentamos las conclusiones de este trabajo.

Convenciones

En los capitulos , , y |4|la signatura de la métrica sera (+———), mien-
tras que en el capitulo |5 la misma sera (—+ -++), y por ultimo en el capitulo
[6] (que corresponde a dimensiones arbitrarias) serd (— + ....+). Siguiendo la
terminologia en fisica de altas energias, utilizaremos el término on shell para
hacer referencia a que estamos asumiendo la validez de las ecuaciones de cam-
po (en el contexto correspondiente), y off shell si no hacemos esta suposicion.
Con excepciéon de una pequena discusion heuristica al comienzo de la seccion
4.4 utilizaremos siempre unidades de Planck, esto es, consideramos que la
constante de Planck A, la constante gravitacional G y la velocidad de la luz
en el vaciocvalen 1, h=G =c=1.
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Capitulo 1

Fundamentos

1.1. Agujeros negros y estructura asintética

La primera idea intuitiva de agujero negro, quizas comiun en la cultura
popular, es que el mismo es una region del espacio-tiempo de la cual la luz
no puede escapar (y ya que la luz posee la méxima velocidad de propagacion
posible, nada puede escapar de un agujero negro). Ahora, los rayos de luz en
Relatividad se representan por geodésicas nulas: curvas v : I C R — .# en la
variedad cuyo vector tangente tiene norma cero y se propaga paralelamente
a si mismo a lo largo de . El hecho de que “la luz no pueda escapar” de una
region se traduce en que existen puntos del espacio-tiempo que son inalcan-
zables para toda geodésica nula en el interior de dicha regién. Sin embargo,
notemos que esto no es en realidad una situaciéon inusual: si consideramos
el cono de luz futuro de un punto cualquiera en el espacio-tiempo, todos los
puntos fuera del cono se encuentran separados a una distancia espacial y por
lo tanto son inalcanzables para las geodésicas nulas en el cono (simplemente
porque habria que viajar més rapido que la velocidad de la luz para alcanzar
esos puntos), convirtiendo a dicho cono de luz en un “agujero negro”. Ya que
esta definicién no es para nada satisfactoria, surge la pregunta: ;qué parte
del espacio-tiempo podemos tomar como ‘referencia” para decir que, si hay
geodésicas nulas que no llegan a la misma, entonces el espacio-tiempo con-
tiene un agujero negro? Siguiendo con la discusién intuitiva, podemos pensar
que todas las geodésicas nulas del espacio-tiempo, si no estdn confinadas a
una regiéon, entonces “‘se extienden hasta el infinito”. Luego, “el infinito” nos
sirve como referencia para detectar si hay geodésicas nulas “atrapadas” en
alguna region. Inmediatamente advertimos entonces dos cosas: se requiere un
conocimiento global del espacio-tiempo para detectar lo que serfa una “regiéon
de agujero negro”, y necesitamos precisar la idea de infinito.

El estudio de la estructura del infinito en Relatividad General es fun-
damental en distintos aspectos. En nuestro caso nos interesa porque, como
veremos, permite precisar el concepto de agujero negro, pero es también muy
atil en otras areas; por ejemplo, este estudio dio origen a la nocién de radia-
cién gravitacional, que condujo finalmente a la reciente deteccién de ondas
gravitacionales; y también ha llevado a esquemas de cuantizacion de la grave-



2 Capitulo 1. Fundamentos

dad. El punto de partida usual es la nocién de espacio-tiempo asintoticamente
simple. La siguiente definicion es adaptada de [84], [130]:

Definicion 1.1.1 (Simplicidad asintotica). Un espacio-tiempo (M, g) orien-
table temporal y espacialmente se dice asintoOticamente simple si existe un
espacio-tiempo causg (A, G) con borde suave O.H# =: .F, junto con un em-

bedding 0 - M — M tal que:

1. existe una funcion suave Q : M — R (factor conforme) que cumple
Ql@(%) >0y e*g - QQQ;

2. en la frontera, se tiene )|, =0, dQ| s # 0,
3. toda geodésica nula de A tiene dos puntos finales en 7.

Asi como (4, g) representa el espacio-tiempo fisico, (.///~ ,§) representa un
espacio-tiempo no-fisico; la construccion es simplemente una herramienta pa-
ra poder estudiar el infinito de una manera bien definida. El embedding de
la variedad .# en .# suele denominarse compactificacion conforme, y una
herramienta muy tutil para visualizarla son los llamados diagramas conformes
o diagramas de Carter-Penrose (o simplemente de Penrose); en la figura
ilustramos un ejemplo. El borde .# se denomina frontera conforme o infinito
conforme. En la practica, .# también suele llamarse scri, un diminutivo de
script I

El infinito conforme es una hipersuperficie bien definida en .#, con nor-
mal dQ2. Aquellos conjuntos en los que d2 = 0 (tales como los puntos %, i*
en los diagramas conformes més abajo) no pertenecen a .# y requieren un
tratamiento aparte. Asumiendo que valen las ecuaciones de Einstein, e im-
poniendo condiciones de decaimiento asintético apropiadas para el tensor de
energia momento de los posibles campos en el espacio-tiempo, la naturaleza
causal de .# depende de la existencia y signo de una constante cosmologica
A:si A =0, Z es una hipersuperficie nula, si A > 0 % es espacial, y si A <0
# es temporal. Esto puede demostrarse usando métodos conformes, ver e.g.
[130], seccion 10.1].

La definicion es bastante general, e incluye, por ejemplo, el espacio-
tiempo de Minkowski, estrellas (aisladas) que no han colapsado gravitacio-
nalmente, o inclusive el espacio-tiempo de de-Sitter, que posee una constante
cosmologica positiva. No incluye, por otro lado, el espacio-tiempo de Anti-de
Sitter, en el que la constante cosmologica es negativa, ni tampoco, como ve-
remos, a los agujeros negros (en ambos casos el item 3. no se cumple). Puede
también ser el caso que, atin cuando un espacio-tiempo sea totalmente regu-
lar (i.e. geodésicamente completo y globalmente hiperboélico —ver def.
més abajo—), no posea esta estructura asintética, un ejemplo de esto es la
denominada solucion de Nariai.

lun espacio-tiempo (., g) se dice causal si no posee curvas causales (i.e. temporales o

nulas) cerradas.
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Hipersuperficie
de Cauchy

Figura 1.1: Diagrama conforme del espacio-tiempo de Minkowski. Cada punto en el diagrama es en realidad
una esfera, el diagrama corresponde a la variedad cociente .#/SO(3). iT e i~ son los infinitos temporales
futuro y pasado, mientras que i° es el infinito espacial. Lineas a 45 grados representan geodésicas nulas; las
lineas verticales curvas corresponden a superficies {r = cte}, mientras que las horizontales son {t = cte}. El
dominio de dependencia de la hipersuperficie X es todo .#, por lo tanto el espacio-tiempo es globalmente

hiperbolico (ver def. [1.1.5)).

Es frecuente agregar una condiciéon adicional a la definicion [I.1.1], que da
origen al concepto de espacio-tiempo asintoticamente plan(ﬂ, en el que uno
impone, ademas de las 3 condiciones anteriores, el requerimiento de que el
tensor de Ricci de la métrica g sea cero en un entorno de la frontera con-
forme. Esta clase de espacio-tiempos es importante porque modela el campo
gravitacional exterior de cuerpos masivos aislados (en ausencia de una cons-
tante cosmologica). Intuitivamente, un espacio-tiempo asintoticamente plano
es aquel en el que, suficientemente lejos de posibles concentraciones de masa,
la métrica se aproxima a la de Minkowski. La condicién de planitud asintética
s6lo puede darse para el caso de cero constante cosmoldgica, A = 0. En el caso
A > 0 el espacio-tiempo se dice asintdticamente de Sitter (ver e.g. [12] para
propiedades generales de estos espacio-tiempos), mientras que para A < 0 se
denomina asintdticamente Anti-de Sitter (ver, e.g., [13]).

Ahora, como mencionamos, existen espacio-tiempos de gran relevancia en
los que el item 3. no se cumple. Por esta razéon se introduce el concepto de
espacio-tiempo débilmente asintoticamente simple, como aquel cuya region
asintotica es difeomorfa a la de un espacio-tiempo asintoticamente simple;
més precisamente [84] [130]:

Definiciéon 1.1.2 (Simplicidad asintotica débil). Un espacio-tiempo (A , g)
se dice débilmente asintoticamente simple si existe, a su vez, un espacio-
tiempo asintdticamente simple (', g') y un entorno U' C ' de forma que
O~ U")N A" es isométrico a un entorno U C M .

Agregando el requerimiento de que el tensor de Ricci de g sea cero en un
entorno del infinito conforme, se obtiene el concepto de espacio-tiempo débi-
lemente asintdticamente plano. En la figura[l.2]ilustramos el diagrama confor-
me de un ejemplo de esta situacion, correspondiente a la (extension maximal
de la) solucion de Schwarzschild (ver més abajo). La nocion débil de simpli-
cidad asintotica en la definicion relaja la condicion 3. de la def. [I.1.1] y

2también llamado asintéticamente vacio y simple.
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permite definir rigurosamente, como veremos enseguida, una regiéon de agu-
jero negro. Dado que este tltimo concepto requerira de la distincion entre
pasado y futuro, es necesario introducir primero algunos conceptos asociados
a la estructura causal del espacio-tiempo.

La definicién [I.1.1] asume que el espacio-tiempo es temporalmente orien-
table, que significa que existe un campo vectorial temporal 7" globalmente
definido en todo .#Z. Un campo vectorial causal v se dice dirigido hacia el
pasado si g(T,v) < 0, y dirigido hacia el futuro si g(7',v) > 0. Similarmente,
una curva en el espacio-tiempo se dice dirigida hacia el pasado/futuro si su
vector tangente tiene la propiedad correspondiente. El pasado/futuro de un
evento arbitrario en .# se define del siguiente modo:

Definicion 1.1.3 (Pasado/futuro causal). El pasado causal de un punto p €
A se define como el conjunto J~(p) de puntos q € M tales que eziste una
curva causal v : [0, 1] — A dirigida hacia el pasado, con v(0) = p y (1) = q.
El pasado causal de un subconjunto S C M es la union J~(S) = UpesJ (p).
El futuro causal J*(p) se define de modo andlogo cambiando pasado por futuro
donde corresponda.

Consideremos ahora un espacio-tiempo débilmente asintoticamente simple,
que admite una orientacion temporal global. Asumiremos que el infinito con-
forme .# es nulo o espacial, lo cual implica que el espacio-tiempo es (débilmen-
te) asintoticamente plano o de Sitter, respectivamente. (El caso Anti-de Sitter
es mas delicado, ver mas abajo.) Podemos pensar entonces que .# consiste de
dos partes disjuntas: . = .U ., donde el infinito futuro .#* consiste de
los puntos finales de las geodésicas nulas futuras, y el infinito pasado son los
puntos finales de las geodésicas nulas pasadas. Estamos en condiciones ahora
de precisar matematicamente el concepto de agujero negro:

Definicion 1.1.4 (Agujero negro). Sea (A ,g) un espacio-tiempo (débil-
mente) asintoticamente simple, cuyo infinito conforme es nulo o espacial,
S = I U I, Decimos que (A ,g) contiene un agujero negro si el pasado
causal del infinito futuro no es toda la variedad, esto es, si M\ J (I T) # 0.
El agujero negro es la region B dada por

B=#\J () (1.1)
y el horizonte de eventos es la frontera de esta region: 7 = B .

Similarmente se puede definir una regiéon de agujero blanco, como

W= \JT(5), (1.2)

siempre que este conjunto sea no-vacio. Resulta muy util visualizar las regio-
nes y mediante un diagrama conforme. En la ﬁgura ilustramos
esta situacion para el caso particular de la extension maximal de la solucion
de Schwarzschild, que repasaremos brevemente en la seccion [I.1.1]

3U denota la clausura topologica de U, y U= U\ U es la frontera de U
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singularidad

B =\ T (I

j+

exterior

Figura 1.2: Diagrama de Penrose de la extension maximal del agujero negro de Schwarzschild asintotica-
mente plano. La regién BH es el agujero negro, mientras que WH es el agujero blanco. La singularidad es
de caracter espacial y se encuentra en el valor coordenado 7 = 0. El dominio de comunicaciones exteriores
es T U II (la regién II esta causalmente desconectada de Iy se considera no-fisica; por esta razén nos
referimos so6lo a la region I como exterior). El espacio-tiempo es globalmente hiperbolico: la linea gruesa
que va desde 0 (izquierda) a i® (derecha) es una hipersuperficie de Cauchy.

La definicion captura de una manera precisa la nociéon intuitiva con
la que empezamos: un agujero negro es una region del espacio-tiempo de la
cual los rayos de luz no pueden escapar al infinito. El exterior de un agujero
negro se denomina formalmente dominio de comunicaciones exteriores D,y
se define como la interseccion entre el pasado causal del infinito futuro, y el
futuro causal del infinito pasado:

Di=J (FLHNJ(F). (1.3)

Notemos que la regiéon de agujero negro en un espacio-tiempo no es necesa-
riamente conexa. Este es por ejemplo el caso en la solucion (“subextrema’”)
de Schwarzschild-de Sitter, donde se tiene una “secuencia’ infinita de regio-
nes de agujero negro, separadas por horizontes cosmologicos. En la figura [I.3]
ilustramos el diagrama de Penrose de este espacio-tiempo.

Por otro lado, en la definicién nos restringimos al caso A > 0, que
implica un infinito conforme nulo o espacial. Esto es asi porque esta clase de
espacio-tiempos es la que se considera fisicamente realista: la evidencia empi-
rica indica que el Universo posee una constante cosmologica extremademente
pequena y positiva, con lo cual es apropiado modelar los espacio-tiempos que
consideramos como asintoticamente planos o de Sitter. Existe también otra
razén para el interés fisico en estos espacio-tiempos, que se asocia al poder
de predictibilidad de la Fisica: cualquier evento en esta clase esta influencia-
do s6lo por condiciones iniciales apropiadas. Mas precisamente, definimos el
dominio de dependencia futuro de una hipersuperficie espacial ¥ C ., deno-
tado D*(X), como el conjunto de puntos p € .Z tales que toda curva causal
pasada, inextensible, que pasa por p intersecta X. El dominio de dependencia
pasado, D~ (X), se define de modo anélogo intercambiando futuro por pasa-
do; y el dominio de dependencia total es la union D(X) = DT(X) U D~ (X).
Intuitivamente, para cualquier punto en D1 (X)), toda senal que lo influencie
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Figura 1.3: Diagrama de Penrose de Schwarzschild-de Sitter subextremo, i.e. los parametros satisfacen la
relaciéon 0 < 9AM? < 1 (con A > 0). El espacio-tiempo es (débilmente) asintéticamente simple. La secuencia
se repite infinitamente en ambas direcciones. La frontera conforme .# = .#+ U .7~ es espacial. El horizonte
de eventos del agujero negro es J#, = ff;r U 2, , y el horizonte cosmolégico es S = AT U AT La
region BH de agujero negro consiste de varias (infinitas) componentes disconexas entre si.

debe haber pasado por ¥; de modo que mediante un conocimiento de la infor-
macioén apropiada en Y podemos predecir lo que sucedera en cualquier punto
de DT (X). El poder de predictibilidad de la Fisica se basa en que, conociendo
condiciones iniciales apropiadas, podamos determinar lo que ocurre en cual-
quier evento futuro (o pasado) en el espacio-tiempo. Este es un requerimiento
global y no cualquier espacio-tiempo lo satisface; aquellos que si lo cumplen
reciben un nombre particular:

Definicion 1.1.5 (Hiperbolicidad global). Un espacio-tiempo (A, g) se de-
nomina globalmente hiperbolico si existe una hipersuperficie espacial X tal
que D(X) = . En tal caso, . se llama hipersuperficie de Cauchy.

Los espacio-tiempos asintoticamente planos o de Sitter son globalmente hi-
perbélicoﬁ. Por otro lado, en los espacio-tiempos asintéticamente Anti-de
Sitter el infinito conforme es de caracter temporal. Esto implica que existen
regiones cuyo pasado causal intersecta este borde temporal, y por lo tan-
to estos espacio-tiempos no son globalmente hiperbdlicos. En la figura [I.4]
ilustramos un ejemplo con el diagrama de Penrose de Schwarzschild-Anti de
Sitter. Aun podriamos definir una region de agujero negro como .# \ J~(.%),
pero cualquier definiciéon de evoluciéon dindmica afronta una seria dificultad
respecto del caso A > 0: ciertos eventos son influenciados no sélo por condi-
ciones iniciales sino también por condiciones de borde en el infinito conforme.
Algunos casos particulares de este problema fueron tratados primero por R.
Wald en [130] y mas tarde por R. Wald y A. Ishibashi en [95] 0€], y en es-
ta tesis trataremos esta situacion en el capitulo 5] El interés en esta clase
de espacio-tiempos se debe principalmente a que son uno de los ingredientes
fundamentales en la renombrada correspondencia AdS/CFT de Maldacena,
que es una de las principales herramientas utilizadas hoy en dia en la fisica
tedrica de altas energias.

4para la prueba de esto en el caso A = 0, ver Proposicion 6.9.2 en [84].
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Figura 1.4: Diagrama de Penrose de Schwarzschild Anti-de Sitter. Notemos que la frontera conforme .# es
temporal. El espacio-tiempo no es globalmente hiperbolico. Atn cuando consideraremos a la region BH
como un agujero negro, notar que la definiciéon no incluye esta situacion.

1.1.1. Agujeros negros estacionarios

Como mencionamos en la introduccion, la versiéon débil de la conjetura de
censura cosmica establece, en términos intuitivos, que el resultado del colap-
so gravitacional completo de un cuerpo suficientemente masivo es un agujero
negro, no una singularidad desnuda (esto es, una singularidad causalmente
conectada con observadores en el infinito, i.e. no existe un horizonte de even-
tos). Si esta conjetura es cierta, es esperable que un agujero negro formado
por colapso gravitacional alcance eventualmente un estado estacionario, luego
de que una cantidad finita de energia sea radiada al infinito en forma de on-
das gravitacionales. Por lo tanto, las soluciones de agujero negro estacionario
son de gran relevancia fisica, y son aquellas en las que nos concentraremos en
esta tesis. Méas especificamente, asumiendo un espacio-tiempo (débilmente)
asintoticamente simple:

Definicién 1.1.6 (Espacio-tiempo estacionario). Un espacio-tiempo (A , g)
se dice estacionario si posee un campo vectorial de Killing que es temporal
cerca de los infinitos futuro S y pasado I~ .

Recordemos que un vector de Killing es por definiciéon un generador infinitesi-
mal de isometrias. La nociéon de agujero negro estacionario se obtiene entonces
combinando las definiciones y [[.1.6] Este tipo de soluciones, ademas de
la recién mencionada relevancia fisica, son importantes desde el punto de vista
matemaético debido a (entre otras cosas) ciertos teoremas de unicidad. Estos
teoremas han sido probados primeramente para espacio-tiempos de 4 dimen-
siones, asintoticamente planos, y Vacioﬂ. El teorema final es consecuencia
de una serie de resultados debidos a Hawking [82], Israel [98], Carter [25], y
Robinson [120]:

en 4 dimensiones se logré también acoplar un campo electromagnético y obtener el
correspondiente teorema de unicidad para la métrica de Kerr-Newman. Estudios de uni-
cidad en altas dimensiones son un &rea activa de investigaciéon, aunque es ya claro que la
situacién es mucho més compleja.
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Teorema 1.1.1 (Teorema de unicidad, Carter [25], Robinson [120]). Sea
(A, g) un espacio-tiempo 4-dimensional estacionario y asintéticamente plano
que contiene un agujero negro, donde g es una solucion de las ecuaciones de
FEinstein de vacio. Entonces (M, g) estd descripto por la métrica de Kerr.

La métrica de Kerr es en realidad una familia bi-paramétrica de soluciones de
vacio de las ecuaciones de Einstein, considerada una de las mas importantes
de la Relatividad General. Si bien el teorema de unicidad sélo es valido para
el caso vacio y asintoticamente plano, es posible incluir una constante cosmo-
logica A en las ecuaciones de Einstein y obtener la solucion de Kerr-(anti) de
Sitter: la forma explicita de la métrica, en las denominadas coordenadas de
Boyer-Lindquist {t,r,0, o}, es

(A, —a?sin?00g) ., X 5, 2asin®0[A, — (12 + a?)Ay]
= — ——dr® — d
g 5y dt A dr 5y dtdey
Yo, sin?0[(r? +a?)2Ap — a®sin?04A,] |,
- — — 14
donde

A, =12 = 2Mr + a® — (1% + a?), I:=1+i)d%, (1.5)
Ag =1+ %)\a2 cos® 6, Y =12 4 a® cos? 6.

Los parametros M y a representan, respectivamente, la masa y el momento
angular (por unidad de masa) del espacio-tiempo, y son constantes asociadas
a las isometrias continuas generadas por los campos de Killing 0, y 0, (el
espacio-tiempo posee también la isometria discreta t — —t, ¢ — —¢). Existe
una singularidad de curvatura en forma de anillo en los valores coordenados
{r =0,0 = 7/2}. La geometria contendra un agujero negro sélo si los
parametros M, a y A guardan cierta relaciéon entre si, de otro modo puede
contener una singularidad desnuda. Esto depende de cuéntas raices reales
tiene la ecuacion A, = 0. Siendo un polinomio de grado 4 en r, pueden existir
hasta 4 raices reales: r._ < r,_ < 1,1 < T.1; en este caso el espacio-tiempo
contiene un agujero negro y 4 horizontes distintos: r,, es el horizonte de
eventos, r,_ un horizonte interior, y r., y r._ son horizontes cosmologicos
exterior e interior respectivamente.

Veamos algunos casos limite de los parametros. Si A =0, M # 0, a # 0,
el espacio-tiempo se reduce a la solucion de Kerr y el teorema de unicidad
es valido siempre que exista un agujero negro, que sera para el caso en que
0 < |a] < M. En esta situacion el espacio-tiempo posee dos horizontes dados
por los valores coordenados

ry =M+ VM?—a% (1.7)

El horizonte exterior r, es un horizonte de eventos, mientras que el horizonte
interior r_ es un horizonte de Cauchy. La regiéon r > r, es el dominio de
comunicaciones exteriores , que tiene la estructura D = R x (ry, 00) X S2.
Si |a] > M, los horizontes desaparecen y se tiene una singularidad desnuda.
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En el caso |a| = M ambos horizontes se fusionan en uno solo, y el espacio-
tiempo representa un agujero negro extremo.
SiA#0,M # 0y a=0,se obtiene la solucion de Schwarzschild-(Anti-)de

Sitter:
2

g = f(r)dt* — }1(7;) — r%(d#?* + sin? 0d?), (1.8)
donde
Fr)=1-— % - %TQ. (1.9)

El espacio-tiempo representa ahora un agujero negro no-rotante, esféricamen-
te simétrico. Si A = 0, recuperamos la solucién de Schwarzschild usual, cuyo
diagrama de Penrose ilustramos en la figura [1.2; para A > 0 tenemos la so-
lucion de Schwarzschild-de Sitter (diagrama de Penrose en fig. y para
A < 0 tenemos Schwarzschild-Anti de Sitter (diagrama de Penrose en fig.
. Si ademés de a = 0 se tiene M = 0, pero A # 0, la métrica se reduce a la
de (Anti-)de Sitter. Si A = a = M = 0, se obtiene la métrica de Minkowski.

En esta tesis, la principal caracteristica que nos interesa acerca de los
agujeros negros estacionarios es su estructura algebraica: la familia de Kerr-
(Anti-) de Sitter es algebraicamente especial, de tipo Petrov D. La clasificacion
de Petrov es un esquema que permite distinguir los posibles tipos del tensor
de curvatura en base a su estructura algebraica; lo veremos en detalle en
la seccion La estructura tipo Petrov D posee propiedades notables en
las que estamos particularmente interesados, que veremos en los capitulos
siguientes.

1.2. El problema de estabilidad

En la introduccion dimos un argumento heuristico que muestra la impor-
tancia de la estabilidad de las soluciones de agujeros negros en relacion a la
conjetura de censura coésmica. Una nocion precisa de estabilidad en Relativi-
dad General es muy sutil; en esta seccion pretendemos dar, en primer lugar,
algunos aspectos generales de cual es el problema tltimo que se quiere resol-
ver (esto es, la estabilidad no-lineal), y luego el enfoque que utilizaremos en
esta tesis en relacion al problema de estabilidad lineal.

1.2.1. Estabilidad no-lineal

En términos generales, un marco de trabajo adecuado para estudiar la
dindmica de un sistema fisico es la formulacion de valores iniciales o problema
de Cauchy: estudiar la evoluciéon del sistema mediante las soluciones de las
ecuaciones diferenciales que lo describen, sujetas a condiciones iniciales apro-
piadas. Esta formulacién da también origen al concepto de estabilidad, como
veremos enseguida. Por simplicidad, en esta subseccion nos restringiremos a
las ecuaciones de Einstein de vacio. La nociéon de “condiciones iniciales” en
Relatividad General es la siguiente:
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Definicion 1.2.1 (Dato inicial). Un dato inicial de vacio para las ecuaciones
de Einstein es un triple (X, h;;, K;), donde ¥ es una variedad 3-dimensional
con una métrica Riemanniana h;;, y IK;; es un tensor simétrico sobre X, tal
que se satisfacen las ecuaciones de vinculo de Einstein

R— K ;K7 + K*=0, (1.10)
D;K" —h"D;K =0, (1.11)

donde 3R y D; son, respectivamente, el escalar de curvatura vy la derivada
covariante asociados a la 3-métrica h;;, los indices se suben y bajan con h;;
y su inversa h¥, y K := h" ;.

En esta definicion, la 3-variedad ¥ hace las veces de “instante de tiempo
inicial”, mientras que h;; es el “valor inicial” de la variable dinamica que
evoluciona, y Kj;; su “derivada temporal” H

Dada una solucién (de vacio) (., g) de las ecuaciones de Einstein, y una
hipersuperficie espacial X con métrica inducida h;; y curvatura extrinseca
K;;, es posible probar que las ecuaciones de vinculo — se satisfacen
idénticamente (en virtud de las identidades de Gauss-Codazzi). La pregunta
inversa es si un dato inicial origina siempre un espacio-tiempo; esto es, si dado
un dato inicial (3, h;;, K;;), existe un (#, g) solucion de las ecuaciones de
Einstein tal que X es una hipersuperficie en .# con métrica inducida h;; y
segunda forma fundamental Kj;;. Esta cuestion fue resuelta por Y. Choquet-
Bruhat [37], quien demostré un teorema de ezxistencia y unicidad local. Mas
tarde, Y. Choquet-Bruhat y R. Geroch probaron un resultado de wunicidad
global:

Teorema 1.2.1 (Y. Choquet-Bruhat y R. Geroch, [38]). Sea (X, hij, Kij;)
un dato inicial de vacio para las ecuaciones de Finstein. Entonces existe un
desarrollo mazximal, globalmente hiperbolico, que es unico salvo isometrias.

Por otro lado, respecto de la existencia, es importante enfatizar que la solucién
(A, g) existe localmente en el espacio y el tiempo. Utilizando técnicas de
“pegado” (gluing), las diferentes soluciones locales pueden combinarse en una
solucion global en el espacio (|65, seccion 5.1]). No obstante, en general no
es posible obtener una soluciéon global en el tiempo (|65 seccion 5.2]), ya que
la evolucion del dato inicial puede desarrollar singularidades; por ejemplo
en un proceso de colapso gravitacional en el que, de acuerdo a la conjetura
de censura cosmica, se forma un agujero negro. Esta caracteristica, i.e. la
ausencia de resultados de existencia global, esta estrechamente relacionada al
problema de estabilidad de soluciones de las ecuaciones de Einstein.

El primer concepto de estabilidad a destacar es la estabilidad de Cauchy,
lo cual basicamente significa continuidad de la soluciéon con el dato inicial,

bel tensor K;; representa la curvatura extrinseca de ¥ (pensada como subvariedad del
espacio-tiempo al que el dato inicial da origen), que es equivalente a la derivada de Lie de
hi; a lo largo del vector normal (temporal) a .
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donde la nocién de continuidad es en base a normas de Sobole] Notemos
que, ain cuando un espacio-tiempo cumpla esta propiedad, el resultado de
existencia local de la soluciéon implica que asintéticamente en el tiempo las
soluciones originadas por datos iniciales cercanos pueden apartarse sin limi-
te, i.e., la estabilidad de Cauchy no asegura nada acerca de una nociéon de
estabzlzdad _global del espacio-tiempo. Para precisar esta idea, dado un dato
inicial (%, hw, K; ;), definimos una e-perturbacion como un nuevo dato inicial
(X, hyj, Kij;) tal que ||h;; — folij||g < ey ||Ki; — Kij||e—1 < € para alguna norma
de Sobolev || - ||¢ (ver por ejemplo [I19] def. 1] y [58, def. 1.19]). Entonces,
informalmente hablando, un espacio-tiempo es no-linealmente estable si para
toda e-perturbacion suficientemente chica, el desarrollo maximal, globalmen-
te hiperbolico es asintéticamente similar al desarrollo del dato original. Una
definicion mas rigurosa en un caso general es también mas complicada; ver
por ¢j. [58, def. 1.20].

Para un agujero negro estacionario, hemos visto que el espacio-tiempo es
(débilmente) asintoticamente simple (para A > 0), con lo cual posee un infini-
to conforme bien definido. Si la solucion es no-linealmente estable, la evolucion
de perturbaciones del dato inicial debe resultar en un espacio-tiempo con una
estructura asintotica similar, es decir que debe admitir (en particular) un in-
finito conforme. La conjetura de estabilidad no-lineal de agujeros negros es
entonces la siguiente (ver e.g. [42] y [39, seccion 5.6]):

Conjetura 1 (Estabilidad no-lineal de la métrica de Kerr). Sea

(X, hij, Kij) un dato inicial de vacio para las ecuaciones de Einstein, suficien-
temente cercano al dato inicial de un espacio-tiempo de Kerr g con pardimetros
M, a, 0 < |a| < M. Entonces el desarrollo mazximal, globalmente hiperboli-
co de (X, hij, Kij) posee un infinito nulo completo ./, cuyo pasado causal
J (1) estd acotado en el futuro por un horizonte de eventos, y tal que la
métrica restringida a J (1) permanece globalmente cercana a g y decae

asintoticamente a un espacio-tiempo de Kerr con pardmetros M, a.

Notemos que el requerimiento de la existencia de un horizonte de eventos
futuro se relaciona directamente a la conjetura de censura cosmica, e implica
la relacion 0 < |a| < M para los parametros del agujero negro de Kerr final.

Existen muy pocos resultados de estabilidad no-lineal de soluciones de las
ecuaciones de Einstein. En el caso asintéticamente plano, el trabajo mas co-
nocido es el célebre resultado de estabilidad no-lineal del espacio-tiempo de
Minkowski, realizado por D. Christodoulou y S. Klainerman en [36]. Para asin-
toticamente de Sitter, tenemos el trabajo [63] de H. Friedrich de estabilidad
no-lineal del espacio-tiempo de de-Sitter. Muy recientemente, ha aparecido
el trabajo [85], por P. Hintz y A. Vasy, sobre la estabilidad no-lineal de la
solucion de Schwarzschild-de Sitteifl

"Una norma de Sobolev || - ||¢ de orden ¢ € N en una variedad Riemanniana (X, h) esta
dada por [[T||7 := >, J5 |D*T|% s, donde D y py, son la derivada covariante y forma
de volumen asociadas a h, respectivamente.

8aunque el titulo de dicho trabajo es “The global nonlinear stability of the Kerr-de
Sitter familiy of black holes”, la prueba de los autores es de hecho para el caso de pequeno



12 Capitulo 1. Fundamentos

1.2.2. Estabilidad lineal

En general, uno de los pasos mas importantes en el estudio de estabilidad
no-lineal de un espacio-tiempo, es estudiar primero su estabilidad lineal. En
este enfoque no se estudia la evolucion de perturbaciones de datos iniciales,
sino que el problema consiste en analizar la acotaciéon y el decaimiento de
campos lineales en el espacio-tiempo. Por razones que veremos en los capitulos
siguientes, las ecuaciones de campos lineales se pueden clasificar de acuerdo
a un parametro denominado spin que toma valores semi-enteros, s E . En
un espacio-tiempo arbitrario, los casos de relevancia fisica son s = 0, 1 55 1 y 2,
que corresponden respectivamente a campos escalares, de Dirac, de Maxwell,
y perturbaciones gravitacionales. El caso de mayor importancia es el de spin 2,
ya que representa deformaciones (lineales) de la geometria del espacio-tiempo,
y es por tanto el paso anterior al problema no-lineal.

En el caso de la estabilidad del espacio-tiempo de Minkowski M := (R*, 1),
el analisis de Christodoulou y Klainerman [35] del decaimiento de campos de
spin 1y 2 fue un paso muy importante para su prueba de estabilidad no-lineal
en [36]. El trabajo de [35] fue luego generalizado en [122] para campos (sin
masa) de spin arbitrario en Minkowski, los cuales son espinores totalmente
SIMELTiCos Y a,.. As. = P(A;..As) que resuelven las denominadas ecuaciones de
campos libres sin masa de spin s:

8A1A1 PA ... Azs — 0 (1'12)

(ver capitulo [2| para notacion, y seccién m para el origen de estas ecuacio-
nes). El caso de spin cero es el més sencillo, y es representado por la ecuacion
de onda:

Uep =0, (1.13)

donde 00 = 1%9,0, es el operador de onda o D’Alembertiano. En un espacio-
tiempo plano, Penrose probé en [112| que las solu(:lones de pueden
construirse en la forma 90 A1 Ay = Oay 47054 XAl 2 donde yArA2 =
yAi42) satisface Oy41-42 = 0 y se denomina, potenczal de Hertz. (EI he-
cho de que una solucién arbitraria de pueda representarse mediante un
potencial de Hertz se debe a que el espacio-tiempo de Minkowski es topolo-
gicamente trivial, ver [I12] seccion 4].) Mas atn, Penrose demuestra que el
potencial de Hertz puede elegirse como 4142 = yPA1-4% donde P42
es constante en M y x satisface Oy = 0 (y se denomina a veces potencial
de Debye); de este modo, toda solucion de puede construirse en base
a una solucion (compleja) de la ecuacion de onda . Este enfoque atin
es de interés actual, ver por ejemplo [6], donde se estudian las propiedades
asintoticas de los potenciales de Hertz en Minkowski, para aplicarlas luego al
analisis del decaimiento de soluciones de .

En espacio-tiempos curvos (., g), las ecuaciones para spin § > 1
(reemplazando 944" por la derivada covariante espinorial V44') poseen en

momento angular, con lo cual las perturbaciones (no lineales) son equivalentes a perturbar
la solucién de Schwarzschild-de Sitter.
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general vinculos algebraicos que restringen fuertemente la existencia de so-
luciones; ver seccion [3.1] El caso de spin s = 0 aun es representado por la
ecuacion de onda, reemplazando el D’Alembertiano plano por el correspon-
diente operador de onda covariante (I = ¢**V,V,. Este caso es el méas sencillo
de estudiar en un espacio-tiempo curvo, y aun asi llevd muchos anos demos-
trar la estabilidad y decaimiento de un campo escalar en el espacio-tiempo
de Kerr; luego de muchos resultados parciales se culminé con el trabajo [41]
de M. Dafermos et al. Como mencionamos en la introduccion, es importante
notar que, a la fecha, éste es el tinico resultado de estabilidad lineal completa
en Kerr, lo cual muestra la complejidad del problema. Para spins s = 1/2
y § = 1 los vinculos algebraicos se satisfacen trivialmente, con lo cual cam-
pos de Dirac y Maxwell pueden todavia estudiarse mediante las ecuaciones
de campos libres sin masa. Para spin § = 3/2 no se conocen campos funda-
mentales en la Naturaleza, y atin en un espacio plano este tipo de campos
tiene problemas de causalidad asociados a una propagacion més rapida que
la velocidad de la luz. Este problema puede eliminarse con el requerimiento
de supersimetria, y de hecho los campos con § = 3/2 son esenciales en teorias
de supergravedad, pero las ecuaciones no son de la forma (|1.12]). Para spin 2,
el campo correspondiente es el espinor de curvatura linealizado, y la ecuaciéon
que satisface no es la de un campo libre sin masa que se propaga en .Z; la
variable en este caso es la métrica linealizada hg,, y las ecuaciones de campo
son las ecuaciones linealizadas de Einstein, que en el caso vacio con constante
cosmologica tienen la forma

Gaplh] + Mgy = 0, (1.14)

donde Ggy[h] es el tensor de Einstein linealizado,

Galh] = —10he — $VoVih + VV o hyye — 2900(VVheg — Oh)  (1.15)

(con h = g®hgp). Una dificultad adicional en el caso de perturbaciones gravi-
tacionales tiene que ver con la invariancia de gauge, esto es, con el hecho de
que una solucién hg, de (1.14) es fisicamente equivalente a hqp + £¢gap, donde
¢ es un campo vectorial arbitrarioﬂ Por lo tanto, las variables fisicamente
apropiadas que se utilicen para describir las perturbaciones son aquellas que
resultan invariantes frente a tal transformacion.

Por otro lado, la representaciéon de campos de spin superior en términos
de potenciales de Hertz y de Debye es también una cuestion sutil, debido a
que las derivadas covariantes no conmutan, y las condiciones de integrabilidad
involucran ahora términos de curvatura. A la fecha no es claro que cualquier
solucion de las ecuaciones de campo pueda representarse en términos de estos
potencialeﬂ (ni tampoco cudles serian formulas adecuadas de esta represen-
tacion), y ahondar en esta cuestion es uno de los principales objetivos de esta

Yesta es simplemente la versién linealizada de la bien conocida invariancia bajo difeo-
morfismos de la Relatividad General.

103]gunos resultados histéricos importantes en esta linea son, por ejemplo, los trabajos
de J. Stewart [124], J. Cohen y L. Kegeles [102], R. Wald [134].
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tesis. Cabe esperar también que el potencial de Debye, en caso de existir, no
satisfaga la ecuacion de onda usual, sino alguna ecuacion diferencial “de tipo
onda”, esto es, una ecuaciéon de segundo orden donde [] es reemplazado por
un operador de onda més general y se deba también agregar un potencial.

1.2.3. Ecuaciones de onda

En la subseccién anterior mencionamos que, en el estudio de campos linea-
les en espacios curvos, es deseable poder representar campos de spin superior
en términos de campos escalares (potenciales de Debye) que satisfagan ecua-
ciones de tipo onda. En esta subsecciéon queremos dar una minima motivacion
de porqué nos enfocamos en ecuaciones de “tipo onda”. La insistencia en este
tipo de ecuaciones se debe a que las mismas han sido intensamente estudia-
das en la literatura, y uno puede entonces aplicar resultados muy poderosos
de la teoria de ecuaciones diferenciales. En lo que sigue consideraremos un
espacio-tiempo globalmente hiperbolico (., g) y un fibrado vectorial E sobre
A, dado que los resultados estdndar valen para esta situacion. Seguiremos
las referencias [21] y [135] seccion 10.1].

Precisemos a qué nos referimos con una ecuaciéon de tipo onda. En primer
lugar, un operador diferencial lineal de segundo orden tiene la forma general
A9,0, + B9, + C'. La estructura “tipo onda” de un operador se formaliza
del siguiente modo:

Definicién 1.2.2 (Operador normalmente hiperbolico). Un operador dife-
rencial de sequndo orden P : C™(M ,E) — C*(#,E) se dice normalmente
hiperbélico si su simbolo principal estd dado por la métrica. En otras palabras,
en coordenadas locales {x®} P adopta la forma

P = ¢"*(2)0.0, + B*(z)0, + C(). (1.16)

Si P es un operador normalmente hiperbolico, una ecuacion de onda lineal es
una ecuacion de la forma Pu = f, para una f dada, donde u € C*(.#,E)
es una seccion suave de E. Sea ¥ C .# una hipersuperficie de Cauchy, con
normal unitario futuro n®. El problema de Cauchy para esta ecuaciéon de onda
es encontrar u tal que

Pu=f,
uls; = o, (1.17)
(Vn’u)fz = Uy,

para f,ug,u; dadas. El resultado més relevante al considerar este sistema es
el siguiente (ver Teoremas 3.2.11 y 3.2.12 en [21], también Teorema 10.1.2 en
[135]):

Teorema 1.2.2. Sea (. ,g) un espacio-tiempo globalmente hiperbélico, y
sea X C M una hipersuperficie de Cauchy con normal n®. Sea E un fibrado
vectorial sobre M y sea P un operador normalmente hiperbélico actuando en
secciones de E. Entonces:
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(i) Para cada ug,u; € C°(X,E) y f € C3°( A ,E), existe una unica solu-
cion al problema de Cauchy .

(11) La solucion depende continuamente de los datos ug,uq, f.

(111) La solucion u satisface supp(u) C J(K), donde K = supp(ug)Usupp(uy)U
supp(f) y J(K) = J*(K) U J~(K).

Los items () y (47) significan que el problema de Cauchy esta bien definido (es
well-posed), y el item (iii) implica que existe una velocidad de propagacion
finita para las perturbaciones. El item (éi) implica también la estabilidad de
Cauchy del sistema , pero, como observamos en la subsecciéon , esto
no asegura nada acerca de la estabilidad global de la solucién u. La demos-
tracion del teorema puede encontrarse en [2I]. Las condiciones de suavidad
de los datos en (i) pueden ser relajadas, i.e. es posible utilizar funciones de
menor regularidad en (por ej.) espacios de Sobolev apropiados.

1.2.4. Estabilidad lineal modal versus no-modal

Finalmente, hagamos algunos comentarios importantes con respecto a la
diferencia entre estabilidad lineal modal y no-modal. En el enfoque modal,
toda solucién se descompone en una suma infinita de modos, cada uno de
los cuales es una soluciéon separable de la ecuacion, y se analiza la evolucion
de modos aislados. Por ejemplo, en Schwarzschild, la descomposicion modal
conduce a que las ecuaciones linealizadas de Einstein se reduzcan a ecuacio-
nes escalares para variables de la forma Y (t,r,0,p) = ’(ﬂé?:i(?”)}/g’m(e, p)et,

m
donde Yy, son los armoénicos esféricos ordinarios, w es una constante de se-

paracion, y @DEUZ es una funciéon que satisface cierta ecuacion diferencial or-
dinaria (ver seccion . Un término de esta forma, caracterizado por la
frecuencia w y los nimeros armoénicos (¢, m), se denomina modo, y estabilidad
lineal modal se refiere a probar que no existan modos con Jm(w) < 0 (esto
es simplemente porque, si no existen modos con Jm(w) < 0, entonces Py,
decaeré asintoticamente en el tiempo). Este es ciertamente un primer paso
importante; sin embargo, descartar la existencia de este tipo de modos no
constituye una prueba de estabilidad lineal (ver por ejemplo [47], también
[40]). Esto es porque los campos perturbativos son una suma infinita de mo-
dos, y la acotacion de modos aislados no implica una acotacion del campo
completo. Mas aun, un sistema puede ser modalmente estable (en el sentido
recién mencionado) y sin embargo admitir soluciones que crezcan tanto como
se quiera a un tiempo finito (transient growths), habiendo ejemplos de esto en

mecénica de fluidos (ver por ejemplo [121I]). Por ultimo, las variables CIDEZZn)
carecen de significado geométrico, y su relacion con efectos observables de la
perturbacion sobre la geometria es remota (ver seccion y [47]).

Una gran mayoria de resultados acerca de estabilidad lineal en la litera-
tura se refieren s6lo a un analisis modal. La estabilidad lineal modal de la
solucion de Schwarzschild fue demostrada en [I18], 141], mientras que para

Kerr el resultado anélogo fue obtenido por B. Whiting en [I38|, utilizando
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la formulacion desarrollada por S. Teukolsky [128]. En cambio, la estabilidad
lineal no-modal de Schwarzschild fue demostrada soélo recientemente por G.
Dotti en [46] (y extendida para el caso con constante cosmologica en [47]),
y también independientemente por M. Dafermos, G. Holzegel e I. Rodnians-
ki en el preprint ain més reciente [43]. La estabilidad lineal no-modal del
agujero negro de Kerr permanece un problema abierto a la fecha, y es un
area muy activa de investigacion en Fisica Mateméatica. Mencionamos, por
iltimo, que mientras un analisis modal no alcanza para probar estabilidad
lineal, si es suficiente para encontrar inestabilidades lineales (ver por ejemplo
[75], 49, 50L 51]), algo que estudiaremos particularmente en el capitulo E

1 No obstante, es importante aclarar que inestabilidad lineal no necesariamente impli-
ca inestabilidad no-lineal, debido a que es en principio posible que existan términos que
sean relevantes sélo al nivel no-lineal y de alguna manera cancelen la inestabilidad lineal.
Agradecemos a Omar Ortiz por esta observacion.



Capitulo 2

Geometria espinorial en 4
dimensiones

2.1. Generalidades

La razon de considerar espinores en Fisica es, en ultima instancia, cuantica
(ver seccion [2.5.1). No obstante, estos objetos han encontrado también apli-
caciones importantisimas en problemas puramente clasicos; el ejemplo mas
relevante es ciertamente la prueba de Witten [140] de la positividad de la
masa en Relatividad General. En 4 dimensiones, la gran utilidad de los espi-
nores esta en parte asociada a la estructura del grupo de spin correspondiente,
que conduce a trabajar siempre con objetos totalmente simétricos, lo cual es
de gran utilidad para calculos explicitos. Desde el punto de vista puramente
matematico, los espinores aparecen en el estudio de algebras de Clifford en
el area del algebra geométrica. En cualquier caso, un espinor es siempre, por
definicién, un objeto que transforma bajo un grupo de spin.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién d, y sea g una forma bilineal, no
degenerada, de signatura (p,q) en V. El grupo de transformaciones que pre-
serva g es el grupo ortongonal O(p, ¢). Si requerimos ademés que las transfor-
maciones preserven el elemento de volumen de V', O(p, ¢) se reduce a SO(p, q).
Tenemos entonces:

Definiciéon 2.1.1. El grupo de spin asociado a (V,g) es el cubrimiento

—_—

Spin(p, ¢) = SO(p, ¢)7, (2.1)

donde SO(p,q)" es la componente de SO(p,q) conexa con la identidad. Si
p : Spin(p,q) — GL(E) es una representacion de Spin(p,q) en el espacio
vectorial E/, un espinor es un elemento de E.

La naturaleza de los espinores depende entonces de la estructura de los
grupos de spin, y los ejemplos en Fisica en general hacen uso de isomorfismos
particulares. En Mecanica Cuantica no-relativisita, el espacio es V = R? con

—~——

métrica euclidea, con lo cual el grupo de spin es Spin(3) = SO(3). Ademaés
se tiene el isomorfismo Spin(3) = SU(2), y la representacion fundamental de

17
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SU(2) es C?, luego un espinor en este contexto es simplemente un elemento
de C? que, bajo rotaciones en el espacio, transforma bajo SU(2). En Teoria
Cuéntica de Campos, el espacio es V = R* con la métrica de Minkowski; el

—_——

grupo de spin es entonces Spin(1,3) = SO(1,3)", que resulta ser isomorfo a
SL(2,C). Un tercer ejemplo es el grupo de spin Spin(2,4) = SU(2,2), que es
un cubrimiento 4 a 1 del grupo conforme en Minkowski, y los espinores de
SU(2,2) se denominan twistors, ver seccion . Por otro lado, en Relatividad
General el espacio-tiempo no es un espacio vectorial sino una variedad dife-
renciable, con lo cual la definicién de espinores es una cuestion mucho mas
sutil. Como repasaremos a continuacion, la idea es esencialmente definir es-
pinores en cada espacio tangente, y luego “pegar” todas las construcciones de
una manera suave. Existen, no obstante, obstrucciones de origen topoldgico
para esta construccion, con lo cual no todo espacio-tiempo en Relatividad
General admite una estructura espinorial.

2.2. Espinores en Relatividad General

Como mencionamos, la idea para construir espinores en un espacio curvo
(A, g) es definirlos localmente, y luego ver si es posible “pegar” esta construc-
ciéon de manera suave en todo .#. Veamos primero esta construcciéon local;
en la seccion veremos los aspectos globales.

Sea (.# ,g) un espacio-tiempo 3 + 1 dimensional, orientable temporal y
espacialmente, con signatura métrica (+ — ——). Sea x € #, y sea {ea},
a=0,..,3, una tetrada ortonormal en T,.Z, esto es g(ea,cn) = gupeled =
Nab, donde 75, = diag(l,—,1,—1,—1). Cualquier otra tetrada de la forma
{el, = AyPep}, donde A es un elemento del grupo ortogonal O(1,3), es igual-
mente valida ya que g(e,, e;,) = Map. Si requerimos ademas tetradas que pre-
serven la orientacion temporal y espacial, O(1, 3) es adicionalmente reducido
a SO(1,3)". Esto implica que, en x, tenemos el espacio vectorial T,.# con
una forma bilineal invariante bajo SO(1, 3)"; podemos entonces construir es-
pinores asociados a T,..# segtn la definicion [2.1.1] El correspondiente grupo
de spin es:

SO(1,3)" = Spin(1, 3) = SL(2, C). (2.2)
El grupo SL(2,C) es un doble cubrimiento de SO(1, 3)™: el mapa cubrimiento
¢ : SL(2,C) — SO(1,3)" es un homomorfismo 2-1, siendo su kernel ker(¢) =
Zs. Veamos un poco més en detalle la accion explicita de este mapa (esto es,
la relacion entre los elementos de ambos grupos). Consideremos los espacios
T, # = R* = span{e,} y Hy = spang{c,}, donde 0, = (09, 01, 09, 03), con oy
la identidad 2 x 2 (multiplicada por 27Y/2) y 1, 09, 03 las matrices de Pauli
(por 271/2):

01 0 10
| — 1 _ 1
01 = 75 <1 O> y 09 = % (-Z O> y 03 = 75 (0 _1> . (23)

Consideremos también el isomorfismo o : R* — H, (tomamos a H, como un
espacio real) dado por o(e,) = 0,. Entonces la relacion entre un elemento
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S € SL(2,C) y su imagen A = ¢(S) € SO(1, 3)" esta dada por
So(v)ST = a(Av), VoeRY (2.4)

donde se sobreentienden las representaciones fundamentales de ambos grupos
(i.e. S es una matriz 2 x 2 y A una matrix 4 x 4). De la relacion (2.4)) se ve
claramente que ¢(S) = ¢(—S), es decir que S y —S representan la misma
transformacion de Lorentz.

La representacion fundamental de SL(2,C) es C?, y la anti-fundamental
es C2. A diferencia de SU(2), C? y C? no son representaciones equivalentes
de SL(2,C)] lo cual implica que debemos hacer distincién entre ellas. En
notacion de indices abstractos, tomamos esto en cuenta como sigue: los indices
A, B,C, ... representan objetos de C? y toman valores en {0,1}, mientras
que indices primados A’, B’,C’, ... corresponden a C2?, y toman los valores
{0/, 1'}. Considerando también las representaciones duales C** y C%*, tenemos
entonces las siguientes clases de objetos:

YA e C?, x¥ e C? wy € C*, Ex € C*. (2.5)

Espinores mas generales se definen, naturalmente, tomando productos tenso-
riales arbitrarios: un espinor de tipo (k,1; k’,l’) es un elemento

@Al'"AkBimB‘l“'Cl...ClD’l...D;, € QFC2 ®k’ C? @' C* ®z/ C2*. (2.6)

De la relacion (2.4) deducimos que la estructura de indices del isomorfismo
’ . ., ..
o es 0, con lo cual dicha relacién queda (notando que podemos omitir el

vector v)
SABO'aBBISB/A/ = O'bAA/Aba. (27)

El objeto 0,*4" permite establecer una correspondencia entre vectores y es-
pinores de tipo (1,1;0,0), pues un vector v = v®e, es mapeado a

0 3,14 ;2
a AA" _a_ AA _ 1 (U FUT v+
vt = o)) =070 = 7 (,U1 —i? 00— 3 ) (2.8)
. . . . ’ !/
Usando el vierbein dual e?, definimos la soldering form como 0,44 := 2,044,
1. 4 4 2 .,
con lo cual podemos escribir v44" 1= v20,44". Mas atn:

Observacion 2.2.1. Es tradicional omitir la soldering form en la correspon-
dencia entre espinores y tensores, de manera que se establece la equivalencia
de indices

a=AA, b=BB, c=CC,.. (2.9)

’
= ’UAA

Por ejemplo, v* , Wa = waar, etc. En esta tesis utilizaremos esta

notacion.

!Para ver esto, supongamos, por el contrario, que C? y C? fuesen equivalentes como
representaciones de SL(2, C), entonces por definicion existiria un mapa invertible (intert-
winer) w : C> — C? tal que S = wSw™! para todo S € SL(2,C); pero si tomamos por
ejemplo S = diag(7i, —i/7), entonces S tiene un autovalor 7i, mientras que S no; luego no
existe tal mapa.



20 Capitulo 2. Geometria espinorial en 4 dimensiones

Las operaciones de subir y bajar indices en espinores (esto es, un mapa
canonico entre un espacio espinorial y su dual) se realizan con el espinor
antisimétrico e4p = —epa (y su inversa eAB), que es un objeto invariante
bajo SL(2,C),

S,¢SgPecp = eap, VS € SL(2,C). (2.10)

Una relacion idéntica se cumple para el complejo conjugado €4:p.. Este ob-
jeto es el andlogo de la métrica en el espacio de espinores; pero, como es
antisimétrico, debe tenerse cuidado en como subir y bajar indices; nuestras

convenciones son
Va = e’ wt = ABug (2.11)

y similarmente para los complejos conjugados. Puede mostrarse que la relacion
entre e4p y la métrica en T,.# es

Jab = JAA'BB' = €ABEA'B'- (2.12)

Notemos que, en vista de (2.11)) y , el producto tensorial entre dos
espinores ¥ y ¢ define un vector nulo (complejo) en T, si pA¢p? =: v,
entonces gqv°1® = 0. El vector v® sera real si y sélo si ¢ = 4.

Finalmente, el anélogo espinorial de una tetrada en T,.# es una diada de
spin, esto es, una base {e4 } = {0, 11} de C? tal que o4t = 40P = 1.
Los vectores nulos asociados a una diada y su compleja conjugada definen
una tetrada nula en T, 4 -

!/ !/ ! 1
¢ =o4%", n*=A7, me=o"T, m*=.%". (2.13)
Notemos que m® es un vector complejo.) La relaciéon entre las tetradas nula
q pl€j
y ortonormal esta dada por

= Segre),  nt=hleh—el),  omt= (el —ied).  (214)

2.2.1. Representaciones irreducibles de SL(2,C)

Una gran ventaja del formalismo de espinores en 4 dimensiones es que uno
puede restringirse a trabajar so6lo con objetos totalmente simétricos. Podemos
anticipar esto si tenemos en cuenta que el espacio de tensores antisimétricos en
2 dimensiones tiene dimensién 1, lo que se traduce en que un espinor arbitrario
puede descomponerse en una parte totalmente simétrica mas una suma de
productos de €’s con espinores totalmente simétricos de menor valencia (ver
Proposicion (3.3.54) en [I10]). Esto se puede describir de manera mas formal
utilizando la teoria de representaciones de SL(2,C), de la que hacemos un
mini-repaso en lo que sigue.

El grupo de Lie SL(2, C) es topologicamente S® x R?, con lo cual es simple-
mente conexo y, por lo tanto, sus representaciones estan en correspondencia
1-1 con representaciones de su algebra de Lie sl(2,C). Ademas, no es dificil
mostrar que sl(2, C) es isomorfa a la complexificacion del algebra su(2):

s[(2,C) = su(2)c = su(2) @ su(2). (2.15)
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La teoria de representaciones irreducibles (irreps) de su(2) es bien conocida
(ver e.g. [81] Capitulo 4]): las mismas se clasifican por un nimero semi-entero
s € Ny/2 que se denomina spin, y el espacio de representacion S, es isomor-
foE| al espacio de objetos totalmente simétricos sobre C?, que tiene dimension
25+ 1. Ahora, dadas dos irreps de su(2) caracterizadas por s y &', su producto
tensorial es una irrep de su(2) @ su(2), luego por concluimos que las
irreps de sl(2,C), y por lo tanto las de SL(2,C), se caracterizaran por dos
numeros semienteros, y los espacios de representacion estaran compuestos de
espinores totalmente simétricos en indices primados y no-primados:

Sies) = (0FC?) @ (0 C?), (5,5) € o x o, (2.16)
donde ® denota el producto tensorial simétrico. La dimension de este espacio
es (26 + 1)(2¢' + 1). (Ver también Proposicion (3.3.62) en [110].) Es posible
demostrar que una representacion (s,s’) de SL(2,C) da origen a una repre-
sentacion ordinaria de SO(1,3)" si y sdlo si s + 8" es entero. Por ejemplo, la
representacion S(%,%) es la complexificacion de la representacion fundamental

de SO(1,3)", i.e. R*®C. Por otro lado, la representacion S 1068 simplemente

C?, mientras que S, 1y €s C?; ninguna de ellas es representacion de SO(1, 3)".

Dado que las representaciones irreducibles de SL(2,C) consisten de espi-
nores totalmente simétricos, en la practica es muy tutil descomponer cualquier
expresion tensorial en sus componentes irreducibles. Esto es particularmente
cierto al trabajar con productos tensoriales de espinores, para lo cual podemos

hacer uso del siguiente resultado:

Proposicion 2.2.1 (Descomposicion de Clebsh-Gordan). La descomposicion
en representaciones irreducibles del producto tensorial entre dos irreps S
Y Sy estd dada por

t+s v/ s’

Ser)® e =2 B P Swwy. (2.17)

t=|t—s| t/=|t/—5|

Enseguida daremos una aplicacion muy importante de este resultado, al con-
siderar la derivada covariante de un campo espinorial.

2.2.2. Campos espinoriales

Todas nuestras consideraciones hasta ahora han sido locales. Pasamos
ahora a los aspectos globales en la construccion de espinores, que es lo que
necesitamos para estudiar campos espinoriales. Hemos encontrado muy ttiles
las referencias 70}, [71], |79}, capitulo 12] y [135, capitulo 13].

Sea (., g) un espacio-tiempo 4-dimensional orientable temporal y espa-
cialmente, y sea mso : Pso.# — ./ el fibrado de bases ortonormales de ./ .
Ya que Pso.# es un fibrado principal, las fibras son isomorfas al grupo de

2la prueba, de esta afirmacién se hace considerando el espacio de polinomios homogéneos
de grado 2s en 2 variables complejas.
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estructura, en este caso SO(1,3)". Asi como, para definir espinores en un es-
pacio vectorial, considerabamos el cubrimiento del grupo ortogonal, la idea
béasica para construir espinores en .# es considerar la variedad cubrimiento
de Pso.# . Més precisamente:

Definiciéon 2.2.1 (Estructura espinorial). Sea (#,g) un espacio-tiempo 4-
dimensional, y sea ¢ : Spin(1,3) — SO(1,3)" el mapa cubrimiento del grupo
de Lorentz. Una estructura espinorial sobre 4 es un par (Pspin# , ®), donde
Tspin © Ppinl — A es un fibrado principal sobre A con grupo de estructura
Spin(1,3) = SL(2,C), y @ : Pspin# — Pso M es un mapa cubrimiento tal
que:

(Z) Tso © d = T'Spin;
(i1) ©(p-S) = (p)o(S) para todos p € Pspin# y S € SL(2,C).

La condicion () implica que ® o 7TS_plin = 750, lo cual significa que una diada
de spin en x € .# se mapea via ® a una tetrada en el mismo punto z. La
condicion (i7) significa lo siguiente. Sea p una diada en z, y sea ®(p) la co-
rrespondiente tetrada (que, por (i), es también sobre z). Si transformamos la
diada a p’ = p- S, entonces (i) implica que la nueva tetrada, ®(p’), se obtiene
de la anterior por medio de la transformacion de Lorentz ¢(S) asociada a S.
Para un mayor entendimiento intuitivo de estas condiciones, resulta muy util
la discusion alrededor de la pagina 276 en [79].

El requerimiento de la condicion (ii) es no-trivial: existen obstrucciones
topologicas para que la misma se satisfaga en todo .#Z . Es decir, la existencia
de una estructura espinorial depende de la topologia de .# (y de Pso.#), con
lo cual un espacio-tiempo puede no admitir esta estructura o admitir varias
no-equivalentes. Aquellas variedades que admiten una estructura espinorial
se denominan ‘“variedades spin” (spin manifolds). Es posible probar que, si
A es simplemente conexa y Pso.#Z no es simplemente conexo, entonces .4
admite una tunica estructura espinorial. Si .#Z y Pso.# son ambos simple-
mente conexos, entonces .# no admite una estructura espinorial. Si .#Z no es
simplemente conexa, entonces puede admitir varias estructuras espinoriales
distintas’] En 3 + 1 dimensiones, un criterio muy 1til debido a R. Geroch es
que .# admite una estructura espinorial si y solo si es paralelizable:

Teorema 2.2.2 (Geroch, [10]). Sea (A ,g) un espacio-tiempo 4-dimensional
no-compactcﬂ Entonces (M, g) admite una estructura espinorial si y sdlo si
existe un sistema global de tetradas ortonormales.

Es posible demostrar que todo espacio-tiempo 3 4+ 1 dimensional, orienta-
ble y globalmente hiperbélico admite una estructura espinorial. Los espacio-
tiempos considerados en esta tesis son Einstein, por lo tanto su estructura

3¢ste es por ejemplo el caso al considerar espinores sobre la string world-sheet en teorias
de supercuerdas [79, Capitulo 12].

4si el espacio-tiempo es compacto, puede demostrarse que admite curvas cerradas tem-
porales, con lo cual se considera no-fisico.
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asintotica depende de la constante cosmologica A; i.e. que, estrictamente, s6lo
en el caso A > 0 tenemos asegurada la existencia de una estructura espinorial.
Para A < 0, trabajaremos bajo la suposicion de que es todavia posible definir
espinoresﬂ

Asumiendo la existencia de una estructura espinorial, veamos ahora como
extender la definiciéon de espinor en un punto, a una asignaciéon suave de un
espinor en cada punto de .Z . Intuitivamente, lo que debe hacerse es “pegar”
de manera suave los espacios de representacion del grupo de spin en cada
punto; més formalmente, la estructura resultante es la siguiente:

Definicién 2.2.2 (Fibrado espinorial). Sea p : SL(2,C) — GL(V) una re-
presentacion de SL(2,C) en V. Un fibrado espinorial sobre .4 es el fibrado
vectorial asociado

Sp% = PSpin'// X V/ ~ = PSpin% Xp V, (218)

donde la relacion de equivalencia es (p,v) ~ (p- S~ p(S)v), para todos p €
Pspind, v €V y S € SL(2,C).

Esta definicion conduce finalmente a la nocién de un campo espinorial: el
mismo es una funcién suave de .# en S,.#, esto es, una seccion de S,.# . En
nuestro trabajo estaremos siempre interesados en trabajar con campos espino-
riales totalmente simétricos, lo cual implica que los espacios V' corresponderan
a las representaciones irreducibles S ) de SL(2,C), dadas en . El co-
rrespondiente fibrado espinorial serd denotado S, . . Para el espacio
de secciones suaves de S; ., una notaciéon muy util para recordar los tipos
de objetos con los que se trabaja consiste en ‘adjuntar los indices al espacio’,
por ejemplo:

SA1...A25A’1‘..A’25, — F(%, 5575/%)' (219>

Un campo espinorial irreducible (i.e. totalmente simétrico) sera entonces sim-
plemente un elemento de . Similarmente se define el dual Sy, 4,, ApLAL
etc.

Habiendo definido el concepto de campo espinorial, podemos ahora in-
troducir la nocién de derivada covariante del mismo. La misma se obtiene
considerando el lift a Pspin.# de la conexion de spin w,?y, = eﬂvae%, y la co-
rrespondiente derivada covariante inducida en el fibrado espinorial asociado
S, . Esta derivada inducida serd denotada V 44/. Tenemos:

Y
5/

Proposicién 2.2.3. Sea p € I'(A,S,.# ) un campo espinorial. La derivada
covariante de ¢ estd dada por

Vaarp = 0aap + plwan)e, (2.20)

donde p : sl(2,C) — gl(V) es la representacion del dlgebra de Lie sl(2,C)
asociada a p por diferenciacion, Oan = 0%4n04, Y Wana = 0% aqaw, €S la
conexion de spin.

no obstante, nuestros resultados para spin entero son en general independientes de la
existencia de una estructura espinorial.
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En nuestro trabajo, la descomposicion irreducible de la derivada covarian-
te es particularmente importante. Para esto utilizamos la descom-
posicion de Clebsh-Gordan (| -, que para la derivada de un campo ¢ €

!
§Ar-A2e i A5 corresponde a

S(%,%) ® S(se) = S(S_%ﬁz_%) D S(s_%75/+%) P 5(54_%,5/_%) P S(s—i—%,ﬁ’-{—%)' (2.21)
Por ejemplo, para un espinor ¢ € S ubicando los indices a conveniencia
tenemos

Vien = Vﬁﬁ @ﬁ WO o ens — Wenoe? +ieape? P Voo,

(2.22)
y més en general, si ¢ € SAt-AndiAm,
Al A/ A/m A/ A/m m A , A/ Alm )
vAl YAas.. AH:II _[T”mw]Al n:ll o mé i Z[Cnmw]Al n:ll
n ALLAL
T Tt €A1 (A2 [CL mQO]A3 n++11)
mn —Al (A Ag. Al )

+ (m-&—l)(n—&-l)6141(1426 1 Q[Dn ng]AS Anrll)a (223)

donde:

Definicion 2.2.3 (Andersson et al, [5]). Los operadores Ty, Cpm, Cl
D,,m de la descomposicion irreducible se denominan respectivamente

twistor, curl, curl daga y divergencia, y estdn definidos por:

A,"'A’,nr‘rl . (A] Ay ;n+1)

[TnmSO]Al...Am+1 *VAI A1 Anﬂ) (2.24)
AlLLAL LA
[Cn mgo]Al...Aerll v A2 An+11)B/ (225)
[Ch il At = ! A (2.26)
n,m 1...Am—1 1- n—1 :
AlLLLAL rOALLAL
[Dn,mso]AlAm 11 = VBB A1 An 1lBB" (227)

La descomposicion en operadores irreducibles es muy ttil a la hora de
realizar célculos explicitos, y también para describir de una manera sistema-
tica y elegante el tipo de campos espinoriales que consideramos. De hecho,
los elementos en los distintos kernels de estos operadores reciben nombres
particulares; dichos objetos seran centrales en los capitulos siguientes.

Definicién 2.2.4 (Espinor de Killing). Sea K € SA4t-An4-4m yn elemento
del kernel del operador de twistor:

T,mK = 0. (2.28)
Entonces K se denomina espinor de Killing de valencia (n,m).

Los elementos del kernel de los operadores curl y curl daga son también de
gran importancia en nuestro contexto:
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Definicién 2.2.5 (Potenciales de Hertz). Sean H", H* € S -Andi-Am  De.
cimos que H* y H® son potenciales de Hertz izquierdo y derecho, respectiva-
mente, si satisfacen las ecuaciones

Cl . H" =0, (2.29)
CpmH® = 0. (2.30)

Los casos m = 0 y n = 0 reciben nombres especiales:

Definicion 2.2.6 (Campos libres sin masa). Sean ¢ € Sa,..a, ¥y X € Sa;._a,-
Decimos que @ y x son campos espinoriales libres sin masa, de spin n/2, y
respectivamente de quiralidad izquierda (o negativa, o left-handed) y derecha
(o positiva, o right-handed ), si satisfacen las ecuaciones

Cl o =0, (2.31)
Conx = 0. (2.32)
Para entender el origen de esta terminologia, ver seccion [2.5.1] mas adelan-
te. En esta tesis, estas ecuaciones desempenan un papel principal en nuestro

trabajo de perturbaciones de espacio-tiempos curvos de 4 dimensiones, par-
ticularmente la ecuacion (2.31)).

2.2.3. Espinores de curvatura

Como es usual en geometria, la curvatura de una conexién se define por
medio del conmutador de dos derivadas covariantes. Aunque la curvatura
espinorial puede definirse enteramente dentro del formalismo de espinores,
resulta mas sencillo calcular el analogo espinorial del tensor de curvatura,
Raagpcoopp = Raped, €n base a las propiedades algebraicas y diferencia-
les del mismo. Esto es, es posible demostrar (ver [I10], seccion 4.6]) que las
simetrias del tensor de Riemann

Rapeqd = R[ab]ed = Rab[cd]> R[abc]d =0, (233>

dan origen a la descomposicion

Ruea = Xapcp€ap€op + Papop€anecn
+Xapcpeapecp + Papcpeapéop, (2.34)
donde los denominados espinores de curvatura X apcp v Parpop tienen las
siguientes propiedades:

Xapcep = Xapycpy:  Xapep = Xepap,  Xame)” =0, (2.35)
O upep = Papyep), Pamop =Paporr, Paa =0. (2.36)
La segunda condicién en (2.36) implica que ® 4/p/¢cp es real, mientras que la

tercera implica que es libre de traza; de hecho, ® 4 g/cp se denomina espinor
de Ricciy es equivalente al tensor de Ricci sin traza:

(I)ab = _%(Rab - %leab>‘ (237)
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Por su parte, el espinor X 4pcp admite una descomposiciéon adicional en com-
ponentes irreducibles bajo SL(2, C):

Xapep = Yapep + Aeacesp + €apepce), (2.38)

donde la traza A = %EACEBD X apcp es un multiplo del escalar de curvatura,
R

A= — 2.39

= (239

y el espinor totalmente simétrico W 4pcp = W(apcp) se denomina espinor gra-
vitacional o espinor conforme de Weyl, y representa la curvatura del espacio-
tiempo debida genuinamente al campo gravitacional (i.e. en ausencia de ma-
teria). Notemos que el resultado final de toda esta reduccion del tensor de
curvatura es simplemente la descomposicién del mismo en representaciones

irreducibles de SL(2, C),

Rabcd = Cabcd + Eabcd + 2AGabcd7 (240)
donde
Cabcd — \IIABCDEA,B,EC/D/ —+ \IIA,B/C/DIGABECDJ (241)
Ewea = Papcpeapecp + Papcepeasecp, (2.42)
Gabed = €ACEBDEACIER D — EADEBCEA DIEBICY- (2.43)

Naturalmente, ¥ opop se denomina espinor conforme de Weyl debido a que,
en vista de , es el analogo espinorial del tensor de Weyl.

La estructura anterior de la curvatura espinorial nos permite deducir la
forma del conmutador

[Vaa, V| = eapUap + €apUap, (2.44)

donde los operadores de curvatura [l g := VX(A/Vfo,) y Uap = V(A\Xqvg)'

4 . / .
actiian sobre un espinor 0¥ p/ (por ejemplo) como

DABGCDE/F' = XABQCGQDE/FI — XABDQGCQEIF,
+Papo "0 p? b — Papp @O o (2.45)
|:]A’B’QCDE/F’ = XA’B’Q’EIGCDQIF’ - XA’B’F’Q/QCDEIQ’
D43 0% b — D a0 . (2.46)

Dada una diada de spin {o4, ¢4}, o4t = 1, la proyeccion de W 450p sobre
esta base da origen a 5 componentes complejas, denominadas escalares de
Weyl:

Uy = \I’ABCDO 0?0%0"

U, = U, pcpo?olo” P

(2.47)
(2.48)
Uy = U pcpotoPCP (2.49)
(2.50)
(2.51)

\1’3 = \I/ABCDOAL LC b

\1’4 = \I/ABCDLAL LC D
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2.2.4. La clasificacion de Petrov

La clasificacién de Petrov es un resultado acerca de los posibles distintos
tipos algebraicos de la curvatura de una variedad (semi-)Riemanniana. Exis-
ten distintas formulaciones equivalentes de la misma. Una de ellas consiste
en estudiar el problema de autovalores y auto-bivectores del tensor de Weyl,
Cop®X.q = MX . Otra formulacién bien conocida se concentra en estudiar,
por medio de métodos tensoriales, el nimero y degeneracion de direcciones
principales nulas de este tensor. No obstante, es indudable que el enfoque
més sencillo de esta clasificacion se logra por medio del uso de espinores, lo
cual constituye un ejemplo importante de la gran potencia y utilidad de los
métodos espinoriales. A continuaciéon repasaremos brevemente el enfoque con
espinores de la clasificacion de Petrov.

Sea {o*,:} una diada de spin. La transformacion {o?, 14} — {¢4, 11},
donde ¢4 = 04 + 21" (con z € C), se denomina rotacion nula alrededor de 1
(o de n®). Consideremos el polinomio

P(z) = WapenC*¢PCOCP
= Uy +4U;2 +6Wyz? +4U52° + U 2t (2.52)

Ya que P(z) es un polinomio de grado 4 sobre C, el teorema fundamental
del algebra implica que posee 4 raices complejas 2, ..., 2! (no necesariamente
distintas): P(z) = (2 — 21)(z — 2?)(z — 2%)(2z — 2%). Ahora, definiendo o) :=
04 + 2%t 4, tenemos z — 2' = a4, con lo cual

Uagcp = oz%AQQBa?éoz%). (2.53)

Los espinores o4 se denominan direcciones principales nulas. Abreviaremos
a veces este nombre como PNDs por sus siglas en inglés (Principal Null Di-
rections). Una tetrada nula alineada a las PNDs se denomina tetrada princi-
pal. Notemos que un espinor x4 es una direcciéon principal nula si y sélo si
U pepppnBuCp? = 0. Si cada direccién nula corresponde a una raiz sim-
ple de P(z), el espacio-tiempo se denomina algebraicamente general. Por otro
lado, una direccion nula sera repetida si aparece més de una vez en la descom-
posiciéon , de manera que en estos casos se cumplird alguna de las condi-
ciones mas fuertes W apcpuPuCu? =0, YV apcpuCu®? =0, 6 Wagepu? = 0;y
en consecuencia el espacio-tiempo se denomina algebraicamente especial. De
este modo, los distintos tipos algebraicos de Petrov se clasifican de acuerdo a
las particiones del nimero 4; resumimos el esquema en la tabla 2.1}

Como es sabido, existe una relaciéon interesante entre la propiedad de
especialidad algebraica y la existencia de congruencias de geodésicas nulas

con ciertas propiedades, esto se conoce como Teorema de Goldberg-Sachs:

Teorema 2.2.4 (Goldberg-Sachs [77]). Una solucion de vacidl| de las ecua-
ctones de campo de Finstein es algebraicamente especial si y solo si existe
una congruencia de geodésicas nulas que es shear-free.

Sse permite la inclusién de una constante cosmolégica.
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Tipo de Petrov | PNDs | Espinor de Weyl
I {1111} | Wapep = aaBeYcip)
II {211} \I/ABCD = O./(ACYB’}/C(SD)
D {22} | Yupep = aaapycyp)
111 {31} \IIABCD = Oé(AOéBCKC(SD)
N {4} | Yapep = asapacap
O {—} \IJABCD =0

Tabla 2.1: Tipos de Petrov.

2.2.5. Espacio-tiempos tipo Petrov D

Como dijimos, la soluciéon més general de agujero negro estacionario, vacio
y asintoticamente plano en 4 dimensiones esta dada por la métrica de Kerr. Al
considerar la inclusiéon de un campo electromagnético, la correspondiente so-
luciéon es la de Kerr-Newman, y al incluir también una constante cosmologica,
la solucion es la de Kerr-Newman-(A)dS. En todos estos casos, la estructura
algebraica del tensor de curvatura corresponde a un espacio tipo Petrov D,
por lo tanto es ésta la clase de espacios 4-dimensionales que més nos interesa
en esta tesis (para el caso de altas dimensiones ver capitulo @ De acuerdo a
la tabla 2.1], el espacio-tiempo tiene entonces dos direcciones principales nulas
repetidas, y en términos de una diada adaptada a estas direcciones, tenemos

Ug=U, =U3=0,=0. (2.54)
El espinor de curvatura de Weyl tiene entonces la forma
\I]ABCD = 6\1120(AOBLCLD). (255)

En términos de los coeficientes de spin definidos en la seccion [2.4] el teorema
de Goldberg—Sachsﬂ implica que

k=K =0c=0=0. (2.56)

Estas identidades simplifican muchos calculos al trabajar sobre espacio-tiempos
tipo D.

Una de las caracteristicas mas destacables de los espacios tipo D, es que
poseen ‘simetrias ocultas’ mas generales que las isometrias del espacio-tiempo.
En concreto, esta clase de simetrias se asocian a la existencia de objetos que

b
generalizan la ecuacion de Killing, y cuyo origen puede de hecho rastrearse
hasta la existencia de un espinor de Killing. En la seccion siguiente repasare-
mos estas cuestiones.

2.3. Simetrias ocultas

La primera idea de simetria en Relatividad General coincide con el con-
cepto de isometria de la Geometria Diferencial. Esto es, una simetria de

"consideramos que el espacio-tiempo es vacio con constante cosmologica.
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un espacio-tiempo (.#, g) es un grupo monoparamétrico de difeomorfismos
¢:Rx M — A tal que para cada t € R, ¢; es una isometria: ¢un.g = ¢g. El
generador de este grupo es un campo vectorial £ que se denomina wvector de
Killing, vy satisface la version infinitesimal de la ecuacion ¢u.g = g:

£§gab = Vafb + nga = 0. (257)

Esta nociéon de simetria es intuitivamente clara: la métrica no cambia a lo
largo de las (’)rbitasﬁ del vector de Killing £&. Una ligera generalizacion de este
concepto es la nocion de simetria conforme, donde el generador de isometrias
conformes es, precisamente, un campo vectorial de Killing conforme,

LeGab = 241gab, (2.58)

donde (en dimensiones arbitrarias d) p = 1V,

La segunda nocién de simetrias que utilizaremos en este trabajo tiene que
ver con las posibles generalizaciones de la ecuacion de Killing , que dan
lugar al concepto de simetrias ocultas. Las mismas no tienen una interpreta-
cion geométrica clara como los vectores de Killing; en lugar de eso, en algunos
casos esta clase de simetrias encuentran cierta interpretacion en el fibrado co-
tangente a la variedad, que es el espacio de fases del movimiento geodésico.
Puede consultarse esta interpretacion en las referencias [129, [73]. Por lo pron-
to, es suficiente una definicién bastante vaga del concepto, que precisaremos
enseguida: diremos que un espacio-tiempo posee simetrias ocultas si admite
campos tensoriales/espinoriales que generalizan ‘apropiadamente’ la ecuacion

de Killing ([2.57]).

2.3.1. Espinores de Killing y tensores de Killing-Yano

Segtn la definicion [2.2.4] un espinor de Killing de valencia (n,m) es un

K € §Ar-Anfi-An golucion de

vgj/Kgg;;;gg) =0. (2.59)
No es dificil chequear que el producto tensorial simétrico K ® L entre dos
espinores de Killing K € SA4t-Andi-An v [ € SA1-A41-4; o5 un espinor de
Killing de valencia (n + [, m + k).

Los espinores de Killing se asocian a distintas clases de simetrias en el
espacio-tiempo. Dependiendo de la valencia (n,m), los analogos tensoriales
pueden ser vectores conformes de Killing, tensores conformes de Killing, o
tensores conformes de Killing-Yano. Es destacable que la ecuacion de
alguna manera englobe todos estos objetos.

8recordemos que una orbita (o curva integral) de un campo vectorial £, que pasa por

un punto x € .#, es la curva en la variedad dada por el mapa ¢(-,z) : R — .#.

9Existe en la literatura otro objeto que también se denomina “espinor de Killing”, par-
ticularmente en las comunidades de Geometria Diferencial y Supergravedad. Este objeto
no es exactamente igual al tipo de espinores de Killing aqui considerados, aunque es
posible demostrar que guardan alguna relacion [131].
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Por ejemplo, si £ es un espinor de Killing de valencia (1,1), Ty, = 0,
usando la descomposicion irreducible (2.22) obtenemos que el vector asociado
£ = €44 es un vector de Killing conforme,

Vgg/gg/)) =0 = V(a&b) = HGab, (260)

donde p = ivaga. Mas en general, para valencia (r,r), si T, ,() = 0 entonces
Qay..ap = Qa,4;...4,4, €s un tensor de Killing conforme:

B ~A1...Ar
VEB/ AiAﬁg - O @ V(anl...a,«) = g(meag...ar); (261)

para alguin ¢4, ,,_,. Una de las principales utilidades de estos objetos, que es
bien conocida en la literatura, es la siguiente:

Proposicion 2.3.1. Sea Q,,. 4. un tensor conforme de Killing, y sea v el
vector tangente a una geodésica nula y. Entonces Qq,...q, V... 7" se conserva
a lo largo de ~y:

v"y(Qal...arfyal---’.}/aT) = 0. (262)

Este resultado indica que los tensores de Killing proveen cantidades conserva-
das para el movimiento geodésico, que en general no provienen de las posibles
simetrias usuales asociadas a vectores de Killing; es en este sentido que usual-
mente se los denomina ‘simetrias ocultas’.

En nuestro trabajo estaremos particularmente interesados en espinores de
Killing de valencia (r,0):

VB4 =0, (2.63)

Esta ecuacion impone serias restricciones sobre la curvatura del espacio-
tiempo. Por ejemplo, para valencia (1,0), las soluciones de VeBud =0
deben satisfacer

Uapcpw” =0, (2.64)

lo cual limita la curvatura a los tipos de Petrov N u O. De hecho, la ecuacion
Vi Bwd = 0 se conoce como ecuacion de twistor (ver [IT1, ec. (6.1.1)]), y
el mayor interés de la misma reside en un espacio-tiempo (conformemente)
plano, ya que da lugar al concepto de twistor (veremos més sobre esto en
la seccién . En M, las soluciones de la ecuacién de twistor forman un
espacio vectorial complejo de dimension (compleja) 4. Dadas dos soluciones
wh y p?, el producto X48 = w1 B es un espinor de Killing de valencia
(2,0). Es tedioso pero sencillo demostrar que el anélogo tensorial de X 4, i.e.
la 2-forma anti-auto-dual X,, = X p€a p/, satisface la ecuacion

V(a)(b)c = gach - gc(a(b% (265)

donde (, = %VB/X Ap- Esta ecuacion se conoce como ecuacion de Killing- Yano
conformd™ y es la generalizacion para 2-formas de la ecuacion de Killing

conforme ([2.60)).

10ba-O una transformaciéon conforme ab QQ ab la ecuacion es invariante conforme
’ )
siempre que el peso conforme de Xab sea w = 3.
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Para soluciones de (2.63)) de valencia (2,0), el vinculo algebraico es
U apcPwpr) =0, (2.66)

que implica que el espacio-tiempo debe ser tipo Petrov D, N, u O. En el caso
de espacio-tiempos Einstein tipo D, un célebre resultado de Penrose y Walker
afirma que los mismos admiten siempre un espinor de Killing de valencia

(2,0):

Lema 2.3.1 (Lema 1 en [132]). Consideremos un espacio-tiempo tipo D vacio
con constante cosmolo’gicﬂ con PNDs 0,14 y escalar de Weyl asociado V.
Entonces el campo espinorial

Kap = kUy 0 a1p (2.67)
es un espinor de Killing, donde k € C es una constante arbitraria.

El objeto es un espinor de Killing de valencia (2,0) que no factoriza
como producto de espinores de Killing de valencia (1,0) (no obstante, ver
seccion . Por otro lado, ha resultado de importancia fundamen-
tal en diversos problemas en Relatividad General, por ejemplo en estudios
relacionados a: simetrias ocultas [132], operadores de simetria para campos
espinoriales [5], caracterizaciones del espacio-tiempo de Kerr [27], datos ini-
ciales de Killing [69], etc. Es también destacable que varias otras clases de
simetrias se derivan de , como repasamos a continuaciéon. En primer
lugar:

Proposicion 2.3.2 (Proposicion (6.7.17) en [I11]). En un espacio-tiempo
vacio con constante cosmologica que admite un espinor de Killing de valencia
(2,0) Kapg, el campo vectorial

A = VABRAL (2.68)
es un vector de Killing (complejo).

Una relaciéon adicional importante entre Kap y &%, es que £* “aniquila” al
espinor de Killing, en el siguiente sentido:

Proposicion 2.3.3. El espinor de Killing es paralelo y Lie-invariante
con respecto a &:

€V K ap =0, £eK ap = 0. (2.69)

Recordemos que la derivada de Lie de un espinor a lo largo de isometrias es
un concepto bien definido, ver [I11, Seccion 6.6]. La prueba de la proposicion
anterior no es dificil, ver por ejemplo [92].

El vector es de hecho proporcional a un vector de Killing real para
todo espacio-tiempo tipo D salvo para la clase Kinnersley IIIB [29]. En el

i el espacio-tiempo posee ademéas un campo electromagnético alineado con las PNDs

gravitacionales, entonces también admite un espinor de Killing (aunque distinto a (2.67))),
ver [91].
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caso particular de la solucién de Kerr, es el generador de la isometria
temporal, £ < 0;. La clase de espacio-tiempos en la que & es real suele deno-
minarse clase generalizada de Kerr-NUT [59]. Para esta clase, si tomamos las
partes real e imaginaria del tensor K €4 g en la forma

*

w = Kapéap + Kypeas (2.70)
Yoo = iKapeap —1Kypean, (2.71)

entonces puede probarse que Yy, es un tensor de Killing- Yano:
v(a}/b)c =0, (272)

mientras que el dual *Yy;, es un tensor de Killing-Yano conforme (2.65)). Adi-
cionalmente, el hecho de que Y,; sea un tensor de Killing-Yano, implica que
su cuadrado es un tensor de Killing:

Hop = Yoy, ViaHpe = 0. (2.73)

Como dijimos, los tensores de Killing se asocian a cantidades conservadas
para el movimiento geodésico. En particular, la bien conocida constante de
Carter del espacio-tiempo de Kerr, que permite la integrabilidad completa de
la ecuacion de geodésicas, tiene su origen en el tensor , y por lo tanto
en la existencia del espinor de Killing . Ver por ejemplo [100, [132] para
la forma explicita de estos tensores en la solucién de Kerr.

De la proposiciéon se deduce que H,, es también paralelo y Lie-
invariante con respecto a . Esto implica el siguiente resultado:

Proposicién 2.3.4 (Hughston y Sommers [92]). El vector n® := H®&, es un
sequndo vector de Killing,
Viam =0, (2.74)

que conmuta con &, Len = 0.

En la soluciéon de Kerr, el vector 7 es linealmente independiente de &, de modo
que ambos generan el grupo (abeliano) de isometrias de este espacio-tiempo
(aunque debe tenerse en cuenta que 7 no es d,, sino una combinacion lineal
entre 0; y 0,). Por otro lado, en la métrica de Schwarzschild, £* es ortogonal
a H,,, de modo que en este caso n = 0.

2.4. El formalismo GHP

El formalismo de Geroch-Held-Penrose (GHP), desarrollado originalmen-
te para 4 dimensiones en [72], es especialmente adecuado para situaciones
en las cuales dos direcciones nulas en el espacio-tiempo, digamos generadas
por los vectores nulos ¢* y n® son de alguna manera privilegiadas. Resulta
entonces particularmente 1til al considerar los espacios algebraicamente es-
peciales de la clasificacion de Petrov vista en la secciéon 2.2.4] En cada punto
del espacio-tiempo, podemos adaptar una tetrada nula a estas direcciones, o
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equivalentemente una diada de spin {e4 } = {0?, "}, de manera que la liber-
tad SL(2,C) para elegir la diada se reduce al subgrupo de transformaciones
que preservan las direcciones nulas, esto es, a transformaciones de la forma

ot — o™, R (2.75)

donde A es un campo escalar complejo distinto de cero. En términos geomé-
tricos, fijar un par de direcciones nulas implica una reducciéon del SO(1, 3)'-
fibrado ortonormal Pjs,.# de bases orientadas temporal y espacialmente, o
equivalentemente una reducciéon de la estructura espinorial Pepin#, cuyo
grupo de estructura es SL(2,C), a otro fibrado principal B con grupo de
estructura™ C*.

Las componentes en una diada {4 } de un espinor arbitrario transforman
de manera bien definida bajo (2.75]), esto es, forman una representacion II,, , :
C* — GL(C) de C* en C dada por

0 I, (V) = WA, (2.76)

para algunos numeros p,q € Z. Los elementos que transforman bajo esta
representacion se denominan cantidades pesadas de tipo {p, q}, o, alternativa-
mente, cantidades con peso de spin s = (p—q) /2y peso de boostb = (p+q)/2.
Las cantidades de tipo bien definido {p, ¢} forman un espacio vectorial com-
plejo (el espacio de la representacion de C*), las cantidades de todos
los tipos juntos forman un algebra graduada. En la tabla resumimos los
tipos GHP de los escalares asociados a los espinores de Weyl, Maxwell y Di-
rac. Las componentes tipo {p, ¢} de un campo espinorial deben pensarse més
propiamente como secciones de los fibrados vectoriales asociados definidos por

E{p,q} =B X1lp.q C. (2.77)

Las siguientes operaciones son internas al formalismo GHP, esto es, ma-
pean cantidades con peso en cantidades con peso: la operacion prima ', la
operacion conjugacion compleja’, y la operacion estrella *. En nuestro traba-
jo nos interesan solo las dos primeras, que estédn definidas por

. . _ A Al _A/ . _ Al
ot —» it A —iot, - —itt, ™ — —io? (2.78)

’ / ’ /
o=, oot Ao, oA (2.79)

[

A su vez, estas operaciones cambian los pesos GHP: ' : {p,q} = {-p,—q} ¥
~:{p,q} = {q,p} y son importantes porque permiten reducir el
numero de ecuaciones con las que uno trabaja en calculos explicitos.
Consideremos ahora la forma de conexién en Py, , que es una 1-forma
con valores en el algebra de Lie s[(2,C) definida por w,Bc = eBV,e8. Sus
distintas componentes en la diada {4} se denominan coeficientes de spin,
y se denotan (€, p, T, k,0 junto con sus versiones primadas (ver [I10, ec.
(4.5.21)] para formulas explicitas). Al analizar la descomposicion de w,Bc

12denotamos por C* al grupo multiplicativo de ntimeros complejos.
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Escalar | Tipo {p, ¢} | Peso de spin s

7, 4,0} 2
v, 2,01 +1
Weyl U, {0,0} 0
T, {—2,0} -1
v, {~4,0} 2
¢0 {27 O} +1
Maxwell o {0,0} 0
¢ {-2,0} —1

Dirac X1 {-1,0} —1/2

Tabla 2.2: Tipo GHP de los escalares de Weyl, Maxwell y Dirac. Los pesos
de spin y boost coinciden en todas estas componentes.

bajo la reduccion SL(2, C) — C*, las partes que transforman covariantemente
bajo C* definen los denominados coeficientes de spin GHP, los cuales son
p, T, Kk, 0,0, 7' K o' Las partes que no transforman covariantemente bajo C*
definen la 1-forma de conexién inducida en B, la cual es sencillo probar que
es

We = —€Ng + €ly — B'mg + Py, (2.80)

y, naturalmente, toma valores en Lie(C*) y transforma bajo C* como el
potencial de gauge de un grupo de Lie abelianﬂ, Wa — We + AV AL Esta
1-forma permite definir la derivada covariante sobre los fibrados asociados
Efp,q), como

O, =V, + pw, + qi, (2.81)

(la inclusion de la derivada de Levi-Civita V, permite aplicar esta formula
a campos tensoriales y espinoriales pesados, ademas de escalares con peso),
donde hemos usado que la representacion del algebra de Lie m, , : Lie(C*) —

gl(C) asociada a ([2.76|) es
(X = (PX + ¢X)1. (2.82)

La proyeccion de ©, sobre la tetrada nula define operadores de derivadas
direccionales con peso:

b :=1°0,, b i=nO,, 0 :=m"O,, o =m"0,. (2.83)

(Las letras b y 0 son del alfabeto islandés y se pronuncian thorny eth respec-
tivamente.) La relacion con la derivadas direccionales no-pesadas usuales del
formalismo de Newman-Penrose (ver [109] para este formalismo), D = (*V,,,

13Mas en general, si 1) es una seccién de un fibrado vectorial asociado E = P xyp V.
que transforma bajo el grupo de estructura G como ¥ — II(g)¥ (lo cual implica que una
seccion o del fibrado principal P transforma como o — o - g~ !), entonces la 1-forma de
conexion w en P transforma como w — gdg~! + gwg™!, ver e.g. [108§].
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D' = nvV,, § = m*°V,y ¢ = m*V,, puede inferirse de (2.81) y (2.80):

actuando en una cantidad de tipo {p, ¢}, tenemos

b = D—pe-ge (
0 = 0—pB+qf, (
b = D +pe +¢e, (2.86
o = & +pb—qp (

Al considerar las ecuaciones de Newman-Penrose en el formalismo GHP, las
mismas se dividen en dos clases: las que involucran derivadas de los coefi-
cientes de spin GHP (ver ecuaciones (4.12.32) en [I10]), y las que involucran
derivadas de los coeficientes sin peso definido (ecuaciones (4.12.32), (4.12.33)
y (4.12.34) en [110]). Estas tltimas entran en el formalismo s6lo a través de las
identidades para los conmutadores de las derivadas direccionales GHP .

Una de las principales utilidades del formalismo GHP es la traduccion
de las ecuaciones tensoriales y espinoriales de campos de spin superior, a
conjuntos de ecuaciones escalares (con peso GHP), que son de alguna manera
més manejables ya que uno se deshace de los indices. Por supuesto, esto ya
habia sido logrado con el formalismo de Newman-Penrose, pero el célculo
GHP resulta ‘superador’ en el sentido de que, por un lado, las operaciones
internas del formalismo permiten reducir el niimero de ecuaciones a la mitad,
y por otro lado, la elegancia de la descripcion geométrica conduce a una mayor
comprension de las estructuras abstractas involucradas. Grandes avances en
el analisis de diversos problemas en Relatividad General fueron gracias al uso
de estos métodos escalares; el més relevante para nuestros propositos es el
que concierne a problemas asociados a perturbaciones de soluciones exactas,
como veremos a continuacion.

2.4.1. Operadores de onda con peso

La derivada covariante GHP define naturalmente un operador de onda
con peso actuando en secciones de Ky, 41,

Opq = 970,06y, (2.88)
En términos de las derivadas direccionales (2.83]), es sencillo probar que
Opg=bB—p=p)b'+ (' —p = )b—(0—7—-7)0 — (3 = 7' — 7). (2.89)

La principal utilidad de esta clase de operadores radica en su relaciéon con las
ecuaciones de tipo onda que describen perturbaciones de agujeros negros. Para
cantidades de tipo {0,0}, tenemos (yy = [J y podemos entonces utilizar el
D’Alembertiano usual. Para cantidades de tipo {p, ¢} no-trivial, es necesario
modificar la conexiéon GHP y por lo tanto el operador U, ;, como veremos a
continuacion.

En primer lugar, consideremos el caso {p, ¢} = {0,0}. Las ecuaciones esca-
lares, 4-dimensionales, desacopladas conocidas en la literatura que describen
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el comportamiento de las componentes tipo {0,0} de campos perturbativos
son: la ecuacion de Fackerell-Ipser, y la ecuacion de Regge-Wheeler. La ecua-
cion de Fackerell-Ipser fue hallada en [57] para el caso de perturbaciones
electromagnéticas de la solucion de Kerr, pero es de hecho vélida para cam-
pos de Maxwell en todo espacio-tiempo vacio tipo D:

(O + 2W,)d = 0. (2.90)

La ecuacion de Regge- Wheeler original, hallada en [I18| para perturbaciones
gravitacionales de la solucion de Schwarzschild, no es 4-dimensional sino de
hecho 2-dimensional, pero por una redefiniciéon de las variables puede mos-
trarse facilmente que es equivalente a [46]

(O + 8W,)d = 0. (2.91)

Como dijimos, esta ecuacion es valida para la solucion de Schwarzschild, donde
Uy = —M/r? (y (2.91) es de hecho la ecuacion (3))).

Consideremos ahora el caso de peso de spin extremo, s = +s. Uno de los
mayores avances en la descripcion de perturbaciones de agujeros negros fue
logrado por Teukolsky en [128]. Utilizando las identidades de Bianchi escritas
en forma Newman-Penrose, aplicindoles ciertos operadores diferenciales y
combinandolas entre si, y finalmente linealizando alrededor de una solucién
de tipo Petrov D, Teukolsky fue capaz de probar que, para campos de spin
s =1/2, 1y 2, las componentes con peso de spin extremo s = +s satisfacen
ecuaciones desacopladas como consecuencia de la validez de las ecuaciones
de campo. Las ecuaciones de Teukolsky (como son llamadas desde entonces)
constituyen hoy en dia la base de la mayoria de los analisis de estabilidad
lineal de agujeros negros, en particular de agujeros negros rotantes. La forma
original de estas ecuaciones (ver [I128]) es, no obstante, ‘poco ilustrativa’ en
cuanto a la naturaleza de las simetrias y los operadores involucrados. En
[22], Bini et al mostraron que, en el espacio-tiempo de Kerr, modificando la
derivada de Levi-Civita por la adiciéon de una cierta 1-forma y construyendo
el operador de onda asociado, las ecuaciones de Teukolsky adoptan la forma
de una ecuaciéon de tipo onda en términos de dicho operador. Més tarde,
Andersson et al mostraron en [I] que éste es el caso para perturbaciones de
toda la clase tipo Petrov D, y hallaron también ecuaciones para todos los
escalares de Weyl perturbados, no sélo para los de peso de spin extremo
(no obstante, solo los de peso extremo satisfacen ecuaciones desacopladas en
un background tipo D genérico, ver capitulo |3]). Para ver esto, es necesario
introducir una 1-forma

B, := —png + 7y, (2.92)

construir la derivada modificada D, := ©, + pB, + ¢B, sobre Egpqy v el
operador de onda asociado

p.q := 9" Da Dy, (2.93)

y, denotando [, = [, ¢, las ecuaciones de Teukolsky para un campo (escalar)
¥®) con peso de spin s sobre un espacio-tiempo vacio tipo Petrov D son

(s — 45°W,y)0® = 0. (2.94)
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En los capitulos siguientes llamaremos frecuentemente a ‘ecuaciones de
Teukolsky de tipo (s, s)’, donde s es el spin del campo (espinorial) estudiado,
y s es el peso de spin de la particular componente que se esta considerando
(se tiene siempre |s| < s).

La forma de las ecuaciones tiene varias ventajas, entre las que des-
tacamos: (i) el comportamiento del sistema de Teukolsky bajo la operacion
de ‘tomar operadores adjuntos’ (ver subseccion siguiente) resulta muy trans-
parente en términos de [d,; (¢7) utilizando que ly = O, todas las ecuaciones
tipo onda conocidas quedan parametrizadas por la familia de operadores [,;
y (i21) la forma ‘tipo onda’ explicita evidencia que el operador de Teukolsky
es normalmente hiperbolico y, por lo tanto, el teorema aplica y tenemos
existencia, unicidad, y estabilidad de Cauchy de las soluciones.

Maés alld de la utilidad recién mencionada del operador [, resulta intere-
sante preguntarse acerca del posible origen e interpretacion del mismo y de
la conexién asociada (por ejemplo, uno se pregunta porqué la 1-forma
tiene esta forma particular). En el capitulo [4] profundizaremos sobre este pun-
to. Es también valido preguntarse acerca de la posible generalizacion de esta
estructura a espacio-tiempos de mas de 4 dimensiones; esto lo trataremos en
el capitulo [6]

2.4.2. Operadores adjuntos

Como mencionamos, estamos interesados en mapear las ecuaciones de
campos de spin superior en ecuaciones escalares de tipo onda, que involucran
operadores de onda pesados como los descriptos en la subsecciéon anterior.
Pero estamos también interesados en el proceso inverso, esto es, en construir
campos de spin superior a partir de soluciones de ecuaciones escalares. Una
de las principales herramientas que utilizaremos para lograr esto, es una idea
muy ingeniosa debida a Wald [134], que se denomina método de operadores
adjuntos y que describimos brevemente a continuaciéon. Suponer que uno esta
interesado en soluciones de una ecuacion diferencial E(¢) = 0, donde € es un
cierto operador diferencial lineal actuando en un campo tensorial /espinorial .
Suponer también que existe una nueva variable de la forma T (), y operadores
diferenciales lineales 8§ y O tales que, para todo ¢ (no sblo para soluciones de
&(¢) = 0), se cumple la identidad de operadores

SE(p) = 0T (p) Y op. (2.95)

Entonces si ¢ es una solucion de las ecuaciones de campo () = 0, la nueva
variable U = T(¢p) satisface la ecuacion O(¥) = 0. Adicionalmente, dado
que es valida para todo ¢, podemos introducir un producto interno
(-,) y definir el adjuntd'] de un operador A como (¥, Ap) = (AT, ¢), v ya
que entonces se cumple (AB)" = BTAT para cualesquiera operadores A y B,
tenemos la identidad adjunta a :

ETST(W) = TTOT (V) VU, (2.96)

14damos una definicién ligeramente mas precisa en el capitulo [5| ver def.
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Esto implica que una solucién de O(®) = 0 genera una solucién de () = 0,
donde y = 8T(®). Por lo tanto, si los operadores adjuntos tienen una forma
particularmente ttil, obtenemos de esta manera un método de generar solu-
ciones de ecuaciones diferenciales a partir de soluciones de otras ecuaciones.
En la practica, el producto interno que usaremos es

(U, §) = /% U, (2.97)

donde se sobreentiende una contracciéon entre todos los indices de ¥ y &, y
hemos omitido la forma de volumen de la integral.

En los siguientes capitulos aplicaremos este método al estudio de campos
libres sin masa en espacio-tiempos curvos. En particular, es 1til notar aqui
que el adjunto del operador de Teukolsky [z, con respecto al producto interno
(2.97) esta dado por

(U, [,®) = (_, U, D). (2.98)

2.5. Perturbaciones de Minkowski

Como preliminares para los capitulos siguientes, en esta seccion estudia-
remos campos libres sin masa en el espacio-tiempo plano de Minkowski M.
(Por masa nos referimos aqui a masa en reposo.) Veremos primero qué signi-
fica un ‘campo libre sin masa’, ya que en M éste es un concepto bien definido
y es la base de su generalizaciéon a un espacio-tiempo curvo, donde la nocién
de ‘masa en reposo’ no tiene una interpretacion clara y es de hecho solo una
extrapolacion de Minkowski. El capitulo |3 constituye la generalizacion de los
resultados de esta seccién a un espacio-tiempo curvo de tipo Petrov D.

2.5.1. Campos libres sin masa

Los tipos de campos fisicos fundamentales que pueden existir en un espacio-
tiempo pueden obtenerse mediante consideraciones muy generales asociadas
a las leyes fisicas mas basicas. En el caso de un espacio-tiempo plano, estas le-
yes bésicas son la covariancia especial proveniente de la Relatividad Especial,
y el postulado de la Mecanica Cuantica de que los estados fisicos son clases
de equivalencia de estados cuanticos (i.e., dos estados cuanticos que difieren
por una fase son fisicamente equivalentes). Ahora, argumentos generales (ver
[135, cap. 13|) muestran que el grupo de isometrias de un espacio-tiempo ac-
tia naturalmente sobre el espacio de estados fisicos. Por otro lado, en una
teoria cuantica, el conjunto de estados cuanticos es un espacio de Hilbert.
Luego, el analisis de cuales son los campos fisicos fundamentales en Minkows-
ki se traduce en el estudio de las representaciones proyectivas y unitariag"|
del grupo de Poincaré ISO(1, 3) := SO(1, 3) x R? en un espacio de Hilbert. De

|4 . . . .
5 proyectivas porque son representaciones salvo fase, y unitarias porque deben preservar
la probabilidad de transicién entre estados cuanticos.
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acuerdo a los trabajos de Wigner (1939) y Bargmann (1954), las representa-
ciones proyectivas y unitarias del grupo de Poincaré estdn en correspondencia
1-1 con representaciones ordinarias y unitarias de su cubrimiento universal,
ISL(2,C) := SL(2,C) x R*. Mas ain, una representacion unitaria de dimen-
sion infinita de ISL(2,C) puede descomponerse en una suma directa de re-
presentaciones irreducibles (irreps), por lo que uno sélo debe concentrarse en
estas ultimas.

Ya que ISL(2, C) es el producto semi-directo de dos grupos, sus irreps pue-
den estudiarse de acuerdo a un método general conocido como the Mackey
machine. Los resultados de este método indican que las irreps estan carac-
terizadas por dos pardmetros, que pueden considerarse los autovalores de los
operadores de Casimir del algebra de Poincaré. Muy esquemaéticamente, las
representaciones irreducibles de ISL(2,C) se construyen del modo siguiente.
Ya que ISL(2, C) es simplemente conexo, sus irreps estan en correspondencia
1-1 con irreps de su algebra de Lie, g := sl(2,C) @ R*. Sea 7 : g — gl(H) una
representacion de g en un espacio de Hilbert H. Si P, son los generadores del
subgrupo de traslaciones, el objetoﬁ P? := n®P,P, es un operador de Casi-
mir: conmuta con todos los generadores, y por lo tanto, aplicando el lema de
Schur, en una representacion irreducible es proporcional a la identidad. Ya
que el subgrupo de traslaciones es abeliano, existe una base de H que dia-
gonaliza simultaneamente los generadores, luego m(P,)p = p,p, para algin
vector p, € R*. Abusando ligeramente de notacién, la acciéon del Casimir P?
es entonces 7(P?)p = m2p, donde m? = p®p, es un nimero real. Las irreps
se clasifican, en principio, como masivas y no-masivas de acuerdo a m? # 0y
m? = 0, respectivamente. Dado p, € R* arbitrario, con p®p, = m?, el segundo
parametro que caracteriza una irrep se obtiene estudiando el subgrupo esta-
bilizador (little group) de p,, el cual se puede probar que estd determinado
por el otro CasimiIE], W2, Ya que el resultado final no depende de la eleccion
de p,, este vector se puede elegir de manera conveniente para los calculos.

Para representaciones masivas (i.e. m? # 0), uno puede elegir p, = (m, 0,0, 0).
Tenemos dos posibilidades: (1) m? > 0,y (i1) m* < 0. El caso (ii) (caso (d) en
[135, pag. 357]) representa taquiones (particulas con masa imaginaria) y se
considera no-fisico. Para el caso (i) (caso (a) en [135]), el subgrupo estabiliza-
dor es SU(2), cuyas irreps se caracterizan por un nimero semi-entero positivo
denominado spin, 5 € %. Para representaciones no-masivas (m? = 0), es
conveniente elegir p, = (F,0,0, E), con E > 0. Tenemos entonces los casos
(i1i) E = 0,y (iv) E > 0. Para (iii) (caso (c) en [135]), se tiene p, = 0y
el subgrupo estabilizador es todo ISL(2,C), con lo cual los estados son inva-
riantes bajo todo el grupo de Poincaré; este caso se considera no-fisico (salvo
por el denominado estado de vacio). En el caso (iv) ((b) en [135]), el subgru-
po estabilizador es Spin(2) x R?, el cual, como consiste nuevamente de un
producto semi-directo, tendré irreps caracterizadas por dos parametros, uno

6notemos que, para que este objeto tenga sentido, debe estar definido en el algebra
envolvente universal, ya que de otro modo el producto P,P; de elementos de un algebra
de Lie abstracta no esta definido.

175e tiene W2 := n“bWaWb, donde W, es el vector de Pauli-Lubanski.
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de los cuales es el autovalor del Casimir de la subélgebra de traslaciones de
spin(2) & R% un nimero real n?. Tenemos nuevamente dos subcasos: (iva)
n? =0,y (iwb) n* # 0. Para (jvb) ((b2) en [I35], representaciones de “spin
continuo”), el nuevo subgrupo estabilizador es trivial; este caso se considera
entonces fisicamente irrelevante. Para el caso (iva) ((bl) en [135]), el estabili-
zador es todo Spin(2), y las irreps se caracterizan por un nimero semi-entero
h e % que se denomina helicidad (y el moédulo s = |h| se denomina spin
nuevamente).

Los casos que representan campos fisicos son entonces (i) y (iva). Como
se menciona en [I35], las ecuaciones de campo asociadas a irreps admiten
distintas formas equivalentes; una forma conveniente en ambos casos, para
spin § = n/2, es

(O+m*)pa,..a, =0. (2.99)

No obstante, para m? = 0 y s > 0, esta representacion es reducible, y las
ecuaciones de campo asociadas a irreps son en su lugar (ver [112])

oMM, 4 =0, h <0, (2.100)
6A1A/1XA/1,_,A41 =0, h > 0. (2101)

Este es el origen de la terminologia que definimos en [2.2.6, Un aspecto muy
interesante de estas ecuaciones no-masivas, es que los campos de spin mayor
se pueden obtener a partir de campos de spin menor, y en ultima instancia
de un campo de spin cero, que satisfacera la ecuacion de onda (p = 0. Como
mencionamos ya varias veces, este mecanismo es particularmente importante
en nuestro trabajo, y su posible generalizaciéon a espacios curvos serd uno de
los principales ejes de los siguientes capitulos. Veamos ahora entonces este
mecanismo.

2.5.2. Spin lowering y spin raising

Sea ¢ € Sa,..a, , un campo libre sin masa de spin (n — 1)/2, es decir
8A1A/1@Z)A1__An71 =0, y sea ,uA/ un espinor constante en M, 8,4,4/;13/ = 0. Si
DA, A, = /LA/laAlA/lzZJAQ,_,An, entonces no es dificil ve que 8A1A/1g0A1._,An =0
y que ademas ¢ 4,4, es totalmente simétrico, i.e. a partir de un campo libre
de spin (n — 1)/2, generamos un campo libre de spin n/2. Repitiendo este
proceso n veces obtenemos que, dada una solucién de la ecuaciéon de onda,
0P = 0, y n espinores u?’, ..., ¢4 constantes en M, el campo espinorial

(pAL..An = ,uA/l...CAilaAlAll...aAnA%(D (2102)

satisface 94141 Ay..4, = 0. Esto es: podemos generar soluciones de las ecua-
ciones de spin § = n/2 a partir de soluciones de la ecuacion de spin cero.
A la inversa, dada una solucién de g4 ©A,..4, = 0y un espinor cons-
tante ', entonces es posible probar (ver [I12, seccion 4|) que existe local-
mente un ¥4, 4, , totalmente simétrico tal que w4, 4, = uAllﬁAlA/lv,bA%An

8para probar esto debe usarse que si 5‘A1A/1¢A1...An_l = 0, entonces (en M)
D¢Al~~~An71 =0.
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y 8‘41‘4/177&,41._ 4,_, = 0. Repitiendo el proceso arribamos nuevamente a que
©4,..4, tiene la forma , donde ® satisface la ecuacion de onda.

Estos mecanismos de spin lowering y spin raising involucran tres in-
gredientes principales: la existencia de campos espinoriales constantes en el
espacio-tiempo, la conmutacion de derivadas covariantes, y el hecho de que M
es topologicamente trivial. Esto nos restringe en general a un espacio-tiempo
plano. Mecanismos alternativos de spin lowering y spin raising, que en prin-
cipio podrian admitir una generalizacién a espacio-tiempos curvos, pueden
obtenerse utilizando espinores de Killing, como veremos a continuacion.

Consideremos un espinor w € S* en el kernel del operador de twistor, i.e.

o Aw?) = 0. (2.103)

Esta ecuacion es equivalentdﬂ a Ogaw®? = —ies Py para algtn espinor 7.
El par Z* = (w?, 74/) se denomina twistor. Veremos més sobre estos objetos
en la seccion , por ahora s6lo nos interesa la generalizacion de (2.103)), esto
es

(B 7 A1..An)
O Liat 4y = 0. (2.104)

Como vimos, el objeto L solucion de esta ecuacion se denomina espinor de Ki-
lling de valencia (n, m). Soluciones de (2.104)) pueden construirse simplemente
a partir de soluciones de (2.103)), en la forma (para valencia (n,0))

LAvAn =) (2.105)
1 n
El interés en este tipo de campos tiene su origen en el siguiente resultado
debido a Penrose, cuya demostracion es muy sencilla:

Lema 2.5.1 (Reduccion de spin, [I11) Seccion 6.4]). Sea ¢ € Sa, a4, un
campo libre sin masa de spin n/2, y sea L € SAr un espinor de Killing de
valencia (r,0), con r < n. Entonces

0NN (payanpys, L) = 0. (2.106)

Este resultado indica que a partir de un campo libre de spin n/2 y un espinor
de Killing, podemos generar un campo libre de spin (n—7)/2, i.e. tenemos un
mecanismo de spin lowering que no utiliza espinores constantes como aquel
descripto anteriormente. El caso n = r esta excluido del lema, pero es sencillo
probar que en tal caso la ecuacion satisfecha por & = goAl_,,AnLAl“‘A” es la
ecuacion de onda, [JP = 0, i.e. obtenemos un campo de spin 0. Gran parte
del trabajo en esta tesis tiene su motivacion en este sencillo resultado.

El proceso inverso, esto es, construir campos de spin mayor a partir de
un campo de spin dado, no es descripto en los trabajos de Penrose, solo se
menciona que la expresion general es complicada (ver [I11], seccion 6.4]). En
nuestro caso, podemos obtener un mecanismo de este estilo usando el método
de operadores adjuntos de la seccion [2.4.2}

19¢] factor —i es s6lo para seguir las convenciones de Penrose.
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Teorema 2.5.1. Consideremos el espacio-tiempo de Minkowski M. Sea p €
Sa,..a, arbitrario, y sea L € SM1-An yn espinor de Killing de valencia (n,0).
Entonces vale la 1gualdad

8E(pa..a,) = 0T(pa,..a,) (2.107)

donde los operadores diferenciales lineales estan definidos por

8(J% ayn,) = RLPM 4 0pp + 22 (Opp LB42-4)) JP 1) 4., (2.108)
E(a,..a,) = 0" Mon, . (2.109)
0(®) := 0, (2.110)
T(par.a,) =L 0q .. (2.111)

Demostracion. La prueba de esta identidad es sencilla; esqueméaticamente:
expandir (L - ¢) = (OL) - ¢ + L - Ogp + 20L - 0y, la ecuacion de Killing
implica LJL = 0, luego usar la descomposicion irreducible para 0L y la
identidad 8A,A8§" = %EABD valida en M. O

La ecuaciéon adjunta a (2.107), ET8T(®) = TTOT(P), puede calcularse facil-

mente como
O [SN (@), M) = LA, (2.112)

donde 8T esta dado por

/ /

[8T(®)] 4, A1 A1 = 2L A1 B9y 5 ® 4 2 (D, 5 L4018 D (2.113)

n+1
Esta ecuacion indica que si @ satisface la ecuacion de onda en M, [P = 0,
entonces [8T(®)]4,414n-1 es un potencial de Hertz izquierdo (ver def. [2.2.5)),
[Cln 1S ((I))]AllmAl" = g [ST((p)]AIAé"'A%) =0. (2.114)

En M, es sabido que los potenciales de Hertz dan origen a campos libres sin
. / ’ . , . . / / ’
masa: si ¢4, 414n-1 es totalmente simétrico y satisface 941(41q), AzAn) = 0,

Al Al . , )
An,llibAn)A'l...A;@_l satisface 3A1A1<pA1._.An = (0. Mas

entonces @4, 4, = 8(All...8
aun, todo campo libre sin masa puede expresarse de esta manera, ver [111]
seccion 6.4]. (No obstante el potencial de Hertz no es Unico, sino que existe la
libertad de gauge 14, 1An-1 — ah 4 A1 A1 49, (41942 ) , para 041402
arbitrario. )

Utilizando esta propiedad de los potenciales de Hertz junto con la identi-
dad , podemos ahora construir los campos libres sin masa. Para esto
introducimos, por conveniencia notacional, el operador &, : Sa,a;. .4, —

SA;.. Ay, COMO

Fm = Cm10Cp120...0Cs,, 1 0C . (2-115)

Por ejemplo Fy =1d, F1 = Cy1 y Ty = Cy 1 0 Gy 2. Tenemos:
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Corolario 2.5.2. Sea ® € I'(M, C) una solucion compleja de la ecuacion de
onda en M, P = 0. Consideremos el campo espinorial

’ A/ i
Pty = [(Facr 08N@]a, a, =004 0, 8N (@) uyan, - (2.116)

Entonces a,.. 4, satisface la ecuacion de campos libres sin masa de spin
!
5= n/27 aAlAlgpAL..An = 0.

Expresiones particulares de se obtienen considerando distinto nime-
ro de espinores de Killing que componen L4147 Por ejemplo, tomando dos
espinores de Killing w? y p#, definiendo X := @4 fix y usando LA14n =
wi ) (con igual nimero de w’s y u?’s), obtenemos [8T(®)] 4, A1An =
X0, 41 (X~ LAT4n D), v el campo queda (omitiendo factores cons-

tantes irrelevantes)
A Al n " -ny
Partn =04 03 [X"ON (X" Ly, ®)]. (2.117)

La expresion es interesante porque volveremos a encontrarla mas ade-
lante, con otros métodos, en los casos que estudiaremos en espacio-tiempos
curvos. En particular, es ttil explicitar aqui los casos de spin s = 1/2,1 y 2,
que seran los que trataremos mas adelante:

o4 =X (XL4®), (2.118)
pap = O4[X°0F) (X *Lap®)), (2.119)
pascp = 0408 08 [X*OP (X *Lupcp®)). (2.120)

2.5.3. Operadores de simetria

Como subproducto del teorema [2.5.1] y su corolario 2.5.2] podemos cons-
truir operadores de simetria para las ecuaciones involucradas, algo que explo-
taremos también en los capitulos siguientes. Definimos los espacios de solu-
ciones

F;‘ = ker(?,) = {gD < SAl...An ’ 8A1A3¢A1,,,An =0, n= 25}, (2.121)
W :=ker(0) = {® € I'(M, C) | OP = 0}. (2.122)

La estructura de mapas entre estos espacios, que se deduce de [2.5.1y 2.5.2]
puede ilustrarse mediante el siguiente diagrama:

Fos—108T 0T

T Fos_1 08F T
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De esta secuencia deducimos entonces:
Lema 2.5.2. Consideremos los operadores en M definidos como

As =Ty 10 ST oTJ: SAI,,,AQ5 — SAl...Agsv (2123)
By =T 0TFy_1 08" : T(M,C) — I'(M, C). (2.124)

1. A es un operador de simetria para campos libres sin masa de spin s,
ie. As : Fy — Ty,

2. By es un operador de simetria para la ecuacion de onda, By : W — W.

2.5.4. Perturbaciones gravitacionales

Es interesante considerar el caso de spin s = 2 més en detalle. El potencial
de Hertz es

/

[81(®)]aarzcr = 2Larpcr® Oap @ + %(aAD’I_/A’B’C’D )P, (2.125)
y si @ satisface L1 = 0, entonces
W apcp = [(F3 0 8")®apcp = aﬁaB/acl[ST(CD)]D)A/B/(;/ (2.126)

es un campo libre sin masa de spin § = 2. Ahora, es posible probar que
si 04V 4 5cp = 0 en M, entonces existe (localmente) un tensor simétrico
hay = hap) tal que

Uapep = 2[(Ca1 0 Coo)hlapep = 200408 hepyap, (2.127)

(recordar que todo campo libre sin masa puede derivarse localmente de un
potencial de Hertz, ver también [110) seccion 5.7]) y la ecuacion que satisface
hap €8

Goplh] = —10hay — 30,00k + 0°Ouhye — 1ap(0°0%heq — Oh) =0, (2.128)

es decir que hg, es una solucion de las ecuaciones linealizadas de Einstein
alrededor de Minkowski. Comparando (2.126)) y (2.127]), vemos que podemos
relacionar la métrica perturbada y el potencial de Hertz como hapap =
(98{ [87(®)] 54 prcr. Concluimos entonces:

Lema 2.5.3. Sea ® € T'(M, C) una solucion de la ecuacion de onda en M,
U® = 0. Entonces el campo tensorial

hapap = [(Crz08N®apan (2.129)

es una solucion (compleja) de las ecuaciones linealizadas de Einstein alrededor
de Minkowski, es decir Gg[h] = 0.
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La expresion explicita de la métrica reconstruida puede trabajarse més en de-
talle utilizando, una vez mas, la estructura particular de LABP Similarmente
a , si utilizamos dos espinores de Killing y definimos X := @* fix, es
sencillo probar que

hapap = 04X 0 (X *Lapcip®)). (2.130)

El tensor asociado a L agcipr €8 Puped := Lapcrp€aécp, v no es dificil ver
que la expresion tensorial de hapa g es

hap = O°[X*OU(X ™ Prapya®)). (2.131)

Nuevamente, esta expresion es interesante porque volveremos a encontrarla
al estudiar perturbaciones de espacio-tiempos curvos, y mientras que aqui
depende del uso de espinores de Killing, mas adelante la encontraremos uti-
lizando otros métodos (no obstante, estas semejanzas nos motivaran en el
capitulo [4] a buscar una interpretacion mas profunda de los resultados).

Por ultimo, veamos la construccion de operadores de simetria para la
ecuacion de onda y las ecuaciones de Einstein. Definir el espacio de soluciones
de las ecuaciones linealizadas de Einstein como

G = ker{Ga} (2.132)

donde estamos pensando a (G, como un funcional lineal en el espacio de
tensores simétricos hg, = he). Tenemos el siguiente diagrama:

Ci30 StoTo C3,10C22

T0C3,10C2,2 ClngST T00C3,1C2,2
G W% G W

H:=C1308 0T 0Cs;0Ch: (M, T*M?) — I'(M, T*M*?)  (2.133)

Lema 2.5.4. El mapa

es un operador de simetria para las ecuactones linealizadas de Einstein en M,

es decir H : G — G.

En una lectura rapida de este resultado, puede parecer dificil interpretar in-
mediatamente el mapa H, dado que el mismo es una composicién de 5 opera-
dores. En palabras: dada h € G, el operador Cs; o Cy 5 calcula su espinor de
Weyl linealizado, T lo proyecta sobre el espinor de Killing, y C; 308" construye
una nueva métrica siguiendo el lema [2.5.3]
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Capitulo 3

Perturbaciones de espacio-tiempos
tipo Petrov D

3.1. Preliminares

En la seccion vimos que los campos fisicos sin masa méas generales que
pueden existir en un espacio-tiempo plano 4-dimensional M, de acuerdo a los
principios fundamentales de la Relatividad Especial y la Mecanica Cuantica,
estan representados por espinores totalmente simétricos de helicidad izquier-
da (negativa) o derecha (positiva), que resuelven las ecuaciones de campo
(2.100)) y (2.101) respectivamente. La deduccion es en base al estudio de las
representaciones unitarias y proyectivas del grupo de Poincaré en un espacio
de Hilbert. Al estudiar el problema anélogo en Relatividad General, uno se
encuentra con que un espacio-tiempo curvo arbitrario (., g) no poseeré nin-
guna simetria, por lo que el procedimiento seguido en el caso de Minkowski
ya no es valido. Mas alla de esta dificultad conceptual (y de las obstruccio-
nes topologicas para la existencia de una estructura espinorial, discutidas en
, desde un punto de vista operativo la propuesta natural es hacer una
“sustitucion minima” en la que la derivada parcial se reemplaza por la deri-
vada covariante espinorial inducida por la conexion de Levi-Civita en
M,y se postulan las ecuaciones de campos libres sin masa

vAlA/lSDAI---An = 07 (3]‘)

!

vAlAle/l._,A% =0, (32)

donde ahora w4, .4, ¥ X Aj..A, SOn secciones de los correspondientes fibrados
espinoriales asociados a representaciones irreducibles de SL(2,C), i.e. ¢ €
Sar.a. Y X € Sar.ay (ver ) Notemos que la nocién de spin de los
campos es distinta del caso en Ml: en un espacio-tiempo .# genérico se asocia
a irreps de SL(2,C), mientras que en M se asocia a irreps de SU(2) para
campos masivos, y a irreps de Spin(2) para campos no-masivos. Tanto en
A como en M, el spin toma valores semi-enteros. La nocién de masa de un
campo en un espacio-tiempo arbitrario, por otro lado, es en principio una
extrapolacion de Minkowski, ya que no existe un operador de Casimir que

47
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pueda asociarse a dicha cantidad (ver también la discusiéon en la seccion
del capitulo siguiente).

El problema con las ecuaciones y para spin arbitrario es que
ahora existen vinculos algebraicos que deben satisfacerse en todo .#, lo cual
restringe fuertemente la existencia de soluciones no-triviales (ver [110] seccion
5.8]). Més precisamente, tomando una derivada adicional en (3.1)), se obtiene
facilmente el denominado vinculo de Buchdahl

(N = 2)QA, A3 A5(As... A, \I/AlAQABAnH) =0, (3.3)

donde V4pcp es el espinor de curvatura conforme. Paran =1 (s = 1/2) y
n =2 (s = 1), el vinculo se satisface idénticamente, con lo cual campos de
Dirac (sin masa) y de Maxwell pueden ser descriptos correctamente por (3.1)).
Para espacios conformemente planos, se tiene ¥ agcp =0y se satisface
para todo n. Por otro lado, las identidades de Bianchi en un espacio Einstein
son equivalentes a VAYY ypep = 0, y el vinculo 1} reemplazando ¢4, 4,
por ¥, pep se satisface trivialmente. Sin embargo, para un espacio-tiempo
arbitrario y n > 2, el vinculo es muy restrictivo; por ejemplo para n = 4
(s = 2) puede mostrarse (ver [14]) que las soluciones son en general multiplos
de Wupep.

Es interesante notar ([110, pag. 368]) que las restricciones impuestas por
para la existencia de campos de spin superior en un espacio-tiempo
curvo genérico, parecen estar relacionadas con la imposibilidad de construir
un tensor de energia-momento adecuado (i.e. simétrico y sin divergencia) para
los campos correspondientes (el cual, por supuesto, deberia ser puesto en el
lado derecho de las ecuaciones de Einstein para resolver la dindmica completa
—no-lineal, acoplada— de los campos y del espacio-tiempo).

En este capitulo estudiaremos la generalizacion del mecanismo que uti-
lizamos en las secciones y para Minkowski, a spin s = 1/2, 1y 2
en espacio-tiempos Einstein de tipo Petrov D, que son aquellos de interés
para el problema de estabilidad de agujeros negros. Ahora, los ingredientes
fundamentales en (2.107)) son espinores de Killing. No obstante, como vimos
en la seccion [2.3.1] un espacio-tiempo tipo D posee un solo espinor de Ki-
lling de valencia (2,0), lo cual restringe fuertemente un posible mecanismo
de spin lowering-spin raising como en M. Notablemente, encontraremos una
generalizacion de (2.107)) utilizando, en tultima instancia, sélo las identidades
de Bianchi del background. En el capitulo [] exploraremos més en profundo
la relaciéon de nuestros resultados con espinores de Killing.

Observacion 3.1.1 (Articulos). Los resultados de este capitulo se encuentran
mayoritariamente en [§], salvo la seccion que estd en [7)].

Observacion 3.1.2 (Demostraciones). Las demostraciones de los teoremas
en las secciones siguientes son muy largas y tediosas, por lo que, en un intento
de facilitar la lectura de los resultados, hemos decidido referir al correspon-
diente articulo [§] (o a su version en arXiv, disponible gratuitamente online)
para ver las pruebas en detalle.
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3.2. Campos de Weyl-Dirac

La ecuacion de Dirac con masa m en un espacio-tiempo curvo es
(V +m)¥ =0, (3.4)

donde ¥ es un campo espinorial correspondiente a la representacion S(; 0) P
27

S(o,%) de SL(2,C), y YV = 7°V, es el operador de Dirac, con v, las matrices
gamma que satisfacen el algebra de Clifford 7,7+ 77V« = —29wl. Escribiendo
U = (¢4, xa)T, la ecuacion de Dirac acopla en general las dos componentes,
salvo en el caso de masa m = 0, donde se descompone en sus partes de
helicidad izquierda y derecha, que son simplemente los casos n = 1 de (3.1))

y (8:2): , ,
VA%, =0, VA% = 0. (3.5)

Las ecuaciones se conocen como ecuaciones de Weyl-Dirac, o también a
veces ecuactones de Weyl-neutrinos. El nombre se debe a que en un primer
momento se pensd que los neutrinos (particulas elementales de spin 1/2 y
carga eléctrica nula) posefan masa en reposo cero, algo que en la actualidad
se considera falso debido a la medicién de la oscilacién de neutrinos reportada
en [68] (un fenémeno tnicamente posible si al menos dos de los tres tipos
de estas particulas tienen masa no-nula). La masa de los neutrinos es, no
obstante, extremadamente pequeﬁaﬂ7 siendo al menos 6 6rdenes de magnitud
maés chica que la del electron [107], por lo que, desde el punto de vista fisico,
las ecuaciones constituyen una buena aproximacion a la dinamica de los
neutrinos.
Definimos los espinores

Pl% = o™, Pf1/2 = \112_1/3LA. (3.6)
Estos objetos, de tipo GHP {1,0} y {—1, 0} respectivamente, encontraran una
interpretacion en el capitulo . La generalizacion de a spin § = 1/2
en espacios curvos de tipo Petrov D es la siguiente:

Teorema 3.2.1 (spin § = %) Consideremos un espacio-tiempo Einstein de
tipo Petrov D, y sea s = j:%. Entonces para todo campo espinorial ¢4, vale
la siguiente igualdad:

858<¢A) = OSTS(¢A)a (37)
donde los operadores diferenciales lineales son
S«(Jp) = W PEVE W), (3.8)
E(pa) == Vioda, (3.9)
Os(®) = (fos — Wy + %)\)CI), (3.10)
T(¢a) = —3Fba. (3.11)
Demostracion. Ver Teorema 3.1 en [§, seccion 3. O

Lel valor estimado es m, < 0,1206V.
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Aplicando ahora el método de operadores adjuntos descripto en la seccién
2.4.2| podemos tomar la ecuacion adjunta a (3.7]) y asi obtener el siguiente
resultado:

Corolario 3.2.2. Sea s = j:%, y sea ® € I'(A , Epas0y) una solucion de la
ecuacion de Teukolsky de tipo (1/2,41/2), (s — ¥y + 2N)® = 0, en un
espacio-tiempo Einstein tipo D. Entonces el campo espinorial

03(2) = T, VA8, Py 9 (3.12)
es una solucion de la ecuacion de Weyl-Dirac, VAA/QS;Z = 0.

Notemos que, definiendo X := W, Y 3, la expresion {' es formalmente
idéntica a la reconstruccion (2.118) en M, identificando L' con Pf; y Oaar
con Vgur.

3.2.1. Operadores de simetria

La identidad y su adjunta permiten construir operadores de sime-
tria tanto para las ecuaciones de Weyl-Dirac, como para las ecuaciones de
Teukolsky de spin s = 1/2. Definimos los espacios de soluciones de estas
ecuaciones como

fo = {p €Sa| V94 =0}, (3.13)
Flo = {x € Sar | V**xa =0}, (3.14)
=D ET(M Bpaggy) | (Bog — Us+ 2N =0, s=+1}.  (3.15)

En lo que sigue nos concentraremos en campos de Dirac de helicidad izquierda,
los de helicidad derecha se tratan analogamente.

De vemos que, si ¢4 satisface la ecuacion E(¢a) = 0 (i.e. pa € Fy ),
entonces JT,(¢4) satisface la ecuacion de Teukolsky de tipo s = £1/2. A la
inversa, de vemos que, si ¢ satisface la ecuacién de Teukolsky de tipo
s = +1/2, entonces [ST(®)]4 satisface la ecuacion de Dirac. La iteracion de
este proceso conduce a operadores de simetria para las ecuaciones en cuestion,
como mostramos en el siguiente diagrama:

COST_S oTJs
L Ts S COST—S L T S
IF1/2 1/2 ]Fl/2 W1/2

El mapa c denota conjugacién compleja, c(®) = ®. Notamos que este diagra-
ma no es un complejo diferencial (y por lo tanto tampoco es una secuencia
exacta), ya que la composicion de dos mapas sucesivos no es cero. Por el
contrario, esta composicion constituye los operadores de simetria buscados.
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Lema 3.2.1. Para s = il los mapas Al/Q — co8l 0T :S4 — Sa definidos
por

pa = [A])5(9)]a = @;1/3VAA/ [@5/31514;155363/] (3.16)
son operadores de simetria para la ecuacion (izquierda) de Weyl-Dirac, es
decir -A1/2 ]F1/2 — ]F’i/2

Notemos que la composicion de estos operadores es de nuevo un operador
de simetria, de orden superior. El conjunto de operadores de simetria tiene
entonces la estructura de un algebra graduada

Ay =EPAY), (3.17)

n>0

donde Ag% son los operadores de simetria de orden n,

1/2 ={(A 1/2)n (-A1_/2)m |ny +n_=mn, ny €N} (3.18)
Lema 3.2.2. Para s = j:%, los mapas
.Bi/Q = (‘TS ocCco SJLS : F(%, E{QS,O}) — F(%, E{stg})
definidos por o -
P Bl jp(P) = g’;l/dPSAvAA’ [P D] (3.19)

son operadores de simetria para la ecuacion de Teukolsky de tipo (1/2,£1/2),
es decir 3‘@2 : Wi/z — Wi/z'

3.3. Campos de Maxwell

Para una 2-forma en el espacio-tiempo, las ecuaciones de Maxwell en forma
tensorial son

ViFy =0,  ViaFg =0 (3.20)

En 4 dimensiones, utilizando la forma de volumen €,.4, la segunda ecuaciéon
puede escribirse como V** F, = 0 (donde *F, = 1eadeF Cd) de manera que
ambas ecuaciones se combinan en las partes real e imaginaria de la ecuacion
compleja V¢ E w = 0, donde Fab = F,+1*Fy es el tensor de Maxwell anti-auto
dual. En forma espinorial tenemos entonces que las ecuaciones de Maxwell
son equivalentes a la ecuacion de un campo de spin s = 1:

VAY g5 =0, (3.21)

donde ¢4p es el espinor de Maxwell, dado por Ey = OABEA' B -
Definimos los espinores P48 s = 0,41, por

P8 = 00", (3.22)
P8 = w304, B), (3.23)
PAB = w3 AB, (3.24)
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Una vez més, daremos una interpretacion de estos objetos en el capitulo [
(Notemos, por lo pronto, que P8 coincide con el espinor de Killing (2.67)
(para k =1)).

Teorema 3.3.1 (spin s = 1). Consideremos un espacio-tiempo Einstein de
tipo Petrov D, y sea s = 0,£1. Entonces para todo campo espinorial simétrico
®AB = Pap) vale la siguiente igualdad:

8s&(dan) = 0:Ts(Pan), (3.25)
donde los operadores diferenciales lineales son
Sy(Jpp) = WEPABYE W B g, (3.26)
&(pap) = Vipdas, (3.27)
0s(®) = (s + Vi) P, (3.28)
To(¢ap) = —3PMous, (3.29)

con el potencial Vi s :=2(1 — 3s%) Uy + 2.

Demostracion. Ver Teorema 4.1 en [8] seccion 4]. O

Notemos que la ecuacion adjunta (y compleja conjugada) a es
ViU, PV (0P PIC0)] = — 3P + Vi) 2, (3.30)

2t s

donde ® € I'(#,E{_90;). Esto implica que una soluciéon de la ecuacion
(-5 + V1,5)® = 0 genera un potencial de Hertz derecho (ver def. [2.2.5):
[Ci1a]4B = VB/(Aag,) = 0, donde a? es el término entre corchetes en
el lado izquierdo de @ En M vimos que esto permitia generar campos
de spin 1 mediante (2.116f), pero la prueba de eso utiliza la conmutacion
de derivadas parciales, cosa que no se cumple en un espacio-tiempo curvo.
Afortunadamente, el resultado final es todavia valido en espacios curvos:

., ! B . .
Lema 3.3.1. Sea aax una solucion de VA A ,) = 0 en un espacio-tiempo
A ’4 14

arbitrario. Entonces Y orgr = VA(A/ozg/) es una solucion de las ecuaciones de
Mazwell.

Demostracion. Ver (el complejo conjugado del) Lema 4.1 en [§], seccion 4]. O

Combinando y el lema anterior, podemos generar soluciones de las
ecuaciones de Maxwell de helicidad derecha a partir de las ecuaciones de
onda con peso. Para obtener un campo de Maxwell de helicidad izquierda,
simplemente tomamos el complejo conjugado del anterior.

Corolario 3.3.2 (Version espinorial). Consideremos un espacio-tiempo Eins-
tein tipo D, y sea s = 0,£1. Sea ® € I'(A ,Eqas0y) una solucion de la ecua-
cion desacoplada (s + Vi 5)® = 0, que es la ecuacion de Teukolsky de tipo
(1,£1) para s = £1, y la ecuacion de Fackerell-Ipser para s = 0. Entonces el
campo espinorial

616(®) = Vi [0 VE 0 Py, 3] (3:31)

- . /
es una solucion de las ecuaciones de Mazwell, VA4V ¢% 5 = 0.



3.3. Campos de Maxwell 53

Notemos que, al igual que en el caso de spin 5 = 1/2, definiendo X := U, 1/3
el campo (3.31)) es formalmente idéntico a la reconstruccion (2.119)) en M.

3.3.1. Operadores de simetria

Definimos los siguientes espacios de soluciones:

Fi:={¢ € Sap | V* ¢ = 0}, (3.32)
i = {q) € F(%aE{Qs,O}) | (EQS + ‘/1,8)@ - Oa s = 07 il} (333>

Esto es, F% es el espacio de soluciones de las ecuaciones de Maxwell, WY
es el correspondiente a la ecuacién de Fackerell-Ipser, y Wi son los de las
ecuaciones de Teukolsky de tipo (1,41). El diagrama de mapas entre estos
espacios es el siguiente:

coS‘loST_so‘J's

q

Ts Ts

i Wi Fy Wi

TsocoTJy OST,S

(Recordar que el mapa F,, fue definido en (2.115)).) En este diagrama, el peso
de spin s esta fijo. Por otro lado, notemos que también podemos obtener
mapas entre los espacios de soluciones de las ecuaciones escalares con distinto
s, en particular, operadores que transforman una soluciéon de la ecuaciéon
de Fackerell-Ipser en soluciones de las ecuaciones de Teukolsky, y viceversa.
[lustramos esto mediante el siguiente diagrama:

coFq oS;rJ To
0 L 0
WH F3 Wi
Tsh ‘:TO
coJy OSJLS .
s
W3 F}

Los diagramas anteriores nos permiten deducir el siguiente resultado:

Lema 3.3.2. Sea s =0,+1.

(1) Los mapas Aj :=coF; o ST,S 0T, :Sap — Sap definidos por

s T,—2/3 7,2/3 DA'B' pC'D’ 1
¢ap — [A1(9)]ap = Vaa ‘1122 Ve (V5 P27 Py C/D,)]
(3.34)

son operadores de simetria para las ecuaciones de Mazwell, esto es Aj :
F; — Fy.
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(ii) Los mapas BS = TyocoF, 08, : T( A, Egas0y) — (A, Efas0y)
definidos por

O s [B2(®)] = PAEV 44 [\I/;?/SVBB/(@E/SP;“;B@ (3.35)

son operadores de simetria en Wi, i.e. By : Wi — W{. Mds precisa-
mente, BY es operador de simetria para la ecuacion de Fackerell-Ipser,
y BEL es operador de simetria para la ecuacion de Teukolsky de tipo
(1,£1).

(iii) El operador W' := Ti10coF; 08} - U( A Eqoy) = U( A Egaa0y)
definido por

Dy > WEL(Dg) = PABV 4y |05V 5 (VP PAE @, (3.36)
mapea una solucion de Fackerell-Ipser en una solucion de Teukolsky con
s ==£1, W : W9 — Wil
(iv) El operador W? := Ty ocoJF o SiFl : D( M Egaopy) — T(A ,Egoy)
definido por
By WD) = PPV a4 @;2/3VBB,(@§/3P§{B’@1] (3.37)
mapea una solucion de Teukolsky con s = £1 en una solucion de
Fackerell-Ipser, W9 : WEL — W9,

Por supuesto, la combinacion de los items (éii) y (iv) conduce a nuevos ope-
radores de simetria en W%, s = 0,41, distintos a los del item (ii); esto es,
(W9 o Wih) : WY — WO y (W o WY) : W' — Wi

Al igual que en el caso de Dirac, los operadores de simetria generan un
algebra graduada; por ejemplo

A =PAl, (3.38)

n>0
donde Aﬁ”) son los operadores de simetria de orden 7,

A = {(A])™ o (AD™ o (A7)™ [y +ng +n_ =n, nos € No}. (3.39)

3.3.2. Expresiones tensoriales

Resulta 1til traducir las expresiones espinoriales anteriores al lenguaje
tensorial. Primeramente necesitamos introducir las 2-formas anti-auto-duales
P? = Pjig€ap, para s = 0, £1. Explicitamente:

Bit = 20,my), (3.40)
P, = Uy (gmy + mgemy), (3.41)
Pyl o= 20, Py, (3.42)

En el capitulo [4] veremos una interpretacion de estas 2-formas.
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Corolario 3.3.2" (Version tensorial). Consideremos un espacio-tiempo Eins-
tein tipo D, y sea s = 0,%+1. Sea ® € I'(A , Eqas0y) una solucion de la ecua-
cion desacoplada (Ias + Vi 5)® = 0, que es la ecuacion de Teukolsky de tipo
(1,£1) para s = +1, y la ecuacion de Fackerell-Ipser para s = 0. Entonces el
campo tensorial

FP, = B3, +i"E2, (3.43)

es una solucion de las ecuaciones de Mazwell, dFs = 0 = d*ﬁs, donde el
campo complejo E3, estd definido por

By = Vi[9,V (0 B2 )). (3.44)
Por otro lado, no es dificil traducir los operadores de simetria espinoriales
al lenguaje tensorial. Para evitar una sobrecarga de notaciéon, usaremos los
mismos simbolos para los andlogos tensoriales de estos operadores, incluso

aunque en realidad acttian en espacios distintos. Sea s = 0, +1. El operador
A5 definido por [A5(F)|w = E5,(F) + i*Eg(F), donde

B3,(F) = Vi [Uy P Ve(05° By P Ey, )] (3.45)

blc

mapea campos de Maxwell en campos de Maxwell. Por su parte, el operador
en I'(.# , E{95,0}) definido por

[B3(®)] = PV, [0 V(03 B d)] (3.46)

mapea W; (definido en (3.33)) en si mismo.

3.3.3. Peso de spin cero

Es interesante analizar el caso de peso de spin cero més en detalle; lo
necesitaremos en la seccion [3.5] Recordar que P§; coincide con el espinor de
Killing (2.67), P9 p = Kyp. En esta subseccion asumiremos que el vector de
Killing ¢44 = VABKA5 es real, lo cual corresponde a la clase generalizada

de Kerr-NUT. El campo (3.31]) para s = 0 puede reescribirse como
$hp(®) = =iV Yoo VD] — JKAp([0+ 205 + 2X), (3.47)

donde Y, es el tensor de Killing-Yano . La prueba de esto puede verse
en [8, Lema 4.2]. Notemos que el caso de interés es cuando ® es una solucion
de la ecuacion de Fackerell-Ipser, (O +2W, + %)\)@ = 0, con lo cual el segundo
término en puede escribirse como 4iJm(W,)®. La version tensorial de

(3.47) es
Foy(®) = Eqy(®) + " Egy (®), (3.48)

donde
(@) = iV(o(YiV,®) — Tm(W5) Yo, (3.49)



56 Capitulo 3. Perturbaciones de espacio-tiempos tipo Petrov D

Por otro lado, el operador de simetria para la ecuacion de Fackerell-Tpser es
BYU®P) := s PP FD (D) = P§PEY(®) (recordar que P es anti-auto-dual), que
puede escribirse como

BI(®) = (Y + i*Y )V, (V,°V®) + 2iTm(W,) W, 7P, (3.50)

donde usamos la identidad Pngab = -, 23,

Notemos que las expresiones se simplifican en el caso en que V5 es un cam-
po real (un ejemplo de esto es la solucién de Schwarzschild-(A)dS). El tensor
(3.49) queda E9(®) = iV[,(Y;°V.®), con lo cual el campo electromagnético
reconstruido es

F(®) = iV (Yy°V.D) — Leyy ™V (Y. D). (3.51)
Por tltimo, utilizando las identidades *Y %Y, ¢ = —% g Im (W, 2/ 3) v Y%V, V¢
Veam(W, 2/ 3), el operador de simetria 1) para la ecuacion de Fackerell-

Ipser se reduce a B B
BY(®) = YV, (V,°V,.®) = Q(P) (3.52)

donde Q es el denominado operador de Carter [26], que conmuta con (1 y es
bien conocido en la literatura.

3.4. Perturbaciones gravitacionales

Los grados de libertad puros (i.e. no asociados a campos de materia) del
campo gravitacional son representados por el tensor de Weyl, cuya version
espinorial es el campo de spin 2 ¥ 4gcp. Hemos visto que en un espacio Eins-
tein, la identidad de Bianchi es equivalente a VAYY 4 pop = 0. Al considerar
perturbaciones del espacio-tiempo e imponer las ecuaciones de Einstein, la
linealizacion de la identidad de Bianchi tendra tres términos, esquemética-
mente: VU + 0 — bV = 0, donde \P, r y h representan, respectivamente,
la linealizacion del espinor de curvatura, de la conexion y de la métricaﬂ (ver
[31] y [II0, seccion 5.7| para expresiones explicitas). Ahora, la libertad de
gauge en gravedad linealizada es hay ~ hay + 2V (&) para un campo covec-
torial arbitrario &,. Como ¥ y I" no son invariantes de gauge, uno podria
pensar en la posibilidad de hallar un gauge tal que ['¥ — AV = 0, de ma-
nera que el espinor de curvatura linealizado satisfaga la ecuacién méas simple
VAN @ apcp = 0. Como mencionamos, los resultados de [14] implicarian que
U apep es, en general, algebraicamente especial. A continuacién veremos que,
desafortunadamente, esto en general no es cierto; y luego mostraremos cé6mo
resolver este problema. Mas precisamente:

1) en la subseccion |3.4.1 probamos que el espacio-tiempo perturbado es

' 1 bseccion |3.4.1 b 1 i0-ti turbad
algebraicamente general en la clasificaciéon de Petrov, lo cual implica
que debemos trabajar con la identidad de Bianchi linealizada completa;

2ver subseccién mas abajo para el tratamiento de linealizaciones espinoriales.
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(77) en la subseccion especificamos a qué nos referimos con el espinor
de curvatura perturbado, y hallaremos el andlogo de los teoremas

y [3:3.1] para spin 2;

(7i1) en la subseccion mostraremos como relacionar las perturbaciones
del espinor de curvatura con las ecuaciones de Einstein, lo cual nos
conducira a hallar formulas de reconstruccion similares a (3.12)), (3.31))

para la métrica linealizada.

Con respecto a la definicion de un “campo libre sin masa de spin 2”7 que se
propaga en un espacio-tiempo curvo de background, ver la discusion en la
seccion més adelante (especificamente la ecuacion (4.99))).

Los resultados de esta seccion son la generalizacion a espacio-tiempos cur-
vos tipo D de los correspondientes a Minkowski (vistos en la seccion .

3.4.1. Tipo de Petrov del espacio-tiempo perturbado

Consideremos una familia monoparamétrica de espacio-tiempos (., gup(€)),
con la correspondiente familia de tetradas nulas {¢%(g),n%(e), m*(e), m*(e)},
tal que (A, gap(0)) es tipo Petrov D y {£*(0),n*(0), m*(0),m*(0)} es la te-
trada principal. Como discutimos en la seccion [2.2.4] haciendo una rotacion
nula alrededor de n%(¢) las PNDs se encuentran resolviendo (en z) la ecuacion
P(z,e) =0, donde

P(z,¢) = Wo(e) 4+ 4V, (e)z + 6Wy(e) 2% 4+ 4Ws(e) 2> + Wy(e) 2" (3.53)

Los escalares de Weyl son funciones analiticas de ¢, por lo que su linealizacién
esté bien definida. P(z,¢) es también analitico en &, con lo cual su expansion
a orden lineal es

P(z,6) = 6Wy2% + eWg + c[40, 2 + 6W,2% + 4W32% + U2t + O(e?)  (3.54)

donde hemos acomodado los términos de manera conveniente para lo que
haremos a continuaciéon. Debemos resolver P(z,e) = 0 a orden lineal en ¢,
para lo cual notamos que, si resolvemos primero 6W¥z2 + ¥, = 0, cuyas
soluciones son

2y =4/ —p 12, (3.55)

entonces el término entre corchetes en es O(3/%), con lo cual P(zy,e) =
O(£%?). De esta manera obtenemos dos de las nuevas PNDs; a orden domi-
nante en ¢, las mismas estaran dadas por ¢4 = (* 4+ z,m* + Zzm". Las otras
dos soluciones se obtienen haciendo una rotacion nula alrededor de ¢%(¢), lo
que conduce a las dos raices restantes

wy = /gt /2, (3.56)

De esta manera obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 3.4.1 ([7]). Consideremos una familia monoparamétrica de espacio-
tiempos (M, gap(€)), analitica en € = 0, tal que g.(0) es de tipo Petrov D,
con direcciones principales nulas (dobles) (%, n®. Entonces el espacio-tiempo
linealmente perturbado es genéricamente tipo I en la clasificacion de Petrov,
y sus direcciones principales nulas son

N 1 B
(@)m“r —@m] (3.58)

SiWy=0 06U, =0, el espacio perturbado degenera a tipo Petrov II.

a(e) = (o4el?

ni(e) = n® 4 /2

Para perturbaciones no-estacionarias del agujero negro de Kerr que sean bien
comportadas (i.e. que satisfagan condiciones de borde apropiadas en el ho-
rizonte y en el infinito), Wald prob6 en [133] que Ty v ¥, se determinan
univocamente el uno al otro; en particular \PO = 0 si y sblo si U, = 0, lo
cual corresponde a una perturbacion trivial. Esto quiere decir que, en los
casos de interés para perturbaciones de Kerr, tendremos Wy # 0y W, # 0,
con lo cual ambas direcciones nulas se bifurcaran y el espacio-tiempo sera
algebraicamente general.

3.4.2. Perturbaciones del espinor de curvatura

El tratamiento de linealizaciones espinoriales es muy sutil. No es en princi-
pio claro cémo siquiera definir la perturbacién de un espinor, ya que el grupo
de difeomorfismos no posee una accién natural en espacios espinorialesﬂ El
enfoque en nuestro trabajo consiste en hacer la descomposicion espinorial del
tensor de curvatura perturbado, utilizando la estructura espinorial del back-
ground. (Este es también el enfoque empleado en [31].) Méas precisamente,
consideremos una familia monoparamétrica de espacio-tiempos (A, gus()),
analitica en ¢ = 0, tal que (., gap(0)) es el espacio-tiempo de background,
que satisface las ecuaciones de Einstein de vacio con constante cosmologica.
El requerimiento de analiticidad implica que podemos hacer la expansion del
tensor de curvatura Rypeq(€) = Rapea + £ Ruped + O(g?). Ya que la perturbacion
Rabcd =R ABCDA B'c'p Posee las mismas simetrias que el tensor de Riemann,
admite una descomposicion espinorial analoga a ([2.34)):

Rapcparserp = Xapep€arp€crp + ®Paperp€arpecn
+ XA/B’C’D’EABECD + (I)A/B’CDeABgo’D’- (359)

Es importante notar que, ya que més adelante consideraremos perturbaciones
métricas complejas, hemos hecho la distincion

XA/B’C’D’ # (XaBcD), (I)A’B’CD 4 (D apcrp). (3.60)

3Una posible solucién a este problema (asumiendo que existe una estructura espino-
rial para todo €) es utilizar el formalismo recientemente desarrollado en [15] de calculo
variacional para espinores.
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Las partes totalmente simétricas de X ABCD Y X Arprorp representan, res-
pectivamente, los espinores de curvatura conforme de helicidad izquierda (o
anti-auto-dual) y derecha (o auto-dual). Explicitamente:

Wapcp = X(ABCD) = AllEA/B/€C/D/R(ABCD)A’B’C’D’7 (3.61)
‘I’A/B'C/D/ = X(A’B’C’D’) = iEABGCDRABCD(A/B'C'D'y (3-62)

El tensor de curvatura perturbado Rabcd puede calculars en términos de la
métrica linealizada hgy, := d%lszo[gab(a)] como:

Rapea = ViaVihap + R hage- (3.63)

De esta formula deducimos facilmente expresiones para VY gop v Warporpr:

Vapep = sV YV E hepyas + 2 agep, (3.64)
\I/A’B’C’D’ = %V(Avath’D’)AB + %\I/A’B’C’D" (365)
Si hgp €s un tensor real, entonces (3.64)) y (3.65)) se relacionan por conjugacion

compleja, pero esto ya no es cierto si h «b €S un tensor complejo.

Notemos que la descripcion actual de los campos perturbativos en térmi-
nos de espinores, s6lo necesita de la estructura espinorial del background; en
particular, no nos hizo falta definir la linealizacién de un espinor. En lo que
sigue, por otra parte, es conveniente pensar en una familia monoparamétrica
(A, gap(€)) que admite una estructura espinorial para todo e; sin embargo,
siempre que ocurra una linealizaciéon de una expresion espinorial debe enten-
derse que se tradujo primero a su forma tensorial y luego se linealiz6. Este es
un proceso bien definido; enseguida veremos un ejemplo.

Consideremos una familia monoparamétrica de espacio-tiempos (A, gap(€))
que admiten una estructura espinorial para todo ¢, y sea {0 (¢), ()} una
diada de spin y Wy(e) el escalar de Weyl de tipo {0,0} asociado. En lo que
sigue frecuentemente omitiremos la dependencia en . Definimos los espinores

PLAPEP = 040P 00" (3.66)
PABOD = 61, 040 O D), (3.67)
PAPCD = g AP O, (3.68)

En el capitulo [4] veremos una interpretacion de estos campos. El analogo de
los teoremas y es el siguiente resultadd’}

Teorema 3.4.2 (spin s = 2). Sea (A, gu(€)) una familia monoparamétrica
de espacio-tiempos, analitica en € = 0, tal que (A, gap(0)) es Einstein y de

4para probar esto, usar que Rapeq = d%|5=0(Rab[cegd]e) v que Rgpet = 2V[afb]ec, donde
e, = %gef(vbhfc + Vchyy, — Vihye) es la conexion linealizada.

5no consideramos los casos de peso de spin s = 41 ya que, como fue probado en
[1], las ecuaciones que satisfacen los escalares U, v U3 no se desacoplan y resultan poco
interesantes.
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tipo Petrov D. Sea Vagcp el espinor de curvatura de Weyl de la métrica
Jab(€), y sea s = 0,£2. Entonces vale la siguiente igualdad off shell:

L1e—o[8YEY (Wapen)] = £|e=0[OY T (Vapen)), (3.69)

donde los operadores diferenciales lineales son

8Y (Jwsep) = V3 PPV 19, Ty pen), (3.70)

(\I’ABCD) V5V apop, (3.71)

OF(®) = [l +2(1 — §5) Wy + ] O, (3.72)

T (WU apep) = — L PABCDY , pe s, (3.73)

Demostracion. Ver [8, seccion 5.2]. O

Aqui podemos apreciar un ejemplo de cémo trataremos la linealizacién de
expresiones espinoriales. El lado izquierdo de (3.69)) (antes de linealizar) puede
expresarse tensorialmente, en términos del tensor P = PABCDgA'B'gC'D!
como

)

Uy PABCD B (W A W g pep] = — 108 PO (U5 PV Cpee), (3.74)

y la linealizacion del lado derecho de esta tltima ecuacion es algo bien definido
en el tratamiento perturbativo estandar. Notemos que, ya que asumimos que
el espacio de background es Einstein, se tiene (V¢Cipee)|c=0 = 0, con lo cual
el operador — \IJ4/ SPadeV a(V, e -) resulta evaluado en el background en el
proceso de hneahzamon de 3.74.

Imponiendo las ecuaciones linealizadas de Einstein, el lado izquierdo de
(3.69) es cero, y obtenemos las siguientes ecuaciones escalares:

§S=42: (s — 1605 + 20) T, = 0, (3.75)
s=0: (O 48Uy + 2X) [0, */20,) + 3(00, + 22)wy® =0, (3.76)
s=—-2: (B4 — 1605 + 20 [0, 20, = 0. (3.77)
Las ecuaciones (3.75)) y (3.77]) son las ecuaciones de Teukolsky de tipo (2, +2)
con constante Cosmologlca La ecuacion (3.76)) es una linealizacion de la ecua-

cion de Fackerell-Ipser 1-} con constante cosmologica (aplicada a W, Y 3)
que fue hallada, para A = 0, por Andersson et al en [I]. El segundo término
en (3.76) es la linealizacion del operador de onda conforme aplicado al campo
de background \IJ;/ 3; esto implica que esta ecuaciéon no es realmente “desaco-

plada” en el sentido de que aparecen otras cantidades perturbativas ademas
de \112.

3.4.3. Perturbaciones de las ecuaciones de Einstein

La linealizacion en (3.69)) implica que no podemos tomar la ecuacion ad-
junta como hicimos en los casos de spin 1/2 y 1, e incluso aunque pudiésemos
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no seria claro como reconstruir una soluciéon de la identidad de Bianchi li-
nealizada. Por otro lado, las ecuaciones de campo que nos interesan no son
las identidades de Bianchi sino las ecuaciones linealizadas de Einstein. En lo
que sigue mostraremos un modo sencillo de relacionar la identidad con
el tensor de Einstein linealizado. Haremos esto sin asumir que vale ninguna
ecuacion de campo (aparte de las ecuaciones de Einstein en el espacio de
background), con lo cual obtendremos una identidad de operadores actuando
en tensores simétricos de dos indices.

Lema 3.4.1. Consideremos una familia monoparamétrica de espacio-tiempos
(A, gar(€)), analitica en ¢ = 0, tal que (A, ga(0)) es Einstein: (Gap +
Aap)|e=o = 0. Sea O%¢ un operador diferencial lineal, covariante, tal que
Obe = QOlable 4 g..0% = 0. Entonces tenemos la identidad

9| 0PI Cpes] = 0™V, [ L] _ (Gre+ Agie)] (3.78)
Demostracion. Ver |8, seccion 5.1]. O

El resultado de esta proposicion es extremadamente ttil en nuestro con-
texto, y veremos también una variacion del mismo en el capitulo @ (ver seccion
. La demostracion se basa simplemente en la identidad de Bianchi gené-
rica Vi Rap)eq = 0, que es una identidad geométrica y por lo tanto no depende
de ninguna ecuacién de campo. El operador O%¢ actuando en un tensor H .
es en nuestro caso O H,. = \I!;l/ SP;deVd(\If; 4 3Habc).

Recordar que definimos los tensores asociados a (3.66)), (3.67) y (3.68])
como P3, . = Pigop€a p€cp. Explicitamente, tenemos

pt2 =P Pt (3.79)
Pc?bcd ::P;l_)lpcjil + pa_blpc—zsl + Pc?bpcocb (38())
P2 =P, P (3.81)

donde las 2-formas P?, fueron definidas en (3.40)), (3.41) y (3.42). Estos ten-
sores son anti-auto duales y poseen las simetrias del tensor de Weyl. Recor-
demos también la expresion del tensor de Einstein linealizado en términos de
la perturbacién métrica,

Gop[h] = —30hay — 3VaVih + VV hyye — 29ab(VVehey — Oh),  (3.82)

donde h = ¢°?h.y. La combinacion del teorema con el resultado del lema
conduce entonces al siguiente resultado:

Teorema 3.4.3. Sea (A, gup(€)) una familia monoparamétrica de espacio-
tiempos, analitica en € = 0, tal que (A, gap(0)) es Finstein y de tipo Petrov
D. Sea s = 0,42. Entonces vale la siguiente igualdad:

8,&(ha) = O, Ts(hay) + s, (3.83)
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donde los operadores diferenciales lineales son

8(Tup) = \1:4/3P“cbdv (0,43 T, (3.84)
€(hab) Gap[h] + A, (3.85)
iTs(hab) =y, 5>/3x1/2 s[h] (3.87)
con el potencial dado por
Vos = (8 = 65°)Ws + 2, (3.88)
y el término inhomogéneo es
Ty = 3050(C0 + Zywy/, (3.89)

La igualdad de operadores es la identidad que necesitamos para re-
construir perturbaciones métricas, analogamente a como hicimos en los casos
de Dirac y Maxwell. Una diferencia importante con respecto a dichos casos, es
la aparicion del término inhomogéneo en para peso de spin cero. Este
término arruina de hecho la transposicion de operadores para s = 0. Veamos
entonces por separado los casos de peso de spin cero y extermo.

Peso de spin extremo

Para s = £2, el término inhomogéneo (|3.89)) es cero, con lo cual tenemos la
identidad 849&(hap) = O10T1o(haep). Utilizando que el operador de Einstein
es autoadjunto con respecto al producto interno , deducimos inmedia-
tamente el siguiente corolario:

Corolario 3.4.4. Consideremos un espacio-tiempo Einstein de tipo Petrov
D, y sea s = £2. Sea ® € I'(M ,Efs01) una solucion de la ecuacion de
Teukolsky de tipo (2,£2): (as + Vo 5)P = 0. Entonces el campo tensorial

(@) = 2V° [0, VWP P @) (3.90)

es una solucion compleja de las ecuaciones linealizadas de Einstein con cons-
tante cosmologica,

Gap[h* (®)] + M, () = 0. (3.91)

Es posible demostrar que para s = —2 coincide con el Ansatz de
Cohen y Kegeles dado en [102], ec. (5.4)] (en ese trabajo hg, es dada en forma
espinorial y en términos de un espinor de Hertz y un espinor de gauge).
Los céalculos en dicho trabajo son extremadamente laboriosos, mientras que
en nuestro trabajo actual el resultado es una consecuencia inmediata de
nuestro formalismo general, y es también un caso particular del patréon general
de reconstruccion de los campos que hemos desarrollado. Es importante notar,
no obstante, que nuestro formalismo general esta fuertemente basado en el
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trabajo original de Wald [134], quien fue el primero en advertir esta clase de
mecanismos en los resultados de Cohen y Kegeles.

Enfatizamos que (3.90) es una métrica compleja, con lo cual los espinores
de curvatura de helicidad izquierda y derecha son independientes, y no se
relacionan por conjugacion compleja. Teniendo en cuenta que, en vista de
las simetrias de P, la métrica es libre de traza, utilizando (3.64) y

(3.65) tenemos explicitamente:

Uaponh®] = VIVE V0 V5 (0 Pop pp®)], (3.92)
Vo [h°] = V4, VEVE[0, VD, (0 Priep®)l. (3.93)

Es posible probar que \ili poplh] resulta ser algebraicamente especial, ya que
se cumple

W 4peplh Y0P =0, (3.94)

W apeplh B8P =0, (3.95)

lo cual implica que ¥ 4pcp [h*] es de tipo Petrov II. Por lo tanto, el campo

de mayor interés es en realidad el de helicidad derecha i apop|h’]. Como
hemos hecho en los casos de spin 1/2 y 1, para trabajar con un campo de
helicidad izquierda simplemente tomamos la métrica compleja conjugada a
(13-90):

By (D) = 2V°[, V(TP P, @), (3.96)

la cual es solucion de las ecuaciones de Einstein siempre que ® satisfaga ahora
la ecuacion conjugada de Teukolsky, (idys+ Va 5)® = 0. Notemos que, definien-
do X := U, Y ? la formula 1} coincide formalmente con la reconstruccion
de la métrica en Minkowski. El espinor de curvatura anti-auto-dual
de ((3.96|) es

Uapeplh’] = VI VE VE XV (X Prycp®))- (3.97)

Nuevamente, observemos que esta expresion es formalmente idéntica a la del
campo libre sin masa de spin 2 en Ml dado por . El procedimiento para
construir ambos campos es, sin embargo, distinto: en M hallamos directamen-
te una solucién de 8AA/QO acp = 0 partiendo de una solucién de la ecuacion
de onda, mientras que (3.97)) proviene de resolver primero las ecuaciones de
Einstein (a través de soluciones de la ecuacion de Teukolsky).

Veamos ahora la construccion de operadores de simetria para las ecuacio-
nes de Finstein y Teukolsky. Definimos los siguientes espacios de soluciones:

G :={h e T (M, (T M)3*) | Gup|h] + Mg, = 0}, (3.98)
5= {0 € T(M,Eqgey) | (Bl + Vo )® =0, s=42}. (3.99)

El diagrama de mapas entre estos espacios es el siguiente:
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ST_S o0 TJs
/\
T, 8l T
G W5 G W5

Del diagrama deducimos entonces:

Lema 3.4.2. Sea s = +2. Consideremos los mapas

Ay =8 o T, T (T M)?) = T( M, (T M), (3.100)
By =T, 08", T(M,Epasgy) = T( M, Epgeny). (3.101)

(1) A5 es operador de simetria para las ecuaciones linealizadas de Einstein:
A5G = G.

(17) BS es operador de simetria para las ecuaciones de Teukolsky de tipo
(2,£2): Bs : W5 — Ws.

Es importante notar que la composicion de los mapas Sl y Js en los operadores
anteriores ocurre para peso de spin opuesto. Por un lado, la identidad y
su adjunta implican que la composicién 8foT, no es solucion de las ecuaciones
de Einstein. Por el otro lado, la composicién inversa T,08 resulta ser idéntica-
mente cero, lo cual esta relacionado al hecho de que es algebraicamente
especial. Veamos esto con un ejemplo. Sea ® una solucion de la ecuaciéon de
Teukolsky de tipo (2,2): (W4 + V22)® = 0. Por el corolario sabemos
que h2(®) = [8',(®)]. es una solucion de las ecuaciones linealizadas de
Einstein. El espinor de curvatura anti-auto-dual de esta métrica es con
s = 2, el cual, en vista de , satisface 1415.¢1PW 4 gep[ht?] = 0, por lo
tanto T_5[h?] = 0. Mas en general, T, o 8t = 0; en otras palabras, en lugar
del diagrama de mapas anterior, tenemos:

Lema 3.4.3. Para s = +2, la secuencia

3! T

0 —— W;* G W 0

es un complejo diferenciaﬁ.

Srecordar que un complejo diferencial es una secuencia de mapas entre espacios vecto-

. a a .l .
riales ... — A7 —» Ay — A3 —> ... tales que la composicién de mapas sucesivos es cero:
a; © Q41 = 0.
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Peso de spin cero

Veamos ahora el caso s = 0 de la identidad (3.83)), en el cual tenemos, en
el lado derecho, el término inhomogéneo (3.89), 3(C, + %)\Ifé/ °. Este tér-
mino estropea la formulaciéon de una igualdad de operadores como en el caso
anterior y, por lo tanto, no es posible extraer formulas de reconstruccion de
la métrica. No hemos encontrado un modo de deshacernos de en un
espacio-tiempo arbitrario. El modo més sencillo de lograr que este término
desaparezca es considerar la subclase de espacio-tiempos tipo D en los que W,
es un campo real, ya que en tal caso, tomando la parte imaginaria en (|3.83))
obtenemos la identidad

U Im( By Vo 05 PV (G ] + M) = (O + Vo) (W5 Im (B[]
(3.102)
Atun asi, tomando la parte real en tenemos todavia el término proble-
matico . En nuestro trabajo, el caso més relevante en el que ¥y es real
es la solucion de Schwarzschild-(A)dS, en la cual Jm®, representa el sector
impar de perturbaciones gravitacionales, y ReW, representa el sector par. En
la seccion trataremos este caso. Por lo pronto, nos limitamos a un anélisis

de las aplicaciones de la identidad ((3.102]).

Observacion 3.4.1. Para Vs real, la ecuacion (O+V,0)® = 0 serd denomi-
nada ecuacion de Regge-Wheeler, ya que en el caso particular de la solucion
de Schwarzschild-(A)dS, (O + Va0)® = 0 es una forma 4-dimensional, con
constante cosmoldgica, de dicha ecuacion (dada en para el caso de
A = 0). Notemos, no obstante, que en el caso actual esta ecuacion es mds
general.

La ecuaciéon adjunta a (3.102)) conduce al siguiente resultado:

Corolario 3.4.5. Consideremos un espacio-tiempo Einstein de tipo Petrov
D tal que Yy es real. Sea ® € I'( ,Ef0y) una solucion de la ecuacion
(04 Va)® = 0. Entonces el campo tensorial

Wiy (@) = 2V° [0y PV (W5 Im (P00 ®)) (3.103)
es una solucion de las ecuaciones linealizadas de Einstein con constante cos-

mologica,

Gap[P(®)] 4+ Mgy (®) = 0. (3.104)

Definiendo X := \112_1/3 (que es un campo real), la forma espinorial de (3.103])
es

Wywpp (®) = 201V [ X'V P (X Plpep®))
— 2V [XV R (X PY g @), (3.105)
y el espinor de curvatura anti-auto-dual es
Uapeplh’] = iVEVE Vi XV 5 (X4 Py g ®)]
— iVLVEVE XV (X PY g )] (3.106)
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Notemos que podemos tomar la solucion ® como real, con lo cual (3.103) es

una métrica real y tenemos W prer iy [h°] = (W apen[hO]).

Veamos ahora los operadores de simetria. Los espacios G y W5 (s = +2)
de, respectivamente, soluciones de las ecuaciones linealizadas de Einstein y

de las ecuaciones de Teukolsky, fueron definidos en (3.98) y (3.99). El otro
espacio relevante en el caso actual es

W9 :={® € I'(A,Efo01) | (O+ Va)® = 0}. (3.107)
Tenemos el diagrama
84 070
i
G To Wg 0 G To Wg

W

Como hicimos en el caso de Maxwell, podemos ahora también construir mapas
entre W9 y W3 para s = 2. Lo ilustramos con el siguiente diagrama:

SZ) To
W9 G W9
Ts To
st
W5 G

Estos diagramas nos conducen al siguiente resultado:

Lema 3.4.4. Sea s = +2, y suponer que Vs es un campo real. Consideremos
los mapas

A =88 o Ty : T( A (T* M)?) = TD( M, (T* M)?), (3.108)
By :=To 08} : T(M,Eooy) = D(M , Eqo ), (3.109)
Wy =T, 080 : T(M,Egoy) = D(AM, Epaen), (3.110)
WS =Ty o8, T(M,Eggeny) = T(M, Epo0)). (3.111)

(i) AY es operador de simetria para las ecuaciones linealizadas de Einstein:
AY: G — G.

(ii) BY es operador de simetria para la ecuacion de Regge-Wheeler: BY :
W9 — WS.

(1ii) ‘W5 mapea soluciones de Regge-Wheeler en soluciones de Teukolsky de
tipo (2,42): W3 : W9 — W;.

(iv) WS mapea soluciones de Teukolsky de tipo (2,42) en soluciones de
Regge- Wheeler: WS : W5 — WS.
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3.5. Espacio-tiempos esféricamente simétricos

Como ejemplo de aplicacion de los resultados de las secciones anteriores,
estudiemos el caso de la solucion de Schwarzschild-(A)dS; veremos que los
resultados a los que hicimos referencia en la introduccion (i.e. las formulas
, y @) se deducen como un caso particular de la estructura general
que hemos desarrollado en este capitulo.

El tratamiento estandar de perturbaciones de Schwarzschild-(A)dS hace
uso de una ‘descomposicion 2+2’ asociada a la estructura tipo warped product
del espacio-tiempo. Un espacio se dice warped product si la variedad tiene la
estructura local .4 x 2% , donde .# es una variedad Lorentziana (usualmente
denominada orbit space) con métrica g,; y coordenadas x%, % es una variedad
Riemanniana completa con métrica gap v coordenadas y*, y la métrica del
espacio-tiempo es de la forma

Jap(2)d2"dz" = ﬁdg(x)dxadxg + 12(2) gan(y)dy™ dy®. (3.112)

En el caso de Schwarzschild-(A)dS, se tiene .Z = M x,2 5%, donde el espacio
orbital es .# = .#/SO(3) y la variedad ¢ es la 2-esfera unitaria, ¢ = S2.
Usaremos indices @, b, ¢, ... para cantidades en .#, e indices A, B, C, ... para
cantidades en S?. La metrlca derivada covariante y forma de Volumen de
M son respectivamente Jai Vs y 5~b; mientras que las de S? son 9aB; Va
y Eap. Los operadores de onda en M y S? son entonces A = g“bV Vb y
A := g*BV, Vg, respectivamente. La relacion entre los simbolos de Christoffel
de la 4-métrica gq, y los de las 2-métricas g.; v gap €s

T =T%, Th%=0 T%s=—rjs, (3.113)
=0, T = TT&(S%a I =T (3.114)
Con nuestras convenciones de signatura, la métrica de Schwarzschild-

(A)dS (3.112)) en coordenadas {t,r,0, ¢} tiene la forma (1.8), con f(r) dada
por (1.9). El tensor de Ricci de ([1.8]) es solucion de las ecuaciones de Einstein

de vacio con constante cosmolégica,

Rab — )\gab = 0. (3.115)
En términos de la tetrada nula dada por
1 1 1 7
lCL — aa _ a[l a — a(l aCL a — a(l _ a[l
\/ﬁ( t f r): n m( t +f r)? m T\/§( 0 sin 6 @)7
(3.116)
el tinico escalar de Weyl no-trivial es Wy = —M /73, lo cual implica que el

espacio-tiempo es tipo Petrov D.
Consideraremos que la constante k en la definicién del espinor de Killing

(2.67) es real, y por conveniencia definimos b := —kM~'/3. El tensor de
Killing-Yano y su dual son entonces
Yopdz® Adzb = brisapdy® A dy®, (3.117)
Yudz® ANdzb = brEda® A dad, (3.118)

donde en coordenadas de Schwarzschild, & =sinfdf Adp y € = dt A dr.
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3.5.1. Campos de Maxwell

Repasemos brevemente el tratamiento estandar de perturbaciones electro-
magnéticas de espacios esféricamente simétricos. De acuerdo a la descomposi-
cion 2 + 2 del campo de Maxwell efectuada en [32], la informacion del campo
esta contenida en dos variables escalares maestras ¢ y ¢~ que codifican res-
pectivamente los sectores par e impar de la perturbacion electromagnética. Es
posible mostrar que los campos de Maxwell esféricamente simétricos (i.e. con
¢ = 0 en una descomposicion en armoénicos esféricos) son estéticos (ver por
ejemplo [I16], también [24], apéndice A]), por lo tanto los mismos no intere-
san para el problema de estabilidad y podemos entonces tomar ¢ > 1, lo que
implica que el laplaciano A es invertible. Asumiendo que las ecuaciones de
Maxwell se satisfacen, la reconstrucion del campo en términos de las variables

¢~y ¢ es:

Fyp=—%E40%, Fma= 5BCv<c6a¢_+ﬁB€Na5€f,A_l¢+j Fuyp = —&xpAg.
(3.119)
Las ecuaciones de onda que satisfacen ¢* son equivalentes a

(O+ 20, + 2N +i2] =0. (3.120)

El campo escalar ® := % + z‘z’% satisface entonces la ecuacion de Fackerell-
Ipser, por lo tanto podemos construir un nuevo campo electromagnético usan-
do el corolario [3.3.2] Con el fin de ver la relacion entre este nuevo campo y
el original , necesitamos calcular las componentes del tensor E% en la
formula (3.49) (y su dual) de acuerdo a la descomposicion 2 + 2. Usando la
forma explicita del tensor de Killing-Yano, y el hecho de que Jm(W¥y) = 0,
obtenemos

*Eo(u) =0, *Em(v) = —20VeVa(rv), *Eus(v) = 2055A(rv),
(3.121)

Eyp(u) = —22:A(ru),  Eap(u) = 20Vp&:"Vi(ru),  Eap(u) = 0. (3.122)
Adicionalmente, si (3.120)) vale, entonces usando que [A™Y, 0+2Wy+2)/3] = 0
sobre campos escalares, también vale
oy e

(O4 20, + 2N[AT(E) — i ] =0, (3.123)
y por lo tanto el campo electromagnético construido de esta solucion en la
forma (3.121))-(3.122)) (i.e. reemplazando u = Afl(g’—;) you = —% en esas
expresiones) coincide exactamente con el campo original. De esta manera
tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. La dindmica del campo de Mazwell sobre el espacio-tiempo
de Schwarzschild-dS estda gobernada por soluciones ® = u+iv de la ecuacion

de Fackerell-Ipser,
2M 2
H———+=-A]P=0 3.124
( 5 T3 ) , (3.124)
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donde la reconstruccion 4-dimensional covariante del campo electromagnético
es

Foy = =2V 1o(Y5Vevo) + e Ve(YaVeu,), (3.125)
COn Uy i= v Y Uy := AT,

Notemos que el teorema esta enunciado para la soluciéon de Schwarzschild-
dS, es decir que vale para A > 0: no estamos incluyendo el caso en el que
la constante cosmolégica es negativa. Esto es asi porque, como vimos en el
capitulo[I] para A < 0 el espacio-tiempo no es globalmente hiperbdlico, lo cual
implica que la dindmica no esta s6lo determinada por condiciones iniciales sino
que también deben imponerse condiciones de borde en la frontera temporal.
Esta cuestion es sumamente sutil y la trataremos en el capitulo [5]

3.5.2. Perturbaciones gravitacionales

De acuerdo al tratamiento estandar de perturbaciones gravitacionales de
espacio-tiempos esféricamente simétricos, las perturbaciones de la métrica se
descomponen como

hapdz*d2® = hpda®da’ + 2hasdar®dy® + hysdy®dy®. (3.126)

Las diferentes partes de la perturbacion son a su vez expandidas en términos
de la base de tensores armonicos sobre S?, caracterizados por los ntimeros
armonicos (¢, m):

ha = Hgp, (3.127)
has = Vs + &s°Veha, (3.128)
hag = %ngABJ—I—T’QSABG—FQE(AC?B)?(C/{? (3129)
donde Syp = W%S@m — W; ) GaBS(t,m), con S(gm) los armoénicos esfé-

ricos sobre S?. Combinando H;, hs, J, etc. uno puede construir cantida-
des H é%m), RU™) - Jnv) que sean invariantes de gauge: i.e. invariantes bajo

a
hay = hap + 2V (4&p). Como es bien sabido, existe un gauge, llamado gauge de
Regge-Wheeler (RW), en el cual qa = G = k = 0. En este gauge particular se
tiene H._; (”w) = H, Ji) = J, h ) _ p.. Por lo tanto, aquellas cantidades
perturbatlvas que sean invariantes de gauge pueden calcularse en este gauge
de RW; y su expresion en cualquier otro gauge arbitrario se obtiene simple-
mente reemplazando H; = =H; (WJ) , etc. En el gauge de RW, las perturbaciones

métricas impares son

h =0, hz=:e"Vcha, hyg=0. (3.130)
mientras que el sector par es
ht =Hg, hiy=0, hiy=3r"gusJ. (3.131)

Es sabido, desde el trabajo de Price [I16], que la parte real de U, se
asocia a perturbaciones pares, mientras que la parte imaginaria se asocia al
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sector impar. Esto puede corroborarse mediante el célculo explicito de Uy en
términos de la métrica perturbada hy, = hf, + h,:

ReWy[h] = Wy, iImWy[h] = Wo[h 7], (3.132)
donde \ifg[hﬂ corresponde a calcular ¥y s6lo con una perturbacion par ht,
y andlogamente para \Pg[h_]. Por otro lado, esto indica que para seleccionar
un sector (par/impar) en nuestro formalismo sb6lo debemos tomar la parte
real o imaginaria de la ecuacion para s = 0. El sector impar se puede
tratar inmediatamente. El sector par es mucho mas complicado de tratar,
debido principalmente a dos factores: %e\ilg[h] no es invariante de gauge (con
lo cual no tiene significado fisico), y la ecuaciéon escalar posee el término
inhomogéneo (L, + R,/ 6)\If§/ ® Afortunadamente, en 4 dimensiones existe un
mapa entre soluciones de los sectores par e impar que se denomina dualidad
supersimétrica de Chandrasekhar, y que permite tratar perturbaciones pares
enteramente en términos de perturbaciones impares. Estrictamente, el mapa
es una biyeccion sélo para el caso en que el espacio-tiempo es asintéticamente
plano o de Sitter (esto fue probado en [47)]), el caso Anti-de Sitter es mucho
maés sutil y lo trataremos en el capitulo |5 (ver seccion [5.4.4)).

Consideremos entonces el sector impar, dado por . Ya que estamos
interesados en el problema de estabilidad de la métrica, s6lo nos preocupa el
sector dinadmico de las perturbaciones. En una descomposiciéon en armonicos
esféricos, esto implica que podemos tomar el nimero armoénico ¢ > 2 (ver
discusion en [47]); el operador A—2 es entonces invertible, hecho que usaremos
de ahora en méas. En el tratamiento estdndar, las ecuaciones de Einstein de
vacio (con constante cosmologica) se obtienen igualando a cero la siguiente
expresion:

G + My = +12855Ve | L85V (r2F) + L(A — 2)ha| (3.133)

donde .
F = r2E"Va(r—2hg). (3.134)

La métrica puede entonces reconstruirse como
has = —Es Ve Vi[r2(A — 2)7191]. (3.135)

Por otro lado, de acuerdo al formalismo desarrollado en las secciones ante-
riores, podemos construir una soluciéon de las ecuaciones linealizadas de Eins-
tein utilizando el corolario|3.4.5 En el siguiente teorema probaremos un resul-
tado mas fuerte, esto es, probaremos que toda perturbacién métrica dindmica
se puede construir a partir de una solucion de la ecuacion (D+8\I/2+§)\)<I> =0,
de manera que el estudio de las ecuaciones linealizadas de Einstein en el sec-
tor impar queda efectivamente mapeado en el estudio de la ecuaciéon escalar
mencionada. Este resultado fue primero probado por G. Dotti en [46], [47] (co-
mo mencionamos en la introduccion); aqui es so6lo un caso particular de la
estructura general que hemos desarrollado en este capitulo.
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Teorema 3.5.2. La dindmica del sector impar del campo gravitacional linea-
lizado sobre el espacio-tiempo de Schwarzschild-dS estd gobernada por solu-

ciones de la ecuacion
SM
(D i + )\) (3.136)

y la reconstruccion 4-dimensional covariante de la perturbacion gravitacional

€s
2

hab = ?)T_M* a bV Vd(r P ) (3137)
donde ®, := (A —2)"1®.

Notemos que este teorema es el andlogo para spin 2 (en el sector impar)
del teorema [3.5.1] para spin 1. Nuevamente, no estamos considerando el caso
A < 0 debido al problema de las condiciones de borde, que trataremos en el
capitulo [5

Demostracion. El teorema afirma que el estudio de la dindmica de las pertur-
baciones gravitacionales es equivalente al estudio de la dindAmica de soluciones
de la ecuacion escalar . Lo que debemos probar, entonces, es que toda
la informacion de una perturbacion métrica (dinamica) arbitraria esta en un
campo escalar que satisface . Para probar esto, sea h,, una pertur-
bacién métrica (impar) arbitraria; entonces la misma se puede escribir en la
forma . Hay que demostrar que esta férmula coincide con la recons-
truccion que obtenemos mediante el corolario |3.4.5] el cual afirma que si ® es
una soluciéon de

(O+8Ws + 2)\)P =0, (3.138)

entonces el campo tensorial
hap(®) = —*Co®p) V [05 PV (0, /2 ®)] (3.139)

es una solucion de las ecuaciones linealizadas de Einstein. (Hemos hecho el

—5/3 % - I .
reemplazo P% , = U, / Claped, algo que es valido en todo espacio Einstein
tipo D.) Es tedioso pero sencillo mostrar que esta expresion puede reescribise
como

hao(®) = 177577 Co NV Vo (1P D). (3.140)
Ahora, usando que sobre campos escalares tenemos el conmutador
[(A—=2)"", 048U, + 2\ =0, (3.141)

resulta que si ® es una soluciéon de (D + 8V, + %)\)Cb = 0, también lo es el
campo —(A 2)71®. Definiendo @, := (A—2)~1®, la perturbacién métrica
3.140) construida a partir de 2= v (A —2)71® es

2

hay = 227" CapV Vo (rP @), (3.142)

la cual, efectuando su descomposicion 2 + 2, puede probarse que coincide con
la perturbacion original (3.135]) (con & = F). O



72 Capitulo 3. Perturbaciones de espacio-tiempos tipo Petrov D

Notemos que la reconstruccion es idéntica a la formula que
dimos en la introducciéon. Ademas, se construye a partir de una so-
lucién de la ecuacion (O + 8Wy + %)\)QD = 0, que es precisamente . Por
tltimo, hemos visto que una solucién de esta ecuacion escalar (en el caso Wy
real) es U5 **Im(,), y, utilizando la forma explicita del tensor de Killing-
Yano y su dual (dada en (3.117)-(3.118))), es tedioso pero sencillo mostrar
que ¥, 2/ %3m(W,) coincide con (6) (para la cuenta explicita ver [8, seccion
6.2.2]). De esta manera, encontramos el origen de los mecanismos que pro-
ducen las formulas de la introduccion , y @, como un caso particular
de los resultados de este capitulo, que son validos para todo espacio-tiempo
(4-dimensional) Einstein de tipo Petrov D.



Capitulo 4

Estructuras conforme y compleja
y conexiones de Teukolsky

4.1. Preliminares

Podemos resumir las identidades (3.7, (3.25) y (3.69) halladas en el ca-

pitulo anterior para campos de Weyl-Dirac, Maxwell y gravedad respectiva-
mente, por medio de la identidad fundamental

P (Vg 0, = 254404 )V P00, ann = (Bas + Voo [P 04, a,,),
(4.1)
donde el potencial Vj ; puede leerse de las respectivas identidades, y = significa
que la ecuacion es valida a orden lineal (alternativamente, tomar el operador
de linealizacion %|5:0 en ambos lados de la ecuaciéon —notemos que esto sélo
se necesita para el caso de spin s = 2 ) El espinor “proyector” PA-A2
representa los campos definidos en (3.6), (3.22)), (3-23), (8.24), (3-66)), (3.67)

y (3.68), y hemos introducido la 1-forma
A, = 0Py, 0l (4.2)

Una de las principales utilidades de (4.1)) radica en tomar la identidad adjunta
y de esta manera (con algunos ingredientes extra como los lemas y
reconstruir los campos de spin superior a partir de campos escalares, como
hicimos en los corolarios [3.2.2] [3.3.2] [3.4.4] y [3.4.5l Ademas de esta utilidad
practica, la formulacion de las identidades (3.7), y COmo casos
particulares de la identidad ‘universal’ muestra un patréon de simetrias
para las ecuaciones de campos libres sin masa.

Aun cuando esta identidad es ya satisfactoria por los motivos recién men-
cionados (y porque, como vimos al final de la seccion , nos permitié explicar
el origen de las formulas (3)), () y (6) vistas en la introduccion, que motivaron
el trabajo en esta tesis), podemos ir mas alla y preguntarnos acerca del origen
e interpretacion de los objetos involucrados, en particular la 1-forma A, dada
en , la 1-forma B, que define la derivada modificada D, y genera a su
vez el operador de Teukolsky [, y el espinor PA142 que proyecta a una ver-
sion reescaleada de las componentes del campo ¢4, 4,.; ¥ nos preguntamos
ademas si estos objetos tienen alguna relacion entre si.

73
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En este capitulo profundizaremos en estas cuestiones. Veremos que el prin-
cipio fundamental que relaciona todos los operadores es la covariancia con-
forme (que es un concepto intrinsecamente asociado —en 4 dimensiones— a
los campos cuya masa en reposo es cero), y que la misma tiene una conexion
profunda con una estructura casi-compleja en el espacio-tiempo. Desde el pun-
to de vista matematico, un formalismo adecuado para tratar con geometria
conforme es el denominado formalismo de tractors [18, 30]. Al combinar este
marco de trabajo con la geometria espinorial en 4 dimensiones, los tractors se
reducen al formalismo de twistors locales, que son una posible generalizacion
a espacios curvos del concepto original de twistors en Minkowski introducido
por Penrose [113] [114]. Esta idea, junto con lo que veremos enseguida en la
seccion [4.1.1] nos sugiere una conexién adicional (ademés de las mencionadas
en la introduccion) entre nuestros resultados y teoria de twistors; veremos
més sobre esto en la seccion (4.3l

Observacion 4.1.1 (Articulos). Los resultados de este capitulo se encuentran
en [11].

4.1.1. Espinores de Killing modificados

La siguiente observacion es uno de los resultados que mas nos ha motivado
a buscar una interpretacion mas profunda de la identidad (4.1]), los objetos
que involucra, y las posibles conexiones con teoria de twistors:

Lema 4.1.1. Consideremos un espacio-tiempo Einstein 4-dimensional de tipo
Petrov D. Sean o y 1 campos espinoriales alineados a las direcciones prin-
cipales nulas. Entonces o y \IIQ_I/3LA son espinores de Killing con respecto a
la conexion de Teukolsky D,:

Dp'Bo® =0, (4.3)
Dy P13 = 0. (4.4)

La demostraciéon de este resultado no es dificil y la omitiremos. Denotando

oiAn = oM oAn g AreAm = Ar | Ameg facil chequear que
Dy (BoAr-An) — (4.5)
DB/(B[\I,;m/?’LAl.--Am)] =0, (4.6)
DB/(B[q,;m/BLAI...AmOAm+1..-Am+n)] —0. (4.7)

En particular, poniendom = 1,n = 1en 1' el espinor K48 := \112_1/30(ALB)
es de tipo {0,0}, con lo cual Dy 4 se reduce a V44 y tenemos

V' BKA9 =0, (4.8)

de manera que recuperamos el espinor de Killing ordinario de espacio-tiempos

tipo D, dado en ([2.67)).

Es 1util también notar la version tensorial de estos resultados. En primer
lugar:
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Lema 4.1.2. Sean (* y n® campos vectoriales alineados a las direcciones
principales nulas de un espacio-tiempo Finstein 4-dimensional de tipo Petrov
D. Entonces k° := (@ y k' := |Uy|=2/3n® son vectores conformes de Killing
con respecto a Dy, :

D(akiy = X gap, I=0,1, (4.9)

donde N0 = —(10) N1 — _(21D) |, =2/3,

Esto implica que 0464 y |Wy| =% 3,474 son espinores de Killing de valencia
(1,1) con respecto a D,. Por otro lado, notemos que 040”, W;1/30(ALB) y
v, 23,48 gon espinores de Killing de valencia (2,0) con respecto a D,; en-

tonces:

Lema 4.1.3. Sea s = 1,0, —1. Las 2-formas complejas P2, dadas en ,
Y son tensores conformes de Killing-Yano con respecto a la
conexion de Teukolsky:

D(ans)c = gabfj - gc(aéi)v (410)
donde & = $D°Py,.

Ahora, el resultado del lema [4.1.1] es ciertamente muy interesante, ya que
indica que el espinor PA1+42 en es un espinor de Killing con respecto a
la conexiéon de Teukolsky, estableciendo de esta manera una relaciéon no-trivial
entre PA1+42 v D, Adicionalmente, nos muestra que la aparicion de simetrias
ocultas en los casos de peso de spin cero para los sistemas de Maxwell y
gravedad parece ser un caso particular de una estructura mas general. Esto nos
motiva a buscar una interpretaciéon mas profunda de la conexién de Teukolsky,
como haremos en las secciones siguientes. Notemos también que este resultado
explica las semejanzas (observadas repetidamente) entre las identidades que
obtuvimos en el capitulo anterior y las correspondientes a Minkowski. Por
ejemplo, usando no es dificil probar que, en un espacio-tiempo tipo D,
tenemos la identidad

8E(pay...a,) = 0T (pa,..a,) (4.11)

valida para todo campo espinorial simétrico (de tipo {0,0}), donde

S(J” ay..n,) = (205424 Dpip + 22 (Do A )\ TP 4y, 4, (4.12)
E(par.an) =V Mpa (4.13)
O(®) := ( ( 3n+2)W2+§A)®, (4.14)
T(par.a,) = 040, 4, (4.15)

de manera que generalizamos el resultado en M usando los espinores
de Killing modificados. Ademaés, el lema también explica las semejanzas
entre las formulas de reconstruccion (3.12)), (3.31) y (3.97) y las correspon-
dientes a M, dadas en (2.118)), (2.119) y (2.120]). Esto es simplemente porque,
en dichas formulas en M, el campo X = @4 i es el producto entre dos es-

pinores de Killing (ordinarios), mientras que en las férmulas para el tipo D
13

tenemos X = W, /° = (U, Y 574 (0.4/); esto es, X es nuevamente el producto
entre dos espinores de Killing (modificados).
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4.2. Covariancia conforme y estructuras com-
plejas

Como mencionamos, la idea general en este capitulo es mostrar que la
identidad se puede interpretar en base a la covariancia conforme de los
campos sin masa. Para esto es necesario repasar algunos conceptos bésicos de
geometria conforme. Sea (., g,) un espacio-tiempo 4-dimensional con mé-
trica espinorial e4p. La variedad conforme asociada a este espacio-tiempo es
(A, [gap)), donde [gap] es la clase de equivalencia de métricas conformemente
relacionadas a gap, 1.€. Jap € [gap) Si y sOlo si existe una funcion escalar posi-
tiva definida € tal que o = Q2%2¢a. El mapa gop — gup = 2294 se denomina
transformacion conformeﬂ. Para la métrica espinorial, esto es equivalente a
€ap — €ap = Qeap. Las métricas inversas cambian como g% = Q2¢% y
el = 071eAB Si {04,11} es una diada de spin (i.e. eap = 20p4tp)), Sus
elementos transforman como

ot = Qwot, = Qe (4.16)

para algunos nimeros wy, w; € R tales que wg + w; + 1 = 0. Mas adelante
haremos elecciones particulares de wqy y wy.

Las métricas conformemente relacionadas a g, pueden ser vistas como
un subfibrado Q C T*.# © T*.# con ﬁbraﬂ R*, el cual puede a su vez ser
entendido como un fibrado principal sobre .# con grupo de estructura R
(ver e.g. [30, seccion 2.4]). Entonces podemos construir fibrados asociados
a Q conocidos como fibrados de lineas conformemente pesados, denotados
&[w], donde w € R es llamado peso conforme, y cuyos elementos transforman
conformemente como ¢ = Q¥. Secciones de &[w] se denominan densidades
conformes de peso w. Mas generalmente, si [E es un fibrado vectorial sobre
A, podemos construir el fibrado pesado E ® E[w] =: E[w], cuyas secciones
seran campos tensoriales/espinoriales conformemente pesados. En particular,
Sa,...A,A7...a,, [w] denotard el espacio de campos espinoriales (irreducibles) con
peso conforme w.

Si V, es la conexion de Levi-Civita de g,5, entonces bajo una transfor-
macién conforme, la derivada de Levi-Civita de la nueva métrica g, = Q?gap
actuando en un tensor arbitrario chll.'.jcblk esta dada por
VTt = VI K TE % 4+ KT

- KadC1Tcll).l.:;lbk e T KadCszll.‘....all)kv (4'17)

les importante destacar aqui que en la literatura hay dos conceptos estrechamente

relacionados, que son los de transformacion conforme y reescaleo de Weyl. En fisica de

altas energias, el primero de estos conceptos se define como un difeomorfismo ¢ : A# — A

tal que (¢+9)ap = Q% gap, mientras que un ‘reescaleo de Weyl’ es el mapa gap > Jab = 22gap-

Notemos que el primer caso supone la existencia de una isometria conforme (¢.g = Q2%g),

lo cual es una restriccion no-trivial para (., g); mientras que siempre es posible efectuar

un reescaleo de Weyl (que denominaremos ‘transformacion conforme’ siguiendo [135]).
2denotamos por RT al grupo multiplicativo de ntimeros reales positivos.
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donde
Kabc = gbd(Tagdc + Tcgda - ngab)v (418)

T, :=Q'V,Q. (4.19)
Para un espinor ‘Ifgi:_fgl"', la féormula correspondiente es
Valeiar = Va¥a ey + hap™ WG + o+ MapP TG
—Nac, PWp T — = APV (4.20)
donde
Aye® = YT acen®. (4.21)

Para espinores con indices primados, la formula se deduce de (4.20)) simple-
mente por conjugacion compleja, y teniendo en cuenta que la 1-forma Y, es
real, T, = Y,. La relacién entre K,°. v A,c? esta dada por

Ko = NocPec® + Moo e, (4.22)

ver [110], seccion 4.4].

Las distintas partes de la curvatura de g, tienen comportamientos dife-
rentes bajo transformaciones conformes. En particular, puede mostrarse (ver
e.g. [IT1] seccion 6.8]) que el espinor de Weyl es conformemente invariante,

Uasep = VYapen, (4.23)

y por lo tanto su estructura algebraica es comun a todas las métricas en
la clase conforme [g,]. El comportamiento conforme de las otras partes de
la curvatura puede ser convenientemente descripto a través del tensor de
Schouten, que segin nuestras convenciones [111] esta definido como

Pab = _%(Rab - %gab)a (424)

y cuya relacion con el tensor de Riemann es Ry, = Cppd + 4P[a[cgb} 4 Bajo
transformaciones conformes, P,, cambia como

Paapp = Paapp — Ve Tanx + TapTaa. (4.25)

Conexiones de Weyl

Un concepto muy ttil en geometria conforme es el de conexion de Weyl
(ver e.g. [64]). Una conexion de Weyl para la estructura conforme asociada a
Gap €5 una conexion Y, libre de torsion tal que

Wagbc = _2fagbc (426>

para alguna 1-forma f,. Permitiremos que f, sea compleja. Suponiendo que

Y, esté fija y calculando Y ,gs., deducimos que f, cambia bajo transforma-
ciones conformes como

fors fo=fo—Ta. (4.27)
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Al actuar sobre tensores, la relacién de ¥, con la conexiéon de Levi-Civita
estd dada por una formula idéntica a (4.17)), pero reemplazando K,°. por el
tensor

Qabc = gbd<fagdc + fcgda - fdgab)- (428)

Similarmente, la acciéon de Y, sobre espinores es analoga a (4.20) y su com-
pleja conjugada, pero reemplazando A, y Auo® respectivamente por

B B i B - B
Wae™ = facea”, Waer” = facr€a

!

(4.29)

Debemos usar el objeto WGC,B' en lugar de W, ®' porque la 1-forma L fo Puede
ser compleja (notemos que en el caso en que f, es real, tenemos WoerB' =
Wa()/B/).

Ahora, si ¥ es un campo tensorial /espinorial con una estructura de in-
dices arbitraria y peso conforme w # 0, entonces Y,V no es una densidad
conforme. Un operador derivada que mapea densidades conformes con peso
w, en densidades conformes (con el mismo peso), puede construirse como

€V =Y,V +wf,V. (4.30)

Se sigue entonces que 6,V = Q¥%,V. Decimos que %, es una derivada con-
formemente covariante. Més en general:

Definicion 4.2.1 (Operador conformemente covariante). Sea P un operador
diferencial actuando en una densidad conforme tensorial/espinorial ¥ con
peso w. Decimos que P es conformemente cova@ite si, bajo una transfor-
macion conforme gay, — Gap = Vgap, se cumple P(¥) = Q¥ P(V) para algin
w € R.

4.2.1. Estructura casi-compleja

Consideremos la variedad conforme (., [g.]) asociada a g, (cuya co-
nexion de Levi-Civita es V,). Supongamos que existe una estructura casi-
compleja J, esto es, un endomorfismo J : T.# — T.# tal que J*> = —1d (el
mapa identidad en T.Z'). Asumir también que J es compatible con la métri-
ca,i.e. g(JX,JY) = g(X,Y) paratodos X,Y € T.Z. En notacion de indices,
J,? es una estructura casi-compeja compatible con la métrica si J,°J.2 = —§°
v JoIv%Geq = gap. (Notemos que estas condiciones implican Japy = 0.) El
triple resultante (., [gap), J) se denomina variedad conforme casi-Hermitica.
Como se discute en [I7] (ver también e.g. [78]), existe una wnica conexion de
Weyl ¥, en (A, [ga], J) que es compatible con J, i.e. tal que

V> = 0. (4.31)

Actuando en un campo tensorial arbitrario, tal conexion esta dada por una
formula analoga a (4.17)) pero reemplazando K,°. por (4.28)), donde la 1-forma
fa tiene la expresion canodnica

fo = =10V I (4.32)
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Ahora, para cualquier g, € [gap), una diada de spin {e4 } = {04,141}, 001 =

1, o equivalentemente la tetrada nula asociada { N¢} = {¢*, n® m®, m*} define
siempre una estructura casi-compleja com(ﬂ

b — mam?). (4.33)

J? = i(lan® — ngl’ + mem
Hasta donde sabemos, esta estructura fue primero encontrada en [60]; luego
redescubierta en [I7] (ver también [61] y [105) I1.2.10]). En forma espinorial,
(4.33) es J,b = i(oALB + LAOB)éA/B/. Esta estructura es particularmente sig-
nificativa en espacio-tiempos tipo D, ya que en tal caso tenemos un par de
direcciones nulas 0”, 1 determinadas por la geometria y J estd naturalmente
asociada a esta estructura.

Observacion 4.2.1 (Quiralidad). Notemos que estamos eligiendo los es-
pinores 0,14 en lugar de o™, 7Y ; esta ultima eleccion daria la estructura
casi-compleja igualmente vdlida J,* = (0477 + 140" )es”, y la correspon-
diente 1-forma seria ahora f,. En este sentido podemos considerar
nuestro tratamiento como quiral, ya que espinores de helicidad izquierda y
derecha son tratados de manera diferente. Esto es porque queremos estudiar

los campos de helicidad izquierda (3.1)).

Notemos que (4.33) no depende de los representantes de las clases con-
forme y GHP (i.e. es invariante bajo transformaciones conformes y GHP).
Notemos también que .J,° es compatible con la estructura conforme: para
cualquier gu, € [gap), tenemos J,°Jy%geq = gap, POT lo tanto un espacio-tiempo
tipo D es una variedad conforme casi-Hermitica, con estructura casi-compleja

(4.33). La (tnica) conexion de Weyl compatible (4.32) resulta ser
fo=png+ ply — Mg — 7'My, (4.34)
Bajo transformaciones conformes, tenemos por supuesto f, — f; = f,— T,

Observacion 4.2.2 (La 1-forma (4.2))). En un espacio-tiempo Einstein de
tipo Petrov D, las identidades de Bianchi en forma GHP son bVy = 3pW¥y
y OWy = 37Wy (y sus versiones primadas), e implican que la 1-forma
coincide exactamente con , e, Ay = \Dgl/3va\11$/3. Es necesario tener
presente, no obstante, que la identidad de Bianchi VA U pcp = 0 no es
invariante conforme; por lo tanto escribir en la forma rompe
explicitamente la covariancia conforme. Por este motivo, en lo que sigue pre-
feriremos en general atenernos a la forma de Ay, que es ademds vdlida
para cualquier espacio-tiempo.

3notemos que es un tensor complejo. Por esta razon, en [61] se la llama estructura
casi-compleja ‘modificada’. Una estructura casi-compleja real puede construirse como J,* =
—Lo 0% + ngnb — imam® + imem?, pero esta tiene un numero de propiedades indeseables
para nuestros propositos, ver [61, Cap. VIII].
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4.2.2. Estructura Kahler

Una variedad casi-compleja es en realidad una variedad compleja si la es-
tructura casi-compleja es integrable. Por el teorema de Newlander-Nirenberg,
la estructura casi-compleja es integrable si y solo si el tensor de Nijenhuis
IN(X,Y) asociado se anula para todos X,Y € T.#, donde 'N(X,Y) =
(X,Y] + JJX,Y]| + J[X,JY] — [JX,JY] y [-,-] es el corchete de Lie de
campos vectoriales. En notaciéon de indices, tenemos ' Np® = —J,%0,J.% +
J204 % + J4%(0pJ.2 — O.J,%). Notemos que en esta expresion, 9, puede re-
emplazarse por cualquier conexiéon libre de torsiéon; en particular, usando la
conexion de Weyl YV, aplicada a , encontramos

Vot = 2iep S [(—kng + 0mg) il + (—K'l, + 0'mg)ooC]. (4.35)

Vemos entonces que el tensor de Nijenhuis se anula para un espacio-tiempo
tipo D (ver ), por lo tanto la estructura casi-compleja es integrable y el
espacio puede tratarse como una variedad compleja. Coordenadas complejas
se obtienen integrando combinaciones lineales de las 1-formas tipo (1,0) y
(0, 1) con respecto a la descomposicion| (T*.#)C = T*.#* ©T*.#~ inducida
por J: T*. 4" es generado por {{,dz® mgdz®}, y T* 4~ por {n,dx*, mgdx"}.
Ahora, ya que J es compatible con g,, obtenemos de hecho una variedad
Hermitica. La 2-forma definida por w(X,Y) := g(JX,Y), esto es wap = Jap, €5
llamada forma de Kdhler. Una variedad de Kdhler es una variedad Hermitica
(A, gup) para la cual la forma de Kéhler es cerrada, y puede probarse que w
es cerrada si y solo si la estructura casi-compleja J es paralela con respecto
a la conexion de Levi-Civita de g,,. Puede chequearse que en general J no es
paralela con respecto a V,; pero de sabemos que, para espacio-tiempos
tipo D, J es paralela con respecto a V,. Ahora, es sabido que una conexion
de Weyl es de hecho la conexion de Levi-Civita de alguna métrica en la clase
conforme, ¢q € [gan), si la 1-forma f, es cerrada. Para espacios Einstein, por la

observacion sabemos que f, = V,log \IJ;/ 5 y por lo tanto es cerrada, con
lo cual YV, es la conexién de Levi-Civita de Jap = \113/ ?’gab. Luego, (A, §a)
es una variedad de Kahler, i.e. espacio-tiempos Finstein de tipo Petrov D son
conformes (con factor conforme generalmente complejo) a variedades Kdihler
(ver también [61]).

Veremos ahora que la existencia de una métrica de Kéhler en la estructura
conforme esté directamente relacionada a las simetrias ocultas asociadas a

tensores conformes de Killing-Yano y espinores de Killing. Recordemos que
la ecuacion de Killing-Yano conforme esté definida en ([2.65)). Tenemos:

Lema 4.2.1. Sea (A, [gap), J) una variedad conforme Hermitica d-dimensional,
y supongamos que existe una métrica de Kdhler g, en la clase conforme. En-

tonces la métrica gup = Qg admite un tensor de Killing-Yano conforme,
dado por Zy, = Q7 1y, donde Jy, = gy,

4esta, descomposicion es valida porque el tensor complejo J,° tiene autovalores
+i, 44, —i, —i; por esta razén uno no considera id,” como una estructura casi-compleja,
ya que tiene autovalores +i, +i, +i, +i (y porque i6,° no es compatible con la métrica).
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Demostracion. Sea 6,1 la conexion de Levi-Civita de la métrica de Kéhler g,
y sea V, la correspondiente a la métrica conformemente relacionada g,, =
Q7 2G,4. En lo que sigue, los indices seran subidos y bajados con gu y su
inversa g?. Por hipétesis tenemos V,J,¢ = 0; por lo tanto simetrizando y
usando la relacion , obtenemos:

Vi = 0= QV [0 Ty + 9an YT + 90T *Ya (4.36)

Usando que QV,[Q7 1% = —(d — 1)J,*Y, y definiendo Z,* = Q71,0 es
sencillo mostrar que la ecuaciéon anterior es equivalente a

Vialy© = —ﬁgabvdz(ﬂ + ﬁg(aCVw\Zb)d, (4.37)

por lo tanto Z, es un tensor conforme de Killing-Yano. O

En 4 dimensiones, la 2-forma Z,, en el Lema [.2.1] puede escribirse en
lenguaje espinorial como Z,, = Y g€ap + Xap€ap para algunos espinores
simétricos YA y Xap/, ¥ la ecuacion conforme de Killing-Yano implica
que Yap v Xap son espinores de Killing. Por lo tanto, la existencia de estos
objetos puede pensarse como una consecuencia de la presencia de una métrica
Kahler en la clase conforme del espacio-tiempo.

4.2.3. Formalismo GHP covariante conforme

Deseamos ahora utilizar la conexion de Weyl distinguida (4.34)) para cons-
truir un formalismo GHP covariante conforme. Sea 7p : P — .# un fibrado
principal sobre la variedad conforme, cuya fibra tipica sobre x € .# es el
conjunto de bases {Ng} de T,.# tales que para cualquier G, € [gap), existe
a > 0 tal que /g\abNng; = 0% Vap, donde v, estd definida por vy, = 1 = —1a3
y el resto cero. El grupo de estructura de P es G = SO(1,3)T x RT (ver e.g.
[62]). La conexion de Weyl YV, sobre (.#, [gq]) permite definir una nociéon de
transporte paralelo sobre .Z, lo cual induce a su vez una 1-forma de conexiéon
(local) en P dada por ¢,°. = NPY,N¢ (donde N2 es la base dual a N2).
Notemos que, ya que (4.34) es generalmente compleja, ¢f,°. tomara valores
en la complexificacion del dlgebra de Lie g = Lie(G), es decir ¢ € T*.# ® g,
con g := g ® C. Ahora, en el formalismo GHP uno fija un par de direccio-
nes nulas %, n®. El subgrupo de G que preserva estas direcciones nulas en la
estructura conforme es G, = R* x U(1) x R*, cuya accién en la base { NS}
esta dada por

07— Poqet, pt — QPigTIn?, m® — QUOTWIZma g — QUoTWIZmae

(4.38)
donde a € R*, z € U(1), Q € R", y wp,w; son dos niumeros reales que
satisfacen wy + w; + 1 = 0 (de acuerdo a (4.16))). La reduccion G — G, da a
su vez una reduccion de P a otro fibrado principal B con grupo de estructura
G,, y la forma de conexion inducida en B se obtiene de las partes de a,éabc
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que no transforman covariantemente bajo G,. Es sencillo chequear que estas
partes son &, 0, ba'1, a2 ¥ Ya°s, las cuales transforman como

@a’o = a0 + 2wV, Q2 + 0 V0, (4.39)
Ya't = a1 + 201 Q' YV, Q4+ aV,a (4.40)
Yo'y = a2 + UV QL+ 27V, 2, (4.41)
Ya's = Ya's + QY Q+ 2V, 27 (4.42)

Por inspeccién de estos comportamientos, podemos aislar las partes que trans-
forman s6lo bajo cada subgrupo separado en el producto G, = R* xU(1) xR™*;
estas son w1, — wo,'1 =: K, para R*, %(4/11133 — y?y) =: L, para U(1),
v 5(¢a’2 + a*s) = f. para RT, ya que se tiene

K, = K,+aY,a ", Ly — Lo+ 2V 277, fo = fa b QV, Q7. (4.43)

La forma de conexion en B es entonces ¢, = (K,, Ly, fu), y toma valores en
el dlgebra de Lie complexificada g = R u(1) PR) @ C=2CpCa C.

Consideremos ahora una densidad tensorial conforme, y su proyeccion
sobre la base {N¢} y su dual. Estas componentes, denotadas genéricamen-
te como 7, seran reescaleadas bajo , esto es, forman representaciones
Iy 5.0 : Go — GL(C) de G, dadas por

Hb,s,w(aa Z, Q)?? = abzsgwn’ ne Ca ((I, 2 Q) S G!0' (444)

Decimos entonces que 7 tiene peso de boost b, peso de spin s, y peso conforme
w. Como hemos visto, en el enfoque espinorial es mas natural utilizar los
pesos alternativos {p, ¢} definidos por b = (p+ q)/2, s = (p — q)/2, caso en
el cual podemos denotar la representacion (4.44f) como II,, .. Diremos que
estas cantidades son de tipo {w;p, ¢}. La representacion asociada del algebra
de Lie es

(@, 5, 0)n = (P2 + 58 4 wo)n. (4.45)
Para campos tensoriales (conformes), las componentes son secciones de los

fibrados asociados

E,w] := B xn,,., C. (4.46)
La derivada covariante en esta estructura es inducida por la forma de conexiéon
Y, en B:

Lema 4.2.2. La derivada covariante en los fibrados vectoriales asociados
E, [w] es
@an - aan + Tp.qw (¢a>77 (447)

Ezxplicitamente, esto es
Pan = 0an + wfan) + p(wa + Ba)n + q(@0a + Ca)n, (4.48)

donde w, es la forma de conexion GHP, y las 1-formas complejas B,, C,
estan definidas por

B, = (Ko + La) = wi(pna — 7ma) — wo(p'la — 7'my), (4.49)
C, = 2K, — Ly) = wi(png — 7'my) — wo(p'ly — 7my). (4.50)

2
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Demostracion. Esto se deduce de nuestra discusion anterior, y de la formula
general para la derivada covariante inducida sobre fibrados vectoriales aso-
ciados. ]

Observacion 4.2.3 (La conexion de Teukolsky). Elegir los pesos con-
formes wg =0 y wy = —1 en . Entonces para cantidades con w =0 y
q =0, @, coincide exactamente con la derivada de Teukolsky. (Notemos que,
ya que los campos en los que estamos interesados —i.e. Y, a,,— N0 tienen
indices primados, no aparecerdn cantidades con peso q # 0 en nuestras for-
mulas.) Para peso conforme w # 0, escribiendo f, en la forma Vemos
que la derivada covariante describe exactamente la combinacion de de-
rivadas de Teukolsky y diferentes potencias de \Ifé/ s que aparecen en formulas
que involucran 1, ver seccion

De la discusion anterior deducimos entonces el origen de la derivada de Teu-
kolsky:

Teorema 4.2.1. La conexion de Teukolsky se origina en la derivada cova-
riante naturalmente inducida sobre los fibrados vectoriales asoctados a
representaciones de la simetria conforme-GHP.

Una propiedad importante de (4.47)) es la siguiente:

Proposicién 4.2.2. @, conmuta con la operacion prima:

(Ban)' = @an'. (4.51)

Demostracion. Sin es de tipo {w;p, q}, entonces 1’ es de tipo {w'; —p, —q},
donde w' esta dado por w’ = w — (wg — wy)(p + ¢q). Usando que

B;, = —(wo — w1) fo — Ba, (4.52)
CC/L = —(U)Q — wl)fa — Ca, (453)
el resultado sigue facilmente calculando ambos lados de (4.51]). O]

Como en el formalismo GHP usual, este resultado nos permite reducir a la
mitad el ntimero de célculos. Por otro lado, @, no conmuta con conjugacion
compleja. Esto esta relacionado al hecho de que nuestro tratamiento es quiral,
ver observacion [4.2.1]

Para campos tensoriales/espinoriales con pesos conforme y GHP, debemos
complementar @, con los objetos y (4.29) para lograr una derivada que

sea covariante bajo ambos tipos de transformaciones. Definimos entonces una

derivada covariante %, que acttia sobre un vector v® y un espinor £, ambos
con peso conforme w y tipo GHP {p, ¢}, como
G’ = V0¥ + [wfs + p(we + Ba) + q(@a + Co)0’, (4.54)

Couki® = VokP + [Wfa + p(wa + Ba) + q(@0q + Co)]K"E. (4.55)
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La extension a otros tipos de campos con una estructura de indices arbitraria
se deduce facilmente, usando por ejemplo y (donde, naturalmen-
te, debemos hacer los reemplazos V, — A, Koo = Qole, Aac® — WP
v Nac? — Woc?). Puede chequearse entonces que bajo transformaciones
conformes y GHP, para un campo tensorial/espinorial ¥ arbitrario de tipo
{w;p,q}, tenemos

G,V — QUNPNIE, . (4.56)

La proyeccion de %, sobre una tetrada nula define derivadas direccionales
GHP conformemente covariantes:

by = 1°C,, by, == n"C,, Oy := m*E,, & = m"6,.  (4.57)

Enfatizamos que estos operadores acttian sobre densidades conformes tenso-
riales/espinoriales arbitrarias. Para el caso particular de una densidad con-
forme escalar n de tipo {w;p, ¢}, tenemos

ben = [b+ (w+ (p+ @wi)pln, (4.58)
ben = [b" + (w — (p + @)wo)p'In, (4.59)
dgn = [0+ (w + pwi — quo)T]7, (4.60)

dn = [0 + (w — pwo + qu1)T']n, (4.61)

de este modo recuperamos los objetos definidos por Penrose y Rindler en [110],
seccion 5.6 (ver ecuaciones (5.6.36) en esta referencia).

4.2.4. Espinores paralelos y de Killing con peso

Como hemos visto, la estructura casi-compleja de espacio-tiempos
tipo D determina una tnica conexion de Weyl para la estructura conforme, y
por lo tanto tenemos una derivada covariante naturalmente inducida en fibra-
dos tensoriales/espinoriales pesados. Esto nos conduce a una generalizacion
con significado geométrico de algunas ecuaciones diferenciales interesantes;
por ejemplo, obtenemos naturalmente la nociéon de un espinor de Killing con

peso como un elemento wt-A» de Sﬁjq} "[w] que satisface la ecuacion
G AwPi-Br) = 0, (4.62)

Una condiciéon mas fuerte es la de espinor paralelo, i.e. una solucién de
CowPrPr = 0. (4.63)
Tenemos:

Lema 4.2.3. Sea (A, [gw), J) la variedad conforme casi-Hermitica asociada
a un espacio-tiempo Einstein (M, gap), donde J estd dada por para un
par de direcciones nulas {o?, 14} arbitrariamente elegidas, con o € S?l oy [Wol,

4 e S{—l,()} [wi] v oatd = 1. Entonces las siguientes dos son equivalentes:
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(1) El espacio-tiempo es algebraicamente especial, con direccion principal
nula 0.

(ii) El espinor o* es paralelo con respecto a la derivada covariante natural-

mente inducida, es decir €,0° = 0.

En particular, el espacio-tiempo es tipo Petrov D si y solo si ambos espinores
son paralelos, €,0° =0 = €,.5.

Demostracion. Un célculo sencillo muestra que (para cualesquiera pesos con-
formes wy, wy en (4.16))

C.0° = (—kng + omg )P, (4.64)

Por el teorema de Goldberg-Sachs, especialidad algebraica es equivalente a
xk = o = 0, por lo tanto obtenemos el resultado (i) < (ii). Ya que 6, conmuta
con la operacién prima, vemos inmediatamente que también tenemos €% =
0 para un espacio-tiempo tipo D, y que, a la inversa, si €,0° = 0 = €,.7,
entonces el espacio es tipo D. O]

Observacion 4.2.4. Es importante notar que, ya que 6, no conmuta con
conjugacion compleja, la condicion €,0° = 0 no implica €,0° = 0; de hecho
en general tenemos €,0° # 0:

C,0" = [—hng + omg + (7 = 7)o+ (p— pyma)i®. (4.65)

Una vez mds, este es un reflejo de la quiralidad de nuestro tratamiento, ver
observacion [4.2.1]

El resultado del Lema |4.2.3| explica las ecuaciones de espinores de Killing
modificados del lema [£.1.T} en un espacio-tiempo tipo D, por la observacion
podemos escribir la 1-forma f, como (4.2)), y recordando la definicién

de la derivada de Teukolsky, una cuenta sencilla muestra que

%A/(AOB) = \I/;wo/3DA/(A[\I/;DO/3OB)], (466)
G B = 0D A3 B, (4.67)
Eligiendo wy = 0, w; = —1, obtenemos inmediatamente el lema 4.1.1| en un

espacio-tiempo tipo D. Notemos que, en particular, la ecuacion 6, [0%:“] = 0
da el espinor de Killing ordinario de los espacios tipo D.
Para la version tensorial de estos resultados, consideremos las 2-formas
: : + . = 0 ._ = -
anti-auto-duales definidas por X, := 040p€ap, Xp)) := 20atp)€arp y X, =
Latg€a pr. Es sencillo mostrar que

CXG: = 3CH XD, (4.68)

CaXpe = 6(¢ X5 + G0 X, (4.69)
Xy = 3C, Xius (4.70)
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donde
(G =16"X), = L(—kng + omy,), (, =1€"X;, = 2(—K'l, + o'my,).
(4.71)
e tiene también ( = 3 = 0.) De estas expresiones vemos que
Se tiene también (¢ = 16X, = 0.) De est i X3
serd paralelo con respecto a %, si y solo si (& = 0, esto es, si y s6lo el

espacio-tiempo es algebraicamente especial. Por su parte, X7, serd paralelo
si y solo si el espacio-tiempo es tipo Petrov D, caso en el cual X} v X,
son también paralelos. Por supuesto, si los tensores anteriores son paralelos
entonces son también tensores de Killing-Yano con respecto a %,. (Por otro
lado, el resultado del lema no entra en esta explicaciéon simplemente
porque %, no conmuta con conjugacion compleja; pero esto no es relevante
porque los objetos del lema no aparecen en la identidad (4.1) que nos
interesa.)

4.3. Twistors locales con peso

La idea de considerar twistors en esta tesis surgié basicamente de dos
observaciones: (7) los mapas entre campos escalares y campos de spin superior,
y (i7) las generalizaciones de la ecuacion de twistor (2.103]) y su relacién con
espinores de Killing. Los desarrollos que hemos hecho hasta ahora en este
capitulo sugieren una razoén adicional, que se relaciona al hecho de que los
twistors son objetos asociados a la estructura conforme de una variedad.

En general, un marco de trabajo tutil para tratar con geometria conforme
es el formalismo de tractors, ver e.g. [30]. Cuando se especializa a geometria
espinorial conforme en 4 dimensiones, los tractors se convierten en el formalis-
mo de twistors locales, que es una posible generalizacion de la teoria original
de twistors a espacio-tiempos curvos, ver por ej. [114] 45, [106] y [I11) seccion
6.9]. En esta seccion mostraremos que la conexion de Weyl distinguida de es-
pacios (conformes) tipo D nos permite construir naturalmente un formalismo
de twistors locales con peso, lo cual nos conduce a su vez a una re-derivacion
del concepto de espinor de Killing con peso que vimos antes.

Un twistor local puede representarse como un par de espinores Z¢ =
(w?,74) tal que bajo una transformacién conforme, el twistor local es en
sf mismo invariante, pero su representacion en partes espinoriales cambia de
acuerdo a

o4 = w4, (4.72)

Ta =ma + iTAA/wA. (473)
Esto es usualmente descripto mediante la secuencia exactaﬂ

0— Sy —T*—S* =0, (4.74)

=4 . . .
Srecordamos que una secuencia ezacta es una secuencia de mapas entre espacios vecto-
. a a .
riales ... — Ay — Ay =2 A3 — ... tales que im a; = kera; .
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donde T es el espacio de twistors localesﬂ y los mapas segundo y tercero es-
tan dados respectivamente por 74 — (0,74) v (w?, 7a) = w?. La secuencia
es entonces conformemente invariante. El mapa candnico entre T® y su dual
T, estd dado por conjugacion compleja, Z% + Z, := HyoZ® = (7g, @),
donde H,, es una forma hermitica de signatura (+ + ——). (De esta formu-
la se deduce también el comportamiento conforme de un twistor local dual
W, € T,.) El espacio T* es entonces un fibrado vectorial sobre .# con gru-
po de estructura SU(2,2), y esta equipado con una conexion conformemente
invariante llamada ‘transporte de twistors locales’ (local twistor transport),
dada por

TV,IZB = (VawB + iGABWA/, Vaﬂ'B/ + iPAA/CB/wC), (475)

donde P44 g es el tensor de Schouten . Un twistor global es uno tal que
es paralelo bajo , y en tal caso coincide con el concepto usual de twistor
en un espacio-tiempo (conformemente) plano. La parte espinorial primaria
(i.e. la parte espinorial con todos los indices en la posicion superior) de un
twistor global es un espinor de Killing: V 44w? = —iesPrar.

Una secuencia exacta anédloga a (4.74]) pero con las flechas en la direccion
opuesta puede obtenerse por medio de la 1-forma (4.34]). Esto es porque (4.34))
permite una inyecciéon natural de S* en el espacio de twistors locales, por
medio del mapeo de un campo espinorial w” (con peso conforme cero) a
(w?, anr), donde ay = —ifaaw?. En otras palabras:

Lema 4.3.1. La siguiente es una secuencia exacta:

0—S*" =T Sy —0, (4.76)

donde los mapas sequndo vy tercero estdn definidos respectivamente por w —
A

(WA, CYA/) Yy (UJA, 7TA/) — A+ ifAA/w .
La prueba de este lema no es dificil. Su utilidad es que nos conduce natural-
mente a introducir el concepto de twistors locales con peso conforme y GHP,
como vemos a continuacion. Consideremos una diada de spin {0, 14}, y eli-
jamos los pesos conformes wy =0y w; = —1 en . Via (4.76]), tenemos
el twistor local X* = (0?, a4 ). Por otro lado, el par Y* = (14, 34), donde
Bar = —ifaat?, es un twistor local conformemente pesado, con peso confor-
me w = —1, i.e. una seccion de T* ® E[—1]. Pero notemos que X* y Y tienen
también peso GHP: X® es tipo GHP {1,0} e Y® es tipo {—1,0}.

Diremos que Z¢ es un twistor local con peso si, bajo transformaciones
conformes y GHP, cambia como Z% — QUZ® y Z® — APXIZ* respectivamen-
te. En la representacién espinorial Z* = (w?,m4/), ambas partes espinoria-
les tienen tipo GHP {p,q}, y su comportamiento conforme es &4 = Q¥w?,

Ta = Q% ma +iTa A/wA). El conjunto de twistors locales con peso puede
entonces ser identificado con el fibrado vectorial T, ,[w] := T% @ Eg, g1 [w].

Podemos construir una conexién en esta estructura por medio de la com-
binacion entre el transporte de twistors locales usuales (4.75)) y la derivada

6Letras griegas a, 3,7, ... denotan indices twistoriales, y toman valores en {0, 1,2, 3}.
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covariante (4.48)), extendida para actuar ‘trivialmente’ en indices espinoriales.
Mas precisamente, definimos

Tcﬁazﬁ = (@awB + iEABWA/, @aﬂ'B/ + iPAA/CB/wC). (477)

En esta expresion, tenemo AP = Vow? + wfw? + plw, + By)w? +
q(@0, +C,)w?, y analogamente para @,7.. Uno puede entonces chequear que
T%,Z° es de nuevo un twistor local pesado, con peso conforme w y tipo GHP
{p, q}; por lo tanto da una conexién en T¢, [w]. En este contexto, por
analogia con el caso plano podemos definir un twistor global con peso como
uno tal que es paralelo bajo (4.77]). Esto conduce a la definiciéon de un espinor
de Killing con peso como la parte espinorial primaria de un twistor global con
peso:

@D 4 aw® = —iesPry. (4.78)

La generalizacion de esta ecuacion es
@A/(AWBIMBn) = 0. (479)

Puede chequearse facilmente que @ 4, (AwBr-B) = @4, (AwBr-Br) por lo tanto
esta definicion coincide con la que dimos previamente en (4.62)) (para que esto
valga, la simetrizacion es crucial).

4.4. Campos sin masa

El concepto de masa en Fisica es extremadamente sutil (como lo es, de
hecho, cualquier concepto fundamental). Es importante aclarar que nos refe-
riremos aqui a la masa en reposo, no a la masa-energia asociada a la energia
cinética de un sistema fisico. En un espacio-tiempo plano, vimos en la secciéon
que, partiendo de ciertos axiomas fundamentales, un estado fisico tiene
asociada una nocién de “masa’” como el autovalor del operador de Casimir P2
en una representacion irreducible del grupo de Poincaré, lo que fisicamente
se asocia a la invariancia del espacio-tiempo ante traslaciones. En un espacio-
tiempo curvo genérico no existen simetrias, por lo que esta definicién no tiene
sentido, de modo que la “masa en reposo” de un campo parece ser simplemente
una extrapolacion formal del parametro que aparece en el caso plano.

No obstante, es posible hacer algunas observaciones adicionales por me-
dio de ciertos argumentos heuristicos, que utilizan la relaciéon entre masa e
invariancia conforme. En primer lugar, relaciones entre masa y escala pueden
obtenerse por consideraciones dimensionales, algo que es muy bien sabido en
la fisica de particulas. Las unidades fundamentales para medir cantidades en
Fisica son masa M, tiempo Ty longitud L. En Relatividad General, las cons-
tantes fundamentales son la velocidad de la luz ¢, cuyas unidades son L/T, y
la constante de la gravitacion universal G, que tiene unidades de L3 /MT?. El
cociente G/c? es, obviamente, también constante, y tiene unidades de L/M.
Esto implica que masa y longitud estan intrinsecamente asociadas, ya que

7 A

no confundir el espinor w* con la forma de conexion GHP w,.
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toda masa determina (via dicha constante) una longitud, y viceversa. Con-
siderando una teoria de campos en el marco de la Relatividad General, si
las ecuaciones poseen invariancia conforme entonces el sistema no tiene una
longitud intrinseca asociada, de manera que tampoco puede haber una masa
intrinseca.

En nuestro caso de interés, las ecuaciones de campo son, efectiva-
mente, conformemente invariantes, ya que asumiendo que el campo g4, 4,
tiene peso conforme w = —1, es sencillo probar que

VAANG, 4, = QAN (4.80)

(y lo mismo para las ecuaciones de helicidad derecha ) Esto implica que
cualquier solucion de V4141 ©a,..A, =0en (A, gu) nos da automaticamente
una solucion en (., g,p). Desde el punto de vista fisico, ejemplos particulares
de esta invariancia son los campos de Maxwell y de Weyl-Dirac. Por otro
lado, es notable la diferencia con el caso de gravedad, ya que aun cuando la
identidad de Bianchi en vacio implica que el espinor de curvatura de Weyl
satisface VA4 45cp = 0, el comportamiento conforme de Vagcp
implica a su vez que (4.80) no se cumple para papcp = VYapop. Esto esta
relacionado al hecho de que las ecuaciones de Einstein no son conformemente
invariantes; ver [I11], seccion 6.8]. En lo que sigue, esta cuestion nos llevara a
pensar mas en profundo a qué nos referimos por un “campo libre sin masa de
spin 2”7 que se propaga en un espacio-tiempo curvo de background.

4.4.1. Identidades conformemente covariantes

Queremos ahora encontrar identidades conformemente covariantes para
campos sin masa que se propagan en un espacio-tiempo curvo de background,
y su posible relacion con las identidades .

Sea pa4,..4, un campo espinorial simétrico arbitrario con peso conforme
—1 y tipo GHP {0,0}. Recordando la definicion de la derivada covariante
conforme , para cualquier 1-forma f, asociada a una conexion de Weyl
tenemos

VAN a, = C M 0u, (4.81)

- a . .

De ahora en mas usaremos la 1-forma f, dada por (4.34)). La operacion mas
. ! .
simple que podemos efectuar sobre € 4141¢ 4, 4. para lograr un operador di-
ferencial de segundo orden, con n indices no-primados totalmente simétricos

) p )
y que mantenga la covariancia conforme, es simplemente tomar una derivada
adicional:
G (1, 6P 4.82
AL (A PAs..A,)B- (4.82)

Ya que estamos interesados en ecuaciones de tipo onda para las componentes
de ©wa,..4,, es util reescribir esto en términos del operador de onda natural
asociado a %, (el cual, por supuesto, sera covariante bajo transformaciones
conformes y GHP), dado por

Dwpgy i= 9" Cas- (4.83)
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Es tedioso pero sencillo probar que, en un espacio-tiempo arbitrario, tenemos

2G 0, (1, € P 0 ay. anyp =(O—r00y — (0 +2)Ts +nC)a,.. a,

— npa, P oy s — 20— DV 4,4, 0a,. )80,

(4.84)
donde hemos definido

¢ :=o00" — kK, (4.85)
pAB = Xtalp — X 040B, (4.86)
x:=0b"+20 —p )k — (O +27 — 7)o + 2. (4.87)
Deseamos ahora obtener ecuaciones para las componentes de @4, 4, en una
diada de spin {0#, (4} arbitraria, donde elegimos los pesos conformes wy = 0

y w; = —1 (con respecto a (4.16))). Definimos las componentes como
O = goAlmAkAkaAnLAl...LAkoAk+1...oA”’. (4.88)

El peso conforme de ¢y es w = —1 — k, y su tipo GHP es {n — 2k, 0}. Consi-
deremos el caso de peso extremo; en particular la componente ¢qy. Definiendo
oArAn = o1 o4y proyectando sobre 04147 obtenemos

20A1"'A"%Ag(Al(fA/lBSOAQ...An)B = (Oq—1m0p — 3nWa)po + Flp1] + Gilepal,

(4.89)
donde
F.lp1] = — 2n(—kbly + 00y, — x — Uq)p1 — 400, (4.90)

Ahora, imponiendo las ecuaciones de campo %”AllAlcp Ay..A, = 0, y asumiendo
que las componentes ¢ y @9 son arbitrarias, vemos que ¢, satisface una
ecuacion desacoplada si y s6lo si k = 0 = ¥y = WUy = 0, esto es, st y solo si
el espacio-tiempo es algebraicamente especial, con o alineado a la direcciéon
principal nula. La ecuacion desacoplada en tal caso es

(D{—l;n,O} - 371,\1/2)@0 =0. (492)

Observacion 4.4.1. Notemos que la condicion kK = 0 = Vg = ¥y = 0 im-
puesta sobre el espacio-tiempo estd bien definida en la clase conforme, ya que
tanto los coeficientes de spin k y o como los escalares de Weyl son densida-
des conformes, de modo que dicha condicion se extiende a todas las métricas
en la clase conforme. Notemos también que este es solo otro modo de decir
que la especialidad algebraica de un espacio-tiempo es comun a toda la clase
conforme.

Por otro lado, ya que la derivada covariante generalizada %, conmuta con
la operacion prima, de (4.89)) deducimos inmediatamente la identidad para la
componente con peso extremo opuesto:

2 MG (4, C NP 0y a0y = (Ofcneti-n0y—30Y2) 0t Fo [0n_1]+ Gl [0n-2].
(4.93)
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Vemos entonces que ambas componentes extremas, g y ¢, satisfacen ecua-
ciones desacopladas si y sblo si se cumple k = 0 = kK =0’ = ¥y = U; =
Vs =W, =0, esto es, si y solo si el espacio-tiempo es tipo Petrov D.

Toda la discusion anterior es para campos de spin arbitrario. Por supuesto,
como hemos venido diciendo a lo largo de la tesis, los casos de interés en un
espacio-tiempo curvo son spin 1/2, 1 y 2. Veamos ahora un poco mas en
detalle estos casos.

Spin s = 1/2

Los resultados recién descriptos aplican directamente. En particular, tenemos
las identidades validas en un espacio-tiempo arbitrario:

2 OACKA/ACKA/BQOB = (D{fm,o} — 3\112)@0 + F1 [901], (4.94)
2 LA%A/ACKA,B()OB = (D{,Q;,LO} - 3\112)@1 + Fll [900] (495)

La componente extrema @y = 0%, de un campo de Weyl-Dirac arbitrario
satisface una ecuacion desacoplada de tipo onda si y sélo si el espacio-tiempo
es algebraicamente especial, con PND alineada a 0*. Ambas componentes se
desacoplan si y so6lo si el espacio-tiempo es tipo Petrov D.

Spin s =1

Para s = 1 los resultados anteriores también aplican de manera directa. Ade-
més de los casos de peso extremo, debemos agregar la identidad para peso
de spin cero; que se calcula similarmente a (4.89). Para un espacio-tiempo
arbitrario, tenemos las identidades siguientes:

20" C a6 o0 = (120 — 6¥2)0 + Falp1] + Galial, (4.96)
2 0" PCuaC e = (0200 — 20)¢1 + Halpa] + Hi[ipo)], (4.97)
2 1P C0aC oo = (O s 20y — 6Us)py + Fy[1] + Ghlpo],  (4.98)

donde definimos Hs[ps] := 2(kby, — 0di, + x — 21 )s. Analogamente al caso
de spin s = 1/2, la componente extrema de un campo de Maxwell genérico
se desacopla si y so6lo si el espacio-tiempo es algebraicamente especial. La
componente con peso de spin cero, por otro lado, se desacopla si y sélo si el
espacio-tiempo es tipo Petrov D.

Spin 5 = 2

Este caso es mucho més sutil que los anteriores, debido a que si pensamos
describir los “campos libres sin masa de spin 2 que se propagan en un espacio-
tiempo curvo de background”, como perturbaciones del espinor de curvatura
de Weyl, entonces la descripciéon conformemente covariante que hicimos no
aplica, ya que ¥ 4o p tiene peso conforme w = 0, y deberia tener w = —1 para
que las formulas , etc. sean validas. Esto sugiere que describamos los
campos deseados a partir de un espinor de Weyl reescaleado, que definimos
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del modo siguiente. Dada la clase conforme [g,] asociada a gu, para un
representante arbitrario [g.] 3 Gup = Q2%gap introducimos

PABCD ‘= Qil\I’ABCD. (499)

Este objeto tiene peso conforme w = —1, y es de hecho muy utilizado en
estudios de aspectos conformes de las ecuaciones de Einstein y del analisis
del infinito en Relatividad General, ver por ejemplo [64], [I11, secciones 9.6
y 9.7] y [130], cap. 8 y 10|. Esto tiene que ver con el hecho de que el tensor de
Weyl se anula en la frontera conforme de un espacio-tiempo asintéticamen-
te simple, lo que dio lugar a un concepto extremadamente importante en el
analisis de la estructura asintoética del campo gravitacional: la propiedad de
peeling, que es una descripcion precisa del decaimiento asintotico del tensor
de Weyl (o més en general de un campo libre sin masa). De hecho, siguiendo
de cerca [IT1], podemos pensar en como el “campo de spin 2 gravita-
cional” (ver discusion en torno a la ec. (9.6.40) y el teorema (9.6.41) en [111]),
en el sentido de que la propiedad de peeling permite interpretar a las compo-
nentes de (4.99) como describiendo el campo de radiaciéon gravitacional cerca
del infinito conforme en un espacio-tiempo asintéticamente simple ([I11], ec.
(9.7.38)]).

Ahora debemos combinar el anélisis anterior con las familias monopara-
métricas de variedades que uno considera al estudiar perturbaciones gravita-
cionales. Sea entonces (4, gu(€)) una familia monoparamétrica de espacio-
tiempos. Consideremos la clase conforme de g.(e), denotada [g.(e)], donde
Tab(€) € [gap(€)] siy solo si existe Q(g) > 0 tal que gup(e) = Q%(€)gup(e). Note-
mos que estamos imponiendo que el factor conforme dependa del parametro
g; en particular, tomaremos (0) = () = const. (esta suposicion es para poder
conectar con las ecuaciones de campo para papcp). Para un representante
arbitrario en [g.(¢)], tenemos papcp(e) = Q71 (e)Wapep(e). En lo que si-
gue, como hemos hecho hasta ahora, cantidades linealizadas seran denotadas
con un punto, y por simplicidad omitiremos la evaluacién explicita en cero
de cantidades del background (esto es, ¢; = L|._opi(e) v i = ¢;(0), etc.).
Linealizando la ecuacion (4.89) para n = 4, encontramos

4102 0L 1 A€ Fopopye} = (O-1.40y — 18Wa)@o + By, (4.100)

donde . ‘ _ _
BO = (D{_1;4’0} - 12@2)@0 - 6\110@2 + F4. (4101)

Ahora, como hemos visto, las ecuaciones de campo que describen perturba-
ciones gravitacionales son las ecuaciones linealizadas de Einstein en vacio con
constante cosmologica, que implican las identidades de Bianchi linealizadas
dis|€:0(VA'A\IfABCD) = 0. Reemplazando @ apcp por Q' pep en el lado
izquierdo de (4.100) e imponiendo las ecuaciones de campo recién mencio-
nadas, luego de algunos célculos tediosos encontramos que ¢, satisface una
ecuacion desacoplada siy sélo si k =0 = ¥y = W, = 0, esto es, siy solo si el
espacio-tiempo de background es algebraicamente especial, con PND alinea-
da a o?. Notar que en tal caso tenemos ¢y = 592_1\1/0. Similarmente, para la
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componente con peso extremo opuesto, ¢4, tenemos
d%|€:0{2 LABCD%A’(A%A,ESOBCD)E} = (Oy_5,—a0y — 18Vy) ¢y + By, (4.102)

donde B, = (B,)’. Imponiendo las ecuaciones de campo y utilizando la forma
explicita de By, vemos entonces que ambas componentes extremas, DoV Pa,
satisfaceran simultaneamente ecuaciones desacopladas si y solo si se cumple
k=0c=kK =0 =¥y =V, = V3 =V, =0, ie siy solo el espacio-
tiempo de background es tipo Petrov D. En este caso tendremos ¢g = Q_I\PO
Yy pa= Q10

Finalmente, veamos la componente con peso de spin cero, 5. Una cuenta
similar a (4.89) conduce al siguiente resultado en un espacio-tiempo genérico:

2 OABLCD%A’(A%A/ESOBCD)E = Uy_3,0,0y02 + B, (4.103)
donde

By = — (kbly — 00y — 4x + 16W1 )3 — (K'by — 0’0y — 4’ + 16W3) 1
— 8Cp2 — 6(¥ops + Yapp). (4.104)

Linealizando la ecuacion (4.103]), el tnico caso interesante que encontramos
es cuando el espacio-tiempo de background es tipo Petrov D, donde se cumple

41 _0{2 OABLCD%A'(A%A,ESDBCD)E} = Uy 300102 + D{—3;0,0}902- (4.105)

Ahora, es importante notar que, on shell, el lado izquierdo de (4.105) no es
cero, sino que resulta ser igual a Ly_3.00y [U,Q271] (para la prueba de esto, ver
apéndice A en [I1]). Vemos entonces que, on shell, ¢, no se desacopla, ya

que los términos [y_z,0.03[W2Q] y Oy_3,0,0y¢2 1o se anulan. Por otro lado,

O¢—s.00 [\1129_1] cancela uno de los términos que aparecen en el lado derecho
de (4.105) (luego de reemplazar ¢y = \IJQQ*I%—Q*l\Pg), de modo que, on shell,
tenemos la ecuaciéon

D500y [ Wa] + Of_s0002 = 0. (4.106)

En resumen, las identidades que encontramos para el caso en el que el
espacio-tiempo de background es tipo D son:

L1co{2 0*PPL 0 P opepyp}t =010y — 1802)0, (4.107)
d%|a:o{2 OABLCD%A’(A%A/ESOBCD)E} =0 _3,0,0y02 + D{fs;o,o}%, (4.108)
di€|€:0{2 LABCD%A/(A%A/EQOBCD)E} :(D{_5;_470} - 18\112)@4 (4109)

Los lados izquierdos de las ecuaciones (4.107) y (4.109) se anulan on shell,
dejandonos con ecuaciones desacopladas para ¢g y ¢4 respectivamente, donde
el operador normalmente hiperbolico yyp g (definido en (4.83))) tiene un
significado geométrico bien definido en términos de covariancia conforme y
GHP. El lado izquierdo de (4.108)) no se anula on shell, y se aplica la discusion
entre las ecuaciones (4.105) y (4.106)).
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4.4.2. Relacion con operadores de Teukolsky

En la subseccion anterior hallamos identidades conformemente covariantes
para campos de spin 1/2; 1 y 2, y encontramos también las condiciones que
deben satisfacer las métricas de la clase conforme al espacio-tiempo de back-
ground para que las componentes de los campos satisfagan ecuaciones de onda
desacopladas. Para conectar estos resultados con las identidades halladas en
el capitulo [3] necesitamos la relacion entre los operadores conformemente co-
variantes que usamos aqui, y los operadores de Teukolsky utilizados en dicho
capitulo. Tenemos:

Lema 4.4.1. Consideremos un espacio-tiempo Finstein de tipo Petrov D, y
sea n una densidad escalar conforme de tipo {w;p,0}. La relacion entre el
operador de onda conformemente-GHP covariante Uy, 0y y €l operador de
Teukolsky o, estd dada por:

Oupoyn = U TP @), 4 20, + B)(W5 ), (4.110)

Para probar esto (ver Lema 3.2 en [I1]), debe escribirse la 1-forma como
, con lo cual debemos recordar que estamos rompiendo explicitamente la
covariancia conforme, ver observacion [4.2.2]

Usando este resultado, deducimos inmediatamente las siguientes identida-
des en un espacio-tiempo Einstein tipo Petrov D.

Spin s = 1/2:
20PCupE ™ pa = (@1 — Ty + 2N) 0, (4.111)
2 BGupE o0 = Uy @) — Uy + 2N [0, e, (4.112)
Spin s = 1:
2 0*8C 44 CC opyc = (Eis — 4Ts + 2\, (4.113)
2 NP CuaCNC ppye = Uy P (O + 2, + 20) [0, 0], (4.114)
2 AP C 4N ppyo = Uy (B g — 4T, + 2N) W5 ). (4.115)
Spin § = 2:
L1—o{2 0P PLuuC P openyp} = (Hea — 1605 + 2X) 20, (4.116)
1 _o{2 0P P En G P opepyp} = W3O+ 20y + 200, 7P,
+ D{,g;o,o}g&g, (4117)
L _o{2 MPPC P ppopyp} = Uy (@ — 160, + 20) [0, 20,).
(4.118)

Finalmente, es sencillo mostrar que

%A;(Al%AﬁBwAg...An)B = (Vara, — nAA’l(Al)VAllBSOAQ...An)Ba (4.119)
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de modo que recuperamos efectivamente la identidad principal que ha-
llamos en el capitulo 3] En dicho capitulo, las identidades fueron halladas
de un modo ciertamente ‘artesanal’, y s6lo a posteriori observamos que hay
un patron general de simetrias; a diferencia de esto, en el capitulo actual
las identidades son consecuencia de una formulacién que contempla todas las
simetrias del sistema, esto es, la covariancia conforme y GHP. Mas aun, la
formulacion actual es realmente mas general ya que trata todos los espacios
algebraicamente especiales, no so6lo los de tipo Petrov D, y muestra que la
especialidad algebraica es de hecho necesaria y suficiente para obtener ecua-
ciones desacopladas.

4.4.3. El operador de Laplace-de Rham

Resulta interesante analizar la estructura tensorial del operador ac-
tuando sobre campos bosoénicos. Ya que, para spin entero, estamos interesados
en s =1y s =2, nos restringiremos a estos casos.

Sea V, el fibrado de k-formas sobre el espacio-tiempo. Operaciones natu-
rales sobre k-formas son la derivada exterior d : Vy, — Vi.q, y su adjunto
formal df : V,, — V,_;. Ambas operaciones pueden componerse para formar
el operador de Laplace-de Rham

ddf +dfd : Vv, = V. (4.120)

Consideremos ahora el fibrado V; ;, de k-formas valuadas en tensores de valen-
cia [. Un elemento de este espacio es por ejemplo wa,..qb;..b, = Way...afbr...bx]-
Generalizaciones naturales de las operaciones recién descriptas son la deriva-
da covariante exterior D : V; ;. — V; ;14, que acta como la derivada exterior
sobre los indices de k-forma y como la derivada covariante sobre el resto de
los indices, y su adjunto DT : Vir — V;,_1. Explicitamente:

(‘Dw)al...albl...bk+1 = (k + 1)v[b1w\a1...al\bg...karl]7 (4121>
(.DTw)al...albl...bk,1 = _vcwal...alcby..bk,l' (4122>

Notemos que para [ = 0, estas operaciones coinciden con las correspondien-
tes a formas ordinarias. Por otro lado, como una generalizaciéon natural del
operador de Laplace-de Rham ordinario, D y D' pueden componerse para
formar el operador de Laplace-de Rham generalizado

DDT + DT® : Vl,k — Vl,k- (4123)

Ahora, si consideramos formas con valores tensoriales y peso conforme bien
definido, esto es, elementos de V [w] = V., ® E[w], podemos utilizar la
derivada covariante conforme %, en lugar de la de Levi-Civita V,, de manera
que tenemos los operadores

(Dew)ay..a.bpsr = (B + 1) Gl Wiay..arlbo...bsr] (4.124)
(ﬂjgw)almazblmbkq = _(gcwalmazcblmbkﬂ' (4'125>
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Nuevamente tenemos entonces un operador de Laplace-de Rham generalizado,
en este caso conformemente covariante, dado por

Dy DI, + DL Dy (4.126)

Sean ahora F,;, yK..q los andlogos tensoriales de los espinores totalmente
simétricos Yap Y YaBcD:

Fop = papénp + Papeap, (4.127)
Kapea = ©aBcDEA B EC'D + PArBIC' D' EABECD- (4.128)

Consideramos a K .4 como una 2-forma valuada en tensores de valencia 2.
En vista del comportamiento conforme de pap, Yapcp V €4, los tensores Fyy
v Kapeq son densidades conformes con peso 0 y 1 respectivamente. Entonces:

Lema 4.4.2. Con las definiciones (4.124]) y (4.125), tenemos las identidades

—%[(@%ng + DEDG)Flay =€ 1 CF P opypean + ConCEr ppymean,
(4.129)

—L(De DL, + DED)Kapea =6 cC” FojapmipyEanec
+ %E(C’%EE,@|A’B/E’|D’)€ABECD' (4130)

Por lo tanto, concluimos que la estructura tensorial del operador espinorial
para los casos de spin 1 y 2 corresponde a un operador de Laplace-
de Rham conformemente covariante actuando sobre formas diferenciales con
valores tensoriales y peso conforme bien definido.

4.4.4. Descripcion twistorial

Por tltimo, veamos que el proceso que conduce a las ecuaciones de tipo
onda de la seccion admite una descripciéon natural en términos de twis-
tors locales. Por ejemplo, para un campo de spin s = 1/2, las ecuaciones de
onda son el resultado de la composiciéon de los mapas en la siguiente secuencia
conformemente covariante:

Sa[—1] — SY[~3] — Tu[-3] — Egpoy[w — 3] (4.131)

(con T*[w] = T, 5 [w]), donde los operadores estan definidos respectivamente
por

pa = V4 P0p, (4.132)
p = (Vapp®, —ip), (4.133)
W, 5 ZOW,, (4.134)

y donde Z¢ es cualquiera de los twistors X¢ o Y%, que tienen peso conforme
w = 0y w = —1 respectivamente. El hecho de que el segundo mapa tiene
como imagen el espacio dual de twistors (con peso conforme —3) puede verse



4.4. Campos sin masa 97

facilmente chequeando el comportamiento conforme; esto es, chequeando que
Vapi? = Q3 (Vapp? — iTap(—ip?)) vy g = Q34P . Similarmente,
para spin § = 1 tenemos la secuencia conformemente covariante

Sap[—1] — S 5[~3] — Tas[~3] — Egpoy[w — 3] (4.135)
donde
oan — VAY%pc, (4.136)
, v , C/ _Z. Bl
A Cc'(AM™ B) A
Was — Z%W 3, (4.138)

y 298 es XoXP, X(@YP) o Y*YB. Para spin s = 2 no es posible expresar el
correspondiente twistor en forma matricial, pero la secuencia es anéloga a
las anteriores. Otros ejemplos de este estilo de secuencias conformemente
covariantes de mapas pueden encontrarse en [56] (en particular en la seccion
6) y [16], capitulo 9] (por ej. en la pagina 145 en dicha referencia).
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Capitulo 5

Inestabilidades en agujeros negros
asintoticamente Anti-de Sitter

5.1. Preliminares

En el capitulo|l] vimos que la presencia de una constante cosmolégica A\ no-
trivial modifica la estrucura asintética del espacio-tiempo, tornandola tipo de
Sitter (dS) para A > 0 o tipo Anti-de Sitter (AdS) para A < 0. Mencionamos
también que, en el caso AdS, el espacio-tiempo no es globalmente hiperbolico
(ver definicion [1.1.5)), y posee una frontera conforme de tipo temporal en el
infinito, de modo que el pasado causal de ciertos puntos en .# intersecta el in-
finito. Ya que, por definicion, el espacio-tiempo no admite una hipersuperficie
de Cauchy, la dinamica de los campos que se propaguen en tales regiones no
estara tinicamente determinada por las condiciones iniciales, sino que ademaés,
serd influenciada por condiciones de borde en la frontera. Las condiciones de
borde usualmente consideradas en la literatura son tipo Dirichleiﬂ donde los
campos se anulan en el infinito. En los capitulos anteriores no especificamos
el signo de la constante cosmologica, por lo que tratamos conjuntamente los
casos dS y AdS (y, por supuesto, el caso asintdticamente plano también). Has-
ta ahora hemos implicitamente asumido condiciones de borde tipo Dirichlet
(especificamente, al despreciar los términos de divergencias que aparecen al
calcular ecuaciones adjuntas), ya que nuestro interés estaba puesto en el es-
tudio de las simetrias internas a las ecuaciones y no tanto en la dindmica de
los campos. En este capitulo nos dedicamos a estudiar el efecto de considerar
condiciones de borde mas generales para la evolucion de campos lineales, en
la clase de agujeros negros estdticos con asintotica AdS.

Una de las principales motivaciones de este estudio tiene su origen en el
objeto central de esta tesis, esto es, en el anélisis de los mapas entre ecuaciones
escalares tipo onda y ecuaciones de spin superior. En la seccion [3.5.2] proba-
mos, como aplicacion de nuestros resultados mas generales, que la dinamica
del sector impar del campo gravitacional linealizado en Schwarzschild-dS se

'no obstante, en los tltimos afios se han comenzado a estudiar otro tipo de condiciones,
como veremos a lo largo de este capitulo.

99
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traduce en el estudio de una ecuaciéon de onda 4-dimensional con potencial
(algo que fue primero probado en [46], [47]); y mencionamos que el sector par
puede estudiarse enteramente a través del impar por medio de la dualidad
de Chandrasekhar, pero sdlo en el caso A > 0. En este capitulo probare-
mos, entre otras cosas, que la dualidad de Chandrasekhar no es biyectiva en
el caso AdS, debido a la existencia de condiciones de borde més generales
para los campos. Ademés, mostraremos que estas condiciones mas generales
se motivan naturalmente al considerar la descripcién en términos de campos

con significado geométrico, y también en el contexto de la correspondencia
AdS/CFT de Maldacena.

Observacion 5.1.1 (Articulos). Los resultados de este capitulo se encuentran
en [9)].

Observacion 5.1.2 (Signatura). Contrariamente a los capitulos anteriores,
en este capitulo utilizaremos la singatura métrica (— + ++). Esto no entra
en conflicto con los resultados de los capitulos previos.

Observacion 5.1.3 (Demostraciones). Al igual que en capitulos anteriores,
en el capitulo presente no daremos aquellas demostraciones de las proposi-
ciones que sean demasiado largas, sino que referiremos al lector a la seccion
apropiada en el articulo [9] donde hemos publicado los resultados de este ca-
pitulo.

5.1.1. Ecuaciones de onda en 1 + 1 dimensiones

En la clase de agujeros negros que estudiaremos en este capitulo, la varie-
dad tiene la estructura tipo warped-product (3.112]). Més especificamente, la
métrica es de la forma

dr?

f(r)

para una cierta funcién f(r), donde gap es una métrica sobre la variedad
Riemanniana £ . Definiendo una nueva coordenada (tortoise coordinate) x
por

ds® = —f(r)alt2 + + TQQAB(y)dyAdyB, (5.1)

dx 1
o= m, (5.2)

la métrica toma la forma
ds® = f(—dt® + da®) + r*gas(y)dy"dy®, (5.3)

donde r = r(x) es la inversa de (5.2)). La estructura causal del espacio-tiempo
es entonces la misma que la del producto de la variedad % por una cierta
region de un espacio de Minkowski en 1 + 1 dimensiones. Esta tltima region
serd denotada M. La extension de My depende naturalmente del dominio
de las coordenadas (t,z). Méas precisamente, tenemos ¢ € R, mientras que
el dominio de x depende de la forma explicita de la funcion f(r). La forma
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mas familiar de f(r) corresponde a la solucion de Schwarzschild-(A)dS en 4

dimensiones (donde ¢ = S?)

f(ry=1- A éTQ, (5.4)

r 3
donde M es una constante y A es la constante cosmologica. Estamos intere-
sados en el caso asintoticamente AdS (en 4 dimensiones), i.e. A < 0. La
constante de integracion en (5.2) puede elegirse de manera que

~ 17A7‘h2 Th

- f0) /\i , T — 00,

T

< dr! Th ln(i—l) T

(5.5)

r = —

donde 7, corresponde al horizonte, y hemos dado también el comporamiento
asintotico de z, que indica que z € (—00,0] (con © — —oo para r — 7,1, y
x — 0~ para r — o0). El espacio M es R x R_, el cual no es globalmente hi-
perbolico. Como dijimos, esto implica que la dinamica de los campos no esta
enteramente determinada por condiciones iniciales, ya que las correspondien-
tes ecuaciones diferenciales, siendo de caracter hiperboélico, poseen solucion
tnica solo dentro del dominio de dependencia de la superficie inicial, el cual
no es el espacio total. Para tener unicidad en todo el espacio, es necesario
imponer condiciones de borde en la frontera conforme = = 0; y existen di-
ferentes elecciones de las mismas que son consistentes con las ecuaciones de
campo y ain asi dan origen a evoluciones distintas del mismo dato inicial.
Situaciones similares ocurren para ciertas soluciones de agujeros negros en
Relatividad General en altas dimensiones; mas especificamente, para la clase
de agujeros negros estéticos asintoticamente AdS en d = n + 2 dimensiones
cuyo horizonte es una variedad de Einstein con métrica gap y tensor de Ricci
Rup = k(n — 1)gas, k£ = 0, £1. La métrica de estas soluciones tiene la forma

(5.1]), con la funcion f dada ahora por

2M 2A

flr)=r = pn=1 n(n + 1)T

(5.6)

Encontraremos nuevamente estas soluciones en el capitulo[6] (ver seccion [6.5).
Generalizaciones de la Relatividad General, tales como teorias de Lovelock,
también admiten soluciones de agujeros negros con métrica de la forma ([5.1)).
La funcién f en tales casos no esta dada por , sino que posee una forma
maéas complicada, pero su comportamiento asintético es similar. En todos estos
casos (i.e. en Relatividad General en 4 y més dimensiones y en teorias de
Lovelock), la caracteristica principal que nos interesa es que, atn cuando las
métricas tienen siempre la forma independientemente de la estructura
asintotica, solo en el caso asintoticamente AdS la coordenada x definida por
esta restringida a una semilinea y la region estatica no es globalmente
hiperbdlica.

A diferencia del resto de los capitulos en esta tesis, en este capitulo traba-
jaremos con descomposiciones modales de los campos, ya que las mismas son
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suficientes para demostrar la inestabilidad lineal de una solucién. Segun el
tratamiento estandar de las perturbaciones de espacio-tiempos del tipo (5.1)),
la estructura warped product de la métrica permite hacer una descomposiciéon
2+ n de los campos, donde las componentes son a su vez expandidas en serie
de tensores armoénicos sobre J# (i.e. autotensores del operador de Laplace-
Beltrami asociado a %), analogamente a (3.127)-(3.129). Cada término en
esta expansion se denomina modcﬂ. Luego de una serie de tratamientos, las
ecuaciones para campos lineales (escalares, de Maxwell y de gravedad lineali-
zada) se reducen a un conjunto infinito de ecuaciones 1+ 1 de tipo onda con
potencial en M, una por cada modo:

[0} + 0. —V(2)] ¢ =0, (5.7)

para ciertas variables escalares maestras ¢ = ¢(¢,x) en My que representan
los modos del campo. Para Relatividad General en altas dimensiones, esta
reduccion fue probada por Kodama e Ishibashi en [104], [O7]. En el caso de
Teorias de Lovelock de segundo orden (conocidas como gravedad de Einstein-
Gauss-Bonnet), la reduccion fue hecha por Dottiy Gleiser en [48,[74], mientras
que para o6rdenes superiores resultados similares pueden encontrarse en [125].
Otros ejemplos de reduccion modal incluyen agujeros negros “con pelo” (hairy
black holes), ver [4]. En todos estos casos, la separacion de variables se debe a
la estructura de la métrica, independientemente de la forma particular
de f. Las variables asociadas a la variedad del horizonte no aparecen explici-
tamente en las ecuaciones de campo , sino que su huella queda s6lo en el
conteo de modos y en la forma del potencial V. Ademés, como dijimos, s6lo
en el caso AdS esté x restringido a una semilinea, con lo cual My no es glo-
balmente hiperbélico y la cuestion de la dindmica depende de las condiciones
de borde. De ahora en més nos restringiremos a este caso, ya que es el que
nos interesa en este capitulo.

Ya que el potencial en es independiente de ¢, podemos adicionalmen-
te separar variables en t,x, con lo cual el problema se reduce a estudiar el
espectro del operador eliptico 1-dimensional

H:=-0?+V(x), x <0, (5.8)

sujeto a condiciones de borde en x = 0. En la literatura sobre el tema se
denomina a veces a como “operador de Schrédinger’ﬁ, por su semejanza
formal con el operador correspondiente a la ecuacion de Schrédinger indepen-
diente del tiempo. La ecuaciéon adopta la forma

—¢=Hg, (5.9)

en una expansion en armonicos esféricos, un modo estard caracterizado por los nua-
meros armonicos (¢,m). En la literatura usual, los modos se descomponen ademas en su
componente temporal de Fourier, caracterizada por una frecuencia w.

3En este trabajo seguiremos esta nomenclatura, pero debe notarse que el operador
no proviene de una ecuacion de Schrodinger propiamente sino de la ecuacion hiperbolica

B
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donde el punto significa derivada respecto de t. Las condiciones de borde
naturales son las que preservan la accion del grupo de isometrias del espacio-
tiempo en el espacio de soluciones (ver [95]):

(i) condiciones de Dirichlet: ¢|,—o = 0,
(77) condiciones de Neumann: 9,¢|,—o = 0,
(7i7) condiciones de Robin: 0,¢|,—0 = Y@|z=0, 7 € R.

Nuestro mayor interés estard puesto en condiciones de tipo Robin, ya que,
como veremos, las mismas conducen a inestabilidades de los campos. Es im-
portante notar que para campos escalares, de Maxwell y de gravedad lineali-
zada, tanto en Relatividad General en 4 y méas dimensiones como en Teorias
de Lovelock, el potencial en es siempre continuo en (—o0,0) y satisface
V — 0 para r — —oo, mientras que en la frontera conforme se tienen dos
tipos de comportamiento: o bien V es finito en z = 0, o bien V diverge en
x = 0 siempre como V ~ c¢/z? donde ¢ es una constante que depende del
tipo de campo y del modo.

5.2. Evolucién en espacio-tiempos que no son
globalmente hiperbdlicos

La cuestion acerca de la dindmica en espacio-tiempos estaticos que no
son globalmente hiperbdlicos fue originalmente estudiada por Wald en [136],
y luego en [958, 06] por Wald e Ishibashi. El resultado es que el estudio de
la dindamica de campos lineales se traduce en hallar las posibles extensiones
autoadjuntas de un operador espacial, y analizar si son positivas definidas
para abordar el problema de estabilidad. Este estudio requiere introducir
algunos elementos basicos de Anélisis Funcional (seguimos principalmente
[127, [117]). Consideremos un espacio vectorial H con producto interno (-, ).
Sea A un operador actuando en H, cuyo dominio es denotado Dom(A). Para
lo que sigue, es conveniente dar una definicién formal de un concepto que
hemos venido usando en los capitulos anteriores:

Definicién 5.2.1 (Adjunto de un operador). El adjunto de un operador A :
Dom(A) — H se define como el operador lineal AT cuyo dominio es

Dom(AN) = {T e H |V e H : (U, Ad) = (U, d) Vd € Dom(A)},
) (5.10)
y cuya accion es ATW = .

En este capitulo, el operador A sera siempre el Hamiltoniano (5.8)), y el pro-
ducto interno sera el asociado al espacio L*(R_, dx), i.e.

(B, ) = / DUz, (5.11)
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Una de las propiedades mas importantes de (5.8) es que es simétrico. En
Mecénica Cuéntica, en lugar de “simétrico” uno acostumbra decir que un
Hamiltoniano es autoadjunto, pero existe una ligera distincién entre ambos
conceptos que es relevante en nuestro contexto actual; mas precisamenteﬁ:

Definiciéon 5.2.2 (Operador simétrico y autoadjunto). Decimos que el ope-
rador A es simétrico o hermitico si (&, AV) = (AP, W) para todos ¢,V €
Dom(A). Decimos ademds que A es autoadjunto si A es simétrico y A = Al
(esto es, (B, AU) = (AD, ¥) y Dom(A) = Dom(AT)).

5.2.1. Condiciones de borde y extensiones autoadjuntas

Estudiar distintas condiciones de borde significa cambiar el espacio de
funciones donde un operador actua, esto es, cambiar el dominio del mismo o,
en términos técnicos, encontrar extensiones de este operador. Estamos ademés
interesados en extensiones autoadjuntas, ya que esto garantiza que en tal caso
el espacio de soluciones admite una base completa de autofunciones. Méas
precisamente:

Definicion 5.2.3 (Extensiones autoadjuntas). Una extension de un operador
A es un operador lineal A tal que Dom(A) C Dom(A) y A® = A para todo
® € Dom(A). Una extension autoadjunta es una extension tal que A es un
operador autoadjunto.

Es importante notar que una extension autoadjunta de un operador no es
necesariamente tnica. Esto es algo particularmente relevante en nuestro con-
texto, ya que implica que la dinamica de los campos y, por lo tanto, la cuestion
de estabilidad, depende de la extension elegida (en caso de haber méas de una).
Aquellos operadores que admiten una tnica extension autoadjunta reciben un
nombre particular:

Definiciéon 5.2.4 (Operador esencialmente autoadjunto). Un operador A se
dice esencialmente autoadjunto si admite una unica extension autoadjunta.

En nuestro contexto, para aquellos casos en los que el Hamiltoniano
sea esencialmente autoadjunto, los campos tendran una tnica dinamica y la
respuesta al problema de estabilidad (modal) sera tnica.

Ahora, el problema de interés actual son las ecuaciones de campo en
el semiespacio Lorentziano M. La suposicion de partida es que el dominio
de H es Dom(H) = C§°(R_). Una extension autoadjunta H de H tendra
como dominio algtin subespacio de L*(R_,dx). La solucion general a (5.7)),
utilizando la extension H , puede escribirse como

4la distincién entre “simétrico” y “autoadjunto” es particularmente relevante al conside-
rar el teorema espectral, ya que el mismo es valido sdlo para operadores autoadjuntos.
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donde g son autofunciones de H:
Hip = Evg. (5.13)

(Recordar que la accion de H y H es la misma, la dnica diferencia entre
ambos operadores son sus dominios de definicion.) De (5.12]) vemos que una
energia negativa £/ < 0 en el espectro de H conduce a términos en @ que
crecen exponencialmente en el tiempo, lo cual implica una inestabilidad del
modo considerado y, por lo tanto, del campo en cuestion. La existencia de una
energia negativa en el espectro depende naturalmente de la extension elegida.
A su vez, las posibles extensiones autoadjuntas dependen del comportamiento
del potencial V' cerca de los bordes, es decir cerca de x =0 y x = —oo. Una
caracterizacion tutil de este comportamiento es la siguiente:

Definiciéon 5.2.5 (Casos limit point y limit circle). El operador H dado en
(@) se dice limit circle (LC) en x = 0 si, para algin E, la solucion general
del problema Hvy = FEv es de cuadrado integrable cerca de cero. En caso
contrario H se dice limit point (LP) en x = 0. La misma definicion aplica en
r = —00.

En lo que sigue, asociaremos la nocién de LP/LC alternativamente al Ha-
miltoniano o al potencial correspondiente. Es importante destacar el hecho
no-trivial de que la propiedad de LP/LC no depende del valor de E (siempre
que el potencial sea continuo):

Teorema 5.2.1 (Teorema X.6 en [117]). Supongamos que el potencial V' en
(5-8) es real y continuo en (—o00,0). Si para algin E ambas soluciones de
Hy = EyY son de cuadrado integrable cerca de x = 0, entonces para todo E
las soluciones de Hi = FE1 son de cuadrado integrable cerca de x = 0. Lo
mismo vale en T = —o0.

Como veremos, todos los potenciales que aparecen en la descomposicion mo-
dal de campos escalares, de Maxwell y de gravedad linealizada tienen el si-

guiente comportamiento cerca del horizonte ry, (i.e. en z = —o0):
V(r)= f(r)(Uy+ O(r — 1)), Uy # 0, T T, (5.14)
Esto implica que V' — 0 para z — —oo y, luego, H es LP en £ = —o0. Por

otro lado, en la frontera conforme (i.e. en x = 0), algunos potenciales son LC
y otros LP. Un criterio muy ttil para distinguir entre ambos casos estd dado
por el siguiente teorema:

Teorema 5.2.2 (Teorema X.10 en [I17]). Supongamos que el potencial V' en
(@ es continuo y positivo cerca de x = (.

(i) SiV(x) > 3272 para x ~ 0, entonces H es LP en x = 0.

(it) Si existe € > 0 tal que V(x) < (3 — €)a™? para x ~ 0, entonces H es
LC en x = 0.
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Para el caso LC, cualquier soluciéon de sera de la forma g = A+ By,
donde 1, y 15 son ambas de cuadrado integrable cerca de x = 0. Es conve-
niente escribir A = C'cosa, B = C'sin«, donde la constante (irrelevante) C'
puede ser positiva o negativa y a € (—m/2,7/2], de manera que las posibles
condiciones de borde quedan parametrizadas por a. Si ®, ¥ estan en algin
subespacio de L*(R_, dz), una cuenta sencilla muestra que

(O, HU) = (H®, T) + &'(0)T(0) — (0)¥'(0) (5.15)

(donde, en este capitulo, la prima ’ significa d,.), con lo cual vemos que, pa-
ra condiciones de Dirichlet, Neumann o Robin, cualquier extension de H es
autoadjunta. De esta manera, si V' es LC en x = 0, hay un conjunto infini-
to de extensiones autoadjuntas parametrizadas por «, y la dindmica de los
campos en todo el espacio-tiempo dependera de cuél extension elijamos. Por
el contrario, si V es LP en x = 0, entonces H es esencialmente autoadjunto,
con lo cual la dindmica es no-ambigua a pesar de que el espacio-tiempo no es
globalmente hiperbolico.

5.2.2. Descomposiciones modales

Repasaremos ahora brevemente la descomposicion modal de campos es-
calares (o de Klein-Gordon) sin masa, de Maxwell y de gravedad linealizada
sobre la solucion de Schwarzschild-(A)dS en 4 dimensiones; de manera que
las ecuaciones de campo se reduzcan efectivamente a la forma .

Campos de Klein-Gordon. Utilizando una descomposiciéon 2 + 2, la ecua-
cion de Klein-Gordon sin masa puede escribirse como

0=00=(rf)'[-0; + 02+ f(r A — f'/r)](r®), (5.16)
donde A es el laplaciano en la 2-esfera unitaria,
A := 9 + cot(0)dp + sin(0) *02. (5.17)

Introduciendo ¢ := r® y expandiendo en una base ortonormal de armoénicos
esféricos reales Sy, sobre la esfera,

¢ = Otm)(t;2)S(em) (0, 0), (5.18)

(6;m)

la ecuacion (5.16)) es equivalente a un conjunto de ecuaciones de onda 1 + 1
de la forma ([5.9)) en My, parametrizadas por el nimero armoénico ¢, donde el
Hamiltoniano es Hf¢ = —92 + V¢ y el potencial

2M (e +1) 2
Vﬁmzf{ )

— 3 (5.19)

r3 r2
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Notemos que este potencial es positivo definido en la region estatica r > ry,
y posee el comportamiento asintotico

e 2 —2(F+0+2)+0(2) L, — 0"
£ (Cl+1)+1 =M1 = N2)r,? exp((%)x) , T — —00.

(5.20)
Campos de Maxwell. Es conveniente escribir un campo de Maxwell en
términos de un potencial, i.e. F' = dA, y separar el potencial en sus partes de
paridad par (+) e impar (—): A = A®) + A, Utilizando un gauge apropiado,
estas componentes pueden escribirse como

AT =N [ 50,8 (0m) A6 — sin00.S 4,y dep] | (5.21)
(¢:m)

A — Z [8x¢(+,€,m) dt + F719,4Htm) dr] Siem)- (5.22)
(¢:m)

Las ecuaciones .de Maxwell se traducen entonces en ecuaciones de la forma
(5.9), esto es —pFE™ = Hy*pEEm)  donde el Hamiltoniano HY™ = —92 4
V"% es independiente de la paridad y el potencial es

00+ 1)

A (5.23)

r
Este potencial es positivo definido para r > 75, y su comportamiento asinto-
tico es

L —20(0+ 1) + O(2?) ,x— 07
e 0+ 1)(1 = Ar2) 2 exp ((%) x) , T — —00.

Perturbaciones gravitacionales. Al igual que en el caso de Maxwell, las
perturbaciones gravitacionales se descomponen en los sectores par (+) e im-
par (—), y se expanden a su vez en armonicos esféricos, de manera que los
modos quedan caracterizados por (%, ¢, m). El procedimiento para arribar a
esta descomposicion es bien conocido, para un desarrollo detallado ver por ej.
[47). Componentes con ¢ = 0, 1 consisten de campos que son puro gauge o que
son independientes del tiempo, lo cual corresponde a perturbaciones dentro
de la familia de Kerr (esto es, cambios en la masa o adicién de momento angu-
lar). Ya que estos casos son irrelevantes para el problema de estabilidad, nos
concentraremos en modos con ¢ > 2. Las ecuaciones linealizadas de Einstein
se reducen en tal caso a las llamadas ecuacion de Regge-Wheeler para el sector
impar (—), y ecuacion de Zerilli para el sector par (+). Ambas ecuaciones son

de la forma 1} ie. —q.zg(i’e’m) = Héi)gb(i’e’m), con Héi) = -0+ ‘/e(i), para
ciertos campos invariantes de %auge ¢F4™) El potencial de Regge-Wheeler
para el Hamiltoniano impar H, [) es

v (5(“ D _ 6M) , (5.25)

r2 r3

(5.24)
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y es positivo en la region estatica r > r, excepto cuando r, es pequeno
comparado con M, caso en el cual es negativo en el intervalo r, < r <
6M/(£(¢ +1)). El comportamiento asintotico de Vz(f) es

) {—M(£+1)/3+0(:§) ,x— 07
¢ ;

(0l + 1)1, — 6M)(1 — Ar2)r,® exp ((1_)‘Th) .73) , T — —00.

Th

(5.26)
Por otra parte, el potencial de Zerilli para el Hamiltoniano par H, f) es

[20(0 + 1) — 24M?N]r® + 6p> Mr? + 36uM?r + T2M3

+) _
Vir=1f r3 (6M + p?r)? ’

(5.27)

donde hemos definido p := (¢ — 1)(¢ + 2). Este potencial es siempre positivo
para r > 15, vy su comportamiento asintotico es

) {(24M2)\2)M2 — M +1) +0() Jx— 0"
Z ~J

(A2rd —A\r? 4044203 02— 204-3) (1-Ar2) 1—Ar?
) “ exp (( h) x) » & = —00.
(5.28)

Th

5.3. Operadores de tipo Schrodinger en una se-
milinea

En esta seccion hallaremos resultados generales para el espectro y las au-
tofunciones del operador de Schrédinger definido en R_. En la seccion
anterior vimos que las ecuaciones para campos de Klein-Gordon, Maxwell y
gravedad linealizada en Schwarzschild-(A)dS en d = 4 se reducen a un con-
junto infinito de ecuaciones del tipo en el semiespacio My = R x R_,
y que la dindmica de los modos depende de las posibles extensiones auto-
adjuntas del operador . Ademaés, vimos que los campos seran inestables
siempre que exista una extension autoadjunta con un autovalor negativo en el
espectro. Las posibles extensiones autoadjuntas, a su vez, dependen del com-
portamiento asintotico del potencial, que hemos dado en las ecuaciones ,
(5.24), (5.26)), (5.28) para nuestros casos de mayor interés. Todos los poten-
ciales son continuos en (—o0,0) y decaen exponencialmente en el horizonte
xr — —oo. Ademas, los potenciales para Maxwell y gravedad son regulares en
la frontera conforme x = 0, mientras que el potencial de Klein Gordon diverge
como 2/x?. En esta seccién nos concentraremos en potenciales regulares en
(—o0, 0], mientras que el caso de Klein-Gordon lo veremos en la seccion m
més abajo. Nuestros resultados valen entonces para cualquier problema de ti-
po Mecanica Cuantica en una semilinea con un potencial regular en (—oc, 0],
ademés de para cualquier ecuaciéon de onda en 1+ 1 con tal potencial.

Por un potencial regular en (—oo, 0] entendemos uno que sea continuo en
ese intervalo, que tenga el comportamiento en el horizonte, y que cerca
de la frontera conforme tenga la forma

V(z) ~vg + vz +ver? + ..., x~0, (5.29)
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con vy # 0. Denotaremos una extension autoadjunta de H como H=*H ,
donde z = D, N, corresponde a condiciones de Dirichlet (D), Neumann (V)
o Robin (v) respectivamente.

5.3.1. Potenciales regulares

En lo que sigue, usaremos el hecho de que cualquier funcién en el dominio
de un operador autoadjunto tal como *H puede expandirse en una base de
autofunciones generalizadas del operador. Por lo tanto, existird una funciéon
¥ € Dom(*H) tal que (¢, *H) < 0 siy solo si el espectro de *H contiene un
autovalor negativo.

Proposicion 5.3.1 (Inestabilidades de Robin). Sea V' un potencial regular,
entonces para un vy positivo suficientemente grande, el espectro de VH contiene
un autovalor negativo.

Demostracion. Ya que un potencial regular es acotado, tenemos |V (z)| <V
para todo z € (—o0, 0], con V; constante. Consideremos la funcién de prueba
1 =e". Sivy >0, entonces ¢ € Dom("H), y

0
(1, VH1)) = / (=2 4+ Ve )dx

0
__7 2vz g <_Z E
2—1—/00‘/6 x < 2+277 (5.30)

de donde vemos que (¢, H1) < 0 si se cumple

v > /Th. (5.31)
O

Proposicion 5.3.2. Sea V' un potencial regular, y asumir que " H admite
un estado de energia negativa. Entonces también lo hace "H para v > ,.

Demostracion. Ver Proposicion 2 en [9]. O

5.3.2. Potenciales regulares no-negativos

En Mecanica Cuéntica en R, estados con energia negativa se denominan
estados ligados. Una afirmacion usual es que, si el potencial es positivo de-
finido, entonces el Hamiltoniano no admite estados ligados. Esta afirmacion
es falsa si uno se restringe a una semilinea y considera condiciones de borde
generales, ya que, utilizando el producto interno (5.11f), una cuenta sencilla
muestra que

0
(6, HY) =~ oo + / W2+ ViRld. (5.32)

— 00

Para condiciones de borde de Dirichlet o Neumann, el primer término a la de-
recha es cero, y en tal caso un potencial positivo definido si implica (¢, * Hy) >
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0. No obstante, para condiciones de Robin, tenemos ¢’|,—¢ = Y%|s=0, con lo
cual (¥, *H1)) serd positivo si v < 0, pero puede ser negativo si v > 0, atn
cuando el potencial V' sea siempre positivo. Resumimos este resultado sencillo
del modo siguiente:

Proposicion 5.3.3. Sea V' regular y positivo en (—o0,0]. Las extensiones
autoadjuntas de (@ correspondientes a condiciones de Dirichlet, Neumann,
y Robin con v < 0 son positivas definidas.

La siguiente proposicion muestra que si V' es regular y positivo, y v > 0, en-
tonces " H admite a lo sumo un autovalor negativo. Establece también algunas
propiedades del correspondiente autoestado.

Proposicion 5.3.4. Sea V' > 0 reqular. Suponer que existe un autoestado
Yp € L*(R_,dz) de "H con energia E < 0. Asumir ademds ¢¥g(0) = 1,
Y5(0) = (esto no supone ninguna pérdida de generalidad). Entonces:

i) Yg no tiene ceros (con lo cual podemos elegirla positiva).

ii) Vg crece mondtonamente de 0 a 1 = g(0), y ) crece mondtonamente
de 0 a v =¢%5(0), en el intervalo x € (—o0,0].
i11) Hay a lo sumo un E < 0 y un g que satisfacen las hipdtesis.
Demostracion. Ver Proposicion 4 en [9)]. O

Proposicion 5.3.5. Sea V > 0 un potencial reqular, y consideremos la ex-
tension autoadjunta "H, v > 0, de (5.8).

i) Si'V es no-trivial, para v suficientemente pequerio el espectro de "H no

contiene autovalores negativos.

i) Existe un valor critico vy, > 0 tal que el conjunto {y |3 E € Spec("H) :
E <0} es de la forma (7, 00).

i) Para~y > 7., el autovalor de energia negativa E., satisface |E,| < 272

w) Si ffoo Vdxr < 0o, entonces 7y, < QfEOO Vdzx.
Demostracion. Ver Proposicion 5 en [9)]. O

Para potenciales con integral finita, el item iv) de la proposicion anterior
asegura la existencia de autoestados de energia negativa para 7H: cualquier
extension autoadjunta con y > 2 ffoo Vdx admitirda un £ < 0 en el espectro.
La cota puede ser mejorada si asumimos que Spec(YH) es continuo en ~:

Proposiciéon 5.3.6. Sea V' > 0 un potencial reqular, y asumir que vale

lim,_,, + E, =0, entonces

Ve < /0 V(zx) dz. (5.33)

—00

Demostracion. Ver Proposicion 6 en [9)]. O

De esta manera, si v > fi)oo Vdzx entonces " H posee estados de energia nega-
tiva. (Este resultado fue también probado en [4] utilizando otros métodos.)
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5.3.3. Energia

Como se observa en [96], independientemente de la extension autoadjun-
ta *H que elijamos, existe siempre una nociéon de energia conservada para

soluciones de en M, dada por
& = ({06, 00) + (6, "H)). (5.34)

La conservacion de € (i.e. 9,€ = 0) se sigue de [0;,*H| = 0 y del hecho de que
*H es un operador autoadjunto. Para la discusion que sigue es util integrar

por partes en ([5.34]) para obtener

0
&= %/ (#* + ¢ + VH)dr — Lz¢?|,o = €, — 120?00 (5.35)
donde z = 0 para condiciones de Dirichlet o Neumann, y z = « para condicio-
nes de Robin. Ahora, es conveniente pensar en la energia @ desde el punto
de vista de la teoria de campos 1+ 1 en My definida por @, . El tensor
de energia-momento de dicha teoria es T, = 0,00, — %nab(ﬁcgb@cgb + V¢?).
Aplicando el teorema de Gauss a la corriente conservada J, = T,&° (con
€4 = (9/0t)®) en una region acotada por dos superficies t = const., y usando
que la integral en el horizonte se anula para campos ¢ que son de cuadrado
integrable en dichas superficies, tenemos

0 0 t
0= / Tyt 2)d — / Tty )z — / Tt 0)dt' (5.36)

—0o0 —0o0 to

donde {t, z} son coordenadas inerciales. Notemos que

Ty =3(¢"+ 0" +Ve®),  Tu=0od, (5.37)
con lo cual
lim T, = lim oo = (3 2 ,cond?c%ones de Diri(':hlet o Neumann
20— 20— 570:(¢*) ,condiciones de Robin.

(5.38)
Por lo tanto, para condiciones de Dirichlet o Neumann, el tercer término en
(5.36]) se anula, no hay flujo de energia en el infinito, y la energia canénica
&, en se conserva. Por el contrario, para condiciones de Robin, (5.36))
adopta la forma

Eo(t) — Eolto) = 37[¢%(t,0) — ¢°(to, 0)], (5.39)
de donde se sigue la conservacion de (5.35) para z = . Si v > 0, de ((5.39)

vemos que existe la posibilidad de un flujo de energia desde el infinito que
ocasiona que la energia canénica €, pueda crecer sin limite con ¢. Sin embargo,
el hecho de que el valor critico 4. de inestabilidad sea estrictamente positivo
(ver Proposicion implica que el flujo de energia desde el infinito no es
una condicion suficiente para ocasionar una inestabilidad en el sistema. Lo
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que ocurre para 7y > 7., €s que la ecuacién de movimiento admite que la
solucion ¢(t,0) crezca sin limite, junto con la energfa ~ ¢?(¢,0) que ingresa
al sistema. Este es el mecanismo que produce la inestabilidad de los campos
desde el punto de vista energético.

Para ganar mayor intuiciéon fisica del mecanismo anterior, la siguiente
ilustracion resulta muy tutil. La ecuacion (5.7]) puede interpretarse como osci-
laciones transversas de una cuerda semi-infinita en < 0 [con fuerzas elasticas
restauradoras (dependientes de x) cuando V' > 0], y la condicion de borde
@ |e=0 = YP|s=0 es equivalente a una fuerza elastica en z = 0 cuya constan-
te eléastica es proporcional a —y (ver ecuaciones (85)-(86) en [9]). Si v > 0
esta fuerza es repulsiva y proporcional a ¢(t,0), y si v > 7., existen modos
¢(t,0) que crecen sin limite, con lo cual las oscilaciones de la cuerda divergen.
Estas ideas pueden ilustrarse més atin considerando toy models particulares,
como hicimos en la seccion II1.D de [9]; aqui s6lo mostraremos el caso de un
potencial escalon.

5.3.4. Un toy model

El siguiente ejemplo resulta muy ttil porque permite deducir cosas sobre el
valor critico de inestabilidad 7., que pueden aplicarse en casos mas generales.
Consideremos un potencial escalon

Vig)=q) T (5.40)
Vo, a<x<0

donde V, y a son positivos. (Una unica discontinuidad finita en V' no invalida
los resultados de la seccion previa.) Asumir que YH posee un autoestado de

energfa negativa £ = —a?, o > 0. La funcién de onda es proporcional a
exp(a(z + a)) T < —a
U(z) = . (5.41)
cosh(B(z +a)) + § sinh(B(z +a)) ,—a<z <0

donde 8 = /a2 + V,. Esta funciéon es C! y satisface las propiedades en la
proposicion [5.3.40 Imponiendo condiciones de borde de Robin sobre (5.41)),

obtenemos la siguiente relacion:

ftanh(fa) + «

v=h S + atanh(fa)

(5.42)

Insertando el valor de 3 en (5.42)), encontramos que dvy/da > 0 para a > 0.
Ya que 7 ~ « para o — 00, concluimos que, conforme « va de cero a infinito,

v va de
Ve = v/ Vo tanh(v/ Vg a) (5.43)

a infinito. Este ejemplo es 1util porque el valor critico 7. introducido en la
proposicion i1) puede ser calculado explicitamente, ec. (5.43). Siy > v,
(5.42) tiene una tunica solucién «, que da un tnico estado ligado, con energia
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E = —a?. Por otro lado, si v < ., no existen estados ligados. Las cotas

(5.31) v (5.33) pueden ser facilmente chequeadas en este ejemplo; més atn,
el ejemplo muestra que la cota (5.33]) no puede ser mejorada, ya que para a

pequeno ((5.43) da

Yo = aV, + O(a*) = /0 V dx + O(a®). (5.44)

—00

5.4. Inestabilidad de Schwarzschild-AdS

5.4.1. Campos de Klein-Gordon sin masa

El potencial de un campo de Klein-Gordon sin masa es , y su com-
portamiento asintotico fue dado en . Cerca de la frontera temporal, el
potencial diverge como 2/x%. Usando el teorema , el hecho de que, cerca
de x = 0, el coeficiente de 272 en sea mayor que 3/4 implica que H;¢
es LP en z = 0, y por lo tanto admite una tinica soluciéon de cuadrado
integrable cerca de x = 0. Tenemos:

Proposicion 5.4.1. El operador H;¢ es esencialmente autoadjunto y posee
espectro positivo.

Demostracion. Como ya dijimos, el item (i) del teorema implica que
H;% es LP en x = 0, y por lo tanto es esencialmente autoadjunto. Esto puede
chequearse notando que un elemento arbitrario del espacio 2-dimensional de
soluciones de la ecuacién de Schrodinger H; Y = E en © = 0 es

1 3 (0+3)f—2)\N+3FE _
v (ﬁ_ 10/\2< : rt ) o 5))
3 /0l +1)\N+3F

y debemos imponer B = 0 para que la integral f:)o Y2dr/f converja. Esto
implica que hay una tnica condiciéon de borde admisible en x = 0, es decir
B =0, lo cual es equivalente a condiciones de Dirichlet: ¢|,—y = 0.

Para probar que Spec(H /) no contiene autovalores negativos, notemos que
cerca del horizonte x — —oo (i.e. r — ry},), tenemos

V=Cr—r)"(1+0( —ry)+Dr—ry) " (14+0(r—r)), (5.46)

— 7’2 .
donde C' y D son constantes, y kK = VA Suponer ahora que existe

1—/\1“%
E € Spec(H;¢) tal que E < 0 (i.e. k real y positivo). La correspondiente
autofuncion debe comportarse como ((5.45) con B = 0 cerca de z = 0, y

como ([5.46)) con D = 0 cerca del horizonte. Tenemos entonces que ffoo Pidx
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converge, y

0 0
B[ war= [ wotvrvie) i

r=0o0 0
[ fo) 7+ / (0,02 + Vpu?) du

r=rp .
0
_ / ((0)? + Vi) da >0, (5.47)
con lo cual arribamos a una contradiccion. O]

Concluimos entonces que: (i) la dindmica de campos de Klein-Gordon
sin masa es no-ambigua a pesar de que el espacio-tiempo no es globalmente
hiperbolico, pues H;¢ es esencialmente autoadjunto, y (i7) los campos son
modalmente estables, pues la inica extensiéon autoadjunta de H; es definida
positiva.

Resultados mas fuertes acerca de la estabilidad de campos escalares sobre
espacio-tiempos asintéticamente AdS pueden encontrarse en [87, [137, [88), [89)
90], donde la acotacion y el decaimiento de los campos fueron estudiados uti-
lizando un enfoque no-modal de la ecuacion de Klein-Gordon. (En particular,
si existen inestabilidades para campos escalares masivos.)

5.4.2. Campos de Maxwell

El potencial para la descomposiciéon modal correspondiente a campos de
Maxwell esta dado por , y su comportamiento asintotico por ((5.24]).
Los modos electromagnéticos estan caracterizados por la paridad p = £+ y
los nimeros armonicos (¢,m). Notemos que V,*** es regular y positivo, por
lo tanto los resultados de las proposiciones [5.3.1 aplican directamente.
En particular, de la proposicion deducimos que existen modos electro-
magnéticos inestables para condiciones de Robin con 7 ¢m) apropiado. Mas
precisamente, notando que

0
/ yox gy — LD (5.48)

)
Tn

vemos que los campos de Maxwell seran modalmente estables si se imponen
condiciones de Dirichlet, Neumann, o Robin con 7y, ¢m) < 0 para cada modo
QSI(DZ i) (de acuerdo a la proposicion |5.3.3)), y seran inestables si existe un modo
(p,£,m) tal que Ypemy > €(0 + 1)/r, (por y la proposicion [5.3.6)).
Las caracteristicas de los modos inestables pueden obtenerse del resto de las
proposiciones.

Resulta ttil comparar la energia conservada de los modos con la
energia del campo electromagnético. Notemos que implica que para
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cualquier funcion @ = Q(p, ¢, m) se cumple

t

0
Z Q(pv E) m) / [qb%p,f,m) + ¢/?p,€,m) + VMAX¢(p 14 m)} dx

(€,m,p==)

to
s=t

= Z Q(p7 67 m)V(pyfym) (¢(p,€,m) (87 0))2

(€;m,p==+)

(5.49)

s=to

Mostraremos que la eleccion Q(p, £, m) = ¢(¢+1)/2 en (5.49) da la ecuacion de
balance para el cambio de energia electromagnética debido al flujo de energia
desde el infinito. El tensor de energia-momento del campo de Maxwell es

Top = £ (FocFy* — L9 FoaF*). (5.50)

La energia electromagnética se mide utilizando la conservacion de la corriente
J, = Ty€?, donde €2 es el campo de Killing temporal. El teorema de Gauss
aplicado a una region € en el espacio-tiempo (4-dimensional) acotada por dos
hipersuperficies {t = const.} da

oz/vaﬂ:f Janaz/ Jan%t+/
Q oN p b

donde J; es el limite R — oo de una hipersuperficie temporal {r = R} que se
extiende desde X, hasta ¥, con t > t;. Los elementos de volumen inducidos
sobre las hipersuperficies estan sobreentendidos en las integrales, y los vectores
normales unitarios (apuntando hacia afuera) son ng 0, = f~/29,, ng, Ou =

Janis,, —i—/j Jang, (5.51)

to

—f 20,y ng,0q = f~120,. Podemos entonces reescribir ((5.51)) como
0 0
/ dx/ Tiu(t,r,0,0)sinfdd dp = / dx/ Ti(to,r,0,0)sin @ dd dp
—o0 52 —00 52

R—o00

t
+ lim R2f(R)/ dt’/ T(t' R, 0,0) sin0dddp, (5.52)
t S2

donde el término inferior muestra la falta de conservacion de la “energia estan-

dar”. Utilizando F' = dA y la descomposicion modal ((5.21])—(5.22)), obtenemos

pem) 1

tr |r:R - 47 R2f(R) [ (e )(/51+ ) T ¢(Zm)¢(€mi|

X [(06S(m)” + 25 (06Swem))?] - (5.53)

Notemos que en el limite R — oo, la condiciéon de borde de Robin implica

¢(p’g’m)¢(p’e7m) i [’7@@ m)gb(pe m) /2] lo cual permite integrar el flujo sobre J;.
Por tltimo, utilizando la identidad

/ [(00S(tm))® + =506 emy)?] sin 0dbdp = dme(6 + 1), (5.54)
5’2

luego de un calculo tedioso encontramos, como habiamos anticipado, que

(5.52)) se reduce a (5.49) con Q(p,€,m) = €(¢ + 1)/2; esto es, si EEM(t) =
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th Jon%, representa la energia “estandar” total del campo electromagnético
sobre YJ;, tenemos

EEM (t> - EEM(tO) - Z 5(531)7(p7£7m) [(¢(p,€,m) (t7 0))2 - (¢(p,€,m) (tOJ O))ﬂ :
(¢;m,p==%)

(5.55)

5.4.3. Perturbaciones gravitacionales

En lo que sigue mostraremos que las condiciones de borde de Robin son
naturalmente motivadas desde distintos puntos de vista, y que las perturba-
ciones gravitacionales resultan inestables bajo ciertas condiciones.

Condiciones sobre campos fisicamente relevantes. Los estudios de es-
tabilidad gravitacional de Schwarzschild anteriores a [46], 47| analizan la aco-

tacion y decaimiento de las variables maestras de Regge-Wheeler ¢E;3n )y

Zerilli gbgﬁn). La relacion entre estas variables y la perturbacion métrica es de
la forma

lm,
ra, = Z @fw p)[cbﬁi?,)m),sw,m)], (5.56)
(¢,m,p==)

donde @ffgm’p ) es un cierto operador diferencial lineal de segundo orden. La
separacion de variables en (5.56|) conduce a que las ecuaciones linealizadas
de Einstein sean equivalentes a las ecuaciones de onda 1+ 1 (5.7) para los

¢E§)m) junto con la ecuacién de armoénicos esféricos satisfecha por los S ).

De (5.56)) uno puede ver que la relacion entre los ¢E}l?)m) y efectos medibles

de la perturbacién es remota: cuatro derivadas de gbg)m) se corresponden con

una sola componente armonica de la curvatura. Para hallar cantidades que
representen de manera mas satisfactoria los efectos de la perturbaciéon en la
geometria, el enfoque en [40, [47] es el siguiente. Utilizando el tensor de Weyl
y su dual, consideremos los invariantes de curvatura

Q+ = ﬁcabcdcab(:dv Q— = L >kcVabcclc(abal) (557)

18
junto con el invariante diferencial
X = 25V Copea VO, (5.58)
En Schwarzschild-(A)dS en 4 dimensiones, estos campos son

SADS — ME L QSAIS — ) XSAS = MBS 3 4 6M). (5.59)

Consideremos ahora la linealizacion de estos campos, Q+, Q_ v X. Utilizando
argumentos de simetrfa puede mostrarse que para perturbaciones impares
tenemos {Q_ # 0,Q+ = 0, X = 0}, mientras que para perturbaciones pares
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{Q_ =0,Q, #0,X # 0}. Como fue probado en [46], [47], los campos escalares
definidos por

G_:=Q_, (5.60)
Gi = (OM —4r + \r®)Q4 + 313X (5.61)

son invariantes de gauge y contienen toda la informaciéon de una perturba-
cion métrica; y ya que tienen una interpretacion geométrica clara por ser
directamente perturbaciones de invariantes de curvatura, estos campos repre-
sentan adecuadamente los efectos de la perturbacién gravitacional sobre la
geometria.

Para analizar la relaciéon entre condiciones de borde impuestas sobre los
G+ y los gbg;)n), necesitamos expresiones de GG+ en términos de gbgzt?)n) Las
mismas se pueden obtener on shell utilizando iterativamente las ecuaciones
de Einstein. En lo que sigue consideraremos todos los modos ¢ > 0 (recordar
que los casos ¢ = 0,1 no fueron considerados en la seccion . Para G_
tenemos

()
6M [dm o 3M (£ +2)! Do)

Go=—— 5 D" S — S Y e Sy, (5.62
r7 3 m:1] (t=Lm) = "5 -2 r em )

{>1m

donde el primer término contiene la contribucién estatica ¢ = 1, siendo 5™
(con m = 1,2,3) las componentes del momento angular del agujero negro
perturbado. Notemos que r°G_ oc ¥, 2/ 3’Jm\112, luego, utilizando (3.102) ve-
mos que 7°G_ satisface la ecuacion de Regge-Wheeler 4—dimensiona]|ﬂ (13.136]).

Para GG, la relacion on shell con gbgzrzn) es

_2MM M (¢ +2)!
rd 274 (£ —2)!

>1,m

G+:

[0 + Ze b 1y Steam)- (5.63)

donde M es la variacion de la masa que proviene del modo par £ = 0 (el cual
es independiente del tiempo), y

_ 2MMN 4 pr(r — 3M) — 6M?

Z,
! r2(pur +6M)

(5.64)

con p = ({ —1)(¢ + 2). Con estas expresiones podemos ahora relacionar las

condiciones de borde impuestas sobre Gi y gbgzczn) En particular, notemos
que imponer condiciones de Dirichlet sobre G es equivalente a imponer una
mezcla de condiciones de Dirichlet y Robin sobre los gbgzty)n):

0,0, 20\
Ol la=0 = 0, A === (5.65)
¢(£,m) x=0 K

Stener presente que, de acuerdo a la convencion de signatura de este capitulo, el operador
[J aqui corresponde a —[1 en el capitulo
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Por otro lado, imponer condiciones de Neumann o Robin sobre G4 es equi-
valente a imponer condiciones de Robin sobre ¢EZ7)n)' En general, el tipo de
condiciones de borde apropiadas depende del problema que se trate, y para el
caso de estudios de estabilidad lineal, debe tenerse en cuenta que los campos
gbgz)n), aunque son convenientes para separar las ecuaciones de Einstein, no
son cantidades directamente medibles.

Condiciones de Robin y AdS/CFT. Otro contexto importante donde
las condiciones de borde de Robin aparecen naturalmente es en estudios re-
lacionados a la famosa correspondencia AdS/CFT de Maldacena. Como es
sabido, esta correspondencia relaciona teorias de gravedad definidas en un
espacio-tiempo asintoticamente AdS en d + 1 dimensiones (bulk), con teo-
rias conformes de campos (CFT) definidas sobre el borde d-dimensional de
dicho espacio. Una ramificaciéon reciente de dicha conjetura es la correspon-
dencia entre fluidos conformes y gravedad, que es de hecho independiente de
AdS/CFT y puede entenderse como un mapa entre dos sistemas dinamicos
clasicos. Existe un método candnico para asociar un tensor de energia mo-
mento a la teorfa de campos “dual” a la solucién de gravedad, dado en [20].
En particular, puede probarse que el tensor de energia momento de la CFT
dual a la solucién de Schwarzschild-AdS en d = 4 corresponde a un fluido
perfecto conforme en 2 4+ 1 dimensiones. Perturbaciones gravitacionales del
bulk se identifican entonces con hidrodindmica linealizada en el borde, y uno
estd interesado en mantener fija la métrica de la frontera, lo cual se tradu-
ce en perturbaciones métricas tales que, en un cierto gauge, se anulan para
superficies {r = const.} con r — oo [19, 93].

La métrica ds?, para la CFT se relaciona conformemente a la métrica ds?
inducida sobre hipersuperficies {r = const.} por medio de

ds?, = lim (—3;ds?). (5.66)

O et AT
Para el espacio-tiempo de background, obtenemos
ds?, = —dt* — 3(d6” + sin® §dy?). (5.67)
Para perturbaciones pares en el gauge de Regge-Wheeler (ver seccion [3.5.2)),
el calculo de (5.66|) da (ver [19] ec. (3.46)] y [47, ec. (129)], donde se define J)
ds?, = —di* — 3 (1 +11im 3) (d6? + sin® Od?), (5.68)

de donde vemos que, para mantener fija la métrica de la CFT, debemos
imponer que la componente armoénica J,m) de J se anule para r — oo. De
las ecuaciones (151), (153) y (154) en [47] encontramos

3(f,m) X 2f(r)arC((2:7),L) + MC((Z,),AL), (5.69)

T
donde C((Zr)n) = (u+ %)(bgzr)n). Por lo tanto, mantener fija la métrica en el

borde implica la siguiente condiciéon de Robin para qzﬁgzr)n):
Oublivy|  2M)

_ (5.70)
Sy =0 a
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Modos inestables explicitos. En [47] se encontré que el siguiente campo
es un modo inestable correspondiente a perturbaciones gravitacionales pares
de Schwarzschild-AdS con condiciones de borde de Robin:

Bam™) = xf (r) exp(wit), (5.71)

donde
+r) = rexp(wez(r))

Xg (7 i GM (5.72)

con z(r) definida en , ywp = ﬁ% El campo x; satisface la ecuacion
de Schrodinger H, x; = —w?x; para cualquier valor de los parametros M y
A. En el caso A = 0, esta solucion fue encontrada por Chandrasekhar [33] en
su estudio de perturbaciones algebraicamente especiales de agujeros negros,
pero en este caso sOlo tiene interés formal ya que es irrelevante por diverger
en el limite r — oo. Una solucién linealmente independiente de x, con la

misma energia negativa es

T d,r/
+ At
T (1) = r _ 5.73
R N e >79)
Notemos que al cambiar r, en esta ecuacion se le agrega un término propor-
cional a y; . Para el sector impar, dos soluciones linealmente independientes

de H, ¢, = —w}Y, con la misma energfa negativa F = —w,* son [33]
1 ! dr’
X, (r) = ——, T () =X, (1) | ————5- (5.74)
‘ X¢ (r) (tire) S PO ()2

En el caso A > 0 (y M > 0), z va desde —oco (para r — ;) hasta +oo
(parar — oo si A =0,07r — r, si A > 0, con r. el horizonte cosmolégico).
Esto hace que las perturbaciones algebraicamente especiales , y
sean irrelevantes, pues estos modos divergen en al menos uno de los
dos limites, y por lo tanto no son autofunciones de H lft En cambio, en el caso
de interés actual, i.e. A < 0, tenemos = € (—o0, 0], y uno puede chequear que
la solucion x; para el sector par, y la solucion para el sector impar dada por

) v (r " dr’
To = Ty (1) = X (1) . —f(rl)[XZ(T/)P’ (5.75)

estdan ambas en L*(R_, dz) y poseen energia negativa. (La eleccion r, = 73,
es crucial para que esto valga.) Por lo tanto, estos campos son genuinamente
modos gravitacionales inestables perfectamente admisibles.

El modo inestable par ([5.71]) satisface una condicién de borde de Robin

en x = (0 con pardmetro

2M M . )\Th()\ThQ - 3) B (6 + 2)<€+ 1)€(£ — 1)
wo 3u 2rp(Arp? = 3)

(5.76)

Yen = We —
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donde la segunda expresion es tutil para analizar ciertos limites que veremos
méas abajo. La métrica perturbada correspondiente a ((5.71)) es

hig™ = €S my | 24 (rl(C + 1) — 6M) dv* + L5002 (d6? + sin? edgp?)}
(5.77)
donde hemos definido la coordenada nula v := ¢t + x. Esta expresion muestra
que la perturbacion métrica es bien comportada a través del horizonte de
eventos futuro, definido por r = r,, v € R. La perturbacion tiene ademés
la propiedad de desdoblar s6lo uno de los pares de direcciones principales
nulas dobles del background, con lo cual el espacio-tiempo perturbado es de
tipo Petrov II. Para una perturbacion genérica, en cambio, ambos pares se
bifurcan y la estructura algebraica corresponde a un tipo Petrov I, ver secciéon
B4
El potencial de Zerilli VK(H para el sector par fue dado en , y su
comportamiento asintético en ([5.28)). Este potencial es definido positivo y
regular en (—o0, 0], con lo cual los resultados de las proposiciones W
aplican directamente. Como dijimos, el estado ligado x| satisface condiciones
de Robin en z = 0 con parametro 7y . El valor critico de inestabilidad
debe satisfacer

(£+2)! 1 0
=216, 'h T

TS Yo =4 oy (5.78)
3uh ,Th — 00.

Podemos usar este comportamiento para investigar la cota superior (j5.33)) en
estos limites de rj,. La integral en R_ de W(H es

/0 V) gy — 22273 N (€ +3) (0 —2) N 20% + 20— 3 (5.79)
IV 3 20 27y, ' '
Analizando los limites de r;, grande y chico, tenemos
0 20242¢0-3 =0
e < / Vi de = (5.80)
—00 3,:h ,Th — O0.

Vemos que para radios del horizonte muy grandes, vy es la mitad del valor del
potencial integrado, mientras que para r, chico, .4 es menor que el potencial
integrado s6lo para £ = 2 (el minimo valor de ¢ posible), y crece como ¢ para ¢
grande, mientras que el potencial integrado crece s6lo como ¢2. Debe tenerse
presente, no obstante, que la cota no puede ser mejorada, ya que el
limite a — 0 del toy model con potencial escalén visto en la seccion
satura dicha cota.

5.4.4. Ruptura de la dualidad supersimétrica

Analizaremos ahora la relacion entre las condiciones de borde impuestas en
la frontera temporal r = oo, y la dualidad formal entre modos gravitacionales
pares e impares descubierta por Chandrasekhar [34], pag. 160|. Esta dualidad
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juega un rol crucial en la prueba de estabilidad no-modal de Schwarzschild
y Schwarzschild-de Sitter (i.e. con A > 0) realizada en [46, 47], ya que en
estos casos es una biyeccion y permite reemplazar todos los campos de Zerilli
‘1522371) con campos de Regge-Wheeler ¢EZB,1)7 y utilizar entonces las propiedades
de acotacion y decaimiento de la ecuacion 4-dimensional de Regge-Wheeler
para A no-negativo. Como veremos, esta sustitucion falla en general
en el caso A < 0, resultando vélida s6lo cuando se eligen condiciones de borde
relacionadas en los sectores par e impar. En lo que sigue exploraremos estas
cuestiones.

Todas las relaciones que necesitamos se siguen de las observaciones hechas
en [33] 34] de que los Hamiltonianos par e impar se pueden escribir en la forma

Hf = AfAT — Wi, (5.81)

donde

Af =40, + W, W, = wp + % (5.82)

En general, un sistema que admite una descomposicion del tipo se dice
que posee una estructura de Mecdnica Cudntica supersimétrica. Los Hamil-
tonianos H,” y H, forman un par supersimétrico, y la funcion W, se deno-
mina superpotencial. En vista de , al actuar con A, sobre una solu-
cién de la ecuacion diferencial H, )" = E¢" obtenemos una solucion ¢~ de
H, vy~ = Evy~ y viceversa; esto es:

Hiy™=EyY = H (Ajy") = E(A¢Y), (5.83)
Hyy~™=Ep~ = Hf(AfY7) = B(AfY7). (5.84)

Notemos que las soluciones obtenidas por la accion de Ai,t pueden ser triviales;
por ejemplo, utilizando que, en términos de los estados ligados th dados en

(5.72)), (5.74), se tiene W, = (9.x7)/xs = — (02X, )/X; , obtenemos
Arxi =0, Afx; =0 (5.85)

Nos concentraremos ahora en estudiar el intercambio de modos gravitacio-
nales pares e impares utilizando esta dualidad en el caso A < 0. Suponer que,
para dados ntimeros armoénicos (¢, m), imponemos las condiciones de borde

Wr/\x:o = P)/ew—’—’z:Oa (586)

donde, en lo que sigue, 7. € R U {oo} para incluir los casos de Neumann
(7 = 0) y Dirichlet (v, = 00), e introducimos similarmente +, para los modos
impares (por simplicidad no escribiremos los nimeros armoénicos (¢,m)). A
continuacion probaremos que, en general, no existe una funcion vy, = 7,(7.) tal
que ¥+ [t =, en x = 0 implique (A, ¢ /A% = 7,(7.) en z = 0. Para
mostrar esto, notemos primero que cualquier funcion ¥+ que satisface
puede expandirse utilizando la base completa de autofunciones generalizadas
{w&%)} de la correspondiente extension autoadjunta 7 H,

o = / dE iy, (5.87)
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Para las autofunciones @Z)(J“E ,.)» tenemos

[‘Ae_w&ﬂ/e)] =0 = (We - rye)d)?—E]ﬂ/e) =0’ (588)
AT nn) lomo = (B = W2+ 0] +9Woef |y (5:89)

donde hemos usado que —8§¢&%) + V[np&%) = E@b&ﬁe), y que V5 =
W2+ W] — w?. Luego

(A, 7/’(27%))/ _ E— W2+ w?+~.W,
‘AZ Q/}(JrEa”/e) =0 WZ e =0

Ya que, genéricamente, (5.90)) depende de E, el cociente ¢+ /1" en (5.87) to-

mar4 distintos valores para distintas funciones en el espacio A, [Dom(* H,)],
por lo tanto la dindmica no estara bien definida en este espacio ya que el
mismo no corresponde al dominio de una extensiéon autoadjunta de H, . Te-
niendo en cuenta que Wy|,—g = ey, las Unicas excepciones (i.e., los casos en
los que el lado derecho de no depende de E) son: (i) cuando elegimos
condiciones de Dirichlet en el sector par, esto es 7, — 0o en , lo cual da
condiciones de Robin en el sector impar con v, = —7vqy, s decir

(5.90)

Yo = —Yen, ('76 = OO); (591)

y (i7) cuando elegimos condiciones de Dirichlet en el sector par,

Ve = Yen, (’70 = OO) (592)

Por lo tanto, exceptuando estos dos casos, concluimos que los operadores de
dualidad A;t en general no mapean entre si los espacios de soluciones pares
e impares; en este sentido la dualidad supersimétrica de Chandrasekhar se
rompe. La siguiente proposiciéon brinda mas detalles acerca de la supersime-
tria y de los dos casos anteriores (aprovechamos para aclarar que el siguiente
enunciado corrige los errores tipograficos de la version publicada del corres-
pondiente articulo [9]).

Proposicion 5.4.2. Consideremos los mapas Aj[ definidos en .

i) Los espectros de DH; y 7" H, son mo-negativos.
El mapa A, : Dom(PH,) — Dom (™" H,") es una biyeccion.

it) El espectro de DH[ es no-negativo, y el de " H, contiene una energia
negativa con autofuncion XZ.
El mapa A, : Dom(*™ H,") — Dom(PH, ") es suryectivo, y su kernel es
el espacio generado por X .
El mapa A} : Dom(PH, ) — Dom(* H,/) es inyectivo.

iii) No existen otros valores de v,y € RU{oo} tales que A [Dom("H;)] C
Dom(" H}).

Demostracion. Ver proposicion 7 en [9]. O



Capitulo 6

Perturbaciones de espacio-tiempos
de altas dimensiones

6.1. Preliminares

El estudio de espacio-tiempos de més de 4 dimensiones es de gran interés
en diversas areas de la Fisica Tedrica moderna, principalmente en fisica de
altas energias en el contexto de teorias de supergravedad y supercuerdas.
Es también muy relevante en ciertas areas de la Relatividad General y la
geometria. El objetivo del presente capitulo es estudiar la generalizacion de los
resultados 4-dimensionales de capitulos anteriores al caso de espacio-tiempos
de dimensiones arbitrarias.

Si bien en teoria de supercuerdas la existencia de dimensiones adiciona-
les en el espacio-tiempo es un requerimiento ineludible para su consistencia
matemaética, la propuesta de dimensiones adicionales resulta muy interesante
desde la perspectiva de las llamadas Teorfas del Campo Unificado, que pre-
tenden describir todas las interacciones fundamentales de la Naturaleza como
aspectos distintos de una misma entidad. Esta idea data de hecho a 1921,
cuando T. Kaluza estudi6é una extension clasica de la Relatividad General a 5
dimensiones, asumiendo una estructura particular de la métrica y mostrando
que las ecuaciones de campo 5-dimensionales se reducen, en 4 dimensiones,
a las ecuaciones de Einstein junto con las ecuaciones de Maxwell, donde el
tensor de energia momento que sirve de fuente para el campo gravitacional
corresponde exactamente al del campo electromagnético. Adicionalmente, la
ecuacion de geodésicas b-dimensional conduce a la fuerza de Lorentz en 4
dimensiones, lo que permite identificar el movimiento en la quinta dimensiéon
con la carga eléctrica. Mas tarde, en 1926, O. Klein desarroll6 una interpre-
tacion cuantica de la idea de Kaluza, mostrando que, si uno supone que la
quinta dimensién es compacta, se obtiene como resultado la cuantizacion de
la carga eléctrica. De esta manera, la propuesta de una dimensiéon adicional
del espacio-tiempo conduce a la unificaciéon de los campos gravitacional y elec-
tromagnético, y provee una interpretacion geométrica de la carga eléctrica. El
espacio-tiempo 5-dimensional tendria la estructura local .Z x S!, con .4 el
espacio-tiempo de 4 dimensiones que observamos y S! la dimensién adicional
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compacta, y la simetria U(1) de S! seria percibida en 4 dimensiones como una
simetria de gauge. Esta idea y sus generalizaciones son hoy en dia conocidas
como teorias de Kaluza-Klein. Una formulacion moderna de las mismas que
pretenda unificar gravedad y campos de gauge, debe también tener en cuenta
los demés campos de Yang-Mills no-abelianos conocidos, es decir los cam-
pos asociados a las interacciones nucleares fuerte y débil. El espacio-tiempo
deberia entonces tener la estructura local .# x %, donde % es un espacio
interno compacto cuyo grupo de simetrias contiene al grupo del modelo es-
tandar, SU(3) x SU(2) x U(1). Puede probarse [139] que la dimensién minima
para que una variedad tenga como grupo de simetria SU(3) x SU(2) x U(1)
es 7, con lo cual necesitariamos un espacio-tiempo de 11 dimensiones para
construir una teorfa en la que los campos de gauge del Modelo Estandar sean
componentes del campo gravitacional en altas dimensiones. Ahora, cualquier
teoria de fisica fundamental debe tener también incorporados los campos fer-
mi6nicos de materia asociados a leptones y quarks. Witten probo6 en [139]
que, desafortunadamente, no es posible obtener fermiones quirales con este
tipo de procedimiento, con lo cual el interés en teorias de Kaluza-Klein fue
decayendo; no obstante, hoy en dia son atun estudiadas, principalmente como
ciertos aspectos de teorias de supercuerdas y generalizaciones.

Por otro lado, espacio-tiempos de altas dimensiones son también muy im-
portantes desde el punto de vista de la Relatividad General, ya que permiten
estudiar qué aspectos de la teoria son exclusivos a 4 dimensiones. Por ejem-
plo, un punto interesante son los teoremas de unicidad de agujeros negros
4-dimensionales, que, como vimos en el capitulo |1} muestran que un agujero
negro estacionario, de vacio y asintoticamente plano corresponde a la solu-
cion de Kerr, y por lo tanto debe estar descripto por solo dos parametros (la
masa y el momento angular) y la topologia del horizonte debe ser esférica. En
més de 4 dimensiones la situaciéon es mucho méas compleja y los teoremas de
unicidad ya no son validos; en particular, ademés de agujeros negros esféricos
uno puede tener objetos més exoticos como cuerdas negras, anillos negros,
“saturnos” negros, etc., que pueden poseer los mismos valores de masa y mo-
mento angular y sin embargo distintas topologias del horizonte. (Ademas, un
objeto rotante en altas dimensiones puede tener varios momentos angulares
independientes.) De hecho, el estudio de soluciones de agujeros negros en mas
dimensiones es un area muy activa de investigacion, en lo referente, por ejem-
plo, a perturbaciones y estabilidad, existencia y unicidad, y posibles esquemas
de clasificacion de las soluciones.

En las secciones siguientes estudiaremos la posible generalizacion de los
resultados de capitulos anteriores al caso de espacio-tiempos con un namero de
dimensiones d arbitrario. Este estudio presenta varias dificultades adicionales
con respecto al caso 4-dimensional, que comentamos a continuacion.

1. En primer lugar, hasta ahora hemos usado principalmente métodos espi-
noriales en 4 dimensiones, y los mismos estan especialmente adaptados
al isomorfismo particular Spin(1,3) = SL(2,C), con lo cual en el capi-
tulo presente no podremos utilizar los mismos métodos. La estructura
de los grupos de spin depende del nimero de dimensiones, por lo tanto,
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como trabajaremos en dimensiones arbitrarias, no usaremos métodos es-
pinoriales. En su lugar, haremos uso de la generalizacion del formalismo
GHP a altas dimensiones, que fue desarrollada en [52]. En particular,
es importante notar que en d = 4 los pesos de boost y spin coinciden
en las variables relevantes y por lo tanto es indistinto referirse a uno
o el otro, y hasta ahora hemos clasificado las distintas ecuaciones de
acuerdo al peso de spin; no obstante, en d > 4 es conveniente clasificar
las ecuaciones de acuerdo al peso de boost, como haremos a partir de
ahora.

2. La segunda dificultad tiene que ver con el hecho de que los resultados
de decoupling en altas dimensiones son mucho maés restrictivos que en
el caso d = 4. Para perturbaciones electromagnéticas y gravitaciona-
les, Durkee y Reall estudiaron en [53] la posible generalizacion de las
ecuaciones de Teukolsky, y encontraron que las componentes con pe-
so de boost extremo satisfacen ecuaciones desacopladas si y sdlo si el
espacio-tiempo pertenece a la clase Kundt (ver seccion . Las solucio-
nes conocidas de agujeros negros de altas dimensiones no son Kundt en
general; pero el resultado es todavia 1til ya que una clase de soluciones
conocidas como geometrias cerca del horizonte (Near Horizon Geome-
tries) de agujeros negros extremos resultan ser Kundt. Por otro lado,
para componentes con peso de boost cero, los resultados de decoupling
conocidos corresponden a agujeros negros estaticos, esto es, a las gene-
ralizaciones de la solucion de Schwarzschild-(A)dS. En las aplicaciones,
nos restringiremos entonces al estudio de estos dos casos, es decir a
espacio-tiempos tipo Kundt y agujeros negros estéticos.

3. Una tercera dificultad se asocia a la forma explicita de las ecuaciones
de Teukolsky d-dimensionales halladas en [53]. En notacion GHP (ver
seccion siguiente), las ecuaciones para campos de spin § = 1 sonE|

2bp + 80y + b — 470 + @ — A2 o,
+ [—27,0% 4 27%0; + 207% + 402 =0, (6.1)

donde ¢; es la componente con peso de boost b = 1 del campo de
Maxwell; y para spin § = 2
2D + "0k + p'b — 67"0) + 40 — G510,
+ 4770 — 70" 4+ BFF + 40 + 205/ =0 (6.2)

con Qij la componente con peso de boost b = 2 del tensor de Weyl
perturbado. Como vemos, las ecuaciones tienen una estructura muy
complicada que hace dificil estudiar la existencia de posibles patrones
de simetrias como en los capitulos anteriores.

!'Nuestras convenciones para la constante cosmologica A en este capitulo estan fijadas
por las ecuaciones de Einstein en d dimensiones: R., = (612—:\2) Gab-
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Uno de los resultados principales de los capitulos previos es la identidad off
shell dada en (4.1)). Para generalizar esta identidad, debemos hallar lo si-
guiente: (i) un operador de onda con peso tipo kl,, en términos del cual las
ecuaciones , para peso de boost extremo (y también las ecuaciones
conocidas para peso de boost cero) adopten una estructura tipo onda; (i7)
un tensor “proyector” que reemplace al espinor P42 v (344) la estructura
tensorial del operador espinorial en el lado izquierdo de . Una guia para
alcanzar estos objetivos es generalizar las ideas de covariancia conforme que
vimos en el capitulo [d] y veremos de hecho que esto nos conduce al objetivo
deseado; no obstante, la cuestién de invariancia conforme de ecuaciones de
campo en altas dimensiones es mas sutil, ver seccion [6.6]

Observacion 6.1.1 (Articulos). Los resultados de este capitulo se encuentran
en [10] (con excepcion de la seccion [6.6).

Observacion 6.1.2 (Signatura). En este capitulo utilizaremos la signatura
métrica (— + +...+).

Observacion 6.1.3 (Demostraciones). Al igual que en capitulos anteriores,
algunas de las demostraciones en este capitulo son extremadamente largas, por
lo que no las daremos explicitamente sino que referiremos al correspondiente
articulo [10], que se encuentra disponible gratuitamente online en arXiv.

6.2. El formalismo GHP en dimensiones arbi-
trarias

En esta seccion repasaremos las bases del formalismo GHP en dimensiones
arbitrarias, desarrollado en [52], detallando algunos aspectos de la geometria
asociada (que no se encuentran en [52]) desde el punto de vista de la teoria
de conexiones sobre espacios fibrados.

Sea (. ,g) un espacio-tiempo d-dimensional, con d > 4. Al igual que en
el formalismo GHP 4-dimensional estdndar, queremos adaptar un marco de
trabajo a un par de direcciones nulas ¢4, n“. Por lo tanto consideramos en
cada espacio tangente un vielbein {e2} = {eg = (%, e} = n® e? = m¢}, donde
1 =2,...,d—1, los vectores ¢* y n® son nulos, y los vectores m{ son espaciales.
La base dual es {e2} = {€? = n,, el = {,, e, = m’}. La métrica en esta base
es ‘

Gab = 2l(aM) + Oimgmy, (6.3)
los tnicos productos no-triviales son ¢“n, = 1 y m{m;, = 9d;;. Los indices
internos 4, j, k, ... seran subidos y bajados usando 6 y d;;.

Bajo una eleccion de direcciones nulas, el SO(d — 1, 1)-fibrado ortonormal
es reducido a un fibrado principal B con grupo de estructura G, donde G, es
el subgrupo de SO(d — 1, 1) que preserva las direcciones nulas. Este subgrupo
ef] G, = R* x SO(d — 2), donde su accion en el vielbein {2} esta dada por

0 — A%, n® — A\ tn% my — Xijm? (6.4)

2denotamos R* al grupo multiplicativo de niimeros reales.
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con A € R* y X € SO(d —2) (ambos A y X dependen del punto del espacio-
tiempo). Las componentes de un campo tensorial T" obtenidas al proyectarlo
sobre el vielbein {e?} transforman de cierta manera bajo ; en otras pa-
labras, la accién define una representacion de G, dada por

Tivoio = (N, X))y e = N X7 XG Ty, (6.5)

1--~is
para algunos nimeros b € Z, s € Ny. Decimos que los elementos que transfor-
man bajo esta representacion son cantidades de tipo {b, s}, o equivalentemente
tienen peso de boost by peso de spin 5E| Notemos que

H(b,s) = Hb X Hs, (66)

donde TI, es la representacion de R* dada por (Iy(A\)T)i,.5. = AT5, ., ¥
I, = I1}%, con II; la representacion de spin 1 del grupo de rotaciones SO(d —
2). En cada punto del espacio-tiempo, las cantidades de un tipo bien definido
{b, s} forman un espacio vectorial V' (el espacio de la representacion de
G,); las cantidades de todos los tipos juntos forman un algebra graduada (lo
cual implica que el producto de una cantidad de tipo {b, s} con otra cantidad
de tipo {V, ¢’} es de tipo {b+¥b', s+s'}). Un campo escalar GHP de tipo {b, s}
es una seccion del fibrado vectorial asociado E, ) := B X1, V-

Sea w,?p = egvael{, la 1-forma de conexion en el SO(d — 1,1)-fibrado P.
El comportamiento de las distintas componentes de w,®, bajo el subgrupo
GHP G, da origen, por un lado, a los asi llamados coeficientes de spin, y por
otro lado, a la 1-forma de conexioén en el fibrado reducido B, lo cual permite
definir una derivada covariante sobre cantidades GHP. Mas especificamente,
las partes de w,®p que transforman covariantemente bajo G, son w,’; =:
—mY Ny ¥ Wati = —m?’Ly,, donde gemos adoptado la notacion de [52]:

Lab = bea, Nab = Vbna, Miab = mefl. (67)

Notemos que, proyectando sobre el vielbein {e?}, obtenemos las componentes
Lap = €2€% Loy, Nap = €2€! Ny v Mgy, = e2eb M'y,. Los coeficientes de spin
GHP son entonces definidos como N;, := egmbea y L = egmi?Lba, y la
notacion especifica para cada a = 0,1,7 estd dada en la tabla (ver [52]
para la interpretacion de los coeficientes). Notemos que en el caso en que (¢
es geodésico, tenemos k; = 0. Por otro lado, es 1til notar también que la
cantidad GHP p;; puede descomponerse del siguiente modo:

pij = 0ij + ﬁ@j + Plig)s (6.8)

donde 0y = 05y, p ¥ pjij) representan el shear, la expansion y el twist de la
congruencia, respectivamente. Relaciones analogas valen para n® reemplazan-
do las correspondientes cantidades por sus versiones primadas.

Ahora, las partes de w,?p que no transforman covariantemente bajo G,
definen la 1-forma de conexiéon inducida y en el fibrado reducido B. Como

3no confundir la notacién GHP {b, s} de este capitulo con la notaciéon GHP {p,q} de

capitulos previos.
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Componente | Notacion | boost b | spin s
Ly, p =0 p; 1 0
Ly K 2 1
Lil Ti 0 1
Ny P =0"p; —1 0
N; T 0 1

Tabla 6.1: Notacion para los coeficientes de spin GHP [52].

es usual, x toma valores en el algebra de Lie g, = R & so(d — 2), por lo
que podemos descomponerla como x = ($,X), donde f € T*# @Ry 3 €
T* # @ so(d— 2). No es dificil mostrar que estas componentes son

Ba = wa'1, S5 = we' (6.9)

ya que las mismas transforman bajo G, como
Ba = AV A + B, (6.10)
2. = XV XGE + X408k X (6.11)

lo cual corresponde a la ley de transformaciéon de una 1-forma de conexion.
Explicitamente:

Ba = —L1a€% = —Lyong — L11ly — LyymL, (6.12)
Zaij = _Mijaei = _Mijona - Mijlga — Mijkmk (6.13)

a*

Con estos elementos podemos ahora introducir la derivada covaiante sobre los
fibrados asociados E ):

OuTiy.is = VaTi iy + (T, (Xa) T )iy i (6.14)

donde 74 go — gl(V') es la representacion del algebra de Lie g, inducida

por (6.5). En vista de , la estructura de w5 es mp) = T QLT+ 1@ 74
(con I el mapa identidad en el espacio correspondiente) y su accion esta dada
por

(W(b,s) (a“v x)T)’Ll’LS = ba’j—’il...’is + Iilka"iQ...is + + xiskﬂl...k (615)
donde a € Ry x € so(d — 2). Por lo tanto, la forma explicita de (6.14]) es
Gaﬂlu.is - Vaﬂl‘..is + bﬂaﬂl.‘.is + EailkaiQ.“is + ...+ Eaiskﬂl...k‘ (616)

La generalizacion de los operadores thorn y eth 4-dimensionales p,p’,0,0" a
altas dimensiones estd dada simplemente por las derivadas direccionales a lo
largo de los vectores del vielbein {e?} usando la conexion GHP:

b= (°0,, b = n%0O,, 9; :=mjO,. (6.17)
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Componente | Notacion | Boost | Spin | Identidades
COin Qij +2 2 Qij = jS, sz =0
Coijk Uik +1 3 | Vi = Wi, Yy =0
Co10i v, +1 1|0 =0,F
Cij D 0 4 | Oy = (I)gj}[kl] = (I)khi;’ @ik = 0
Coﬂj @1{4 0 2 (I)E;j) = (I)ij = _§q)lk]
Coij 207 0 2 | 0= cp[ij]
00101 @ 0 0 @ == @iz
Chiji Wik —1 3| Wik = =Wy ‘Ij/[ijk] =0
Choui v —1 1 Ul =k
Cm]‘ Q;j —2 2 ng = Q;'z'a Q;l =0

Tabla 6.2: Componentes del tensor de Weyl en altas dimensiones [53].

Su accién sobre un escalar GHP de tipo {b, s} se deduce de (6.16]) y (6.12)),
(6.13]):

b1, i, = DT, i, — bL1o T, i, + Mkill)Tkig...is + ...+ MkiSOTil...k (6.18)
b/Til...iS = D/Til...z's —bLn'T;, ., + MkillTkig...is + ...+ Mkz‘ssz‘l...k (6.19)
O;Thy i. = 0;Thy i. — bLyiThy o+ M Thiy o+ oo+ MF T g, (6.20)

donde D = (*V,, D' = n*V, y §; = m$V, son derivadas de Newman-
Penrose tradicionales. Estas formulas coinciden por supuesto con las dadas
en la literatura, ver e.g. [52]. Para expresiones explicitas de los conmutadores
entre derivadas GHP nos referimos al articulo [52].

6.2.1. Clasificaciéon del tensor de Weyl

Repasaremos brevemente lo bésico de la clasificacion del tensor de Weyl
en dimensiones arbirtarias, que es la generalizacion de la clasificacion de Pe-
trov de espacio-tiempos 4-dimensionales dada en [2.2.4] y fue originalmente
desarrollada en [28]. Seguiremos, no obstante, las convenciones de [53], donde
los espacio-tiempos algebraicamente especiales son definidos de manera lige-
ramente distinta. La notacion para las componentes del tensor de Weyl de
altas dimensiones estéd dada en la tabla|6.2] Para las componentes del tensor
de Riemann utilizaremos las mismas letras griegas maytsculas pero con tilde
(notemos que las identidades de traza en la tabla[6.2no valen en general para
el tensor de Riemann).

Un campo vectorial nulo ¢* se dice Weyl Aligned Null Direction (WAND)
si todas las componentes con peso de boost b = +2 del tensor de Weyl se
anulan en todos lados en un vielbein que contenga a (%, i.e. 2;; = 0. Esta
condicién es independiente de la eleccion del resto de los vectores del vielbein.
En d = 4, la condicion de WAND es equivalente a la condicién de PND, pero
para d > 4 esto ya no es cierto. Una WAND /¢ se dice multiple si todas las
componentes con peso de boost b = +1 del tensor de Weyl también se anulan,
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Tipo algebraico | Definiciéon
O Cabcd =0
N Q =V = Qi = \I/;jk =0
111 Qi =V =0u=0
11 Qi =V, =0
I ;=0
G No existe una WAND.

Tabla 6.3: Tipos algebraicos del tensor de Weyl en altas dimensiones (clasifi-
cacion primaria), de acuerdo a [52].

ie. ;; =V, = 0. En d = 4, esta condicion es equivalente a que ¢* sea una
PND repetida. Decimos entonces que un espacio-tiempo es algebraicamente
especial si admite una WAND multiple. En la tabla[6.3|resumimos los distintos
tipos algebraicos de acuerdo a la existencia de WANDs multiples.

Esta clasificacion se dice primaria porque sélo se enfoca en elegir el vector
{* de manera que se anulen tantas componentes de mayor boost como sea
posible. Una vez que ¢ esta fijo, uno puede tratar de elegir el otro vector
nulo n® de modo que se anulen tantas componentes de menor boost como sea
posible, lo cual define una clasificacion secundaria. Esto da origen a la defi-
niciéon de un espacio-tiempo tipo D en altas dimensiones: un espacio-tiempo
se dice tipo D si ambas direcciones nulas ¢* y n® son WANDs multiples. En
un vielbein adaptado, tenemos Q;; = Wy, = ), = \Ifgjk =0.

Varias soluciones de agujeros negros en altas dimensiones son de tipo alge-
braico D. Por ejemplo, agujeros negros de Schwarzschild-Tangherlini, Myers-
Perry y Kerr-(A)dS, y también métricas de cuerdas/branas negras, pertene-
cen todos a este tipo algebraico para toda dimension d. Existen otros objetos
negros, no obstante, que no son tipo D, por ejemplo el anillo negro (ver [115]).

6.3. Conexiones modificadas

Como dijimos hacia el final de la seccion [6.1], estamos interesados en mo-
dificar la forma de conexion GHP y por medio de agregarle una 1-forma
go-valuada ¢ := (B,C) € T*# ® g,, con tal de analizar si las ecuaciones
tipo Teukolsky en altas dimensiones admiten una estructura tipo onda. De-
finimos las 1-formas B, y C, con valores en R y so(d — 2) respectivamente
como

B, == (dQT'DQ)na — mim, (6.21)

Cai] = —Timé + ijia- (622)
Veremos una interpretacion de estas 1-formas en la seccion [6.6] Con la 1-

forma ¢ = (B, C) introducimos una derivada covariante modificada sobre los
fibrados vectoriales E, ),

D, :=0,+ 71'(1,75)((&) (6.23)
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donde 7 es la representacion de g, = R @ so(d — 2) dada en (6.15)). La
accion explicita de esta derivada sobre un campo escalar GHP n;, ;. de tipo

{b,s} es
Daiy.ie = Oaliy.in + 0Batiy i + Caiy " i + oo+ Coi Fniy 1o (6.24)

Por supuesto, proyectando D, sobre el vielbein {e2} obtenemos las deriva-
das direccionales modificadas ]o = (*D,, ]D’ =n’D,, y 6 = m{D,. Puede
chequearse que, sobre una cantidad 7; de tipo {b, 1} por ejemplo,

5771' =bn; + (72_%)1777@ (6.25)
b/m =b’m, (6-26>
Oxni =0km; — b — Tk + S (6.27)

(el operador B’ de hecho coincide con el usual para un campo GHP de cual-
quier tipo {b, s}, como consecuencia de las definiciones (6.21]), (6.22])).

6.3.1. Operadores de onda con peso

Veamos ahora la construccion de operadores de onda con peso, que seran
adecuados para el tratamiento de las perturbaciones en las secciones siguien-
tes. En primer lugar, el operador de onda GHP se construye naturalmente
como

Ops) := 90,0y, (6.28)

y acttia sobre campos tensoriales pesados de tipo {b, s}. En particular, no-
temos que [gy = 0. En términos de las derivadas direccionales con peso,
puede chequearse que

Ops = b+ b + 1 + )b+ (8" — 7 = 7%)0y. (6.29)

Por otro lado, naturalmente asociado a la derivada (/6.23]) tenemos el operador
de onda modificado
WHps) = g*° Dy Dy, (6.30)

Notemos que, nuevamente, gy = L. En términos de las derivadas direccio-
nales modificadas, tenemos

Wi = (b + @b + (' + P+ @ = (d—2)7" — 73, (6.31)

Es 1til notar aqui que el adjunto del operador [, ;) con respecto al producto
interno

(@, T) = /% oY, (6.32)

esta dado por
(@, W, V) = (W )P, V), (6.33)

donde ¥ y & son campos escalares GHP de tipo {b,s} y {V/, s’} respectiva-
mente, y debemos recordar que, para que el producto interno sea un nimero
real, debe tenerse b’ = —b and s’ = s.
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Para la clase Kundt, se tiene p;; = 0 y las derivadas direccionales mo-
dificadas E y E’ coinciden con las usuales. En este caso es tutil conmutar las
derivadas pp’, a fin de (como veremos a continuacién) obtener las formulas co-
nocidas en la literatura. En particular, el operador de onda modificado (6.31))

sobre un espacio-tiempo Einstein-Kundt, actuando en un campo escalar GHP
de tipo {b, 1}, es:

tlo,1ym =2b'bmi + Fdums + p'bns — 2(b + 1)7%0,m; + 2[7F0; — 70"

+ [(b2 — 1)7’ka — %] ;i — (d — 4)TiTk77k, (634)

mientras que sobre un escalar GHP de tipo {b,2} simétrico n;; = 1)
B,2)mi; =2b'bnij + 0" 0kmy + by — 2(b + )70y + 4[770 — 70" Inj
k A k

+ [(b2 — 2)7’ Tk — %] Th’j — 2(d — 2)7’ T(inj)k

+ 2 |:7'Z'7'j5kl + 52'ka7'1:| Nkl - (635)
Notemos que, poniendo b = 1 en (6.34) y b = 2 en ([6.35]), los términos de
derivadas coinciden exactamente con los de las ecuaciones (6.1]) y (6.2)) respec-
tivamente; la diferencia entre estos operadores y dichas féormulas constituira
entonces términos de “potencial”’; analogamente a las ecuaciones de Teukolsky
4-dimensionales. De esta manera demostramos que las ecuaciones (/6.1)) y (6.2))
tienen en efecto una estructura tipo onda, generalizando los resultados de
[22, 1] a dimensiones arbitrarias. En particular, puede entonces aplicarse el

Teorema [1.2.2| y obtener existencia, unicidad y estabilidad de Cauchy para el
sistema de Teukolsky en altas dimensiones.

6.3.2. El operador de Laplace-de Rham modificado

Recordar la definicién de formas diferenciales con valores tensoriales de
la seccion [4.4.3] Siguiendo la notacion de dicha seccién, sea wa,. qby..b0, =
Way.ai[br..by] € Vi una k-forma con [ valores tensoriales. Recordemos también
los operadores derivada covariante exterior y su adjunto:

(.Dw)al...albl...karl :(k + 1)v[b1w\a1.‘.al\bg...bk+1]7 (636)
(‘DTU})al...albl.‘.bk,l - - vcwal‘..alcbl...bk,l‘ (637)
La composicion de estas derivadas conduce al operador de Laplace-de Rham

generalizado DD + DID. Modificamos ahora estos operadores por la adiciéon
de una 1-forma A, (de tipo {0,0}), dada poiff

A, = ——(de)na — —(d’imﬁa + mk. (6.38)

En la seccion daremos una interpretacion de esta 1-forma. Consideremos
un numero entero positivo s (que jugara el rol del spin de los campos). Defi-
nimos los siguientes operadores:

(®5w)a1~~~albl~--bk+l ::(k + 1>(v[b1 - 25A[b1 )w|al~--al|b2~-bk+1]7 (639)
(‘D;w)almalblnbk—l = (vc - 25Ab1 )waLnalelmbk—l' (640)

4en [10] utilizamos la 1-forma v, = —A,.
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Observamos que D} no es el adjunto de Ds; éstos estan relacionados por
D = DT,E. Por otro lado, notemos que Dy = D, con lo cual tenemos DT = D*.
Introducimos entonces un operador V;, — V;; dado por

DyD* + DED. (6.41)

En vista de su apariencia similar al operador de Laplace-de Rham DD +DID,
en lo que sigue llamaremos a como “operador de Laplace-de Rham
modificado de spin s”. En notaciéon de formas diferenciales, el mismo puede
escribirse como

(D — 25AN)DT + (DT — 25 A% ) D, (6.42)

donde A% es el campo vectorial sharp obtenido de la 1-forma A, y los pro-
ductos exterior A e interior J actiian sobre los indices de formas diferenciales.

Resulta instructivo ver algunos ejemplos. En las secciones siguientes estu-
diaremos campos electromagnéticos y gravitacionales. Los campos de Maxwell
tienen spin § = 1, y su curvatura es representada por una 2-forma ordinaria,
por lo tanto tenemos s = 1, [ = 0 y k = 2. Entonces

— [(@13* + DTD)F]ab = Q(V[a - QA[G)VCFMZ,] + 3(Vc — 2AC)V[QF(,C]. (6.43)

Por otro lado, el campo gravitacional tiene spin § = 2, y su curvatura es
representada por una 2-forma con 2 indices tensoriales extra; entonces § = 2,
=2,y k=2. Luego

— [(@2@* + 'D;'D)C]abcd = Z(V[C — 4A[C)V80‘abe‘d} —+ 3(V6 — 4A€)V[ecgb|zﬂ4.>
6.

6.3.3. Identidades de Bianchi y ecuaciones de Einstein

Veamos ahora como conectar off shell las identidades de Bianchi con las
ecuaciones de Einstein en altas dimensiones. Necesitaremos esto para poder
tomar ecuaciones adjuntas al tratar perturbaciones gravitacionales y de este
modo reconstruir la métrica, al estilo de como hicimos en el capitulo[3], ver sec-
cion [3.4.3] A continuacion damos la generalizacion a dimensiones arbitrarias
del resultado del lema [3.4.1]

Recordar que la identidad de Bianchi para el tensor de Riemann, dada por
VieRapea = 0, es una identidad geométrica independiente de las ecuaciones de
campo, por lo tanto nos permite relacionar off shell derivadas de los tensores
de Riemann, Weyl y Ricci. Consideremos ahora el operador de Laplace-de
Rham modificado de spin 2, , aplicado al tensor de Weyl. La identidad
de Bianchi implica que

3V[e0ab}cd = —ﬁ |:2‘g[c|[aveRb]|d} - (dil)gC[aVeR gb]d] ) (645)
y contrayendo con g%,

vdc(abcd = ﬁ [_(d - 3)v[aRb]c - gc[avde]d + ﬁgc[avb]R] . (646)
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Ahora aplicamos el operador P D} a (6.45), y P D, a - donde

. [abed
Pebed e un tensor de tipo {b, s} que tiene las simetrias Pid = Plla ]fg =

bled
P [CZ} = P Consideremos primero el caso en el cual P es libre de

traza, Plabcz gve = 0. Entonces es sencillo mostrar que, off shell,

P (DD + DoD*)Clapea = 4P (Va — 4A0)Va(Gre + Agoe)  (6.47)

0105 i1...05

donde hemos usado el hecho de que P7**?

i es libre de traza para reemplazar el
tensor de Ricci por el tensor de Einstein, y el término de la constante cosmo-
logica puede agregarse libremente ya que V,(Agy.) = 0. Considerando (6.47))
para una familia monoparamétrica de espacio-tiempos gu(€), y linealizando
esta ecuacion alrededor de un espacio Einstein, i.e. tal que (Gpe+Agpe)|e=0 = 0,
obtenemos el operador Gbc[h] + Ahye, €l cual es autoadjunto como funcional
lineal sobre hy, = gu. Para el caso en que Pgbc‘f no es libre de traza, diga-
mos Pgd i becz gve # 0, podemos descomponerlo en su parte sin traza

y P, gb°. Usando el hecho de que P, = Pz(ladz , puede mostrarse que
Pfd . gbc[(®*® + DoyD*)Capea = 0; entonces podemos usar el mismo argu-

mento que antes.

6.4. La clase Kundt y geometrias cerca del ho-
rizonte

Un espacio-tiempo d-dimensional se dice Kundt si admite una congruencia
de geodésicas nulas que es shear-free, expansion-free, y twist-free. Usando
, esto implica que, si £* es el tangente a esta congruencia, tenemos

La clase Kundt ha atraido atenciéon en anos recientes ya que las geometrias
cerca del horizonte (NHGs por sus siglas en inglés) de todas las soluciones
conocidas de agujeros negros extremos pertenecen a la misma; ver e.g. [54]
80, 44], 126]. De hecho estos espacio-tiempos extremos son mas especiales
ya que son doble-Kundt: ambas direcciones nulas, ¢* y n®, son shear-free,
expansion-free, y twist-free, pi;; = r; = p;; = i = 0. Espacio-tiempos doble-
Kundt son algebraicamente especiales de tipo D u O. Las NHGs resultan ser
importantes desde distintos puntos de vista; por ejemplo en el contexto de
la correspondencia Kerr/CFEFT [80], 44] (que es una version de AdS/CFT para
la geometria cerca del horizonte de un agujero negro de Kerr extremo), y
también son interesantes en el sentido de que una inestabilidad de la NHG
puede implicar inestabilidades del agujero negro extremo completo [54, [86].

6.4.1. Campos conformes de Killing con peso

En esta secciéon daremos algunas relaciones interesantes entre la derivada
covariante modificada ((6.23) que produce el operador de onda generalizado
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[dp,s) = D*D,, y tensores asociados a distinto tipo de simetrias de Killing con
respecto a D,.

Lo primero a notar es que la WAND de un espacio-tiempo Kundt es un
vector de Killing con respecto a D,:

Lema 6.4.1. Sea (* un campo vectorial alineado a la WAND de un espacio-
tiempo Kundt, y consideremos la derivada covariante modificada . En-
tonces (* es un vector de Killing con respecto a D,:

Dialy) = 0. (6.49)

Si el espacio-tiempo no es Kundt, puede mostrarse facilmente que £* serd un
vector conforme de Killing con respecto a D, siempre que ¢* sea geodésico y
la congruencia asociada sea shear-free (i.e. o;; =0 en )

Consideremos ahora la 2-forma de tipo {1, 1}

Uy := 20amiy, (6.50)
donde ¢ esta alineado a la WAND del espacio-tiempo. Entonces tenemos:

Lema 6.4.2. En un espacio-tiempo Kundt, la 2-forma U!, es un tensor con-
forme de Killing-Yano con respecto a D,:

DUsye = gar€i = Ge(aliys (6.51)
donde & = 7555 DUy,
En la seccion [6.6] veremos una interpretacion de los resultados y[6.4.2

6.4.2. Campos de Maxwell
Recordar la definicion de la 2-forma U!, dada en (6.50]). Tenemos:

Teorema 6.4.1. Sea F,, una 2-forma arbitraria (de tipo {0,0}) en un espacio-
tiempo FEinstein-Kundt d-dimensional, y consideremos el operador de Laplace-
de Rham modificado de spin 1 . Entonces tenemos la tdentidad

— U [(DyD* + DiD) Flay = By + VI [UL Fu), (6.52)

donde el operador de onda generalizado [y estd definido en ,y el
potencial en el lado derecho estd dado por

Vi = 2057 + 480 4 (d — ) + (B - 2y 6, (6.53)

Demostracion. Ver Teorema 3.1 en [10]. O

Corolario 6.4.2. Sea A, una 1-forma arbitraria, de tipo {0,0}, sobre un
espacio-tiempo Finstein-Kundt d-dimensional. Entonces tenemos la siguiente
tqualdad:

SE[A,] = OT[A,), (6.54)



136 Capitulo 6. Perturbaciones de espacio-tiempos de altas dimensiones

donde los operadores diferenciales lineales estdan definidos por

8(Jy) :=—UX¥(V,—24.)J, (6.55)
E(A,) =04, — VOV, A, (6.56)
O(¢z) :[B(l,l) + V]z ‘gb]’ (657)
T(A,) :=2U*V Ay (6.58)

Demostracion. Definir la 2-forma F,, = 2V, Ay. Entonces DIDF = 0, y la
identidad (6.54)) se sigue de (/6.52]). O

Corolario 6.4.3. Sea ; un campo escalar GHP de tipo {—1,1} tal que es
solucion de la ecuacion adjunta de Teukolsky d-dimensional para spin s =1

1% + 1V = 0, (6.59)

sobre un espacio-tiempo Einstein-Kundt. Entonces Fqp (1) = 2V [A(Y)]y es
una solucion de las ecuactones de Maxwell, donde

Aa(¥) = (V" + 2A°) (Ugt). (6.60)

Demostracion. Tomando la ecuacién adjunta a (6.54), E18T(v) = TTOT(y) ,
usando el hecho de que & = €T, y la identidad para el adjunto de [y, s), €l
resultado sigue luego de definir [A(¢)], := [8T(¥)].. O

6.4.3. Perturbaciones gravitacionales

Usando la 2-forma U!, introducida en (6.50)), definimos el tensor de tipo

{2,2}
Uadeij — UiaijCd + U]FlbUiCd_ (661)

Para el caso actual, encontramos que off shell es mas conveniente trabajar
con el tensor de Riemann en lugar de con el tensor de Weyl para describir las
perturbaciones. Notemos que la componente con peso de boost b = 42 del
tensor de Riemann es

Qi = LU Rpea. (6.62)
La relacion con la correspondiente componente del Weyl es
Qij = Qij -+ (d_ig)w@ja (663)

donde w = Rg(** (adoptamos la notaciéon en [52] para las componentes del
tensor de Ricci en el vielbein GHP). Tenemos:

Teorema 6.4.4. Consideremos perturbaciones gravitacionales de un espacio-
tiempo Einstein-Kundt d-dimensional, y recordemos el operador de Laplace-
de Rham modificado de spin 2 , actuando sobre el tensor de Riemann.
Entonces tenemos la siguiente igualdad off shell:

— 14| [Uadez'j[(®2D* + D3D)Rlapea) = B(zg)@y + ‘/ijklﬁkl (6.64)
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donde el operador de onda generalizado [0y estd definido en (m) y el
potencial Vi en el lado derecho es

d—2 !
Vijkl :=2[2® — "1, — —(dffiz\dﬁ)]&(k@l) + 4[@§(k + 4®é(k + 5 )T(,'T(k](sj))

—+ [—Q(D(kijl) — 252'ka7_1 + (—(I)ZS] + mém — QTiTj)ékl] . (665)
Demostracion. Ver apéndice B.1 en [10]. O

Si las ecuaciones linealizadas de Einstein se satisfacen, Gu, + Mg, = 0,

entonces el lado izquierdo de (6.64)) es cero, y las componentes linealizadas (Nlij
y €;; coinciden. Usando las expresiones para el operador de onda generalizado
[t2,2) y el potencial V;;* dado antes, la ecuacion

2.2y + VijM' Q= 0 (6.66)
en términos de derivadas GHP es explicitamente

[2D'p + ¥ + p'b — 6773 + 4@ — DA
+ 4770 — 70" + OFF + 40 + 20,5, = 0. (6.67)

La ecuacion desacoplada que el teorema ((6.4.4) da on shell es entonces equi-
valente a la ecuacion encontrada en [53].

Corolario 6.4.5. Consideremos perturbaciones gravitacionales de un espacio-
tiempo Einstein-Kundt d-dimensional, y sea hqy = Gap- Definimos la siguiente

variante del tensor :

Uvabcdij _ Uabcd i — _5 ga bcgd (668)

(@2 %

Entonces tenemos la identidad off shell
Sg[hab] = O‘I[hab]? (669)

donde los operadores diferenciales lineales estdn definidos por

S[Tun] 1= —3U™(Ve = 44) VaTh, (6.70)
Elhap] == Gap[h] + Aas, (6.71)
Olis] = Wio2)bi + Vi b, (6.72)
TThay) := %di |e=0 (U™ Rabea)- (6.73)

Demostracion. La prueba de este resultado es similar a la prueba de ,
pero reemplazando el tensor de Weyl por el tensor de Riemann. Recordando
la forma contraida de la identidad de Bianchi, tenemos VIR peq = —2V o Ryc.
Podemos escribir el tensor de Ricci en términos del tensor de Einstein en la
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forma R, = Gap + 2+d)gabG (con G = g®G4), con lo cual el lado izquierdo
de la identidad ([6.64]) toma la forma

Uabceij (Ve - 4Ae)vdRabcd = _2Uabceij (Ve - 4Ae)va[Gbc + ﬁgch]
_ 9 [Uabceij — a0l | (Ve — 44.) VG
— —QUabceij (V@ - 4Ae)va(GbC + )\gbC)’
donde en la segunda linea hemos usado la identidad U abceijgbc = —20;0°0°,
y en la tercera usamos la definicion del tensor U, y el hecho de que
Va(Agee) = 0 para agregar el término con la constante cosmologica. Finalmen-

te, linealizando, usando ([6.64]) y las ecuaciones de Einstein del background
(Gpe + Agbe)|c=0 = 0, obtenemos el resultado (6.69)). O

Notemos que, de la prueba anterior, vemos que el segundo término en la
definicion (6.68) de U, se necesita para obtener el tensor de Einstein a

partir de la identidad (/6.64]).

Como corolario de los resultados previos, podemos ahora construir, de una
forma muy compacta, soluciones de las ecuaciones linealizadas de Einstein a
partir de soluciones de la ecuacion d-dimensional de Teukolsky:

Corolario 6.4.6. Sea v;; un campo escalar GHP de tipo {—2,2} tal que
satisface la ecuacion adjunta de Teukolsky d-dimensional para spin s = 2,

B _a2)tij + Vi =0, (6.74)

sobre un espacio-tiempo Finstein-Kundt. Entonces el campo tensorial
hapt)] = VIV + 4A) Ueaya 3] (6.75)
es una solucion de las ecuaciones linealizadas de Finstein, Gab[h] + Mg = 0.

Demostracion. Tomar la identidad adjunta a , usar el hecho de que el
operador de Einstein linealizado es autoadjunto & = €, y recordar el adjunto
del operador i 5); €l resultado se sigue luego de definir hqp[¢)] = [8T(¢)]wp. O

Notamos que existen otras formulas de reconstruccion conocidas en la literatu-
ra, ver [76, 86], no obstante dichas féormulas son notablemente méas complejas
que (|6.75]).

6.5. Agujeros negros estaticos

Consideramos ahora un espacio-tiempo de dimension d = 2 + n con la
estructura local tipo warped-product de la seccion [3.5] i.e. que la métrica
tiene la forma

gab(z)dz‘ldzb = ’gvdg(x)dxadxi’ + r2§AB(y)dyAdyB. (6.76)
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Usaremos la misma notacion de dicha seccion; sélo que ahora la variedad %
del horizonte es n-dimensional y su topologia no es necesariamente esférica.
Los simbolos de Christoffel estan dados por (3.113)), (3.114]). La métrica del
orbit space A tiene la forma §;(z)dztda® = —f(r)dt* + ﬁdﬂ, donde la
funciéon f esta dada por

f(r)=r— 2M Ar? (6.77)

,,an—l

para algunas constantes x, M y . El espacio-tiempo completo es entonces
Einstein

Rap = %gaba A= @)‘7 (678)

siempre que la variedad n-dimensional " sea en si misma un espacio Einstein,
Rap = k(n — 1)gap. Ademas, de acuerdo a [23], para que el espacio-tiempo
sea (localmente) asintoticamente (Anti-) de Sitter, el horizonte debe ser un
espacio de curvatura constante (no so6lo un espacio Einstein). La topologia
del horizonte esta determinada por el signo de x; podemos tener horizontes
elipticos (k = +1), planos (k = 0) o hiperbdlicos (k = —1). Las componentes
no triviales del tensor de Riemann son

Ripeq = K(9acOhq — 9aadie) (6.79)
Raaep = —rracgam, (6.80)
Ruscep = r°(k — r%73)(Gacsp — Gandsc), (6.81)

donde k = —%@2 fira= 6&7’, y 755 = Varj. El tensor de Weyl puede obtenerse
de las expresiones anteriores teniendo en cuenta que el espacio-tiempo com-
pleto es Einstein. Perturbaciones de la variedad (2+n)-dimensional son
usualmente estudiadas en la literatura utilizando una descomposicion 2 + n
de las perturbaciones, ver e.g. [103], 94] 97].

Definamos ahora el vielbein {¢*, n® m¢} para implementar el formalismo
GHP. Elegimos los vectores nulos ¢* y n® como

Eaaa - ﬁ(at + far)a naaa = ﬁ<_at + far)a (682>
Los vectores espaciales m{ estan definidos tal que

Los coeficientes de spin GHP asociados a este vielbein son
pij = £dij, pi; = 2045, =7 =R =K, =0, (6.84)

donde p = nlirs/r = %(%)1/2 y p = nnirg/r = %(%)1/2. La 1-forma (6.38) se

reduce entonces a
Ay =—L4, — Ln, (6.85)

Para las componentes del tensor de Weyl, encontramos

Qij = Qyj = Vigp = Uiy, = 0, (6.86)
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por lo tanto el espacio-tiempo es de tipo algebraico D; las inicas componentes
no-triviales son

n(n—1)M
o - - (6.87)
)
20
Piju = —m(%% — budjn)- (6.89)

(Notemos que para n = 2, i.e. en 4 dimensiones, tenemos ® = 2W,.) Las
identidades de Bianchi se reducen a

bo = -y 3.0 =0. (6.90)

Esto implica que la 1-forma ((6.85) puede reescribirse como A, = ®IV, P79,
donde ¢ = —1/(n +1).
En las secciones siguientes estudiaremos ecuaciones para cantidades con

peso de boost cero. Notemos que en este caso, en vista de (6.84]), el operador
de onda modificado (6.30) se reduce a

E(O,s) - D(O,s)' (691)

6.5.1. Campos conformes de Killing con peso

Similarmente a como hicimos en la seccién para espacio-tiempos
tipo Kundt, en esta secciéon mostraremos la relacion, para el caso del espacio-
tiempo , entre la derivada covariante modificada D, que produce el
operador de onda generalizado [y ) = D*D,, y campos tensoriales que sa-
tisfacen una ecuacion conforme de Killing con respecto a D,. Veremos una
interpretacion de estos hechos en la seccion [6.6]

El primer resultado es que las WANDs del espacio-tiempo (6.76|) resultan
ser vectores conformes de Killing con respecto a D,, anidlogamente al caso
Kundt:

Lema 6.5.1. Sean (* y n* campos vectoriales alineados a las WANDs del
espacio-tiempo , y consideremos la derivada covariante modificada .

Entonces kK% := (* y k' := ®2In con ¢ = —1/(n + 1), son vectores confor-
mes de Killing con respecto a D,,
D(akiy = X gap, I=0,1 (6.92)

donde \° = 2 y \' = %@2‘1.
Veamos ahora los tensores conformes de Killing-Yano pesados:

Lema 6.5.2. Consideremos las siguientes 2-formas, de tipo {0,0} y {0,2}
respectivamente, sobre el espacio-tiempo .'

Zab ::2®q€[anb}, (693)
Y. ;:2q>quamg], (6.94)
donde ¢ = —1/(n+ 1). Entonces:
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1. Zy es un tensor conforme de Killing-Yano ordinario,

V(a,Zb)c = gabgc - gc(agb) (695>

donde la divergencia &, = %HVbea es un vector de Killing. (Por su-

puesto, V, puede ser reemplazada por D, en , ya que Zgp es tipo

{0,0}.)
2. Yo es un tensor de Killing-Yano con respecto a Dy :

DYy = 0. (6.96)

6.5.2. Campos de Maxwell

Consideremos los tensores conformes de Killing-Yano con peso (6.93)) y
(6.94). Las posibles contracciones no-triviales con una 2-forma F;, son

7" Fy = 209F, (6.97)
Y Fyy = 209F;;. (6.98)

(6.97) vy (6.98)) son las dos componentes (reescaleadas) con peso de boost cero
del campo de Maxwel]ﬂ Veamos ambos casos por separado.

Peso de spin cero. La componente de tipo {0,0} de una 2-forma F, es F.
Tenemos:

Teorema 6.5.1. Sea F;, una 2-forma arbitraria (de tipo {0,0}) en el espacio-
tiempo (n + 2)-dimensional , y consideremos el operador de Laplace-
de Rham modificado de spin 1 y el tensor conforme de Killing-Yano
. Entonces tenemos la tqualdad

— Z°°(D1D* + DD) Flup = (Do) + VH[ZF ) (6.99)

donde Uy = O y el potencial en el lado derecho es

V= _ 2(n-1) [q) + ﬂ} . (6100)

n n+1

Demostracion. Ver Teorema 4.1 en [10]. O
Notemos que para n = 2 (i.e. d = 4), el potencial (6.100]) se reduce a
VT =20, — 2) para d = 4 (6.101)

lo cual concuerda con el resultado 4-dimensional.

Sver e.g. [10, apéndice A.2] para las componentes de una 2-forma en el vielbein GHP.
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Corolario 6.5.2. Sea A, una 1-forma arbitraria en el espacio-tiempo (n+2)-
dimensional . Tenemos la 1gualdad de operadores

SE[A.] = OT[ AL, (6.102)

donde los operadores diferenciales lineales estan definidos por

8(Jy) :=2% (V. — 24,) T, (6.103)
E(A,) =04, — V'V, A,, (6.104)

0(¢) =00 + V7)o, (6.105)
T(Ay) =22V Ay, (6.106)

Demostracion. Definir la 2-forma F,, = 2V, Ay. Entonces DIDF = 0, y la
identidad (6.102]) se sigue de ([6.99). O

Corolario 6.5.3. Sea v un campo escalar GHP de tipo {0,0} tal que satisface
la ecuacion tipo-onda

(B +V ) =0 (6.107)

en el espacio-tiempo (0.76). Entonces Fyy(1h) = 2V o[ A(¥)]y es una solucion
de las ecuaciones de Mazwell, donde

[AW)]a = (V° 4 24°) (Za)). (6.108)

Peso de spin 2. La componente de tipo {0,2} del campo de Maxwell es F};.
El resultado principal es:

Teorema 6.5.4. Sea Fy;, una 2-forma arbitraria (de tipo {0,0}) en el espacio-
tiempo (n + 2)-dimensional , y consideremos el operador de Laplace-de
Rham modificado de spin 1 y el tensor de Killing-Yano pesado .
Entonces tenemos la 1gualdad

— Y, [(D1D* + DiD)Flay = (Do) + V7)Y Fp) (6.109)

donde U2y estd definido en , y el potencial en el lado derecho es

Vo= nEZ DP — on ;)A 602 oo (6.110)
Demostracion. Ver Teorema 4.4 en [10]. [

Similarmente al caso previo, notemos que para n = 2 (d = 4), g2y se reduce
a [Jy el potencial (6.110) queda

V=20, - 2, para d = 4 (6.111)

lo cual reproduce el resultado 4-dimensional.
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Corolario 6.5.5. Sea A, una 1-forma arbitraria en el espacio-tiempo (n+2)-

dimensional . Tenemos la igualdad de operadores
SE[A,] = OT[A,), (6.112)

donde los operadores diferenciales lineales son

8(Jy) :=Y"(Ve — 2A.) J, (6.113)
E(Aq) =0Ay — VI VA, (6.114)
0(¢) ==Lz + V 7)oy, (6.115)
T(A,) =2V oAy (6.116)

Corolario 6.5.6. Sea 1;; un campo escalar GHP de tipo {0,2} tal que es
solucion de la ecuacion de tipo onda

(D2 + V7 )iy =0 (6.117)

en el espacio-tiempo (6.76). Entonces Fop(¢) = 2V [o[A(¥)]y es una solucion
de las ecuaciones de Mazwell, donde

[AW)]a = (V° + 24%) (Yo" byy). (6.118)

6.5.3. Perturbaciones gravitacionales

Un campo tensorial simétrico arbitrario ha, = h(ap) sobre el espacio-tiempo
(6.76) puede descomponerse como

hapdz2dz’ = ha;)dx&d:vg + 2hapdz®dy® + hapdy™dy®. (6.119)

En la descomposicién n + 2, cada pieza en el lado derecho es adicionalmente
descompuesta en sus partes escalar, vectorial y tensorial con respecto a £
(ver [97]):

hay = B, (6.120)
has = Vhy + hig, (6.121)
hap = th + 2?(Ah]§) + I/AIB(hi_) + gmghﬁ, (6.122)

donde Lyg = V,iVp — %QABA. La parte tensorial de hy, es hjp, su parte
vectorial es {hy, hy}, v su parte escalar es {th’ h3, hs, hﬁ}
Consideremos los tensores conformes de Killing-Yano pesados (6.94) y

(6.93). Las posibles contracciones con el tensor de curvatura son

ZZC g =4DHT, (6.123)
ZY i Capea =8D¥1D], (6.124)
Y5Y 1 Caped =407 (6.125)

La tnica cantidad invariante de gauge es (6.124]), ya que en el espacio-tiempo
de background tenemos <I>;3- = 0, por lo tanto nos enfocaremos en esta variable.
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Usando el vielbein {¢* n% m¢} definido anteriormente, no es dificil mostrar
., T A
que una expresion off shell para @7 es

R N (6.126)

(Para derivar esta ecuacion, hay que usar las identidades del background para
ver que es posible reemplazar el tensor de Weyl por el tensor de Riemann,
y que todos los términos que contienen perturbaciones de los vectores del
vielbein se anulan.) En términos de una perturbaciéon métrica arbitraria, es
tedioso pero sencillo mostrar que

1
R~bA]E - 2T aA|a[a |: b]|B]:| (6127)

De esta estructura vemos facilmente que CID;? es no-trivial sdlo para perturba-
ciones vectoriales (ver también [76]). Esto es anédlogo al caso 4-dimensional,
ya que <I> es la generalizacion a dimensiones arbitrarias de JmW, y las per-
turba(:lones vectoriales corresponden al sector impar en d = 4.

Definimos el tensor de tipo {0, 2}

Wadeij = YabijZCd + ZabYCdij. (6128)

Este tensor tiene las simetrias W<, = W[“b]Cdij = W“b[“ﬂij = Wedab, .y
ademas tiene traza nula. Tenemos:

Teorema 6.5.7. Consideremos perturbaciones gravitacionales del espacio-
tiempo (n + 2)-dimensional (6.76]), y recordemos el operador de Laplace-de
Rham modificado de spin 2 (6.44]). Entonces tenemos la siguiente igualdad

off shell:

— L o (WD [(DyD* + D3D)Claved} = (Do) + V)[@*97]]  (6.129)

16 de

donde el potencial en el lado derecho es

. 2(n+2)
V== n ¢ — n(n+1)

A+ 202y (6.130)

y el operador de onda generalizado [ 2) (o0 equivalentemente [dio,2), en vista
de ) fue definido en (6.28).

Demostracion. Ver apéndice B.2 en [10]. O

Notemos que en el caso 4-dimensional (n = 2), el operador de onda generali-
zado g 9) se reduce al D’Alembertiano estandar [, y ® = 2W¥,, por lo que
el potencial es

V =80, — 2\ para d = 4 (6.131)

lo cual da el limite 4-dimensional correcto. Notamos también que, asumien-
do que las ecuaciones linealizadas de Einstein se satisfacen (lo que implica
que el lado izquierdo de es cero), una ecuacion similar para @A fue
encontrada en [76].
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Corolario 6.5.8. Consideremos perturbaciones gravitacionales del espacio-
tiempo (n + 2)-dimensional , y sea ha, = §ap. Entonces tenemos la
siguiente iqualdad off shell:

8&[hay] = OT[hay), (6.132)

donde los operadores diferenciales lineales estdan definidos por

[0

[Tab] Wadezj (vd - 4Ad)v Tbcu
8[hab] [ ] + /\hab7
O[(sz] = _4<D(0 2) + V)¢’LJ7

] =

[hab % |5 O(Wadezg Cabcd)

Q

Demostracion. Ya que el tensor W%, es libre de traza, el resultado se sigue
de la ecuacion (6.129) y de la identidad general (6.47)). O

Corolario 6.5.9. Sea ©;; un campo escalar GHP de tipo {0,2} tal que es
solucion de la ecuacion tipo onda

Oz + V)i =0 (6.137)

sobre el espacio-tiempo . Entonces el campo tensorial
hao[0] = V[(VE + 4AYWeapya? 3] (6.138)
es una solucion de las ecuaciones linealizadas de Einstein, Gab[h] + Mgy = 0.

Es instructivo estudiar la descomposicion n + 2 de (6.138)). Una cuenta larga
y tediosa usando la forma explicita de Weq”, v los simbolos de Christoffel

(3.113), (3.114f) del background, conduce a

hapl¥] =0, (6.139)
haB[’l/J] = QE'@E%ng[CD%mﬁij@/JU], (6140)
hag[¢] =0 (6.141)

Consideremos por ejemplo el caso en que 1);; proviene de una perturbamon
métrica hab, ww = @2‘1(1)’4 [h] Como hemos visto, <I>A es no-trivial so6lo si hab
es una perturbaciéon de tlpo vectorial. En el enfoque de Ishibashi y Koda-
ma [94, 97, T03], una perturbacion métrica de tipo vectorial es escrita como
h;’B = ha(x)Vi(y), donde V}, son arménicos vectoriales sin divergencia sobre
el espacio Einstein J7":

(A + K2y =0, VAV, =0, (6.142)

con los autovalores k2 siendo no-negativos. Usando (6.126)) y (6.127)), no es
dificil mostrar entonces que

O [h] = —1FmPmEV |, Va, (6.143)
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donde s
F = r2eVa(r2hy). (6.144)
Definiendo ) := —5c®¥F = —3*r°F, con ¢ = [-Mn(n — DY+ y
usando (6.143) y Rayp = (n — 1)Kkgap, arribamos a
haB[@E] = mv/ﬁvglgﬁgﬂ/o} ‘_/]B, (6145)

donde m, := kj — (n—1)x. Por lo tanto concluimos que, siempre que m, # 0,
perturbaciones métricas generadas en la forma (|6.138) por CD;‘}- son de tipo

vectorial.

6.6. Sobre covariancia conforme

Finalmente, en esta seccion veremos una interpretacion de la derivada mo-
dificada D, definida en y las 1-formas A,, B, y Cy/ dadas en ,
y , desde el punto de vista de operadores conformemente cova-
riantes. La discusion es similar a lo que vimos en el capitulo[d], pero la cuestion
de la invariancia conforme de las ecuaciones de campo es mas sutil que el caso
4-dimensional.

Recordamos que una transformaciéon conforme (o reescaleo de Weyl) es
el mapa go — Gup = %gas, donde © es un campo escalar suave positivo
definido. El comportamiento conforme de los vectores de la base {e%} puede
elegirse como

ga — 92w0£a7 ﬁa — Q2w1 na7 mq — Qw0+w1 mq

(2 1)

(6.146)

donde los pesos conformes wg, w; deben satisfacer wg + w1 + 1 = 0. De ahora
en més elegiremos wy = 0, w; = —1. Utilizando la definicion de los coeficien-
tes de spin GHP dada en la tabla [6.1, uno puede derivar férmulas para su
comportamiento conforme, y de este modo es sencillo probar que la 1-forma
A, dada por cambia bajo transformaciones conformes como

Ay Ay = Ay — Ty (6.147)

donde, como siempre, T, = Q7 'V, . Vemos entonces que es la gene-
ralizacion de a dimensiones arbitrarias.

Por otro lado, veamos el comportamiento conforme de la derivada GHP
(6.14]), esto es, de las 1-formas de conexion 8, y 2q;7. Con la eleccion wy = 0,
wp = —1, tenemos:

Ba = Ba — 20"Cy ng — mT, mi, (6.148)
S = Soid — mlTy mi + m?Ly my,. (6.149)
Ahora, las 1-formas B, y Cy’ dadas en (6.21)) vy (6.22) tienen el siguiente

comportamiento conforme:
By = By + 207, ng +miY, m, (6.150)
@mj = O, + meb mi — m?’Yy, my,. (6.151)
Luego:
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Lema 6.6.1. Sea 1, ;. un campo escalar GHP de tipo {b, s} con peso con-
forme w. El operador derivada dado por

Daniyie = Ouliy.iy + WA iy + bBamiy iy + Cailjnjig.,.is + ..+ Caisjnil...j

(6.152)
es covariante bajo transformaciones conformes y GHP (y preserva ambos pe-
508).

Notemos que la tnica diferencia entre (6.152) y la derivada D, definida en
(6.23) es que @, tiene también en cuenta el peso conforme, es decir que

@anil...is = Duniy.iy + WA - (6.153)

La derivada acttia sobre densidades escalares, pero al igual que en el
capitulo {4} usando (6.152)) y (6.147)) podemos también construir una derivada
generalizada que sea covariante bajo transformaciones conformes y GHP al
actuar sobre densidades tensoriales:

b1...bn, L by...bn b1 d...by, b by...d
(gairiy..iscl...cm T ®a7;1...i501...cm + Qa dﬂl...iscl...cm + ..t Qa ndiril...iscl...cm
d b1...bn d b1...bn
— Qa Clj—‘il.‘.isd.ucm T el T Qa C'mj—‘ilnisCl.nd (6154)

donde
Qabc = Aagbc + Acgba - Abgac- (6155)

Notemos que, a diferencia del caso 4-dimensional, €, no conmuta con la ope-
racién prima, en vista de la definicién de las 1-formas A,, B, v Cu’.

Esta derivada generalizada nos permite darle una base mas soélida a los
campos de Killing con peso de las secciones y [6.5.1] Por ejemplo, simi-
larmente a como hicimos en la seccion [£.2.4] definimos un campo vectorial
de Killing con pesos conforme w y GHP {b, s}, en d dimensiones, como una
solucion de

Glaky) = 0, (6.156)

donde obviamos los indices internos de spin. Esta ecuacion es covariante bajo
transformaciones conformes y GHP, por lo tanto es una generalizacién apro-
piada de la ecuacion de Killing conforme para incluir objetos con peso interno.
En particular, para el vector £* del vielbein {eZ}, en un espacio-tiempo arbi-
trario encontramos .

Coly = pjimimy + kngmi, (6.157)
donde p;; = pij — ﬁ@-j. De aqui vemos que ¢* serda un vector de Killing
con peso si y solo si k; = 0y p;; = 0; esto es, si y s6lo si £* es geodésico
y pij €s pura traza o idénticamente cero (de hecho se cumplird la condicion
més fuerte 6,0, = 0). Estas condiciones se cumplen precisamente para los
espacio-tiempos que consideramos en este capitulo, i.e para la clase Kundt y
para agujeros negros estaticos.

De modo similar, definimos un tensor de Killing-Yano con peso, en d
dimensiones, como una 2-forma X, con pesos conforme w y GHP {b, s} que
satisface la ecuacion

cg(aXb)c =0 (6158>
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(nuevamente obviamos los indices internos). Para la 2-forma U, definida en
(6.50)), encontramos

€U = 2(pjm? + /{kna)mfbmfz] + 2(k'ng + ﬁijmg)n[b&]. (6.159)

Vemos entonces que U, sera un tensor de Killing-Yano con peso si y sélo si
ki = 0y pij = 0, que son las mismas condiciones obtenidas en la discusion
para . El anélisis de los tensores y es analogo.

Finalmente, si bien de lo anterior deducimos que tanto las conexiones
modificadas que introdujimos en la seccion [6.3] como los campos conformes
de Killing con peso hallados en las secciones [6.4.1] y [6.5.1] tienen una in-
terpretacion en términos de derivadas que son covariantes simultdneamente
bajo transformaciones conformes y GHP (y en este sentido los resultados son
analogos a lo que vimos en el capitulo |4)), existe una diferencial crucial con el
caso 4-dimensional, y es la cuestidon acerca de la invariancia conforme de las
ecuaciones de campo. Para spin s = 2, el tensor de Weyl es una densidad (ten-
sorial) conforme en cualquier dimension, @bcd = Q%Cpeq, por lo tanto atin
podemos definir un “campo de spin 2 gravitacional” como un tensor de Weyl
reescaleado Wapeq := QCupeq, analogo al de la seccion (ver ec. ), y
asi dar una interpretacion de la aparicion de los operadores conformemente
covariantes anteriores. Sin embargo, para spin s = 1, asumiendo que el campo
de Maxwell F,, tiene peso conforme w, i.e. Fy, = Q" F,,, el comportamien-
to conforme de las ecuaciones de Maxwell VFy, = 0y Vo fyg = 0 en d
dimensiones es

VeEy = QU2 [V + (w+d — 4)TFy) (6.160)
ViaFog = Q% [ViaFig + 0T (o Fog ] (6.161)

De estas ecuaciones se deduce que, si d # 4, entonces no hay modo de elegir
el peso conforme w de manera tal que ambas ecuaciones de Maxwell sean
invariantes conformes. Esto implica que el operador de Laplace-de Rham mo-
dificado (|6.43) no puede ponerse en la forma de un operador confor-
memente covariante como en el caso 4-dimensional. Por lo tanto, para d > 4
la interrelacion entre covariancia conforme y GHP, conexiones modificadas, y
ecuaciones de campo, no es tan clara como en el caso d = 4 que vimos en el
capitulo [
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Conclusiones

Motivados por la conjetura de censura césmica y su estrecha relacion con
la estabilidad del espacio-tiempo de Kerr, en esta tesis hemos estudiado los
mecanismos que subyacen los recientes resultados de estabilidad lineal del
agujero negro de Schwarzschild dados en [46], [47], analizando las posibilidades
de su generalizacion y, en particular, el rol de las simetrias ocultas y su relacion
con teoria de twistors. Nuestros métodos son muy generales ya que no asumen
formas particulares de la métrica, sino que s6lo hacen uso de la estructura al-
gebraica del espacio-tiempo de background. De este modo, hemos tratado las
perturbaciones de toda la clase de espacio-tiempos Einstein de tipo Petrov D
en 4 dimensiones, que incluye las soluciones de agujeros negros estacionarios
en vacio con constante cosmolégica. También estudiamos los casos de ciertos
espacio-tiempos algebraicamente especiales en dimensiones arbitrarias, mas
especificamente la clase Kundt y agujeros negros estaticos. Nuestros resulta-
dos principales, ademéas de explicar los mecanismos subyacentes en [46, 47|
como parte de una estructura general (de la que todos los resultados conoci-
dos en la literatura forman parte), permiten un entendimiento profundo de la
estructura y las simetrias de las ecuaciones que gobiernan las perturbaciones
de espacio-tiempos algebraicamente especiales en dimensiones arbitrarias, y
en particular de las soluciones de agujeros negros. Esta conclusion se deduce
del resumen que damos en el resto de este capitulo.

El espiritu genérico en este trabajo ha sido tratar de generalizar a un
espacio-tiempo curvo los resultados de spin lowering-spin raising desarrolla-
dos por Penrose que valen en el espacio-tiempo (4-dimensional) de Minkowski
M, y que permiten una correspondencia uno-a-uno entre campos sin masa de
spin arbitrario y campos escalares que resuelven la ecuacién de onda en M.
Nos concentramos en estos mecanismos porque los mismos son reminiscentes
de lo que ocurre en el caso de Schwarzschild en [46, 47], especialmente en vista
de las formulas (3) y dadas en la introduccion. Ademas, en Minkowski,
los mapas entre campos escalares y campos de spin superior involucran fuer-
temente el uso de twistors y espinores de Killing. En este sentido, las ideas
de spin lowering-spin raising resultan atin mas atractivas al tener en cuen-
ta la expresion @, que muestra explicitamente la aparicion de tensores de
Killing-Yano (analogos tensoriales de espinores de Killing).

149
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En espacio-tiempos Einstein de 4 dimensiones pertenecientes al tipo Pe-
trov D, obtuvimos los mapas que transforman off shell las ecuaciones de
campo en ecuaciones escalares, mostrando que forman parte de un mismo
patron general de simetrias parametrizado por el spin s de los campos y el
peso de spin s de sus componentes; y vimos que las ecuaciones de Teukolsky;,
Fackerell-Ipser, Regge-Wheeler, etc. son casos particulares de esta estructura
general. Las identidades correspondientes, resumidas en la identidad ‘maestra’
, nos permiten tomar ecuaciones adjuntas y, con la ayuda de los lemas
y B:4.1] construir campos de spin superior a partir de campos escala-
res pesados, que resuelven ecuaciones de tipo onda en términos del operador
[, = D*D, hallado en [22, 1], donde D, es una derivada covariante GHP
modificada. Como subproducto, generamos también operadores de simetria
para las ecuaciones diferenciales involucradas, tanto para las ecuaciones es-
calares (Teukolsky, Fackerell-Ipser, Regge-Wheeler) como para las ecuaciones
de campos de spin superior (Weyl-Dirac, Maxwell y gravedad). En particular,
hemos mostrado los mecanismos que subyacen la validez de las formulas ,
y @ en Schwarzschild, como casos particulares de nuestras identidades
generales validas para todo espacio Einstein tipo D.

También mostramos que, en la identidad principal , uno de los prin-
cipales objetos involucrados, esto es PA1+42 resulta ser un espinor de Killing
con respecto a la conexion GHP modificada, lo cual resulta muy interesante
desde el punto de vista de las simetrias ocultas, y nos sugirié explorar mas
en profundo la estructura geométrica de los resultados. En este contexto, he-
mos encontrado que el principio que rige la construccion de los operadores
anteriores es la covariancia conforme, y que la misma guarda una relacion
profunda con estructuras complejas en el espacio-tiempo. La 1-forma A, que
aparece en el lado izquierdo de la identidad fundamental (interpreta-
da correctamente, i.e. en la forma ) proviene de la inica conexion de
Weyl compatible con la estructura casi-compleja J del espacio-tiempo, dada
en . A su vez, fijando un par de direcciones nulas en la estructura con-
forme, esta conexion de Weyl induce una derivada covariante natural sobre
los fibrados asociados a representaciones de la simetria conforme-GHP, que
resulta ser el origen de la conexion de Teukolsky. Este resultado nos permi-
ti6 dar una definiciéon adecuada de objetos de tipo Killing con peso, y asi
encontrar una interpretacion de los espinores de Killing modificados. Adicio-
nalmente, adoptando el punto de vista de que los objetos mas primitivos son
las estructuras conforme y compleja, mostramos que la existencia de un ten-
sor conforme de Killing-Yano puede entenderse como una consecuencia de la
presencia de una métrica de Kéhler en la clase conforme del espacio-tiempo
(Lema . También mostramos que, en el caso bosonico, la estructura ten-
sorial del operador espinorial en el lado izquierdo de es la de un operador
de Laplace-de Rham conformemente covariante actuando sobre formas dife-
renciales con valores tensoriales (y con peso conforme bien definido). La idea
de implementar un formalismo conformemente covariante nos sugirié también
una relacion adicional con el concepto de twistor, ya que el mismo esté in-
trinsecamente asociado a la estructura conforme de un espacio-tiempo. Hemos



Capitulo 7. Conclusiones 151

entonces introducido la nociéon de twistor local con peso y su correspondiente
conexion en el fibrado de twistors, lo cual refuerza la definiciéon anterior de
espinor de Killing pesado.

Por otro lado, como todos nuestros resultados incluyen la presencia de
una constante cosmoldgica, al enfocarnos en la dindmica de los campos es
necesario considerar el caso en el que las condiciones de borde en el infinito
no sean las usuales. Esta situacién ocurre para una constante cosmoldgica
negativa, donde el espacio-tiempo es asintéticamente Anti-de Sitter. Hemos
estudiado este problema en el caso de agujeros negros estaticos, analizando las
posibles extensiones autoadjuntas de los operadores de Schrédinger que apa-
recen en ecuaciones de onda 141 definidas en una semilinea, y estudiando en
qué casos las mismas son o no positivas definidas. Como aplicacion, encontra-
mos las condiciones bajo las cuales el agujero negro de Schwarzschild-AdS es
inestable, mostrando que, mientras que los campos de Klein-Gordon sin ma-
sa son modalmente estables, los campos electromagnéticos y gravitacionales
son inestables bajo un conjunto de condiciones de Robin bien caracterizadas.
Mostramos también el origen de las inestabilidades desde el punto de vista
de consideraciones energéticas. Ademés, motivamos las condiciones de Ro-
bin desde distintos puntos de vista (explicando qué variables son fisicamente
significativas, y mostrando también la relacion con el contexto de la conjetu-
ra AdS/CFT), y estudiamos como es afectada la dualidad supersimétrica de
Chandrasekhar bajo estas condiciones de borde.

Finalmente, estudiamos la generalizacion de los resultados en 4 dimen-
siones a espacio-tiempos de dimensiones arbitrarias, que son principalmente
motivados en teorias de Kaluza-Klein y supercuerdas, pero que también son
de sumo interés para entender mejor la estructura de la Relatividad General y
sus soluciones. Mostramos que las ecuaciones escalares (con indices internos)
conocidas en la literatura, i.e. las ecuaciones de Teukolsky d-dimensionales
y las correspondientes a agujeros negros estéticos, tienen una estructura de
tipo onda en términos de una familia de operadores de onda generalizados
[Js,s) que se construyen con conexiones GHP modificadas, extendiendo asi
los resultados de [22, [1] a espacios algebraicamente especiales en dimensiones
arbitrarias. Encontramos ademas relaciones interesantes entre las conexiones
modificadas y tensores que satisfacen ecuaciones de tipo Killing con respecto
a las derivadas correspondientes. También encontramos que las ecuaciones es-
calares se obtienen como proyecciones off shell de un operador de Laplace-de
Rham modificado, lo cual guarda cierta relaciéon con los resultados del ca-
pitulo [ Similarmente al caso 4-dimensional, tomando ecuaciones adjuntas
pudimos construir soluciones de las ecuaciones de campo originales en una
forma muy compacta a partir de soluciones de las ecuaciones escalares, mos-
trando de nuevo un patron de simetrias en dicha reconstruccion. Por tltimo,
interpretamos las conexiones modificadas y los tensores de tipo Killing en
términos de operadores conformemente covariantes, y asimismo observamos
que la relacién entre covariancia conforme y ecuaciones de campo es mas sutil
que en el caso 4-dimensional.
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