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Resumen

La solucién matemaéatica de problemas de difusién transitoria es ampliamente conocida en dominios de
geometria convencional y se encuentra disponible en tratados clasicos. Por otro lado, debe admitirse que
en muchos casos resulta dificil obtener contornos matematicamente perfectos, debido a que los procesos de
manufactura, conformado o estampado pueden provocar perturbaciones en los mismos.

En el presente trabajo se estudia el problema indicado en su titulo por medio de un enfoque que combina
transformaciéon conforme y métodos variacionales que permite determinar en forma aproximada el campo
térmico en un disco circular con pequenas perturbaciones periédicas a lo largo de su contorno.

Palabras clave: distribucion térmica transitoria, disco circular, borde circular perturbado,
métodos variacionales, transformacion conforme.

TRANSIENT HEAT CONDUCTION IN A CIRCULAR PLATE WITH SLIGHTLY DISTURBED
BOUNDARY

Summary

The mathematical solution of unsteady diffusion-type problems in classical geometric configurations is well
known and, certainly, available in classical treatises. On the other hand mathematically perfect boundaries
are not, in general, obtainable in many instances since boundary disturbances occur due to manufacturing
or machining processes.

The present study tackles the title problem by means of a combined conformal mapping-variational approach
which allows for the approximate determination of the temperature field in a circular disk with small, periodic
disturbance along the contour.

Keywords: transient temperature distribution, circular shape, disturbed circular edge, varia-
tional method, conformal mapping.
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INTRODUCCION

El analisis matematico de problemas transitorios de difusién ha sido estudiado con pro-
fundidad desde hace més de un siglo en el caso de dominios geométricamente convencionales:
cuadrado, eliptico, circular, etc. El objetivo de la presente investigacion es estudiar el pro-
blema en el caso en que el borde de un dominio de forma clasica, por ejemplo, el circular, es
afectado por perturbaciones leves, que pueden considerarse periédicas y en algunos casos son
originadas en el proceso de manufacturacién de la placa o disco. Se supone que el dominio
circular perturbado en el plano complejo z = re® se consigue, mediante transformacién

conforme, de un circulo unitario en el plano ¢ mediante la funcién analitical?
a
z= 1+ me&™ 1
(1 me)e 1)

donde & = re’?, a es el radio del circulo circunscrito y m < (1/n + 1).

El pardmetro n es un numero entero que define el nimero de ejes de simetria de la
configuracién perturbada. En el caso de la Figura 1, n = 10, m = 0,025. El sistema
diferencial que gobierna el problema es transformado utilizando la ecuacién (1) y debido
a que dicha transformacién modifica a las ecuaciones diferenciales o derivadas parciales,
los autovalores del problema deben ser calculados mediante un método variacional. Por lo
tanto, en el caso en que la temperatura es inicialmente uniforme en el dominio de la placa,
la distribucién no estacionaria de temperatura se expresa en términos de un desarrollo de
Fourier—Bessel en el plano £. Utilizando la ecuacién (1), se determina en forma aproximada
el campo térmico en el plano z3.

\Perfect boundary

Disturbed boundary

a

Figura 1. Disco circular con perturbaciones geométricas periédicas (n = 10, m = 0,025)

SOLUCION APROXIMADA DEL PROBLEMA

El problema en anélisis es gobernado por el conocido sistema diferencial
10T

2 _
VT—aat (2a)

T(xz,y,t) =0 en el borde (2b)
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T(x,y,0) =T, (2¢)

con a = Cpp/k.
Aplicando el cldsico método de separacion de variables mediante T = T (z,y)7(t) y
sustituyendo en (2a), se obtiene

T(t) = Apef‘”;t; VT 4+ 72T =0 (3a,b)
Sustituyendo (1) en (3b) conduce a

VAT + 7, (P T = 0 (4)

La condicién de borde para T} (&, §) es ahora

T1(§7§) ~ = Tl(ra 9)
(£.8)12=1

=0; Ti(&,8) =Ty (5a,b)

r=1

Teniendo en cuenta las ecuaciones (5a) y (5b), y como una aproximacién de primer orden,
puede despreciarse la variacion en la variable azimutal 8 en el plano £, con lo que la soluciéon
de (4) puede expresarse como

T(£,6) = Ti(r) =) _ B,Jo(B,)r (6)

donde las (Gp’s son las raices de Jo(z) (funcién de Bessel de primera clase y orden cero)
B, =2,4048; 5,5201; 8,6535;

y las constantes B,’s vienen dadas por

2T
B, = ——2 _ =1,6019; —1,0648; 0,8514, —0,7295;
Ble(ﬁp)

Para valores del tiempo ¢ >> 0, s6lo los primeros términos de T'(r,0,t) = T'(r,t) serdn
suficientes y, por lo tanto, habra que determinar unicamente los valores menores de la
constante de separacion o autovalor 'yz. Esto puede ser implementado en forma muy simple
utilizando un método variacional, por ejemplo, el método de Galerkin con una aproximacién
polinémica del tipo?

Tl = (Zsp + 11[11 (7&)
donde

p
Op = ZCp(l —rP); Wy =Dy(1 —7r°)rcosnd (7b)
p=1

Con respecto a las relaciones funcionales definidas en las ecuaciones (7) cabe senalar el
hecho de que satisfacen idénticamente la condicién de temperatura nula en el contorno del
circulo unitario, ya que en el plano transformado (plano ) su radio es igual a la unidad y las
funciones coordenadas definidas en la expresién (7b) son nulas para r = 1. Las funciones que
integran ¢, pueden ser consideradas como “funciones base” (tienen en cuenta inicamente a
la variable radial), mientras que ¥; contiene a la variable azimutal 6 y permite una mejor
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aproximacién al problema fisico en cuestiéon. Por otra parte, tanto ¢, como ¥ contienen el
parametro de optimizacién exponencial de Rayleigh que posibilita una optimizacién ulterior
de los autovalores en virtud del hecho de que el método de Galerkin brinda cotas superiores
(en forma similar a las predicciones del método energético de Rayleigh Ritz). Asimismo, el
pardmetro P que establece el limite superior de la sumatoria que define ¢, ha sido tomado
igual a 3.

Conviene recordar que el clasico método de Galerkin consiste en sustituir la expresion
de T; de la ecuacién (7a) en la ecuacién diferencial a derivadas parciales transformada
(4), obteniéndose asi la “funcién residual” o “funcién error”. Luego se requiere que dicha
expresion sea ortogonal con respecto a cada funcién coordenada. Resulta asi en definitiva
un sistema lineal y homogéneo de ecuaciones en las constantes C,, y D;. De la condicién de
no trivialidad del sistema resulta un determinante—ecuacién en los autovalores del problema
que, como ultimo paso del proceso algoritmico, son minimizados con respecto al parametro
exponencial s. Dicho ltimo paso constituye en esencia un proceso de optimizacién no lineal,
que es efectuado numéricamente. En este trabajo se ha considerado de interés utilizar los
dos primeros autovalores.

RESULTADOS NUMERICOS

Se ha determinado la distribuciéon aproximada de la temperatura para la configuracién
indicada en la Figura 1. Los dos primeros autovalores obtenidos mediante el método
variacional de Galerkin son

(11a)* = 6,072a% (72a)* = 32, 04a?

La Figura 2 muestra la variacién de la temperatura 7'/7T; en el centro de la placa (linea

discontinua) en funcién de la variable adimensional de tiempo, ¢t = fgé’ t = 5%t. En la
Figura 3 se muestra la temperatura 7'/7T, en un radio de la placa para distintos valores de
t;. Nuevamente la linea discontinua muestra la variacién térmica en el caso del disco con
borde perturbado, mientras que la linea continua corresponde al dominio circular perfecto.

Como han determinado Laura y Faulstich!, existe un acuerdo excelente entre la solucién
analitica exacta y los valores aproximados obtenidos por el presente enfoque en el caso de

una configuracién cuadrada.

1 Perfect boundary
R U Disturbed boundary
0.6
04
0.2
— 1
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Figura 2. Variacién de T'/Tq en el centro del disco
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Figura 3. Variacién de T'/T, en un radio del disco
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