ISSN 1853-3329

UNIVERSIDAD NACIONAL DE TUCUMAN
FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS
INSTITUTO DE INVESTIGACIONES ESTADISTICAS

N°110
SERIE CUADERNOS INIE

(Diciembre de 2010)

Algunos Comentarios sobre
Muestreo de
Poblaciones Bernoulli

Por

Viviana B. Lencina

Profesora Adjunta, Instituto de Investigaciones Estadisticas
(INIE) Facultad de Ciencias Econémicas, Universidad Nacional
de Tucuman, Argentina.

Investigador Asistente del Consejo Nacional de Investigaciones
Cientificas y Técnicas (CONICET), Argentina.

Editor responsable: Dr. Raiil Pedro Mentz
Instituto de Investigaciones Estadisticas (INIE)
Facultad de Ciencias Economicas, UNT
Avda. Independencia 1900
Casilla de correo n° 209
4000, San Miguel de Tucumdn
Tucumadn, Argentina
Tel. (0381) 410-7548
Fax: (0381) 436-4105
e-mail: inie@herrera.unt.edu.ar



Algunos Comentarios sobre Muestreo
de Poblaciones Bernoulli

Viviana B. Lencina

Instituto de Investigaciones Estadisticas, Facultad de Ciencias Econdmicas, UNT
Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas, CONICET
Argentina
e-mail: lencina_viviana@yahoo.com.ar

Resumen
En este trabajo se aborda el problema de Inferencia en Poblaciones
Bernoulli, y se muestra como, en el proceso de obtener los datos de la
poblacién mediante un muestreo aleatorio simple, diferentes fuentes de
variabilidad producen pardmetros en las variables aleatorias que serdn
observadas (muestra) que pueden no coincidir directamente con los

parametros en la poblacion bajo estudio.

Palabras-Claves: Poblacion Bernoulli, Errores de medida, Muestreo

1. Introduccion

Al utilizar Metodologia Estadistica para resolver problemas aplicados es comun
el adoptar un modelo probabilistico, que se supone estd regulando el proceso fisico
subyacente, y especificar las diversas preguntas de investigacion en términos de los
parametros de ese modelo. Es fundamental interpretar correctamente los parametros del
modelo probabilistico para poder especificar operacionalmente los objetivos del
problema y seleccionar la técnica estadistica a ser utilizada. De esta manera, se podra
responder correctamente a las diversas preguntas de investigacion planteadas.

Insistir en el cuidado que debe tenerse al realizar la asignacién de significado
practico a los pardmetros de un modelo supuesto no es un exceso ni algo superfluo.
Particularmente, se conocen situaciones en la literatura estadistica donde la asignacién
equivocada de significado a los pardmetros ha conducido a controversias con relacion a
la forma de analizar algunas situaciones. Por ejemplo, en la segunda mitad del siglo
pasado se ha prestado bastante atencion al andlisis de un experimento con dos factores
(A y B), donde la respuesta se registra para cada nivel del factor A y para un subgrupo

seleccionado aleatoriamente de niveles del factor B. Debido a que se proponen dos



modelos diferentes para analizar la misma informacion, se generd una controversia al
evaluar la hipétesis de “inexistencia de efecto principal debido al factor aleatorio en
presencia de interaccion”. Bajo cada modelo, las pruebas de hipdtesis propuestas en la
literatura usan estadisticos de pruebas diferentes y pueden conducir a resultados o
conclusiones diferentes. Se puede mostrar que esta discordancia en los resultados se
debe a que las hipétesis puestas a prueba no son equivalentes; es decir, la forma en que
se operacionalizé la hipédtesis de interés, en ambos modelos, condujo a restricciones
sobre los respectivos parametros que no son equivalentes. Por lo tanto, las hipdtesis
nulas puestas a pruebas no coincidian (Hocking 1973, Lencina et al., 2005).

En este trabajo se aborda el problema de Inferencia en Poblaciones Bernoulli,
siendo que por poblacién Bernoulli se entiende una poblacién cuyas observaciones son
valores de una variable aleatoria Bernoulli. Este problema ocurre frecuentemente en la
practica estadistica, por ejemplo cuando se quiere estimar la proporcion de articulos
defectuosos en una linea de produccién, la prevalencia de alguna patologia, o la
proporcién de personas a favor de alguna politica gubernamental.

El objetivo principal de este trabajo es mostrar cémo, en el proceso de obtener
los datos, diferentes fuentes de variabilidad pueden resultar en que los pardmetros de las
variables aleatorias que componen la muestra difieran de los pardmetros en la poblacién
bajo estudio. Es pertinente tener en cuenta esta situacion dado que generalmente los
parametros sobre los que se quiere hacer inferencia son los de la poblacién.

En la Seccion 2, se especifica lo que se entiende por Poblacién Bernoulli; en la
Seccién 3 se muestra como las distribuciones de las variables observadas en el muestreo
pueden tener diferente esperanza matematica que las de la poblacion en presencia de
error de respuesta interno y en la Seccion 4 se muestra lo mismo bajo la presencia de
error de respuesta externo (error de medicién). Se finaliza este trabajo con una

discusion general en la Seccién 5.

2. Poblacién Bernoulli

La distribuciéon Bernoulli es una distribucion de probabilidad que toma el valor
1 con probabilidad 7 y el valor O con probabilidad 1—7 . Un proceso Bernoulli es un
proceso estocdstico discreto compuesto por una secuencia finita o infinita de variables

aleatorias independientes X,,X,,...X,,... tales que, para cada i, X, tiene una

distribucién Bernoulli, y P(X,=1)=x. Las variables X, (i=l,...) se denominan



ensayos o ensayos de Bernoulli (en honor al matemético suizo James Bernoulli, 1654-
1705).

Hay diversas variables aleatorias relacionadas con un proceso Bernoulli. Se
pueden mencionar, por ejemplo, que (i) el nimero de éxitos en los primeros n ensayos
tiene una Distribucion Binomial, (ii) el nimero de ensayos necesarios para obtener r
éxitos sigue una Distribucion Binomial Negativa, y, como caso especial de la binomial
negativa, (iii) el nimero de ensayos necesarios hasta conseguir el primer éxito sigue una
Distribucion Geométrica.

Usualmente se identifica a la distribucion binomial como una distribucién en el
muestreo, porque describe el nimero de ensayos independientes, u observaciones, con
un particular resultado (denominado éxito), cuando cada uno de los n ensayos tiene la
misma probabilidad de éxito.

El caso mds tipo donde se presenta esta distribucién se puede enunciar en
términos de un problema de urna. Especificamente, se dispone de una urna con pelotas
de dos colores, se extrae con reposicion n pelotas y se cuenta el nimero de pelotas con
un color en particular. Este ejemplo corresponde a una poblacién finita, cuyos
elementos tienen asociados un atributo considerado como fijo para cada elemento y se
observan los atributos de los elementos seleccionados en una muestra aleatoria simple
con reposiciéon de tamafio fijo n. Esta correspondencia se debe a que no hay nada de
aleatorio en la poblacion y la aleatoriedad en la respuesta que se observard, una vez
realizado el muestreo, se debe exclusivamente a la aleatoriedad inducida por el
muestreo.

Johnson et al. (1996, pp.106) afirman que “la distribucién binomial ocurre
cuando una muestra de tamafio fijo n es tomada de una poblacién infinita, donde cada
elemento de la poblacion, independientemente de los otros, tiene la misma probabilidad
7 de poseer un determinado atributo. Esta situacién también acontece cuando una
muestra de tamafio fijo n es tomada de una poblacioén finita, donde cada elemento de la
poblacién, independientemente de los otros, tiene la misma probabilidad 7z de poseer
un determinado atributo y los elementos son seleccionados independientemente y
secuencialmente con reposicion”.

Se observa que al asignar una probabilidad al evento de poseer un determinado
atributo, implicitamente se infiere que el hecho de poseer el atributo es aleatorio y no
fijo. A modo de ejemplo considérese que se tiene una caja o urna con N pelotas

distinguibles, donde cada pelota posee luces intermitentes, que a veces estan encendidas



y a veces apagadas, independientemente la una de la otra, con probabilidad 7 o 7,

s=1,..N, dependiendo de si la probabilidad de estar encendida es comtn o no para todas
las pelotas, respectivamente. En este ejemplo, la caracteristica de interés (variable
indicadora de si tiene la luz encendida o no) en cada elemento de la poblacién es una
variable aleatoria. Algunas de esas pelotas serdn seleccionadas aleatoriamente y se
registrard si estdn encendidas o apagadas en el momento en que se realicen las
observaciones. Como en esta situacion la poblaciéon no tiene un atributo fijo sino
aleatorio, se puede considerar que se estd en presencia de una fuente de aleatoriedad
interna en cada individuo de la poblacién o error interno.

A las situaciones antes mencionadas también se puede afadir la situacién en que
una muestra de tamafo fijo n es tomada de una poblacién finita, donde cada elemento
de la poblacién , independientemente de los otros, tiene la misma probabilidad 7z de
poseer un determinado atributo y los elementos son seleccionados independiente y
secuencialmente sin reposicion (ver demostracion Apéndice A).

Generalmente, es una de las mds usadas en los cursos introductorios de
Estadistica y Probabilidades, junto con las distribuciones Poisson y Normal. Se usa, por
ejemplo, para modelar:

(a) el niimero de caras obtenidas al arrojar “n” veces una moneda,

(b) el nimero de bolas rojas seleccionadas con reposicién de una caja con bolas rojas y
azules,

(c) el ndimero de profesores a favor de alguna politica universitaria en una muestra
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aleatoria de “n” profesores,
(d) el numero de estudiantes en una muestra aleatoria de tamafio “»” que terminan una
prueba en menos de una hora, 6
69

(e) el nimero de articulos defectuosos obtenidos en una muestra de “n” articulos

seleccionados de una linea de produccion.

Con lo mencionado hasta ahora, es sencillo justificar que las variables definidas
en los ejemplos (a) y (b) siguen una distribucién binomial, cuya probabilidad de éxito
coincide con la probabilidad de éxito en la poblacién. Especificamente en el caso (b), el
nimero de bolas rojas en las “n” bolas seleccionadas con reposicion de una caja con r

bolas rojas y b azules tiene una distribucién binomial con pardmetros n y 7, b(n,7),

donde 7 es la proporcidn de bolas rojas en la caja, r/(r+b).



Por otra parte, los ejemplos (c) y (d) se diferencian de los anteriores debido a
que en ellos se debe considerar la existencia de una fuente de aleatoriedad interna (error
de respuesta interno); puesto que si el mismo individuo (profesor o estudiante) es
observado en dos oportunidades diferentes la respuesta no es necesariamente la misma.
En ambos ejemplos también puede ocurrir que la probabilidad de éxito dependa del
individuo. En estos ejemplos, si bien es claro que las variables observadas en la muestra
son Bernoulli, no es tan directo afirmar cudl es el parametro 7 asociado a esta
distribucion, puesto que se estd en presencia de dos fuentes de variabilidad, la que
depende del individuo y la introducida por el muestreo. ;Serd que 7z es la proporcién de
estudiantes en la poblacidon que finalizan la prueba en menos de una hora? ;Serd la
probabilidad que un estudiante cualquiera, pero fijo en la poblacidn, finalice la prueba
en menos de una hora? ;Serd la probabilidad de que cualquier estudiante seleccionado
en la muestra finalice la prueba en menos de una hora?

Por otro lado, para justificar que la variable definida en (e) sigue una
distribucién binomial, es necesario suponer que el proceso de produccion es estable, es
decir que la probabilidad de que un articulo fabricado sea defectuoso es constante a lo
largo de toda la linea de produccidn, y ademds suponer que el hecho de que un articulo
sea defectuoso no depende de si son o no defectuosos los otros articulos. Se debe
destacar en este caso que si el sistema de control o monitoreo no es perfecto, el nimero
de articulos observados como defectuosos puede no coincidir con el nimero de articulos
defectuoso. El sistema de monitoreo, o de clasificacion como defectuoso o no
defectuoso, introduce una fuente de variabilidad extra en las variables que se observan
(error de respuesta externa o error de medicion). Especificamente, la probabilidad de
que un articulo seleccionado sea calificado como defectuoso depende de la capacidad
del sistema para detectar como defectuoso un articulo defectuoso y como no defectuoso
un articulo no defectuoso, y de hecho puede diferir de la probabilidad de que el articulo
sea realmente defectuoso. Esto debe ser tenido en cuenta para atribuir un correcto
significado a los parametros de las variables aleatorias con las cuales se trabaja.

Las preguntas de investigacién, en general, estin relacionadas con algin
parametro de la poblacion (objeto de inferencia estadistica). Consecuentemente, es
importante saber cémo €stos se relacionan con los parametros en la muestra (variables
aleatorias que serdn observadas una vez realizado el muestreo), y cémo los pardmetros

en la muestra estan relacionados con las preguntas de investigacion formuladas.



En la poblacién, cada bola es roja o azul, cada estudiante puede terminar o no
una prueba en menos de una hora, y cada articulo es defectuoso o no defectuoso y a su
vez podra ser detectado como defectuoso o no (ejemplos b, d y e respectivamente). Una
vez seleccionada la unidad en la muestra, no hay nada de aleatorio en el ejemplo (b),
puesto que la tnica fuente de aleatoriedad en ese caso es el muestreo; sin embargo, en
los ejemplos (d) y (e) la respuesta en la unidad seleccionada todavia es aleatoria debido

a la presencia de error de respuesta interno y externo, respectivamente.

3. Error de Respuesta Interno

Se considera la presencia de respuesta de error interno, cuando la caracteristica
de interés en cada elemento de la poblacién es una variable aleatoria. En el caso
considerado en este trabajo, la caracteristica de interés es una variable Bernoulli, y es

por eso que se habla de muestreo de poblaciones Bernoulli.

En esta seccidn se considerardn las siguientes tres situaciones:

@) Una poblacién finita de distribuciones Bernoulli, todas ellas independientes
con la misma probabilidad de éxito, ; es decir X, X,,..., X, i.id B(x).

(i1) Una poblacién finita de k grupos de distribuciones Bernoulli, independientes
con probabilidades de éxito Z;, es decir le,ij,...,Xij iid B(ﬂ'j) para
J=1,...k.

(iii)) Una poblacién infinita de distribuciones Bernoulli, indexada por €,

independientes con pardmetros 7, @€ L.

Se supone que se selecciona una muestra aleatoria simple con reposicion de

tamafio “n” de elementos de la poblacién y se denota con Y, la respuesta observada para

la i-ésima unidad seleccionada en la muestra. En esta seccion se encontrard formalmente

n
la distribucion de S = ZYi para cada una de las situaciones antes mencionadas.
i=1

3.i. Poblacion Finita de distribuciones Bernoulli con la misma probabilidad de

éxito.



Se considera una poblacién finita de distribuciones Bernoulli {X,, X,,...X,},

todas independientes y con la misma probabilidad de éxito (x), para todos los

se U ={1,2,..,N}, de la cual se selecciona un muestreo aleatorio simple con
reposicién y se observa Y,,Y,,....,Y .
Las variables aleatorias Y,,Y,,....,Y tienen dos fuentes de aleatoriedad, una

proveniente del muestreo, que se denota con el subindice &, y otra proveniente de la

respuesta aleatoria (o poblacién Bernoulli), denotada con el sub-indice / (/nterno).

N
Especificamente, Y, = ZU +X,,donde U, es una variable aleatoria que asume el valor

s=1
1 cuando la i-ésima unidad seleccionada en la muestra se corresponde con el elemento s
de la poblacién finita, y E(U,)=N"", para todo iy s. Para calcular P(Y,=1) se observa
que,

P(Y, =) =E,(Y)) =E,(E, ()

50

=E,; (iU”E,,f(XS)J

Se nota que las Y,.Y,,...Y, son independientes puesto que el muestreo es con

n

reposicion. Por lo tanto, las variables aleatorias Y,,Y,,...,Y, constituyen una secuencia

finita de variables aleatorias independientes Bernoulli (Proceso Bernoulli), donde 7 es

la probabilidad de éxito, comun para todas las unidades en la poblacién, y

n
consecuentemente S = z X, tiene distribucion binomial con pardmetros ny 7.
i=1

Se observa que esta situacién también ocurre cuando el muestreo es sin

reposicion (ver ejemplo presentado en Apéndice A).

3.ii. Poblacion Finita de k grupos de distribuciones Bernoulli con probabilidades de
éxito 7,,..., 7,
Se considera ahora una poblacién finita compuesta por k grupos O,,0,,...,0,

de distribuciones Bernoulli independientes, dentro y entre grupos, con probabilidades de



éxito 7,,...,7, respectivamente. Se supone que cada grupo tiene N, N,,..,N,

k
elementos respectivamente ( N = z N;).
j=1

Bajo un muestreo simple con reposicion, las variables aleatorias Y, (i=I,..., n),

asumen los valores 0 6 1, y la probabilidad de éxito, P(Y; =1), se calcula como sigue:

Se observa que las 1,Y,,....Y,

n

son independientes debido a que el muestreo es con

reposicion, entonces ellas constituyen una secuencia finita de distribuciones Bernoulli
k

independientes, donde 7 = Z?[jN ;/ N no es necesariamente la probabilidad de éxito
j=1

de algiin elemento de la poblacidn, sino que es la media ponderada de las probabilidades

de éxito en los diferentes estratos, ponderada por el tamafio de cada estrato. En otras

palabras, se puede decir que 7 es la media de las probabilidades de éxito en la

poblacién, usando una medida uniforme discreta como medida de probabilidad en la

poblacién. Aqui también, se sigue que S :zYi tiene distribucién binomial con

i=1

pardmetrosny 7.

3.iii. Poblacion Infinita de Distribuciones Bernoulli
Para finalizar, se considera la situacién donde la poblacion es infinita, indexada
por Q, tal que para cada elemento de la poblacién la caracteristica de interés es una

variable aleatoria con distribuciéon Bernoulli con pardmetros 7,, @€, y que la
funcién que asigna 7, a cada @e  es una variable aleatoria cuya distribucion de
probabilidad viene dada por F, .

Para todo i, ¥, asume los valores 06 1,y P(Y, =1) es dada por,

1



P(Y, =1)= Ey, (Y) = E; (E, ;(Y)
=E, (E,,é(X&,(é)))
:J‘ﬁa,dPQ =T,

Q

donde, dado el muestreo, @(¢) denota la i-ésima unidad seleccionada de la poblacion.

Aqui, nuevamente, todas las variables Y,,Y,,....Y tienen distribucién Bernoulli con

parametro 7, la media o esperanza matematica de las probabilidades de éxito en los
elementos de la poblacion.

Debido a que el muestreo es aleatorio simple sin reposicidn, las variables

Y,,Y,,....Y ~son independientes y la distribuciéon de S :zYi es binomial con

125225 %p
i=1

pardmetrosny 7.
4. Error de respuesta externo.

En la Seccidén 3 se ha discutido la presencia de error interno, interpretindose por
ello a que la caracteristica de interés en cada individuo es en realidad una variable
aleatoria. Una vez realizado el muestreo aleatorio simple con reposicion, las variables

observadas Y,.Y,,....,Y constituyen un proceso finito de Bernoulli con pardmetro 7,
donde 7 es la media de las probabilidades de éxito en la poblacién de donde se tom¢ la
muestra.

Se considera en esta seccion la presencia de error de respuesta externo, o de
medicidn, en que, una vez seleccionada la unidad que ha de observarse, el proceso de

medicion no permite observar Y, sin error, sino que se observa W,. En el ejemplo sobre
el numero de articulos defectuosos en una muestra, Y, indicaria si el i-ésimo articulo es
o no defectuoso, y W, indicaria si el articulo es detectado o no como defectuoso.

Si se considera que

PW, =1y, =1)=S (1)

PW, =0y, =0)=E )

10



son constantes que no dependen de i o 7, se puede concluir que para cada una de las
situaciones descritas en la Seccién 3, la probabilidad de éxito de la variable realmente
observada W, es
T =PW =1)
=PW, =1[Y, =) 7+ PW, =1[\,=0)(1-71)  (3)
=(1-E)+(S+E-Drx.

Por lo tanto, W,,W,,..,W  constituyen una secuencia de distribuciones Bernoulli

independientes con probabilidad de éxito 7 . En este punto es importante observar que
dependiendo de los valores E y S, el pardmetro 7~ puede diferir bastante de 7, y que la

expresion (3) permite cuantificar el error cometido al interpretar 7' como 7 para
diferentes niveles de Sy E.

En Medicina es comun el evaluar una prueba diagnéstica calculando S y E, que
se denominan sensibilidad y especificidad respectivamente.

Existen situaciones donde S y E dependen de i, por ejemplo cuando la persona
que realiza la medicion, o el instrumento con que se mide no es el mismo para todos. De

esta manera, la secuencia finita W;,W,,....,W no constituiria un proceso de Bernoulli,

debido a que la probabilidad de éxito no seria constante.

5. Discusion

En este trabajo se aborda el problema de muestreo de una poblacion donde la
caracteristica de interés es dicotdmica, en presencia de error de respuesta interno
(Poblacién de variables aleatorias Bernoulli) o de error externo.

Se considera un muestreo aleatorio simple con reposicion y se observa que en
presencia de error interno las variables aleatorias en la muestra constituyen un proceso
de Bernoulli con pardmetro 7, la media de las probabilidades de éxito de las variables
aleatorias Bernoulli en la poblacion. S6lo en caso de que las variables aleatorias en la
poblaciéon tengan todas las mismas probabilidades de éxito, 7 también sera la
probabilidad de éxito de cualquiera de ellas.

En presencia de error de medicién externo, y bajo ciertos supuestos de
estabilidad, también al realizar un muestreo aleatorio simple se observa un proceso de
Bernoulli, pero el parametro del proceso, es decir la probabilidad de éxito en cada
ensayo Bernoulli, depende de la habilidad del proceso para detectar correctamente los

éxitos y los fracasos.

11



En las situaciones abordadas en este trabajo, la proporcién de éxitos en la
poblacién es en realidad una variable aleatoria, puesto que la caracteristica de interés en
cada elemento de la poblacién es una variable aleatoria, y 7 es la media de esta variable
proporcién. Para ejemplificar lo que aqui se describe, supdngase, por ejemplo, que se
quiere estimar el voto a favor de un candidato en una determinada eleccidn; en esta
situacion el foco de interés es una realizacion de esa variable proporcion, que sucederd
el dia de las elecciones y no la media z. Tener bien claro este concepto es de suma
importancia, particularmente cuando se trata de hacer alguna afirmacién acerca de la
variabilidad o error cuadritico medio del correspondiente estimador.

Para finalizar se quiere enfatizar que la asignacion correcta del significado a los
parametros tiene un papel importantisimo tanto en la educaciéon como en la consultaria
estadistica, puesto que permite especificar tanto los objetivos operaciones en el

problema que se quiera abordar como asi también seleccionar la estrategia de andlisis.
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8. Apéndice A
Se considera la situacién en que una muestra de tamafio fijo n es tomada de una

poblacion finita, donde:
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(i) cada elemento de la poblacién tiene la misma probabilidad 7 de poseer un
determinado atributo (éxito),
(i) el hecho de que un elemento de la poblacién posea o no el atributo es independiente
de lo que suceda con los otros elementos de la poblacion, y
(ii1) los elementos son seleccionados por un muestreo aleatorio simple sin reposicion

Considerando que la poblacion finita estd compuesta por N elementos, sea X
una variable aleatoria que asume el valor 1 cuando el elemento s presenta un éxito y 0
cuando no presenta éxito, para s=1,..., N . Bajo el supuesto que la ocurrencia de éxito
en cualquier subconjunto de elementos de la poblacién no depende de la ocurrencia de
éxito en los otros elementos se puede decir que las variables aleatorias
X,.X,,...,X, son independientes e idénticamente distribuidas como una Bernoulli con
pardmetro 7 (X,,X,,..., X, i.id B(x)).

Si se realiza un muestreo aleatorio simple sin reposicién de tamaiio fijo n.

Sea U,=(U,,U,,...,.U,)un vector aleatorio cuyas componentes asumen el
valor 1 en la posicién correspondiente al elemento de la poblacién extraido en la i-ésima
seleccion/extraccion y 0 en todas las otras posiciones, para i =1,...,n.

La variable aleatoria que indica si presenta un éxito el elemento seleccionado en

N
la i-ésima extraccion se denota con Y, y es tal que Y, = ZU » X, . Los valores posibles

s=1

de Y, son 0 6 1, y asume el valor 1 con probabilidad E(Y;). Se puede observar que

N N N 1
E(Y)=) EU,X)=Y EU,EX,)= Zﬁn =r.
s=1 s=1 s=1

Los valores posibles de (Y,,...,Y,) son 2", donde las coordenadas de cada n-ipla

son Os y 1s. Si se tienen N elementos en la poblacion y se extraen sin reposicion n de

ellos, considerando que el orden de seleccion interesa, se tiene ( j posibles n-uplas

n

de elementos de la poblacién, todas ellas con la misma probabilidad de aparecer

1 .
n
Dada cualquier n-tpla de elementos de la poblacién s, =(s,,...,s, ), los valores

observados de (Y},...,Y,) todavia son los 2" mencionados anteriormente, puesto que la

13



respuesta o atributo en cada individuo de la poblacion es aleatoria

(X,.X,,....Xy1idB(x)), y consecuentemente

£ ey =(=m) 7 77

Sobs

donde f, denota la funcién de masa condicional de (¥,....Y,) dado que se selecciond

la n-upla s, de elementos.
Como todas las n-tiplas de elementos de la poblacién aparecen con la misma
probabilidad la funcién de masa conjunta de (Y},...,Y,) serd

iz—iy[ iy[
fGrny)=(=m) = 77

— fl(l _ ﬂ-))‘; i ,
i=1

y por lo tanto, (Y),....Y,) son independientes.

De esta manera queda probado que (Y,...Y)) son 1iid. B(x) vy

n

consecuentemente Y Y, ~ b(n, 7).
i=1

Se observa que si en la poblacién la probabilidad de éxito no fuera la misma en

todos elementos, esta demostracién ya no seria vélida.
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