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Abstract: In this note | shall point out that, from his first works on the
foundations of geometry, Hilbert emphasized that his new formal
axiomatic method should not be seen exclusively as a successful
instrument to achieve a logically more rigorous and systematic
presentation of preexistent mathematical theories. On the contrary, |
shall argue that Hilbert constantly underscored, particularly in his
unpublished notes for lecture courses, that the axiomatic method was a
very fruitful mathematical tool, that not only could lead to new original
results, but that basically inaugurated a new branch of mathematical
research.

Key words: Hilbert; geometry; axiomatic method.

Resumen: El objetivo de esta nota es sefialar que, desde sus primeros
trabajos sobre los fundamentos de la geometria, Hilbert se ocupd de
enfatizar que su nuevo método axiomatico formal no debia ser entendido
sélo como un instrumento eficaz para lograr una presentacion mads
rigurosa ldgicamente y sistematica de teorias matemadticas preexistentes.
Por el contrario, sostendré que en este periodo inicial Hilbert destacé
constantemente, especialmente en notas manuscritas de clases, que el
método axiomdtico constituia una herramienta matematica sumamente
fructifera, que no sélo podia conducir a nuevos resultados originales, sino
que basicamente inauguraba una nueva darea de investigacion
matematica.
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1. Introduccion

La monografia Fundamentos de la geometria de David Hilbert (1862—-1943),
publicada originalmente en 1899, es considerada habitualmente una de sus
contribuciones mas importantes a los fundamentos de la matemadtica. Segun se
declara en la introduccion del libro, el objetivo de la investigacién es presentar un
nuevo conjunto simple y completo de axiomas independientes entre si para la
geometria euclidea, y deducir de alli sus teoremas mas importantes.’ Por medio de
su nuevo sistema de axiomas, Hilbert logrd reconstruir integramente y de un modo
riguroso el edificio de la geometria euclidea elemental. Con el término “riguroso” se
alude a una serie de criterios fundamentales de este nuevo abordaje axiomatico
formal a la geometria: en primer lugar, la totalidad de los axiomas o principios debia
ser establecida explicitamente desde un inicio, y nuevos postulados no podian ser
asumidos durante el desarrollo de las demostraciones. En segundo lugar, el resto de
las proposiciones o teoremas de la geometria debian ser obtenidos sobre la base de
deducciones puramente ldgicas, i.e., sin apelar a ningln tipo de diagramas o
construcciones diagramaticas en las demostraciones. Esta inmediata vinculacién
entre el método axiomatico y la busqueda de rigor en matematica es un rasgo
mencionado explicitamente por Hilbert en su célebre conferencia de Paris
“Problemas matematicos” (1900). Asimismo, ésta es una de las caracteristicas mas
enfatizadas a la hora de describir la nueva concepcidon axiomatica formal de Hilbert,
tal como fue presentada por primera vez en Fundamentos de la geometria. Por
ejemplo, Klein sefiala lo siguiente, en una caracterizacion que podria denominarse

estandar:

! Cf. Hilbert 1899, p. 1.
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La formulacion [axiomatica] abstracta es absolutamente apropiada para la
elaboracién de las demostraciones, pero claramente no es apropiada para
el descubrimiento de nuevas ideas y métodos, mas bien, constituye la
culminacion de un desarrollo previo. (Klein 2006, p. 434)

En esta nota sostendré que, contrariamente a la opinion de Klein, desde un
inicio Hilbert rechazd la idea de que su nuevo método axiomatico formal consistia
exclusivamente en un instrumento muy eficiente para alcanzar un grado de mayor
abstraccién, rigor y sistematizacion en la presentaciéon de teorias matematicas
preexistentes. Por el contrario, intentaré mostrar que Hilbert se preocupd
constantemente por resaltar que el método axiomatico constituia una herramienta
matematica sumamente fructifera o fecunda, que no sélo podia conducir a nuevos
resultados y descubrimientos, sino que basicamente inauguraba una nueva area de
investigacién matemdtica. Si bien la fecundidad matematica del método axiomatico
puede reconocerse inmediatamente en Fundamentos de la geometria, seiialaré que
ésta fue una de las caracteristicas mas enfatizadas por Hilbert en sus notas
manuscritas para cursos sobre geometria, correspondientes a esta etapa inicial de

sus investigaciones sobre los fundamentos de la matematica.

2. El nuevo método axiomatico antes de Fundamentos de la geometria

Las primeras investigaciones axiomaticas de Hilbert en el campo de la
geometria euclidea consisten en un conjunto de notas de clases para un curso
dictado en el semestre de invierno de 1893/1894.% Este primer abordaje axiomatico
estuvo profundamente influenciado por el libro Vorlesungen iiber neuere Geometrie
(1882) de Moritz Pasch (1843-1930), que Hilbert habia estudiado especialmente
para la elaboracién de su curso. La influencia se percibe claramente en la postura
empirista que adopta Hilbert respecto de las bases epistemoldgicas de la geometria

y la naturaleza del conocimiento geométrico. Asimismo, el sistema de axiomas para

% Sobre el origen de estas notas véase Majer y Hallett (2004).
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la geometria euclidea propuesto en este curso guarda grandes similitudes con los
axiomas presentados por primera vez por Pasch, asi como también con la posicién
“deductivista” que adopta tempranamente Hilbert en relacidon al modo de llevar a
cabo las demostraciones en geometria, a saber: las demostraciones geométricas
deben proceder estrictamente de un modo puramente deductivo sobre la base de
los axiomas, y sin hacer ninguna referencia a diagramas o figuras geométricas.3

En cuanto a su concepcidn axiomatica, en este primer curso Hilbert presenta
ya las ideas fundamentales de su nueva concepcidon abstracta del método
axiomdtico. En primer lugar, rechaza explicitamente la utilizacion de definiciones
descriptivas a la Euclides de los objetos primitivos del sistema como puntos, lineas y
planos. Por el contrario, en su nueva presentacién axiomatica de la geometria
euclidea el primer paso consiste en suponer la existencia de un conjunto de objetos
cualesquiera, cuyas Unicas propiedades matematicas relevantes son las relaciones
establecidas en los axiomas. En segundo lugar, y como una consecuencia de lo
anterior, declara que su sistema axiomatico no debe ser entendido como una
descripcién directa o inmediata del espacio fisico, sino mas bien como un ‘esquema
de conceptos’, capaz de recibir diversas interpretaciones.4 En otras palabras, en este
curso inicial advierte que, de acuerdo con su nueva concepcion del método
axiomatico, la relacion entre su teoria geométrica axiomatizada y la ‘realidad’
acontece a través de interpretaciones o ‘aplicaciones’ [Deutungen].

Sin embargo, lo que todavia estd ausente en esta primera investigacion
axiomatica es quizas la contribucién mas original de Hilbert en esta etapa temprana
de sus trabajos sobre los fundamentos de la matematica, a saber: la perspectiva
metatedrica, o sea, las investigaciones metageométricas. En este primer abordaje
axiomatico a la geometria no encontramos una investigacion sistematica de la

consistencia, y sobre todo de la independencia, de los axiomas geométricos por

® Cf. Pasch 1882, p. 98 y Hilbert 1894, p. 75.
* Cf. Hilbert 1894, p. 104.
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medio del procedimiento de la construccion de “modelos” aritméticos, tal como se
presentan en Fundamentos de la geometria. Las investigaciones metageométricas
apareceran en cambio un poco después, en un curso que Hilbert dicté en el
semestre de invierno de 1898/1899, y que luego utilizdé para la elaboracion de la
primera edicién de su célebre monografia.” Es quizas por esta razdn que en este
periodo bien inicial Hilbert consideraba la perspectiva axiomatica como en cierto
modo estéril desde un punto de vista matematico. Esta opinion la encontramos en
una carta dirigida a su amigo y colega Adolf Hurwitz (1859-1919):

Por cierto, mi curso sobre los axiomas de la geometria no me ha

resultado, por lo menos hasta ahora, para nada edificante. Siempre lo

mismo: si se debe tomar esto o aquello como axioma; siempre el mismo

tono insipido, sin la vivida frescura de nuevos resultados. (Hilbert a
Hurwitz, 13 de junio de 1894)°

Como veremos en lo que sigue, Hilbert mudé su opinidn rapidamente.

3. La fecundidad del método axiomatico

El préximo curso que Hilbert dedicé a la geometria fue en el semestre de
invierno de 1898/1899. Este curso reviste una importancia fundamental, ya que fue
la base para la redaccién final de la primera edicién de Fundamentos de la
geometria.” En este curso la concepcion axiomatica formal se encuentra ya
completamente consolidada. Sin embargo, la diferencia fundamental respecto del
curso anterior es que ahora el nuevo espiritu metamatematico se halla plenamente
desarrollado. Por ejemplo, en estas notas Hilbert presenta una descripcién incluso
mas detallada que en Fundamentos de la geometria de como la teoria de los

numeros reales podia ser utilizada para construir diversas realizaciones o “modelos”

> Véase Hilbert 1898a y 1898b.

® Citado en Toepell 1986, p. 100.

’ En adelante llamaremos Festschrift a la primera edicion de Fundamentos de la geometria (Hilbert
1899).
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analiticos de los axiomas geométricos, y asi probar la independencia de una
proposiciéon geométrica — un axioma o un teorema — respecto de un determinado
conjunto de principios. La técnica de la construccion de “modelos"”, segin es
entendida y practicada por Hilbert en las investigaciones metageométricas
presentadas en este curso, consistia basicamente en traducir uno u varios grupos de
axiomas geométricos dentro de otra teoria matematica, i.e., la teoria de los
numeros reales. Para ser mas precisos, Hilbert comienza a utilizar aqui, como se
volverd después habitual en su monografia, un sub—cuerpo pitagérico (numerable)
de los numeros reales. Esta traduccién consistia en redefinir los conceptos
geométricos basicos como ‘punto’, ‘linea’, ‘congruencia’, en términos de la teoria de
los niumeros reales. Es decir, este método coincidia con el procedimiento estandar
de la geometria analitica, en donde se proporcionaban, sobre la base de un sistema
adecuado de coordenadas, nuevas definiciones de estos términos primitivos.

Luego, en este curso Hilbert explota esta nueva perspectiva, presentando
incluso novedosos resultados metageométricos que luego no fueron incluidos en el
Festschrift® Es interesante observar asi que estas novedosas investigaciones y los
resultados alcanzados cambiaron el modo en que Hilbert concibié en un primer
momento la funcién y utilidad del método axiomatico. Sin duda, el método
axiomatico era una herramienta eficaz para alcanzar un grado de rigor hasta el
momento inimaginable en la presentacién de la geometria elemental. No sélo el
sistema de axiomas que elabora Hilbert permitia evitar “lagunas” en las
demostraciones, sino que su presentacion axiomatica formal evitaba la intromisién
de la “intuicion geométrica” en el desarrollo de las demostraciones. Mas aun, por
medio de su presentacién de la geometria como un sistema axiomatico formal, esta
teoria se convirtié por primera vez en una teoria matemdtica pura, un hecho que
fue reconocido inmediatamente y sefialado como uno de sus principales logros. Sin

embargo, para Hilbert las investigaciones metageométricas constituian un aspecto

8 Algunos de estos resultados son analizados en (Hallett 2008).
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fundamental, en donde se percibia en cambio el cardcter matematicamente
fructifero del método axiomatico. Es dable notar que esta caracteristica fue enfatiza
por Hilbert constantemente a partir de la aparicion de Fundamentos de la
geometria.

Uno de los lugares en donde Hilbert resalta con mas énfasis la fecundidad
matematica del método axiomdatico es en un curso titulado Logische Principien des
mathematischen Denkens, dictado en 1905. Este curso podria identificarse como la
exposicién mas acabada del método axiomdatico formal en esta etapa temprana de
sus trabajos sobre los fundamentos. En particular, Hilbert reflexiona detalladamente
respecto de la naturaleza del método axiomatico formal y de su significado para la
matematica en general. La primera parte del texto esta dedicada a reproducir sus
sistemas de axiomas para la aritmética de los reales y para la geometria euclidea, y a
resumir algunos de los resultados mas importantes alcanzados previamente. Sin
embargo, tras presentar el sistema de axiomas para la geometria, Hilbert dedica mas
de 30 paginas de su curso a resaltar el valor de su nuevo método axiomatico para la
matematica en general; en particular, advierte que la peculiar fecundidad del
método axiomatico se aprecia facilmente en la geometria:

El provecho mas grande del método axiomatico aparece asimismo en la
geometria, en tanto que él suscita un gran ndimero de nuevas e

importantes preguntas, a las que dificilmente se podria llegar de otro
modo. (Hilbert 1905 p. 70)

Para aclarar la naturaleza de esta nueva clase de preguntas, y de ese modo
para ilustrar la fecundidad matematica del método axiomatico abstracto, Hilbert se
refiere en primer lugar a sus investigaciones en torno a los célebres teoremas de

Desargues y Pappus (o Pascal).” Si bien la importancia de estos teoremas para la

9 . s . .

Teorema de Desargues: sean AABC y AA’B’C’ dos tridangulos que yacen en un mismo plano; si las
lineas AA’, BB’y CC’ son concurrentes, los puntos de interseccion de los lados correspondientes de
los dos triangulos estan alineados, y reciprocamente.
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geometria proyectiva era claramente reconocida hacia el ultimo tercio del siglo XIX,
existia sin embargo una controversia muy extendida en torno a cudles eran los
postulados o principios minimos necesarios para su demostraciéon. Mas
precisamente, en tanto que ambos teoremas trataban exclusivamente de las
propiedades de incidencia de puntos y lineas en el plano y en el espacio, resultaba
deseable encontrar una demostracion que utilice exclusivamente medios
proyectivos, o sea, que no recurra a los axiomas de congruencia. En el caso del
teorema de Desargues, una demostracion puramente proyectiva podia ser
facilmente obtenida si uno se situaba en el espacio.10 Sin embargo, la misma técnica
no podia ser utilizada para demostrar el teorema de Pascal, con lo cual Hilbert se
plantea la pregunta respecto de si es posible probar en su sistema este ultimo
teorema utilizando sélo axiomas de incidencia (I), orden (ll) y el axioma de las
paralelas (1V). La respuesta que Hilbert proporciona en el capitulo 6 de Fundamentos
de la geometria es que no es posible.** Para ello utiliza un cuerpo numérico no
conmutativo para construir una realizacién aritmética de una geometria no-
pascaliana, es decir, una geometria en la que se cumplen los axiomas |, Il y IV, pero
no el teorema de Pascal. Luego, es interesante sefalar que Hilbert advierte en este
curso que este tipo de preguntas por la imposibilidad de probar cierta proposicién o
teorema a partir de un conjunto determinado de axiomas no sélo fue lo que lo
condujo a adoptar su nuevo abordaje axiomatico formal a la geometria, sino que
ademas constituye el ejemplo mas claro de la importancia y fecundidad matemdtica
de este tipo de investigaciones:

En la pregunta acerca de qué significa esta demostracion [de la
imposibilidad] surgid la necesidad de definir con mayor rigor los medios

Teorema de Pascal: Sean, respectivamente, A, B, C, y A, B, C’ dos ternas de puntos situados sobre dos
rectas que se cortan y distintos de todos ellos del punto de interseccién; si CB’ es paralela a BC'y CA’
es paralela a a AC, también BA’ es paralela a AB".

1% sobre las distintas demostraciones posibles del teorema de Desargues véase Arana y Mancosu
(2012).

' Cf. (Hilbert 1899, teoremas 36 y 37).
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auxiliares [Hilfsmittel], y ello sélo fue posible a través de la construccion
de un sistema de axiomas completo para la geometria; esta pregunta
particular me reveld por primera vez que una axiomatizacién precisa de la
geometria de ningun modo es algo poco fructifero y carente de interés,
sino que mas bien es de una inmensa importancia para la matematica.
(Hilbert 1905, p. 73)

Contrariamente a la imagen del método axiomatico representada por
ejemplo por Klein, Hilbert destaca aqui su enorme importancia no sélo como un
modo de garantizar el rigor en la presentacion de una teoria matematica, sino como
una herramienta muy eficaz para alcanzar nuevos y originales resultados. En este
sentido, Hilbert presenta ademds otro ejemplo muy interesante del tipo de
investigaciones a las que arribamos sdlo gracias nuevo método axiomatico, pero que

sin embargo no es incluido en Fundamentos de la geometria.

4. El axioma de congruencia de triangulos y el teorema del triangulo isdsceles

El dltimo ejemplo de la fecundidad matematica del método axiomatico que
propone Hilbert estd vinculado con sus investigaciones en torno al axioma de
congruencia de triangulos. Como es bien sabido, en el sistema de Hilbert el axioma
I11.6 de congruencia de tridngulos, que reldne condiciones sobre la congruencia lineal
y la congruencia de angulos, garantiza directamente el criterio de congruencia lado-
angulo-lado de triangulos. Ello obedece a su estrategia de formular los axiomas de
congruencia (Ill) de un modo neutral o abstracto, es decir, sin hacer ningun tipo de
referencia al movimiento de cuerpos rigidos o a argumentos de superposicién, como
por ejemplo el argumento utilizado por Euclides para probar la proposicién 1.4. En la

primera edicién de Fundamentos dicho axioma (Il 6) reza asi:

Si dados dos tridngulos AABCy AA’B’C’ se cumplen las congruencias
AB=AB, AC=AC, ¢<BAC = +B'AC,

entonces se cumplen también siempre las congruencias
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2ABC = £A'B'C' y £ACB = £A'C'B’. (Hilbert 1899, p. 12)

Ahora bien, en el curso recién mencionado, y mas detalladamente en un
articulo incorporado posteriormente como un apéndice en Fundamentos de la
geometria, Hilbert se plantea una serie de interrogantes respecto de este axioma de
congruencia de tridngulos, alcanzando resultados sumamente interesantes.™
Brevemente, Hilbert observa que este axioma tal como es formulado en
Fundamentos de la geometria no hace ningun tipo de referencia a la orientacion de
los tridngulos en el plano, de modo que podria ser asi considerado como version
general [weitere Fassung] del axioma. Esta versién del axioma garantiza entonces
que dos tridngulos, cuyas combinacion lado—angulo—Ilado coinciden, podran ser
determinados como congruentes sin importar su orientacion en el plano. Sin
embargo, es posible formular una version restringida [engere Fassung] del axioma,
gue establezca que para que las condiciones de congruencia se cumplan los

triangulos deben tener ademas la misma orientacion en el plano (Figura 1).8

Figura 1: Hilbert 1905, p. 87.

"2 Cf. Hilbert 1903.

 Sobre la definicion de orientacion o sentido de un triangulo, véase (Hilbert 1903). En el diagrama
que introduce Hilbert en su curso, ABCy A’B’C’ poseen el mismo sentido, mientras que A”B”’C” posee
una orientacion diferente.
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Hilbert se pregunta entonces si la version general del axioma no contiene en
realidad una condicion superflua, y por lo tanto puede ser reemplazada en su
sistema axiomatico por la version restringida; en otras palabras, se pregunta si la
version general no puede ser obtenida de la versidn restringida — junto con los
demds axiomas — como una consecuencia ldgica. Luego, esta pregunta desembocé
en una investigacion muy fructifera respecto del teorema clasico de la igualdad de
los angulos de la base de un tridngulo isésceles, que arrojo ademas resultados
notables.® El teorema del tridangulo is6sceles (TTI) afirma que los angulos de la base
de un triangulo isdsceles son iguales o, equivalentemente, que en un tridngulo cuyos
angulos de la base son iguales, los lados opuestos a los dngulos iguales son iguales.
Se trata de un teorema elemental de la geometria euclidea, que aparece
tempranamente en libro | de los Elementos como la proposicién 5. En los Elementos,
la prueba del TTI se basa en el criterio lado—angulo—lado de congruencia para
tridngulos, que es probado en la proposicion anterior (l.4) utilizando los
controvertidos argumentos de “superposicién”, que suponen la posibilidad del
movimiento rigido de los cuerpos en el espacio. En el sistema axiomatico de Hilbert
el teorema puede ser demostrado muy facilmente utilizando los axiomas de |-l
(incidencia, orden, congruencia), dado que el axioma de congruencia de triangulos
garantiza por si mismo este primer criterio de congruencia de tridangulos. Sin
embargo, Hilbert se plantea el problema de determinar si también es posible
demostrar el TTI utilizando la version restringida del axioma de congruencia de
triangulos — junto con el resto de los axiomas de congruencia, incidencia y orden. Los
resultados de estas de estas investigaciones metageométricas resultan fascinantes
desde el punto de vista de la estructura de la geometria euclidea elemental.

En primer lugar, Hilbert prueba que el TTI no puede ser demostrado a partir
de la version restringida del axioma de congruencia, y el resto de los axiomas I-IV.

Sin embargo, la demostracion es posible si ademds de los axiomas anteriores se

14 . P
Este teorema no es mencionado en Fundamentos de la geometria.
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asume la validez de dos axiomas de continuidad, en particular, el axioma de
Arquimedes y un nuevo postulado que Hilbert llama “axioma de vecindad” [Axiom
der Nachbarschaft]."> Luego, para probar que ambos axiomas son esenciales para
demostrar el TTlI — suponiendo que se adopta la versidn restringida del axioma de
congruencia —, Hilbert construye una serie de “modelos analiticos” de los axiomas
geométricos que, ademas de mostrar la independencia de ambos axiomas, arrojan
resultados en cierto modo insospechados.’® En particular, Hilbert construye un
“modelo” en el que se cumplen todos los axiomas | — Il con la versién restringida del
axioma de congruencia de triangulos y el axioma de vecindad, pero no el axioma de
Arquimedes. Sin embargo, Hilbert descubre ademas que en este modelo no se
cumplen i) el TT1, ii) la propiedad euclidea de tridngulos®’ y iii) la teoria del 4rea de
los triangulos.™® Estos resultados metageométricos resultan asi muy relevadores en
tanto contribuyen a esclarecer la estructura ldogica de la geometria euclidea
elemental. En efecto, el modelo (no-arquimediano) que construye Hilbert muestra
que la versidn general del axioma de congruencia de tridangulos es esencial si
gueremos garantizar muchas propiedades fundamentales de la geometria euclidea —
como la propiedad euclidea de tridangulos, la teoria de area e incluso el TTl — sin
presuponer la validez de ningun axioma de continuidad. Finalmente, concluye
Hilbert, estos resultados sdélo pudieron ser alcanzados en virtud del tipo de
investigaciones propiciadas por el método axiomatico (abstracto):

De este modo observamos que en el sistema euclideo construido

propiamente, en el cual podemos prescindir de las condiciones de

continuidad, el axioma general de congruencia es un componente

necesario. Las investigaciones que he presentado aqui arrojan nueva luz
sobre las conexiones entre el teorema del tridngulo isdsceles y muchas

> Axioma de vecindad: dado un segmento cualquiera AB, existe siempre un tridngulo en cuyo interior
no puede hallarse un segmento congruente con AB.

'® Cf. Hilbert 1903. Un anélisis de estos resultados se encuentra en Hallett 2008.

 Hilbert denomina propiedad euclidea del tridngulo a la proposicién 1.20 de los Elementos: “En todo
tridngulo dos lados tomados juntos de cualquier manera son mayores que el restante”.

' Hilbert identifica a la proposicion 1.39 de los Elementos como el teorema fundamental de la teoria
euclidea del area de triangulos.
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otras proposiciones de la geometria elemental, y dan lugar a diversas
observaciones interesantes. Solo el método axiomdtico pudo habernos
conducido a tales cosas. (Hilbert 1905, pp. 86—87. El énfasis es mio).

Aunque los diversos resultados originales alcanzados en Fundamentos de la
geometria bastan por si mismos para dar cuenta del cardcter matematicamente
fructifero del método axiomatico, hemos podido observar que una tarea
importante que emprendié Hilbert en sus cursos fue enfatizar precisamente esta
fecundidad, en su opinién un elemento fundamental de su nueva concepcidn
axiomdtica. Quizas esta reaccién fue motivada por el modo en que inicialmente fue
recibida esta nueva concepcion, en donde se destacaba casi exclusivamente el nivel
de abstraccion y rigor inusitado exhibido en su presentacidon de la geometria. Un
claro ejemplo de este tipo de lectura es la conocida recensién de Poincaré (1902), en
donde se compara al método axiomatico de Hilbert con una maquina de
razonamiento como el piano légico de Stanley Jevons, cuya unica finalidad era la
obtencidn mecdnica de teoremas a partir de un conjunto cualquiera de axiomas.?®
En contraposicidon a esta imagen sesgada, hemos visto que Hilbert se preocupd por
resaltar la fecundidad matematica del método axiomatico; quizas ello fue en cierta
medida necesario, en tanto que en un primer momento no resultd completamente
claro para todos que con su libro Hilbert habia inaugurado una nueva area de

investigacidn en matematicas: la matematica de los axiomas o metamatematica.
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