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摘要 补偿凸上变换和下变换 [29, 30, 31] 是对给定函数作“紧贴”逼近的单参数单向变换。我
们将它们应用到 Rn 中局部具有一般模的半凸／半凹函数和 DC-函数（既两个凸函数的差函数）
的奇点提取。（局部）半凹函数最常见的几何例子有欧氏距离函数与平方欧氏距离函数。对于局
部具有一般模的半凸函数 f，我们证明在局部意义下 x 是 f 的奇点（既不可微点）当且仅当它
是 f 的 1-阶“谷点”，因而用我们的方法可以从具有一般模的局部半凸函数中提取所有的这些
精细的几何奇点。更确切地讲，如果 f 是局部具有一般模的半凸函数，则“局部地”1-阶“山
谷”变换在每个点 x 的极限存在，而且有显示表示 lim

λ→+∞
λVλ(f)(x) = r2x/4，其中 Vλ(f)(x) 是 f

在 x 点的“山谷”变换，rx 是 f 在 x 点次微分 ∂−f(x) 的最小包含球面的半径 [16]。所以极限
函数 V∞(f)(x) := lim

λ→+∞
λVλ(f)(x) = r2x/4 为我们提供了一个半凸函数奇点 1-阶“谷点”的“景

观函数”。同时它也提供了补偿上凸变换 Cu
λ(f)(x) 当 λ 趋于 +∞ 时的一阶渐进展开式。对于具

有局部线性模的局部半凸函数，我们进一步证明，补偿凸上变换的梯度，当 λ → +∞ 时的极限
lim

λ→+∞
∇Cu

λ(f)(x) 存在，并且这个极限等于次微分 ∂−f(x) 的最小包含球面的中心。对于 DC-函数

f = g−h我们证明它的 1-阶“边缘”变换，当 λ → +∞时满足 lim inf
λ→+∞

λEλ(f)(x) ≥ (rg,x−rh,x)
2/4，

其中 rg,x 与 rh,x 分别是次微分 ∂−g(x) 与 ∂−h(x) 的最小包含球面的半径。
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1 引言及主要结果

大约十年前，本文第一作者将一篇关于补偿凸变换 [29] 的文章投稿到法国的非线性分析杂
志，祝贺张恭庆老师七十岁寿辰。十年过去了，文 [29] 中所讨论的内容在理论上有了一些进展
[30, 31, 32, 33]。作为应用的一步，我们成功地使基于此理论的图像处理技术获得了英国专利 [34]。
本文将沿着 [29] 的路线作进一步的研究。我们将用在 [29] 中引进的补偿凸变换来研究此类变换对
半凸函数和半凹函数的几何逼近与几何奇点的提取。
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人们通过对 Hamilton-Jacobi 方程解的研究，已经对半凸函数和半凹函数及其正则性有了较深
入的了解 [7, 1, 2, 3]。DC-函数（凸函数之差）[12] 也被应用到许多优化问题 [27]。重要的半凹函数
的例子包括欧氏平方距离函数。由于一般的 DC-函数与半凸／半凹函数在其值为有限的区域是局
部 Lipschitz 函数 (见 [7, Theorem 2.1.7] 和 [1])，所以这些函数都是几乎处处可微的（Rademacher
定理）。关于凸／凹函数与半凸／半凹函数奇点的精细性质已经有详细的研究 [2, 3, 7]，证明半凸
／半凹函数的奇点集是可矫正集 (rectifiable set)。然而从应用数学的观点看，若干自然的问题出现
了。例如如何用光滑函数对此类函数进行有效的几何逼近；是否所有的奇点都是同样类型的，即
对与半凹（半凸）函数，是否所有奇点都是几何“山峰”点（“山谷”点）；如何用可微性定义以
外的方法有效地提取这些奇点；如何有效地测量不同奇点的“强度”。这些问题的答案在图像处理
与计算机辅助设计等方面都有重要应用。例如到一个有界开区域 Ω ⊂ Rn 余集的欧氏平方距离函
数 dist2(·,Ωc)，其奇点集 MΩc（称为 Ω 的中轴线集 (medial axis) [5]）携带着压缩的关于 Ω 的重
要几何信息。只要知道奇点集 MΩc 及其上每一点到余集 Ωc 的距离，则整个区域 Ω 可以完全重建。
另一熟知的事实是平方距离函数 dist2(·,Ωc) 是具有线性模的 2-半凹函数 [7]。虽然中轴线集本身关
于区域的扰动是不稳定的，但关于如何对被扰动的区域“稳定地”提取中轴线的问题在 [33] 中有
讨论。这个问题的答案有很多实际的应用 [24]。在 [33] 中，我们对给定的闭集 K ⊂ Rn 引进了中
轴线映射 (medial axis map)，定义为 Mλ(K)(x) = (1 + λ)Rλ(dist2(·,K))(x) 并讨论了它的一些性
质，其中 Rλ(f) 是函数 f 尺度为 λ 的山峰变换（见 [31]）。我们证明，对给定的有限尺度 λ > 0,
Mλ(K) 对中轴线集定义了一种 Hausdorff 稳定的多尺度表示，并且对任何 x ∈ Rn，当 λ 趋于 +∞
时的极限 limλ→+∞Mλ(Ω)(x) 存在且有表达式 dist2(x,K) − dist2(x, co(K(x))) ，而且所得到的极
限函数为我们提供了一种对中轴线集的多尺度“景观函数”。在上面的多尺度景观函数表达式中我
们有 K(x) = {y ∈ K, dist(x,K) = |x− y|}，其中 co(K(x)) 是 K(x) 的凸包。

本文中的工作部分地受到 [33] 的启发，特别是关于极限表示的部分。然而本文中关于极限的
结果比 [33] 所涵盖的要广泛得多。例如本文的结果可用于欧氏距离函数本身及所谓的加权的到有
限点集 K = {xi, i = 1, . . . ,m} 的平方距离函数 [21] dist2w,b(x, K) = min{wi|x − xi|2 + bi, xi ∈
K, wi > 0, bi ∈ R}。这些都不包括在 [33] 中。我们知道，欧氏距离函数 dist(·, K) 在 Rn \K 上
是局部具有线性模的半凹函数 [7]。但是直接对它的奇点集的几何研究要比研究欧氏平方距离函数
dist2(·, K) 要难很多。关于加权平方距离函数，不难验证它是整体具线性模的半凹函数。然而就一
个给定的有限尺度 λ > 0, 比较关于标准的欧氏平方距离函数奇点的研究 [33]，对加权平方距离函
数奇点的直接研究难度会高很多。所以对这些更一般的情形，如果我们先研究极限的情形，相比有
限尺度下的研究会容易一些。

在 [31, 32] 中, 基于补偿凸变换，我们引进了用于提取函数几何奇点的若干工具，包括对给定函
数的山峰变换，山谷变换及边缘变换。对于由特征函数（点云）定义的光滑流形之间的几何相交集
我们也引进了 Hausdorff 稳定的提取工具。这些工具可以在有限尺度下用于测量某类特殊奇点的强
度。本文将利用这些工具渐进地提取半凸／半凹函数及 DC-函数的奇点。我们的结果表明由补偿
凸变换所定义的“紧贴”逼近具有很高的逼近质量，即它们可以从半凸／半凹函数中提取直到导数
阶的几何信息。

我们用 Rn 表示标准的 n-欧氏空间，对 x, y ∈ Rn，其内积与模分别用 x · y 和 |x| 来表示。我
们分别用 Ā 和 ∂A 来表示 Rn 中集合 A 的闭包与边界，Br(x) 与 B̄r(x) 分别表示中心在 x ∈ Rn

且半径为 r > 0 的开球与闭球体, Sr(x) := ∂Br(x) 表示中心在 x ∈ Rn 且半径为 r > 0 的球面。但
对凸集 A，我们也用 ∂A 来表示其相对边界，到时我们会作特殊说明。我们用 C1(B̄r(x)) 表示所
有在包含 B̄r(x) 的开集上连续可微的实值函数，C1,1(B̄r(x)) 表示 C1(B̄r(x)) 中的子集，其上函数
的导数在 B̄r(x) 上 Lipschitz 连续。

在叙述我们的主要结果之前，我们首先引进 Rn 中函数补偿凸变换的概念。在本文中我们假设
函数最多为二次增长。对于更一般的单向增长条件，见 [29]。假设 f : Rn 7→ R 满足二次增长条件，
即 |f(x)| ≤ C0|x|2 + C1, x ∈ Rn, 其中 C0 ≥ 0 与 C1 > 0 为常数。我们说 f : Rn 7→ R 满足线性增
长条件，如果 |f(x)| ≤ C0|x|+ C1，x ∈ Rn。显然如果 f 线性增长则必二次增长。



对于满足二次增长的函数 f : Rn 7→ R，其补偿凸下变换（简称下变换）（见 [29]）当 λ > C0，
定义为

C l
λ(f)(x) = co[f + λ| · |2](x)− λ|x|2, x ∈ Rn, (1.1)

其中 co[g] 是给定函数 g : Rn 7→ (−∞, +∞] 的下凸包 [22, 14]。

函数 f 的补偿凸上变换（简称上变换）（见 [29]）当 λ > C0，定义为

Cu
λ(f)(x) = λ|x|2 − co[λ| · |2 − f ](x), x ∈ Rn. (1.2)

不难看出，Cu
λ(f)(x) = −C l

λ(−f)(x), x ∈ Rn。另外如果 f 满足线性增长条件，则上下变换对一切
λ > 0 有定义。当 λ, τ > C0，我们还定义两个混合补偿凸变换为 Cu

τ (C
l
λ)(f) 和 C l

τ (C
u
λ)(f)。

我们知道 [31] 下变换与上变换分别是两个临界混合 Moreau 包 [19, 20, 18]，从而以数学形态学
的观点看 [23, 15] 可以被视为形态开与形态闭运算 [31]。

由于我们的主要目的是描述当 λ > 0 充分大时，给定函数在山峰变换，山谷变换及边缘变换的
作用之下的表现，我们引进如下局部化的补偿凸变换。由于补偿凸变换满足所谓“局部性”的性质
（见下面的命题 2.3），我们将在后面看到我们所得到的结果将与区域选择无关。

假设 Ω ⊂ Rn 是非空开集，f : Ω 7→ R 是一个局部 Lipschitz 函数，所以它在任何 Ω 的紧子集
上有界。设 x ∈ Ω 且 x ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω，其中 G 是一个有界开集。设 LG ≥ 0 为 f |Ḡ : Ḡ 7→ R 的
Lipschitz 常数，这里 f |Ḡ 为 f 在 Ḡ 上的限制。根据 Kirszbraun’s 定理 [10]，f |Ḡ 可以被扩张到
Rn 上的 Lipschitz 函数 fG : Rn 7→ R，且保持相同的 Lipschitz 常数 LG。当然如此的扩张并不唯
一。然而由于补偿凸变换的局部性，我们所得到的关于极限的结果将不依赖由 Kirszbraun’s 定理
所给出的 Lipschitz 扩张及有界开集 G 的选择。

下面我们对局部 Lipschitz 函数 f : Ω 7→ R 在 x ∈ Ω 关于有界开集 G（x ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω）分别
定义局部补偿凸下变换（简称局部下变换）与局部补偿凸上变换（简称局部上变换）为

C l
λ,G(f)(x) = C l

λ(fG)(x) and Cu
λ,G(f)(x) = Cu

λ(fG)(x), x ∈ Rn . (1.3)

在 [31] 中我们分别引进了如下的山峰变换 Rλ(f)，山谷变换 Vλ(f) 及边缘变换 Eλ(f)：

Rλ(f)(x) = f(x)− C l
λ(f)(x), Vλ(f)(x) = Cu

λ(f)(x)− f(x),

Eλ(f)(x) = Cu
λ(f)(x)− C l

λ(f)(x) = Rλ(f)(x) + Vλ(f)(x)� x ∈ Rn .
(1.4)

这里必须指出，我们在这里定义的山谷变换总是非负的，它与 [31] 中定义的山谷变换相差一个
符号。给定开集 Ω ⊂ Rn 及局部 Lipschitz 函数 f : Ω 7→ R，我们定义局部山峰，山谷及边缘变换
如下。

定义 1.1. 给定 x ∈ Ω 及给定的有界开集 G 满足 x ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω，我们分别定义在 x 点关于 G
的局部山峰变换，局部山谷变换及边缘局部变换为

Rλ,G(f)(x) = Rλ(fG)(x), Vλ,G(f)(x) = Vλ(fG)(x), Eλ,G(f)(x) = Eλ(fG)(x). (1.5)

设 f : Rn 7→ R 是一个 Lipschitz 函数，其 Lipschitz 常数为 L ≥ 0。在 [31, Theorem 2.12 (iii)]，
我们证明了对任何 λ > 0，

C l
λ(f)(x) ≤ f(x) ≤ C l

λ(f)(x) +
L2

4λ
, Cu

λ(f)(x)−
L2

4λ
≤ f(x) ≤ Cu

λ(f)(x). (1.6)



因此如下的估计对任何 λ > 0 成立 [31]

0 ≤ Rλ(f)(x) ≤
L2

4λ
, 0 ≤ Vλ(f)(x) ≤

L2

4λ
, (1.7)

并且在 f 的任何可微点 x0 ∈ Rn，我们有

lim
λ→∞

λRλ(f)(x0) = 0 and lim
λ→∞

λVλ(f)(x0) = 0, hence lim
λ→∞

λEλ(f)(x0) = 0. (1.8)

为以后方便起见，我们分别称 λRλ(f), λVλ(f) 及 λEλ(f) 为 1-阶山峰变换，1-阶山谷变换及 1-阶
边缘变换。

为了便于叙述我们关于局部半凸函数的精细逼近定理，我们需要先介绍一些预备结果。首先我
们需要如下关于 Rn 中非空紧集的最小包含球面的结果。这个问题最早是由 J. J. Sylvester 用了两
行字于 1857 年对平面上的有限集提出的 [25]。接下来，在他的 1860 年的文章 [26] 中作了近一步
地研究。最一般的 Rn 中的结果是由 Jung 于 1901 证明的 [16]。自 Jung 的工作以后有很多初等证
明 [6, 28, 8] 。它们都用到凸分析中著名的 Helly 于 1923 年证明的定理 [13].

引理 1.2. ([16, 6, 28, 8]) 设 K ⊂ Rn 为非空紧集，则

(i) 存在唯一的最小闭球 B̄r(y0) 包含 K，其中半径 r ≥ 0 是所有包含 K 的闭球中半径最小的。
球面 Sr(x0) = ∂Br(x0) 称为 K 的最小包含球面。

(ii) 如果 d 是 K 的直径，定义为 d := sup{|x− y|, x, y ∈ K}，
则 r ≤

√
n

2(n+1)d。

(iii) 最小包含球面的中心 x0 满足 x0 ∈ co(K ∩ Sr(x0)) ，这里 co(K ∩ Sr(x0)) 是 K ∩ Sr(x0) 的
凸包。

引理 1.2 (i) and (ii) 的证明可见 [6]，而 (iii) 的证明请看 [8, 2.6 及 6.1] 或 [11, Lemma 2]。

在本文中我们主要讨论半凸函数与半凹函数。下面是它们的定义 [7, 1]。

定义 1.3. 设 Ω ⊂ Rn 为一非空开凸集。

(i) 函数 f : Ω 7→ R 称为在 Ω 中关于模 ω 半凸 如果存在非减上半连续函数 ω : [0, +∞) 7→
[0, +∞)，使得 lim

t→0+
ω(t) = 0，且对任意 x, y ∈ Ω 与一切 0 ≤ s ≤ 1，

sf(x) + (1− s)f(y)− f(sx+ (1− s)y) ≥ −s(1− s)|x− y|ω(|x− y|). (1.9)

(ii) 函数 f : Ω 7→ R 称为在 Ω 中关于模 ω 半凹 如果 −f 在 Ω 中关于模 ω 半凸。

(iii) 对某个常数 λ0 ≥ 0，当 r ≥ 0，如果 ω(r) = λ0r 成立, 我们称 f : Ω 7→ R 是具有线性模的
2λ0-半凸函数 [7] (简称 2λ0-半凸)。此时存在一个凸函数 g : Ω 7→ R使得 f(x) = g(x)−λ0|x|2
对一切 x ∈ Ω 成立 [7, Propostion 1.1.3]。函数 f 是具有线性模的 2λ0-半凹函数 (简称 2λ0-
半凹) 如果 −f 是具有线性模的 2λ0-半凸函数。此时存在一个凹函数 g : Ω 7→ R 使得
f(x) = g(x) + λ0|x|2 对一切 x ∈ Ω 成立 [7, Propostion 1.1.3]。

(iv) 函数 f : Ω 7→ R 称为在 Ω 中局部半凸 (相应地, 局部半凹) 如果在任何紧凸子集 K ⊂ Ω 中，
f 为半凸 (相应地, 半凹) 并具有模 ωK 依赖于 K。



(v) 函数 f : Ω 7→ R 称为是在 Ω 中局部具有线性模的半凸函数 (相应地, 局部具有线性模的
半凹函数) 如果对任何紧凸子集 K ⊂ Ω，存在常数 λK ≥ 0 及凸函数 (相应地, 凹函数)
gK : K 7→ R 使得当 x ∈ K, f(x) = gK(x)− λK |x|2 (相应地, f(x) = gK(x) + λK |x|2) 。

从定义 1.3容易看出尺度为 λ > 0 的补偿凸下变换与上变换正好分别是 2λ-半凸函数与 2λ-半凹
函数。事实上，它们分别是原来函数的 2λ-“半凸包”与 2λ-“半凹包”。
下面是我们关于用补偿凸上变换逼近半凸函数及奇点提取的主要结果。我们用半凸函数的

Fréchet 次微分来刻画奇点。关于次微分的定义，请见定义 2.9。关于次微分的性质，见(2.11)。

定理 1.4. (i) 设 Ω ⊂ Rn 为非空凸开集。如果 f : Ω 7→ R 是一个局部半凸函数，而 x0 ∈ Ω 是 f
的奇点（不可微点），则对任何有界开集 G 满足 x0 ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω，我们有

lim
λ→+∞

λVλ,G(f)(x0) =
r2x0

4
, (1.10)

其中 rx0 > 0 是 f 在 x0 的次微分 ∂−f(x0) 的最小包含球面的半径。

(ii) 如果我们进一步假设 (i) 中的 f : Ω 7→ R 是局部具有线性模的半凸函数而 x0 ∈ Ω 是 f 的奇
点（不可微点），则对任何有界开集 G 满足 x0 ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω，我们有

lim
λ→+∞

∇Cu
λ,G(f)(x0) = y0, (1.11)

其中 y0 ∈ ∂−f(x0) 是次微分 ∂−f(x0) 最小包含球面的中心。

因为对任何给定的 x ∈ G，G 为 Ω 的有界开子集且 x ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω，在 x 的任何临域
Br(x) ⊂ B̄r(x) ⊂ G，当 λ > 0 充分大时，由于补偿凸变换的局部性（见下面的命题 2.3 及 [17]),
Cu
λ(fG) 在 Br/2(x) 中是一个 C1 函数。所以 Cu

λ(fG) 实现了一个局部光滑上方逼近。在一个给定
的奇点 x ∈ G 这个局部光滑逼近的误差满足

当 λ → +∞� λVλ(fG)(x) = λ(Cu
λ(fG)(x)− fG(x)) → r2x/4.

注 1.5. 对于局部半凹函数，类似定理 1.4的结果仍成立。不同之处在于我们须将山谷变换改为山
峰变换从而定理 1.4(i) 应改为

lim
λ→+∞

λRλ,G(f)(x0) =
r2x0

4
, (1.12)

其中 rx0 > 0 是局部半凹函数 f 在 x0 处 (Fréchet) 超微分（superdifferential）∂+f(x0) 的最小包
含球面的半径。定理 1.4(ii) 应改为

lim
λ→+∞

∇C l
λ,G(f)(x0) = y0, (1.13)

其中 y0 ∈ ∂+f 是 ∂+f(x0) 的最小包含球面的中心。

注 1.6. 根据定理 1.4(i) 及注 1.5，我们可以认为局部半凸函数（相应地，局部半凹函数）的奇点
恰好是这个函数的“1-阶谷点”（相应地，“1-阶峰点”）。
根据山谷变换的定义容易看出，定理 1.4(i) 给出了局部半凸函数上变换当 λ → +∞ 时的一个

1-阶渐进展开式：
Cu
λ(fG)(x0) = fG(x0) +

r2x0

4λ
+ o(1/λ), 当 λ → ∞, (1.14)



其中 o(1/λ) 是比 1/λ 趋于 0 更快的无穷小。类似地，根据注 1.5，对局部半凹函数我们也有一个
类似的 1-阶渐进展开式

C l
λ(fG)(x0) = fG(x0)−

r2x0

4λ
+ o(1/λ), 当 λ → ∞. (1.15)

为使读者对补偿凸变换作用于半凸／半凹函数，相应的山峰／山谷变换以及它们的极限有一个
直观的认识，我们先来考虑下面的简单例子。

例 1.7. 设 f(x) = |x|，x ∈ R。显然, f 是一个具线性增长的凸函数。当 λ > 0, 我们有

Cu
λ(f)(x) =


λx2 +

1

4λ
, |x| ≤ 1

2λ
,

|x|, |x| ≥ 1

2λ
;

, lim
λ→+∞

d

dx
Cu
λ(f)(x) =


−1, x < 0,
0, x = 0,
1, x > 0.

λVλ(f)(x) =

 λ2

(
|x| − 1

2λ

)2

, |x| ≤ 1
2λ ,

0, |x| ≥ 1
2λ ;

lim
λ→+∞

λVλ(f)(x) =

{ 1

4
, x = 0,

0, x ̸= 0.

(1.16)

在这个例子中，f 在奇点 0 的次微分是 ∂−f(0) = [−1, 1]。所以包含 ∂−f(0) 的最小闭区间正好
等同于 ∂−f(0) 自身且其中点为 0，半径为 1。如果比较定理 1.4(i) 和 (ii)，由上面两个直接计算
出的极限我们看到这正是定理 1.4的结论。

局部半凸／半凹函数的例子有很多 [7]。假设 Ω ⊂ Rn 是开集且 K ⊂ Rm 为紧集。如果
F : K × Ω 7→ R 及 ∇xF 均在 K × Ω 上连续，则 f(x) = sups∈K F (s, x) 在 Ω 上局部半凸。如果
∇2

xF 也存在并在 K × Ω 上连续，则 f 是在 Ω 上局部具有线性模的半凸函数（见 [7, Proposition
3.4.1]）。
下面我们回到点到一个闭集 K ⊂ Rn 的欧氏平方距离函数与欧氏距离函数自身。它们是在奇点

提取的应用中很重要的两个例子。

例 1.8. 设 K ⊂ Rn 为一非空闭子集，满足 K ̸= Rn。我们用 dist2(·, K) 来表示到 K 的欧氏平方
距离函数。定义 MK := {y ∈ Rn, ∃z1, z2 ∈ K, z1 ̸= z2 dist(x, K) = |y − z1| = |y − z2|} 为 K 的中
轴线集。熟知的事实是 MK 恰好是 dist2(·, K) 的奇点集。在 [33] 中，我们证明了如下的鲁金类型
的定理。设 λ > 0。如果我们定义

Vλ,K := {x ∈ Rn, λ dist(x, MK) ≤ dist(x, K)},

则对任何 x ∈ Rn \Vλ,K，有
dist2(x, K) = C l

λ(dist(·, K))(x)

且
MK = ∩∞

λ>0Vλ,K .

作为推论，我们有 [33]
dist2(·, K) ∈ C1,1(Rn \Vλ,K),

且
|∇ dist2(x, K)−∇ dist2(y, K)| ≤ 2max{1, λ}|x− y|, x, y ∈ Rn \Vλ,K .

由于在 [33] 中, 上面结果的证明依赖欧氏平方距离函数的特殊几何性质，我们还不能将它推广到更
一般的半凹函数类。在 [33] 中我们对平方距离函数定义了中轴线映射
Mλ(x, K) = (1 + λ)Rλ(dist2(·, K)(x) 并证明

lim
λ→+∞

Mλ(x, K) = dist2(x, K)− dist2(x, co[K(x)]), (1.17)



其中 co[K(x)] 是紧集 K(x) = {y ∈ K, dist(x,K) = |x− y|} 的凸包。

我们现在可以用定理 1.4(i) 来解释上面的极限 (1.17)。因为 lim
λ→+∞

Rλ(dist2(·, K)(x) = 0, 据

Mλ(x, K) 的定义，我们有

lim
λ→+∞

Mλ(x, K) = lim
λ→+∞

λRλ(dist2(·, K)(x),

其中 λRλ(dist2(·, K)(x) 是我们的 1-阶山峰变换。现在，对 x ∈ MK , dist2(·, K) 在 x 的超微分是
∂+ dist2(x, K) = co{2(x− y), y ∈ K(x)} 从而 ∂+ dist2(x, K) 的最小包含球面半径的平方 r2x 是

4
(

dist2(x, K) − dist2(x, co[K(x)])
)
。于是 r2x/4, 作为 1-阶山峰变换的极限（见 (1.12)）恰好是

dist2(x, K)− dist2(x, co[K(x)]) （见 (1.17), [33, Theorem 3.23]）。

例 1.9. 现在我们考虑欧氏距离函数 dist(x, K) 本身。一个熟知的事实是 [7, Proposition 2.2.2] 距
离函数 dist(·,K) 在 Rn \K 中是局部具线性模的半凹函数。所以如果我们应用定理 1.4 来计算距
离函数的 1-阶山峰变换的极限，我们有（见 (1.12)）

lim
λ→+∞

λRλ(dist(·,K))(x) = r2x/4及 lim
λ→+∞

∇C l
λ(dist(·,K))(x) = yx, x /∈ K,

其中 rx 是超微分 ∂+ dist(x,K) 最小包含球面的半径，yx 是此球面的中心。由于 ∂+ dist(x,K) =
co{(x− y)/|x− y|, dist(x,K) = |x− y|}, 如果我们设 px ∈ co[K(x)] 为 x 到凸集 co[K(x)] 的唯一
最近点, 则有

r2x =
dist2(x, K)− dist2(x, co[K(x)]

dist2(x, K)
, yx =

px
dist(x, K)

� (1.18)

通过比较 (1.17) 与 (1.18) 我们发现对 x /∈ K

lim
λ→+∞

λRλ(dist(·,K))(x) =
lim

λ→+∞
λRλ(dist2(·,K))(x)

4 dist2(x, K)
,

及

lim
λ→+∞

∇C l
λ(dist(·,K))(x) =

lim
λ→+∞

∇C l
λ(dist2(·,K))(x)

2 dist(x, K)
.

而对 x ∈ K, 我们总有 Rλ(dist(·,K))(x) = Rλ(dist2(·,K))(x) = 0。这是因为所有 K 中的点都
是距离函数和平方距离函数的最小点 [29]。所以我们可以用定理 1.4 来联系 C l

λ(dist(·,K))(x) 与
C l
λ(dist2(·,K))(x) 当 λ 趋于无穷时的渐进行为, 而后者较前者更容易研究 [33]。

对于 DC-函数, 即可以表示成两个凸函数之差的函数，我们有如下渐进提取边缘点的充分条件。

推论 1.10. 设 Ω ⊂ Rn 是一个非空凸开集。设 g, h : Ω 7→ R 为 Ω 上有限连续凸函数。定义
f(x) = g(x)−h(x)，x ∈ Ω。取 x0 ∈ Ω 及有界开集 G ⊂ Ω 使得 x0 ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω。设 rg,x0 与 rh,x0

分别是 ∂−g(x0) 和 ∂−h(x0) 最小包含球面的半径。那么有

lim inf
λ→+∞

λEλfG(x0) ≥
(rg,x0 − rh,x0)

2

4
. (1.19)



注 1.11. 容易看出(1.19)给出的估计是已经是最优的了。如果我们令 g(x) = h(x) = |x|，x ∈ R, 则
rg,0 = rh,0 = 1，并且 f ≡ 0。从而对一切 λ > 0，显然 Eλ(f)(0) = 0。然而,当 rg,x0 = rh,x0 时,下面
的简单例子表明 (1.19) 可以是正的。如果我们定义 F (x, y) = |x|− |y|，(x, y) ∈ R2 并令 f(x) = |x|,
我们有 F (x, y) = f(x) − f(y)。容易看出 Eλ(F )(x, y) = Vλ(f)(x) + Vλ(f)(y), 从而根据(1.16), 我
们有 lim

λ→+∞
λEλ(F )(0, 0) = 1/2 > 0. 注意如果我们令 f1(x, y) = f(x) 与 f2(x, y) = f(y), 我们

有 ∂−f1(0, 0) = [−1, 1] × {0} 和 ∂−f2(0, 0) = {0} × [−1, 1]。再注意到 ∂−f1(0, 0) 与 ∂−f2(0, 0) 在
R2 中的最小包含球面都是 R2 中的单位圆周，所以 rf1,0 = rf2,0。一般来讲, 用次微分 ∂−g(x0) 与
∂−h(x0) 来分析(1.19)的左端可能是一项需要很精细技术的工作 [27]。本文将不再进一步讨论这个
问题。

我们称补偿凸变换对函数来讲是一种“紧贴”逼近 [29]。粗略地讲就是说如果在 x0 附近 f 是
C1,1 的，则存在有限的 Λ > 0，使得当 λ > Λ 时，我们有 Cu

λ(f)(x0) = f(x0) = C l
λ(f)(x0)。这

就是说补偿凸上／下变换的图形在函数的光滑点处可以由上面／下面紧贴在原来的函数的图形上。
如果我们考虑具线性模的半凸／半凹函数 f : Ω 7→ R，其中 Ω ⊂ Rn 是一个非空开凸集，那么根据
著名的 Alexandrov 定理 [9, 7] ，f 在 Ω 中几乎处处二次可微, 即对几乎每个 x0 ∈ Ω, 存在 p ∈ Rn

及一个 n× n 对称矩阵 B，使得

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− p · (x− x0)− (x− x0) ·B(x− x0)

|x− x0|2
= 0, (1.20)

这里我们将 Rn 中的向量视为列向量。我们称 x0 ∈ Ω 为一个 Alexandrov 点如果(1.20) 成立。

命题 1.12. 设 Ω ⊂ Rn 为非空凸开集。设 f : Ω 7→ R 是一个局部具线性模的半凸或半凹函数。设
x0 ∈ Ω 且 G 是 Ω 的一个有界开子集，使得 x0 ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω。如果 x0 是一个 Alexandrov 点, 则
存在 Λ > 0, 使得当 λ ≥ Λ, 我们有

f(x0) = Cu
λ(fG)(x0) = C l

λ(fG)(x0), (1.21)

及
∇f(x0) = ∇Cu

λ(fG)(x0) = ∇C l
λ(fG)(x0). (1.22)

注 1.13. (i) 对于局部具有线性模的半凸函数 f，不难用补偿凸变换的局部性证明，对任何固定
的 x ∈ G, 当 λ > 0 充分大，我们有 f(x) = C l

λ(fG)(x)。稍微杂些的部分是证明在 Alexandrov
点 x，对于有限的 λ > 0，上变换 Cu

λ(fG)(x) 的值也达到 f(x)。

(ii) 定理 1.4, 命题 1.12 及极限 (1.8) 对于补偿凸变换如何逼近局部具有线性模的半凸函数绘出
了一个比较清晰的图景。

(iii) 由于在每点 x ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω, lim
λ→+∞

λVλ,G(f)(x) 并且 lim
λ→+∞

λRλ,G(f)(x) 存在, 我们可以分

别对局部具有一般模的半凸与半凹函数定义“山谷景观映射”与“山峰景观映射”如下：

V∞(f)(x) = limλ→+∞ λVλ,G(f)(x),
R∞(f)(x) = limλ→+∞ λRλ,G(f)(x).

(1.23)

由于局部性, (1.23)中的两个极限均与 G 的选择无关。

(iv) 由半凸函数 f 的“山谷景观映射”的定义，我们可以观察到至少三个特点：

(a) 如果 x 是一个 Alexandrov 点，则在有限时间 Λ > 0 之后，λVλ,G(f)(x) = 0；



(b) 如果 f 在 x 点可微，则 lim
λ→+∞

λVλ,G(f)(x) = 0;

(c) 如果 x 是 f 的不可微点，则 lim
λ→+∞

λVλ,G(f)(x) = r2x/4 > 0。

由上可见, 对于充分大的 λ > 0, 同时也受限于边界 ∂G 附近点的影响，对于一个固定的 ϵ > 0，
集合 {x ∈ G, λVλ,G(f)(x) > ϵ} 同时包含 f 在 G 中的奇点和大曲率点，即 ∇f(x) 不存在或
∇2f(x) 的最大特征根很大的点。

在第 2节中, 我们将介绍进一步的预备结果。我们需要用它们来证明我们的主要结果定理 1.4 与
推论 1.10。我们将在第 3节证明我们的主要结果。

2 一些预备结果

在本节，我们介绍一些后面要用到的补偿凸变换的基本性质。关于它们的证明细节，请见
[29, 31, 32]。我们也要介绍一些将要用到的凸分析与半凸／半凹函数方面的结果（见 [22, 14, 7]）。

补偿凸变换满足有序性：

C l
λ(f)(x) ≤ C l

τ (f)(x) ≤ f(x) ≤ Cu
τ (f)(x) ≤ Cu

λ(f)(x), τ ≥ λ, x ∈ Rn.

对于满足二次增长条件的函数 f : Rn 7→ R，即 |f(x)| ≤ C0|x|2 + C1, x ∈ Rn，其中 C0, C1 ≥ 0 为
常数，如果 λ > C0，则如下关系式成立：

C l
λ(f)(x) = −Cu

λ(−f)(x) .

如果 f 是满足二次增长条件的连续函数，则

lim
λ→∞

C l
λ(f)(x) = f(x), lim

λ→∞
Cu
λ(f)(x) = f(x), x ∈ Rn .

如果 f 和 g 均为线性增长的函数，则当 λ > 0，τ > 0, 我们有

C l
λ+τ (f + g) ≥ C l

λ(f) + C l
τ (g), Cu

λ+τ (f + g) ≤ Cu
λ(f) + Cu

τ (g). (2.1)

我们需要下面的定义（见 [4]）。

定义 2.1. 函数 f : Rn 7→ R 在 x0 ∈ Rn 点称为是上半可微的，如果存在 u ∈ Rn 使得

lim sup
y→0

f(x0 + y)− f(x0)− u · y
|y|

≤ 0 .

我们需要如下的可微性结果 [17, pag 726] （更一般的结果见 [4, Corollary 2.5] ）。

引理 2.2. 设 g : Br(x0) 7→ R 是凸函数而 f : Br(x0) 7→ R 在 x0 点上半可微, 且在 Br(x0) 上，
g ≤ f 并且 g(x0) = f(x0)。则 f 与 g 在 x0 点均可微，且 ∇f(x0) = ∇g(x0)。

注意上半可微函数的一类重要例子是凹函数。下面关于 Lipschitz 函数补偿凸变换的局部性性
质对于我们后面的证明很重要。



命题 2.3. 设 f : Rn 7→ R 为 Lipschitz 连续函数。设其 Lipschitz 常数为 L > 0。设 λ > 0 且
x ∈ Rn。则存在 (τi, yi) ∈ R×Rn, i = 1, . . . , n+ 1, 使得

co[f + λ|(·)− x|2](x) = coB̄rλ
(x)[f + λ|(·)− x|2](x) = inf

{∑n+1
i=1 τi[f(yi) + λ|yi − x|2] :

yi ∈ Rn, τi ≥ 0, |yi − x| ≤ rλ,
∑n+1

i=1 τi = 1,
∑n+1

i=1 τiyi = x
} (2.2)

其中 rλ = 2L/λ。
进一步，存在一个仿射函数 y 7→ ℓ(y) = a · (y − x) + b，y ∈ Rn，其中 a ∈ Rn，b ∈ R 满足

(i) ℓ(y) ≤ f(y) + λ|y − x|2 对一切 y ∈ Rn;

(ii) ℓ(xi) = f(xi) + λ|xi − x|2 对 i = 1, . . . , n+ 1;

(iii) b = ℓ(x) = co[f + λ|(·)− x|2](x)。

我们称由(2.2)定义的函数 coB̄rλ
(x)[λ|(·)− x|2 + f ](x) 为函数 y ∈ Rn 7→ λ|y− x|2 + f(y) 在 x 点

关于闭球 B̄rλ(x) 的局部下凸包。

注 2.4. (i) 命题 2.3所给出的补偿凸下变换的局部性性质也适用于补偿凸上变换。根据补偿凸下
变换的位移不变性 [31], 对任何给定的 x0 ∈ Rn, 我们有

C l
λ(f)(x) = co[f + λ|(·)− x0|2](x)− λ|x− x0|2,

Cu
λ(f)(x) = λ|x− x0|2 − co[λ|(·)− x0|2 − f ](x) ,

(2.3)

所以, 如果我们取 x0 = x, 则

C l
λ(f)(x) = co[f + λ|(·)− x|2](x), Cu

λ(f)(x) = − co[λ|(·)− x|2 − f ](x) . (2.4)

由此 (2.2)所给出的正是补偿凸下变换的公式。

(ii) [29, Remark 2.1] 的一个推论就是如果 f 连续且满足线性增长条件，则在函数 y ∈ Rn 7→
λ|y − x|2 + f(y) 在 y = x 点下凸包定义中的下确界在某些 λi > 0, xi ∈ Rn, i = 1, . . . , k，
2 ≤ k ≤ n+ 1 处达到（见 [14, 22]），即下式成立

coB̄rλ
(x)[f + λ|(·)− x|2](x) =

k∑
i=1

λi[f(xi) + λ|xi − x|2]

满足 |xi − x| ≤ rλ, i = 1, . . . , k，其中 2 ≤ k ≤ n+ 1, 且
∑k

i=1 λi = 1,
∑n+1

i=1 λixi = x。

下面的引理可视为定理 1.4的特例。它也是证明定理 1.4的主要工具之一。

引理 2.5. 设 S ⊂ Rn 为一非空紧凸集且含有超过一个点。我们用 Sr(−a) 来表示 S 的最小包
含球面，其半径为 r > 0，中心为 −a ∈ Rn。考虑次线性函数 (见 [14]）σ : x ∈ Rn → σ(x) =
max{p · x, p ∈ S}。则对任意固定的 0 ≤ ϵ < min{1, r} 及任意 λ > 0, 我们有

Cu
λ(σ − ϵ| · |)(0) = (r − ϵ)2

4λ
, (2.5)

∇Cu
λ(σ)(0) = −a; (2.6)



且对任意固定的 0 < ϵ < min{1, r}，

Cu
λ(σ + ϵ| · |)(0) ≤ Cu

(1−ϵ)λ(σ)(0) + Cu
ϵλ(ϵ| · |)(0) =

r2

4(1− ϵ)λ
+

ϵ

4λ
, (2.7)

其中

Cu
ϵλ(ϵ| · |)(x) =


ϵλ|x|2 + ϵ

4λ
, |x| ≤ 1

2λ
,

ϵ|x|, |x| ≥ 1

2λ
.

(2.8)

我们还需要下面的关于局部具有线性模的半凸函数补偿凸上变换的局部 C1,1 结果。

命题 2.6. 设 f : Rn 7→ R 为一个 Lipschitz 函数，其 Lipschitz 常数为 L ≥ 0。如果对某 r > 0,
f 在闭球 B̄2r(0) 中为 2λ0-半凸，即 f(x) = g(x) − λ0|x|2 当 x ∈ B̄2r(0), 其中 λ0 ≥ 0 为常数且
g : B̄2r(0) 7→ R 为凸函数。那么对充分大的 λ ≥ λ0，我们有 Cu

λ(f) ∈ C1,1(B̄r(0)) 且

|∇Cu
λ(f)(x)−∇Cu

λ(f)(y)| ≤ 2λ|x− y|, x, y ∈ B̄r(0). (2.9)

注 2.7. 从命题 2.6 的证明（及 [29, Theorem 4.1] ，那里关于 Lipschitz 常数的估计稍欠精确）我
们可以得到如下结果：如果 f : Rn 7→ R 是 Lipschitz 连续的凸函数（例如当 f(x) = σ(x) 为次线
性函数 [14] ，即 σ : x ∈ Rn → σ(x) = max{x · p, p ∈ S} , 其中 S 为一紧凸集）则估计式(2.9)在
Rn 中整体成立，且 λ0 = 0。

我们用关于凸函数与半凸函数次微分的定义及其性质的讨论来结束本节。这些也是我们后面证
明所需要的。

定义 2.8. 设 Ω ⊂ Rn 为非空开凸集。如果 f : Ω 7→ R 为凸函数且 x ∈ Ω，则 f 在 x 点的次微分,
由 ∂−f(x) 来表示, 是由 u ∈ Rn 所定义的集合，满足（见 [14]）

对一切 y ∈ Ω, f(y)− f(x)− u · (y − x) ≥ 0 .

次微分 ∂−f(x) 是 Rn 中一个非空紧凸子集。如果我们定义次线性函数 [14, Chapter D] 为
y ∈ Rn → σx(y) := max{u · y, u ∈ ∂−f(x)} 则

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)− σx(h)

|h|
= 0, (2.10)

其中 σx(h) 定义了 f 在 x 点沿 h ∈ Rn 的方向导数。

类似于凸函数的情形，局部半凸函数也有一个由次微分定义的自然的广义导数的概念。

定义 2.9. 设 f : Ω 7→ Rn 为 Ω 上定义的局部半凸函数且 x ∈ Ω。设 G 为 Ω 的有界开凸子集，满
足 x ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω 且 ωG 是 f 在 Ḡ 上的模。则 f 在 x 点的 Fréchet 次微分 ∂−f 是向量 p ∈ Rn

构成的集合，对一切 y ∈ G，满足

f(y)− f(x)− p · (y − x) ≥ −|y − x|ωG(|y − x|). (2.11)

不难证明 ∂−f(x0) 不依赖于 G。事实上，条件(2.11)中的模函数可由一个光滑的模函数替代
（见 [1, Proposition 2.1]）。与凸的情形相同，∂−f(x0) 是 Rn 的一个非空紧凸子集。类似于凸函数
的情形，我们也可以定义半凸函数在点 x 处的次线性函数 σx(h) = max{p · h, p ∈ ∂−f(x)}。用类
似于 [14, Lemma 2.1.1, Chapter D] 的证明，我们可以证明 σx(h) 满足(2.10)，从而也可被视为 f
沿 h 的方向导数 [7, Theorem 3.36]。对于局部半凹函数 f，我们可以类似地引进 f 在 x 点的超微
分 ∂+f(x)（superdifferential）。我们可以得到关于 ∂+f(x) 的类似次微分的性质。



3 结果的证明

我们先假设其它结果都成立并用它们来证明我们的主要结果定理 1.4与推论 1.10。之后我们将
证明其它辅助结果。

定理 1.4的证明。第 (i) 部分: 不失一般性，我们可以假设 x0 = 0 且 0 是 f 的一个奇点，并且
f(0) = 0。设 G 为任意给定开集，满足 0 ∈ G ⊂ Ḡ ⊂ Ω。我们可以假设对于某个 r > 0，我们有
B̄2r(0) ⊂ G。由于 f 为局部半凸因而是局部 Lipschitz 函数，我们可以假设在 B̄2r(0) 上 f 为具有
模 ωr 的半凸函数。对于任何 x ∈ B̄2r(0), ∂−f(x) 非空而且

f(y)− f(x)− px · (y − x) ≥ −|y − x|ωr(|y − x|), y, x ∈ B2r(0), px ∈ ∂−f(x)

从而, −f 在 B2r(0) 中上半可微。根据局部性性质（命题 2.3），当 x ∈ B̄r/2(0) 且 λ > 0 充分大时，
我们还有

Cu
λ(fG)(x) = λ|x|2 − coB̄r(0)[λ| · |

2 − f ](x)

且

lim
h→0

f(x)− f(0)− σ0(x)

|h|
= 0,

其中 σ0(h) = max{p · h, p ∈ ∂−f(0)}。注意由于我们假设 0 是 f 的奇点，故 ∂−f(0) 为紧凸集且
含有超过一个点。设 r0 > 0 为 ∂−f(0) 的最小包含球面的半径。对于给定的 0 < ϵ < min{1, r0},
存在 0 < δ < r/2，当 x ∈ B̄δ(0)，我们有 |f(x) − σ0(x)| ≤ ϵ|x| 。这里我们用到了假设 f(0) = 0。
于是对于 x ∈ B̄δ(0)，我们有

σ0(x)− ϵ|x| ≤ f(x) ≤ σ0(x) + ϵ|x|.

根据局部性性质，当 λ > 0 充分大，我们有

Cu
λ(σ0 − ϵ| · |)(0) ≤ Cu

λ(fG)(0) ≤ Cu
λ(σ0 + ϵ| · |)(0).

根据(2.7), 我们有

Cu
λ(σ0 + ϵ| · |)(0) ≤ Cu

(1−ϵ)λ(σ0)(0) + Cu
ϵλ(ϵ| · |)(0) =

r20
4(1− ϵ)λ

+
ϵ

4λ

从而我们得到

λVλ(fG)(0) ≤
r20

4(1− ϵ)
+

ϵ

4
.

现在根据(2.5), 我们有

Cu
λ(σ0 − ϵ| · |)(0) = (r0 − ϵ)2

4λ
,

于是
(r0 − ϵ)2

4
≤ λVλ(fG)(0) ≤

r20
4(1− ϵ)

+
ϵ

4
.

最后我们在上式中就 λ → +∞ 取上下极限，之后让 ϵ → 0+，我们就得到

lim
λ→+∞

λVλ(fG)(0) = r20/4,

从而 第 (i) 部分的证明就完成了。



第 (ii) 部分的证明: 设 x0 ∈ Ω为 f 的一个奇点并设 G为一个有界开凸集，满足 x0 ∈ G ⊂ Ḡ ⊂
Ω。不失一般性，我们可以假设 x0 = 0。由于 f 是局部具有线性模地半凸函数，我们可以假设，在
Ḡ 上，f(x) = g(x) − λ0|x|2, 其中 g : Ḡ 7→ R 是凸函数，λ0 ≥ 0 是常数。显然 ∂−f(0) = ∂−g(0)。
由于 f(0) = g(0), 我们可以进一步假设 g(0) = 0。令 σ(x) = max{p · x, p ∈ ∂−g(0)} 为 g 在 0 点
的次线性函数。

现在对任意固定的 ϵ > 0,存在 δ > 0，当 x ∈ B̄δ(0)，有 |g(x)−σ(x)| ≤ ϵ|x|。所以当 x ∈ B̄δ(0)，
我们有

σ(x)− λ0|x|2 ≤ f(x) = g(x)− λ0|x|2 ≤ σ(x)− λ0|x|2 + ϵ|x|.

根据局部性性质, 对 x ∈ B̄δ/2(0), 当 λ > 0 充分大, 我们有

Cu
λ(σ − λ0| · |2)(x) ≤ Cu

λ(fG)(x) ≤ Cu
λ(σ + ϵ| · | − λ0| · |2)(x) (3.1)

现在我们将命题 2.6应用到 Cu
λ(fG), 则当 λ > λ0 充分大时, Cu

λ(fG) ∈ C1,1(B̄δ/2(0))。令 pλ =

∇Cu
λ(fG)(0), 我们有 |pλ| ≤ LG 且 Cu

λ(fG) 是一个 LG-Lipschitz 函数（见 [31, Theorem 3.12] 或 [7,
Theorem 3.5.3]）并且当 x ∈ B̄δ/2(0)，

|Cu
λ(fG)(x)− Cu

λ(fG)(0)− pλ · x| ≤ 2λ|x|2.

于是对 x ∈ B̄δ/2(0), 我们有

pλ · x ≤ Cu
λ(fG)(x)− Cu

λ(fG)(0) + 2λ|x|2 ≤ Cu
λ(σ + ϵ| · | − λ0| · |2)(x)− Cu

λ(σ − λ0| · |2)(0) + 2λ|x|2

= I − r20
4(λ+ λ0)

+ 2λ|x|2.

这里我们用到了由(2.5)给出的，当 ϵ = 0 时，

Cu
λ(σ − λ0| · |2)(0) = Cu

λ+λ0
(σ)(0) =

r20
4(λ+ λ0)

.

根据类似证明(2.7)的方法, 我们还能得到

I = Cu
λ(σ + ϵ| · | − λ0| · |2)(x) ≤ Cu

(1−ϵ)λ(σ − λ0| · |2)(x) + Cu
ϵλ(ϵ| · |)(x) = J1 + J2,

其中

J1 = Cu
(1−ϵ)λ(σ − λ0| · |2)(x) = Cu

(1−ϵ)λ+λ0
(σ)(x)− λ0|x|2

=
(
Cu
(1−ϵ)λ+λ0

(σ)(x)− Cu
(1−ϵ)λ+λ0

(σ)(0) + a · x
)
+
(
Cu
(1−ϵ)λ+λ0

(σ)(0)− a · x− λ0|x|2
)

≤ 2
(
(1− ϵ)λ+ λ0

)
|x|2 + r20

4((1− ϵ)λ+ λ0)
− a · x− λ0|x|2.

这里我们用到了(2.9),将引理 2.5用到半凸函数 y 7→ σ−λ0|x|2，并有 ∇Cu
(1−ϵ)λ+λ0

(σ)(0) = −a,其中
−a是 ∂−g(0)的最小包含球面的半径，同时根据引理 2.5，Cu

(1−ϵ)λ+λ0
(σ)(0) = r20/(4((1−ϵ)λ+λ0))。

我们将稍后处理 J2 = Cu
ϵλ(ϵ| · |)(x)。现在当 λ > λ0 充分大时, 我们有

I − r20
4(λ+λ0)

+ 2λ|x|2 ≤ 2((1− ϵ)λ+ λ0)|x|2 +
r20

4((1−ϵ)λ+λ0)
− a · x+ Cu

ϵλ(ϵ| · |)(x)

− r20
4(λ+λ0)

+ 2λ|x|2 − λ0|x|2 ≤
ϵr20

4(1−ϵ)λ + 8λ|x|2 + Cu
ϵλ(ϵ| · |)(x)− a · x,



从而

(pλ + a) · x ≤ ϵr20
4(1− ϵ)λ

+ 8λ|x|2 + Cu
ϵλ(ϵ| · |)(x). (3.2)

现在我们取
xλ =

pλ + a

25(1 + |a|+ LG)λ
,

则当 λ > λ0 充分大时，|xλ| ≤ 1/(24λ) < δ/2 。另外还有 |xλ| < 1/(2λ) 从而在显式公式(2.8)中，

Cu
ϵλ(ϵ| · |)(xλ) = ϵλ|xλ|2 +

ϵ

4λ
.

于是如果我们将 xλ 代入(3.2), 我们得到

|pλ + a|2

25(1 + |a|+ LG)λ
≤ ϵr20

4(1− ϵ)λ
+

|pλ + a|2

27(1 + |a|+ LG)2λ
+

ϵλ|pλ + a|2

210(1 + |a|+ LG)2λ2
+

ϵ

4λ

≤ |pλ + a|2

27(1 + |a|+ LG)λ
+

ϵ|pλ + a|2

210(1 + |a|+ LG)λ
+

ϵr20
4(1− ϵ)λ

+
ϵ

4λ
.

由于 0 < ϵ < 1, 我们有

|pλ + a|2 ≤ 26(1 + |a|+ LG)(λ+ λ0)

(
ϵr20

4(1− ϵ)λ
+

ϵ

4λ

)
.

在上面的不等式中，令 λ → +∞，则有

lim sup
λ→+∞

|pλ + a|2 ≤ 27(1 + |a|+ LG)

(
ϵr20

4(1− ϵ)
+

ϵ

4

)
.

最后我们令 ϵ → 0+ 从而导出，当 λ → +∞，有 pλ → −a。于是

lim
λ→+∞

∇Cu
λ(fG)(0) = −a

这里 −a 是 ∂−g(0) 的最小包含球面的中心。第 (ii) 部分证完。

注 3.1. 我们还不知到对于局部具有一般模的半凸函数，定理 1.4(ii) 的某种形式是否仍然成立。如
果我们想用类似于定理 1.4(ii) 的方法证明，我们须对上变换 Cu

λ(fG)(x) 的局部正则性了解得更多
以使证明得以通过。

推论 1.10的证明: 不失一般性，我们可以再次假设 x0 = 0 并设 rg,0 < rh,0。由于 Eλ(fG)(0) =
Rλ(fG)(0) + Vλ(fG)(0) ≥ 0, 如果 rg,0 = rh,0, (1.19) 显然成立。如果 rg,0 > rh,0, 由于 Eλ(fG) =
Eλ(−fG), 我们可以将问题转化到 rg,0 < rh,0 的情形。

下面，在我们的假设 rg,0 < rh,0 下，我们证明

lim inf
λ→∞

λRλ(fG)(0) ≥ (rg,0 − rh,0)
2/4. (3.3)

根据局部性 (见命题 2.3), 如果对某个 r > 0，B̄r(0) ⊂ G, 可见当 λ > 0 充分大，我们有

co[fG + λ| · |2](0) = coB̄r(0)[g − h+ λ| · |2](0).



令 σg(x) = max{p · x, p ∈ ∂−g(0)} 与 σh(x) = max{p · x, p ∈ ∂−h(0)}，x ∈ Rn 分别是 g 与 h 在
0 点的次线性函数, 根据(2.10)，当 0 < ϵ < rh,0 − rg,0, 我们有 0 < δ ≤ r, 只要 x ∈ B̄δ(0), 就使得∣∣∣(g(x)− h(x)

)
−
(
g(0)− h(0)

)
−
(
σg(x)− σh(x)

)∣∣∣ ≤ ϵ|x|

从而对 x ∈ B̄δ(0)，

g(x)− h(x) ≤
(
σg(x)− σh(x)

)
+ ϵ|x|+

(
g(0)− h(0)

)
.

不失一般性，我们可以假设 f(0) = g(0)− h(0) = 0。

再一次应用局部性性质, 如果 λ > 0 充分大，我们有

co[λ| · |2 + fG](0) = coB̄δ(0)
[λ| · |2 + g − h](0) ≤ co[λ| · |2 + σg − σh + ϵ| · |](0).

设 ag 为 ∂−g(0) 的最小包含球面的中心并令 ℓ(x) = ag · x，x ∈ Rn, 我们有

σg(x) = max{p · x, p ∈ ∂−g(0)} − ℓ(x) + ℓ(x)

= max{p− ag · x, p ∈ ∂−g(0)}+ ℓ(x)

≤ rg,0|x|+ ℓ(x) .

由于函数下凸包是仿射共变的，即 co[H + ℓ] = co[H] + ℓ, 可见

co[λ| · |2 + σg − σh + ϵ| · |](0) ≤ co[λ| · |2 + (rg,0 + ϵ)| · | − σh](0) + ℓ(0).

因为 ℓ(0) = 0, C l
λ(H) = −Cu

λ(−H) 对具有线性增长的连续函数 H 成立, 我们可以用引理 2.5中的
式(2.5) 得到

C l
λ((rg,0 + ϵ)| · | − σh)(0) = co[λ| · |2 + (rg,0 + ϵ)| · | − σh](0)

= −Cu
λ(σh − (rg,0 + ϵ)| · |)(0) = −

(rh,0 − rg,0 − ϵ)2

4
.

所以当 λ > 0 充分大时，

C l
λ(fG)(0) ≤ −

(rh,0 − rg,0 − ϵ)2

4λ
.

于是

λRλ(fG)(0) ≥
(rh,0 − rg,0 − ϵ)2

4
.

如果我们先让 λ → +∞, 然后让 ϵ → 0+, 我们有

lim inf
λ→+∞

λEλ(fG)(0) ≥ lim inf
λ→+∞

λRλ(fG)(0) ≥
(rh,0 − rg,0)

2

4
.

证完。

命题 1.12的证明: 假设 f : Ω 7→ R 是局部具有线性模的半凸函数。不失一般性，我们假设
x0 = 0 是一个 Alexandrov 点。令 λ0 = ∥B∥ 为由公式(1.20)给出的对称矩阵 B 的算子模。对于
ϵ = 1, 根据 (1.20), 存在 δ > 0，当 x ∈ B̄δ(0)，我们有

|fG(x)− fG(0)− p · x− xTBx| ≤ ϵ|x|2 = |x|2.



现在我们根据下凸包的定义，考虑仿射函数 ℓ(x) = −fG(0) − p · x，其中 p 也由(1.20)给出。显
然 ℓ(0) = −fG(0)。我们证明对一切 x ∈ Rn，当 λ > 0 充分大，我们有 ℓ(x) ≤ λ|x|2 − f(x) 从而
−fG(0) = co[λ| · |2 − fG](0) 于是有 fG(0) = Cu

λ(fG)(0)。

在 B̄δ(0) 上我们有

−fG(x) ≥ −fG(0)− p · x− xTBx− |x|2 ≥ ℓ(x)− (λ0 + 1)|x|2

从而当 x ∈ B̄δ(0) 且 λ ≥ λ0 + 1，我们有

λ|x|2 − fG(x) ≥ ℓ(x) + (λ− λ0 − 1)|x|2 ≥ ℓ(x).

如果 |x| > δ, 注意到 fG 是 Lipschitz 函数，其 Lipschitz 常数为 LG ≥ 0, 于是我们有

λ|x|2 − fG(x) ≥ λ|x|2 − LG|x| − fG(0),

然而 ℓ(x) = −fG(0)− p · x ≤ −fG(0) + |p||x|。所以 λ|x|2 − fG(x) ≥ ℓ(x) 成立如果 λ|x| −LG ≥ |p|
成立, 而最后的这个不等式成立如果 λδ ≥ LG + |p|, 即, λ ≥ (LG + |p|)/δ 成立。所以，如果

λ ≥ max
{
λ0 + 1,

LG + |p|
δ

}
我们有 λ|x|2 − fG(x) ≥ ℓ(x) 对一切 x ∈ Rn 成立。所以 fG(0) = Cu

λ(fG)(0)。

由于在 G 中, fG(x) = f(x) = g(x) − λ1|x|2，其中 g : Ḡ 7→ R 是凸函数且 λ1 > 0 是常
数, 如果我们令 ℓ(x) = g(0) + q · x 对任意固定的 q ∈ ∂−g(0), 则显然 ℓ(0) = g(0) = fG(0)。
我们证明 g(0) + q · x ≤ fG(x) + λ|x|2 对一切 x ∈ Rn 成立, 从而当 λ > 0 充分大，我们有
fG(0) = g(0) = co[fG + λ| · |2](0) = C l

λ(fG)(0)。

由于 0 ∈ G 且 G 是开集, 那么存在 δ > 0 使得 B̄δ(0) ⊂ G。于是在 B̄δ(0) 中, 如果 λ ≥ λ1，我
们有

fG(x) + λ|x|2 = g(x) + (λ− λ1)|x|2 ≥ g(x) ≥ g(0) + q · x.

如果 |x| > δ, 类似于上变换的证明, 当 λ > 0 充分大，我们也有 fG(x) + λ|x|2 ≥ ℓ(x) 。所以当
λ > 0 充分大，fG(0) = C l

λ(fG)(0)。

公式(1.22) 中的等式都是引理 2.2的直接推论。这里我们有 C l
λ(fG) ≤ fG ≤ Cu

λ(fG) 及
C l
λ(fG)(0) = fG(0) ≤ Cu

λ(fG)(0), 从而我们可导出 ∇C l
λ(fG)(0) = ∇Cu

λ(fG)(0) = −p, 于是
∇fG(0) = −p.
引理 2.5的证明: 我们先通过下面的计算来建立(2.5)：

Cu
λ(σ − ϵ| · |)(0) = − co[λ| · |2 + ϵ| · | − σ](0).

定义
fλ(x) = λ|x|2 + ϵ|x| − σ(x)

当 x ∈ Rn 且令 S = ∂−f(0)。再次定义 Sr(−a) 为 S 由引理 1.2给出的最小包含球面。令

b = −(r − ϵ)2

4λ

并定义仿射函数 ℓ(x) = a · x+ b。我们来证明 (i) 对 p∗ ∈ Sr(−a) ∩ S, 如果我们令

x∗ =
(|p∗ + a| − ϵ)

2λ

p∗ + a

|p∗ + a|
, (3.4)



则 fλ(x
∗)−a ·x∗ = b; 且 (ii)如果 x∗ 是 fλ(x)−a ·x的一个最小值点，则存在某个 p∗ ∈ Sr(−a)∩S

使得 x∗ 满足(3.4) 且 fλ(x
∗)− a · x∗ = b。

我们首先证明 (i)。假设(3.4)成立，我们有

fλ(x
∗)− a · x∗ = λ|x∗|2 + ϵ|x∗| − σ(x∗)− a · x∗

= (|p∗+a|−ϵ)2

4λ −max{(p+ a) · x∗, p ∈ S}+ ϵ |p
∗+a|−ϵ
2λ

= (|p∗+a|−ϵ)2

4λ + ϵ |p
∗+a|−ϵ
2λ − (p∗ + a) · x∗ = − (|p∗+a|−ϵ)2

4λ = b.

这里我们用到：x∗ 的方向是沿着 p∗ + a 且 p∗ + a ∈ ∂(S + a) 是实现 max{(p+ a) · x∗, p ∈ S} 的
最大值点，其中 ∂(S + a) 是有界闭凸集 S + a := {p+ a, p ∈ S} 的相对边界 [22, 14]。

因为 b < 0, 显然 x = 0 不可能是函数 fλ(x)− a · x 的最小值点。由于函数 fλ(x)− a · x 是连续
和强制的（即当 |x| → +∞，有 fλ(x) → +∞），其最小值可以达到。设 x∗ ̸= 0 为一个最小值点，
由于 −σ(x) 上半可微且函数且当 x ̸= 0 时函数 ϵ|x| 可微，如果我们设 b′ < 0 为 fλ(x)− a · x 的最
小值，即 fλ(x

∗)− a · x∗ = b′ < 0，那么根据引理 2.2, 我们有 ∇(fλ(x
∗)− a · x∗) = 0, 即

2λx∗ + ϵ
x∗

|x∗|
− (p∗ + a) = 0,

这里 max{p · x∗, p ∈ S} = p∗ · x∗ 且 p∗ ∈ ∂S, 即 p∗ 必须是 S 的一个相对边界点。显然, x∗ 的方向
于 p∗ + a 相同。另外容易看出，由于 x∗ ̸= 0，有

|x∗| = |p∗ + a| − ϵ

2λ
> 0.

所以 x∗ 由(3.4)确定。于是

bλ = fλ(x
∗)− a · x∗ = −(|p∗ + a| − ϵ)2

4λ
≥ −(r0 − ϵ)2

4λ
= b.

由此得到 bλ = b, 所以 b = co[fλ](0)。由此导出

λVλ(σ − ϵ| · |)(0) = λCu
λ(σ − ϵ| · |)(0) = −b =

(r − ϵ)2

4λ
,

从而(2.5)得证。

现在我们来证明(2.6), 即 ∇Cu
λ(σ)(0) = −a 。我们定义 fλ(x) = λ|x|2 − σ(x)。我们已经看到

ℓ(x) = a · x + b ≤ fλ(x) 对一切 x ∈ Rn 成立, 包括特殊情形 ϵ = 0, 其中 −a 是紧凸集 ∂−g(0)
最小包含球面的中心，b = −r2/(4λ)。由于 fλ(x) = λ|x|2 − σ(x) 在 Rn 中上半可微, 所以据 [17]
我们有 co[fλ] ∈ C1(Rn)。特别 ℓ(x) ≤ co[fλ](x) 且 b = ℓ(0) = co[fλ](0)。根据引理 2.2, 我们有
a = ∇ℓ(0) = ∇ co[fλ](0)。所以根据定义, ∇Cu

λ(σ)(0) = −a。

下面我们建立(2.7)。根据 (2.1)，对一切 x ∈ Rn 我们有

Cu
λ(σ0 + ϵ| · |)(x) ≤ Cu

(1−ϵ)λ(σ0)(x) + Cu
ϵλ(ϵ| · |)(x).

在点 x = 0, 根据 (2.5) 当 ϵ = 0 时我们有

Cu
(1−ϵ)λ(σ)(0) =

r2

4(1− ϵ)λ
.



同时通过直接计算容易看出 Cu
ϵλ(ϵ| · |)(x) 的具体表达式由(2.8)给出。所以在 x = 0 点,

Cu
ϵλ(ϵ| · |)(0) =

ϵ

4λ
.

证毕。

命题 2.3的证明: 不失一般性我们假设 x = 0。根据 [29, Remark 2.1] 我们有

C l
λ(f)(0) = co[f + λ|(·)− x|2](0) =

k∑
i=1

λi[f(xi) + λ|xi|2 (3.5)

其中 2 ≤ k ≤ n+1, λi > 0, xi ∈ Rn for i = 1, 2, . . . , k 满足
∑k

i=1 λi = 1 及
∑k

i=1 λixi = 0。我们定
义 fλ(y) = f(y) + λ|y|2 当 y ∈ Rn。由于点 (xi, fλ(xi))，i = 1, 2, . . . , k 位于 f 的上图 (epi-graph)
epi(fλ) := {(y, α), y ∈ Rn, α ≥ fλ(y)} 的支撑超平面上, 所以存在仿射函数 ℓ(y) = a · y + b 使得
[(i)] ℓ(y) ≤ fλ(y) 对一切 y ∈ Rn 和 [(ii)] ℓ(xi) = fλ(xi) 当 i = 1, 2 . . . , k 时成立。根据 (ii) 及 (3.5)
我们还有 ℓ(0) = b = C l

λ(f)(0)。所以 (iii) 也成立。
为得到 rλ 的上界估计，我们将 y = a/(2λ) 点代入 (i) 从而估计 |a| 的上界如下:

a · a
2λ

+ b = ℓ
( a

2λ

)
≤ f

( a

2λ

)
+ λ

∣∣∣ a
2λ

∣∣∣2 ,
从而

|a|2

4λ
≤ f

( a

2λ

)
− b = f

( a

2λ

)
− f(0) + f(0)− b ≤ L|a|

2λ
+

L2

4λ
,

于是 |a|2 ≤ 2L|a| + L2。这里我们用到了 f 是 L-Lipschitz 函数及(1.7)，f(0) − b = Rλ(f)(0) ≤
L2/(4λ) 的事实。所以我们得到 |a| ≤ (1 +

√
2)L。现在我们用 (ii): a · xi + b = f(xi) + λ|xi|2 得到

λ|xi|2 = b− f(xi) + a · xi = b− f(0) + f(0)− f(xi) + a · xi ≤ L|xi|+ |a||xi|,

这是由于 b− f(0) = −Rλ(f)(0) ≤ 0。这样我们可以导出对所有 xi，i = 1, 2, . . . , k,

|xi| ≤
L+ |a|

λ
≤ (2 +

√
2)L

λ
.

所以 rλ = (2 +
√
2)L/λ。

命题 2.6的证明: 我们通过局部性性质（命题 2.3）将 [4, Proposition 3.7] 与 [29, Theorem 4.1]
所得到的整体 C1,1 性质局部化。我们将证明，当 λ > 0 充分大时, Cu

λ(f) 在 B̄r(0) 中连续可微，且
满足对一切 x0, y0 ∈ B̄r(0),

−λ0|y0 − x0|2 ≤ Cu
λ(f)(y0)− Cu

λ(f)(x0)−∇Cu
λ(f)(x0) · (y0 − x0) ≤ λ|y0 − x0|2, (3.6)

其中 λ0 ≥ 0 是在 f 在 B̄2r 上具线性模半凸，即 f(y) = λ0|y|2 − g(y) 的定义中所出现的常数，另
外在此定义中 g : B̄2r 7→ R 微凸函数。从(3.6) 中我们可以看到，当 λ ≥ λ0 充分大时, Cu

λ(f) 在
B̄r(0) 同时为 2λ-半凸及 2λ-半凹。所以根据 [7, Corollary 3.3.8], 我们得到 Cu

λ(f) ∈ C1,1(B̄r(0)) 且

|∇Cu
λ(f)(y)−∇Cu

λ(f)(x)| ≤ 2λ|y − x|

对一切 x, y ∈ B̄r(0) 成立。

由于 f 是 L-Lipschitz 函数, 根据局部性性质，当 λ > 0 充分大时，对 x0 ∈ B̄r(0) 我们有,

Cu
λ(f)(x0) = − co[λ| · |2 − f ](x0) = −

k(0)∑
i=1

λ
(0)
i [λ|x(0)i − x0|2 − f(x

(0)
i )]



其中 1 ≤ k(0) ≤ n+ 1, λ(0)
i > 0, |x(0)i − x0| ≤ r。

我们定义函数 gλ(y) = λ|y− x0|2 − f(y)。根据命题 2.3, 存在仿射函数 ℓ(y) = a · (y− x0) + b 使
得 (i): ℓ(y) ≤ gλ(y) 对一切 y ∈ Rn 成立，且 (ii): ℓ(x(0)i ) = gλ(x

(0)
i )。定义

∆x0 =


k(0)∑
i=1

µix
(0)
i , µi ≥ 0, i = 1, . . . , k(0),

k(0)∑
i=1

µi = 1


为由 {x(0)1 , . . . , x

(0)

k(0)
} 定义的单纯形, 那么我们可以看到 co[gλ](y) = a · (y − x0) + b 对一切 y ∈ ∆x0

成立，这是由于集合 U := {(y, a · y+ b), y ∈ ∆0}是含在 gλ 的上图（epi-graph）的凸包 co[epi(gλ)]
的一个面上而且 {(x(0)1 , gλ(x

(0)
1 ) . . . , (x

(0)
m , gλ(x

(0)
m )} ⊂ U ∩ epi(gλ)。

现在对一切 y ∈ B2r(0)，我们有 co[gλ](y) ≤ gλ(y)同时 co[gλ](x(0)i ) = gλ(x
(0)
i ) = a·(x(0)i −x0)+b

对 i = 1, . . . , k(0)成立。进一步，在 B̄2r(0)上, gλ(y) = λ|y−x0|2−f(y)，这里 f(y) = g(y)−λ0|y−x0|2
是在 B̄2r(0) 上 2λ0-半凸的函数，其中 g : B̄2r(0) 7→ R 是凸函数而 λ0 ≥ 0 是常数。于是 gλ(y) =
(λ+ λ0)|y− x0|2 − g(y) 在 B̄2r(0) 中上半可微。于是从引理 2.2, 我们看到，函数 co[gλ] 与 gλ 都在
x
(0)
i 可微，且

∇ co[gλ](x(0)i ) = ∇gλ(x
(0)
i ) = 2(λ+ λ0)(x

(0)
i − x0)−∇g(x

(0)
i ),

从而对 i = 1, . . . , k(0)，∇g(x
(0)
i ) 存在。如果我们在 B̄2r(0) 中将引理 2.2应用到仿射函数 ℓ(y) 和上

半可微函数 gλ(y) , 我们得到 ∇gλ(x
(0)
i ) = a 当 i = 1, . . . , k(0)。

现在我们证明 Cu
λ(f) 在 x0 点可微，且 ∇Cu

λ(f)(x0) = −a。我们沿用 [17] 中的证明方法。由于
co[gλ](x0) =

∑k(0)

i=1 λ
(0)
i gλ(x

(0)
i )，其中 1 ≤ k(0) ≤ n+1, 我们可以进一步假设 λ

(0)
1 ≥ · · · ≥ λ

(0)

k(0)
> 0,

|x(0)i − x0| ≤ r （根据局部性） , 且满足
∑k(0)

i=1 λ
(0)
i = 1 和

∑k(0)

i=1 λ
(0)
i x

(0)
i = x0。于是我们有

λ
(0)
1 ≥ 1/(n+ 1)，现在对 y ∈ Rn, 我们有

x0 + y = λ
(0)
1

(
x
(0)
1 +

y

λ
(0)
1

)
+

k(0)∑
i=2

λ
(0)
i x

(0)
i .

根据 co[gλ] 的凸性，对 y ∈ Rn，我们有

co[gλ](x0 + y)− co[gλ](x0) ≤ λ
(0)
1

(
gλ(x

(0)
1 + y/λ

(0)
1 )− gλ(x

(0)
1 )
)

+
(∑k(0)

i=2 λ
(0)
i gλ(x

(0)
i )− co[gλ](x0)

)
= λ

(0)
1

(
gλ(x

(0)
1 + y/λ

(0)
1 )− gλ(x

(0)
1 )
)
.

由于上式左端关于 y 是凸函数而右端在 y = 0 点为上半可微，同时这两项在 y = 0 点相等。根据
引理 2.2, 我们有 ∇ co[gλ](x0) = ∇gλ(x

(0)
1 )。所以 co[gλ] 在 x0 点可微。

进一步，因为 ℓ(y) ≤ gλ(y) 当 y ∈ Rn, 根据函数下凸包的定义, 我们有 ℓ(y) ≤ co[gλ](y) 当
y ∈ Rn。我们还有 ℓ(x0) = b = co[gλ](x0)。同时因为 co[gλ] 在 x0 点可微, 根据引理 2.2, 我们有
∇ co[gλ](x0) = a。所以 ∇Cu

λ(f)(x0) = −a。所以 Cu
λ(f) 在 B̄r(0) 中可微。梯度 ∇Cu

λ(f) 在 B̄r(0)
中的连续性也可以从 [17] 得到。

现在我们证明，对一切 x0, y0 ∈ B̄r(0), 我们有

Cu
λ(f)(y0)− Cu

λ(f)(x0)−∇Cu
λ(f)(x0) · (y0 − x0) ≥ −λ0|y0 − x0|2, (3.7)



从而 Cu
λ(f) 是 B̄r(0) 中的 2λ0-半凸函数。我们用前边用过的与 Cu

λ(f)(x0) 相关的记号。我们看到
(3.7) 等价于

λ|y0 − x0|2 − co[gλ](y0) + co[gλ](x0) +∇ co[gλ](x0) · (y0 − x0) ≥ −λ0|y0 − x0|2,

它又等价于

co[gλ](y0)− co[gλ](x0)−∇ co[gλ](x0) · (y0 − x0) ≤ (λ+ λ0)|y0 − x0|2.

注意我们有

co[gλ](x0) =
k(0)∑
i=1

λ
(0)
i gλ(x

(0)
i ), ∇ co[gλ](x0) = a, ∇ co[gλ](x(0)i ) = ∇gλ(x

(0)
i ) = a.

因为 y0 ∈ B̄r(0) 而 |x(0)i − x0| ≤ r, 我们有

y0 + (x
(0)
i − x0) ∈ B̄2r(0) and

k(0)∑
i=1

λ
(0)
i

(
y0 + (x

(0)
i − x0)

)
= y0 .

从而

co[gλ](y0) ≤
k(0)∑
i=1

λ
(0)
i co[gλ](y0 + (x

(0)
i − x0)) ≤

k(0)∑
i=1

λ
(0)
i gλ(y0 + (x

(0)
i − x0)).

我们还有

co[gλ](x0) =
k(0)∑
i=1

λ
(0)
i [gλ(x0 + (x

(0)
i − x0))]

及

∇ co[gλ](x0) · (y0−x0) = a · (y0−x0) =
k(0)∑
i=1

λ
(0)
i a · (y0−x0) =

k(0)∑
i=1

λ
(0)
i ∇gλ(x0+(x

(0)
i −x0) · (y0−x0).

我们注意到在 B̄2r(0) 中, f 是 2λ0 －半凸函数，且 f(y) = g(y)−λ0|y− x0|2，其中 g : B̄2r(0) 7→ R
为凸函数。于是

co[gλ](y0)− co[gλ](x0)−∇ co[gλ](x0) · (y0 − x0)

≤
k(0)∑
i=1

λ
(0)
i

(
gλ(y0 + (x

(0)
i − x0))− gλ(x0 + (x

(0)
i − x0))−∇gλ(x0 + (x

(0)
i − x0)) · (y0 − x0)

)

=

k(0)∑
i=1

λ
(0)
i (λ+ λ0)

(
|(y0 − x0) + (x

(0)
i − x0))|2 − |(x(0)i − x0))|2 − 2(x

(0)
i − x0) · (y0 − x0)

)

−
k(0)∑
i=1

λ
(0)
i

(
g(y0 + (x

(0)
i − x0))− g(x0 + (x

(0)
i − x0))−∇g(x0 + (x

(0)
i − x0)) · (y0 − x0)

)
≤ (λ+ λ0)|y0 − x0|2.

这里我们用
∑k(0)

i=1 λ
(0)
i (x

(0)
i − x0) = 0 并且 g 是凸函数并在 x

(0)
i 点可微。所以 Cu

λ(f) 在 B̄r(0)
中是 2λ0-半凸函数。同时，根据上变换的定义，Cu

λ(f) 在 Rn 中为 2λ-半凹函数, 因此，特别对
x0, y0 ∈ B̄r(0)，

Cu
λ(f)(y0)− Cu

λ(f)(x0)−∇Cu
λ(f)(x0) · (y0 − x0) ≤ λ|y0 − x0|2. (3.8)



结合 (3.7) 与 (3.8) 我们可断定当 λ ≥ λ0 充分大时，Cu
λ(f) 在 B̄r(0) 中既是 2λ0-半凸的也是 2λ-半

凹的。所以根据 [7, Corollary 3.3.8], 我们得到 Cu
λ(f) ∈ C1,1(B̄r(0)) 并且当 λ ≥ λ0 充分大，我们

有估计
|∇Cu

λ(f)(y)−∇Cu
λ(f)(x)| ≤ 2λ|y − x|, y, x ∈ B̄r(0).
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