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Abstract— In this article we analyze the performance of
nonuniform linear arrays for Direction of Arrival (DOA)
estimation. We use different classes of sparse recovery algorithms
to estimate the direction of arrival of the signal sources and its
information. We focus on three array configurations, a
structured or virtual array with prefixed potential locations for
the elements, a random array and a random array with a
restriction on the minimum distance between elements. We
provide simulations of the performance of each configuration
under these algorithms for different values of aperture, and
number of signal sources.
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1. INTRODUCCION

N arreglo de antenas consiste en un namero de sensores

ubicados en una determinada posicion relativa cuyo fin
es el de adquirir muestras espacio temporales del campo
electromagnético circundante. En contraste con una sola
antena, el arreglo provee informaciéon adicional para mejorar
la relacion seifial a ruido, resolver diferentes sefiales y cancelar
interferencias [1] Una importante aplicacion de los arreglos de
sensores es la caracterizacion del campo electromagnético
incidente con el fin de determinar el nimero de fuentes, sus
ubicaciones y las sefiales transmitidas [2]. La complejidad y el
costo de un arreglo de sensores aumenta con la cantidad de sus
elementos. Por lo tanto, un buen disefio debe considerar en
maximizar el desempefio del arreglo sin incrementar el
numero de sensores.

Una configuracion comuiin para un arreglo de sensores es el
arreglo lineal uniforme, donde la distancia inter-elemento es
constante. Para satisfacer la condicion de muestreo de
Nyquist, la distancia maxima entre elementos no debe ser
mayor a media longitud de onda de la portadora A. Esto se
traduce en una apertura maxima del arreglo para un nimero de
sensores fijo, que limita su capacidad de localizacion y
resolucion de fuentes de sefial. Para alcanzar mayores
aperturas y mejor resoluciones, se puede utilizar un arreglo no
uniforme, donde la distancia inter-elemento es variable. Una
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posible estrategia para el disefio del arreglo no uniforme es
distribuir los sensores de forma aleatoria. Este problema fue
analizado desde un punto de vista probabilistico para
determinar diferentes propiedades del arreglo como ser niveles
de 1o6bulos laterales, ancho de haz, y ganancia [3].
Recientemente se propuso la aplicacion de modelos ralos y
técnicas de compressive sensing para el estudio de arreglos
aleatorios [4,5] y para el disefio de arreglos no uniformes [6].
Este problema también esta relacionado con la estimacion
espectral a partir de datos muestreados no uniformemente [7].

El objetivo de los modelos ralos es representar una seiial
como una combinacién lineal de funciones basicas llamadas
atomos, correspondientes a un diccionario [8]. En el caso
especifico de arreglos de sensores, este diccionario puede estar
dado por la respuesta del arreglo para cada posible angulo de
arribo [9]. Asumiendo que existen pocas fuentes de sefial, la
salida del arreglo posee una representacion rala. La teoria de
compressive sensing afirma que, bajo estas condiciones, el
numero de sensores y datos necesarios para resolver el
problema inverso puede ser reducido significativamente sin
afectar el desempefio del sistema [10]. Estas técnicas ya han
sido usadas en diferentes areas de procesamiento de sefial,
incluyendo procesamiento de imagenes, bioingenieria,
comunicaciones y sensado remoto.

En este articulo se presentan tres configuraciones de
arreglos lineales de sensores. Se analiza su desempefio
comparandolos con un arreglo ULA con el mismo numero de
sensores y apertura. Se evalua la capacidad de estos arreglos
para reconstruir una sefial rala aplicando diferentes técnicas de
compressive sensing. Mediante ejemplos numéricos se
muestra que la capacidad de los arreglos aleatorios mejora si
se agrega una restriccién minima a la distancia entre sensores.
El articulo se organiza como sigue. En la siguiente seccion se
presenta el modelo ralo para arreglos de sensores. En la
Seccion III se definen las diferentes configuraciones de
arreglos bajo estudio. Se analizan los resultados de
simulaciones comparando estas configuraciones en la Secciéon
IV. Finalmente, se concluye y se discuten futuros trabajos en
la Seccion V.

II. MODELO

Se considera un arreglo lineal compuesto por N sensores y s
sefiales incidentes de banda angosta provenientes de los
angulos 0, 0,, ..., 0. La salida del arreglo es

y=V()b +w, (1)
donde y es el vector de mediciones de tamafio N, V(8) =
[v(6,),v(0;),...,v(0s)] es la matriz cuyas columnas

corresponden a cada una de los vectores variedad del arreglo
v(60;) de tamafio N para la direccion de arribo 6;, b es un
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vector deterministico desconocido de tamafio s que representa
las muestras de la envolvente compleja de las sefales
transmitidas, y w ~ CN (0, ol) corresponde al ruido y errores
de modelado. La estructura del vector variedad del arreglo
para un angulo 6 esta dada por

ejonxl cos(6)

27T
e]sz cos(6)

v(0) = : , 2

2T
e]TxN cos(6)

donde x4, x5, -+, x5 son las coordinadas de ubicacion fisica
de los elementos del arreglo, y 4 es la longitud de onda de la
sefial incidente.

Con el fin de generar una representacion rala de las
mediciones anteriores, se discretiza el espacio de direcciones
de arribo en M angulos. Usualmente se tiene que M > N > s,
resultando en una matriz V de tamafio N X M cuyas columnas
son los atomos del diccionario

ZTTle cos(61) zTnxl cos(6pp)

ej ej
V= : : . 3
75N cos(61)

2T
e e/ TN cos(Op)

Luego, el vector b de tamafio M se convierte en ralo con s
componentes distintas de cero, iguales al nimero de fuentes.

Una generalizacién de este problema aparece cuando se
varios vectores de mediciones o instantineas estan
disponibles. Este nuevo problema se conoce como
representacion rala de multiples vectores de medicion (MMYV).
Luego, considerando una secuencia de D instantdneas, los
datos de salida son

Y=VB+W, 4

donde las matrices Y, B, y W se construyen utilizando los
respectivos vectores de (1) como sus columnas. Asumiendo
que las ubicaciones de las fuentes son constantes durante el
tiempo de observacion, la matriz B tiene un numero bajo de
filas distintas de cero. El objetivo es estimar las columnas de
B con la condicion de que existe un perfil de raleza comun.

III. CONFIGURACIONES DE ARREGLOS

Para poder resolver el problema inverso se necesita conocer
las ubicaciones x5, X5, -*, Xy de los elementos del arreglo. En
este capitulo presentamos tres posibles arreglos lineales no
uniformes. Como linea base se considera el arreglo uniforme
con una distancia constante inter elemento d y una apertura
L =d(N —1). Para una comparacion justa, cada arreglo
posee el primer elemento en x; = 0 y el Gltimo en xy = L;
asi todas las configuraciones poseen la misma cantidad de
sensores Ny la misma apertura L.

La  primera  configuracién, denominada  arreglo
estructurado, se basa en un ULA de K elementos con K > N.
Las K ranuras estan distribuidas uniformemente en la misma
apertura L, resultando en una menor distancia inter-elemento
L/(K—1). El arreglo no uniforme resulta de elegir
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aleatoriamente N de las posibles K ubicaciones, sin repeticion.
La Fig. 1b muestra un ejemplo de esta configuracion, donde
los circulos blancos son las ranuras equiespaciadas y los

circulos negros corresponden a los sensores separados
irregularmente.
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Figura 1. Diferentes configuraciones para una arreglo de N elementos con la
misma apertura L. (a) Arreglo lineal uniforme, (b) arreglo estructurado, (c)
arreglo aleatorio, (d) arreglo restringido.

En la segunda configuracion, denominada arreglo aleatorio,
la posicion de los sensores se elige aleatoriamente segiin una
distribucion uniforme, x; ~ U(0, L). Un ejemplo se ilustra en
la Fig. 1c

Finalmente, se muestra en la Fig. 1d la tercera
configuracion analizada, denominada arreglo restringido. Los
sensores también se ubican aleatoriamente en la apertura L.
Sin embargo, existe una cota inferior d,,;,, para la distancia
minima entre elementos.

IV. SIMULACIONES

En esta seccion se discute el desempeiio de los arreglos
aleatorios propuestos. Para poder resolver el problema ralo
inverso, se aplican algoritmos que fueron desarrollados bajo
diferentes enfoques. Un procedimiento comun para encontrar
la solucién rala de un problema lineal es utilizar la norma [,
con p € (0,1] como una medida alternativa de la raleza, en
lugar de la norma [,. Esta clase de algoritmos incluye Focal
Undetermined System Solver (FOCUSS) [13], y otros. Otro
enfoque implementa una busqueda voraz que iterativamente
aproxima el soporte de la solucién, como ser Orthogonal
Matching Pursuit (OMP) [14], y sus variantes [15].
Adicionalmente, existe otra clase de métodos que usan
herramientas y modelos estadisticos, como Sparse Bayesian
Learning (SBL) [16] y Enhanced Sparse Bayesian Learning
(ESBL) [17]. Este articulo se enfoca en el problema de
multiples vectores de mediciones y datos complejos, por lo
que se utilizan versiones modificadas de estos algoritmos para
las simulaciones: MMV-Orthogonal Matching Pursuit
(MOMP) [18], MMV-Focal Undetermined System Solver
(MFOCUSS) [19], y ESBL.
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Figura 2. Desempeifio de las distintas configuraciones del arreglo utilizando el
algoritmo ESBL para valores de distancia interelemento d de 0.5,0.6,0.8y 1.
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Figura 3. Desempeifio de las distintas configuraciones del arreglo utilizando el
algoritmo MOMP para valores de distancia interelemento d de 0.5,0.6,0.8 y
1.

En las simulaciones se utiliza un arreglo de N = 30
elementos, con M = 30 atomos en el diccionario, equivalente
a 100 angulos de arribo (DOA). Se procesan D = 10
instantaneas y el arreglo estructurado tiene K = 60 ranuras.
La distancia interelemento d y la apertura L se normalizan con
la longitud de onda A. Se utiliza el error cuadratico medio
como medida de desempeiio

MmcC

1 = 112

MSE = o= 21”3 - By,
i=

donde B representa la estimaciéon B y la variable MC se fija
en 200 corridas de Monte Carlo. Para cada realizacion Monte
Carlo, se generan aleatoriamente los arreglos y las ubicaciones
de las fuentes de senal.

En primer lugar se calcula el desempefio de los arreglos en
funcién de la relacion senal a ruido (SNR) para diferentes
valores de la distancia interelemento d. Se considera una sola
fuente de sefial, (s = 1) y una distancia minima d,,;,, = 0.25
para el arreglo restringido. La Fig. 2 muestra los resultados
cuando se aplica el algoritmo ESBL. Para d = 0.25, la mejor
configuracion es el arreglo uniforme, ya que se satisface la

&)

condicion de Nyquist. Su desempefio empieza a degradarse
cuando d aumenta, y esta totalmente perdido para una
distancia d = 1. Las Fig. 3 y 4 muestran similares resultados
para los algoritmos MOMP y MFOCUSS, respectivamente,
excepto que no hay wuna diferencia notable entre
configuraciones para MFOCUSS. Se nota que el mejor
desempeiio esta dado por el algoritmo ESBL, como se
esperaba, ya que esta basado en un marco bayesiano, el cual
sobrepasa a los algoritmos voraces y basados en la norma [,
[17,20].
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Figura 4. Desempeifio de las distintas configuraciones del arreglo utilizando el

algoritmo MFOCUSS para valores de distancia interelemento d de
0.5,0.6,0.8y 1.

10=
MOMP

& 10 =
2 0- —e_ ﬁ - e
—=—dmin=0.001 e >
il A e e
30l — :m!n:[) 01 - ‘9\__‘8\_77 — =}
min=0.1 ESBL o
dmin=0.5 b S
40 T L L .
-20 -15 -10 5 0 5 10 15 20
SNR

Figura 5. MSE para diferentes valores de distancia minima interelementos
usando el arreglo restringido y los algoritmos ESBL, MOMP and MFOCUSS.

Como la configuracion del arreglo restringido es la mas
interesante basada en las simulaciones previas, se fija el
enfoque en sus parametros. Se analiza el efecto de la distancia
minima interelemento d,,;, para una apertura fija de 29 4,
equivalente a d = 1, y una tnica fuente de sefial. La Fig. 5
muestra que la sensibilidad del desempefio con respecto a
dmin €8s muy baja para MOMP y practicamente inexistente
para MFOCUSS. En el caso de ESBL, a medida que se
decrece la restriccion, el arreglo se hace cada vez mas similar
al arreglo aleatorio y su desempefio se ajusta al de éste. Por el
otro lado, para valores de d,,;, mayores a 0.1 el desempeiio
permanece constante. No existen indicios de desempefio pobre
cuando se decrece la distancia minima interelemento por
debajo de d,;;, = A/2, como se sugiere en [4, 5] para
satisfacer la condicion de RIP.
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En la Fig. 6 se muestra la degradacion en el desempeio
cuando se aumenta el nimero de fuentes de sefial s (raleza de
la sefial) para una apertura fija L = 29, equivalentead =1,y
con dp,;, = 0.25. La degradacion es mondtona y se espera un
desempeiio razonable aun para un alto nimero de fuentes de
senal.
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Figura 6. MSE para diferentes valores de raleza usando el arreglo restringido.

Se aprecia que el arreglo estructurado posee un
comportamiento peculiar al incrementar la apertura. La mejora
en su desempefio no es mondtona. La Fig. 7 muestra este
efecto para distintos valores de SNR. Al incrementar la
distancia interelemento d, y consecuentemente su apertura, el
MSE para cada SNR tiene saltos de desempeiio pobre. Este
efecto puede ser debido a la estructura impuesta por el arreglo
estructurado. Desafortunadamente no se ha encontrado que
siga un patrén notable. Este problema esta actualmente en
estudio.
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Figura 7. Ilustracion del peculiar comportamiento del desempefio del arreglo
estructurado al aumentar la apertura.

Finalmente, se analiza el desempefio de una realizacion
especifica del arreglo restringido. La Fig. 8 muestra dos
ejemplos del arreglo para d =1y dpin, = 0.25, y los
histogramas para las distancias interelemento reales A. Se
aprecia que ambas configuraciones involucran diferentes
perfiles de distancias y las ubicaciones fisicas de los elementos
se concentran en diferentes regiones. Se esperaria que haya
una diferente respuesta para sefiales que arriban de diferentes
angulos. Sin embargo, la Fig. 9 muestra que el desempeiio de
estas dos realizaciones es practicamente el mismo para todo el
espacio de angulos de arribo. Luego, el arreglo restringido es
robusto contra la eventual realizacion que defina las
ubicaciones de sus elementos.

Figura 8. Dos realizaciones del arreglo restringido y sus histogramas de
distancia interelemento A.
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Figura 9. MSE para diferentes DOAs a SNR = 0 dB y SNR = 20 dB usando
dos realizaciones del arreglo restringido.

V. DISCUSION

En este articulo se analizdé el desempefio de arreglos no
uniformes aplicando diferentes clases de algoritmos de
compressive sensing para la estimaciéon de direcciones de
arribo de fuentes de sefial y su informacién transmitida. El
enfoque se centra en tres configuraciones: un arreglo
estructurado con ubicaciones de los elementos prefijadas, un
arreglo aleatorio y un arreglo aleatorio con una restriccion en
la distancia minima interelemento. Simulaciones del
desempeiio muestran que el arreglo restringido combinado con
el algoritmo ESBL consiguen mejores resultados que las otras
configuraciones. Adicionalmente se establece que, para un
dado escenario, el desempefio del arreglo restringido es
constante para diferentes realizaciones.

El trabajo discutido en este articulo no estd concluido.
Actualmente se estd trabajando en la optimizacion de la
restriccion d,,;, para minimizar el MSE dado un espectro
espacial de la energia de las fuentes. Adicionalmente se esta
investigando el comportamiento del arreglo estructurado. Se
sospecha que esta relacionado con la estructura de grilla
impuesta sobre las ubicaciones de sus elementos.
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