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Resumen: En este articulo estudiaremos ciertos operadores de cuasi-interpolacion estocdsticos para la estimacion de
sefiales de energfa finita (funciones de L?(IR)). Deduciremos algunas cotas y propiedades de convergencia asintética.
Veremos que el orden de convergencia depende tanto de la intensidad del proceso puntual que modela los puntos de
interpolacién como de la regularidad de la sefial medida en términos de la norma de Sobolev.
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1. INTRODUCCION

El teorema cldsico de Shannon-Whittaker-Kotelnikov (SWK) permite reconstruir una seﬁal de banda
limitada a partir de un muestreo regular [1, 8]. Sea el operador de dilatacién (D, f)(z) := \ﬁ —=f(a™'z)

para a > 0y el operador de traslacién (7}, f)(x) := f(x — p) para p € R%. El teorema SWK es un caso
particular de un problema general donde mediante una expresion del tipo

Qo (@) = S (DuTye, ) DuTyo () (1)

peP

se pretende aproximar una cierta funcién f perteneciente a algtin subespacio de funciones continuas, con
a > 0y el subconjunto numerable P C R? fijos. En el caso SWK, P = i—’Oer, y la funcién ¢ = ¢ es una
funcién “sinc”. La reconstruccion serd perfecta o no dependiendo del valor de @ > 0 teniendo en cuenta
la frecuencia de Nyquist o el ancho de banda 2wg de f. Si la reconstruccion es perfecta, vale la identidad

Qg f = [y los funcionales (D,T)p, f) coinciden con las evaluaciones f(p) (muestras ideales). Y se

puede probar que cuando f € L?(RY) es arbitraria, 4y [ — [ cuando a — 0. Este tipo de problema
estd vinculado a su vez con aproximaciones respecto a wavelets biortogonales [7] con @ = 27, j € Z. Sin
embargo, en la prictica a veces puede ser dificil conocer con exactitud los puntos de muestreo y sélo son
conocidos ciertos pardmetros estadisticos de su localizacion. Otras veces, este efecto es buscado intencional-
mente para compensar ciertos efectos no deseados por el aliasing. Asi aparecen distintas alternativas como
las que involucran un muestreo aleatorio no uniforme [Mar 91]. En esta oportunidad analizaremos un méto-
do relacionado con el propuesto en [6], donde las muestras son adquiridas por un dipositivo lineal no ideal,
es decir no necesariamente coinciden con la evaluacién f(p). Analizaremos el comportamiento asint6tico de
ciertos operadores de cuasi-interpolacién cuandos los puntos [P son elegidos por un proceso aleatorio pun-
tual X" andlogo al de Poisson. Se estudiara el efecto de « — 0y cuando la intensidad A — oo. También
se considerard el efecto de la suavidad de f respecto a los espacios Sobolev.

2. PRELIMINARES
Sea L?(IRY) el espacio de funciones de energia finita. Es decir, estas funciones verifican que H f H%g (Rd) =

Jga lf() )|?dx < oo, siendo esta norma la inducida por el producto interno (f, g) = [; f s g(z) dz. Con f
denotaremos la transformada de Fourier de f y si s > 0, con W?2 #(R%), los espacios de Sobolev.

WQ‘Q(Rd):{feLQRd /yf 2(1+ €% d£<oo}.
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De manera andloga a lo presentado en [6] podemos definir una medida y una integral estocdtica de la
siguiente manera. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria definida en él. Si
¢ es cualquier funcién medible Borel, denotamos E(¢(X)) = [, ¢(X)dP a la esperanza de (X). Sea
B(R?) la o-algebra de Borel de R%. Sobre (2, A, P) consideremos un proceso aleatorio puntual X’ [4]. Para
fijar ideas se puede pensar en un proceso espacial de Poisson de intensidad A > 0. X induce una medida
estocdstica de la siguiente manera: M(A) = ) 0,(A). En nuestro caso consideraremos procesos X' (o
pEX

medidas asociadas M) que se ajusten a la siguignte definicién:

Definicién 1 Si Bo(R?) = {A € B(RY) : |A] < oo} y A > 0, una medida aleatoria de incrementos
ortogonales es una familia de variables aleatorias M : Bo(R?) — L?(Q, A, P) tal que, con probabili-
dad uno, M(AU B) = M(A) + M(B), y tal que la covarianza verifica Cov(M(A), M(B)) = 0, para
cualquier A, B € Bo(Rd) disjuntos. Entonces M induce dos medidas aditivas (o eventualmente o-aditivas)
dadas por: Var(M(A)) y E(M(A)). Ademds, supondremos que M verifica para alguna constante X > 0:
E(M(A)) = \A|, Var(M(A)) = NA|.

En el caso de que M esté asociada a un proceso puntual X', A > 0 serd la intensidad del proceso, en analogia
con el caso del proceso de Poisson.

Definicién 2 Integral estocdstica. Si f es una funcién Bo(RY)-simple, f = Yot ailg, cona; € Cy
R; € By disjuntos, definimos la integral estocdstica de f con respecto a M como la variable aleatoria:

Jpa f(O)AM (L) :== 37" a; M(R;).

La integral / f dM verifica la siguiente propiedad, consecuencia de la ortogonalidad estocastica:
Rd

Propiedad 1 Sea f una funcion Bo(R?)-simple, entonces:

(i) E( £(t) dM(t)> =X [ f)dt. (i4) Var( £(t) dM(t)) =\ [ ) d
R4 R4 R4 Rd

Mediante un proceso de paso al limite (ii), permite extender [, f(z)dM (z) para f € L*(R?) (" L?(R)
arbitraria. Ademds, la Propiedad 1 sigue siendo verdadera para f € L'(R%) () L?(R%). Finalmente, observa-
mos que la Def. 2 puede usarse con medidas aleatorias no necesariamente inducidas por un proceso puntual,
como es el caso de la medida de Wiener inducida por el proceso Browniano [2] y que los resultados siguien-
tes se basan sdlo en esta condicién. Sin embargo, en el contexto de muestreo podria ser de mayor relevancia
el caso puntual pues los puntos de muestreo son aquellos en los que se concentra la medida M. En este caso,

para [ apropiada se tiene que [pq fdM = 3 f(p).
peX

3. CUASI-INTERPOLACION ALEATORIA

Motivados por la seccién anterior introducimos, por el momento de manera formal, el operador de inter-
polacién aleatoria @y .

Definicion 3 Sean f € L*(R%), a > 0, A > 0y un par de funciones ¢, ¢ € L*>(RY) (" L' (R?) tales que
#(0)p(0) # 0. Definimos:

Qoof (@) i= 3 S (DuTyp )DuTy0(a) = 5 [(DuTyo. DL Ty(a)dM (1)

peEX R4

Cabe recordar que, en realidad, Qg4 f () = Q4 ,(a, A) f(z). Es decir depende de los parametros a, A y mas
aun, aunque no lo escribamos, también depende del espacio de probabilidad (2, .4, P).

Nos interesa estudiar el comportamiento asintético de Q4 f, cuando a — 0y A — oo. Como veremos,
se puede probar que Q4 f es, en algin sentido, un estimador consistente de f. Para ese propésito intro-
ducimos algunos resultados previos. Primero, se puede probar que Q4. f € L?*(R%) (a.s.) y que ademds,
para a > 0 fijo, Q4 f es un estimador insesgado y consistente del siguiente operador integral Sy ,, cuando
A — o0:
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Definicién 4 Bajo las mismas condiciones de la Def. 3, para f € L*(R%) definimos:

S¢<pf($) = /(Dan‘Pa f>Dan¢($)dp-
Rd

En efecto, es facil probar que Sy, f(x) estd bien definido para todo x € R? y més atn valen las siguientes
propiedades relaciones con Q.. La Propiedad 1 permite probar lo siguiente:

Lemal Si f € L*RY), a > 0, A > 0y un par de funciones ¢, ¢ € L*(RY) () LY(RY) tales que
#(0)p(0) # 0, entonces valen las siguientes afirmaciones:

1. Spp: L2(RY) — L2(R?) es un operador acotado.

2. Sypf = dla)pla.)f.
3. Paratodo x € RY, Q4 f(x) es una variable aleatoria bien definiday E(Qy,f(2)) = Spof ().

4. Paratodo p € RY, estd bien definido L, f(p) = (DoTpp, f). Mas aiin, Ly, : L>(RY) — L2(RY) es
un operador lineal acotado tal que || Ly|| < ||¢]| 11

”L\Pf”?ﬂ('p{d)

5. E|[Spuf — wa“iz(w) = \|¢||§2(Rd) ——FED [y en particular Qg o f € L*(R?) (a.s.).
Como consecuencia inmediata del Lema 1, se tiene que: /\h’m 1Sg o f — Q¢¢f\|L2(Rd) = 0 en media
—00

cuadrética y en probabilidad. Para verificar la convergencia a f necesitamos previamente la siguiente rela-
cién de ortogonalidad estocdstica.

Lema 2 Sean f,g € L?(R%), bajo las hipdtesis del Lema 1, se tiene: E(g, Sy of — Qppf) =0.

De esto se deduce que:

Teorema 1 Sea cy, = 5(0)@(0), bajo las hipdtesis del Lema 1, vale lo siguiente:

| Lo f 12 e
Elcsf = Qoo fl}amay = 1550 = oo Iaqma) + I16]Fama ———2 )

. , . L 2
En particular, )\—><1>lc>H¢lz—>0 llcopof — Q¢<Pf||L2(]Rd) = 0 en probabilidad y en la norma de L*(§2, A, P).

)

4. PAR OPTIMO DE FUNCIONES DE MUESTREO E INTERPOLACION ¢, .

Sea X un proceso puntual y sea S(X',a) el subespacio lineal de elementos aleatorios de L?(R?) dado
por

S(@.a) =4 F € POQAPLRY): [ = [ FOIDL0dMELF e PR IERY Y G
Rd

Con esta notacion, podemos decir que, por los resultados anteriores, existe una sucesion de elementos de

S S(X,a) que aproxima a f. En este caso F'(p) = L, f(p). En este enfoque y en un principio, no hay
a>0,A>

mayores restricciones para el par ¢, ¢ (ver Def. 3). Sin embargo, uno podria preguntarse para a, A fijos cual
2
o
f=r
L2(R4)
sea minimo. Sorprendentemente, veremos que este problema nos lleva de nuevo a una expresion del tipo de

la ecuacion de Def. 3 para cierta wg‘pt independiente de f y de @ > 0, pero dependiente de la intensidad
A > 0. En efecto:

es el mejor aproximante de f del conjunto S(X, a). Es decir hallar f € S(X,a) tal que E
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Teorema 2 Sea f € L?>(R%) a > 0,\ > 0y ¢ como en la Def. 3. Entonces:

1 — b(€) HﬁbH%?(Rd)
==Y (DaTppn FYDaTpe . ppy(€) = =—2—, p=—"".
2®Y) /\peZX pPopt I pt PR+ \

2

argmin E Hf —f
}GS(X:G)

La demostracidon de este teorema es, en parte, consecuencia de la aplicacion de las técnicas de regularizacién
de Tikhonov a la expresion (2).

5. ORDEN DE APROXIMACION DEL OPERADOR DE CUASI-INTERPOLACION EN LOS ESPACIOS
DE SOBOLEV W2 #(R%)

En los resultados anteriores no se tuvo en cuenta, en el cdlculo de los errores de aproximacién, cuanto
influye la suavidad de la funcion original f. Ahora, si f tiene derivadas de orden s + ¢ (en algin sentido),
nos interesa ver qué tanto es el error que se comete en la aproximacién simultdnea de f y sus derivadas de
orden s en funcién de cierta norma que las involucre hasta el orden s + ¢, s, > 0 . De las muchas maneras
de medir dicha suavidad consideraremos los espacios de Sobolev W2 *(R?) definidos anteriormente. En
esta seccion pediremos que, tanto $ como §, cumplan una condicién de Lipschitz global:

(C.L) |6(¢) — d(&)] < C1le" —¢€]; |B(€) — B(E)] < Cal¢’ —¢].

Vale aclarar que el siguiente teorema se puede probar bajo otras hip6tesis mas débiles y es andlogo a ciertos
resultados de [3] en el contexto de subespacios invariantes por traslaciones enteras. En nuestro contexto
aparece un término en el error de aproximacion que depende de la intensidad A y que, de alguna manera,
antagoniza con el pardmetro a > 0 que juega el papel de ancho de banda de Nyquist.

Teorema 3 Sea f € W2+ (RY). Bajo las hipétesis del Lema 1 con la condicién adicional (C.L), vale lo
siguiente:

E ||f - Qqﬁgaf”%/vz s(R%) < C(a,s,t, )\a ¢> SD) Hf”%V? s+t(Rd) »
donde C(a,5,t, 7, &, 9) = §2° [¢l[31 161132 gy (1+ a72%) + Cl, )

Si s = 0, se obtiene una cota andloga del tipo Fix-Strang ver p.ej. [9, 7]. En nuestro caso aparece sumado
un término mds asociado a la intensidad A > 0.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo extendimos el método de muestreo aleatorio de [6] al caso de un esquema lineal de
muestreo no ideal en R%. Mostramos cémo elegir de manera ptima el par de funciones de muestreo e
interpolacién para minimizar el error de reconstruccién y finalmente, utilizando los espacios de Sobolev,
demostramos cOdmo este error es afectado por la regularidad de la funcidén a reconstruir.
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