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lineal (LABC) y estimación neuronal en el seguimiento de trayectorias

Carlos A. Vaccaa,∗, Eduardo G. Scagliab, Fernando C. Ulloa-Vasquezc, Francisco G. Rossomandod

aUTN Facultad Regional La Rioja, Av. San Nicolás de Bari 1100 (Este), La Rioja, Argentina.
bInstituto de Investigaciones Quı́micas, Facultad de Ingenı́era, UNSJ, C/ Av Libertador 1109 (Oeste), CP 5400, San Juan, Argentina.

cPrograma Investigación Radio Digital, PIRD. Facultad de Ingenierı́a, Universidad Tecnológica Metropolitana. Virginio Arias 1369, ̃Nuñoa, CP 7750000 
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Resumen

Los incovenientes planteados por el seguimiento de trayectorias usando robots móviles es un tema vigente en la teoría de 
control, en esta propuesta se presenta el diseño de un controlador de álgebra lineal en combinación con un estimador neuronal. 
Donde además el robot móvil cuenta con incertidumbres aditívas. Los valores de incertidumbre en cada momento de muestreo se 
obtienen mediante estimación basada en Redes Neuronales, donde se incluye el diseño de un estimador neuronal del error de 
modelado junto con la demostración de la convergencia a cero del error de seguimiento. La técnica de control propuesta se valida 
mediante simulación y resultados experimentales. El controlador de Ágebra Lineal y el estimador neuronal demuestran que se 
puede utilizar para reducir el efecto de las incertidumbres aditivas en el error de control de seguimiento. 
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Linear algebra-based controller (LABC) for trajectory tracking in mobile robots using neural estimation

Abstract

The drawbacks posed by trajectory tracking using mobile robots is a current issue in control theory, in this proposal we present 
the design of a linear algebra controller in combination with a neural estimator. In addition, the mobile robot has additive uncer-
tainties. The uncertainty values at each sampling time are obtained by estimation based on Neural Networks, where the design of a 
neural estimator of the modeling error is included together with the demonstration of the convergence to zero of the tracking error. 
The proposed control technique is validated by simulation and experimental results. The Linear Algebra controller and the neural 
estimator demonstrate that it can be used to reduce the effect of additive uncertainties on the tracking control error.

Keywords: Linear Algebra, Neural Control, Non Linear Control, Identification, Mobile Robots.

1. Introducción

En las últimas decadas, la robótica móvil ha incrementado
su participacion en las distintas actividades socio-económicas.
Siendo el caso de la automatización industrial, la agricultura y
los distintos tipos de servicios, incluyendo la defensa, donde
se destaca la vigilancia, la exploración y de rescate en caso de

siniestros.Yang et al. (2019) Hassan y Saleem (2021) Deng et
al.(2021) Zhang et al. (2022).

Los diferentes robots móviles con ruedas (WMR), debido
a su adaptabilidad, performance y robustez, se utilizan muy a
menudo en las tareas citadas anteriormente. Los WMR tradi-
cionales que en sus cuatro ruedas, posee accionamiento inde-
pendiente utilizan por lo general motores eléctricos Zhang et al.
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(2024), siendo la principal ventaja que tiene un modelo sencillo
y es de fácil mantenimiento. Si se compara con otros sistemas,
como el sistema de tracción de correa dentada, este último es
ligero, puede absorber las vibraciones y por lo general ofrece
un torque elevado. En las técnicas de control de seguimiento de
trayectoria aplicadas a robot móviles sobre ruedas existen di-
ferentes tipos de controladores cinemáticos y dinámicos. En el
caso de los controladores diseñados teniendo en cuenta el mo-
delo cinemático del robot, se puede calcular directamente el co-
mando de velocidad de salida deseada para cada rueda motriz,
sin tener encuenta otros fenómenos fı́sicos del robot Wit et al.
(1993), De La Cruz et al. (2011). Además, los robots móviles
(WMR), al no poseer dirección del tipo CAR-LIKE, consiguen
determinar la orientación aplicando diferentes velocidades en
las ruedas de los lados izquierdo y derecho del robot, lo que
también es propenso a producir un fenómeno de deslizamiento
Tian y Sarkar (2014). Para mejorar el rendimiento del control
del robot móvil, considerando el fenómeno de deslizamiento, se
ha propuesto la estrategia de control del robot móvil de direc-
ción deslizante basada en el modelo dinámico Rossomando et
al. (2014),Tzafestas (2013), Andaluz Ortiz (2011). Comparado
con el controlador cinemático, el controlador dinámico puede
planificar directamente el comando de la fuerza motriz de ca-
da rueda.Jung (2012). Diferentes autores han propuesto varias
metodologı́as de control para el seguimiento de la trayectorias,
algunas de las cuales se basan en los modelos cinemáticos o
dinámicos de los vehı́culos (Wu et al. (2020); Lopez-Cortés et
al. (2021)), los cuales se diferencian en función de la veloci-
dad operativa y la precisión del modelo dinámico. En el caso de
Chwa (2004) propone dos controladores denominados contro-
lador de posición y controlador de rumbo, respectivamente. El
primer controlador se encarga de asegurar el seguimiento de la
posición y el segundo se activa cuando el error de seguimien-
to es suficientemente pequeño y la referencia de seguimiento
no cambia de posición. Esto permite reducir el error sobre la
orientación del vehı́culo al final de la trayectoria. En el con-
trol de vehı́culos autónomos es importante destacar los efectos
retardos de propagación que aparecen en el control del vehı́cu-
lo y como compensar sus efectos indeseados (Acosta (2004)).
En el trabajo de Yue et al. (2012) presentan una estructura de
control de doble lazo cerrado con un observador de perturba-
ciones. Donde se podrı́a realizar globalmente la estabilización
de seguimiento de posturas y tiene capacidad de adaptación a
perturbaciones. En el lazo exterior, se aplı́ca una nueva función
con caracterı́sticas sinusoidales y de tangente inversa, que son
continuamente diferenciables, para construir el controlador de
velocidad basado en control backstepping.

También se presentan distintos métodos de control clási-
cos, donde Normey-Rico et al. (2001) implementan un control
del tipo PID para el seguimiento de referencias de cambio de
escalón con resultados aceptables, aunque el rendimiento dis-
minuye cuando sigue referencias variables o cuando aparecen
incertidumbres aditivas. Una alternativa para mejorar estos re-
sultados es combinar una estructura de control simple (control
PID) con esquemas robustos, como el control adaptable y las re-
des neuronales (Damodaran et al. (2017); Gu y Hu (2002); Park
et al. (2016); Ye (2008a)). Esta mejora compensa estas incerti-
dumbres y permite un seguimiento de referencia variable. Sin
embargo, en la aplicación real son menos factibles de aplicar.

En esta area existen técnicas que se basan en los métodos ”look-
ahead”(Das y Kar (2006), Rossomando et al. (2012)) , donde,
en lugar del centro de masa en los robots móviles con ruedas,
se elige el punto de intersección de una lı́nea recta que pasa por
el centro del vehı́culo y un eje de las dos ruedas para definir
la configuración de la postura para hacer uso de la técnica de
linealización por realimentación. Este enfoque presenta el in-
conveniente de que cuanto mayor es la distancia entre el centro
de masa y el punto de intersección, mayor es la disminución del
rendimiento del seguimiento. Por otro lado, cuando esta distan-
cia es pequeña, la entrada de control tiende a un valor elevado,
debido la matriz que contiene este parámetro su inversa tiende a
un valor singular. Por lo tanto, también es deseable desarrollar
el modelo cinemático analı́tico que adopta el centro de masa sin
problemas de singularidad. En Scaglia et al. (2009) se propone
una técnica de control de seguimiento de trayectoria, donde su
originalidad se enfoca en la aplicación del álgebra lineal para
desarrollar un controlador para el seguimiento de trayectorias,
en el cual las acciones de control se obtienen resolviendo un sis-
tema de ecuaciones lineales. La metodologı́a desarrollada para
el seguimiento de la trayectoria deseada (xre f , yre f ) se basa en
determinar las trayectorias del resto de variables de estado con
el objetivo de que el error de seguimiento tiende a cero. Estos
estados se determinan analizando las condiciones para que el
sistema de ecuaciones lineales tenga una solución exacta. Es-
ta técnica de diseño se ha aplicado con éxito en varios siste-
mas (Gandolfo et al. (2014); Rosales et al. (2011); Scaglia et al.
(2014); Serrano et al. (2013)). Además, esta metodologı́a se ha
extendido al problema de seguimiento de trayectorias con limi-
tación de velocidades (Serrano et al. (2016), Serrano et al. Â´
(2017)). A pesar de esta ventaja varios de los trabajos mencio-
nados no tuvieron en cuenta la incertidumbre aditiva en la etapa
de diseño del controlador. Este trabajo de investigación se pre-
senta una alternativa para el diseño de técnicas de control para
el seguimiento de trayectorias en sistemas no lineales multiva-
riables bajo la influencia de incertidumbres aditivas. Este tipo
de problemas es de continuo interés para la investigación en el
área de control. En la literatura se presentan distintas solucio-
nes (ver por ejemplo Farooq et al. (2014); Lee et al. (2009);
Wang (2012) y muchos otros). Esta propuesta emplea una es-
trategia de control que utiliza la técnica de álgebra lineal en
combinación con una red neuronal para el seguimiento de tra-
yectorias en robots móviles sobre ruedas considerando incerti-
dumbres aditivas. Para el análisis de este problema, se añade un
nuevo término que representa la incertidumbre en el modelo del
robot móvil. A continuación, este término se estima utilizando
una red neuronal del tipo RBF. En esta propuesta se considera
que la incertidumbre aditiva es continua y además que posee
derivadas continuas. Y considerando los valores pasados de es-
tas incertidumbres es posible estimar sus valores futuros. En
cada perı́odo, la red neuronal utiliza una regla de ajuste de los
parámetros para reducir el error de estimación que fue obtenida
utlizando la teorı́a de Lyapunov. Por último, se deduce una nue-
va ley de control que tiene encuenta la condición para que un
sistema de ecuaciones lineales tenga solución exacta. El prin-
cipal aporte de este trabajo es que la técnica propuesta en la
sensillez de su implementación, y no necesita aumentar el cos-
to computacional para obtener la acción de control. La técnica
aquı́ propuesta presenta una novedosa combinación de LABC
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junto con estimación neuronal para el seguimiento de trayecto-
ria con bajo costo computacional, obteniendo un pequeño error
de seguimiento y bajo esfuerzo de control. Además, en com-
paración con Scaglia et al. (2020) y Serrano et al. (2017), este
tiene en cuenta la incertidumbre aditiva en la formulación del
problema, y el empleo de un estimador neuronal para reducir
el error de seguimiento. También puede considerarse como un
aporte importante la prueba de la convergencia a cero del error
de seguimiento bajo el efecto de las incertidumbres. También
se incluye la implementación del estimador junto con su co-
rrespondeinte análisis de estabilidad en tiempo discreto que se
muestra en el apéndice. Este enfoque de control esta totalmente
diseñado en tiempo discreto, por lo tanto, el algoritmo desarro-
llado es más sencillo de implementar en un sistema real, ya que
el uso de ecuaciónes en tiempo discreto permite la aplicación
directa a cualquier sistema microcontrolado o informático que
ejecute instrucciones secuenciales a velocidad de reloj progra-
mable. En este trabajo de investigación, la propuesta de control
es validada sobre un modelo de robot móvil PIONEER 3AT
(P3-AT). Donde en la Sección 2 se describe el modelo cinemáti-
co, en la Sección siguiente (Sección 3) se enuncia el problema
de esta propuesta de control, y se formula el estimador neuro-
nal que será utilizado en la aproximaón de las incertidumbres.
A continuación, (Sección 4) se plantea el controlador propues-
to. Y en las siguientes Secciones (Sección 5) se muestran los
resultado, los cuales fueron realizados sobre modelos de simu-
lación, como ası́ también su discusión. Y por último (Sección 6)
se presentan las conclusiones en base a los resultados otenidos.

2. Cinemática del Robot Móvil

Figura 1: Estructura de Control

En esta sección se presenta el modelo cinemático de un robot 
móvil noholonómico (Scaglia et al. (2020); Yang et al. (2016); 
Jung (2012)) indicado en (1). Este modelo se utilizara para de-
mostrar la viabilidad de la técnica de control propuesta sobre la 
cinemática del robot móvil.

d
dt

 x
y
θ

 =
 υncos(θ)
υnsin(θ)
ωn

 (1)

Donde:
υ: indica la velocidad lineal del robot móvil, ω: es la velocidad
angular del robot móvil. (x, y): representa la posición cartesia-
na. θ: es la orientación del robot.
Es importante aclarar que estas variables estan indicadas en el
domı́nio continuo.

3. Descripción del Problema

Para la obtención de la ley de control que que el robot móvil
siga fielmente la trayectória predeterminada (xd, yd), pero pa-
ra obtener el controlador es necesario discretizar el modelo ci-
nemático (1) por el método de Euler, donde se obtiene un con-
junto de ecuaciónes en tiempo discreto:

χn+1 =

 xn+1
yn+1
θn+1

 =
 xn + τsυncosθn

yn + τsυnsinθn
θn + τsωn

 = f̂
(
χn,un

)
(2)

Donde las variables mencionadas en la ecuación (2)son las si-
guientes:
(xn, yn): representa la posición instantanea del robot en el plano
XY en el instante nτs.
υn: representa la velocidad lineal del robot.
ωn: indı́ca la velocidad angular del robot.
θn: es la orientación del robot móvil con respecto al eje X.
n: Es el ı́ndice de tiempo discreto. n ∈ 1, 2, 3...
τs: representa el perı́odo de muestreo.
Si ahora consideramos una planta real de la forma:

χn+1 = f (χn,un) (3)

Entonces la incertidumbre aditiva se puede expresar de la si-
guiente forma:

En = f (χn,un) − f̂ (χn,un) (4)

Donde:
f̂ (χn,un): es el modelo no lineal del robot expresado en tiempo
discreto.
Si se considera que, χ y u están acotados y f es una función
Lipschitz, es posible modelar En como una incertidumbre aco-
tada (Rosales et al. (2019); Rossomando et al. (2014)) Si se
incorpora la incertidumbre aditiva en el modelo del sistema (3),
se puede expresar como:

 xn+1
yn+1
θn+1

 =
 xn

yn

θn

 + τs

 cos(θn) 0
sin(θn) 0
0 1


(
υn

ωn

)
+

 Ex,n

Ey,n

Eθ,n

︸   ︷︷   ︸
En

(5)

Donde En: representa la incertidumbre aditiva. El vector En se
obtiene de la incertidumbre muestreada en el instante n. Su-
poniendo que la incertidumbre es una función contı́nua; en-
tonces es posible usar En para representar sistemas perturba-
dos,(SiraRamı́rez et al. (2013); Scaglia et al. (2020); Sun et al.
(2017) y Fareh et al. (2021)). Teniendo en cuenta que En es una
función contńua, entonces es posible aproximarla por la aplica-
ción de redes neuronales Rossomando et al. (2012). Es impor-
tante obtener un valor lo mas próximo posible de esta incerti-
dumbre para obtener una ley de control con el mı́nimo error. El
desafı́o de este trabajo es obtener una buena estimación de esta
incertidumbre para que el robot siga la trayectória con mayor
fidelidad a la trayectoria deseada. En la siguiente subsección se
desarrollará el análisis para implementar un estimador neuronal
adpatable para esta clase de incertidumbres.
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3.1. Estimación Neuronal

De la ec. (5) se puede ver que En es la incertidumbre en el ins-
tante n, pero en realidad nosotros conoceremos esa incertidum-
bre en el instante n + 1. Entonces en el instante n conocemos
En−1, En−2, En−3... y utilizando toda esa información podemos
estimar En. Ası́, según la teorı́a de Redes Neuronales, es posi-
ble estimar el valor de la incertidumbre en el momento actual
considerando los valores anteriores. A continuación, se propo-
ne un enfoque para eliminar la influencia de la incertidumbre
aditiva en el error de seguimiento. Uno de los objetivos de este
trabajo es estimar la incertidumbre utilizando el vector Ên que
representa una buena aproximación de En, el cual es definido
por una red neuronal (9); para lograr este objetivo se emplean
los valores pasados de En (ver Pantano et al. (2017))

Ên =

 Êx,n

Êy,n

Êθ,n

 (6)

Definiendo el error de modelado observado como:

Ẽn = En − Ên (7)

Donde Ên ∈ R3×1 es el vector de error de modelado estimado
por el observador neuronal y Ẽn ∈ R3×1 es la diferencia de error
entre el error real y el error de modelado estimado. El error de
modelado se considera como una función no lineal desconocida
de los errores de modelado pasados, siendo el principal objetivo
de esta sección estimar esta función mediante una red neuronal.
Ahora representando (6) como función de los pesos neuronales
óptimos en una función neuronal

En = f (En−1,En−2, ...,En−p) = −ΛEn−1 + w∗Tφ(Ē) + ε (8)

Donde, Ē es un vector de los valores anteriores de salida de En,
formado por Ē = [En−1,En−2, ...,En−p]T , y w ∈ R3×m es una ma-
triz de pesos óptimos y el vector φ ∈ R3×1 son los vectores de
función de base radial (RBF) vinculados al peso w∗. Y ε es el
error de aproximación neuronal. Dado que el vector de estado
de salida se ve afectado por las perturbaciones del ruido, es ne-
cesario estimar sus valores. Un observador neuronal de estado
basado en ec.(8) se determina de la siguiente manera:

Ên = −ΛÊn−1 + ŵTφ( ˆ̄E) (9)

Donde Λ es una ganancia matricial y es una matriz diagonal
(será Λ = diag(λ1, ..., λn)), el parámetro ŵ es la matriz de pon-
deración neuronal obtenida de la estimación del error adaptable
de aproximación f̂(Ē, ŵ), y se puede expresar por:

f̂ ( ˆ̄E, ŵ) = ŵTφ( ˆ̄E) (10)

Donde ŵi son vectores i-fila La función gaussiana se utiliza co-
mo función de activación de cada neurona en el vector RBF φ
(capa oculta de (9)).

φ j( ˆ̄E) = exp
(
−
∥ ˆ̄E − c j∥

µ2
j

)
(11)

donde j is la j-esima neurona de la capa oculta, c j es la posición
central de la j-esima neurona, y µ j es el factor de dispersión de

la función gaussiana, y el regresor utilizado en la función gaus-
siana es: ˆ̄E = [Ên−1, ..., Ên−p,En−1, ...,En−p]T Para ajustar los
parámetros neuronales se utiliza una regla de aprendizaje y se
define como:

∆ŵi = γ
˜̄En,iφ( ˆ̄E) (12)

De acuerdo a lo visto anteriomente y teniendo en cuenta (7) en
(n + 1) y haciendo la diferencia entre (8) y (9) y sumando y
restando el término w∗Tφ( ˆ̄E) , el error de modelado puede ser
descripto por:

Ẽn = −ΛEn−1 + w∗Tφ(Ēn) + ε −
(
− ΛÊn−1 + ŵTφ( ˆ̄E)

)
+ ...

+
(
w∗Tφ( ˆ̄En) − w∗Tφ( ˆ̄En)

)
= ...

= −ΛẼn−1 + w̃Tφ( ˆ̄E) + ε̄ (13)

donde ε̄ = w∗T
(
φ(Ē)−φ( ˆ̄E)

)
+ε es una función de una diferen-

cia de función gaussiana φ y se puede considerar como un error
de aproximación (incluido en ε̄).
Consideración 1: el error de aproximación ε̄ está limitado por
una constante ∥ε̄∥ ≤ εmax Ahora expresando (13) en forma es-
calar.

Ẽn,i = −λiẼn−1,i + w̃T
i φ( ˆ̄E) + ε̄i (14)

El ı́ndice i denota el i-ésima fila de En, para la realizacion de
los experimentos se adoptara el valor de 0,1 para las constantes
λi. Esta ecuación se utilizará para demostrar la estabilidad del
estimador y se muestra en el apéndice.

3.2. Descripción de la estructura de la red neuronal RBF
Para la implementación del estimador se utilizó una red neu-
ronal del tipo RBF debido a su capacidad como aproximador
universal de funciones (Poggio y Girosi (1990)). Este tipo de
redes neuronales utiliza funciones de base radial (gaussianas)
como funciones de activación (11). Estas redes son especial-
mente efectivas para la aproximación de funciones no lineales
y pueden manejar problemas de alta dimensionalidad sin los
problemas de mı́nimos locales que a menudo afectan a otras ar-
quitecturas de redes neuronales, como el perceptrón multicapa
(MLP) (Gomez et al. (2023)). La arquitectura de las RBF es
generalmente más simple, compuesta por tres capas: entrada,
oculta y salida, como se observa en la Figura 2, lo que facili-
ta en gran manera su implementación y entrenamiento (Yu et
al.(2011)).

Figura 2: Estructura de la red neuronal del tipo RBF

Los pesos de la capa de salı́da estan actualizados de forma on-
line por la regla de ajuste indicada en la ecuación (12), que fue
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obtenida respetando el criterio de estabilidad de Lyapunov (ver
Apéndice). Para la construcción de este estimador se utilizaron
cinco neuronas del tipo RBF cuyos resultados se muestran en la
sección (5).

4. Controlador Propuesto

En esta sección se propone la formalización de la ley de con-
trol, donde basicamente es hallar el valor de las variables υn y
ωn para que el robot móvil realice un seguimiento de trayectorı́a
predeterminada. Las variables estimadas x̂n, ŷn, θ̂n obtenidas en
(13) representan los valores estimados de las variables xn, yn, θn
y se calculan de acuerdo con (15). x̂n

x̂n

θ̂n

 =
 x̂n−1

ŷn−1

θ̂n−1

 + τs

 υn−1cos(θn−1)
υn−1sin(θn−1)
ωn−1

 (15)

donde x̂n−1, ŷn−1 y θ̂n−1 corresponden a la posición y orientación
del robot en el momento n-1, and υn−1 y ωn−1 corresponden a
los valores de las acciones de control calculados en el momen-
to n-1. Es fácil demostrar que si ∇mEn = 0 y Ên se calcula
de acuerdo a (13) ⇒ En = Ên. Incorporando la estimación de
incertidumbres Ên (calculado por (9)), se obtiene:

 xn+1
yn+1
θn+1

 =
 xn

yn

θn

+τs

 cos(θn) 0
sin(θn) 0
0 1


(
υn

ωn

)
+

 Êx,n

Êy,n

Êθ,n

︸   ︷︷   ︸
Ên

(16)

Una vez calculada la estimación de las incertidumbres y a su
vez, la trayectória deseada xd,n+1 y yd,n+1 es conocida, enton-
ces las variables xn+1, yn+1 y θn+1 en (2) que en su lugar son
reemplazadas por xd,n+1, yd,n+1 y θeχ,n+1, respectivamente, don-
de la variable θeχ es obtenida a partir de (25) que representa
el angulo de orientación del robot móvil para que el error de
seguimiento tienda a cero (ver Prueba del Teorema 1). De es-
ta forma, para obtener un seguimiento de posición sin discon-
tinuidades, el siguiente estado deseado (xd,n+1, yd,n+1, θeχ,n+1),
no es necesariamente el nuevo valor de estado de referencia
(xre f ,n+1, yre f n+1, θeχ,n+1). Estos nuevos estados son reemplaza-
dos asumiendo una aproximación proporcional al error.

 xd,n+1
yd,n+1
θd,n+1

 =
 xre f ,n+1 − kυ(xre f ,n − xn)

yre f ,n+1 − kυ(yre f ,n − yn)
θeχ,n+1 − kω(θeχ,n − θn)

 ; (17)

en =

 ex,n

ey,n

eθ,n

 =
 xre f ,n − xn

yre f ,n − yn

θre f ,n − θn


Se define kυ y kω como parámetros de diseño de valores positi-
vos menores a uno, (0 < kυ < 1) y (0 < kω < 1). Y Teniendo en
cuenta que:

si 0 < kυ < 1, el error debe decrecer, cuya tendencia es
llegar a cero paulatinamente.

si kυ = 0, (xd,n+1 = xre f ,n+1) , debe alcanzar la trayectoria
de reférencia en un solo paso;

Por lo tanto, el enfoque propuesto en (17) se aplı́ca para obte-
ner una trayectoria sin discontinuidades. De la mı́sma forma se
aplı́ca a yd,n+1 y θd,n+1, entonces definimos a:

 ∆x
∆y
∆θ

 =
 xre f ,n+1 − kυ(xre f ,n − xn) − xn

yre f ,n+1 − kυ(yre f ,n − yn) − yn

θeχ,n+1 − kω(θeχ,n − θn) − θn

 ; (18)

Γ =

 cos(θn) 0
sin(θn) 0
0 1


Definición: La diferéncia entre la referéncia y la trayectoria real
se denominará error de seguimiento, y esta definida por:

(
ex,n

ey,n

)
=

(
xre f ,n − xn

yre f ,n − yn

)
(19)

El error de seguimiento se define de la forma:

∥en∥ =

√
e2

x,n + e2
y,n (20)

El vector indicado por (xn+1 − xn, yn+1 − yn, θn+1 − θn)T en (16)
se sustituye por los elementos correspondientes según (18), y se
obtiene el sistema indicado en (21)

ρ︷                ︸︸                ︷
1
τs


 ∆x
∆y
∆θ

 − Ên

 = Γ
u︷  ︸︸  ︷(
υn

ωn

)
(21)

El sistema mostrado en la ecuación (21) posee tres ecuaciones
y dos incógnitas. Y a su vez, las dos primeras filas en (21) se
encuentran en función de una única variable υn. Y para que (21)
posea una solución única, el vector γ debe estar contenido en
el espacio columnas de Γ C(Γ); de esta forma, ρ debe ser una
combinación lineal de las columnas de Γ. Entonces, (22) las
constantes reales d1 y d2 deben existir.

d1

 cos(θn)
sin(θn)
0

 + d2

 0
0
1

 =
 ∆x
∆y
∆θ

 − Ên; d1, d2 ∈ R (22)

Separando las dos primeras filas es posible encontrar la condi-
ción a cumplir por orientación θ tal que el sistema (22) tiene
solución exacta {

d1cos(θn) = ∆x − Êx,n

d1sin(θn) = ∆y − Êy,n
(23)

De la ecuación anterior se obtiene la siguiente igualdad,

sin(θn)
cos(θn)

=
∆y − Êy,n

∆x − Êx,n
(24)

Utilizando un calculo auxiliar para obtener las variables ϑy y ϑx

que luego serán empleadas para determinar el ángulo de orien-
tación, siendo:

ϑy =
[
yre f ,n+1 − kυ(yre f ,n − yn) − yn − Êy,n

]
ϑx =

[
xre f ,n+1 − kυ(xre f ,n − xn) − xn − Êx,n

]
(25)
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Para obtener una única solución, la dirección θeχ,n+1 debe cal-
cularse de la siguiente forma:

θeχ,n+1 = tan−1
(
ϑy

ϑx

)
(26)

donde θeχ representa la orientación necesaria para que el ro-
bot móvil alcance y siga la trayectoria de referencia. Como se
puede ver en comparación con los controladores de álgebra li-
neal anteriores (Scaglia et al.,(2020) ;Scaglia et al.,(2014)), el
espacio columnas de la matriz γ se le agrega el vector de in-
certidumbres estimadas Ên. Con esta nueva consideración, se
pretende reducı́r de manera considerable los efectos indeseados
del vector de incertidumbres sobre el error de trayectoria. Con
este nuevo cálculo del ángulo de orientación deseado del robot,
se alcanzará la trayectoria pre definida de manera correcta.
Para definı́r la accion de control debe resolverse el sistema defi-
nido en (21), cuya solucion optima se obtine aplicando el méto-
do de mı́nimos cuadrados, de la forma:

ΓTΓu = ΓTρ (27)

Ahora si consideramos las ecuaciones (21), (25) y (26), la ley
de control para el robot móvil se obtiene en (28)

 υn =
1
τs

[
(∆y − Êy,n)sin(θeχ,n) + (∆x − Êx,n)cos(θeχ,n)

]
ωn =

1
τs

(∆θ − Êθ,n)
(28)

Teorema 1 El robot móvil descripto por (2) controlado por el en-
foque desarrollado anteriormente conduce a un sistema asintóti-
co estable, O sea, los valores de υn and ωn representan las ac-
ciones de control necesarias para que el error de seguimiento
tienda a cero con n tendiendo a infinito. La prueba del Teorema
1 y la convergencia a cero de los errores de estimacion de la red
neuronal se muestran en el Apéndice.

5. Resultados Experimentales

Para demostrar la viabilidad de implementación del controlador
propuesto, se propone que el robot siga diferentes trayectorias
circulares de distinto diametro, las cuales estan unidas tangen-
cialmente de tal forma que forman una trayectoria continua. el
experimento es similar al realizado por Scaglia et al.(2020). La
posición inicial del robot es el origen del sistema. En la prueba,
se supone que existe una perturbación aditiva sobre las velo-
cidades, donde la tecnica propuesta debera mantener fielmente
la trayectoria de referéncia con el mı́nimo error de control. En
la prueba se utilizará un control LABC sin estimador donde el
robot debe seguir las trayectorias con perturbación actuando so-
bre las velocidades. Posteriormente se realizara la mı́sma prue-
ba con la técnica propuesta en este trabajo (LABC+NN) reali-
zando las comparaciones entre ambos resultados. En la Figura
3, muestra la trayectoria de referencia y los resultados obteni-
dos con ambas propuestas. La Figura 6 presenta las acciones de
control sobre el robot y el modelo, las acciones de control sobre
el robot se encuentran afectada por una perturbación indesea-
da (lı́nea continua). En cambio la que ingresa al modelo no se
encuentra afectada perturbación (lı́nea de trazo). Se puede ob-
servar que la perturbación actuante en el robot es creciente con

el tiempo y afecta de manera siginificativa la trayectoria segui-
da durante el experimento. En la Figura 4 muestra las gráficas
del valor de los errores de seguimiento en las coordenadas x
para ambos controles. De igual manera se muestra el error de
seguimiento en las coordenadas y (Figura 5). Es posible apre-
ciar que ambos errores permanecen acotados y cercanos a cero
cuando el robot alcanza la trayectoria de referéncia, donde la
propuesta LABC+NN obtiene el menor error. De igual manera
este resultado se ve reflejado en la Figura 7 donde se obser-
va que el error acumulado se reduce drásticamente al emplear
la técnica LABC con estimador neuronal en comparación con
el método LABC clásico. En este caso se observa claramen-
te el efecto de las incertidumbres en el error. Pero, el menor
error se obtuvo por la combinación LABC y estimador neuro-
nal propuesto en este trabajo, siendo el menos afectado por la
perturbación aditiva y las posibles incertidumbres.También es
más eficaz en el rechazo de perturbaciones y no produce error
constante causado por ruido en los sensores o perturbaciones
de todo tipo. Además, el controlador clásico es vulnerable a
las variaciones de velocidad y a las posibles incertidumbres.
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Figura 3: Trayectorias seguidas por el robot, l ı́nea de trazo indica el uso del 
controlador LABC, l ı́nea de trazo y punto uso de control LABC con estimador 
neuronal
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Figura 5: Error en la dirección del eje y , donde la l ı́nea continua indica el 
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Figura 7: Error Acumulado durante el experimento, donde la l ı́nea de continua 
indica el uso del controlador LABC sin estimador, l ı́nea de trazo respuesta de 
control LABC con estimador neuronal

La técnica de control desarrollada en este trabajo, para un siste-
ma robótico no lineal, no se necesita conocer las perturbaciones 
actuantes o el nivel de ruido en la odometrı́a. Además, se sabe 
que una representación matemática de un modelo cinemático no
describe con precisión el comportamiento real. Los efectos de 
estas no linealidades e incertidumbres, junto con las variaciónes

en el sensado del robot demuestran la robustez de la propuesta
empleada. Esta técnica de control inteligente puede ser consi-
derada como una solución general para el control de sistemas
no lineales y, en particular, para el caso de sistemas robóticos
o cuando se necesita realizar seguimiento de trayectoria en en-
tornos desconocidos. Este campo de investigación en control de
robots sigue abierta a las cuestiones de modelado, la estabilidad
matemática, la convergencia y el análisis de robustez de siste-
mas que continúan avanzando para la obtención de técnicas de
control cada vez más precisas.

6. Conclusiones

En este trabajo se desarrollo una metodologı́a basada en méto-
dos numéricos y álgebra lineal para la creación de algoritmos de
control destinados a robots móviles. Esta metodologı́a se aplica
especialmente en situaciones donde el sistema está representa-
do por un modelo no lineal multivariable y presenta incertidum-
bre aditiva. Además, se ha introducido una red neuronal de esti-
mación, que se ajusta en base a la hipótesis de variación de En.
La estimación Ên se auto ajusta considerando los valores pasa-
dos de En lo cual reduce la influencia del error de modelado en
el error de seguimiento. El enfoque presentado reduce el efecto
de las perturbaciones y los errores de modelado en el error de
seguimiento independientemente de la complejidad del contro-
lador y de la perturbaciones actuantes en el robot. Estos resulta-
dos muestran que el error de seguimiento disminuye cuando se
realiza una buena estimación de Ên. En comparación con otras
leyes de control publicadas anteriormente (Blazic (2011) ; Da-
modaran et al. (2017); Farooq et al. (2014); Gu y Hu (2002);
Lee et al. (2009); Park et al. (2016); Wang (2012); Ye (2008)).
El controlador propuesto ofrece la ventaja de ser sencillo de di-
señar y es altamente factible de implementar en aplicaciones
prácticas. Ası́, el algoritmo se puede implementar directamente
en el microcontrolador del robot sin necesidad de implementar-
lo en una computadora externa, ya que los cálculos son simples
de realizar. Además, el método propuesto aquı́ no necesita una
transformación del modelo en comparación con Blazic (2011).
Además, nuestro enfoque no necesita desarrollar el modelo ci-
nemático incierto analı́tico en comparación con la metodologı́a
propuesta en Das y Kar (2006) y Martins et al. (2008). Las ca-
racterı́sticas mencionadas hacen que la metodologı́a propuesta
se pueda aplicar a muchos sistemas no lineales, convirtiéndola
en una técnica prometedora para su aplicación en varios siste-
mas de la industria.
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Apéndice A. Análisis de Estabilidad

Teorema 1: Considerando el sistema definido por (2), y el mo-
delo estimador (9). El observador de errores neuronales basado
en funciones RBF es SGUUB Prueba: Una función candidata
de Laypunov Ln,i función definida positiva se define por:

Ln,i = Ẽ2
n,i + γ

−1
(
wT

n−1,iw̃n−1,i

)
(A.1)

Ahora, haciendo la diferencia en tiempo discreto, ∆Ln,i se es-
cribe de la siguiente manera:

∆Ln,i = Ln+1,i −Ln,i = ... (A.2)

= Ẽ2
n+1,i − Ẽ2

n,i + γ
−1

(
w̃T

n,iw̃n,i − w̃T
n−1,iw̃n−1,i

)
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Definiendo el segundo término de la ecuación anterior como:

∆w = γ−1
(
w̃T

n,iw̃n,i − w̃T
n−1,iw̃n−1,i

)
(A.3)

Organizando (A.2)y considerando que ∆Ẽn,i = Ẽn+1,i − Ẽn,i, ob-
tenemos:

∆Ln,i = Ẽ2
n+1,i − Ẽ2

n,i + ∆w = ... (A.4)

= (Ẽn,i + ∆Ẽn,i)2 − Ẽ2
n,i + ∆w = ...

= 2Ẽn,i∆Ẽn,i + ∆Ẽ2
n,i + ∆w

Entonces, reemplazando (14) en (A.4), ∆Ln,i se convierte en:

∆Ln,i = 2Ẽn,i
(
Ẽn+1,i − Ẽn,i

)
+ ∆Ẽ2

n,i + ∆w = ... (A.5)

= 2Ẽn,i
(
ω̃T

i φ( ˆ̄E) − λiẼn,i + ε̄i − Ẽn,i
)
+ ∆Ẽ2

n,i + ∆w

Si ahora consideramos ∆w̃n,i = w̃n,i − w̃n−1,i, nosotros reescribi-
mos ∆w por conveniencia se expresa como:

∆w = γ−1
(
w̃T

n,iw̃n,i −
(
w̃n,i − ∆w̃n,i

)T (
w̃n,i − ∆w̃n,i

))
= ...(A.6)

= 2γ−1
(
w̃T∆w̃n,i

)
− γ−1

(
∆w̃T∆w̃n,i

)
Entonces, (A.6) se reemplaza en (A.5) donde, reordenando los
términos, obtenemos:

∆Ln,i = 2Ẽn,i
(
w̃T

i φ( ˆ̄E) − λiẼn,i + ε̄i − Ẽn,i
)
+ ∆Ẽ2

n,i + ...(A.7)

+ 2γ−1
(
w̃T∆w̃n,i

)
− γ−1

(
∆w̃T∆w̃n,i

)
= ...

=
(
2w̃T

i

[
Ẽn,iφ( ˆ̄E) + γ−1∆w̃n,i

])
− ...

− 2λiẼ2
n,i + 2Ẽn,iε̄i − 2Ẽ2

n,i + ∆Ẽ2
n,i − γ

−1
(
∆w̃T∆w̃n,i

)
Sustituyendo la ley de ajuste (12) ∆w̃, en (A.7), ∆Ln,i queda
como:

∆Ln,i = −2
(
λi + 1

)
Ẽ2

n,i + 2Ẽn,iε̄i + ∆Ẽ2
n,i − ... (A.8)

− γ−1
(
∆w̃T∆w̃n,i

)
En (A.8) el incremento del modelo del error de ∆Ẽn,i es desco-
nocido, y se puede aproximar mediante la siguiente ecuación:

∆Ẽn,i =
(∂Ẽn+1,i

∂ŵn,i

)T
∆w̃n,i (A.9)

La derivada parcial del modelo de error depende solo de los
pesos de la red neuronal y se puede reescribir como:

∆Ẽn,i = −
(∂Ên+1,i

∂ŵn,i

)T
∆w̃n,i (A.10)

Cambiar los valores de los pesos según (12), y considerando
que w∗ es constante, los vectores de peso ideal se requieren so-
lo con fines analı́ticos. reorganizando, ∆ŵn,i se puede escribir
como:

∆w̃n,i = w̃n,i − w̃n−1,i =
(
w∗ − ŵn,i

)
−

(
w∗ − ŵn−1,i

)
= ...(A.11)

= −ŵn,i + ŵn−1,i = −∆ŵn,i

Entonces, el incremento del modelo de error (A.9)se puede es-
cribir como:

∆Ẽn,i = −
(∂Ên+1,i

∂ŵn,i

)T (
γ ˜̄En,iφ( ˆ̄E)

)
(A.12)

Considerando el valor de la derivada parcial de la red neuronal
(9) y reemplazándolo en (A.12), nosotros llegamos a:

∆Ẽn,i = −
(
γ ˜̄En,iφ( ˆ̄E)Tφ( ˆ̄E)

)
(A.13)

El aumento en el error del modelo se define como:

∆Ẽn,i = −γ̄
∣∣∣Ẽn,i

∣∣∣ (A.14)

Donde

γ̄ = γ
∥∥∥φ( ˆ̄E)

∥∥∥2
(A.15)

con el vector de funciones RBF, φ( ˆ̄E), siendo una función aco-
tada, i.e., ∥φ( ˆ̄E)∥ ≤ k. El valor γ̄ es un factor de aprendizaje de
la red neuronal 0 < γ̄ < 1 y puede definirse arbitrariamente.
Expresando ecuación (A.14) en forma vectorial:∣∣∣∆Ẽn,i

∣∣∣ ≤ γ̄∣∣∣Ẽn,i

∣∣∣ (A.16)

Sustituyendo el valor del incremento del error del modelo en
(A.8), la diferencia discreta de Lyapunov se define como:

∆Ln,i = −2
(
λi + 1

)
Ẽ2

n,i + 2Ẽn,iε̄i + γ̄
2Ẽ2

n,i − γ
−1

(
∆w̃T

n,i∆w̃n,i

)
Reemplazando la regla de aprendizaje en la ecuación anterior y
aplicando la regla, se obtiene:

∆Ln,i = −2
(
λi + 1

)
Ẽ2

n,i + 2Ẽn,iε̄i + γ̄
2Ẽ2

n,i − ... (A.17)

− γ−1
(
γ ˜̄En,iφ( ˆ̄E)

)T (
γ ˜̄En,iφ( ˆ̄E)

)
≤ ...

≤ −2
(
λi + 1

)
|Ẽn,i|

2 + 2|Ẽn,i||ε̄i| + γ̄
2|Ẽn,i|

2 − ...

− γ
∥∥∥φ( ˆ̄E)

∥∥∥2
|Ẽn,i|

2 ≤ ...

≤ −2
(
λi + 1

)
|Ẽn,i|

2 + 2|Ẽn,i||ε̄i| + γ̄
2|Ẽn,i|

2 − ...

− γ̄|Ẽn,i|
2 ≤ ...

≤ −2
(
λi −

(
1 − γ̄

)
γ̄

2
+ 1

)
|Ẽn,i|

2 + 2|Ẽn,i||ε̄i|

de la ecuación anterior podemos obtener la condición de esta-
bilidad

∆Ln,i ≤ −2
(
λi −

(
1 − γ̄

)
γ̄

2
+ 1

)
|Ẽn,i|

2 + ... (A.18)

+ 2|Ẽn,i||ε̄i| ≤ 0

Teniendo en cuenta la Observación 1 se llega a:

|Ẽn,i| ≥
εmax(

λi −

(
1−γ̄

)
γ̄

2 + 1
) (A.19)

La ecuación (A.19) demuestra que la estimación neuronal del
sistema no lineal es semiglobal, finalmente uniformemente aco-
tada (SGUUB) y es estable y que también se puede utilizar para
construir una ley de control, que se ilustrará en la siguiente sec-
ción.
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