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Resumen

Palabras clave

En este trabajo presentamos un ciclo de modelizacién matematica que fundamenta una
propuesta de ensefianza para un curso curricular de Algebra lineal, correspondiente al
plan de estudio de diversas carreras de Ingenieria. La situacion real de la cual partimos
consiste en la anticipacion de la estrategia ganadora del juego “Lights out!” a través de
la matematizacion y el trabajo matematico con su dindmica. Este juego consiste en un
teclado luminoso, donde algunas luces estan encendidas y otras apagadas, siendo su
objetivo apagar todas las luces bajo determinadas reglas. Describimos las fases de un
ciclo de modelizacion detallando los procesos y subprocesos. En particular, presentamos
un posible modelo matematico e informatico para resolver el problema y mostramos el
potencial de la tecnologia digital para la validacion de los resultados obtenidos en el
“mundo matematico”, en la situacién problemaética real.

Ciclo de modelizacion matematica, tecnologia digital, Algebra lineal, juego “Lights
out!”, estudiantes de Ingenieria

Abstract

Keywords

In this work we present a mathematical modeling cycle that supports a teaching proposal
for a linear algebra curricular course, corresponding to the study plan of various
Engineering careers. The real situation from which we start consists of the anticipation
of the winning strategy of the game “Lights out!” through mathematization and
mathematical work with its dynamics. This game consists of a luminous keyboard, where
some lights are on and others are off, the objective being to turn off all the lights under
certain rules. We describe the phases of a modeling cycle detailing processes and
subprocesses. We explain a possible mathematical and computer model to solve the
problem and the potential of digital technology regarding the validation of the results
obtained in the mathematical world, in the real problematic situation.

Mathematical modeling cycle, digital technology, linear algebra, game “Lights out!”,
engineering students
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1. Introduccion

Tradicionalmente al docente de Matematica de educacién superior y de carreras del area de la
ingenieria, se lo reconoce como un transmisor del conocimiento matematico de forma expositiva y desde
lo abstracto, introduciendo definiciones y teoremas con exposiciones tedricas y calculos ya existentes
en libros de texto, conformandose con que el estudiante conozca y repita el método mostrado como tarea
en la casa (Mendible y Ortiz, 2007; Trigueros, 2009). Estas préacticas terminan afectando los propdsitos

de la ensefianza de la Matematica ya que los estudiantes evidencian una pérdida del significado
matematico y una descontextualizacion de esta ciencia, lo cual deriva en un proceso cognitivo que se
limita a la memorizacion y en una desvinculacion entre las actividades realizadas en clases de
Matematica y la futura vida del estudiante (Bergeson, 2000). Mas aun, el problema fundamental es que
las instituciones de educacion superior no forman en concordancia con las necesidades de la industria,
las cuales refieren a habilidades como la resolucién de problemas mediante la modelizacién y la
simulacién de situaciones reales (Rodriguez Gallegos, 2017).

De esta manera, Rattan y Klingbeil (2015) plantean la importancia del acercamiento de los
estudiantes al aspecto funcional de la Matematica, mucho méas que con el formal, lo cual es una cuestion
primordial si se enfoca en la ensefianza de la Matematica para futuros usuarios de esta ciencia. Cabe
destacar que, en la formacién de ingenieros, el estudio de la matematica formal no es un objetivo en si
mismo, aunqgue es usual y necesaria la matematizacion de los problemas que se presentan en este campo.
Esto genera un conflicto en el estudiante al estudiar a la Matematica y a la Ingenieria de forma separada
durante su carrera (Camarena, 2008). En este sentido, la ensefianza de la Matematica en la educacion
superior suele estar afectada por una pérdida de significado, justamente en un &mbito en el cual el interés
principal es la aplicacién de esta ciencia y no la Matematica pura.

Una manera de lograr la contextualizacion del conocimiento matematico es presentando
situaciones problematicas que sean factibles de ser representadas mediante modelos matematicos. Estos
modelos son creados o utilizados por los estudiantes cuando sienten la necesidad de responder a
preguntas especificas de situaciones que no provienen de la Matematica, sino del mundo extra-
matematico. El supuesto que subyace a la introduccion de la modelizacién matematica en el aula sugiere
que cuando los estudiantes estudian situaciones problematicas que son de su interés, son capaces de
establecer formas de representarlas en términos matematicos, de explorar relaciones en dichas
representaciones, manipularlas y desarrollar ideas que se puedan canalizar hacia la Matemaética (Leher
y Schauble, 2000 en Trigueros, 2009).

Autores como Pefia, Solares, Preciado y Ortiz (2023), reconocen una amplia pluralidad de
perspectivas, concepciones y propdésitos en torno a lo que es la modelizacion matematica y su manera
de introducirse en los sistemas educativos. Entre ellas, en este trabajo optamos por la denominada
"perspectiva realista" que pone énfasis en la resolucion de problemas en contextos reales, y mas alla del
desarrollo de la Matematica, se interesa por involucrar a los sujetos en la actividad profesional de
modelizar. Asi, se destaca la relevancia del estudio de la modelizacién matematica (como un ciclo) de
una situacion problematica enmarcada en la situacion real concerniente a un juego llamado “Lights out!”
o0 “Luces apagadas!” en espafiol. En este trabajo mostramos el disefio de una propuesta de ensefianza y
la descripcion de un ciclo de modelizacion junto con los procesos y subprocesos necesarios para
modelizar matematica e informaticamente la dinamica y la solucién del juego.
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1.1. Antecedentes

Este trabajo se centra en los procesos de ensefianza-aprendizaje que se presentan cuando los
estudiantes estudian Matematica a través de sus aplicaciones mediante tareas que presentan una
sustancial demanda de modelizacion (Blum, Borromeo, 2009). Esto requiere el desarrollo de una
competencia conocida como modelizacion matematica, esto es, la construccion, la utilizacion (mediante
adaptacion) o la comparacion de modelos matematicos a la hora de resolver problemas en contexto
(Blum y Niss, 1991).

Uno de los objetivos didacticos que Mendible y Ortiz (2007) recomiendan para los ingenieros en
formacion, es brindarles herramientas conceptuales y funcionales que contribuyan a incorporar la
modelizacion matematica como un proceso ciclico cuando se resuelve un problema de aplicacién. Un
problema aplicado en Matematica esta enmarcado en una situacion o contexto del mundo real o el “resto
del mundo” (Pollak, 1968) fuera de la matematica, asi como las preguntas que vinculan conceptos
matematicos con dicha situacion (Blum y Niss, 1991). La implementacion de este tipo de problemas no
solo desarrolla competencias matematicas y en particular de modelizacion, sino que tiene otras
implicancias de tipo emocionales/psicoldgicas, cognitivas y sociales (Blum, Borromeo, 2009),
generando un mayor interés por la asignatura y promueve un pensamiento diversificado en los
estudiantes (Alsina, 2007).

En lo que respecta al juego “Lights out!”, diversos investigadores que provienen del campo de la
Matematica formalizaron la dinamica del juego “Lights out” obteniendo distintas soluciones (Coulibaly,
2023; Fazakas, 2022; Madsen, 2010; Anderson, 2017), las cuales dependen del tamafio del tablero y de
las variaciones en sus reglas. En particular, Losada (2002) realiz6 un estudio de varios juegos del mismo
tipo, entre ellos “Lights out!” expresando que “efectivamente, solo una de cada cuatro disposiciones al
azar en un cuadrado de cinco por cinco casillas tiene solucion en Lights Out!” (p.36), es decir, en algunas
variantes del juego no existe una secuencia de botones a presionar para ganar. Esto Gltimo llamé
poderosamente nuestra atencion ya que no imaginabamos que no se pudiera ganar, lo cual nos motivé
maés al estudio matematico del juego. Por otra parte, articulos de revision sistematica como los de
Zabala, Ardila, Garcia, Benito (2020) y Novaes y Almeida, (2023) sobre aprendizaje basado en juegos,
aplicado a la ensefianza de la Matematica en la educacion superior sugieren que los juegos logran captar
la atencion de muchos usuarios, generan compromiso y mejores resultados de aprendizaje.

Sin embargo, en una revision sistematica de la literatura sobre el juego “Lights out!”, no
encontramos investigaciones didacticas que lo involucren en propuestas de ensefianza en educacion
superior. Por este motivo, en este trabajo presentamos un conjunto de actividades respaldadas por un
ciclo de modelizacion matematica, con la intencion de trabajar la modelizacién matematica (y también
informatica) por estudiantes de Algebra Lineal que cursan carreras de Ingenieria

2. Marco tedrico y conceptos de referencia acerca de la modelizacion matematica y el uso
de las tecnologias digitales

Segun Blumy Niss (1991), la interaccion entre el mundo real y la Matematica implica simplificar
y estructurar la “situacion problematica real” para ajustarla a ciertas condiciones y supuestos. Esto
significa la construccion de un modelo que conserva las caracteristicas esenciales de la situacion
original, y se esquematiza de tal forma que permite su tratamiento matematico. Este modelo integra
objetos matematicos que corresponden a los elementos basicos de la situacion original y determinadas
relaciones entre estos objetos que también se corresponden con la situacién original.
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De acuerdo con Kaiser (2020) el proceso ideal de modelizacion se describe como un ciclo para
estudiar problemas del mundo real en el cual se utilice la Matematica. El ciclo adoptado que adoptamos
para este trabajo se compone de siete fases 0 pasos segun Blum y Lei3 (2007) y ha sido redisefiado por
Greefrath (2011) tomando en consideracion la contribucién de la tecnologia digital en las fases del ciclo.
El concepto de modelizacion matematica implica una descripcion simplificada del mundo extra-
matematico con el mundo matematico, donde se trabaja con el modelo matematico e interpretando y
validando los resultados matematicos obtenidos en el mundo extra-matematico (Cevikbas, Greefrath,
Hans-Stefan Siller, 2023). Este proceso da cabida a las siguientes fases del ciclo de modelizacion
(Greefrath et al., 2013, Greefrath & Vorholter, 2016):

1. Construccion. Los estudiantes construyen su modelo mental dada una situacion para
comprender y formular el problema.

2. Simplificacién/estructuracion. Los estudiantes identifican la informacion relevante e irrelevante
acerca del problema real.

3. Matematizacion. Los estudiantes traducen, especifican y simplifican las situaciones reales en
un modelo matematico como pueden ser términos, ecuaciones, figuras, diagramas y funciones.

4. Trabajo matematico. Los estudiantes trabajan con procesos matematicos en el modelo
matematico y obtienen soluciones matematicas.

5. Interpretacion. Los estudiantes relacionan los resultados obtenidos manipulandolos con el
modelo de la situacion real y asi obtienen resultados reales.

6. Validacion. Los estudiantes juzgan los resultados reales en términos de plausibilidad.

7. Exposicion. Los estudiantes relacionan los resultados obtenidos en el modelo de la situacion, en
la situacion real y asi obtienen una respuesta al problema.

Al estudiar como se pueden descubrir relaciones en el ciclo de modelizacion, las tecnologias
digitales pueden contribuir, respaldar y ampliar procesos y subprocesos como la experimentacion y la
investigacion, la construccion de diferentes representaciones conectadas interactivamente, la
verificacion y la validacion de los resultados obtenidos. Asi, la tecnologia digital puede resultar Gtil en
diferentes fases del ciclo de modelizacion. Particularmente en la fase 4 del ciclo “Trabajo matematico”,
se requiere de la traduccion de dos tipos: primero sera necesario comprenden, simplificar y traducir la
tarea de modelizacién al lenguaje matematico, segundo dichas expresiones matematicas tendran que
traducirse al lenguaje de la computadora para desarrollar un modelo informatico, tercero, los resultados
obtenidos de la tecnologia deben transformarse nuevamente en el lenguaje de la Matematica (Greefrath,
2011, 2020). En la Figura 1, se describe un ciclo de modelizacién de 7 pasos de Blum y Lei3 (2007) con
sus respectivos subprocesos de modelizacion (arriba), y se presentan las diferentes maneras de aplicar
la tecnologia digital (en cursiva y en rojo) dentro del ciclo de modelizacion (Greefrath, 2011) (abajo).
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Figura 1. Descripcion de un ciclo de modelizacion matematica de 7 pasos propuesto por Blum y Leif3
(2007) con sus respectivos subprocesos de modelizacién, con aplicaciones de la tecnologia digital (en cursiva 'y
en rojo) segun Greefrath, (2011). Traduccion por parte de los autores.

Asi, el impacto del uso de tecnologia digital en la mejora de la ensefianza de la modelizacion
matematica ha sido investigado en las Gltimas dos décadas, entendiéndose por tecnologia digital
cualquier producto o servicio que pueda utilizarse para crear, ver, distribuir, modificar, almacenar,
recuperar, transmitir y recibir informacion electronicamente en forma digital (Cevikbas, Greefrath,
Hans-Stefan Siller, 2023). Se incluyen como tecnologias digitales cualquier servicio en linea como
pueden ser sitios en internet, cualquier tipo de software como programas, entornos virtuales y juegos,
cualquier tipo de dispositivo como computadora y cualquier tipo de contenido digital como archivos y
datos.

Se ha destacado que a través del uso de la tecnologia digital es posible explorar diferentes
situaciones matematicas (Drijvers, 2003), alentar nuevas maneras de comprender, evaluar e interpretar
situaciones del mundo real (Molina-Toro et al., 2020). Otras investigaciones argumentan la mejora del
proceso de modelizacion al integrar herramientas digitales como programas informéticos que faciliten
los célculos matematicos y también validarlos, o sitios alojados en internet de manera de simular las
situaciones reales problema (Greefrath et al., 2018).

Por lo tanto, este trabajo tiene la intencion de describir un ciclo de modelizacién matematica como
el presentado anteriormente, que respalda una propuesta de ensefianza holistica, esto es, requiere de un
ciclo de modelizacion completo (Blomhgj & Jensen, 2003) usando tecnologia digital y enmarcada en
una situacidon problema que consiste en encontrar una solucidon del juego “Lights Out!” modelando
matematica e informéaticamente sus reglas y su dindmica. La propuesta fue disefiada para ser aplicada
en estudiantes universitarios que cursan Algebra lineal como asignatura curricular en carreras de
Ingenieria y que previamente tuvieron cursos de programacion.

2. El ciclo de modelizacion matematica mediado por tecnologia digital que respalda una
propuesta de ensefianza en torno al juego Lights Out!

A continuacion, describimos cada fase del ciclo de modelizacion matematica que adoptamos en
este trabajo, explicitando en algunas de ellas un posible uso de la tecnologia digital como soporte de los
procesos Yy subprocesos del ciclo.
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Fase 1: Construccion.

Situacion real y problema: Dada una configuracion inicial de luces prendidas y apagadas, en el
juego “Lights Out!” de un tablero cuadrado de cualquier tamafio, encontrar una secuencia de botones
gue deban ser presionados para ganar el juego, asumiendo que se quiere jugar con las reglas de modo
“toro”.

Fase 2: Simplificacion/Estructuracion.

Modelo de la situacion: EI modelo de la situacion se construye a partir de la comprension del
problema. Para ello, es posible listar una serie de preguntas clave que son factibles de ser formuladas
por los estudiantes, como ser: ;Ddnde jugaremos al juego? ¢Cuales son las reglas del juego? ¢Hay
diferentes versiones del juego? ;Por qué se habla de modo “toro™? ; Cémo anticipar la solucion del juego
sin “ensayar” distintas acciones que lleven a tener todas las luces apagadas? ;Es posible contar con una
secuencia predeterminada de acciones que lleven a ganar el juego?

En esta fase, es muy probable que los estudiantes comiencen a investigar sobre el juego,
encontrando materiales en diversos formatos (videos, articulos matematicos, articulos de didactica de la
Matematica, sitios con informacion sobre el juego, sitios en los cuales se pueda jugar, etc.). La
sistematizacion de la informacion sera sustancial ya que encontraran variaciones del juego en cuanto al
tamafio del tablero y sus reglas. Para comenzar a simplificar y estructurar la situacién problema,
realizaremos una descripcion de las reglas del juego en sus dos versiones mas conocidas: modo clasico
y modo “toro”.

El juego “Lights Out!” consiste en un tablero de botones donde cada uno de ellos tiene la
posibilidad de estar en dos estados: prendido o apagado. Al iniciar el juego aparece una configuracién
inicial de botones encendidos. Al presionar cualquier boton, éste cambia de estado, y bajo las reglas del
“modo clasico”, también cambian de estado los botones contiguos horizontales y verticales, es decir, los
botones que comparten un lado con él. El objetivo del juego es conseguir que todas las luces estén
apagadas, apretando de a un botén.

A modo de ejemplo, en la Figura 2 se muestra como ganar el juego, con las reglas del modo
clasico y dada una configuracion inicial de botones prendidos (que son los que estan pintados en color
verde, y en color rojo los botones apagados). Cada uno de los circulos grises en el interior de cada boton
significa que fue presionado, sin importar en qué orden fue realizado.

Figura 2. Un ejemplo de estrategia ganadora para el tablero de 4 x 4 modo clasico, donde el primer
cuadro representa una configuracion inicial, el siguiente representa el accionar de presionar los botones
sefialados con circulos grises sin importar el orden, y el tercero es finalmente el tablero con todas las luces
apagadas (meta alcanzada). Fuente: elaboracion personal.
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El modo “toro”, si bien parece ser mas complejo de modelizar, tiene el potencial de permitir
ampliar el problema, y estudiar qué ocurriria si el tablero fuese esférico, que los bordes estuviesen
conectados entre si. En este trabajo, se decidi6 presentar a los estudiantes este modo de juego, ya que, a
modo de variable didactica, es el modo que permite modelizar algebraicamente el problema, y obtener
una sola solucion, al resultar el sistema de ecuaciones compatible determinado, mientras que en el modo
clasico el sistema, al resultar incompatible o compatible determinado, no permite la obtencién de una
Unica solucion. En la Figura 3 se muestra un ejemplo de como afectd apretar el boton que esté debajo
de la esquina derecha, lo cual apagé las luces inmediatas al del botdn presionado y las de la dltima
fila/columna respectivamente.

Figura 3. Un ejemplo de la regla del juego en el modo “toro”. Al presionar el botdn de la esquina derecha
de abajo, cambian de estado €l, las contiguas vertical (arriba) y horizontal (izquierda), pero también cambian la
de las esquinas de arriba a la derecha y abajo a la izquierda. Fuente: elaboracién personal.

Para la elaboracién de un modelo real de la situacién, la propuesta implicé el disefio de una
actividad que permitiera al estudiante a jugar. Debido a que no se contaba con el juego en formato fisico,
se eligié un entorno virtual que facilitd la investigacion y la experimentacion con el juego. Este entorno
virtual se encuentra en el siguiente link: https://www.artbylogic.com/puzzles/gridLights/gridLights.htm,
y fue elegido ya que cuenta con dos ventajas: se puede cambiar el tamafio del tablero y tiene la
posibilidad de jugar tanto en el modo clasico como en el modo “toro”. En la Figura 4 se presenta una
captura de pantalla del inicio del juego.

Settings

HDrus Wrap-around:  on ©off ‘

same Variations:
©Red -> Green -> Red

Red -> Yellow -> Green -> Red
Red -> Orange -> Yellow -> Green -> Red

Figura 4. Un entorno virtual para poder jugar al juego. Fuente:
https://www.artbylogic.com/puzzles/gridLights/gridLights.htm.
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Fase 3: Matematizacién

En esta fase, algunas preguntas clave son: ;COomo utilizar contenidos matematicos para
representar la dindmica del juego y poder anticipar cdbmo ganar? ;Cémo se pueden representar las
acciones o jugadas en cada boton y su incidencia en los deméas botones? ¢La solucién encontrada sera
Unica para cualquier configuracion inicial, o puede haber mas de una solucion, o incluso ninguna?
¢Como generalizar la situacion para un tablero de otros tamafios? ¢ Como utilizar el Algebra lineal para
modelizar el juego?

El Modelo matematico: Consideramos para este trabajo un caso particular de un tablero de 4 x 4
en el modo “toro” del juego, ya que para este caso y como mostraremos, la secuencia de botones a
presionar para ganar sera Unica. Para otros casos (otro tamafio de tablero y modo clasico) el modelo que
elaboramos a continuacion se puede adaptar facilmente (aunque no hay garantias de poder encontrar
solucidn, o que ésta no sea la Unica).

La Figura 6 muestra, a la izquierda, la representacion de cada uno de los estados iniciales de los
16 botones de un tablero de tamafio 4 x 4 numerados, en donde los nimeros b, b,, ..., b1 representan
los botones. Cada nimero b; con 1 < i < 16, puede tomar los valores 1 o 0, donde 1 representa que la
luz estéd prendida y 0 que la luz estd apagada. A la derecha se muestra una representacion en un tablero
cuadrado con numeros x; con 1 < i < 16, que representan la accion de apretar algin boton (jugar), por
lo que tomaran el valor 1 si se presiono el botén, y 0 si no se presiond.

by | by | bs| by X1 | % | x3 | x4
bs | bg | by | bs Xs | X6 | X7 | Xs
bg | big] by4] b12 Xo | X10] X11] X12
bis] bisg] b1s| b1 X13] X14] X45] X416

Figura 5. Representacion esquematica del tablero con el estado inicial de cada botdn (izquierda)y matriz
que representa los posibles estados de cada botdn del tablero. Fuente: elaboracion personal.

Vamos a ejemplificar esta representacién para el caso particular que mostramos anteriormente en
la Figura 1, mostrando en la Figura 5 como se representa matricialmente la accion de apretar solamente
un botdn. Asi, dada una configuracion inicial del tablero (a la izquierda), la matriz B que estd compuesta
por los b;, la representamos como una matriz (derecha) donde 1 corresponde a estado inicial prendido
y 0 al estado inicial apagado.
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Figura 6. Una posible configuracion inicial de un tablero de tamafio 4 x 4 (izquierda) y su representacion
en una disposicion cuadrada, formando lo que llamamos la matriz B (derecha).

Si ahora, realizamos la accion de presionar el boton inferior derecho, es decir, presionamos el
botdn 16, en el modo “toro” se afectarian ademas de é€l, los botones correspondientes a by, b5, b3, bys.
En la Figura 7 a la izquierda se muestra representada la accion de apretar el botdn con circulo gris, y a
la derecha la matriz conocida como matriz de interacciones llamada A para la jugada “apretar el boton
16” la cual muestra cuales son los botones afectados.

Figura 7. La accion de apretar el botdn con circulo gris (izquierda), y la matriz de interacciones, (llamada
A) para la jugada “apretar el boton 16” representando los botones afectados al realizar esta jugada (derecha).

En la Figura 8 mostramos el resultado de esta accién tanto en el tablero como en la matriz
resultante, donde se cambian de estado los botones 4, 12, 13y 15.

Figura 8. Resultado que se muestra en el tablero como consecuencia de la jugada “apretar el boton 16”
(izquierda) y matriz resultante.

Todos los nimeros aqui involucrados estan en Z, satisfaciendo las siguientes reglas de la suma:
0+0=0,1+0=10+1=1,1+1 = 0. Notemos entonces que A+B=C, como se muestra en la
Figura 9.

011107} 0O0 ojojo 1 Oo11]0]1
11111160 01010710 111]11]0
0j1]1]01}1 010160 1 oj1]0]0O0
ojoj1]1 110 1 1 110]07]6O0

Figura 9. La suma de las matrices A (en el centro) y B (a la izquierda) resulta ser C (a la derecha).
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Para elaborar la primera ecuacion del sistema, tenemos que estudiar qué botones (al presionarlos)
afectan el estado del boton by, y debido a las reglas del juego, el mismo se ve afectado por los botones
que se corresponden con las incognitas x;, x,, x4, X5, X135 del sistema.

Cuando se presiona el boton 1, la accién correspondiente es x4, (esto es x; = 1) el estado del
boton de estado inicial b, se convierte en x; + by, ya que suponiendo que b; = 0 (apagado
inicialmente), pasara a estar prendido, es decir que b; = 1 cumpliéndose que x; + b; =14+ 0=1(la
prendimos). Por otro lado, las acciones representadas con las incognitas x,, x4, Xs,x;3 también inciden
en el botdn b, segun las reglas del modo “toro”. En la Figura 10 se muestran coloreados en gris los
botones que afectan al boton b,. Cada ecuacion del sistema refleja la cantidad de cambios de estado que
ocurren en la luz correspondiente.

X1 | X2 | X3 | X4

X5 | X6 | X7 | X8

X9 | X10] X11] X12

X13| X14] X15] X146

Figura 10. En gris marcamos las acciones o jugadas que inciden en el botén b1l. Fuente: elaboracion por
parte de los autores.

Por lo tanto, la ecuacion que describe estas acciones es: b; + x; + x, + x4 + x5+ x13 =0, la
cual es equivalente a la siguiente ecuacion (ya que b, serd opuesto de si mismo):

x1+x2+x4+x5+x13=b1

Con un razonamiento analogo, podemos elaborar una segunda ecuacion, analizando qué acciones
inciden en el botdn b,, siendo x4, x5, X3, xg, X14 Y resultando la siguiente ecuacion:

x1+x2+x3+x6+x14=b2

El sistema de ecuaciones que modela la dindmica del juego es el que se muestra a continuacion:
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X1+ X+ x4+ x5+ %13 =D
X1+ X9 + X3+ Xg + X14 = by
Xy + X3+ X4 +x7+ X5 = by
X1+ X3+ x4+ Xg+ X156 = by
X1 + X5 + xg + xg + X9 = bg
Xy + x5+ xg + X7 + X109 = bg
X3+ X+ X7+ x5+ %11 = by
X4+ X5+ X7 +xg + X1, = bg
X5+ X9 + X109 + X132 + X413 = by
Xg + X9 + X109 + X171 + X14 = by
X7 + X109 + X171 + X132 + X35 = byq
Xg + Xg + X11 + X132 + X16 = D12
X1+ X9 + x93 + X4 + X16 = D13
Xz + X109 + X13 + X14 + X35 = b1y
X3+ X11 + X14 + X35 + X16 = by
X4+ X12 + X13 + X135 + X16 = D16

En sintesis, para esta fase del ciclo que consiste en la matematizacién de la dinamica del juego,
es necesario que los estudiantes identifiquen las variables con las que trabajaran (x;) como las acciones
de presionar o no presionar en cada boton, lo que es parte de la traduccidn al lenguaje matematico. Por
otro lado, deberén identificar el estado inicial de cada botén, lo que necesitara otra traduccién y otra
representacion (b;). Luego, otras cuestiones a tener en cuenta son el significado de la suma en este
contexto, para poder construir las ecuaciones correspondientes y que conformaran un sistema de
ecuaciones.

Fase 4: Trabajo matematico

Luego de establecer el modelo, se establecen los calculos y procedimientos matematicos
necesarios para resolver el problema. La solucion matematica consiste en resolver el sistema de
ecuaciones argumentando a través de propiedades propias del Algebra lineal como puede ser el teorema
de Rouché Frobenius o Teorema de Cramer. Este sistema de ecuaciones se puede resolver de forma
matricial, donde la matriz ampliada asociada a él se la conoce como matriz de interacciones. En el caso
de un tablero de tamafio 4 x 4 modo “toro”, la matriz de interacciones tendra un tamafio de 16 X 16y
ademas resulta ser simétrica. Este resultado se muestra en la Figura 11, en la cual se presenta la matriz
de interacciones y en ella identificamos submatrices B (en violeta), submatrices | (que es la matriz
identidad de 4 x 4 mostradas en verde) y la matriz O (que es la matriz nula de 4 x 4 mostradas en rojo),
y resultando de esta disposicion que la matriz A es una matriz Simétrica, y por lo tanto es invertible,
concluyendo que el Sistema resulta ser Compatible Determinado. Finalmente, dada una configuracién
inicial de botones habréa una Gnica secuencia de botones a presionar para ganar, que estara dada por el
vector solucion del Sistema y del juego.
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gy, 1, o, 1,1, o, o, o0, o, o, 0,1, 0, 0, O] B I O
(1, 1, 1, o,||lo, 1, o, 0o,/|l0, 0, 0, 0,0, 1, 0, 0] I B I
(o, 1, 1, 1,|lo, o, 1, o,/|l0, 0, 0, 0,0, O, 1, O] A= 0 I B
\r, o, 1, 1,jlo, o, o, 1,J|0, 0, 0, 0,]l0, 0O, O, 1] I 0 1
-[lr Or 0: 01--11 lr Or J-r- -lr 0: Or Or- Ur Or Or OI

o, 1, o, o,{2, 1, 1, 0,|0, 1, 0, Q,fj0, G, 0, O]

(9, o, 1, o,||o, 1, 1, 1,||0, 0, 1, O,(lo, 0, O, O] 1 10
.o, o, o, 1,J2, 0, 1, 1,|0, 0, O, 1,]|0, O, O, O] B— 111
(o, o, o, o271, o, 0, 0,71, 1, o, 1,1, o, 0, O] 1011
(o, o, o, o,/lo, 1, o, o,/|1, 1, 1, o,|lo, 1, o, 01 1 0 1
(o, o, o, o,/lo, 0, 1, o,/|lo, 1, 1, 1,|lo, o, 1, 0]

(e, o, o, 0,0, 0o, 0o, 1,[1, 0, 1, 1,]l0, O, O, 1] 1.0 0
L, o, o, o,]f0, 0, 0, 0/, 0, O, O,]1, 1, O, 1] 010
[0' l! 0! 0! Of 0!’ O! 0' 0! ll 0! 0! l.l' l! lf 0] I: 0 0 l
[0' 0! l! 0! 0' 0!’ 0! 0' 0! CI.I lt 0! O.I' l! lf l] 0 0 0
_[Ot Or Or lr_ _O.r Or Or 0'_ _Or Ol 0: lr__lr Or lr l]_ -

Figura 11. La matriz de interacciones para un tablero de tamafio 4 x 4 en modo “toro”.

En este ejemplo se vislumbra la dificultad de efectuar los calculos sin el apoyo de un programa
informatico, particularmente, a la hora de escalerizar la matriz ampliada asociada al sistema de
ecuaciones. Por este motivo, en la propuesta de ensefianza se incluyé como actividad, desarrollar un
programa en Python que diera el vector solucién de este sistema de ecuaciones. Un ejemplo se muestra
en la Figura 12, donde el programa brinda la secuencia de botones a apretar dada una configuracion
inicial.
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@ mainpy * + <+ »_Console @ x 4 Shell +

mainpy > E Format v  Packager [ AskAI 10son23:41:40,04/18
1 while True: --> poetry lock --no-update
2 n = int{input(“Tamafio de su board: ")) ~ Resolving dependencies. ..
3 print(“Ingrese 1 para el modo toro o @ para el modo
no toro") v Run [* AskAI 17son23:41:53,04/18 @
4 tm_'o = int(input(*)) Tamano de su board: 4
5 print(**) Ingrese 1 para el modo toro o @ para el modo no toro
6 print("Matriz")
7 lista_con_n_listas = []
8 lista_l = []
9
Estado de bl: 1
Estado de b2: 1
Estado de b3: 1
Estado de b4: 1
Estado de b5: 1
Estado de b6: 1
Estado de b7: 1
Estado de b8: @
Estado de b3: 0
Estado de bl@: @
Estado de bll: @
Estado de b12: 1
Estado de b13: @
Estado de bl4: @
Estado de b15: @1
Estado de bl6: @

Si bn = 1 entonces hay que apretarlo
b1:0
b2:0
b3:1
b4:1
b5:1
b6: 0
b7:1
b8:0
b9:0
b1@:1
b11:1
b12:1
b13:1
b14:0
b15:0
bl6:1

Tamafio de su board: JJ

Figura 12. Ejemplo de desarrollo de un programa en Python que da el vector solucion del sistema de
ecuaciones, donde el programa brinda la secuencia de botones a apretar dada una configuracion inicial.

Sin embargo, no consideramos esta tarea como suficiente para interpretar el conjunto solucion del
sistema, por lo que decidimos incluir una actividad en la cual los estudiantes debian resolver el problema
de manera general, pero en un tablero de tamafio 2 x 2, lo cual se describe en la siguiente fase del ciclo.

Fase 5: Interpretacion

Nos preguntamos en esta fase como interpretamos el vector solucién para el caso de un tablero
de tamafio 2 x 2, con lo cual volvimos a la Fase 3y 4, elaborando un modelo matematico y describiendo
el trabajo matematico en él, para luego interpretar la solucién a nuestro modelo (que ahora sera un
sistema de ecuaciones de 4 ecuaciones y 4 incognitas) como secuencia de botones a apretar para ganar.
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Para un tablero de tamafio 2 x 2, tenemos una condicién inicial de botones y un vector de jugada
como mostramos en la Figura 13 a la derecha e izquierda respectivamente.

by | b> X1 | X2

b3 b4 X3 X4

Figura 13. Representacién de botones con su estado inicial (izquierda) y la accion en cada uno de ellos
(derecha) para un tablero de tamafio 2 x 2.

Con un razonamiento andlogo y adaptando el modelo que desarrollamos para el caso de un tablero
de 2 x 2, se obtiene que:

e Si presionamos el botén 1, el estado b, se transformara en b; + x; y como a x; lo afectan
también x, x3, resulta que las acciones en el boton correspondiente a x; se describen mediante
la ecuacién que refleja el deseo que se apague dicho botén: x; + x, + x3 = b

e Si presionamos el boton 2, el estado b, se transformaréd en b, + x, y como a x, lo afectan
también x; x,, resulta que las acciones en el boton correspondiente a x, se describen mediante
la ecuacion que refleja el deseo que se apague dicho boton: x; + x, + x, = b,

Y analogamente, si presionamos el boton 3 y 4, obtenemaos el siguiente sistema de ecuaciones:
xl + xz + x3 = bl
x1 + xz + x4_ = bz
x1 + x3 + x4 = b3
Xy + X3+ x4 = by
y por lo tanto la matriz ampliada asociada al sistema sera:
1110 by
1101 b,
1011 by
0111 b,

y la escalerizacion seré:
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1110 b, 1110 b, 1110 b,
0011 by+b, | _ [ 0101 bi+bs|_[0101 b, + bs
0101 by +bs 0011 b, + b, 0011 b, + b,
0111 b, 0010 by+bs+b, 0001 by+bs+b,

Por lo tanto, del teorema de Rouché Frobenius (por ejemplo) podemos decir que los rangos de las
matrices de coeficientes y de ampliada asociada al sistema es 4, coincidiendo con el nimero de
incégnitas, por lo tanto se puede deducir que el sistema es Compatible Determinado y su solucién se
detalla a continuacion.

De la cuarta fila se desprende la ecuacién x, = b, + b + b, y de la tercera fila se desprende
que x3+ x4 = by +b,. Por lo tanto, x3 = b, + b3 + b,. De la segunda fila se desprende que
Xy + x4 = by + b3, por lo tanto, x, = b; + b, + b,. Finalmente, de la primera fila se desprende la
ecuacion x; + x, + x3 = by y por lo tanto x; = b; + b, + bs. Finalmente, el conjunto solucion del
sistema de ecuaciones formulado sera:

S ={(by + by + b3, by + by + by, by + bz + b,}. Asi, suponiendo la configuracion de botones
iniciales como se muestra en la Figura 14 (a la izquierda), es decir by =1y b, = b3 = b, =0, se
deberan apretar los botones (1,1,1,0) para ganar.

Figura 14. Configuracion inicial (primera figura a la izquierda), resultado de presionar el boton 1 (segunda
figura), resultado de presionar el boton 2 (tercera figura), el tablero con las luces apagadas (cuarta figura a la
derecha).

Fase 6: Validacion

Un entorno fisico del juego contribuiria a una experiencia tactil del mismo (y motivante) y ademas
desarrollaria otras habilidades propias del futuro ingeniero como la programacién y la electrénica. Por
lo que se disefid una actividad que implica en una primera instancia cuyo enunciado fue: Conecta el
Arduino uno con un Adafruit Trellis brindado por el departamento de Ingenieria, y en una segunda
instancia programar una solucion en Arduino, es decir Elaborar y resolver el sistema de ecuaciones cuyo
vector solucién indica los botones a apretar para ganar el juego, en la interfaz de Arduino. En la terminal
de Arduino se vera reflejado en la secuencia de pasos a seguir (botones a apretar) para lograr apagar las
luces. Realice un video donde se muestra el programa y la secuencia de botones presionados en el juego
implementado con Arduino, dicho video debe estar disponible en un repositorio publico. Como
Opcional: Agregue un boton el cual al ser pulsado el sistema va ingresando los pasos de forma
automatica hasta resolver el juego mostrando la secuencia de pasos en las luces. Como evidencia de la
validacion, los estudiantes elaboraron un video donde se muestra la validacion del programa en cuanto
a la solucidn del juego, esto es, filmar el programa en Python funcionando y la secuencia de botones
que este devuelve para finalmente mostrarse tocando los botones en la placa de arduino conectada y
ganando en el juego. Esto implicé que los resultados reales se validaron en la situacion problema
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Fase 7: Exposicion

En esta fase los estudiantes deberan relacionar los resultados que obtuvieron en el modelo de la
situacion, en la situacion problema y dar respuesta final al problema. Para ello es posible solicitarles la
elaboracion de un video ganando al juego.

3. Reflexiones finales

Algunos investigadores como Greefrath (2020), sostienen que, para fomentar el proceso de
modelizacion matematica en los estudiantes, es relevante incorporar elementos practicos en
“laboratorios de ensefianza” a lo largo de las diferentes fases del ciclo de modelizacién. Este enfoque
guio al equipo interdisciplinario de profesores que disefiaron una propuesta, compuesto por
matematicos, ingenieros, y especialistas en didactica de la Matematica.

Si bien hay investigaciones de corte matematico que estudian la dindmica del juego “Lights out”,
nuestra intencion en este trabajo fue identificar el potencial de una propuesta de ensefianza en cuanto a
sus procesos y subprocesos de modelizacion matematica. Con lo cual el concepto de transposicién
didactica (Chevallard, 1999) de los contenidos del Algebra lineal involucrados estuvo muy presente, ya
que es clave conocer las transformaciones necesarias a realizar al saber matematico (propio de los
matematicos) para que sea ensefiable a personas no matematicas, pero que haran un uso fuerte de la
matematica en su futuro profesional. En este sentido, el disefio de la propuesta implico una interaccién
constante con el ciclo de modelizacidon teérico adoptado, en el cual la tecnologia educativa fue sustancial
para el trabajo con el juego en la formulacion de un modelo informatico.

Actualmente, nos encontramos trabajando en el analisis de la aplicacion de la propuesta, realizada
en dos cursos de Algebra lineal para carreras de ingenieria, donde nos focalizamos en la manera en que
los alumnos modelizan el problema, los obstaculos y ventajas que presenta este proceso. También nos
preguntamos por los efectos posibles de modificar la variable didactica del modo del juego (clésico o
“toro”) ya que resulta interesante conocer como se modifica el ciclo de modelizacién al no encontrar
solucion al juego, o que existan infinitas soluciones. Estas cuestiones nos invitan a seguir profundizando
e investigando en la tematica.
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