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Razonamiento teorematico y conocimiento
matematico

JAVIER LEGRIS!
javier.legris@gmail.com
Instituto Interdisciplinario de Economia Politica de Buenos Aires / Universidad Nacional de Buenos

Aires / CONICET

Las discusiones sobre el conocimiento matematico incluyen, casi de manera
inevitable, el concepto de demostracion. En el contexto de la filosofia contempora-
nea de la matematica es comun caracterizar este concepto como una secuencia de
enunciados que comienza con uno o mas «axiomas», de los cuales mediante reglas
logicas se llega deductivamente a un enunciado que es llamado «teorema». En este
sentido, una demostracion tiene la estructura de una deduccion: el teorema se de-
duce de los axiomas. Esta caracterizacion del concepto de demostracion hace agua
por muchos lados y ha sido objeto de serias criticas. En particular, esta caracteriza-
cion no refleja lo que se entiende por una demostraciéon en la «practica matemati-
ca». Otro problema que presenta es el de su funcion para el conocimiento matema-
tico. Esto es: explicar en qué sentido las demostraciones, siendo deductivas, a la vez
proporcionan genuino conocimiento.

Lo que sigue es una version abreviada de mi presentacion en el simposio La na-
turaleza de lo matemadtico: entre la practica y la teoria (coordinado por Eduardo
N. Giovannini) y ha tenido en cuenta valiosos comentarios de los participantes. En
esa presentacion me ocupaba de la solucidon que Charles S. Peirce (1839—1914) ofre-
ci6 al problema de la funcion de las demostraciones en el conocimiento matemati-
co, y que se basa en la distincion entre dos formas de razonamiento que subyacen
en las demostraciones matematicas: el razonamiento «corolarial» y el razonamien-
to «teorematico». En su obra (en particular en su obra postuma) Peirce se refirio a
esa distincion de diferentes maneras y con diferentes ejemplos, planteando una
serie de problemas ligados con la inclusion de inferencias no deductivas en la ob-
tencion de resultados matematicos. Mi objetivo consiste en indicar tres puntos de
vista que se han adoptado para interpretar la idea de razonamiento teorematico: el

punto de vista «légico», el punto de vista «metodologico» y el punto de vista «cog-

1 El presente trabajo integrd el Simposio «La naturaleza de lo matematico: entre la practica y la teoria».
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nitivo». Estos puntos de vista pueden ser considerados como «aspectos» del razo-
namiento teorematico, que estan presentes en las exposiciones de Peirce.

Peirce formul6 esa distincion en el contexto de su concepciéon diagramatica de la
deduccion, su semiotica y su pragmatismo filosofico, ofreciendo ejemplos concretos
tomados de la historia de la matematica. No obstante, expuso sus ideas de manera
fragmentaria en varios manuscritos que fueron publicados mucho después, e incluso
no fueron objeto de debate hasta hace unos cuarenta afnos. La distincion de Peirce dio
lugar a diferentes interpretaciones (siendo la de Jaakko Hintikka la més conocida,
véase Hintikka, 1980) y, de hecho, abri6 una caja de Pandora en la filosofia de la ma-
tematica, vinculada con el tema de la invencion en el conocimiento matematico (un
tema claramente relegado hasta entonces en la filosofia de la matematica, sobre todo
dentro de la tradicion analitica). Teniendo en cuenta esta situacion, en las paginas
siguientes voy a sefialar brevemente tres aspectos que aparecen en las presentaciones
que Peirce hizo del razonamiento teorematico. Dichos aspectos respaldan esas dife-
rentes interpretaciones y, ademas, enmarcan diferentes perspectivas de analisis de
las demostraciones matematicas que son discutidas actualmente.

Como se acaba de mencionar, el problema que esta en el trasfondo de la distin-
cion y que la motivo es el de la funcion que tienen las demostraciones en la obten-
cion de conocimiento matematico. Es decir, el problema es como las demostracio-
nes pueden proporcionar «genuino» conocimiento, si son puramente deductivas.
La deduccion hace explicita informacion que se encuentra implicita en la informa-
cion contenida en las premisas, de modo que no lleva a un resultado «auténtica-
mente nuevo». Este problema lleva a suponer que la estructura de una demostra-
cion matematica tiene que ser mas compleja que la estructura generada por la
relacion de deduccion. Ciertamente, detras de este problema esté la cuestion de la
naturaleza del conocimiento matemaético, que ha recibido diversos tratamientos en
diferentes momentos de la historia de la filosofia y que era un problema de suma
importancia para Peirce, sobre todo en vistas a la unidad metodoldgica de la cien-
cia. Asi, la formulacién de la distincidon entre razonamiento «corolarial» y teorema-
tico fue considerada por él como un gran logro y la califico como «mi primer descu-
brimiento real acerca del método matematico» (Peirce, 1976:49). Peirce ubico su
solucion dentro de su Metodéutica y no de la Logica Critica (esto es, la 16gica en el
sentido de una teoria de la deduccion; véase Peirce, 1976:8). La terminologia pro-
venia de los Elementos de Euclides: «Los corolarios afiadidos a las proposiciones de
Euclides son usualmente razonamientos de un tipo, mientras que los teoremas son

razonamientos de otro tipo mas importante» (Peirce, 1976:49; véase también Peir-
ce, 1931-1958:233).
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Peirce partia del supuesto de que todos los procesos de conocimiento eran infe-
renciales, de modo que desarroll6 una teoria del razonamiento en general. En ella
se establecen tres tipos de razonamientos: los deductivos, los inductivos y los ab-
ductivos. Esta triparticion esta ampliamente difundida en la actualidad y de hecho
fue uno de los grandes aportes de Peirce a la metodologia y la filosofia de la ciencia.
La gran novedad reside en la consideraciéon de la abducciéon como el tipo de razo-
namiento que esta en la base de la generacion de hipoétesis (Peirce también la de-
nomino inicialmente «razonamiento hipotético»), de modo que resulta indispensa-
ble para el conocimiento cientifico.

La deduccion era la inferencia «necesaria» que para Peirce consistia en cons-
truir diagramas correspondientes a las premisas, entendidas como «situaciones
hipotéticas», para luego manipularlos, experimentando con ellos a fin de obtener la
conclusion (esta concepcion ya esta presente en el célebre trabajo de Peirce sobre el
algebra de la logica de 1885, véase Peirce, 1931-1958:363). Asi pues, las hipotesis
desempenan un papel fundamental en la deduccidon, en la medida en que una hipo-
tesis es «una proposicion que es imaginada en sentido estricto como verdadera de
un estado de cosas ideal» (Peirce, 1931—-1958:558). Los conceptos de diagrama y de
hipétesis son indispensables en la concepcion que Peirce tenia de la deduccién y
también haran posible comprender, en general, la naturaleza deductiva de las de-
mostraciones matematicas (al respecto, véase Legris, 2010).

Dentro de este marco, una demostracion «corolarial» «representa las condicio-
nes de la conclusion en un diagrama y a partir de la observaciéon de este diagrama
encuentra, asi como esta, la verdad de la conclusién» (Peirce, 1931-1958:267). En
cambio, una demostracién teorematica «recurre a procesos mas complicados de
pensamiento» (Peirce, 1998:442), que conducen a la introduccion de informacion
que no esta presente en las premisas (aunque consistente con estas).

En el razonamiento teorematico, a partir de representarse las condiciones de la
conclusion en un diagrama, se «ejecuta un experimento ingenioso sobre el diagrama
y, por la observacion del diagrama, asi modificado [se] establece la verdad de la con-
clusion» (Peirce, 1931—1958:267). Ahora bien, este «experimento ingenioso» incluye
la adopcion de una «idea externa» (a foreign idea) a las premisas, que resulta decisi-
va para la obtencion del teorema, si bien esta ausente en la conclusion final. La fo-
reign idea es usada para construir enunciados (o sea, «signos dicentes») que, junto
con las premisas, desencadenan de manera exitosa el proceso de demostracion
(véase, por ejemplo, Peirce, 1976:42). Desde el punto de vista de la metodologia de-
ductiva, esta foreign idea origina una «hipoétesis auxiliar», que es «correctamente

elegida» para hacer posible la construccion de la demostracion. En este punto, Peirce
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introduce el concepto de «lema». Una vez introducida la hipdtesis, la demostracion
sigue las reglas usuales en la deduccion; no hay cambio de logica. De todos modos, la
eleccion de la hipotesis resulta de mecanismos que no son deductivos.

Peirce encuentra ejemplos sencillos de razonamiento teorematico en demostra-
ciones de los Elementos de Euclides, donde aparecen construcciones auxiliares, que
no son mencionadas en la enunciacién del teorema (Peirce, 1976:49). Peirce afirma
que ninguna proposicion que pueda ser caracterizada realmente como un teorema
de geometria euclidea se demuestra sin el auxilio de construcciones adicionales
(Peirce, 1976:172). Por ejemplo, en la proposicién 32 del Libro I de los Elementos,
que afirma que la suma de los dngulos internos de un triangulo es igual a dos angu-
los rectos, se inscribe una linea paralela a uno de los lados del triangulo a fin de po-
der usar teoremas anteriores para demostrarlo. En un texto datado en 1902, Peirce
discute el uso de construcciones auxiliares en la demostracion de la proposicion 16
del Libro I de los Elementos (véase Peirce,1976:42).

Otro caso que Peirce trata es el teorema de Desargues, tal como fue demostrado
por Karl G. von Staudt en su obra Geometrie der Lage publicada en 1847. En este
caso la foreign idea proviene de la geometria proyectiva, sin necesidad de hacer
consideraciones métricas (véase inter alia Arana & Mancosu, 2012): el teorema,
que se ocupa de las relaciones entre dos tridngulos en el plano bajo determinadas
condiciones, se demuestra mediante el supuesto de que la figura plana formada por
ambos tridngulos es, en realidad, la proyeccion de una configuracion en tres dimen-
siones. La demostraciéon de von Staudt fue objeto de debate y, en particular, es un
caso de estudio del problema de la «pureza de métodos» de las demostraciones ma-
tematicas.

En suma, en virtud del razonamiento teoremaético, Peirce pretende dar respues-
ta al casico problema de la creacién o invencion en matematica, es decir, de la ob-
tencion de un genuino conocimiento nuevo, tal como reflejan los «teoremas mayo-
res» de la matematica (Peirce, 1931-1958:204).

Jaakko Hintikka fue uno de los primeros en prestarle atencion a la distincion
de Peirce y formul6 una interpretacion muy influyente, pero también muy deter-
minada por sus propios intereses. Segin esta interpretacion, el razonamiento in-
troduce nuevos individuos en el razonamiento: «Aquello que hace a una deduc-
cion teorematica, de acuerdo con Peirce es que en ella debemos concebir mas
individuos que los que son necesarios para instanciar la premisa del razonamien-
to» (Hintikka, 1980: 307). Esto hace que sea necesario aumentar el nimero de
cuantificadores originalmente presente en las premisas: a lo largo de la deduccion

que se lleva a cabo para llegar a la deseada conclusion aparecen nuevos cuantifi-
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cadores (que desaparecen luego en la conclusion). La interpretacién de Hintikka
se entronca con el tratamiento que propuso con anterioridad de la naturaleza sin-
tética de la matematica y de la idea kantiana de intuicion pura (véase Hintikka,
1973). Sobre esta base, para Hintikka la foreign idea consiste en introducir nue-
vos individuos, y en este punto entra en escena la informacién nueva que conlleva
el razonamiento matematico.

Puede observarse sin dificultad que Hintikka basa su interpretacion en una
cuestion logica (la introduccion de cuantificadores), y esto ha sido criticado. Como
se ha mencionado antes, Peirce ubica la distinciéon en la metodéutica, de modo que
no es estrictamente 16gica. Gerhard Heinzmann ha sostenido que la interpretacion
de Hintikka deja de lado la «especificacién pragmaética de hipotesis por medio de
inferencias» (Heinzmann, 1994:300). Con anterioridad, Kenneth Ketner habia ob-
jetado la interpretacion de Hintikka, y senalaba que las demostraciones teoremati-
cas incluyen, de manera esencial, razonamiento hipotético, esto es, en definitiva, la
abduccion (hecho ausente en la interpretacion de Hintikka). Segtin Ketner en un
razonamiento teorematico a partir de la hipotesis anadida la conclusion se obtiene
mediante una secuencia «corolarial», que confirma la hipotesis original y muestra
que «el experimento» diagramatico fue exitoso (Kentner, 1985:412). Por lo tanto, la
foreign idea es el resultado de un proceso abductivo del mismo modo como ocurre
en el caso de las hipdtesis empiricas (lo cual es consistente con la posiciéon de Peirce
respecto de la unidad metodolodgica de la ciencia).

Ahora bien, esta mencion de la abduccion implica un giro en la discusién acerca
de la naturaleza del razonamiento teorematico. Peirce habla explicitamente de la
introduccién de una hipdtesis en la demostracion de teoremas, la cual es el resulta-
do de imaginar un «esquema o diagrama» (véase Peirce, 1931-1958:233). En este
contexto, Michael Hoffmann analiz6 en un trabajo el concepto de «transformacion
teorica» que aparece en un manuscrito de Peirce datado en 1907 (Robin, 1967:318).
Esta consiste en la transformacion de la enunciacion del problema original al exa-
minarlo desde «un punto de vista diferente» (Hoffmann, 2011:581). Peirce habria
aplicado esta idea en su andlisis de la ya mencionada demostracion del teorema de
Desargues debida a von Staudt. En pocas palabras, el paso clave en la demostracion
consiste en «suponer» un punto fuera del plano (recordemos que el teorema se
plantea en geometria plana). Una vez hecho este supuesto, el contexto en el cual se
«visualiza» el teorema cambia: hay un «cambio en el punto de vista». Es el paso de
visualizar una figura de tres dimensiones sobre la base de un diagrama de dos di-

mensiones.
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Esta interpretacion pone el acento en procesos cognitivos como el de la visuali-
zacion y se refiere a una «abduccion creativa», que va mas alla de los procesos algo-
ritmicos o finitos implicados en las demostraciones «corolariales» (Hoffmann,
2011:583). Desde luego, este cambio en el punto de vista presenta objeciones meto-
dolbgicas: en primer lugar, implica un cambio en la teoria y, en segundo lugar, no
se trata de cualquier cambio, sino uno que debe resultar «adecuado» para obtener
la solucion al problema en cuestion. También aparecen dudas acerca de la generali-
zacion de este ejemplo a cualquier caso de razonamiento teorematico.

Es el momento de evaluar los analisis expuestos de la distincion de Peirce. Sin
duda, esta distincion lleva a una discusion del dificil tema concerniente al papel de
la creatividad en matematica (problema que la filosofia de la matematica ha tratado
de sortear de diferentes maneras). En todo caso, puede intentarse esclarecer los
rasgos distintivos de las interpretaciones propuestas y arriesgar la siguiente clasifi-
cacion: en primer lugar, tenemos aspectos que podemos llamar «logicos», es decir,
el incremento de los niveles de cuantificadores (cuantificadores que afectan a cuan-
tificadores). En segundo lugar, podemos hablar de aspectos «metodologicos», es
decir, la adopcion de una hipoétesis adicional por medio de un procedimiento ab-
ductivo. Finalmente, tenemos aspectos «cognitivos», es decir, el cambio de punto
de vista en la visualizacion de una situacion dada. Cada uno de esos aspectos impli-
ca planos diferentes de analisis. Ahora bien, todos esos aspectos implican que la
demostracion teorematica apela a procesos que no pueden reducirse a algoritmos o
métodos finitos, y esto es lo que explicaria la novedad en el conocimiento matema-
tico: un genuino conocimiento nuevo.

En un trabajo anterior a los mencionados hasta aqui, Peirce se ocupaba de las
«maquinas logicas» (logical machines) diseniadas por W. Stanley Jevons y Alan
Marquand en la década de 1880 con el fin de resolver silogismos. Ademéas de anali-
zar los mecanismos que estas maquinas llevaban a cabo, Peirce hace consideracio-
nes sobre el concepto de razonamiento, mostrando las limitaciones de cualesquiera
procedimientos mecanicos para razonar en casos mas complejos, tales como la de-
mostracion del teorema de Desargues (Peirce, 1997:74). En primer lugar, duda de
que una maquina pueda recorrer con éxito el complicado «laberinto» contenido en
la demostracion de von Staudt, pero ademas pone el acento en la «falta de iniciativa
original» inherente a la maquina que supone la demostracion.

Asi, la distincion se puede entender también como una distincion entre «méto-
dos computables» y «no computables», un tema discutido intensamente en la filo-

sofia de la matematica del siglo pasado y que aparece en el horizonte de la Inteli-
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gencia Artificial actual. No hay duda de la variedad de cuestiones acuciantes que
surgen de la distincion establecida por Peirce.
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