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Resumen

En este trabajo introducimos un concepto solucién tipo core para juegos con utilidades no
transferibles: el 7 M—-core. Los elementos en el 7. M —core son pares ordenados (z, B) de vectores
y familias balanceadas minimales de coaliciones (siguiendo Cesco 2008). Este concepto cumple
la importante propiedad de ser no vacio para cualquier juego NTU y coincide con el core cldsico
cuando el juego es balanceado y no nivelado. Damos una caracterizacién axiomadtica de este
concepto, en término de NE, IR y RGP (usados en Peleg [1985] con apropiadas modificaciones)
y un axioma adicional de independencia de alternativas irrelevantes (IAI), sobre la clase juegos
casi no nivelados, la cual incluye la clase de los juegos no nivelados con core no vacio, usada en
Peleg [1985] para caracterizar el core.

Cédigo JEL: CT71
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Abstract

In this work we introduce one core-type solutions for games with Nontransferable Utility: the
T M — core. The elements in the 7M — core are pairs (z, B) of vectors and minimal balanced
families of coalitions (following Cesco [2008]). This concept is non-empty for any NTU-game
and coincides with the classical core when the games is balanced and non nivelled. We present
a axiomatic characterization of the 7M — core, in terms of NE, IR and RGP (used in Peleg
[1985] with appropriate modifications) and one additional axiom of independence of irrelevant
alternative (IAI), on the class of the quasi non nivelled games, which include the class of the
non nivelled games with core no empty, used in Peleg [1985] to characterize the classical core.

Cdédigo JEL: C71.

Keywords: Core, Banlanced Families, Axioms

1. Introduccion

A la teoria de juegos cooperativos la podemos de alguna manera centrar en dos grandes
clases de juegos los Juegos con Utilidades Transferibles (TU games) y lo Juegos con Utilidades
no Transferibles (NTU games); y a su vez estos tltimos se pueden ver como una generalizacién
de los primeros. Los trabajos en los juegos NTU tienen un grado de complejidad mayor a que
se encuentra en los juegos TU. Muchos de los conceptos y avances obtenidos en los juegos NTU
han surgido de generalizaciones de resultados que se han logrado primero en en los juegos TU.
Por ejemplo los conceptos de conjuntos estables, core, valor y bargaining set, entre otros, fueron
definidos primero en los juegos TU y luego en los NTU.

Nuestro trabajo también esta en esta direcciéon porque generaliza a los juegos NTU un
concepto solucién tipo core, introducido por Cesco (2008) en los juegos TU. En ese trabajo se
muestra que el mismo es una extension del core (en el sentido que coincide con el core cuando éste



es no vacio) y ademds es no vacio para cualquier juego TU, dando por tltimo una caracterizacién
axiomaética de este nuevo concepto. Nosotros extendemos el concepto de M — core a los juegos
NTU. Los elementos en el M —core son pares ordenados (z, 5) de vectores y familias balanceadas
minimales de coaliciones. Aqui también probamos que el M — core es no vacio para cualquier
juego NTU y es una extensién del core cldsico en los NTU, en el sentido que el core cldsico siempre
esta incluido en el M — core y que cuando el juego es balanceado las soluciones coinciden.

Para abordar el tema de la caracterizaciéon es importante recordar que el trabajo realizado
por Peleg (1985), que da una caracterizacién axiomatica del core cldsico se restringe a la clase
de los juegos no nivelados con core no vacfo. En ese trabajo se caracteriza al core cldsico, en
término de los axiomas de: No Vacio (NE); Individualmente Racional (IR) y la Propiedad del
Juego Reducido (RGP). Un defecto que se podria pensar del core cldsico es que si tenemos
un juego que no sea no nivelado podrian haber puntos en el core cldsico que son débilmente
dominados por puntos que estdn dentro del mismo conjunto. En la primera parte de nuestro
trabajos nos preocupamos por introducir un concepto que elimine estos puntos y damos una
caracterizaciéon de este nuevo concepto en término de NE, IR, RGP sobre la clase de los juegos
casi no nivelados con core no vacio que incluye la clase que se dan en la caracterizacién de Peleg
(1985).

Al intentar caracterizar el M — core también parece central hablar de juegos no nivelados
pero aun esto es insuficiente. En el M — core también tenemos el inconveniente de que hay
puntos que son débilmente dominados por puntos del mismo conjunto (esto no ocurre cuando
miramos un juego TU, como se puede ver en Cesco 2008). Ahora, si sacamos los puntos que estan
débilmente dominados, nos quedamos con un refinamiento, generamos el concepto central de
nuestro trabajo, el cual es no vacio para cualquier juego NTU. Ademss si el juego es no nivelado
(condicién que se pide en la caracterizacién de Peleg (1985)) tenemos que el core clédsico estd
incluido en el 7M — core y si pedimos también la condicién de balance el 7M — core coincide
con el core cldsico. Aclaremos en este punto que en los juegos TU la condicién de no nivelado
se cumple trivialmente. Esto da las herramientas para ver al el 7 M — core en los juegos NTU
como una extensién del M — core introducido por Cesco (2008) en los juegos TU; en el sentido
que si miramos un juego TU dentro de los NTU el 7M — core coincide con el M — core de
Cesco.

Para el TM — core damos una caracterizacién axiomadtica en término de los axiomas de
NE, IR y RGP, con apropiadas modificaciones al nuevo concepto, y un axioma adicional de
independencia de alternativa irrelevante (IAI).

El trabajo tiene la siguiente organizacion. En la primera seccién introducimos un refinamien-
to del core cldsico que elimina del core todos los elementos que son débilmente dominados;
mostramos que este concepto es no vacio si sélo si el core es no vacio y vemos que este con-
cepto cumple los axiomas de NE, IR y RGP. En la primera parte de la seccién 3 introducimos
el M — core y, por medio de un refinamiento, el concepto central del trabajo el 7 M — core.
Probando que ambos conceptos tienen la propiedad de ser no vacios para cualquier juego NTU
y mostrando interesantes relaciones de estos conceptos con el core cldsico. En la parte final de
la seccién 3 damos un caracterizacién axiomatica del 7M — core en termino de los axioma de

NE, IR, RGP y IAL

2. El 7-Core

2.1. Los NTU games y el 7-Core

Antes de introducir el nuevo concepto daremos algunas definiciones que nos presenten el
modelo y algunos resultados ya obtenidos en los juegos con utilidades no transferibles (juegos
NTU). Para comenzar, los juegos NTU son juegos cooperativos que quedan definidos por un
conjunto de jugadores N y un funcién que a cada subconjunto S de N le asigna un subconjunto



de R®, (que cumple algunas propiedades) que se interpretan como los posibles pagos que puede
obtener la coalicién S. Vayamos ahora a la definicién precisa del concepto.

Definicién 1 Un juego con utilidades no transferibles (NTU game) es un par (N,V ) donde N
es un conjunto (finito) de jugadores y V es una funcion que asocia a cada coalicion S C N un
subconjunto Vg de RS tal que:

(i) Vs £ siS#T yVy=0.

(i1) Vs es comprensible.

(i1i) Vs es cerrado.

(iv) Vs N (2% + RY) es acotado para cada z° € RY.

Nota 1 Decimos que un conjunto B C R® es compresible si dados .,y tales que y > x '; y € B
implica que ¢ € B.

Recordemos ahora la definicién clédsica de core para un juego NTU introducida por Aumann
(1961). Este concepto surge a partir de eliminar del conjunto de pre-imputaciones Vi las asigna-
ciones, que pueden ser objetadas por una coalicién. En este concepto decimos que la coalicién S
objeta (fuertemente) la asignacion z si existe y° € Vg tal que y° >> 2% (esto es si 2 ¢ intVy);
pues los jugadores de S pueden obtener el pago y° que mejor a todos sus integrantes. Veamos
la definicién formal.

Durante el resto del trabajo siempre que pongamos (N, V) entenderemos que nos referimos
a un juego con utilidades no transferibles.

Definicién 2 El core de (N, V) son todas las pre-imputaciones que no son objetadas por ningu-
na coalicion S incluida en N. Lo denotaremos por C(N, V)

C(N,V)={z € Vy:2%¢intVs VS cC N}

Hay un resultado clésico de existencia probado por Scarf (1967). Para ver el resultado de
Scarf necesitamos la nocién de familia balanceada (concepto importante a lo largo de nuestro
trabajo). Una familia no vacia de coaliciones B C P(N) es balanceada si existe un conjunto de

nimeros reales positivo A = (Ag)sep tales que Y Ag = 1, para todo i« € N . Los nimeros
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(As)sen son llamados pesos de balance para B.

Definicién 3 Un juego (N, V) es balanceado si:
NsesV (S) C Vi para toda familia balanceada B. Donde V(S) = Vg x RN\3

Teorema 1 (Scarf 1967) Si (N,V) es balanceado, entonces C(N,V') # &

El concepto de core es ampliamente aceptado en toda la literatura pero en los juegos NTU
podemos tener puntos en el core que son débilmente dominados por otros puntos en el core.
Estos puntos podrian ser eliminados y producir asi un refinamiento del core. En esta direccién
esta nuestro nuevo concepto de 7 -core.

Definicién 4 El T -core de (N, V') son todas las imputaciones que estan en el core que no son
dédilmente dominadas por otro elemento del core Lo denotaremos por Cg(N,V).

Cr(N,V)={x € C(N,V):$y c C(N,V) tal que y > x}

!Diremos que: y > x si y; > x; para todo 4; y > x si y; > x; para todo i y existe j tal que y; >y Yy >>xsi
y; > x; para todo i .



Notar que los elementos del C7 son los elementos de core cldsico que no estdn débilmente
dominados por un elemento de V.

Veamos ahora algunas relaciones interesantes, pero antes presentaremos unas clases de juegos
que usaremos a lo largo del trabajo.

Dado un conjunto A C R se dice que A es no nivelado si dado v,z € 0A 2 tales que y > x
tenemos que y = x.

Definicién 5 Decimos que (N,V) es no nivelado si Vg es no nivelado VS C N. Diremos
ademds que el juego es cast no nivelado si Vg es no nivelado V.S ; N.

Nota 2 o) Cr(N,V) C C(N,V) para todo juego (N,V)

b) Dado un juego (N, V') si Vi es no nivelado, entonces Cr(N,V) = C(N,V). Esto es inmediato
a partir de la definicion de no nivelado. Notar que todos los juegos no nivelados, en los cuales
entra los TU games (mirados como NTU games), cumplen que Vy es no nivelado.

Para ver que la inclusién en la nota 2a) es estricta basta ver un juego donde Vy sea no no
nivelado y en el core hallan puntos que son débilmente dominados por otros puntos del core

Lema 1 Dado (N,V), tenemos que Cr(N,V) # @ si y sdlo si C(N,V) # @

Demostraciéon

Si Cr(N,V) # @ el hecho de que C(N, V) # & es inmediato

Si C(N,V) # @, sea x € C(N,V). Si x € Cr(N,V) no hay nada que probar. Ahora si
x ¢ Cr(N,V), sea 2! = sup{y! : (yt, 2" 1) € Vy}. Como Vy N (z + RY) es acotado y
x € Vi tenemos que z' esta bien definido. Ademds como Vi es acotado tenemos que z; =
(24, 2"\ € Viy. Sea ahora 22 = sup{y? : (y{z},z{v\{l}) € Vn}, como Vy N (21 + RY) es
acotado y 21 € V tenemos que 22 esta bien definido. Ademéds como Vi es acotado tenemos
que 2o = (zl,ziv \{1}) € V. Asi continuo hasta la construccién zy € V. Es claro que zy >
ZN—1 > ... > 22 > z1 > z por tanto zy € C'(N,V). Ademss si existe y € Vy tal que y > zy sea
i tal que y* > z'. Tenemos que 3y = (2!, 22,..2/ 71, ¢!, o™+ . 2™) < y. Por tanto v € Vv (pues
Vy es comprensible), pero y* > 2 lo cual contradice la definicién de z*. Por tanto no exsite
y € Vy tal que y > zp, lo que prueba que zy € Cr(N,V). Lo que termina la prueba de que
Cr(N,V)# o1

2.2. Una axiomatizacién del 7-Core

Daremos una axiomatizacién del 7-core, que sigue muy de cerca al trabajo de Peleg (1985),
pero que extenderemos a la clase de los juegos casi no nivelados con core no vacio

Notaremos por I' a un subconjunto arbitrario de todos los juegos NTU

Una solucidn o sobre I' es una funcién que a cada (N,V) € I' le asigna un subconjunto
o(N,V) C X*(N,V),donde X*(N,V) = {x: 2V € Vy} es el conjunto de pagos factibles para el
juego (N, V).

Recordemos ahora algunos axiomas:

Una solucién o es no vacia (NE) sobre I' si o(N, V') # @ para cada (N, V) € T.

Una solucién o es optima de Pareto (PO) sobre I' si se cumple que = € o(N, V), entonces
x € dVy para cada(N, V) € T'. En este trabajo usaremos un axioma de optimo de Pareto fuerte
(SPO) y decimos que una solucién o es optima de Pareto fuerte (SPO) sobre I, si tenemos que
x € o(N,V),entonces fly € Vi tal que y > x para cada (N, V) € I'(notar que (SPO) = (PO)).

Una solucién o es individualmente racional (IR) sobre I si vale que, si x € o(N, V'), entonces
i ¢ intVy;, para todo i € N, para cada (N, V) € T.

Vamos ahora introducir el axioma mds importante (que es el condiciona el trabajo de Peleg
1985 a trabajar con los juegos no nivelados)

*Notareos con A al borde del conjunto A.



Definicién 6 Sea (N,V) € T'; x € X*(N,V) y sea @ # S C N. El juego reducido con
respecto a S y x es el juego (S, Vs ) definido por:

Vs.(S) = {y° € RS : (y°,2V\%) € W}

Vso(T) = UQCN\S{?/T eRT: (yT7$Q) € Vruo}

Definicién 7 Una solucion osobre I' tiene la propiedad del juego reducido (RGP) si sa-
tisface lo siguiente: si (N,V) € 'z € o(N,V) y sea @ # S C N, entonces (S,Vsy) € I' y
a:S S U(S, Vs,x).

Antes de ir a nuestros resultados veremos la caracterizacién del core dada por Peleg (1985)
en término de los axiomas NE, IR y RGP.

Introduzcamos la notacién necesaria. Sea. U un conjunto infinito de jugadores y sea 'y la
clase de todos NTU (N, V) tales que N C U.

Teorema 2 (Peleg 1985) Sea I ¢ Ty la clase de los juegos no nivelados con core no vacto.
Entonces existe una tnica solucion sobre TS que satisface NE, IR y RGP, y esta solucion es el
core.

Ya hemos visto que en T’ (en realidad en una clase mds amplia de juegos) el 7-Core y el
core coinciden por tanto es inmediato que T-Core satisface NE, IR y RGP sobre I'C. Pero poder
ampliar la caracterizacién del 7-Core a la clase de los juegos casi no nivelados con core no vacio
(que claramente incluye a FC) nos darfa la idea precisa que nos ayudard a caracterizar nuestro
concepto central de 7 M-Core en la seccién siguiente; esto, por una cuestién técnica, atin no se
ha podido lograr, pero tenemos importantes propiedades para el 7-Core.

Sea T'°C c I'y la clase de todos lo juegos casi no nivelados con core no vacio incluidos en I'y.

Teorema 3 El 7 -Core satisface NE, IR, y RGP sobre TC.

Demostracién
NE se deduce de la nota 1. IR se deduce de la nota 2 y el hecho de que el core es IR.
Veamos ahora RGP. Sea = € Cr(N,V). y sea @ # S C N. El hecho de que (S, Vs,) € TC
se puede ver en Peleg (1985) (con la consideracién de que el hecho de ser Viy no nivelado no es
usada para probar que Vs .(T') es no nivelado para todo T' & )
Ademss: i) x € Viy luego 2° € Vg.(9).
i) si 27 € intVs,(T) para algin T G S. Tenemos que existe y* >> 27 tal que
(yT,29) € Vrug para algin Q C N \ S. Luego como Vg es no nivelado (pues TUQ G N)y
comprensivo tenemos que (a:T, xQ) € intVrug lo que es un absurdo porque z € Cr(N, V).
iii) si existe y° € Vs, (9) tal que y* > 5. Tenemos que y = (y%, 2N\5) € Vi y que
y > x, lo cual es una contradicciéon porque x € Cr (N, V).
Por tanto tenemos que z° € C7 (S, Vs .) con lo que termina la prueba.ll

Lema 2 Si una solucion osobre I' satisface IR y RGP, entonces aes SPO sobre I’

Demostracién

Sea (N,V) eI, xz € o(N,V). Supongamos que existe y € V. Tal que y > x. Sea i € N tal
que y{% > 21 y sea S = {i}. Tenemos por RGP que z{" € ¢(8,Vs,). Como y € Viy , y > 23y
Vv es comprensivo tenemos que (y{"; 2N\}) € Viy por tanto y{ € Vg, {i} y como y# > 21}
tenemos que 2% € intVs . {i} (Vs..{i} es comprensivo). Lo cual es un absurdo porque o es IR.H

Corolario 1 El T-Core satisface SPO sobre T'°C

Lema 3 Si una solucion o sobre I' satisface IR y RGP, entonces o(N,V) C Cr(N,V) para
todo (N,V) el



Demostracién

Por lema anterior tenemos que o(N,V) es SPO. Supongamos que existe x € o(N, V) \
C7(N,V) . Luego existe @ # S G N talque % €intVg. Seai € S;j¢ Sy T =1{ij} Tenemos
por RGP que 27 € o(T, Vi) Pero 2° € intVs = intVs\ riyugiyy como S\ {i} C N\ T, tenemos
que 2% € intVr . {i} (por definiciéon de Vi ,({i})) lo cual es una contradiccién, pues o es TR.H

3. El M-Core y 7 M-Core
3.1. El M-Core

Antes de pasar a la definicién del concepto solucién central de nuestro trabajo el, 7 M-Core,
introduciremos un concepto anterior.

Miremos en més detalle las familias balanceadas. Si la familia balanceada B no contiene
propiamente otra familia balanceada se dice que es minimal. En este caso el conjunto de pesos
de balance es tnico (Shapley 1967). Es claro que el teorema de Scarf vale si solo tomamos las
familias minimales. De ahora en adelante siempre que digamos familia balanceada nos referimos
a una minimal, y al conjunto de todas las familias balanceadas minimales del conjunto N lo
denotamos por M(N).

Dado un juego NTU, Vg se puede interpretar como los posibles pagos que puede obtener la
coalicién S si se retine. Teniendo esto en mente, definimos los posibles pagos para una familia
balanceada B como:

Vg ={r € RN : 25 € V5 VS € B};(Observar que Vg = NgepV (S).);

definimos los "posibles pagos"(en un nuevo contexto) del juego como:

Wy =Ug emn)VB

Notar que ahora llamaremos los posibles pagos a aquellos pagos que se pueden obtener
con alguna familia balanceada. Esta idea (siguiendo a Cesco 2009) trata de rescatar, el hecho
que las familias balanceadas es un buen concepto que representa una forma de organizar la
participacién de los jugadores en mds de una coalicién; el peso de balance nos indicarfa cual
serfa la "dedicaciéon"que cada coalicién le exige a sus miembros.

Es claro que existe B (al menos la formada por todos los singles) tales que V3 # &. Veamos
que los conjuntos V3 que sean no vacios satisfacen las propiedades i) a iv) dadas para Vy en la
definicién de un juego NTU. Veamos que :

a)Vi es comprensivo. Tenemos que si y > x; con y € V, entonces y® € Vg para toda S € B,
luego como los Vg son comprensivos tenemos que z° € Vg para toda S € B, por tanto z € Vg.
Lo que prueba que V3 es comprensivo.

b) Vg es cerrado. Tenemos que Vg = NgepV(S), como Vg son cerrado V(S) son cerrados
(recordar que V(S) = Vg x RN\%), luego Vi es cerrado por ser interseccion finita de cerrados

¢) Veamos Vg N (z+RY) es acotado para todo z € RY. Sea z € RY, tenemos que Vg (z +
RJ—‘:\-[) = {QSEBV(S)}Q(QJ—FRf) = ﬂSGB{stRN\Sﬂ({E—i—R]I)} = mSEB{VS ﬁ(ﬂfS—FRi){E RN\S},
pero Vg N (z° + Ri) es acotado y ademas como Ug ¢S = N, nos da que Ngep{Vs N (z° +
R%)z RM\9} es acotado, por tanto Vs N (z + RY) es acotado.

Con la observacién anterior y el hecho que Wy, es una unién finita de los Vz(la cantidad de
familias balanceadas minimales es finita) tenemos el siguiente lema:

Lema 4 Wy satisface las propiedades i) a iv) dadas para Vi en la definicion de un juego NTU.

Llamaremos M -pre imputacion al conjunto definido como:
Apm(N, V) = {(x,B) € RN x M(N) : 2° € 0V para toda S € B}. Obserbe que Ax(N,V)
siempre es no vacio (pues si B es la coalicién formada por todos los singles existe x tal que
(x,B) € Apm(N,V)). En algunos casos notaremos Apq (N, V') solo con Axq cuando sea claro a
que juego nos referimos.



Diremos que una M-pre imputacion (z, B) es blogueada por otra M-pre imputacién (x', B')
si existe T' € B’ tal que a} > x; para todo i € T.

Definicién 8 El M-core de (N,V') son todas las M-pre imputaciones que no son bloqueadas
por ninguna otra M-pre imputacion. Lo denotaremos por Cp(N,V).
Cm(N,V) = {(2,B) € Ap : B(a',B) € Ap tal que x> x; para todo i € T para algin T € B'}

Cuando sea claro pondremos Caq en lugar de Cpq(N, V).
Proposicién 1 Una M-pre imputacion estd en Caq si y sélo si x* ¢ intVp para todo T ¢ B.
Cym = {(z,B) € A : 2T ¢ intVyp VT ¢ B}

Demostracion.

Sea (z, B) € Cy supongamos que 3T ¢ B tal que 27 € intVr. Seay? >> 27T tal quey € 9V,
hagamos y=(y”,y™N\T) con yN\T ¢ OVn\r. Si B = {T, N \ T}, tenemos que (y,B’), bloquea
(x,B) lo cual es una contradiccion.

Ahora sea (x,B) € Ap tal quex? € intVp para todo T ¢ B. Supongamos que (x,B) ¢ Cy.
Luego 3(2/,B') € Apm tal que 2, > x; para todo ¢ € T para algin 7' € B'. Por tanto como
z'T € OV, por ser Vp comprensivo ! € intVp, lo cual es una contradiccion.ll

Definicién 9 El juego (N,VP) es el cubrimiento balanceado de (N,V) si: V¥ = Wy
yVE=VsVSG N

Notar que por lema 4 (N, VB ) estd bien definido como un juego NTU.
Teorema 4 El M-core es no vacio para todo juego NTU.

Demostracién

Dado un juego NTU (N, V) , consideremos el cubrimiento balanceado (N, V). Tenemos que
(N, VB) es balanceado. Luego por el teorema de Scarf C(N,VB) # @. Sea z € C(N, VP). Luego
T € 8V]€ y 2 ¢ z'ntVr_,’? VT C N. Por definicién de VZ y el hecho que Vy C VA’?, tenemos que
existe B € M(N) tal que z € Vg y 27 ¢ intVp VI’ C N. Por tanto por proposicién ?? tenemos
que (x,B) € Cpq (N, V). Por lo que Cpq(N, V) es no vacio.

Veamos ahora algunos lemas importantes que nos permiten ver que relacién exsite entre el
el core clésico y el nuevo concepto introducido M-Core, que como vimos en el teorema anterior
es siempre no vacfo. El primer lema nos dice que si el juego es balanceado las asignaciones que
estdn en el core son las misma que estan en el M-Core.

Lema 5 Sea (N,V) un juego balanceado. Tenemos que x € C(N,V) si y solo si (z,B) €
Cm(N,V) para alguna B € M(N).

Demostracién

=) Sea x € C(N,V), es claro por proposicién 1 y definicién de core que (x,{N}) €
Cm (N, V).

<) Sea (z,B) € Cp(N,V). Tenemos que z° € Vs VS € By x7 ¢ intVp VT ¢ B. Luego
x € 0Vsyal ¢ intVp YT C N. Por tanto x € Wy y 27 ¢ intVp VT C N. Como el juego es
balanceado Wy = Vi luego = € Vi y x7 ¢ intVp YT C N. Asi tenemos que z € C(N, V).

O sea que si el juego es balanceado las asignaciones en el M-Core son las mismas que estdn
en el core.

Observe que si (z,B) € Cpm(N,V) tenemos que z° € Vg para todo S € B, por tanto
x € OVg. Por otro lado 2T ¢ intVp para todo T C N. Luego x ¢ intVg para toda B’ € M(N),
pues de lo contrario si existe B/ € M(N) tal que = € intVp tendria que z” € intVy para todo
T € B’ lo cual es una contradiccion. Asi tenemos que = € 9V, x ¢ intVg para toda B’ € M(N).
Luego x € 9(Ug e pm(n)VB) = OWy. Lo que nos da el siguiente lema.

Lema 6 Dado (N,V), si (x,B) € Cpm(N,V) entonces x € OWy.

S



3.2. El 7M-Core

Recordemos que nuestro concepto de 7 -core surgié a partir de eliminar del core las asigna-
ciones que estdn débilmente dominadas por otro elemento del core, lo cual es razonable si hemos
aceptado el concepto de core. Este mismo razonamiento lo usaremos en relacién al M-Core. Si
aceptamos el concepto de M-Core introducido por Cesco (2008) en los TU y su equivalente,
presentado en este trabajo, para los NTU; creemos conveniente preguntarnos en nuestro con-
texto (NTU) si existen asignaciones en el M-Core que estén débilmente dominadas por otros
elementos del M-Core. A partir de este refinamiento surge el 7 M-Core. Diremos que una M-pre
imputacién (z,B) esta débilmente dominada por otra (y, B') si y > x.

Definicién 10 El T M-core de (N, V) esta definido por los elemetos del M-core que no estan
débilmete dominados por ningun otro elemento del M-core. Lo denotaremos por Crap(N, V).

Crm(N, V) ={(z,B) € C\(N,V) : By, B") € C\(N,V) tal que y > x}

Proposicion 2 Un elemento (x,B) del Capg(N,V) esta en el Cra(N,V) si solo si no existe
y € Wy tal que y > x. Esto es,

Crm(N,V) = {(z,B) € C(N,V) : fy € Wy cony >z}

Demostracién

Sea (z,B) € Crm(N,V), supongamos que existe y € Wy tal que y > z. Sea B’ tal que
y € Vgr. Luego como y >z y (z,B) € Crm(N,V), tenemos que (y,B') € Cram(N,V),. Lo cual
es un absurdo pues (z,B) € Crm(N,V) y y > .

La otra inclusién sale de inmediato por lema 6.l

Lema 7 El T M-core es no vacio si y solo si el M-core es no vacio.

La prueba de esto por lema 4 es equivalente a la dada en el lema 1.
Del lema anterior y del teorema 4 se deduce el siguiente resultado.

Teorema 5 FEl T M-core es no vacio para todo juego NTU.
Veamos ahora algunas relaciones interesantes entre 7-core y el 7 M-core.
Lema 8 Sea (N,V) casi no nivelado. Si x € Cr(N,V) entonces (z,{N}) € Crm(N,V).

Demostracién

Del hecho que C7 C C' y del lema 5 tenemos que si x € C7(N,V), entonces (z,{N}) €
Cm (N, V). Por otro lado, si existe y € Wy tal que y > x, sea B’ tal que y € Vgr; sea i tal que
y' > ', sea T € B tal que i € T. Tenemos dos casos:

a) siT = N osea B’ = {N}, lo que implica que y € Vi que es un absurdo pues x € C7(N, V).

b)si T ; N como y! € Vi ; y©' > 2T vy Vi es no nivelado tenemos que z! € int Vi, lo cual
es una contradiccién pues x € Cr (N, V).

Por tanto no existe y € Wy tal que y > x. Lo que implica , junto con lo hecho antertiormente

que (z,{N}) € Crm(N, V).

Lema 9 Sea (N,V) balanceado. Tenemos que x € C7(N,V) si y solo si (x,B) € Cram(N,V)
para alguna B € M(N).



Demostracién

=) Sea z € Cr(N,V), como Cr C C por lema 5 tenemos que (z,{N}) € Cp(N,V) y
como Wy = Vy (pues el juego es balanceado) fly € Wy tal que y > w. Por tanto (z,{N}) €
Cmr (N, V)

<) Sea (x,B) € Crm(N, V). Por proposicién 2 tenemos que (z, B) € Cp(N, V) y Py € Wy
tal que y > . Luego por lema 5 y el hecho de que Wy = Viy tenemos que z € C(N,V)y Py € Vi
tal que y > x. Por tanto z € Cr(N,V ).l

O sea que si el juego es balanceado las asignaciones en el 7 M-Core son las mismas que estdn
en el 7 core.

Antes de pasar al pardgrafo siguiente observemos algunas relaciones importantes entre los
conceptos solucién trabajados hasta aqui. Miremos los elementos del M-Core y el 7 M-Core,
solo como las asignaciones (del par (x,B) consideremos solo z). Con esta aclaracién tenemos

(N,V)C C(N,V) C Cym(N,V) para todo (N, V).

7(N,V) C Crm(N,V) C Cpq(N,V) para todo (N, V) casi no nivelado.
(N,V)=C(N,V)C Crm(N,V) para todo (N, V) no nivelado.
(N,V)=Crm(N,V)C C(N,V)=Cp(N,V) para todo (N, V') balanceado.

Hemos mencionado que los juegos con utilidades transferibles TU, se pueden mirar con un
juego NTU; explicaremos un poco més esto.

Un juego TU es un par (N,v) donde N es el conjunto de jugadores y v una funcién que
asigna a cada subconjunto S C N un numero real v(S) que se interpreta como el pago que
puede obtener, si se forma, la coalicién S. En este contexto también se define el core de forma
similar a los NTU. Estos juegos se pueden ver como caso particular de los NTU asociando al
juego (N, v) el juego (N, V) donde Vs = {z° € RS : S x; < v(S)}, y el core definido en un

s
contexto o en otro es el mismo. Ahora con esto en mentg y con abuso de notacién escribiremos
TU < NTU. Pero los TU son siempre no nivelados y la condicién de balance es equivalente a
que el core sea no vacio (Teorema de Bondareva-Shapley). Por tanto la observacién 5) hecha

anteriormente nos da el siguiente resultado.

Corolario 2 Los conceptos de T -core, core, T M-core y M-core coinciden para todo juego TU
con core no vacto.

Se puede ver facilmente que si miramos los TU el concepto de 7 M-core y M-core coinciden;
ademds estos conceptos son equivalentes al concepto de M-core introducido por Cesco 2008 para
los juegos TU.

3.3. Una axiomatizacién del 7 M-Core

El objetivo de esta seccién es obtener una caracterizaciéon del 7 M-Core con los axiomas
usados para caracterizar el core (con las adecuaciones correspondientes al nuevo concepto) y un
axioma adicional.

Recordemos que Ty es la clase de todos los juegos (N, V) tales que N C U y que I c 1y
la clase de todos lo juegos casi no nivelados con core no vacio incluidos en I'y;. Notaremos por
I'* la clase de todos lo juegos casi no nivelados incluidos en I'yy. Sea I' C I'yy un subconjunto
cualquiera de T'. Notar que I'°C ST CTly.

Una solucién o sobre I' es una funcién que a cada (N,V) € I le asigna un subconjunto
o(N,V) C X3 (N,V),donde X} (N,V) = {(z,B) € RN x M(N) : 2% € Vg para todo S € B}
es el conjunto de factibles pagos para el juego (N, V).

Recordemos ahora algunos axiomas:

Una solucién o es no vacia (NE) sobre I' si (N, V') # & para cada (N, V) € I.



Una solucién oes optima de Pareto (PO) sobre I' si (z, B) € o(N, V), entonces(z, B) € Anm,
para cada (N,V) € . Ademds decimos que una solucién oes optima de Pareto fuerte (SPO)
sobre I' si (z,B) € o(N,V), entonces no existe y € Wy tal que y > =, para cada (N,V) € T’
(notar que (SPO) = (PO)).

Una solucién o es racional individualmente (IR) sobre I si (z, B) € o(N, V), entonces z1} ¢
intVi;y para todo ¢ € N,para cada (N, V) eT.

Una solucién osatisface el axioma de igual oportunidad (EO) sobre T si (x,B) € o(N,V) y
(z,B") € Apq implica que (z,B') € o(N,V),para cada (N, V) € I'. Este axioma es introducido
por Cesco 2008 (para caracterizar el M-core en los TU games) quiere resaltar el hecho de que no
es determinante como se agrupan los jugadores para conseguir una asignacion si ésta es (PO).

Una solucién o es independiente de alternativa irrelevante debil (WIAI) sobre I' si dado
(N,V)eT'y (N,V*) € I" con V§ C Vg para todo S C N y sea (z,B) € o(N,V) y (z,B) €
X3(N,V*) entonces (z,B) € o(N,V*). Este axioma resalta el hecho que si tengo un juego "méds
chico"que otro y en el més grande elijo algo que tengo disponible en el més chico también lo
debo elegir en el mas chico.

Vayamos ahora al concepto de juego reducido.

Definicién 11 Sea (N,V) e T ; (z,B) € X*(N,V) y sea @ # S C N. El juego M —reducido
con respecto a S y (x,B) es el juego (S, Vg;)deﬁmdo por:

V3o (S) = {y® € RS : (y°,2N\%) € Wy}
M
Veo(T) = Ugems{y” € RT: (v, 29) € Viug}

Notar que si el juego es balanceado esta definicién de juego reducido coincide con la dada en
Peleg 1985. Ademas el juego M—reducido de (NN, V') coincide con el juego reducido (cldsico) de
(N, VB), el cubrimiento balanceado de (N, V). Por tanto el juego M—reducido de (N, V) es un
juego NTU.

Definicién 12 Una solucion osobre I' tiene la propiedad del juego reducido (RGP) si satisface
lo siguiente: si (N,V) € T',(z,B) € o(N,V) y sea @ # S C N, entonces (S, VSN;) ely
(z%,Bg) € o(8, VS{:/;) para algin Bs € M(5).

Teorema 6 El T M-Core satisface NE, IR, EO, WIAI y RGP sobre I'*.

Demostracién

NE) Esta probada en teorema 5 ;

IR) Sale del hecho de que si (z,B8) € Cra(N, V), entonces (% ¢ intVy;y para todo i € N.

EO) Sea (N, V) € T'*, (z,B) € Crpm(N,V) y sea (x,B') € Ap. Luego para toda S C N (por
proposicién 1); no existe y € Wy tal que y > z y (z,B’) € Apq. Por tanto (z,B") € Crpm(N, V).

WIAI) Sea (N,V) € I'" y (N,V*) € I'" con V& C Vg para todo S C N y sea (z,B) €
Crm(N,V) y (z,B) € X3(N,V*). Luego z° ¢ intVs VS C N ; no existe y € Wy tal que
y>zy(z,B) € X (N,V*). Como V& C Vg para todo S C N , entonces z° ¢ intVs para todo
S C Nj; no existe y € Wy tal que y > x (ya que Wy» C Wy) v que (z,B) € Ap(N,V*). Por
tanto (x,B) € CTpm (N, V*).

RGP) Sea (N, V) € I'™* y sea (z,B) € Crm(N,V). y sea @ # S C N. Consideremos el juego
M—reducido (S, Vg\;) Por Peleg 1985 (S, Vé\l) es NTU bien definido. Ademds = € C7(N,V?)
y como VS{\; = VS% (donde VSI?I denota el juego reducido clasico de (N, V?) respecto de = y S),
por lo hecho en el 7-core tenemos que (.5, VsAl) es casi no nivelado. Luego (S, Vé\l) eI'™.

Por otro lado (z,B) € Czam(N,V), implica que = € Wy, luego z° € VQ;IC(S). Si existe

N\S) N\S)

y° > 2% tal que y° € VL;\’;[:(S), entonces (y°, x € Wy, pero (y°, > z, lo cual es un

absurdo porque (x,B) € Crap(N, V). Luego z° € 8VS,N;(S).
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Ahora si existe T ; S tal que z7 € intVSA;(T). Tenemos que existe y! >> 27 tal que
(yT,29) € Vrug para algin @@ C N \ S. Luego como Vyyug es no nivelado y comprensivo
(zT,29) € intVrug lo que es un absurdo porque (x, B) € Czpm (N, V). Por tanto 27 ¢ intVSA; (T)
para todo T'G S.

Ast (25,{S}) € O (S, Vé\;) Por ultimo supongamos que exsite y° > z° tal que y° € Wi m.
? S,x

Luego exsite Bs €M(S) tal que y! € 8V$;(T) para todo T' € Bg, tenemos dos casos:

i) si Bg = {S}, lo que implica que existe y tal que y° > 2% donde y° € VSA;IC(S), que ya vimos
que nos lleva a una contradiccién 7

ii) si Bg # {5}, el hecho de que 3! € 8VSA:;(T) para todo T € Bg, implica que para cada
T € Bg, existe @ C N\ S (Q depende de T) tal que (y7,2%) € Vrug. Ahora sea i tal que
y' > 2t y sea T € Bg tal que i € T. Tenemos que (y7,2%) € Vg v que (yT,2%) > (27,29),
como Vryg es no nivelado y comprensivo (z7,29) € intVrug lo que es un absurdo porque
(x,B) € Crm(N, V).

Por lo que hemos probado que no existe y° > z° tal que y° € va"' Lo que termina la

prueba de que (2, {S}) € Crm(S, VSA;).I
Lema 10 Si una solucion osobre I' satisface IR y RGP, entonces oces SPO

Demostracién

Sea (N,V) € T, (,B) € o(N,V). Supongamos que existe y € Wy tal que y > z. Sea
i € N, tal que y* > z' y sea T' = {i}. Tenemos por RGP que (z”,B’) € o(N, V;;) para alguna
B’ € M(T). Como (y*,zN ) € Wy (por ser Wy, comprensivo) tenemos que yi* € Vamr,z({3}).
Luego 2 ¢ mtVTj\;({z}), lo cual es un absurdo por que o satisface IR. Por tanto no existe
y € Wy tal que y > z, lo que prueba que o satisface SPO.l

Observemos que 7 M-Core satisface IR y RGP por tanto es SPO

Lema 11 Si una solucién osobre I' satisface IR y RGP, entonces o(N,V) C Crm(N,V) para
todo (N,V) el

Demostracién

Sea (N, V) € I"Veamos primero que o(N,V) C Cp(N,V). Por ser 0 SPO (lema anterior)
tenemos que o (N, V) C Am (N, V). Supongamos que existe (z,B) € o(N,V)\Cm(N, V) . Luego
por proposicién 1 existe S C N tal que z° € intVs. Consideremos dos casos:
i)siS#N.SeaicSyj¢SseaT =/{i,j} Tenemos por RGP que (z7,B') € o(N, V;;) para
alguna B’ € M(T). Pero z° € intVg = intVis\fiyugiy ¥ como S\ {i} C N\ T, tenemos que
AU intV;;{i} lo cual es una contradiccién, pues o es IR.
ii)siS=N . Tenemos que x € intVy, luego x € intWy lo cual es una contradiccién, pues o es
SPO.

Lo anterior prueba que o(N,V) C Cp(N,V) y como o es SPO tenemos que o(N,V) C
Crm(N,V), como queriamos.l

Corolario 3 Si una solucién osobre I' satisface NE, IR, EO y RGP, entonces o(N,V) =
CtMm(N,V) para todo (N,V) €T tal que | {x € RN : (2,B) € Cpm(N,V)} |=13

Demostraciéon

Sea (N,V) € I'. Por lema anterior tenemos que o(N,V) C Crap(N,V). Por otro lado sea
(x,B) un elemento de Cr (N, V). Como o satisface NE y el hecho que o(N,V) C Crpm(N,V)
tenemos que existe B/ eéM(N) tal que (z,B') € o(N,V). Luego como (z,B) € Apm(N,V) y
o satisface EO tenemos que (z,B) € o(N,V). Lo que termina la prueba de que o(N,V) =
Crm(N, V).

3Notaremos por | A | al cardinal de un conjunto A.
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Teorema 7 Eziste una inica solucion sobre I'* que satisface NE, IR,OF, WIAI y RGP y esta
solucion es el T M-Core.

Veamos antes de ir a la demostracién del resultado un lema que necesitaremos.

Lema 12 Sea (N,V) eI, seal € U\N, sea M = NU{l} y sea (z,B) € CTpm(N,V), entonces
existe un juego (M, Z) € T* tal que:

| {y e RM: (y,B) € Crm(M, 2)} |=1;

siz= (2,08, (2,{M}) € Crm(M, Z)
Zn:(S) =VE(S) si| S |# 1y Zn.({i}) = (—o00,27]

Demostracién (Lema)

Sea M = N U{l} con | ¢ N definamos el juego(M, Z) de la siguiente manera:

siSGCNyl|S|#1 defino Zg = Vg

si S = {i} C N defino Zg = (—o0, x|

si §=N defino Zy ={z e RN : Y, .y yi <> ey i}

si § = {l} defino Zyy = (—0o0,0]

si S =T U{l} defino Zg = V. x 0} + Lg, donde Lg es la linea {ta® : t € R}, donde o
esta definida por ol = —1sii#£1y o} = 1.

Veamos que efectivamente (M, Z) € I'*

Es claro que para todo S C N , Zg cumple con las condiciones i) a iv) que se dan en la
definicién de un juego NTU y que ademds Zg es no nivelado.

Sea ahora S C M y S = TU{l}; es claro que Zg # @ si S # &. Del hecho que Vfg es cerrado
y la definicién de Zg, se deduce facilmente que Zg es cerrado.

Veamos que Zg es comprensivo, sea h® > y° con h® € Zg. Tenemos que existe t € R tal que
h = (kT — 17 #!) (con 17" denotaremos el vector de R’ cuyas componentes son todos uno) con
kT € VP Sea uT tal que y7 = uT — t17 (u? = yT + t17T). Tenemos que y = (u? — 17, y!) =
(u? — (t—y"H)1T —y!17 4!). El hecho que AT > yT implica k7 > u” y como h! =t > ¢/, tenemos
que uT > ul — (t —y")1T. Luego kT > ul — (t — y")17. Por tanto ul — (t — y")17 € V# (pues
kT € VP y V.B es comprensivo). Luego y € Zg, pues y = (u? — (¢t — y" )17 —y'1T 1).

Veamos ahora la propiedad iv) (esta propiedad esta demostrada en Peleg 1985 la prueba la
tomamos de ahf). Sea b° € R, sea y° € (b° + R%) N Zg. Entonces y° = (u”,0') + ta® para
ul € VTE yt> b'. El hecho de u! —t > ', implica u* > b* +t > b* + b para todo i € T. Sea
¢’ € RT definida por ¢! = b* + bl,i € T. Tenemos que (¢! + RT) N V:,]? es acotado. Por tanto
existe M tal que ||u”|| < M (pues u” € ("' + RT) N V). Ademds sii € T u' > b' +1 > b + b
luego u® — b* >t > bt. Por tanto HUTH <My M—b>t>b. Luego como y° = (ul,0!) +ta®,
existe H tal que HySH < H por lo que (bS + RS) N Zg es acotado. Hasta aqui hemos probado
que (M, Z) es un juego NTU (bien definido).

Veamos que (M, Z) es casi no nivelado, (similar a lo hecho por Peleg). Sea S ¢ M. Si S C N
tenemos por definiciéon que Zg es no nivelado. Ahora si S = T U {l},sea yf € Zg, yf € Zg.
Supongamos que y§ > y5. Probemos que y5 ¢ 0Z.

Para kK = 1,2 sea y,f = (uf,Ol) + tra® para ug € V:,B v tr € R. Es claro que t; > to. Si
t1 = t2, entonces ul > ul. Luego como V;Z es no nivelado existe ul >> ul tal que ul € V2.
Si 2% = (ul,0) + ta® con (t — t3) > 0, lo suficientemente chico, tenemos que z° >> y5 y que
2% € Zg. Ahora si t; > to, entonces sea t3 tal que t; > t3 > to. Luego z° = (uflp, 0) +t3a° >> ygq
y 2% € Zg. Lo que prueba que yf ¢ 0Zg como querfamos.

Veamos ahora que cumple las condiciones dadas en el lema.

Veamos primero que ((z, 014, {M}) € Crm(M, Z) y que| {y € RM : (y,B) € Crpm(M, 2)} |=

Probaremos primero que (zV,08}) € Cr(M, Z).
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Sea z = (CL’N,O{Z}). Observe que z € Zy pues 2V € VA}?. Ahora supongamos que existe S
C M tal que 25 € intZg. Por la definicién de Zg y el hecho de que z € Cryr(N,V) es claro
que | S |# 1y que S G N. Por tanto 2% € intZg con S = T U {I}. Luego existe y € Zg tal que
y® >> 2% Como y” = T — 1T con AN € V]\Ef y t = y¥' > 0. Por tanto y? € intVﬁ lo cual
es una contradiccion ya que y? >> 2T y 2T ¢ intVF). Por otro lado si existe y € Zy tal que
y > z. Luego y1 > 21t = 0 y si I > 0 por definicién de Zj; tenemos que y = BN — t1V
con h ¢ Vﬁ y t > 0. Por tanto 3"V € intVJ{? lo cual es una contradiccion (pues yV > 2V y
N e GV]€). Entonces yt = 0. Como y# = 0 = 2, tenemos que yV € VA’? y que yV > x,
lo cual es una contradiccion pues z € Crgr (N, V). Por tanto (zV,01}) € Cr(M, Z) esto més
teorema 8 nos da que ((zV,083), {M}) € Crm(M, Z).

Por otro lado si(y, B) € Crm (M, Z), como Craq es IR, y* ¢ int(—oo, 2’| para todo i € N y
ademés y' ¢ int(—oo,0]. Luego y > (zV,0{1}) y como ((zV,01), {M}) € Crm(M, Z), tenemos
que y = (acN , O{l})7 de lo contrario y domina débilmente a x lo cual serfa una contradiccion.

Por tanto hemos probado que | {y € RM : (y,B) € Crm(M, Z)} |= 1y que ((zN,083), {M}) €
CTM (Ma Z)

Veamos por tltimo que Zy .(S) = VE(S)si | S |£ 1y Zn.({i}) = (—o0, 7).

i) Zn.(N)={yN: @N,0") € Zy} = V# (por definicién de Zy);

i) iSGC Ny

a)si|S|#1

ZN(S) = UQCM\N{?/S eR%: (y%,29) € ZsuQ} =

{y° e R%: (y°,01) € Zguy} U{y® e R¥ 1 9% € Zs} = Vs

la dltima igualdad es por definicién de Zg gy v de Zs.

b)ysiS={i} CN

Zn,.({i}) = Ugcann{y'™ € R« (y129) € Zg g} =

{y e RUI: (y13,0") € Zpjuy U {ytD e Ryl e 7} =

Vv{z} U (=00, '] = (—o0,z']

la dltima igualdad es consecuencia de que z* ¢ intVi;y y como Vi) es comprensivo tenemos
que Vi C (—o0,2°].

Con lo que la prueba del lema queda completa.ll
Demostracién (Teorema)

Por lo hecho en teorema 3 tenemos que 7 M-Core satisface todos los axiomas. Para ver que
es la tnica solucién que los satisface necesitamos ver que si o es otra solucién que los satisface
o(N,V) = Cm(N,V) para todo (N,V) € I'*. Sea o una solucién que satisface los axiomas
por lema 11 tenemos que o(N,V) C Crap(N,V) para todo (N, V) € T'*. Veamos ahora la otra
inclusion.

Sea (z,B) € Cypm(N,V). Sea (M,Z) € T* el juego construido en el lema anterior y z =
(z,0t). Por lema 3 (z,{M}) € o(M, Z). Luego por RGP existe B/ €M(N) tal que (z,B') €
o(N, Zy.,).

Por otro lado Zy .(N) C Z]Q,TZ(N) (por que Zyr C Wz) y Zn.(S) = ZJ/::Z(S) para todo
S G N(por definicién de juego reducido y juego M-reducido). Ademds VB(S) = Zy .(S) si
| S |# 1y VPE({i}) C Zy.({i}) para todo i € N. Por tanto VB(S) C Z;:;Z(S) para todo S C N.
De donde tenemos la siguiente afirmacion: 7

V(S) C Z]Q:Z(S) para todo S C N.

Por tanto (z,B) € Ay(N,V) implica que x5 € Zﬁtz(S) para todo S € B. Ademds como
(z,{M}) € Crm(M,Z) por lo hecho en la prueba que el 7 M-Core satisface RGP tenemos
que (z,{N}) € Crm(N, Z]A\ZZ), por tanto z° ¢ intZJ/:,/tZ(S) para todo S C N. Asi (z,B) €
Am(N, Z3).
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Luego tenemos que (z,B’) € (N, Zﬁ:z) y que (z,B) € Am(N, Z]j:,/tz) Entonces por (EO)
tenemos que (x,B) € o(N, ij\\,/tz).
Ahora tenemos que (z,B) € Am(N,V) y (z,B) € o(N, Z]/::Z) y que V(S) C Z]A\zZ(S) para

todo S C N. Como o satisface (WIAI) tenemos que (z,B) € o(N, V). Con lo que se termina la
prueba.ll

3.4. Borrando OE y fortaleciendo WIAI

Es este apartado daremos una axiomatizacién de 7 M-Core con un axioma un poco mas
fuerte de IAI que llamaremos IAI (independencia de alternativa irrelevante y borraremos el
axioma de OE (o més bien lo incluiremos en ITAI)

Decimos que una solucién oes independiente de alternativa irrelevante (IAI) sobre I'si dado
(N,V) e 'y (N,V*) € T con Vg C Vg para todo S C N y siendo (z,B) € o(N,V) y
(z,B) € X (N,V*) entonces (z,B') € o(N,V*).

Lema 13 EI 7 M-Core satisface IAL

Demostracién

La prueba es similar a la que se hace para probar que el 7 M-Core satisface WIAIL. N

Observemos que si una solucién o satisface TAI, entonces la solucién satisface EO y WIAI
(para ver EO basta tomar V* =V y B = B’). Por otro lado si satisface IR, RGP, EO y WIAI
veamos que o satisface IR, RGP, TAL

Sean (z,B) € o(N,V) y (N,V*) tal que V& C Vg para todo S C N con . Tenemos que:

i)(z,B) € o(N,V)

ii)(z,B) e X3(N,V*), implica que zd € V& para todo S € B'. Luego z° € Vg para todo
S e B. Siexiste S € B tal que 2° € intVy,tenemos un absurdo porque (xz,B) € Crm(N,V) (va
que por ser o IR y RGP ya hemos visto que o C C 4. Por tanto 2° € Vg para todo S € B'.
Luego (z,B") € Ap(N,V) Ahora por i) y la conclusién sacada en ii) mas el hecho de que o
satisface (EO) tenemos que (x,B’) € o(N, V). Luego por WIAI tenemos que (z,B) € o(N,V*)
(va que (z,B') € X%, (N,V*)). Por tanto bajo el supuesto de IR y RGP vale que EO y WIAI es
equivalente a IAI. De donde se desprende es siguinete resultado.

Teorema 8 FExiste una tunica solucion sobre I'* que satisface NE, IR,IAI y RGP y esta solucion
es el T M-Core.

4. Conclusion

Hemos visto en el trabajo un interesante concepto solucién tipo core que es siempre no vacio
para los juegos NTU, con una caracterizacién axiomadtica con cuatro axiomas cldsicos. Este
concepto tiene interesantes relaciones con el core cldsico y lo incluye en los juegos para los que
el core estd caracterizado. Se ha logrado un control total (final de la seccién 3.2) de cuédles son
la relaciones del nuevo concepto en relacién al core, cuando este 1ltimo es no vacio. No se ha
podido conseguir una extensién del core cldsico en los NTU como en Cesco (2008) en los TU, en
el sentido que los conceptos coincidan si el core es no vacio; pero esto es bastante comtin cuando
se extiende resultados desde los TU a los NTU. De hecho, la caracterizacién del core que se da
en los TU sélo se logra en los NTU en una clase més reducida; la condicién de balance que los
TU es equivalente a core es no vacio en los NTU es solo suficiente para que el core sea no vacio.

Nos interesarfa ver en un futuro trabajo como este nuevo concepto solucién puede ser visto
en los juegos hedénicos y en otros juegos donde se han presentados soluciones que en algin
sentido son equivalentes al core de algin juego NTU.
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