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Resumen: En este trabajo estudiamos la existencia de equilibrio en economias de intercambio con preferencias single-
peaked, a través del equilibrio walrasiano con slack (Mas-Colell, 1992). Resolvemos explicitamente el equilibrio en
término de los datos del modelo (dotaciones iniciales y “peaks”) y mostramos relaciones de esta solucién con dos
reglas de asignacidn conocidas: la regla de reasignacion uniforme (Klaus et al, 1998) y la regla proporcional (Massé 'y
Neme, 2002).
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1. INTRODUCCION

Consideremos el problema de reasignar dotaciones iniciales de un bien en un conjunto de agentes
basdndonos en las preferencias de esos agentes, cuando no existe la posibilidad de eliminacién libre del
bien en cuestion. El concepto de solucidon mads utilizado por los economistas para realizar tal tarea es el sis-
tema de precios, o mecanismo walrasiano. El mecanismo walrasiano utiliza a los precios para coordinar los
planes individuales de oferta y demanda al restringir las opciones disponibles a los agentes de la economia
a aquellas alcanzables dadas sus restricciones de presupuesto, es decir, la valuacion de sus dotaciones al
precio vigente. Esta solucién cumple varias propiedades deseables: el equilibrio resultante de intercambiar
las dotaciones iniciales de esta manera es eficiente (nadie puede mejorar su situacién sin empeorar la de
otro) e individualmente racional (todos prefieren la asignacion que les otorga el mecanismo a su dotacién
inicial).

Aqui estudiamos el mecanismo de precios cuando las preferencias de los agentes son single-peaked:
hasta un cierto nivel critico, un aumento en el consumo del bien incrementa el bienestar del agente; mas alla
de ese nivel sucede lo opuesto (siendo ese nivel critico no necesariamente igual para todos los agentes).

El anélisis de equilibrio en nuestro contexto presenta un problema: las preferencias de los agentes poseen
un maximo dentro de sus conjuntos de consumo. Con preferencias saciadas no siempre es posible garantizar
la existencia del equilibrio walrasiano clasico, ya que parte del ingreso de los agentes saciados no termina
redistribuyéndose y, en consecuencia, la Ley de Walras es violada. Un nuevo concepto de equilibrio es
necesario: el equilibrio walrasiano con slack, introducido por Mas-Colell [3]. El slack es una cantidad extra
de ingreso que se da a todos los agentes por igual para contrarrestar el problema anterior.

Existen otras formas de hacer la redistribucién de las dotaciones iniciales que no involucran al sistema
de precios. Una de ellas es la regla de reasignacion uniforme, presentada en Klaus ef al [2], que generaliza
a la regla uniforme (estudiada por Sprumont [5]) al permitir dotaciones iniciales. Otra consiste en la regla
proporcional, analizada en Mass6 y Neme [4], que considera ciertos derechos definidos a priori a la hora
de realizar el reparto del bien. En este trabajo calculamos las asignaciones y el slack de equilibrio para una
economia con preferencias single-peaked y mostramos que las asignaciones del equilibrio walrasiano con
slack coinciden con las de la regla de reasignacion uniforme, y que el slack es ttil para el cdlculo de la regla
proporcional.

2. PRELIMINARES

Consideraremos una economia de intercambio de n agentes y un solo bien perfectamente divisible. Sea
N = {1,...,n} el conjunto de agentes. Cada i € N estd caracterizado por una dotacién e; € R del
bien y por una relacién de preferencias R; definida sobre el intervalo [0, £], donde E := ),y e;. La
economia serd denotada por (R, e). Llamemos P; a la preferencia estricta! asociada a R;. Supondremos que

2Pz, < (zi Rzl y no z,Riz;).
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las preferencias de los agentes son single-peaked, esto es, cada R; tiene un tnico méaximo 7(R;) (su “peak”)
tal que, para cualesquiera z;, z; € [0, E], tenemos z; P;z} siempre que z, < z; < 7(R;) o T(R;) < z; < ..

Una asignacion x = (z1,...,2,) € R} es factible si ) ;. x; = E. Una asignacion factible = es
eficiente si no existe otra asignacion factible y tal que y; R;z; para todo ¢ y y; Pyx; para algin ¢; e indivi-
dualmente racional siempre que, dada una distribucion de dotaciones iniciales e = (eq, ..., ey), sea z; R;e;
para todo 7. Llamemos R al dominio de preferencias single-peaked definidas en [0, E].

3. EQUILIBRIO

Un equilibrio walrasiano consiste de un precio® y una asignacién factible tales que los agentes maximizan
sus preferencias en el conjunto de asignaciones que cumplen su restriccion de riqueza, es decir, que valuadas
a ese precio cuestan a lo sumo lo que cuesta su dotacidn inicial. Formalmente,

Definicion 1 Un equilibrio walrasiano para la economia (R, e) es un par (z,p) € [0, E]" x {—1,1} tal
que, para todo i, la asignacion x; maximiza R; en la restriccion presupuestaria [3;(p,e;) = {z € [0, E] :
przi<prei}y ienvi=E.

Es bien conocido que bajo esta definicién un equilibrio puede no existir cuando las preferencias estan sacia-
das. Més precisamente, si las preferencias tienen un maximo dentro de los conjuntos de consumo, entonces,
a cualquier precio, los agentes pueden elegir sus consumos dptimos en el interior de sus restricciones pre-
supuestarias. Esto lleva a la violacién de la Ley de Walras y, por ende, a la inexistencia de equilibrio.

Ejemplo 1 Sean N = {1,2}, 7(Ry) = %, T7(R2) = % yelr = ey = % Esta economia no posee ningin
equilibrio walrasiano. En efecto, si p = 1 tenemos que 1 = %, x9 = 5y x1 + w2 < €1 + ez. Por otro lado,
si p = —1 entonces 1 = %,.’132 = %yxl + o > €1 + es.

Sin embargo, la existencia de equilibrio puede restaurarse si se le da a todos los agentes una cantidad
extra de ingreso para gastar. El estudio de equilibrio con preferencias posiblemente saciadas fue realizado
por Mas-Colell en [3]. Alli se define un equilibrio walrasiano con slack:

Definicion 2 Un equilibrio walrasiano con slack para la economia (R, €) es una terna (z,p, ) € [0, E]™ x
{—1,1} xRy tal que, para todo i, la asignacion x; maximiza R; en la restriccion presupuestaria v;(p, e;, \) =
{zi€[0,E):p-2z<p-e+A}y> cn®i=E.

Claramente cuando A = 0 el equilibrio walrasiano con slack se reduce al equilibrio walrasiano clésico.
Proposicion 1 La economia (R, e) posee un tinico equilibrio walrasiano con slack.

Prueba. Primero, sean S := {i € N : p-7(R;) < p-e;} y D sucomplemento, D = N \ S. S es el
conjunto de agentes saciados dentro de sus restricciones presupuestarias 3;(p, e;) (el conjunto de oferentes),
mientras que D es el conjunto de demandantes del bien. Definamos a continuacién el slack por:

_ P Dies(ei — (1))
A= D] .

Notemos que A > 0.Si S =0, A = 0.

Primer caso: ) ;. n 7(R;) > E. Tomemos p = 1. Como el equilibrio con slack exige que cada agente
i maximice sus preferencias en el conjunto ;(p,e;, \) = {z; € [0,E] : z; < e; + A} y las preferencias
son single-peaked tenemos que x; = min{7(R;),e; + A}. Si¢ € S, claramente ; = 7(R;). En cambio, si
i € D, debe ser z; = e; + A, ya que de lo contrario se contradice que ) ;. 7(R;) > E. Para probar que
(z,p, A) es un equilibrio walrasiano con slack resta ver que ) ..y z; = E. En efecto:

2El precio se ha normalizado, por lo que supondremos que sélo puede tomar los valores 1 o —1. El precio negativo refleja el
hecho de que la deseabilidad del bien es baja y que no existe posibilidad de eliminacién libre (no free disposal).
*Dado un conjunto A, denotamos por |A] ala cantidad de elementos que posee.
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Doien Ti = Doies T(R) + X ieplei +A) = Xies T(Ri) + X jepei + DA =Yy ei = E.

Segundo Caso: ),y 7(R;) > E. Tomando p = —1, tenemos que v;(p, e;, A) = {z € [0, E] : z; >
e; — A} y en consecuencia x; = max{7(R;),e; — A}. La factibilidad de x se prueba en forma andloga al
caso anterior.

Es facil ver que el equilibrio es unico. (]

Ejemplo 2 Para la economia del ejemplo 1, z; = %, To = %, p=1lyA= % constituyen el equilibrio

walrasiano con slack.

Si bien el equilibrio walrasiano con slack no es en general eficiente bajo hipdtesis cldsicas, en nuestro
caso si lo es. La prueba es inmediata.

Proposicion 2 Con preferencias single-peaked el equilibrio con slack es siempre eficiente e individualmente
racional.

Nota 1 Se puede interpretar el equilibrio con slack como un equilibrio que surge de una redistribucion
de ingreso entre los agentes que forman la economia. De hecho, dado un equilibrio walrasiano con slack
(z,p, ) puede definirse un tinico vector § = (B, ..., 3,) € R" con ), 5 B; = 0 tal que cada 2; maximiza
R; en el conjunto {z; € [0,E] : p-2z; < p-e; + (;}. Una terna (z,p, 3) con estas propiedades recibe el
nombre de equilibrio walrasiano con slacks balanceados (ver Amorés [1]). En nuestro modelo los slacks
balanceados toman la siguiente forma:

G — p-(T(R;) —e;) sii €S,
v A sii € D.

Claramente ), 3; = 0.

4. REGLA DE REASIGNACION UNIFORME Y REGLA PROPORCIONAL

En Klaus et al [2] se estudia el problema de reasignar un bien perfectamente divisible entre agentes
con preferencias single-peaked y dotaciones iniciales. L.os autores proponen la regla de reasignacion uni-
forme U™ como la dnica regla que satisface eficiencia, no manipulabilidad y otros dos axiomas*. Dada una
economia (R, e), con ) ;. e; = I, ellos definen la regla como

, _ min{7(Ry),e; +p} sidcnyT(R)>E
Ui(R,e) = { méax{7(R;),e; — pu} si Zie]jVT(Ri) <FE

donde p1 > 0y resuelve ) .. U/ = E. Una simple inspeccion a la prueba de la proposicién 1 nos muestra
que las asignaciones del equilibrio walrasiano con slack coinciden con las de esta regla. Denotemos por
W (R, e) a la asignacién asociada al equilibrio con slack de la economia (R, e).

Proposicion 3 Para la economia (R, €) tenemos que W (R, e) = U" (R, e).
Prueba. Basta tomar ;1 = ), siendo A el slack del equilibrio de (R, €). O

Esta regla es en realidad una adaptacion de la regla uniforme que considera dotaciones iniciales. Para
cada perfil de preferencias R € R" y una cantidad total £/ de un bien perfectamente divisible, la regla
uniforme U (R, E) se define como

‘ _ | min{7(R;),p} si Y enT(Bi) 2 E
UilR, B) = { mix{r(R). p} s Yy m(Br) < E

con p que resuelve Y,y Ui(R, E) = E.

“Los otros axiomas se refieren a una nocién de igual tratamiento de iguales y a una nocién de simetria entre el problema cuando
existe exceso de demanda y cuando existe exceso de oferta del bien.
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Segun muchos autores, la regla uniforme debe considerarse como la solucién mds importante al problema
de asignar un bien perfectamente divisible entre agentes con preferencias single-peaked, ya que satisface
muchas mds propiedades deseables que cualquier otra solucion: es eficiente, no manipulable, anénima, libre
de envidia, individualmente racional desde la asignacion igualitaria, entre otras propiedades . Sin embargo, la
anonimidad y la no envidia la hacen inapropiada cuando existen asimetrias entre los agentes que se desearian
respetar. Esas asimetrias o derechos a priori de los agentes vienen dadas por las dotaciones iniciales en
nuestro modelo. A continuacién veremos que la regla uniforme puede recuperarse en el equilibrio walrasiano
con slack cuando las dotaciones iniciales de los agentes son todas iguales:

Proposicion 4 Dado el perfil R € R"™ y una cantidad total E del bien, tenemos que U(R, E) = W (R, €)
sie=(£,...,5).

Prueba. Supongamos ), 7(R;) > E, el otro caso es similar. Sea (W, 1, \) el equilibrio con slack de
(R,é€). Si hacemos p := - + A entonces W; = min{7(R;),p} y > ;cn Wi = E, es decir, W(R,€) =
U(R,E). O

Nota 2 Viendo la regla uniforme como un equilibrio walrasiano con slack es inmediata la eficiencia y la
racionalidad individual desde la asignacidn igualitaria.

Otra regla de asignacion con derechos definidos a priori fue caracterizada por Neme y Massé en [4].
Dado un perfil de preferencias & € R™ y un total E del bien, los derechos a priori del i-ésimo agente se
formalizan como una proporcién o;; € [0, 1], con ),y a; = 1. Se define la regla proporcional ®(R, o, E)
como:
min{7(R;),a;m} si Y, nT(R) > E
max{7(R;),;m} si Y nyT(R) < E
con 7 satisfaciendo ) . ®i(R, a, E') = E. Si bien esta regla difiere del equilibrio con slack, el cémputo
del mismo es util para calcularla. De hecho, dada la terna (R, «, F') podemos armar una economia de
intercambio (R, é) donde é; = o, E. Si A es el slack asociado al equilibrio de (R, €) entonces podemos
definir

®;(R, o, E) = {

DA
IR
ap
donde ap = 3, p . As, aym = & + JE|DIA. Sii € S, entonces ®;(R, o, E) = 7(R;), mientras que si
i € D vale que ®;(R, o, E') = aym. Es facil ver que ),y ®i(R, 0, E) = E.

En el siguiente ejemplo mostramos que la regla proporcional difiere del mecanismo walrasiano con slack:

Ejemplo3 Sean N = {1,2,3}, 7(R;) = §, 7(R2) = 3, 7(R3) = 3, & = ¢, & = 5 y &3 = 3. Notemos
que, al ser £ = 1, se sigue que ¢ = «. Dado que S = {2}, D = {1,3} y que los peaks suman mds que
el total a repartir tenemos que el slack es A = % y que las correspondientes asignaciones walrasianas son
Wy = %, Wy = % y W3 = % Sin embargo, las asignaciones provenientes de la regla proporcional son
diferentes, ya que al ser m = %, llegamos a que ©1 = %, Py = % y &3 = %.

Nota 3 El slack A es, en definitiva, una redistribucién equitativa del ingreso no utilizado por los agentes
saciados entre los agentes no saciados. Sin embargo, ésta no es la dinica forma en que podria hacerse la
redistribucién. La regla proporcional la realiza ponderando el peso relativo de cada agente no saciado en el
total de agentes no saciados.
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