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PREFACIO

Los dos volumenes de este Curso de Métodos de la Fisica Matematica cubren
los contenidos del curso homénimo destinado a estudiantes de las Licenciaturas en
Fisica de la Facultad de Ciencias Exactas y en Ciencias Astronémicas de la Facultad
de Ciencias Astronémicas y Geofisicas de la Universidad Nacional de La Plata. Se
trata de una asignatura cuatrimestral optativa a la que esos estudiantes pueden tener
acceso a partir del segundo cuatrimestre del tercer ano de esas carreras, una vez que
hayan tomado cursos de Algebra Lineal y de Ecuaciones Diferenciales (ademés de
los bésicos, variable compleja incluida).

Este texto estd basado en las Notas del Curso de Métodos de la Fisica Ma-
tematica, resultado de varios anos de dictado de esa asignatura durante los cuales
se han ido adecuando los contenidos y el nivel de la exposicién a las posibilidades
que ofrece una asignatura cuatrimestral de estas caracteristicas y en esa etapa de las
mencionadas carreras. De ese modo, esas Notas fueron redactadas con el objeto de
introducir al estudiante en el manejo de conceptos y métodos que hoy resultan basi-
cos en la Fisica Matematica y sus aplicaciones a la Mecanica Cuantica, las Teor{as
de las Interacciones Fundamentales y la Materia Condensada.

Las tematicas que cubre este curso suelen ser expuestas en la numerosa biblio-
graffa disponible (en general, en idioma inglés) de una manera excesivamente abs-
tracta o extensa para las necesidades y objetivos del mismo. Por el contrario, estos
dos volimenes han sido escritos buscando introducir los conceptos de forma clara y
natural, con un lenguaje adecuado al nivel de carreras de grado, procurando facilitar
la presentacién y afianzamiento de los conocimientos mediante una ejemplificacion
convenientemente seleccionada. Asi, se ha buscado mantener el rigor matematico en
la presentacion pero procurando el desarrollo de la necesaria intuicion sobre cada
tema.

En ese sentido, se han evitado las complicaciones de una exposiciéon excesivamen-
te formal o abstracta y, sin perder de vista la necesaria generalidad, se ha buscado
poner el acento en aquellas situaciones concretas que reflejan los conceptos de ma-

nera mas transparente y donde el célculo directo puede resultar mas instructivo.
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Asi es como, en el primer volumen, las propiedades de los espacios de Hilbert
son presentadas sin recurrir a la teoria de la medida (lo que excederia las posibili-
dades del curso), sino mediante una introduccién intuitiva del concepto de integral
de Lebesgue que, no obstante, resulta suficiente para los propdsitos del curso. Las
propiedades espectrales de los operadores compactos son derivadas y empleadas pa-
ra desarrollar los métodos de resolucién de ecuaciones integrales y para estudiar las
propiedades del operador resolvente. También es analizado el problema de la de-
terminacion de las extensiones autoadjuntas de operadores simétricos no acotados,
tomando como ejemplo operadores de uso habitual en cursos de Mecanica Cuantica.
La transformacién de Fourier es estudiada en el espacio de Schawrtz, para luego ser
extendida al espacio de funciones de cuadrado integrable con los métodos propios del
espacio de Hilbert. Por tltimo, se incluye una introduccién a la Teoria de Distribu-
ciones en la que se presenta (con un buen nimero de ejemplos) desde las definiciones
basicas de convergencia, derivada, primitiva y transformacién de Fourier, hasta la
convolucion de distribuciones, con aplicacion a la resolucion de ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales empleando sus soluciones fundamentales o funciones de
Green.

El segundo volumen estda dedicado a una introduccion a la Teoria de Grupos,
herramienta esencial de las modernas teorias de la Fisica. Asi es como, después de
la presentacion de los elementos generales de la teoria, se consideran las propiedades
de los grupos de orden finito y sus representaciones, de aplicacién, por ejemplo, a la
Fisica Molecular y del Sélido, y el caso de los grupos continuos, de relevancia para
la Mecanica Cuantica y la Fisica de las Interacciones Fundamentales.

El interés en el estudio de las representaciones matriciales de los grupos de si-
metrias es motivado considerando la ecuacion de Schrodinger en un potencial central,
para luego referirse mas generalmente a los grupos de simetrias de sistemas cuanti-
cos. En la presentaciéon de los grupos de Lie s6lo se propone una descripcién intuitiva
de las variedades diferenciables y sus grupos de homotopia. Las propiedades de las
algebras de Lie son derivadas preferentemente a partir de sus representaciones matri-
ciales, lo que resulta mas accesible que presentaciones mas abstractas. En particular,
el estudio de los grupos SU(2) y SO(3) y de sus representaciones irreducibles se ex-
pone con mayor extension, procurando generar a partir de ellos las ideas basicas
que faciliten la introduccion de grupos mas complicados y de sus propiedades en los
cursos posteriores de Particulas y Campos que lo requieran.

La clasificacion de Cartan de las dlgebras simples y sus representaciones, descritas
mediante raices, pesos y el grupo de Weyl, son presentados de manera muy resumida

y mas bien a titulo informativo, dado el limitado tiempo disponible.
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Por 1ltimo, como ejemplo de grupo de Lie no compacto y por su relevancia para
la formulacion de teorias relativistas, es analizado el grupo de Lorentz y sus repre-
sentaciones irreducibles, lo que permite su aplicacién en cursos de Teoria Cuantica
de Campos o Gravitacion.

Ambos volumenes finalizan con un listado de ejercicios propuestos, con los que

se busca afianzar y complementar la exposicion previa de cada tema.

Cabe consignar que, si bien los contenidos descritos justificarian el dictado de
dos cursos separados (uno de Anélisis Funcional y otro de Teoria de Grupos), el
enfoque que se ha dado a este texto ha permitido que los estudiantes a los que
esta dirigido accedieran en un cuatrimestre a conocimientos que resultan esenciales
para la Fisica moderna, satisfaciendo necesidades concretas de algunas orientaciones
de las Licenciaturas en Fisica y en Ciencias Astrondmicas.

Por otra parte, senalemos que estos volimenes no pretenden sustituir a los libros
que son referencias usuales en estas areas, de los cuales sélo unos pocos han sido
listados en la Bibliografia, sino més bien constituir una introduccién para aquellos
que requieran un conocimiento més amplio y formal de los temas aqui tratados.

Finalmente, digamos que nuestro enfoque estd basado principalmente en la bi-

bliografia senalada al final de cada capitulo.

La Plata, diciembre de 2014. Horacio A. Falomir
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Capitulo 1

ELEMENTOS DE LA TEORIA DE GRUPOS

1.1. Generalidades

Un grupo G es un conjunto de elementos sobre los cuales hay definida una ley

de composicién, - : G x G — @, que es asociativa, con neutro e inverso, es decir,

a) f-(g-h)=(f9)-hVfgheq,

b) de € G, llamado elemento neutro o identidad, que satisface e-g = g-e =
9:Vyg €G,

c) Vge G,dg7! € G, llamado su inversa, que satisface g- gt =g ' - g =e.

Evidentemente, si f-g = h-g entonces f = h. En efecto, (f-g)-g7' = f-(g-g7"') =
(h-g)-g7t=h-(g-g7")=f=h

Similarmente, se puede demostrar que el neutro y el inverso de cualquier elemento
son tnicos. Por ejemplo,sig-f=e=¢g'-(g-f)=(g ' g) - f=e-f=g ' e=>
f =g ' También tenemos que (f-g)~' =g ' f, puesto que (f-g)- (¢! - f7!) =
flg-g™)-f=ff"=e

En general, la ley de composicién no es conmutativa: f-g # ¢g- f. Un grupo G

parael cual f-g=g- f,Vf,g € G se dice Abeliano'.

Ejemplo 1.1. Los siguientes son ejemplos de grupos:

= el grupo aditivo de los enteros respecto de la operacion de suma usual, Z;

= el conjunto de los racionales no nulos, Q\{0}, respecto de la operacién usual
de multiplicacion;

= el conjunto {1, —1} respecto de la operacién de multiplicacién de reales;

= el conjunto de las rotaciones de un cuerpo.

El orden de un grupo es el nimero de elementos que contiene. El orden puede

finito o infinito.

INiels Henrik Abel (1802 - 1829).
11
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1.2. Grupo de permutaciones

Consideremos una permutacion de cinco elementos,

{a17a27a37a47a5} — {a’27a37a17a5aa’4}‘ (121>

Independientemente de la naturaleza de esos elementos, esta operacion puede ser
representada por el siguiente cuadro de niimeros que indica, sobre cada columna, la

posicién inicial y final de un elemento,

123 45 2315 4
o= = (1.2.2)
31 2 5 4 1 23 45
(o bien, con idéntico significado, por cualquier otro cuadro que difiera de los ante-

riores en una permutacién de sus columnas).

La operacién de composicién de o con otra permutaciéon

, 1 2 3 45
53 1 2 4
se define por

, 1 2 345 2315 4 2 315 4

o o= : = . (1.2.4)
53 1 2 4 1 2 3 45 53 1 2 4

Esta operacién satisface los axiomas de grupo. En efecto, puede constatarse que esa

operacion es asociativa, que el elemento neutro esta dado por
12345
e= (1.2.5)
1 23 45
y que, por ejemplo, la inversa de o en (1.2.2) estd dada por el mismo cuadro de

nimeros con sus filas intercambiadas,

., 3125 4
ol = . (1.2.6)
12345

Este grupo es no Abeliano, como surge de verificar que o - 0’ # o’ - 0.

Generalizando esas definiciones, resulta que el conjunto de las permutaciones de

p elementos se estructura como un grupo (no Abeliano), denotado por Sp.

Consideremos la permutacion 7 € Sg

123456789
7= . (1.2.7)
439617582
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Ella puede ser descompuesta en las permutaciones ciclicas independientes

1-4—-6—>7—5—1,
T={ 253592 (1.2.8)
8 — 8.

Notese que cada ciclo involucra a un cierto nimero de elementos que no aparece en
los demas ciclos.
La permutacién 7 puede ser caracterizada mediante su descomposicion en

ciclos, y denotada por
7=(14675)(239)(8)=(239)(14675), (1.2.9)

dado que los ciclos independientes conmutan entre si, como puede verificarse facil-
mente.

Los ciclos de un elemento pueden ser descartados del cuadro, ya que no tienen
ningin efecto en la permutaciéon. Tampoco importa por cual elemento comienza a

describirse cada ciclo, ya que con el mismo significado tenemos

T=(67514)(923). (1.2.10)

Un ciclo de dos elementos se llama transposicion simple. Todo ciclo puede ser

descompuesto en un producto de transposiciones simples. Por ejemplo,
(14675)=(15)(17)(16)(14). (1.2.11)

Una permutacién se dice par o impar de acuerdo a que sea posible descomponerla

en un numero par o impar de transposiciones simples.

También es posible representar una permutacion de p elementos mediante una
matriz cuyos elementos son todos 0 excepto p de ellos iguales a 1, dispuestos de
modo tal que solo aparezca un 1 por fila y por columna. Por ejemplo, para o € Sy

en (1.2.2) tenemos

as 01000 ay ay
as 001060 ao as
ap |=1 10000 as | =M(o) | as |, (1.2.12)
as 00 0 01 Ay ay
ay 00010 as as

donde hemos introducido un producto de elementos a; por 1 o 0 cuyo significado es,
respectivamente, seleccionar o no a dicho elemento.
En esta representacion del grupo Ss, la operacién de composicién se reduce

simplemente al producto usual de matrices, M (o’ o) = M(o") M (o).
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Noétese que la traza de M(o), tr M (o), es el nimero de elementos que deja
invariantes la permutaciéon o, mientras que su determinante, det M (o), es igual a
+1 para permutaciones pares y a -1 para las impares. Por ejemplo, para o en (1.2.2)
y M(o) en (1.2.12),

c=(132)(45)=(45)(12)(13),
(1.2.13)
tr M(o) =0, detM(o)=—1.

Ejemplo 1.2. La tabla de la operacién de composicién en el grupo Sg = {e,a =
(123),b=(132),a=(23),8=(31),7=(12)} estd dada por el cuadro

e a b a f v
ele a b a [ v
ala b e v a f
blb e a f v « (1.2.14)
ala B v e a b
1B v a b e a
Ylvy a B a b e

Si nos restringimos a las entradas correspondientes al neutro e y a una transpo-

sicién simple, digamos v, tenemos la tabla de S,

e 7
ele v (1.2.15)
7Y€

que coincide formalmente con la tabla del grupo aditivo de los enteros moédulo
27 ZQa

(+)mod2‘0
0 |01 (1.2.16)
1 10

con la identificacion e <> 0,y <> 1.
Similarmente, las entradas de la tabla de S3 correspondientes a la composicion

de las permutaciones ciclicas de tres elementos,

e a b
b

°lc (1.2.17)
a b e

S Q
<
®
S
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no involucran a las transposiciones simples, y coinciden formalmente con la tabla

del grupo aditivo de los enteros moédulo 3, Zs,

(Fmoas |0 1 2

0 |0 1 2
(1.2.18)

1 (120

2 |2 01

con la identificacion entre elementos e <> 0,a <> 1,0 <> 2.

Dos grupos entre cuyos elementos existe una correspondencia biunivoca de modo

que sus tablas de composicion resulten idénticas se dicen isomorfos.

Un subconjunto H C G que contiene a la identidad y a la inversa de cada uno
de sus elementos, y que es cerrado respecto de la operacion de composicién en G,
constituye un subgrupo de G.

Todo grupo G tiene dos subgrupos impropios: G y {e}. Todo otro subgrupo
se dice propio.

La interseccién de subgrupos también constituye un subgrupo, como puede ve-

rificarse facilmente.

Ejemplo 1.3. Los siguientes son ejemplos de subgrupos:

a) Los enteros Z forman un subgrupo del grupo aditivo de los reales R.

b) Las rotaciones sobre un plano forman un subgrupo del grupo de rotaciones
en el espacio.

c¢) Las rotaciones alrededor de un eje en angulos 0, 7/2, 7, 37 /2 forman un sub-

grupo del grupo de rotaciones en el plano.

1.3. Homomorfismo - Representaciones

Un homomorfismo es una aplicacion sobreyectiva entre grupos, ¢ : G — H,

que satisface

d(g-9")=0olg)-d(g') € H, Vg, €G. (1.3.1)

Dos grupos G y H se dicen isomorfos, lo que se denota por G ~ H, si entre sus
elementos existe una aplicaciéon biunivoca (uno a uno y sobreyectiva) que preserva
las operaciones de composicién como en (1.3.1). En ese caso la aplicacién ¢ : G <> H
constituye un isomorfismo.

Independientemente de la naturaleza de cada grupo, una vez identificados sus
elementos mediante el isomorfismo ¢, grupos isomorfos presentan la misma tabla de

composicion.
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El isomorfismo establece una relacién de equivalencia entre grupos. En efecto, es
evidente que G G; quesiGa H=H~G,yquesiGrFyF~H=G~H.

Esto permite definir clases de equivalencia, donde dos grupos estan en la misma
clase si son isomorfos entre si. Todos los grupos dentro de una clase presentan la
misma tabla de composicion, la que entonces caracteriza a la clase de equivalencia
o grupo abstracto.

Los diversos grupos pertenecientes a una misma clase constituyen distintas rea-
lizaciones de ese grupo abstracto (cuyos elementos no estéan especificados). Cada
clase de equivalencia puede ser identificada por uno cualquiera de los grupos que

contiene.

Ejemplo 1.4. Existe un tnico grupo abstracto de orden 2, denominado Zs y
caracterizado por la tabla en (1.2.16). Distintas realizaciones de ese grupo son Zs,

Sa, el grupo {+1, —1} respecto del producto de reales, o el grupo

o) 0] a2

respecto del producto usual de matrices.

Similarmente, existe un tunico grupo abstracto de orden 3, denominado Zs y
caracterizado por la tabla en (1.2.18). Distintas realizaciones de este grupo son el
propio Zsz o el subgrupo de S3 correspondiente a las permutaciones ciclicas de tres
elementos, {e,a,b}, cuya tabla estd dada en (1.2.17).

Para 6rdenes mayores de 3 es posible construir varias tablas que satisfacen los

axiomas de grupo.

Un homomorfismo de un grupo G sobre un grupo de operadores lineales H
(definidos sobre cierto espacio lineal E) constituye una representacién lineal de

G. Cuando esta aplicacion es un isomorfismo, la representacion se dice fiel.

Si el espacio de la representacion E es de dimensién finita, H es un grupo
de matrices (cuando los operadores son referidos a cierta base de E). En ese caso se
tiene una representacién matricial de GG, donde la operacién de composicién en

el grupo H se reduce al producto usual de matrices.

Ejemplo 1.5. La asignacién de una matriz M (o) a cada permutacién o, como en
(1.2.12), constituye una representacién matricial fiel del grupo Sp, que llamaremos

representacion de definicion,

¢:S, ¢ {M(o) | 0 €S,)}. (1.3.3)
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Por ejemplo, para el grupo Sz tenemos

0 0 010
M(e) = 0, M@)=|1 o, M) =0 0 1],
0 0 0 1 00
(1.3.4)
1 0 0 0 010
M(a)=10 1|, MB)=10 0], MH=1[100
0 0 1 00 0 0 1

Todo grupo tiene una representacion trivial, en la cual todo elemento es
representado por el operador identidad. La minima dimensién posible para el espacio
de esta representacion es dimE = 1, en cuyo caso tenemos ¢ : G — {1}. Esta

representacion no es fiel (excepto para el grupo trivial Z; = {e}).

Para los grupos de permutaciones S, existe una segunda representacién unidi-
mensional, llamada representacion alternada, en la que cada permutacion o es
representada por (la matriz de 1 x 1) +1 6 —1, de acuerdo a que o sea par 6 impar
respectivamente.

Esta representacion tampoco es fiel, excepto para S,. Por ejemplo, para Sz te-

nemos ¢(e) = ¢(a) = ¢(b) = +1y ¢(a) = ¢(9) = ¢(7) = —1.

Ejemplo 1.6. Las rotaciones en un plano forman un grupo (subgrupo del grupo
de las rotaciones en el espacio R?). Ellas pueden ser representadas como matrices de
2 x 2 que acttian sobre vectores reales del mismo plano R? (espacio de la representa-
cion). La rotacién en un angulo ¢ € [0, 27) alrededor del origen, R(y), corresponde

a la accion de la matriz

o(R(¢)) = D(y) = (Cf”“”) ‘Si“(*")). (1.3.5)
sin(p)  cos(p)

Se trata de una representacion fiel, puesto que la relacién entre R(p) v D(p) es

biunivoca y satisface que

¢ (R(p1) - R(p2)) = ¢ (R ([p1 + ¥2lmoa2r)) = ¢ (B(p1)) - & (R(w2)),  (1.3.6)

como se comprueba facilmente del célculo del producto de matrices

D(1) D(p2) = D ([1 + @2]mod2nr) - (1.3.7)
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Por otra parte, todas las matrices D(y¢) en (1.3.5) pueden ser simultdneamente

diagonalizadas, para llevarlas a la forma

D(p) = (ew ! ) : (1.3.8)

Evidentemente, el conjunto de los bloques diagonales (de 1 x 1) constituye una

representacion unidimensional fiel del grupo de rotaciones en el plano,
R(p) ¢ Di(p) := =%, (1.3.9)

que actiia sobre un espacio de representacién complejo unidimensional, y en la cual
la operacion del grupo se reduce al producto usual de complejos.

Pueden construirse otras representaciones unidimensionales no fieles de este gru-
po mediante la asignacion R(p) — D,,(p) = €%, con m € Z y m # +1. En efecto,
Din(91) Din(93) = Do ([91 + P2limoass) ¥ ademis Dy (22) = ™55 = 1 = D, (0),
con k=0,1,...m—1.

1.4. Subgrupos - Cosets

Recordemos que un subconjunto H C G es un subgrupo de G si

a) el elemento identidad e € H,
b)sihe H=h"'€H,
c) Yhy,hy € H, se tiene que hy - hy € H.
Con esas propiedades, H se estructura como un grupo respecto de la misma ley de

composicion del grupo G. En efecto, H es cerrado respecto de una ley de composicién

asociativa, con neutro e inverso.

Teorema 1.1. El subconjunto H C G es un subgrupo del grupo G si y solo si
Ya,b € H resulta que a-b~' € H.

Por una parte, resulta evidente que si H es un subgrupo de G, entonces a-b~! €
H Ya,be H.
Supongamos ahora que Va,b € H resulta que a-b~! € H. Entonces,
a) Como H no es vacio,sia € H=a-a ' =e€ H.
b) Ademds, sie,a € H=e¢c¢-a'=a"' e H.
c¢) Finalmente, si a,b € H = a,b' € H=a-(b"')"'=a-be H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de G. [

El niicleo (o kernel) de un homomorfismo ¢ : G — H, denotado por ¢(eg),

es el conjunto de los elementos de G' que tienen por imagen al elemento neutro en
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¢(9) = en, Vg€ o (en). (1.4.1)

El nicleo de un homomorfismo ¢ : G — H es un subgrupo de G. En efecto,
sia,b € ¢ Mew) = ¢la) = eg y o(b7Y) = ¢(b)! = e = ey = ¢a-b7t) =
d(a) - d(b™') = ey - ey = ey. Por lo tanto, a-b~' € ¢~'(ey) que, en consecuencia,

es un subgrupo.

Sea H un subgrupo propio del grupo G, y sea a; ¢ H. Consideremos el subcon-
junto de G formado por los elementos de la forma a; - h, con h € H, que denotamos
poraj-H.SiJay ¢ HUay - H, formamos el subconjunto as- H = {ay-h, con h € H},
y asi siguiendo hasta agotar los elementos del grupo. El subgrupo H puede denotarse
como e - H.

Los subconjuntos de G asi construidos, llamados cosets izquierdos? del sub-
grupo H, son disjuntos. En efecto, si dos de ellos tuvieran un elemento en comun,
a;-hy = ay-ha, con hy, hy € H. Entonces, a, = (a;-hy)-hy ' = a;- (hi-hy') = a; - hs,
donde hs = hy - hy' € H = a;, € a; - H, lo que (por construccién) no puede ocurrir
si aj, # a;. Por lo tanto, a; - H Nay, - H = () para k # 1.

Por otra parte, los cosets a - H son independientes del elemento a =a-e € a- H
que se emplea en su construccion. En efecto, supongamos que b € a-H = b=a-h,
para algin h € H. Pero entonces, a = b-h™t € b- H. Sea ahorac=a-h; €a-H =
c=b-h'-hy €b-H. En esas condiciones, a - H C b- H. Se prueba de manera

similar que b- H C a - H. En consecuencia, a- H =b- H.

En esas condiciones, el conjunto G puede expresarse como la unién de los con-

juntos disjuntos correspondientes a los cosets izquierdos de H,
G=Jau- H. (1.4.2)
k

En particular, si G es de orden finito, #G = n, también lo es H C G, y los cosets
tienen todos el mismo nimero de elementos que H, #H = m. Como los cosets son
disjuntos, los hay en un nimero finito k tal que n = m k. Con esto queda establecido

el siguiente teorema.

Teorema 1.2. (de Lagrange)?® El orden de un subgrupo H de un grupo de orden
finito G es un diwvisor del orden de G,
#G

— =k eN. 1.4.3

ke (1.43)

2De manera similar se definen los cosets derechos de H.
3 Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813).
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Una consecuencia inmediata de este teorema es que un grupo de orden primo

sélo tiene subgrupos impropios.

Sea GG un grupo de orden finito y sea a € G uno de sus elementos. Consideremos
el conjunto de elementos de G de la forma e, a,a®> = a-a,...,a*™' =a-a*,.... Como
#G < 00, los elementos a* no pueden ser todos distintos. Supongamos que a? = a?,
con p > q; entonces a’?~? = e. Sea n el menor nimero natural para el cual a™ = e.
En ese caso, el elemento a se dice de orden n.

En esa condiciones, el conjunto {e, a,a?,...,a" '} forma un grupo llamado gru-

po ciclico de orden n, que es isomorfo a Z,. En efecto, a* - a* = @ lmodn.

Teorema 1.3. (de Cayley)* Todo grupo de orden finito n es isomorfo a un

subgrupo reqular de Sy.

Consideremos la tabla de la ley de composicion en un grupo GG de orden finito n,

€ = ay as ag Ay
e=ay|a-ay ay-ay ... ay-a ... Qap-aQap
a9 s -A1 Ao -Ay ... QAg-Ar ... A2 Qp
(1.4.4)
(03] a; - ay a-as ... a;-ag ... ap - Ap,
anp Ap QA1 Ap-A2 ... Qp- QA ... QAp-«ap

donde a; = e.

Primero senalemos que los elementos no se repiten en la filas ni en las columnas
de esa tabla. En efecto, si, por ejemplo, un elemento se repitiera en la i-ésima fila,
a; - ar = a; - a; = ap = a;, lo que no puede ser dado que los elementos de G tienen
una unica entrada en la tabla para la multiplicacién a derecha.

En consecuencia, la k-ésima columna (que corresponde a la multiplicacién a de-
recha por a, y en la que, como se dijo, aparecen los n elementos del grupo) se obtiene
de la primera mediante una permutacién regular (es decir, una permutacién que

no deja invariante ningin elemento):

aq ag - Qg a’ﬂ'k(l)
a as - ay .
a7 — | e (1.4.5)
Qp, Qp - Ak Qry.(n)
donde 7, es una biyeccién de {1,2,--- ;n} en {1,2,--- ,n} que no tiene puntos fijos.

4Arthur Cayley (1821 - 1895).
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Hemos convenido en representar esa operacion por

Esta correspondencia entre elementos de GG y el conjunto de permutaciones regulares
asi construidas (mds la identidad) es uno a uno, puesto que si ¢(a;) = ¢(ax), entonces
m = 7, v necesariamente las columnas [-ésima y k-ésima son idénticas, de modo que
a; = Qag.

Para la multiplicacion a derecha por la composiciéon de dos elementos tenemos

ai Arp(1) Ay (mr(1)) Qrjome(1)
a aﬂ- a7r T a’ﬂ' oTr

2 Cap - ap — IT(?) ay — 1(71(2)) - 1 ‘k(2) ’ (1‘4‘7)
an Ay (n) Ay (71 (n)) Arjomy(n)

y para la representaciéon de esta operacion

R G s B

<m(1) m2) ... m(n)>: (1.4.8)

T (1) T (2) ™ (n)
_< 1 2 n ) (mu) m(2) m(n)) _
m (1) T (2) . (n) 12 n
= d(ar) - (@) .

Por lo tanto, ¢ establece un isomorfismo entre el grupo G de orden n y un

subgrupo regular de orden n del grupo de permutaciones de n elementos, S,. [
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Siendo S, un grupo de orden finito, resulta que el ntimero de subgrupos que
contiene es necesariamente finito. Esto implica que hay sélo un ntmero finito de

grupos de orden n € N que no son isomorfos entre si.

1.5. Clases de elementos conjugados

Dos elementos a,b € G se dicen conjugados si existe un tercer elemento g € G
talque a =g-b-g L.
Esta definicién establece una relacion de equivalencia. En efecto,

a) todo elemento es conjugado de si mismo: a =e-a - e ';

b) si a es conjugado de b, entonces b es conjugado de a: a = g-b-g ' = b=
g ta- (g7
c) si a es conjugado de b, y b lo es de ¢, entonces el primero es conjugado del

tltimo: a =g -b-g7 ', b=h-c-h™*=a=(g-h)-c-(g-h)""

Mediante esta relacién pueden organizarse los elementos del grupo G en clases

de equivalencia, llamadas clases de elementos conjugados.

Algunas consecuencias:

» El elemento neutro forma una clase por si solo:sia=g¢g-e-¢g ! = a=ce.

= Si G es un grupo Abeliano, cada elemento forma una clase por si mismo:
a=qg-b-gt=b-g-gt=0.

= Todos los elementos de una clase son del mismo orden: Supongamos que b

esdeordenny quea=g¢g-b-g ' entoncesa” =¢g-b"-gl=g-e-gt =e.

Ejemplo 1.7. Para determinar las clases de elementos conjugados del grupo Sy,

consideremos dos permutaciones

1 (7-(1) T(2) ... T(n)) (1.5.2)
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de modo que

Este resultado corresponde a realizar la misma permutacion fisica de elementos que
con o, pero a partir de un ordenamiento distinto, dado por 7(1) 7(2) ... 7(n).
Esto puede verse facilmente si se considera, por ejemplo, una transposicion simple,

o = (12), para la cual,

reoo.rl= (T(l) T2 7(3) TW) = (r(1) 7(2)), (1.5.4)

7(2) 7(1) 7(3) ... T(n)

o un ciclo de tres, o = (1 2 3), para el cual tenemos

7.0.7—1:<T(1) m(2) 73 @) .. T(”>>:(T(1> (2) 7(3).  (1.5.5)

7(2) 7(3) (1) 7(4) ... T(n)

En el caso general, se puede comprobar que o y 7 -0 - 7! se descomponen en
ciclos de la misma longitud, si bien los elementos involucrados por ellos en uno y
otro caso son, en general, diferentes.

Reciprocamente, se puede mostrar que dos permutaciones que presentan la mis-
ma estructura en ciclos son conjugadas una de la otra.

De ese modo, la descomposicion en ciclos permite caracterizar las clases de ele-

mentos conjugados en el grupo S,. Por ejemplo,

Ss : { ‘= (1)2(2) } = 2 clases, (1.5.6)

(
23), b=(132) = 3 clases, (1.5.7)
3
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( )

(12), (13),

Sy (12)(34), (13)(24), ... p =5 clases (1.5.8)
(12
(1

3), (124),.
23 4), (1324),

\

(donde hemos omitido los ciclos de longitud uno).
También se ve que el nimero de clases de S,, es igual al niimero de particiones

de n. Por ejemplo, para Sy

= 14+1+41+1,
= 241+1,
242, (1.5.9)
341,
= 4

(e N =N

Esto permite representar graficamente las clases mediante diagramas de Young’,
en los que cada ciclo es representado por un ntimero de cuadros contiguos, dispuestos

horizontalmente, igual a su longitud.

(e} - E C{12)(3)[), ..} @j

{(12)34), ...} > HH ., {a23@), ...} - 2 .
{(1234), ...} = OII0

También podemos calcular el nimero de permutaciones en cada clase consi-
derando las posibles disposiciones de los cuatro elementos en los cuadros del co-
rrespondiente diagrama, teniendo en cuenta que disposiciones que difieren en una

permutacién ciclica de los elementos de un ciclo, o en el intercambio de los elementos

SAlfred Young (1873 - 1940).
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de dos ciclos de la misma longitud, corresponden a la misma permutacion:

4! 4!
# E “aoh #<@j>:2x2!:6’

#<HH)224—><!2!:3’ #(H:D):%!:& (1.5.11)

() 4o

cuya suma corresponde al orden del grupo, #G = 4!.

La generalizacion al caso de S, es inmediata: si en un diagrama se tienen 7
ciclos de longitud 1, 7y ciclos de longitud 2, etc, el orden de la clase es
#(..)

n!
1M X 2r2 x - x ! Xl

(1.5.12)

1.6. Subgrupos invariantes

Se llama subgrupo conjugado de un subgrupo H C G a aquel subgrupo de

G cuyos elementos se obtienen de los de H por conjugacion con un elemento fijo
ge@G,

H=g-H-g'={WeG|WN=g-h-g*' conhec H}. (1.6.1)

Este conjunto constituye efectivamente un subgrupo: sean h', h, € H', entonces

Mo=g-hig-g" = hi-(hy)" ' =g-hi-(hy)~'-g~" € H', dado que hy - (hy) ™" € H.

Un subgrupo se dice invariante si contiene a todos sus subgrupos conjugados,
g-H-go'CcH Vged.

Si H es invariante, entonces contiene a sus elementos en clases completas: h €
H=qg-h-gl€eH Vged.

Ejemplo 1.8. Los siguientes son ejemplos de subgrupos invariantes:

» Los subgrupos impropios {e} y G, asi como la interseccién de subgrupos
invariantes, son invariantes.

= Todo subgrupo de un grupo Abeliano es invariante.

» El nticleo ¢~ !(ep) de un homomorfismo ¢ : G — H es un subgrupo invarian-
te. En efecto, supongamos que a € ¢~ *(ey) = ¢(a) = ey. Entonces, Vg € G
tenemos que g(g-a- ™) = 6(g) - #(a) - Sg™) = B(9) - en - 6(g)~ = exr. En
consecuencia, el subgrupo ¢~ *(eg) (ver Sec. 1.4) contiene a sus elementos en

clases completas.



26 1. ELEMENTOS DE LA TEORfA DE GRUPOS

» El conjunto de las matrices regulares (con inversa) de n x n forman el
grupo lineal GL(n) (respecto del producto usual de matrices). El conjunto
de las matrices de n X n con determinante igual a 1 constituye el subgru-
po especial lineal SL(n), que es invariante. En efecto, si M € SL(n),
det(N M N7') = detN detM (detN)™!' =1, VN € GL(n).

Si H es un subgrupo invariante de G, entonces sus cosets izquierdos coinciden
con los cosets derechos. En efecto, sea a- H = {a-h|h € H}, entonces a - h =
(a-h-a')y-a=Nn-a€ H-a, Vh € H, puesto que ' = a-h-a ' € H. En
consecuencia, a - H C H - a. De manera similar se demuestra que H -a C a - H. Por

lo tanto, si H es invariante = a-H = H -a, Ya € G.

Un grupo se dice simple si no contiene subgrupos propios invariantes.
Un grupo se dice semi-simple si no contiene subgrupos propios Abelianos in-

variantes.

Ejemplo 1.9. los tnicos grupos Abelianos simples son los grupos ciclicos de

orden primo, que no tienen subgrupos propios.

1.7. El grupo cociente

Sea H un subgrupo invariante de G. Podemos descomponer a G en cosets iz-
quierdos de H, de modo que G =e-H Uay- HUay- H ..., donde ay & H, Vk.
Consideremos dos elementos cualesquiera a; - hy € a; - H y aj - ho € ai - H. Su

composiciéon es
(CLi : h1> . (ak . hQ) = (ai . CLk) . ((J,Izl . hl : CLk) : hz S (Cli : ak) : H, (171)

puesto que (OL,;1 ~hy-ay) € Hy Yhy,hy € H.

Entonces resulta natural definir una operacion entre cosets de modo que
(a; - H) - (ar - H) = (a; - ag) - H. (1.7.2)

Puesto que ella se basa en la composicion en GG, esta operacion es asociativa. Existe
un elemento neutro que corresponde a H = e- H, y todo coset a; - H tiene un inverso

correspondiente al coset que contiene al elemento a,;l, a,;l -H
(a-H)-(e-H)=(a-€)- H=(a-H),
(1.7.3)
(a-H)-(a' - H)y=(a-at)-H=(e-H).
Asi estructurado, el conjunto de cosets del subgrupo invariante H conforma un

grupo llamado grupo cociente y denotado por G/H.
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Es posible establecer un homomorfismo ¢ : G — G/H cuyo nicleo es ¢~ (e n) =
H. En efecto, sea ¢ una aplicacion que asigne a cada elemento de G el coset que lo

contiene,
¢(h):=e-H, ¢(a-h):=a-H, Vhe H Yag H. (1.7.4)

Entonces,

o(a; - hy)-dlag-hy) = (a;- H) - (ag - H) = (a; - ay) - H =
(1.7.5)

= ¢((a; - ar) - h) = ¢((a; - hy) - (ag - ha)),

donde hs = a,;l ~hy - ay - hy € H. Entonces ¢ es un homomorfismo de ntcleo H.

Teorema 1.4. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo (sobreyectivo) de nicleo

¢~ Y(e') = H C G. Entonces, H es un subgrupo invariante de G y el grupo cociente
G/H es isomorfo a G'.

Ya sabemos que el nicleo de un homomorfismo es un subgrupo invariante, res-
pecto del cual podemos construir el grupo cociente G/ H.

Definamos ahora una aplicacién ¢ : G/H — G de modo que
¢(a - H) = ¢(a). Dado que dos elementos en a - H difieren en la composicién con
un elemento de H, esta asignacién es independiente del elemento empleado para
caracterizar el coset: ¢(a - h) = ¢(a) - ¢p(h) = ¢(a) - € = ¢(a), Vh € H.

Entonces,

o((a-H)-(b-H))=¢((a-0)-H) = ¢(a-b) =
(1.7.6)

= ¢(a) - ¢(b) = d(a- H) - o(b- H).

Por lo tanto, ¢ : G/H — G’ es un homomorfismo.

Como el rango de ¢(g) es todo G, V¢ € G’ g € G tal que ¢(g-H) = ¢(g) = ¢'.
Por lo tanto, ¢ : G/H — G’ también es sobreyectivo.

Finalmente, si ¢(a - H) = ¢(b- H) = ¢(a) - ¢(b)~' = ¢(a-b~') = ¢'. Entonces,
a-b' e H=a=h-be H-b=10-H, por ser H invariante. Pero entonces
a-H =b-H,y el homomorfismo es uno a uno (es decir, es un isomorfismo).

Por lo tanto, G/H ~ G'. O

1.8. Producto directo de grupos

A partir de dos grupos G1 y G5 es posible construir un tercer grupo G = G X G,

llamado producto directo, de la siguiente manera.



28 1. ELEMENTOS DE LA TEORfA DE GRUPOS

Sean aq, by, ci,--- € Gy y ag, by, co, -+ € Gy. El grupo G x G4 es el conjunto de

los pares ordenados (g1, go) estructurado con la ley de composicién
<CL1, CL2> . <b1, b2> = <CL1 . b17 as - b2> . (].8].)

Puede verificarse que esta ley es asociativa, tiene por elemento neutro al par (eq, es),
y el inverso de (g1, gs) es el par (g;*,g5"). Si G; v G son de orden finito, #G =
#G1 #Gs.

Los elementos de la forma (eq, go) forman un subgrupo invariante (A;’; de G1 x G,
isomorfo a Go. Similarmente, los pares de la forma (g, es) forman un subgrupo
invariante évl de G XG5, isomorfo a GGy. Evidentemente, elementos de esos subgrupos

conmutan entre si,

(e1,92) - (g1, €2) = (91, 92) = (g1, €2) - (€1,92) , (1.8.2)

y todo elemento de G; x GGy puede escribirse en la forma de un producto como en
(1.8.2).
Puede verificarse facilmente que G/@; ~ (GG1, y que G/a/l ~ (5. Por ejemplo,

los elementos de G/ G, son los cosets de la forma

(a1, e2) - Go = {{a1, e2) - (€1, go) = (a1, 92) , g2 € G} (1.8.3)
para cada a; € G1, de donde resulta de inmediato el isomorfismo G/ évz ~ (3.

Reciprocamente, si un grupo G tiene dos subgrupos invariantes G y G, tales
que

GiNGy={e} v g1-g2=62-91, Y91 € G1,92 € G2, (1.8.4)

y si todo elemento g € G tiene una descomposicién (inica®) como un producto de

la forma g = g1 - go, con g1 € Gy, 9o € Ga, entonces G = G x G5. También en este
caso G/Gy =~ G1y G/Gy = Gs.

1.9. Automorfismo - Centro de un grupo

Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en si mismo, ¢ : G < G.
El conjunto de todos los automorfismos forma un grupo respecto de la composicion

usual de aplicaciones. Su elemento neutro es la aplicacion identidad.

Ejemplo 1.10. Para el grupo ciclico {e, a, a?}, la aplicacién

ple) =e, ¢(a) =a*, ¢(a*) =a, (1.9.1)

OEn efecto, si un elemento de G puede expresarse como ¢ = g - g2, y también como g = i+ Ghs
donde g1,9, € G1y g2,95 € Ga, entonces (¢})™' - g1 = gh-g;* = e, de donde resulta que la

descomposicién es tnica.
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es un automorfismo.

Un endomorfismo es un automorfismo definido mediante la conjugacion por

un elemento fijo del grupo,
Ga:G G| oulg)=a-g-a' VgeG. (1.9.2)

El conjunto de los endomorfismos sobre G, End(G), forma un subgrupo del grupo

de los automorfismos, que resulta ser homomorfo al propio grupo G. En efecto,

(gba o ¢b)<g) = (ba (¢b(g)) - gba (b g bil) =
- gba(b) ’ gba(g) : Qba(bil) =a-b- qg- N (193)

=(a-b)-g-(a-b)"" = das(g), Vg €G.
Por lo tanto ¢, o ¢, = ¢4 v la aplicacion ¢ : G — End(G) tal que ®(a) = ¢, es
un homomorfismo: ®(a - b) = ¢ = ¢, 0 ¢p, = ®(a) - @(b). En particular, ®(e) = ¢,

la identidad en el grupo de automorfismos.

El niicleo de este homomorfismo, ®~! (¢, ), estd constituido por los elementos de

G para los cuales ®(a) = ¢, = ¢, es decir, tales que

da(g)=a-g-a " =¢(g)=9g=a-g=g-a, VgeqG. (1.9.4)

Esto corresponde al centro del grupo G, es decir, al conjunto C' de aquellos elemen-
tos que conmutan con todo otro elemento de G.
Por ser el nicleo de un homomorfismo ® : G — End(G), C' es un subgrupo

invariante de G y End(G) es isomorfo a G/C (ver Teorema 1.4).

1.10. Espacios clasicos

En lo que sigue estaremos interesados en representaciones matriciales de gru-
pos, es decir, en homomorfismos con grupos de operadores lineales definidos sobre

espacios de dimension finita.

En un espacio euclideo de dimensién n, E, generado por la base {e1, e, ..., €,},

los vectores tienen desarrollos de la forma

mszkek, y:Zykek, (1.10.1)
k=1 k=1

y el producto escalar (hermitico y positivo definido) puede escribirse como

(z,y) = Z (e, e) yi = Z Ty, Gkt Yo » (1.10.2)

k=1 k=1
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donde gy = (ex, €r) = gjj.-
En esas condiciones, la métrica del espacio g = (gx;) define sobre C" una forma

cuadrdtica, sesquilineal y positiva definida (hermitica)’,

gy = (z,y) = (¥'97)", (1.10.3)

donde 7,7 € C" tienen por componentes a los coeficientes de Fourier en (1.10.1).
Como la métrica es una matriz autoadjunta, g* = g, ella puede ser diagonalizada

para ser llevada a la forma diag(\1, Ag, ..., A,), con los Ay > 0. Un cambio adecuado

en las escalas de los vectores de la base permite reducirla a la matriz identidad,

g =1, (lo que corresponde a adoptar una base ortonormal para E).

En el caso de espacios euclideos reales, la métrica g define sobre R™ una forma

bilineal, simétrica y positiva definida,
Ty =(v,y) =797, (1.10.4)
donde 7,7 € R" y ¢' = g.

Ahora bien, en la Fisica también tienen aplicacion espacios lineales mas gene-
rales que los espacios euclideos. Por ejemplo, el espacio de Minkowski® My, que
es un espacio real con métrica regular y simétrica pero no positiva definida, g =
diag(+1, —1,—1,—1).

Un espacio E dotado de un producto interior hermitico y no degenerado® que
no es positivo definido es llamado pseudo-euclideo. También en este caso puede
elegirse una base para E formada por vectores unitarios ortogonales, {eq,es,...,e,}

con (ey, e;) = 0, para k # [. Pero como la norma no es positiva definida se tiene que

+5kl7 1§k§p7

(1.10.5)
—Op, p+1<EkE<p+qg=n,

(ex,e1) = (el,ek)* = 9kl = {
donde el par de enteros (p, q), cuya suma es la dimensién de E, es la signatura del
espacio. Esta signatura es una propiedad del espacio y no depende de la eleccién de
un sistema ortonormal en E.

La métrica de los espacios pseudo-euclideos, dada por la matriz regular auto-
adjunta ¢ = (gn) = g', define una forma hermitica sobre C" que no es positiva
definida:

Tgy=(z.y) = (g7) . (1.10.6)
mHermite (1822 - 1901).

8Hermann Minkowski (1864 -1909).
9Una forma cuadrética se dice no degenerada si f(z,y) =0,Vy € E = 2 = 0.
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En estos espacios existen vectores no nulos que tienen norma nula (por ejemplo, los

vectores tipo luz del espacio de Minkowski).

En espacios pseudo-euclideos reales de dimensién n, la métrica g = ¢ es una
matriz regular real y simétrica que define sobre R™ una forma cuadrdtica bilineal

simétrica no positiva definida,

Ty = (r,y) =797, (1.10.7)

Si en un espacio lineal (real o complejo) se tiene un producto interior no dege-

nerado bilineal y antisimétrico,

(ax,by) =ab(z,y), (z,y)=-—(y,2), (1.10.8)

se esta en presencia de un espacio simpléctico.
Se puede mostrar (ver mas adelante) que estos espacios tienen dimensién par

(2n) vy que en ellos siempre puede seleccionarse un sistema completo de vectores

unitarios de la forma (base de Darbouz) {ey,es, ..., €n, f1, f2, - -, fn} que satisfacen
) - O = ) )
(e, ) (e /1) (1.10.9)
(ew, fi) = 0w = —(fi, k) ,
para k,l = 1,2,... n. Desarrollando los vectores respecto de esa base tenemos
(z,y) =T'gy = -7gT, (1.10.10)

donde la métrica

0 1, t
= = - 1.10.11
g ( 1o ) 9 ( )

define una forma bilineal antisimétrica sobre R?" 6 C?*, segtin el caso.

Todo vector de un espacio simpléctico tiene norma nula,

79T = -T'gz=0. (1.10.12)
1.11. Operadores isométricos

Un operador lineal que conserva los productos interiores en un espacio clasico E,
(Az,Ay) = (z,y), Yo,y € E, (1.11.1)

se dice isométrico.
Un operador isométrico es llamado unitario, pseudo-unitario o simpléctico
segiin que el espacio sea euclideo, pseudo-euclideo o simpléctico respectivamente.
De la definicion del operador adjunto en espacios de dimension finita tenemos
que
(ATAz,y) = (Az,Ay) = (2,y), Yo,y €E, (1.11.2)
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de donde resulta que AT = A~! (dado que, en este caso, el inverso a izquierda lo es

también a derecha).

El conjunto de los operadores isométricos (o isometrias) sobre un espacio E
forma un grupo respecto de la composicion usual de operadores. En efecto, tenemos
que

a) el operador identidad es una isometria,
b) cada isometria tiene una inversa dada por su adjunto, que es también isométri-
co:
(AJr z, AT y) = (AAJr z, AAT y) = (z,y), Vo,y € E, (1.11.3)

c) si A y B son isométricos, entonces AB es también una isometria:

((AB)z, (AB)y) = (A(Bz),A(By)) =
(1.11.4)
=Bz,By) = (z,y), Vz,y € E.

Referido a una base de E, el operador A estd descrito por una matriz A = (Ay).

Si la métrica es hermitica, tenemos

(Az,Ay) = (A zi)" g (Aij y;) =
(1.11.5)
=TT AT g Ay =T gy, VZ,7€C" (6 R") = ATgA =g,
En consecuencia, las isometrias preservan la métrica del espacio. En términos de la
matriz adjunta, la inversa estd dada por A~! = ¢! Al g.

De esa relacion se deduce inmediatamente que
det (.ATgA) = det Af detg det A =detg #0 = |det A> =1, (1.11.6)
es decir, det A = €% si el espacio es complejo, o det A = +1 si el espacio es real.

Si la métrica es bilineal y antisimétrica,

(Az,Ay) = (Ari i) g (Aij y;) =
(1.11.7)
=T AlgAy="'gy, VZ,y € C" (6 R") = AlgA=g.
También en los espacios simplécticos las isometrias preservan la métrica. La matriz
inversa estd dada en este caso por A™1 = g1 Al g.
En particular, el operador correspondiente a la matriz M = ¢! ¢* es una iso-

metria en los espacios simplécticos. En efecto,

Mg M :g(g_l)tgg_lgtzg. (1.11.8)
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Esta matriz es también unimodular,
det M = det (g7'¢") = (detg) 'detg=1. (1.11.9)

Pero como la métrica es antisimétrica, M = ¢ ¢! = —g7'¢g = —1gme =
det M = (=1)3mE En consecuencia, la dimensién de los espacios simplécticos es
necesariamente par.

Por otra parte,
det (A" g A) = (det A detg=detg #0= (det A)* =1, (1.11.10)

pero en este caso se puede mostrar que det A = 1. En efecto, dada

A= < 4B ) , (1.11.11)
C D

donde A, B, C, D son matrices de n x n cuyos elementos toman valores en el cuerpo

K =R 6 C, tenemos que (respecto de la base de Darboux)

At Ot 0 1, A B 0o 1,
= (1.11.12)
Bt D! -1, O C D -1, 0
y, en consecuencia,

A'D—-C'B=1,, A'C=C'A, B'D=D'B. (1.11.13)

Supongamos ahora que A es regular. La descomposicién de Schur!® nos per-

mite escribir

1, 0 A 0 1, A'B
A= : (1.11.14)
CA' 1, 0 D—CA'B 0o 1,

donde D — CA~'B es el complemento de Schur de A en A. Evidentemente,
det A =det A x det (D — CA™'B) . (1.11.15)
Ahora bien, de (1.11.13) resulta que
Ct=A'CA™', A (D-CA'B)=1,, (1.11.16)
dado que CA~! = (CA™)', 1o que implica que
det A" x det (D —CA™'B) =det A=1. (1.11.17)

Finalmente, nétese que

A B 2 ¢ D D C
det = (=1)" det = det ) (1.11.18)
¢ D A B B A

0ssai Schur (1875 -1941).
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de modo que en la descomposicién (1.11.15) puede emplearse el complemento de

Schur de cualquiera de sus bloques (siempre que sea invertible).

1.12. Principales grupos de matrices

Ya hemos mencionado anteriormente al grupo general lineal GL(n,R 6 C),
formado por las matrices (reales o complejas) regulares de n X n, y a su subgrupo
especial lineal SL(n,R 6 C), de matrices unimodulares.

De acuerdo a los resultados de la secciéon anterior, podemos introducir distintos
grupos de isometrias como subgrupos de los anteriores que preservan la correspon-

diente forma cuadréatica.

En un espacio euclideo complejo de dimensién n y métrica g = 1,, las matrices
unitarias, que satisfacen UTU = 1,,, forman el grupo U(n). Esa relacién impone
n+2n(n—1)/2 = n? condiciones sobre sus n? elementos complejos, lo que reduce a
n? el ntiimero de sus pardmetros reales independientes. Si U € U(n) = |detU| = 1.

Este grupo contiene un subgrupo (invariante) unimodular SU(n), formado por
las matrices unitarias de determinante igual a 1, cuyos elementos estéan identificados
por n? — 1 pardmetros reales (ya que tomar det U = 1 corresponde a eliminar un

pardmetro real).

En un espacio euclideo real de dimensién n, el conjunto de las matrices ortogo-
nales de n x n, que satisfacen R'R = 1, conforman el grupo O(n). Esa igualdad
impone n +n(n —1)/2 = n(n + 1)/2 condiciones sobre sus n? elementos reales, de
modo que estas matrices quedan especificadas por n? — n(n +1)/2 = n(n — 1)/2
pardmetros reales. Si R € O(n) = det R = +1.

Este grupo contiene un subgrupo (invariante) SO(n), formado por las matrices
ortogonales de determinante igual a 1, cuyos elementos también dependen de n(n —
1)/2 parametros reales (ya que, en este caso, seleccionar det R = 1 no corresponde a

eliminar un pardmetro continuo).

En el caso de espacios pseudo-euclideos con métrica

1, O
g=1{ " : (1.12.1)
0 —14

el grupo de isometrias corresponde al de las matrices pseudo-unitarias U(p, q) o

pseudo-ortogonales O(p, q), segin sea el espacio complejo o real,

UlgU = g = |detU| =1,

1.12.2
R'gR=g=detR=+1. ( )



1.12. PRINCIPALES GRUPOS DE MATRICES 35

Esos grupos contienen subgrupos unimodulares invariantes, denotados por SU (p, q)
y SO(p, q) respectivamente. En cada caso, el nimero de parametros independientes

resulta de un razonamiento similar al anteriormente empleado.

Por su parte, en un espacio simpléctico (real o complejo) de dimensién 2n con
meétrica
0o 1,

= , 1.12.3
9=\ 1. o (1.12.3)

el grupo de isometrias corresponde al grupo de matrices simplécticas Sp(2n,R 6 C),
que satisfacen M*gM = g, las que (como se dijo) tienen determinante detM =
1. Puesto que ambos miembros de esa igualdad son matrices antisimétricas, ella
corresponde a la imposicién de 2n(2n—1)/2 condiciones (reales o complejas, segin el
caso). En consecuencia, el nimero de parametros independientes (reales o complejos,
segtin el caso) es (2n)? —2n(2n —1)/2 = 2n? + n =n(2n + 1).

En el espacio de n-uplas de cuaterniones'®, H", se define el grupo (hiper)unitario
U(n,H) cuyos elementos son matrices de cuaterniones que preservan la métrica 1,,.
Este grupo se puede identificar con un subgrupo de Sp(2n,C) definido como la
interseccién Sp(n) = U(2n) N Sp(2n,C). Se puede mostrar que estas matrices,
de dimensién 2n x 2n, quedan especificadas mediante un conjunto de n(2n + 1)

parametros reales.

Finalmente, senalemos que la aplicacion exponencial de una matriz B se

define por la serie
(o]

B

B __

e’ = EO e (1.12.4)
la cual converge en el sentido de la norma de los operadores.

iA

Entonces, si A = A" es una matriz autoadjunta, entonces e*4 es unitaria. En

efecto, (e’A)T = (A = o—idl — g—id — (6“4) .
Similarmente, si K = —K" es real y antisimétrica, entonces e
t _ -1
ortogonal: (eK) =K = (eK) .

Por otra parte, si e es una matriz simpléctica de dimensién 2n x 2n, teniendo

K es una matriz

en cuenta que (ig)® = 1,,, tenemos que
el = —ge Py = "Bl — 09Bs B — 4By (1.12.5)

HCuaterniones: generalizacion de los nimeros complejos introducida por William R. Hamilton
(1805 - 1865) e, independientemente, por Benjamin O. Rodrigues (1795 - 1851). Ese conjunto es
un espacio lineal generado por cuatro elementos, {1,4, 7, k}, que satisfacen las relaciones i = j2 =
k? =ijk = —1.
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Capitulo 2

REPRESENTACIONES MATRICIALES EN MECANICA
CUANTICA

2.1. El caso de una particula en un potencial par

Consideremos una particula cuantica que se desplaza en una linea recta bajo la
influencia de un potencial par, V(—z) = V().

El operador Hamiltoniano! de ese sistema es
H=——+V(z), (2.1.1)

definido sobre el subespacio denso D(H) de las funciones 1(z) € Ly(R) que tienen
una derivada segunda localmente sumable y tales que Hiy(z) € Lo(R).

Consideremos un vector de estado ¢ (x) € D(H), entonces
Hiy(z) = x(z) € La(R). (2.1.2)

Supongamos ahora que preparamos al sistema con la orientacion contraria, de modo

que su estado esté descrito por el vector )(—z). Dado que el potencial es par,

podemos referir el operador H al sistema de coordenadas invertido: sea y = —ux,
entonces
& 1% H 2.1.3

de donde resulta que

Hy(—x) = Hy(y) = x(y) = x(—x). (2.1.4)

Podemos introducir un operador lineal P definido sobre todo Ly(R), que trans-

forma los vectores segtin
Pi(z) = (—x). (2.1.5)
Nétese que P : D(H) — D(H).
La ecuacién (2.1.5) puede ser interpretada como
HPy(x) =Px(x) =PHy(z). (2.1.6)
Es decir, Vi (x) € D(H), denso en Ly(R), es
(PH — HP)y(z) =0= [P,H] = 0. (2.1.7)

'William Rowan Hamilton (1805 - 1865).
37
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Teniendo en cuenta que P (z) = Pi(—x) = ¢ (z), vemos que P? = I, es decir,
P~! = P. También se ve facilmente que PT = P.

En consecuencia, tenemos un grupo de operadores definidos sobre todo Ly(R),
G ={I,P} ~ Zs, (2.1.8)

los que conmutan con H en el dominio denso D(H). Esto corresponde a un grupo
de simetrias del sistema, puesto que las probabilidades de transicién no cambian

por la aplicacién de esas transformaciones:

(Pur, e #1Pys, ) = (n, Ple Py ) =
(2.1.11)
= <¢1, 67%1{%2) :

Consideremos ahora un autovector de H (que supondremos no degenerado),

Como el correspondiente subespacio caracteristico es unidimensional, todo otro au-
tovector correspondiente al mismo autovalor debe ser proporcional a 1g. Ademas,
como P conmuta con H, P deja invariante ese subespacio caracteristico de H, de

modo que

En consecuencia, PYg(x) = (—z) = c(x), donde ¢ es una constante cuyo cua-
drado es ¢ = 1. Depende del autovector considerado que ¢ = +1 0 ¢ = —1, lo que
corresponde al hecho bien conocido de que las autofunciones de Hamiltonianos pares
son de paridad definida.

Pero desde el punto de vista de la teoria de grupos, se puede decir que la accion
del operador P en el subespacio caracteristico considerado esta representada por la
multiplicacion por +1 o por —1. Mas precisamente, para aquellos subespacios para
los cuales ¢ = 1 queda establecido un homomorfismo entre G y el grupo trivial
Z1, mientras que para aquellos en los cuales ¢ = —1 se estd en presencia de una

representacion fiel del grupo G =~ Zs.

2El operador de evolucién U(t) = e~ %" es la solucién de la ecuacién diferencial

BU(t) = f% HU(t), conU(0)=1I. (2.1.9)
Si [P, H] = O (es decir, si PTHP = H) entonces [P, U(t)] = O. En efecto,
t _pi( L _ L y(pt .
o(PU®p) =P ( hHU(t)) P= hH(P U(tP); (2.1.10)

y como PTU(0)P = P? = I, resulta que PTU(t)P = U(t).
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2.2. El caso de una particula en un potencial central

Consideremos ahora una particula cudntica en R? sometida a la influencia de un
potencial central, V' = V (|x]).

El operador Hamiltoniano para este problema es
—h?
H=—/~A+V ; 2.2.1
A V() (221)

donde Ay es el Laplaciano® en R®. Su dominio de definicién D(H) es el subespacio
de las funciones 1(x) € Ly(R?) tales que sus derivadas parciales segundas 9;*¢)(x)
son localmente sumables y Hi(x) € Ly(R?).

Consideremos vector de estado 1(x) € D(H), entonces
H(x) = x(x) € Ly(R?). (2.2.2)

Supongamos ahora que preparamos el sistema con una orientacién distinta en el
espacio, de modo que su estado esté representado por el mismo vector 1 (y) pero
respecto de un sistema de coordenadas rotado respecto del inicial. La relacién entre
las coordenadas de un mismo punto del espacio en el sistema de coordenadas inicial,
x € R3, y en el sistema rotado, y € R?, es lineal: x = Ry, donde R es una matriz
real de 3 x 3. En componentes,

k= Ru . (2.2.3)
Una rotacion del sistema de coordenadas preserva las distancia entre el punto con-

siderado y el origen, de modo que R es una matriz ortogonal:

(x,x) = (Ry,Ry) = (y,R'Ry) = (y,y), Vy € R’ (2:2.4)
lo que implica que R'R = 15. Como R es una funcién continua de los dngulos de
Euler, det R = +1. En consecuencia, R € SO(3), con R' = R~

La funcién de onda que describe al sistema fisico rotado, referida al sistema de

coordenadas inicial, es (suponiendo que se transforma como un escalar)

U(x) = ¥(y) = ¥(R™'x). (2.2.5)

Podemos ahora referir el Hamiltoniano al sistema de referencia rotado, teniendo
en cuenta que el potencial es central. En efecto, para y = R~!x tenemos por un lado

V(x|) = V(|y|), mientras que

o oo ., 0 0
axk_axkayl_(R )lk ayl_Rkl ayz
(2.2.6)
o 0 0 0 0 0
Ny=— — = — ma— = 7 Okm =— = L.
Ozy, Oxp Oy R Fe MmOy, O Y Y

3Pierre-Simon de Laplace (1749 - 1827).
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Entonces,
Hy (R7'x) = Hy o (y) = x(y) = x(R™'x). (22.7)
También en este caso podemos introducir un conjunto de operadores lineales
definidos sobre Ly(R*) que, para cada R € SO(3), transformen los vectores de
estado segin
R(R)Y(x) = (R 'x). (2.2.8)
Noétese que R(R) : D(H) — D(H).
En esas condiciones, V1(x) € D(H) denso en Ly(R?), podemos reescribir la
eq.(2.2.7) como
HR(R)y(x) = R(R)x(x) = R(R) HY(x). (2.2.9)
En consecuencia,

R(R)H — HR(R) = [R(R), H] = O, YR € SO(3). (2.2.10)

Los operadores lineales R(R) tienen las siguientes propiedades:

e R(R) es unitario*:
(R(R)$, R(R)x) = / BR%)" Y (R %) dx —

= /w(Y)*x(y) (det R) d’y = (2.2.11)
= (1, x), Y, x € Ly(R?), y VR € SO(3).

~ “El dominio de R(R) es todo La(R?) y, en particular, R(R) preserva las normas,
| R(R)Y |*= (R(R)Y, R(R)) = (¥, ¢) =[| ¥ [|* .
Su rango es todo el espacio de Hilbert, pues ¥4(x) € La(R?)
P(x) = (R R x) = R(R)x(%), con x(x) = (R x) € Ly(R?),
y también es inyectivo ya que
R(R)Y(x) = R(R)x(x) = R(R) (Y(x) — x(x)) =0 = (¢(x) — x(x)) = 0.

Entonces, R(R) es una biyeccién de La(R?) en todo Lz(R?) con inversa acotada. Ademéds, por
ser acotado, su adjunto estd definido en todo Ly (R?) y coincide con su inversa, RT(R) = R™!(R).

En efecto, V1, x € La(R3) tenemos que
(¥, x) = (R(R)Y, R(R)x) = (RIR)R(R)$,x) = RIR)R(R)=1I.

Y como Rank(R(R)) = Ly(R3), Vi, x € La(R3) existen ¢, ¥ € Ly(R?) tales que ¢ = R(R)y), x =
R(R)X, de modo que

(¥, R(RRN(R)y) = (R(R), RIR)RT(RYR(R)X) = (¥,x) = R(R)RI(R)=1.



2.2. EL CASO DE UNA PARTICULA EN UN POTENCIAL CENTRAL 41

e El conjunto de los operadores R(R), con R € SO(3), se estructura (respecto de
la composicién usual de operadores sobre un espacio de Hilbert®) como un grupo
isomorfo a SO(3). En efecto, sean Ry Ry = R3, entonces, V1)(x) € Ly(R?)

R(E)R(Ra)1(x) = R(B1) (R(F2)th(x)) =

= R(R)¢(Ry'x) = ¢(Ry 'Ry 'x) =
(2.2.12)
= ((R1R2)'x) = ¢(R5'x) = R(R3)1(x),

= R(Rl)R(RQ) = R(Rle), VRl,RQ S 80(3)

Por lo tanto, el grupo de operadores es homomorfo a SO(3) (constituye una repre-
sentacidén lineal de SO(3)). Pero la relacién entre ambos grupos es uno a uno. En
efecto, si R(R;) = R(Ry) entonces, para todo 1(x) € Ly(R?) se tiene que

R(Ry)v(x) = ¥(Ry'x) = (1 'x) = R(R2)y(x), (2.2.13)

y eso es posible sélo si Ry = Rs. En consecuencia, el grupo de operadores asi ob-
tenido, que actia sobre un espacio de funciones escalares a valores en Ly(R?), es

isomorfo al grupo de rotaciones en el espacio, SO(3). En particular, R(13) = [ y

R(R™Y) = RI(R).

Dado que los operadores R(R) son unitarios y conmutan con el Hamiltoniano
H, se trata de un grupo de simetrias del sistema cuantico. En efecto, las trans-

formaciones que producen preservan las probabilidades de transicién entre estados®,
(R(R)Y, e HR(R)X) = (R(R)Y, R(R)e™ 1) =

(RT (RYR(R), e—%HtX) - (¢, e-%HtX> . (2.2.14)

Consideremos ahora el subespacio caracteristico correspondiente al autovalor F
de H. En general, serd degenerado con degeneracién finita n. Entonces podemos se-
leccionar un conjunto de n autovectores linealmente independientes correspondientes

al autovalorF/, que generan ese subespacio:
HyY(x) = BYi(x), con k=1,2,...,n. (2.2.15)

*David Hilbert (1862 - 1943).
6Aqui también, de la ecuacién de Schrodinger (Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger

(1887 - 1961)) se deduce que si RT(R)HR(R) = H entonces RT(R)U(t)R(R) = U(t), donde

U(t) = exp(—%Ht) es el operador de evolucién del sistema cudntico. Ver Nota al pie en pagina 38.
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Todo autovector de ese subespacio caracteristico de H se puede expresar como
una combinacién lineal de los 1% (x). Por otra parte, los operadores R(R) dejan inva-
riante a ese subespacio, puesto que conmutan con el Hamiltoniano. En consecuencia,
para cada R € SO(3) y paracada k=1,...,n

Z VL (%) Dy (R (2.2.16)

con ciertos coeficientes Dy (R) que dependen de la rotacién considerada R.
Por aplicacién sucesiva de las transformaciones en Ly(R?) asociadas a dos rota-
ciones, Ry, Ry € SO(3), obtenemos

R(R1)R(Ra)vp(x ZR R)¢p(x)Duk(Ry) =

ZZ¢E Dt (R1)Dir(R2). (2.2.17)

=1 m=1

Pero también es
R(R))R(R)VE(x) = R(RyRy) % (x Zz/;E D,ui(R1Ry). (2.2.18)

Y como los ¥ (x) son linealmente independientes, resulta

i Dyt(R1)Dii(R2) = Dy (R1 Ro), (2.2.19)

=1

o bien, definiendo matrices D(R) de dimensién n x n cuyos elementos son los coefi-
cientes Dy (R),

D(R1)D(R2) = D(R1Ry). (2.2.20)

En consecuencia, el conjunto de matrices D(R) conforman un grupo homomorfo

a SO(3). Es decir, constituyen una representacién matricial de SO(3), cuyas

matrices describen la accién de los operadores R(R) en el subespacio caracteristico

correspondiente al autovalor FE.

Las anteriores consideraciones imponen (en el caso general) restricciones sobre
los subespacios de degeneracion de los autovalores del Hamiltoniano, pues establecen
que deben ser espacios de representacion de los grupos de simetria del sistema
fisico considerado (es decir, espacios en los que sea posible construir una represen-
tacién matricial de esos grupos).

En efecto, no es a-priori evidente que dado un cierto grupo pueda construirse
una representaciéon matricial de una dimensién arbitraria (mas adelante veremos que
las dimensiones de las representaciones matriciales irreducibles del grupo SO(3)

son impares, n = 2j 4+ 1, con j € NU{0}).
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En ese sentido, el conocimiento de las representaciones matriciales del grupo
de simetrias de un Hamiltoniano permite prever, en alguna medida, el grado de
degeneracién de sus autovalores (es esperable que en el espectro de H se den diversas

representaciones matriciales de esos grupos).

Volviendo al ejemplo anterior, senalemos que la eleccion de una base en el subes-
pacio caracteristico correspondiente al autovalor E' de H es arbitraria. Supongamos

que adoptamos un nuevo sistema completo de n autofunciones de H,
Hyh(x) = Ex%(x),con k =1,2,...,n. (2.2.21)

relacionadas con las anteriores por

Z Yoo (%) A, (2.2.22)

donde la matriz A = (A;;) es regular. Entonces, la relacién inversa es

Z% x) Az, (2.2.23)

La accién de los operadores R(R) sobre los vectores de la nueva base es

ZR Ay _ZZ¢E )Al_k =

=1 m=1
=D X&) YD ApmDm(R)A . (2.2.24)
p=1 m=1 [=1

Pero definiendo matrices D’ como se hizo antes, también tenemos
=Y XB()D(R), (2.2.25)
p=1

de modo que las matrices de la nueva representacion matricial se obtienen de las

anteriores por una transformacion de similitud:
D'(R) = AD(R)A™!, VR € SO(3), (2.2.26)

donde A no depende de R. Nétese que ambas representaciones describen la misma
transformacion de wvectores en el subespacio caracteristico del autovalor E, pero

referidas a dos bases distintas.
Dos representaciones matriciales que pueden obtenerse una de la otra por una

transformacién de similitud se dicen equivalentes.

También es posible elegir un sistema ortonormal como base del subespacio con-

siderado. En ese caso,

(V5 (x), V(%)) = du- (2.2.27)
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Y como los operadores de la representacién lineal de SO(3) antes construida son

unitarios,
Ot = (R(R)fﬂ%(x)»R(R)Tﬁg(X)) =

= (Y vh(x)Du(R), Y v (x)Da(R)) =

=> ) D R)* (Wh(x), v 5(x) Dy (R) =
- i i Dk (R)"0pg Dy (R) = i Dy (R)*Dy(R), (2.2.28)

es decir, las matrices D(R) son unitarias,

D'(R)D(R) = 1,,, VR € SO(3). (2.2.29)

En consecuencia, referida a una base ortonormal, la representacion obtenida es umni-
taria.

Senialemos finalmente que, como [R(R), H] = O, aquellos observables que se

expresen como funcién de los operadores R(R) tnicamente son constantes de
movimiento, de modo que cada grupo de simetrias tiene asociado un cierto niimero
de magnitudes conservadas.

En el subespacio caracteristico correspondiente al autovalor E, que es invariante
frente al grupo de transformaciones, esos observables se expresan en términos de
las matrices D(R) tnicamente. De ese modo, de ellas depende un cierto conjunto de
nimeros cuanticos adicionales que permiten distinguir entre los diversos autovectores

de H correspondientes al mismo autovalor FE.

2.3. Grupos de simetrias

Desde un punto de vista mas general, diremos que una operaciéon que se realiza
sobre un sistema fisico (que no necesariamente involucra un cambio de coordendas)
es una operacion de simetria si ella no afecta el resultado de las mediciones que se
efectien sobre el sistema. Cuando estas operaciones se estructuren como un grupo
hablaremos de grupo de simetrias.

En Mecéanica Cuantica, a cada estado de un sistema fisico le corresponde un
vector de norma 1 en un espacio de Hilbert, 1) € H, definido a menos de una fase
arbitraria. Frente a una operacion de simetria sobre el sistema fisico el vector de
estado cambia segun ¢ — 9’ € H. Podemos pensar que esa transformacién es
efectuada por la aplicacién de un operador U definido sobre H, que establece la

correspondencia ¢’ = U 1.
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Ahora bien, si se trata de una simetria, esa transformacion no afecta las proba-
bilidades de transicion entre estados, de modo que U debe preservar los médulos de

los productos escalares,

(OG0 = (U UD) =106, Y, x e H. (2.3.1)

Esa igualdad se satisface trivialmente si ¢ es un operador lineal y unitario, en cuyo

UXUY) = (X, ). (2.3.2)

Pero no es esa la tnica posibilidad. Existe un teorema debido a Wigner” que esta-
blece que siempre es posible elegir las fases (arbitrarias) de los vectores de estado

normalizados de modo tal que se dé uno de los siguientes casos,

= U es lineal y unitario:

U(ap+bx)=ald?+bUx,
U, UX) = (V. X). (2.3.3)

= U es antilineal y unitario (antiunitario)®:
Uap+bx)=a Uy +b"UY,
U, Ux) = (¥, x)". (2.3.4)
No obstante, sélo el caso de transformaciones que involucran la inversién tem-
poral estan realizadas en términos de operadores antiunitarios. Dejando de lado
ese caso muy particular, sélo tendremos que considerar representaciones lineales

de grupos, es decir, transformaciones del sistema fisico realizadas en el espacio de

Hilbert en términos de operadores lineales y unitarios.

Consideremos dos elementos de un grupo G, g1 - g2 = g3 € GG. Cada uno de esos
elementos tendra asociado un operador lineal U(g) sobre H, de modo que por la

aplicacion sucesiva de dos transformaciones al vector de estado ¢ € H obtenemos

U(g)U(g2)0 = U(g1) (U(g2)0) = x, (2.3.5)

"Eugene Paul Wigner (1902 - 1995).
8El adjunto de un operador antilineal debe ser definido como

U, x) = @W,Ux)",

de manera consistente con la antilinealidad de U,

U pax) =a U, x) =a@.UX)" = (h,a"UX)" = (b, Uax)" .
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mientras que aplicando el operador asociado a g3 (que corresponde a la misma

operacion fisica sobre el sistema)

Ulgr - g2)0 = X (2.3.6)

Los vectores x v x’ representan el mismo estado del sistema fisico, por lo que sélo
pueden diferir en una fase. Como 1 es un vector arbitrario de H, se concluye que

esa fase es independiente de 1, y sélo puede depender de los elemento g; y gs,

U(gr - g2) = exp (ic(g1, g2)) U(gr) U(go). (2.3.7)

En consecuencia, a cada operacién fisica sobre el sistema puede corresponder un
conjunto de operadores que difieren entre si en una fase. Si esos factores de fase
adicionales no pueden ajustarse todos ellos a 1 eligiendo convenientemente las fases
de los operadores U(g), se dice que se estd en presencia de una representacién

proyectiva del grupo de transformaciones.

En el caso de tener representaciones proyectivas, existe un homomorfismo de un
grupo de operadores G sobre el grupo G de transformaciones consideradas, ¢ : G —
G. En particular, habra un conjunto de operadores Z = {], exp (ia(g, gil))l, } C
G que sélo difieren de la identidad en una fase y que son aplicados por efecto del
homomorfismo en el elemento identidad e de G. Este conjunto, claramente contenido
en el centro del grupo G, constituye el nicleo del homomorfismo, Z = ¢~1(e), que es
un subgrupo invariante de G. De la definicién de grupo cociente (ver Seccién 1.7),
ya sabemos que en ese caso G es isomorfo a G /T por la correspondencia g <> U(g)Z.
Esto es, cada transformacion del grupo sobre el sistema fisico estara realizada en el
espacio de Hilbert de estados del sistema por un conjunto de operadores que difieren
entre si en un factor de fase.

En esas condiciones, el estudio de las representaciones proyectivas de un grupo
G se reduce al estudio de las representaciones ordinarias de un grupo mas amplio,
G, llamado grupo de cubrimiento de G, al cual G es homomorfo.

Del conjunto de las representaciones matriciales del grupo de cubrimiento G, son
representaciones ordinarias del grupo G aquellas que aplican el nicleo Z en la matriz

identidad de la representacion.
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Capitulo 3

REPRESENTACIONES MATRICIALES DE GRUPOS DE
ORDEN FINITO

3.1. Representaciones equivalentes - Caracteres

Consideremos dos copias del espacio C", E y E’, y sea A una matriz regular
(de dimensién n X n) que represente una aplicacién con inversa entre esos espacios,
A E — E/. Dada una representacién matricial de un grupo G establecida sobre el
espacio E,

D:G— D(G)={D(g): E—E,VgeG} (3.1.1)
(donde D es un homomorfismo de G en un grupo de matrices de n x n, D(QG)), es

posible construir una representacién matricial de G sobre E’ de modo que
D'(G):={D'(9) = AD(g)A"' :E' - E' Vg€ G} . (3.1.2)
En efecto, V g1, g2 € G tenemos
D'(g1)D'(g2) = AD(g1) A" AD(g2) A" =
(3.1.3)
= AD(g1 - g2)A7 = D'(g1 - o).

Dos representaciones de la misma dimensién cuyas matrices se relacionan por

una transformacion de similitud,
D'(g) = AD(9)A™" Vg € G, con A fijo, (3.1.4)

se dicen equivalentes.
Esto constituye una relacion de equivalencia que permite agrupar las represen-
taciones matriciales de un grupo G en clases de representaciones equivalentes.
Se llama caracter del elemento g € G en la representacién D(G) a la traza de

la matriz que lo representa,

x(g) :=tr{D(g)}, con D(g) € D(G). (3.1.5)

Esta es una propiedad del elemento g € G en cada clase de representaciones equiva-
lentes. En efecto, los caracteres de un mismo elemento g € G en dos representaciones

equivalente coinciden,

X' (9) = tr{D'(9)} = tr{AD(9)A™'} = tr{D(9)} = x(9) , (3.1.6)
49
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dada la invarianza de la traza frente a permutaciones ciclicas de las matrices en su
argumento.

En particular, el caracter del neutro es la dimension de la representacion

x(e) =tr{D(e)} = tr{lgime} = dimE. (3.1.7)

Por otra parte, a elementos conjugados de G les corresponde el mismo cardcter en

cada clase de representaciones equivalentes de ese grupo. En efecto, si ¢ = a-g-a™*,

x(¢g) =tr{D(a-g-a ')} =tr{D(a)D(9)D(a™")} =
(3.1.8)

=tr{D(g)} = x(9) -

En consecuencia, el nimero de caracteres diferentes no puede superar al nimero de
clases de elementos conjugados en el grupo (que es finito si el grupo es de orden
finito).

Por lo tanto, cada clase de representaciones equivalentes de un grupo G esté ca-
racterizada por un conjunto de caracteres, uno por cada clase de elementos conju-

gados en G.

3.2. Representaciones irreducibles

Dada una representacién D(G) de un grupo G sobre un espacio E, un subespacio
F C E se dice invariante frente a la acciéon del grupo si, Vo € F, y Vg € G, es
D(g)x € F.

Toda representacién deja invariantes a los dos subespacios impropios, F = E

y F ={0}.

Una representacién D(G) se dice reducible si deja invariante a algin subes-

pacio propio de E. En caso contrario, D(G) se dice irreducible.

De esa definicién resulta que la representacién D(G) es reducible si es posible
elegir una base en el espacio de la representacion E de manera tal que las matrices

de la representacion presenten una estructura en bloques de la forma

()
Dlg) = ( D O(g) Di(f(’;) ) . Vged, (3.2.1)

donde (O es una matriz nula y) los conjuntos de matrices {D1?(g), Vg € G}

constituyen representaciones matriciales de G' de dimension menor que dim E. En
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efecto,

DienDlgs) = ( DM (g1)DW(g,) DM (g1)B(ga) + B(g1)D?(gn) )

O D® (gl)D(2) (92)
(3.2.2)

DW(gi-g2) Blgr-92)
=D(91-92) = ( o D@ (g, - g5) ) '

Una representacion reducible se dice completamente reducible si todo subes-
pacio invariante de D(G) tiene por complemento ortogonal en E a otro subespacio
invariante.

En este caso, las matrices de la representacién pueden ser llevadas a la forma

()
D(g) = < D O(g) D(g(g) ) . Vgedq. (3.2.3)

Mas generalmente, una representacién completamente reducible puede ser lleva-

da a la forma diagonal en bloques

D) O O O o
0] D®(g) O ... O 0]

g =| . T T T vgeq, @2y
o o o O DW(g)

donde los conjuntos de matrices {D®(g),g € G}, para o = 1,2,...,p, son repre-
sentaciones irreducibles de G.
En ese sentido, se puede decir que la representacion completamente reducible

D(G) es la suma directa de representaciones irreducibles

D(G) = é D(@). (3.2.5)

Si entre las representaciones irreducibles que aparecen en el miembro de la de-
recha de (3.2.5) las hay equivalentes entre si en nimero ay, as, . .., a,, entonces una
transformacion de similitud (un cambio apropiado de la base de E) hace que apa-
rezcan en el miembro de la derecha de (3.2.4) a,, bloques idénticos, con @ = 1,. .., 0.

En esas condiciones, podemos escribir
D(G) = P aa D(G), (3.2.6)
a=1

donde los a, son enteros positivos.
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Ejemplo 3.1. El grupo de rotaciones en el plano, SO(2) tiene la siguiente re-

presentacion fiel

cosp —singp 0
D(gp) = Singp coS ¢ 0 , P €E [0, 27T). (327)
0 0 1

Evidentemente, esa representacion es completamente reducible.
En un espacio complejo, resulta inmediato mostrar que todas esa matrices pueden

ser simultdneamente llevadas a la forma diagonal
D'(p) = AD(p) A" = diag (¢, e7%,1) (3.2.8)

mediante una matriz A que no depende de ¢. En consecuencia, D puede expresar-
se como suma directa de tres representaciones (irreducibles) unidimensionales no

equivalentes.

Lema 3.1. Sean D(G) y D'(G) dos representaciones irreducibles no equivalentes
del grupo G, definidas sobre los espacios de representacion E y E' respectivamente.

Entonces, un operador A : E' — E que satisface
D(g)A = AD'(g), Vge@, (3.2.9)

es necesariamente el operador nulo, A = O.

Primero senalemos que el rango de A, F = Rank(A) C E, es un subespacio
invariante frente a la accion de la representacién D(G). En efecto, Vo € F existe un

' € E' tal que x = Ax’, de modo que
D(g)x = D(g9)Ax" = AD'(g)2' e ¥, Vge@, (3.2.10)

dado que D'(g) 2’ € E'.

Y como, por hipétesis, D(G) es irreducible, F es un subespacio impropio de E.
En particular, si F = {0} = A = O.

Supongamos entonces que F = E, y llamemos F’ al nticleo de A, F' = Ker(A) C
E'.

Para todo vector 2’ € F' y Vg € GG tenemos

AD'(g9)2" = D(g)Az' =0 = D'(g)2" € ¥, (3.2.11)

lo que implica que F’ es un subespacio invariante frente a la accién de D'(G). Y
como, por hipétesis, D'(G) es irreducible, entonces F’ es un subespacio impropio de
E'. En particular, si F' = E' = A = 0.
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Supongamos entonces que F/ = {0’}. En esas condiciones, tenemos que Rank(A) =
E y Ker(A) = {0}, es decir, A es una aplicacién biunivoca que, en consecuencia,

tiene inversa. Pero en ese caso podemos escribir que
D(g) = AD'(g)A™, VYged, (3.2.12)

en contradiccién con la hipdtesis de que D(G) y D'(G) son representaciones no
equivalentes de G.

Por lo tanto, como A no puede ser invertible, debe ser A = O. |

Lema 3.2. Supongamos ahora que D(G) sea una representacion matricial irre-
ducible del grupo G, definida sobre el espacio de representacion E de dimension n,

y supongamos que el operador (matriz de n x n) A: E — E satisface
D(g)A=AD(g), Vgedq. (3.2.13)

En esas condiciones, si A # O, entonces A es un maltiplo de la matriz identidad,

A=)1,.

Sea F = Rank(A). De igual modo que en el Lema anterior, F es un subespacio
invariante frente a la accién de D(G). Como esa representacion es irreducible, F es
un subespacio impropio de E. En particular, si F = {0} = A = O.

Supongamos entonces que F = E, y sea F' = Ker(A). F/ es también un subes-
pacio invariante frente a D(G) y, por lo tanto, también impropio. En particular, si
FF=E=A=0.

Por lo tanto, A # O requiere que Rank(A) = E y Ker(A) = {0}, es decir, que
A sea invertible.

Ahora bien, consideremos el polinomio caracteristico de la matriz A, P(\) =

det(A — A\1,), polinomio de grado dimFE > 1. Sea Ay uno de sus ceros, y definamos

una nueva matriz A’ = A — )y 1,,. Resulta inmediato mostrar que
D(g)A'=A'D(g), Vge@, (3.2.14)

lo que implica que, o bien A’ es invertible, o A’ = O.
Pero como, por construccion, A’ no es una matriz regular, entonces necesaria-
mente A’ =0 = A=\ 1,,. O

Los resultados establecidos en los Lemas 3.1 y 3.2 constituyen lo que se conoce

como Lema de Schur (1905). Una consecuencia inmediata es el siguiente corolario.

Corolario 3.0.1. Las representaciones irreducibles de un grupo Abeliano son

todas unidimensionales.
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En efecto, si G es Abeliano tenemos que
D(g)D(g") = D(¢g')D(g), Vg.9' €G. (3.2.15)

Entonces, D(g) = A(g9) laimg, V¢ € G. Y si la representacion es irreducible, dim E =
1. [

3.3. Representaciones unitarias

Una representacion lineal D(G) se dice unitaria si las matrices de la represen-

tacion son unitarias,

D(g)'=D(9)' =D(g"), Vged. (3.3.1)

Teorema 3.1. Toda representacion matricial de un grupo de orden finito es

equivalente a una representacion unitaria.

Sea GG un grupo de orden finito, #G = n, y sea D(G) una representaciéon matricial
de G de dimension r. Las matrices de la representacién son operadores que actian
sobre elementos del espacio E = C", que es un espacio euclideo respecto del producto

escalar usual de r-uplas complejas,

n
(z,y) =aly = ( R ) : , xz,yeC. (3.3.2)
Yr
Los vectores
0 0
0 :
ee=1| _ |,ee=1| |,..., €= , (3.3.3)
: : 0
0 0

forman una base ortonormal del espacio E ((ek, e) = 5kl), de modo que todo vector
x € C” puede escribirse como © = xy, e, con xp = (e, ).
Con esos mismos elementos podemos construir un segundo espacio euclideo, E/,

introduciendo como producto escalar la forma hermitica

{z,y} = % > (D(g)z,D(9)y) .- (3.3.4)

geG
En efecto, resulta inmediato mostrar que con esa definicion se satisfacen todos los
axiomas del producto escalar (hacerlo como ejercicio!).
El espacio E' puede ser generado por r vectores, €/, ...,e. € C", ortonormales

en el sentido de que satisfacen {e}, ej} = dp.
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Sea A la matriz regular que tiene por columnas a las r-tiplas (linealmente inde-

pendientes) e},

A= (e}, ey, ...,€e) . (3.3.5)

» T

_ _ _ /
Entonces Aej = €}, de manera que Ax =z, Aep = x4 €.

En esas condiciones,
{Az, Ay} =i {Aex, Ae}yy = 2} oy = (2,y) ,Va,y € C". (3.3.6)

Definamos ahora una representacién equivalente D'(G) cuyas matrices se obten-

gan de las de D(g) por la transformacién de similitud
D'(g):=A'D(g)A, VYge@. (3.3.7)
Estas matrices son unitarias. En efecto, Vx,y € C" tenemos

= D'(g)'D'(g9)y = (D'(9) =, D'(g) y) =

= (A"'D(g)Az, A"'D(g)Ay) =
= {D(9)Az,D(9)Ay} =
=13 (D(h)D(g)Ax, D(h)D(g)Ay> = (3.3.8)
=1 Yo (D(h-9) Az, D(h- ) Ay) =
=1 % eq (D(9) A=, D(g)Ay) = {Az, Ay} =

= (z,y) =2"1,y,

donde hemos usado que la multiplicacién a derecha por ¢ (fijo) es una aplicacién
biunivoca de G en G.

Por lo tanto
D'(9)'D'(g) =1, = D'(g)' =D'(9)' =D'(g7"), Y9 €G, (3.3.9)
y la representacion D'(G) es unitaria. O

Podremos generalizar este resultado al caso de grupos de orden infinito en la
medida en que sea posible definir sobre ellos un promedio similar al de la ec. (3.3.4).
Mas adelante veremos que eso es posible en el caso de los grupos de Lie compactos

(ver Seccién 4.2)
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Teorema 3.2. Toda representacion unitaria reducible de un grupo G es comple-

tamente reducible.

Sea D(G) una representacion unitaria del grupo G, definida sobre el espacio de
representaciéon E. Sea F' C E un subespacio invariante frente a la accién del grupo,
y llamemos F” a su complemento ortogonal en E.

Entonces, V2" € F' y Vo' € F'| y dado que D(g) 2’ € F',V g € G, tenemos que

0= (2",D(9)2') = (D(g9)'2",2") = (D(¢7")a",2'), Vg ' €G. (3.3.10)

Por lo tanto,
D(g)z" LF , Va" eF' yVgeq, (3.3.11)
de modo que el subespacio F” también es invariante frente a la accién de G. [

Corolario 3.2.1. Toda representacion unitaria reducible de un grupo G puede

expresarse como suma directa de representaciones unitarias irreducibles.

Esto simplifica el problema de hallar las representaciones més generales de un
grupo de orden finito (y también, como veremos, de los grupos de Lie compactos,
que son de orden infinito), pues basta con identificar sus representaciones unitarias
irreducibles y tomar sumas directas de éstas para construir un representante de cada

clase de representaciones equivalentes del grupo.

3.4. Relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito

Consideremos primero dos representaciones matriciales irreducibles no equiva-
lentes de un grupo G de orden finito n, que llamaremos D (G) y DP(G), de
dimensién r, y 73 respectivamente.

Sea A la matriz de dimensién 7, x r3 definida por

A:=> "D (g)BD (g7, (3.4.1)
9eG
donde B es cierta matriz de r, X rg que especificaremos més tarde.
La matriz A satisface la relacion
D (A =3 D (h)D'(9)BDW (g7) =
(3.4.2)
= deG D(a)(h . g)BD(ﬁ)((h . g)_l)D(B)(h) — AD(B)(h),
Vh € G. Entonces, por el Lema de Schur (ver Lema 3.1), resulta que A = O,
cualquiera que sea la matriz B.
La matriz B es un elemento de un espacio lineal de dimension r, x 75, que puede

ser generado por la base de matrices By, cuyos elementos de matriz estan dados por

(Bkl)ijzéik(sjl’ 1<ik<ry, 1<j1l<rs. (3.4.3)
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En esas condiciones, vemos que las matrices de las representaciones consideradas
satisfacen las relaciones (independientes)
B _
> D@D (g™ =0. (3.4.4)
geG
para todo ¢,k =1,...,7, y para todo j,l =1,...,rs.
Consideremos ahora el caso en que D¥(G) = D®)(G). Por el Teorema de Schur
(ver Lema 3.2), A debe ser proporcional a la matriz identidad, A ~ 1, , cualquiera

que sea B.

Entonces, si para B = By es A = A} lTa, con 1 <k, I <r,, tenemos que

Z Dzk zj 97) = A b - (3.4.5)

geG

Para determinar los valores de las constantes \j, podemos tomar j = 7 en la

anterior igualdad, y sumar sobre ¢ = 1,...,r,, para obtener
— (0% (0% (0% n
> (D)D) = Y= =i == . (346)
geG geG «

Por lo tanto,

n
Z Dzk lj )= . Ok Oij - (3.4.7)

geG
Podemos escribir de manera condensada las ecuaciones (3.4.4) y (3.4.7) como
S DD (g = - 6 667 (3.4.8)
geG T

Si las representaciones consideradas son unitarias tenemos que

*

D (g™ = D (9) (3.4.9)

jl
de manera que (3.4.8) se reduce a las relaciones de ortogonalidad
S DS (9D (g) = Tﬁ 5ij G, 0°F (3.4.10)
geG o
Estas relaciones tienen la siguiente interpretacion: si definimos vectores de n
componentes identificadas por los elementos del grupo, a razén de un vector por
cada elemento de matriz de cada representaciéon de un conjunto de representaciones

unitarias irreducibles no equivalentes,

ik = eC", (3.4.11)
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entonces esos vectores son no nulos y ortogonales entre si (en el sentido del producto

escalar usual en el espacio euclideo de las n-tiplas complejas),

dEZ‘)TdE’lB) = rﬁ 815 O 07 (3.4.12)

Como esos vectores son linealmente independientes, su nimero, ¢, no supera la
dimensién de ese espacio. En consecuencia, solo es posible seleccionar un niimero
finito de representaciones unitarias irreducibles no equivalentes entre si y sus dimen-
siones deben satisfacer que

ag
d 1’ <n=#G. (3.4.13)

a=1

Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3. El numero de clases de equivalencia de representaciones irre-
ducibles de un grupo de orden finito es finito, y la suma de los cuadrados de sus

dimensiones no supera al orden del grupo’.

También podemos obtener un conjunto de condiciones sobre los caracteres en las
distintas clases de equivalencia de representaciones irreducibles tomando las trazas
de las matrices en la ec. (3.4.10),

> D@D (9) = DX @XM 9) = a5 (3.4.14)
geG geG a

Teniendo en cuenta que los elementos de GG pueden ser organizados en clases de
elementos conjugados, K; C G, con i = 1,2,...,s, de modo que G = U;_, K; con
K;NK; = 0 parai # j, y que los caracteres en una representaciéon son una propiedad

de cada clase, podemos escribir (3.4.14) como

ES:ZX(Q)@) Py mez X =nges, (3.4.15)

i=1 gekK;

donde n; es el orden de la i-ésima clase, n; = #K;, y X(a)

; es el caracter comun a

todos los elementos de la clase K; en la representacion D@ (G), Xga) =X (g) =
tr{D(g)} con g € K;.

En consecuencia, podemos definir los vectores de caracteres de cada clase de
representaciones irreducibles,

()
@xéa)
) = " eC’, a=1,...,0, (3.4.16)

xéa)

IM4s adelante mostraremos que estos dos nimeros son iguales.
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los que, de acuerdo con (3.4.15), son ortonormales?,
@18 — gab (3.4.17)

Como esos vectores son linealmente independientes, este resultado prueba el si-

guiente teorema.

Teorema 3.4. El numero de clases de equivalencia de representaciones irredu-
cibles de un grupo de orden finito G no supera al numero de clases de elementos

conjugados en en el grupo’.

3.5. Caracteres simples - Teorema de Burnside

Los vectores de caracteres de las clases de representaciones irreducibles se di-
cen simples. Los vectores de caracteres de representaciones reducibles, llamados
caracteres compuestos, pueden expresarse en términos de los caracteres simples.

En efecto, si
D(G) =P aa D(G), an €T, (3.5.1)
a=1

donde o es el numero de clases de equivalencia de representaciones irreducibles del

grupo G y los coeficientes a, son enteros no negativos, entonces

X(9) = tr{D(9)} =Y aax*(g), Vg €G. (3.5.2)
a=1
En consecuencia,
Xi=3 aax\, i=1,...,s, cona, €Z*, (3.5.3)
a=1

de modo que los caracteres compuestos pueden expresarse como combinaciones li-

neales de los caracteres simples con coeficientes enteros no negativos.

Dado un vector de caracteres compuesto Y;, es posible determinar los coeficientes
a, de la combinacién lineal en (3.5.3) empleando las relaciones de ortogonalidad de
la ecs. (3.4.15). En efecto,

S e

3 %Xi =3 s i %XEB) Y iaﬁ 590 — q (3.5.4)
s=1

i=1 B=1 =1

2En los grupos de Lie compactos (grupos continuos de orden infinito) es posible establecer
condiciones de ortogonalidad para los caracteres similares a (3.4.15) a partir de la introduccién de
cierta medida de integracion sobre el grupo.

3M4s adelante mostraremos que estos dos niimeros son iguales.
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El cuadrado de la norma de un vector de caracteres compuesto como en (3.5.3)

resulta ser la suma de los cuadrados de los coeficientes a,,:

S

Z_Xz X' Zaa Z—xz =Y ank (3.5.5)

=1 a=1

Esto permite establecer un criterio de reducibilidad de representaciones basado
en sus caracteres.
En efecto, si la representacion es irreducible, entonces la suma en el miembro de

la derecha de (3.5.3) tiene un tnico término con coeficiente a, = 1, de modo que

S

Z Byt =1. (3.5.6)

i=1

En general,

S
n’b

Z —xiXi =p€N. (3.5.7)
i=1
Si p =2 (6 3), entonces la representacién considerada es suma directa de dos
(resp. tres) representaciones irreducibles no equivalentes entre si.
Si p = 4 existen dos posibilidades: la representacion es suma directa de cuatro
representaciones irreducibles no equivalentes entre si, p =1+ 1+ 1+ 1, o bien es

suma directa de dos representaciones irreducibles equivalentes, p = 22,

Mostraremos en lo que sigue que el nimero de clases de representaciones irredu-
cibles de un grupo G de orden n es igual al niimero de clases de elementos conjugados

en G, 0 = s,y que la suma de los cuadrados de sus dimensiones es igual al orden
del grupo, >0 _ r,? =n.

Para ello recurriremos al Teorema de Cayley, que establece que todo grupo de
orden n es isomorfo a un subgrupo regular del grupo de permutaciones S,. En
particular, las matrices correspondientes a ese subgrupo en la representacion de
definicion de S,, (que es fiel - ver Seccién 1.2) ofrece una representacién matricial
fiel de dimensién n para G, D"8((G), que llamaremos representaciéon regular de
G.

Por tratarse de permutaciones regulares (que, salvo la identidad, no dejan ele-
mentos invariantes), estas matrices tienen ceros en la diagonal principal, con la sola
excepcion de la matriz identidad. Por lo tanto, los caracteres en la representacion

regular de G' son

X)) =n, X*(g)=0,Vg#e. (3.5.8)
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La representacién regular de G es reducible (si el grupo es no trivial), dado que

la norma de su vector de caracteres es

S ; . 1
3L = = > 1. (3.5.9)
n n

% )
i=1

En consecuencia, ella podra descomponerse como una suma directa de representa-

ciones irreducibles,

D™8(@) = é ao D'Y(G). (3.5.10)

Aplicado la ec. (3.5.4) obtenemos los coeficientes de esa desarrollo,

- i r a)* 1 r a * 1
Ay = ngieg Xz( - X 2(e) XV (e)” = — Mo = Ta (3.5.11)
i=1

donde r,, es la dimension de las representaciones en la a-ésima clase de representa-
ciones irreducibles.

De ese modo, la representacién regular de G contiene (en su descomposicién como
suma directa) un numero de representantes de la a-ésima clase de equivalencia de
representaciones irreducibles igual a la dimensién de sus espacios de representacion,

Ta-

Finalmente, teniendo en cuenta que

n=x"%e) = iaa X(O‘)(e) = ZU: Qo To = i:rof, (3.5.12)
a=1 a=1 a=1

probamos el siguiente teorema:

Teorema 3.5. (de Burnside)* La suma de los cuadrados de las dimensiones
(del espacio de representacion de un elemento) de cada clase de equivalencia de

representaciones irreducibles es igual al orden del grupo,

Zr(f =n=#G. (3.5.13)
a=1

En efecto, la cota establecida en la ec. (3.4.13) implica que no existen otras re-

presentaciones irreducibles que las contenidas en la representacion regular del grupo.

4William Burnside (1852 - 1927).
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Esto implica, en particular, que los vectores dz(.,?) definidos en la ec. (3.4.11)

forman una base ortogonal de C". Entonces, cualquier funciéon definida sobre G,

f(gl)

f(.g2) eCn (3.5.14)

f(gn)

puede ser desarrollada en esa base, de modo que

fo) =33 capg), Veea, (3.5.15)

a=1 i,k=1

para clertas constantes C7, .

Consideremos ahora una funcién de clase, es decir, una funcién definida so-
bre G que toma el mismo valor sobre todos los elementos de una misma clase de

elementos conjugados,
flg)=1fi, Vge K;, coni=1,2,... 5. (3.5.16)

Por similitud con la definicién de los vectores de caracteres (ver ec. (3.4.16)), esta

funcion define un vector de C?,

Vi h
‘/%ﬁ eCe. (3.5.17)

VE

Una funcién con esas propiedades satisface

Flg)=Flhog by = S fhg-n ), (3.5.18)

heG
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y como f(g) también puede ser desarrollada como en (3.5.15) podemos escribir

DI WL WRE

heG a=1 i,k=1

=33 3 DS (DY () DY (b =

heG a=1 ik,j,l=1

=> 4D (9) > DS (D (h) = (3.5.19)
a=1 ik,jl=1 heG
= Z Z 5 D57 (9) = b 80 =
a=1 ik,jl=1 Ta

:ni{ Z%} @(g), Vge @,
a=1 Ta

donde hemos usado las relaciones de ortogonalidad de la ec. (3.4.8).

Por lo tanto, toda funcién de clase (en la forma dada en (3.5.17)) puede ser
desarrollada como una combinacion lineal de los o vectores de caracteres simples
@ (dados en la ec. (3.4.16)), que son ortonormales (ver ec. (3.4.17)).

Pero esto requiere que los caracteres simples generen todo el espacio C?, lo que
implica que su numero (uno por cada clase de equivalencia de representaciones
irreducibles) debe coincidir con el nimero de clases de elementos conjugados en G.
Es decir, 0 = s.

Esto prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.6. El numero de clases de equivalencia de representaciones irredu-
cibles de un grupo de orden finito G coincide con el niumero de clases de elementos

conjugados en G.

Como consecuencia de los Teoremas 3.5 y 3.6, podemos construir una tabla de

caracteres para un grupo GG de orden n con s clases de elementos conjugados,

G| K K .. K,
DO I ) X
DP |y X K (3.5.20)
DO | X K
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donde las entradas de la tabla son las (clases de equivalencia de) representaciones
irreducibles no equivalentes entre si, y las clases de elementos conjugados respecti-

vamente. Ademads, las dimensiones de las representaciones irreducibles satisfacen

53r3:=§i<x$§2:rL (3.5.21)
a=1

a=1
La a-esima fila de la tabla corresponde al vector de caracteres ¢(® definido en
(3.4.16), a menos de un factor , />t en la i-esima componente, para i = 1,...,s.

Como los vectores ¢! son ortonormales, con ellos puede construirse una matriz

unitaria,
u:<&>w.”c®>mmwuzh (3.5.22)
Pero entonces también es U U = 1;, lo que implica que los vectores
1
X,
ol BN
by =4/ — ' , 1=1,...,s, (3.5.23)
n :
X

también son ortonormales.
Esto significa que las columnas de la tabla de caracteres son ortogonales entre

si y de norma -,
n;

2 a)*  («a n .
ng)xé):—éik, 1<ik<s. (3.5.24)
1
a=1
Estas igualdades constituyen un conjunto de @ condiciones sobre los caracteres,

equivalentes a las condiciones de ortogonalidad de la ec. (3.4.15).

Ejemplo 3.2. En un grupo abeliano G' de orden n, cada elemento forma una

clase por si mismo. Entonces, s = n, y tenemos que

n

Zrcf =n, (3.5.25)

a=1
donde r, > 1. Por lo tanto, r, = 1, para todo o = 1,...,n, y el grupo tiene n
representaciones irreducibles no equivalentes unidimensionales.

Por otra parte, como n < 0o, todo elemento a € GG es de orden finito, es decir,
a¥ = e, para algin k € N. Entonces, la matriz correspondiente en la a-ésima
representacién irreducible, D (a) = x(®(a), es tal que y(® (a)]€ = 1= DW(a) =
x®(a) = /1, y los caracteres son todos raices de la unidad.

Para el grupo ciclico de orden n generado por a, isomorfo a Z,, las representa-

ciones irreducibles no equivalentes estan caracterizadas por

27

X9a)=DY(a) =", a=1,...,n. (3.5.26)
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En particular, &« = n corresponde a la representacion trivial.

Ejemplo 3.3. Ya hemos visto que el grupo S3 (de orden #S3 = 3! = 6) contiene

tres clases de elementos conjugados,
Klzﬁ, K= 00, K= H, (3.5.27)

con #K, =1,#K, =2,#K3 = 3. Entonces, S3 tiene tres representaciones irredu-

cibles no equivalentes, cuyas dimensiones satisfacen
7“12 + 7’22 + 7‘32 =6 s (3528)

ecuacién que tiene por unica solucién (con 1 < ry < ry < r3) ar =r = 1,
r3 = 2. Es decir, este grupo tiene dos representaciones unidimensionales (la trivial
y la alternada) y una representacién bidimensional irreducibles y no equivalentes
entre si.

Esa informacion es suficiente para conocer los elementos de la tabla de caracteres
correspondientes a las dos primeras filas y a la primera columna. Los dos elementos
restantes pueden ser calculados facilmente haciendo uso de la ortogonalidad de las

columnas, para obtener finalmente®

SB Kl KZ K3
DL 1 1 1
D@ 1 1 -1
DG 2 -1 0

(3.5.31)

Ejemplo 3.4. Consideremos la representacion de definicion del grupo de per-

mutaciones Ss:

0
1], M) = . (3.5.32)
0

o O =
_ o O
o = O

"Dado que las representaciones irreducibles de un grupo de orden finito estdn contenidas en
su representacion regular un nimero de veces igual a su dimension, estudiando los subespacios
invariantes de esta representaciéon puede determinarse un conjunto representativo de esas clases de
equivalencia.

Por esa via se encuentra, por ejemplo, que

D®)(e) = ( (1) (1) ) , D®(a) = < _01 _11 ) , D®(a)= ( _11 _01 ) : (3.5.29)

cuyas trazas son
=2, P =1, P=o0, (3.5.30)

en coincidencia con la tabla en (3.5.31).
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etc. Los correspondientes caracteres son

xte)=x1=3, x(a@)=x2=0, x(a)=x3=1. (3.5.33)

En consecuencia, teniendo en cuenta que la y-ésima representacion irreducible de S3

esta contenida en esta representacién un numero de veces a-, dado por

6a,=1x XY) +2x9 ng) +3x3 X?) , (3.5.34)

de la tabla (3.5.31) obtenemos de inmediato que
a); = ]_, a9 = 07 as = 1. (3535)
Por ejemplo, podemos diagonalizar la matriz M(a) segin A~'M(a)A, donde A
es la matriz formada por los autovectores de la primera,
_1-iv3 V3
2 2
A=| -3 _1oiVs | (3.5.36)

2
1 1 1

Esa transformacion de similitud pone en evidencia ambos subespacios invariantes,
identificindose facilmente la representacion trivial y la representacion bidimensional

D®) cuyas matrices resultan

10 —L=s
D®)(e) = < 01 ) , D®(a) = ( 02 1+iV/3 ) )

El caso del grupo Sj3 es particularmente simple, porque las condiciones que hemos
deducido, junto con alguna informacion adicional que tenemos acerca del grupo, nos
permite determinar completamente su tabla de caracteres.

Pero en el caso de grupos de mayor orden eso no sera posible en general, porque
mientras que el ntimero de los elementos de la tabla de caracteres crece como s2, el
nimero de condiciones de ortogonalidad crece s6lo como %

No obstante, en la préxima seccién veremos que existen condiciones adicionales
sobre los caracteres simples que son suficientes para determinar completamente su

tabla de caracteres.
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3.6. Algebra asociada a un grupo de orden finito

El algebra asociada a un grupo G de orden finito n es un espacio vectorial com-
plejo de dimensién n, cuyos vectores pueden ser representados como sumas formales
Zagg, con a, € C, (3.6.1)
geG
que estd estructurado con las operaciones de suma
Zagg—i-Zbgg = Z(ag+bg)g (3.6.2)
9€G geG geq

y producto (bilineal, asociativo y, en general, no conmutativo®)

Zagg-thh = Z Zag/ bn (g - h) = Z {Zag;ﬂ bh}g. (3.6.4)

geG heG 9'€G heG geG \he@G

Consideremos en el algebra de G los elementos de la forma
Kit= Y g, i=12..s. (3.6.5)
geK;
Esto es, los vectores con componentes a, = 1 para g € K; y a; = 0 en todo otro
caso. En particular, k; = e.
Estos vectores son tnvariantes por conjugacion,
h-/@i-h’1:Zh-g-h’1:Zg’:m-, (3.6.6)
geK; g eK;
dado que la conjugacién por un elemento fijo h € GG es un aplicacion biunivoca de K;
en esa misma clase. Esta propiedad hace que dichos elementos del algebra conmuten
entre si,
Ki*Kj = Z/ﬁi-g: Zg-g’l-m-g:/@j-m, Vi,j=1,...,s. (3.6.7)
geK; geK;
Por su parte, el producto de dos de tales elementos,
KiKj = Z Z g-h, (3.6.8)
geK; hEKJ’

es también invariante por conjugacion,
h'/ﬁ]i'/ij'h_l:h'/ii'h_l'h'lﬁj'h_l:I{i'lﬁj. (369)

OEn efecto, llamando f = g-h~!, el coeficiente en la suma del miembro de la derecha de (3.6.4)

Zag_hq bh = Zaf bf—l,g 7& Zbg'Jul ayf (363)

heG fea fea

se escribe como

si el grupo es no Abeliano.
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En consecuencia, los elementos de G en el producto k; - k; deben aparecer sumados
sobre clases conjugadas completas, todos ellos en una dada clase asociados a un

mismo coeficiente:
S
Ri*Rj = E Cijk Rk , (3610)
k=1

donde los coeficientes ¢;;;, estan determinados por la ley de composicién en G, son
simétricos en el primer par de indices, cj; = ik, y toman valores enteros no nega-

tivos.

Consideremos ahora una representacién irreducible del grupo G, D(G). Ella nos

provee de una representacion matricial para el algebra de G,
Z agg — Z ag D(g), (3.6.11)
geG geG

donde la suma y el producto por niimeros son las operaciones usuales sobre matrices.

En efecto, para el producto de dos vectores tenemos

deG ag D(9) X opeq bn D(h) = dec > oheg gbn D(g - h) =

(3.6.12)
=D gec {Xhec agn—1bu} D(g),
en coincidencia con (3.6.4).
En particular, si
ki — Dj= Y Dl(g), (3.6.13)
geEK;
entonces de (3.6.10) obtenemos
DiD; = ciju Dy, (3.6.14)
k=1
donde los coeficientes ¢;;; no dependen de la representacion.
Por otra parte,
D(g9)D:D(g™") = Y D(g)D(W)D(g™") = > D(h') = D;, (3.6.15)
heK; h'eK;
de modo que
D(g)D; = D;D(g), VYgeG. (3.6.16)

Por lo tanto, por el Lema de Schur, debe ser D; = \; 1,, si  es la dimensién de la
representacion considerada.
Para determinar la constante de proporcionalidad tomamos la traza

n;
D} =Y xlg)=nixi=r\ = X (3.6.17)

geK;
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Entonces, de (3.6.14) obtenemos

S S

n;n; n
>\i)\j 17~ = Z Cijk )\k 17« = WJ XiXj; = Z Cijk 7k Xk 5 (3618)
k=1 k=1

donde r = x; es la dimensién de la representacion.

Por lo tanto, los caracteres simples de un grupo de orden finito GG con s clases

de elementos conjugados satisfacen las relaciones

nin; ;" )X§ = X Z cizmrxy , paral <i<j<s, (3.6.19)
k=1

y para todas las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de G, o =
1...,s.

Estas igualdades imponen 256+

2
obstante, ellas no son incompatibles, sino que son en gran medida redundantes (y,

condiciones sobre los s? caracteres simples. No

a su vez, compatibles con las condiciones de ortogonalidad”), resultando suficientes

para determinar completamente la tabla de caracteres del grupo.

Ejemplo 3.5. Para el grupo S3 tenemos
ki=e, Ke=a+b, ky=a+L+7. (3.6.22)

"Para ver que esto es asi consideremos representaciones unitarias irreducibles, para las cuales
Y@ (g) = x®(g~1)", y llamemos K la clase que contiene a las inversas de los elementos g € K.
Nétese que #K; = nj =n; = #K;.

En esas condiciones, la ec. (3.6.19) se escribe como
T My XE * (a) Z Cijk Nk Xk Xia) . (3620)

Entonces, intercambiando j <+ j’, sumando sobre las clases de representaciones irreducibles y

empleando las relaciones de ortogonalidad en su forma (3.5.24) obtenemos

) () _ 05 _
ning Y5 X =n;nj - 0ij = nn; b =

= Yhy cirnn ey X XA = Ty ik £ j1 = ncij (3.6.21)

= Cijr1 = Ny 5@' .

Por otra parte, sabemos que el coeficiente ¢;;:1 es no nulo sélo si en la clase K, aparecen los

elementos inversos de los que pertenecen a K; (es decir, si 5/ = ¢/ = j = i) y, en ese caso,

¢iji1 = Ny, en coincidencia con (3.6.21).
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Tomando productos entre los vectores del algebra de la forma x;,2 = 1,..., s, obte-

nemos los coeficientes c¢;j;. Por ejemplo,

kl=(a+b)-(a+b)=a’*+a-b+b-a+b®=
=b+e+e+a=2Kk+ ks,

Ry ks =(a+b)  (a+ [ +7)=2Kr3 = K3 Ka,

k32 = (a+ B+ 7)? = 3k + 3ka, etc.
Resulta en definitiva

cun=1, cp=1, cp3=1,
Coo1 =2, Copp =1, co3=0,
Co31 = 0, Co32 — 0, C933 — 2, (3623)
c321 =0, 320 =0, ¢33 =2,

C331 =3, €332 =3, c333 =0,

siendo nulos el resto de los coeficientes.
Conocidos estos coeficientes, a partir de (3.6.19) puede plantearse un conjunto
de ecuaciones independientes que sean suficientes para determinar completamente

la tabla de caracteres simples (3.5.31) (hacerlo como ejercicio!).

3.7. Producto directo de representaciones

Dada una representaciéon matricial D(G) de un grupo G, puede construirse una
nueva representaciéon tomando las complejas conjugadas de las matrices de D(G)®.

En efecto,

D(g1)" D(g2)" = {D(g1) D(92)}" = D(g1- 92)", V91,92 € G . (3.7.1)
Esta es la representaciéon conjugada, que puede o no ser equivalente a D(G).

Otra forma de generar nuevas representaciones de un grupo a partir de algu-
nas conocidas consiste en tomar el producto directo de éstas, procedimiento que

describimos a continuacion.

Sean E(® y E® los espacios de dos representaciones de un grupo G, D®(G) y
DW(@G), de dimensioén r, = r y 5 = r’ respectivamente.
Supongamos que los espacios de representacién E(® y E(®) estén generados por

los conjuntos completos {ey,...,e.} vy {e],...,e.} respectivamente, de modo que

8También se obtiene una representacién tomando las traspuestas de las inversas de las matrices,

D(g~Y)".
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los vectores en esos espacios tienen desarrollos de la forma
r=xi¢, B y=y, ¢ € EW (3.7.2)

con z;,y; € C.

Referidos a esas bases, los operadores de las representaciones actiian segin
D)= (D@ w)ex. DP(9)y= (D) (@m)ek.  (373)

El espacio producto directo o producto tensorial, E(® @ E® es un espacio
lineal de dimensién r x 1’ generado por una base que denotaremos por {e; ® e, 1<
i <r,1 <j <7} Un vector arbitrario de ese espacio tiene un desarrollo de la

forma z = z;;e; ® €, de modo que sus componentes forman una matriz de r x r’.

Dados dos vectores como en (3.7.2), su producto tensorial es el vector z = z®y =
T;Yj € X 6;- S E(a) & E(’B)

La representacién producto directo, (D@ ® D®)(@), es una representacion
matricial del grupo G cuyo espacio de representacién es E @ E®) sobre el que

actia segun
(D(a) ® D(ﬁ))(g) z = { [(D(a) ® D(ﬁ)) (9>]ij . zkl} e; ® e; , (3.7.4)
donde

=D (9) DY (9). (3.7.5)

gl

[(D(O‘) ® D(ﬁ)) (g)}

ij,kl

Efectivamente, se trata de un homomorfismo, porque para el producto de dos

operadores cualesquiera tenemos

[(D(a) ® D(ﬁ))(gl)(p(a) ® D(ﬂ))(QQH

ikl

= [(D(a) ® D('B))(gl)} [(D(O‘) ® D(B))<92)}uv,kl =

17, UV
= D (91) D) (91) Dy (92) D37 (92) = (3.7.6)
- Dz(/(:)(gl * g2) D§f)(91 )
= [(D @ DW)(g; - Qz)Lj,kl , Vi, kL Vg9 €G.

El producto directo de representaciones unitarias es también una representacion

unitaria. En efecto, sean D™ (G) y D¥)(G) dos representaciones unitarias de G.
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Entonces

*

[(D® @ DP)(g)],,,." = D (9) DI(g)
(3.7.7)
=D (g D (g™) = [(DW @ D) (g™M)], ., -

Lema 3.3. Los caracteres de la representacion producto directo D®P)(Q) =
(D@ @ D)) (G) estdn dados por el producto de los caracteres de D'™)(G) y DP)(G).

En efecto,

X (g) = tr { (D@ © DP) (g)} = [(D@ & DD)(g)]

= D{M(9) DI (9) = ¥ (g) X (g) -

i (3.7.8)

OJ

En general, la representacion D@ (@) no serd irreducible. Conocidos los ca-
racteres simples, podremos identificar las representaciones irreducibles contenidas en
DB (@) empleando las condiciones de ortogonalidad para vectores de caracteres.

Para ello aplicamos la relaciéon deducida en (3.5.4),

S

n; @ * 5 M o *
ay =) XN =3 N (3.7.9)

- - n
=1 =1

lo que nos permitira determinar la descomposicién de Clebsh - Gordan®’
De*(G) = a, DY(G), (3.7.10)
y=1

que expresa el producto directo como suma directa de representaciones irreducibles.
Evidentemente, las dimensiones de las representaciones en (3.7.10) deben satis-

facer la relacion
S

Tagg = Talp = Z Qry Ty (3711)

=1
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9Alfred Clebsch (1833 - 1872). Paul Gordan (1837 - 1912).
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Capitulo 4

GRUPOS CONTINUOS

4.1. Grupos continuos

Consideremos el grupo O(3), cuyos elementos son las matrices reales ortogonales
de 3 x 3,

Rii Riz Ri
R — R21 R22 R23 5 Rl] 6 R (411)
R31 R32 R33

Cada matriz R € O(3) corresponde un punto en R? que yace sobre una hipersu-

perficie determinada por las seis ecuaciones algebraicas
R'R = 13 = R R, = 5kla k<l, (412)

lo que deja sélo tres pardametros reales independientes. Esa hipersuperficie suave, de
dimension 3, es llamada variedad del grupo O(3). Este es un ejemplo particular de
grupo continuo.

En general, un grupo continuo de n pardmetros (reales) tiene sus elementos
identificados de manera biunivoca con los puntos de una variedad n-dimensional,
inmersa en R™ (com m > n) y determinada por un conjunto de m — n ecuaciones
algebraicas.

Una forma de describir una hipersuperficie de ese tipo consiste en establecer
sistemas de coordenadas locales, que pongan en correspondencia uno a uno los
puntos de la variedad contenidos en una regién abierta de R™ con los puntos de una
region abierta de R™.

En general no sera posible establecer un tnico sistema global de coordenadas,
sino que sera necesario cubrir la variedad con un conjunto de abiertos, cada uno
con su sistema local de coordenadas, los que deberan ser compatibilizados dando
la relacién entre unas y otras coordenadas en la region de superposicion de dos
abiertos. Estos conjuntos de abiertos y las relaciones entre sus coordenadas describen

las propiedades globales o topologia de la variedad.

Ejemplo 4.1. la esfera S? C R3, determinada por la ecuacién a2 + 3% + 2% = 1,
es una variedad bidimensional que puede ser cubierta con dos abiertos, entornos del
polo norte y del polo sur respectivamente, en los que se puede establecer sistemas

75
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locales de coordenadas mediante la proyeccion estereografica. Los puntos de la esfera
contenidos en una banda alrededor del ecuador tendran asignadas coordenadas en
uno y otro sistema, pudiéndose escribir a unas como funciones diferenciables de las

otras.

Ejemplo 4.2. En ciertos casos es posible establecer un unico sistema de coor-
denadas si a él se agrega cierta informacion sobre la topologia de la variedad. Por
ejemplo, los puntos sobre una circunferencia S' pueden ser puestos en correspon-
dencia biunivoca con los del segmento [0, 27| siempre que ademds se identifiquen sus

extremos, 27 = 0.

En general, una variedad diferenciable n-dimensional M podra ser cubierta
por un conjunto de abiertos U,, entornos de ciertos puntos p € M, tales que
M = Up U,. En cada abierto tendremos un sistema local de coordenadas, es decir,
una aplicacién ¢, : U, — R" que establece una correspondencia biunivoca entre
los puntos de la variedad en ese entorno y los de una regién abierta de R" (por lo
que M resulta localmente euclidea). Ademas, si U, N U, # (), las coordenadas x
asignadas por ¢, a un punto genérico de esa interseccion serdn funciones continuas

y diferenciables de las coordenadas y que le asigna la aplicacién ¢, a ese mismo
punto, x = (qﬁp o ¢q_1) (y).

Un grupo continuo de dimension n es un conjunto cuyos elementos estan en co-
rrespondencia biunivoca con los puntos de una variedad diferenciable n-dimensional,
y que ademas se estructura como un grupo respecto de cierta ley de composicion
asociativa, con neutro e inverso. Ambas estructuras estan relacionadas por el hecho
de que la composicion de elementos del grupo (descrita en términos de sistemas
locales de coordenadas establecidos en ciertos entornos de cada elemento) es una

aplicacion continua sobre la variedad.

Sean a,b,c--- € (G, elementos de un grupo continuo. Supongamos que, respecto
de ciertos sistemas locales de coordenadas, ¢,(a) = «a, ¢(b) = 3, ¢.(c) =,... En
esas condiciones, existen funciones continuas ® (que dependen de la eleccién de los

sistemas locales de coordenadas) tales que, si ¢ = a - b, entonces
W= e,B), p=1,2,...,n. (4.1.3)

Las propiedades de la ley de composicién del grupo requieren que se satisfagan

las siguientes condiciones.

a) Asociatividad: como

a-(b-c)=(a-b)-c=0(a,P(5,7)) =P (P(c, B),7) - (4.1.4)
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b) Existencia del elemento neutro: sean € = ¢.(e), las coordenadas locales de e;

entonces
ecca=a=a-e= Ple,a) =a=>(a,e). (4.1.5)

c) Existencia del elemento inverso: sean @ = ¢,-1(a"'), las coordenadas locales

del elemento inverso de a; entonces

ala=e=a-a'= (@ a)=c=>a,a). (4.1.6)

Ejemplo 4.3. Los elementos del grupo O(2) son matrices ortogonales de 2 x 2:
R'R = 1,. Sus cuatro elementos de matriz (reales) estan relacionados por las tres
condiciones R; Ry = 0, k <1, lo que deja un unico parametro real independiente.

Por otra parte, det R = £1. Pero la variacién de un pardmetro continuo no puede
producir una discontinuidad en el determinante.

Las matrices de O(2) con det R = 1 pueden ser representadas como
0) —sin(0
R(O) = c?s( ) —sin(6) | (4.17)
sin(f)  cos(0)
donde 6 € [0, 2m).

Sea

0 —1
Entonces, si det R = —1 = det(SR’) = 1. Por lo tanto, todo elemento de O(2) con

determinante —1 puede escribirse como

1 0
S = ( > =S7' condetS=—1. (4.1.8)

R'(6) = SR(0) = ( cos(t) _Sin(9)> — R(—)S. (4.1.9)
—sin(f) —cos(h)

Los elementos de O(2) estdn entonces univocamente identificados por un édngu-
lo y el signo del determinante. Es inmediato verificar que la composicion de ele-
mentos de este grupo es continua en ese pardmetro. Por ejemplo, R(6,)R(62) =
R (01 + 02| modzr)-

En consecuencia, O(2) es un grupo continuo, y su variedad asociada esta cons-
tituida por dos circunferencias S!, una para cada signo del determinante. En parti-
cular, el elemento neutro esta contenido en la hoja de la variedad correspondiente a

detR(A) = 1, lo que define al subgrupo SO(2).

Una variedad se dice conexa si dos cualesquiera de sus puntos pueden ser unidos
por una curva continua que yace sobre la misma variedad. La variedad de un grupo
continuo puede estar constituida por mas de una componente conexa.

Un grupo continuo se dice conexo si su variedad es conexa.
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Teorema 4.1. La componente conexa de un grupo continuo G que contiene al

elemento identidad, e, constituye un subgrupo Gy de la misma dimension que G.

En efecto, sean a,b € Gy; entonces puede variarse con continuidad las coordena-
das de esos elementos (eventualmente cambiando de sistemas locales de coordenadas)
hasta hacerlos coincidir con la identidad. Es decir, hay caminos sobre la variedad
del grupo que llevan @ — e y b — e. Como b-b~! = e, también b=' € G,.

En consecuencia, como la ley de composicion es continua, es posible cambiar con
continuidad las coordenadas del producto a-b~! de modo que a-b~! — a — e. Por
lo tanto, a - b~! € Gy = Gy es un subgrupo de G.

Por otra parte, dim Go = dim (G, puesto que la parte conexa de la variedad que

contiene a e tiene la misma dimensién que la variedad completa. O

Teorema 4.2. La componente conexa de un grupo continuo G que contiene al

elemento identidad e, Gg, es un subgrupo invariante de G.

Sea a € Gy y sea b € GG. Entonces es posible cambiar con continuidad las coor-
denadas del elemento conjugado b - a - b~! hasta hacerlo coincidir con e. En efecto,
como a se conecta con continuidad con e =b-a-b' wb-e-bl=e=b-a-b"' €
Go, Vb e G. OJ

Ejemplo 4.4. SO(2) es un subgrupo invariante de O(2).

Las componentes de la variedad de un grupo continuo G no conexas con la
identidad son isomorfas a GGy como variedad. En efecto, sea d ¢ Gy, entonces la
composicion con d a izquierda constituye una aplicacién biunivoca entre Gy y el coset
d - Gy. Esta relacién uno a uno permite establecer sistemas locales de coordenadas
que cubren completamente a esa hoja de la variedad a partir de los abiertos que
cubren a Gq. De ello resulta que tienen la misma topologia.

El grupo cociente G /Gy, cuyos elementos (los cosets construidos con Gy) corres-

ponden a las distintas hojas de la variedad, es un grupo discreto!
G/Go = {dk : GO | d1 =€, dk ¢ Go,para k= 2,3, R } . (4110)

Esto permite reducir el estudio de grupos continuos no conexos a la consideracion
de los grupos continuos conexos (y de los grupos discretos).
Si G es un grupo continuo conexo y D es un grupo discreto, buscamos reconstruir

un grupo continuo no conexo cuyos elementos sean de la forma dy - a, con dp € D'y

'En general, si H es un subgrupo invariante de un grupo continuo G, la dimensién del grupo
cociente dim(G/H) = dim G— dim H, dado que los cosets a-H estan caracterizados por ese nimero

de parametros independientes.
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a € Gg. La composicion de dos de tales elementos
(dy-a)-(dy-b) = (dy-d)) - (d" ~a-dp)-b, (4.1.11)

donde (dl_l ~a-d;) € Gy, puesto que éste es un subgrupo invariante de G. En conse-
cuencia, la conjugacion por elementos del grupo discreto D, junto con las operaciones

en D y (G, determina completamente las propiedades de G.

Ejemplo 4.5. Sean Gy = SO(2) y D = {15, S} ~ Zy (ver ecs. (4.1.7) y (4.1.8)).
Entonces, para R(f) € SO(2) tenemos S™'R(0)S = R(—0).

4.2. Grupos conexos - Grupos de Lie

Consideremos un elemento b de un grupo continuo conexo . Existe una curva
sobre la variedad del grupo que lo conecta con continuidad con el elemento neutro
e. Sobre dicha curva podemos seleccionar elementos ag, con £ = 0,1,...N y N
suficientemente grande, tales que

a) ag = e, ay = b,

b) ay v a1 estdn contenidos en un mismo abierto, de modo que pueden ser
referidos a un mismo sistema local de coordenadas,

¢) Yk, los productos ag.; - a,;l estan contenidos en un mismo entorno de la
identidad, de modo que pueden ser referidos a un tnico sistema local de

coordenadas establecido alrededor de e.

En esas condiciones, un elemento arbitrario b € G (conexo) puede escribirse como
la composicion de un gran numero de elementos proximos de la identidad,

b= (ay-ay—,) (an_1-ayty)-...(az-a;") - (a1 -agt) - ao. (4.2.1)

Esto muestra que las propiedades locales de la ley de composicién, para elementos
en un entorno de la identidad e, también contiene informacion sobre las propiedades

globales del grupo.

Un grupo de Lie? es un grupo continuo para el cual las funciones ®(«, 3), que
describen la ley de composicién en términos de coordenadas locales, son analiticas

en su dominio de definicién.

Sean a,b dos elementos de un grupo de Lie G contenidos en un entorno de la
identidad. Sea ¢ = a - b, y supongamos que todos esos elementos son suficientemente
préoximos de la identidad como para que puedan ser referidos a un mismo sistema
local de coordenadas: ¢e(€) = 0, ¢.(a) = a, ¢e(b) = B, ¢pc(c) = 7. Entonces,

A = D (a, B) (4.2.2)

2Marius Sophus Lie (1842 - 1899).
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donde en el segundo miembro aparecen funciones analiticas de todas sus variables, las
que pueden ser desarrolladas en serie de Taylor® dentro de su circulo de convergencia.
Por lo dicho anteriormente, los coeficientes de esos desarrollos no sélo permiten
describir localmente la ley de composicion, sino que también contienen informacion

sobre las propiedades globales del grupo.

Ejemplo 4.6. Los siguientes son ejemplos de grupos de lie:

= El grupo de dilataciones en un espacio vectorial £, © — ax, con x € E'y
a € RT\{0}, es un grupo de Lie de dimensién 1. La ley de composicién es
analitica en sus dos argumentos, ®(a,b) = ab.

= El grupo de traslaciones en R", para el cual x — x + a es un grupo de Lie
n-dimensional donde la ley de composicién es ®(a, b) = a + b, analitica en
todos sus argumentos.

= Todos los grupos de matrices que hemos definido anteriormente son grupos
de Lie. Por ejemplo, si U € U(n) = U'U = 1,. Esta relacién impone
n+ 2n(n —1)/2 = n? condiciones (reales), lo que deja n? pardmetros reales
independientes que determinan la matriz U. Entonces U(n) es un grupo de
Lie de dimensién n?.

= Al subgrupo invariante SU(n) se le impone ademés que detU = ¢ = 1 =
0 = 0, lo que elimina un parametro real adicional. Por lo tanto, se trata de
un grupo de Lie de dim SU(n) = n? — 1.

» Similarmente, los grupos ortogonales son grupos de Lie de dimensién dim O(n) =
dim SO(n) =n? — {n+n(n—1)/2} =n(n—1)/2.

Un grupo de Lie se dice simple si no contiene subgrupos de Lie propios inva-
riantes.
Un grupo de Lie se dice semi-simple si no contiene subgrupos de Lie propios

Abelianos invariantes.

4.3. Propiedades globales de grupos conexos - Primer grupo de

homotopia

Consideremos la variedad del grupo U(1), la circunferencia S*. Se trata de un
grupo conexo, pero existen diversas formas no equivalentes de conectar dos elementos
de U(1) mediante una curva sobre la variedad. En efecto, partiendo del primer

elemento, es posible dar n vueltas a la circunferencia, en un sentido o en el otro,

3Brook Taylor (1685 - 1731).
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antes de alcanzar el segundo elemento. Esas curvas son no equivalentes en el sentido
de que no es posible deformar con continuidad (sin salirse de la variedad) una de
ellas en otra que dé un nimero diferente de vueltas sobre la circunferencia.

Esa nocion puede hacerse mas precisa introduciendo el primer grupo de ho-
motopia de la variedad M. Para ello, consideremos las curvas continuas sobre la
variedad que empiezan y terminan en un mismo punto (es decir, aplicaciones de la
circunferencia sobre la variedad, 7 : S' — M).

Se dice que dos curvas son homotdpicas si es posible deformar una en la otra
de manera continua, mediante desplazamientos sobre la variedad. Esto constituye
una relacién de equivalencia que permite definir clases de equivalencia de curvas
homotdépicas o clases de homotopia.

Dado que todas la curvas comienzan y terminan en el mismo punto, es posible
definir una operacion de composicién entre clases de homotopia, donde el resultado
de la composicién de dos clases es la clase que contiene a la curva que se obtiene de
prolongar una curva representante de la primera clase poniendo a continuaciéon de
ella una representante de la segunda clase.

Puede comprobarse que esta operacion no depende de las curvas representantes

elegidas en cada clase. También que esa ley de composicion

a) es asociativa,

b) tiene un elemento neutro que corresponde a la clase de curvas que pueden
contraerse con continuidad a un punto (curvas homotdpicamente nulas),

c) tiene un inverso para cada clase, correspondiente a la clase que contiene a

una curva representante de la primera pero recorrida en sentido opuesto.

En consecuencia, respecto de esa ley de composicion, el conjunto de clases de
homotopia se estructura como un grupo (discreto), I1; (M), llamado primer grupo

de homotopia de la variedad.

Se puede demostrar que el primer grupo de homotopia de un grupo de Lie conexo
es siempre Abeliano (es decir, no importa en qué orden se compongan las curvas),
y que no depende del punto sobre la variedad que se elija como origen de ellas
(de modo que simplemente pueden considerarse clases de curvas cerradas sobre M
que, a los efectos de definir una composicién, se las deforma con continuidad hasta

hacerlas coincidir en un punto).

Una variedad M se dice simplemente conexa si su primer grupo de homotopia

es trivial, II1 (M) ~ Z;. Si II; (M) es no trivial, M es miltiplemente conexa.

De acuerdo a las propiedades de sus variedades asociadas, los grupos de matrices

SOIL:
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Grupo simplemente conexo | muiltiplemente conexo
GL(n,C) *
SL(n,C) *

GL(n,R) *

SL(n,R) *

SO(n) *

U(n) *

SU(n) *

SO(1,1) *

SO(n,1),n>2 *
Sp(2n,R) *

Sp(2n,C) *

Sp(n) *

En particular,

,n =2 (4.3.1)

Ejemplo 4.7. El grupo O(2), que ya hemos considerado, no es conexo. Su
componente conexa es el subgrupo SO(2), cuya variedad es una circunferencia
= I1,(SO(2)) = Z. En efecto, la composicién de dos curvas que dan n y m vueltas
alrededor de la circunferencia respectivamente es un curva que da n + m vueltas,

con n,m € Z.

Ejemplo 4.8. La variedad del grupo U(1) ® U(1) es un toro (o, equivalente-
mente, un rectangulo con los puntos opuestos sobre el borde identificados). Este es
un grupo multiplemente conexo, cuyo grupo de homotopia es II; (U (1) @ U(1)) =
7 @ 7. En efecto, el par de enteros (n,m) que caracterizan a las clases de homo-
topia se refieren al niimero de vueltas que las curvas en esa clase describen a lo
largo y alrededor del toro respectivamente. La ley de composicién corresponde a

(nl,m1> . <n2,m2> = <n1 +n2,m1 +m2>.

Un grupo de Lie se dice compacto si su variedad (entendida como subconjunto

de R™, para algtin m) es una regién compacta.
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Ejemplo 4.9. SU(2) es un grupo compacto y simplemente conexo, de dimensién

3. Sus elementos son matrices unitarias unimodulares de 2 x 2:

b _ * *
v (") o (4 T o () (4.3.2)
c d —c a b* d*

con det U = ad — bc = 1. Entonces, d = a*, ¢ = —b*.

Por lo tanto,

a b
U= , con det U = |a|* + |b]* = 1. (4.3.3)
—b* a*
En términos de las partes reales e imaginarias de esos parametros, a = x + 1y,
b = z +it, tenemos
detU =2+ + 22+t =1, (4.3.4)

lo que determina una (hiper)esfera tridimensional de radio 1 en R*, §3.

De ese modo, cada matriz del grupo SU(2) estd en correspondencia uno a uno
con los puntos de S, que puede ser considerada su variedad asociada.

Se trata evidentemente de una variedad compacta. Ademas, es simplemente co-
nexa, dado que toda curva cerrada sobre una esfera de dimensién mayor o igual a 2

es homotépicamente nula.

Ejemplo 4.10. El conjunto de las matrices de SU(2) constituye una represen-
tacion matricial fiel de dicho grupo, llamada representacion fundamental. Esta

representacion es irreducible puesto que, por ejemplo, las matrices de Pauli*

0 1 0 —i 1 0 35
o1 = , 09 = , 03 = , 3.
o) 7P G o > lo 41

que multiplicadas por i son elementos de SU(2), no conmutan entre s,
[0i,0,] = 2i€;,0%, (4.3.6)

y por lo tanto no pueden ser simultdneamente diagonalizadas.
Entonces, por el Teorema de Schur, toda matriz C' en el centro de SU(2) es

proporcional a la identidad,
UC=CU, YU € SU(2) = C = \,. (4.3.7)

Y comodetC=1=N=1= \=+1.
Por lo tanto, el centro C de SU(2) (que es un subgrupo invariante) es de orden
2,
C={1y,—12} =~ Zs. (4.3.8)

“Wolfgang Ernst Pauli (1900 - 1958).
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Podemos ahora construir el grupo cociente entre SU(2) y su centro, SU(2)/Zs,
cuyos elementos son los cosets de la forma UZy = {U,—U}. Recordemos que la

operacién en SU(2)/Z, estéd dada por
U1 ZQ . U2 ZQ - (UlUQ)ZQ. (439)

Este grupo es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo ¢ : SU(2) — SU(2)/Z tal
que ¢(U) = U Zy = ¢(—U), cuyo ntcleo es el centro de SU(2), ¢~ (12Z5) = C = Z,.

Como los cosets contienen matrices de SU(2) que sélo difieren en su signo global,
los elementos de cada coset corresponden a puntos diametralmente opuestos sobre
la variedad S3.

Entonces, dentro de un entorno suficientemente pequeno de la identidad tendre-
mos una correspondencia uno a uno entre los elementos de SU(2) y los de SU(2)/Z,,
con esencialmente la misma ley de composicién (ver ec. (4.3.9)).

Es decir, el homomorfismo ¢ : SU(2) — SU(2)/Zs restringido a un entorno de
la identidad resulta ser una aplicacién biunivoca. Por ese motivo los grupos SU(2)

y SU(2)/Zs se dicen localmente isomorfos.

Dado que puntos diametralmente opuestos sobre S? corresponden al mismo coset,
los elementos de SU(2)/Zy pueden ser puestos en correspondencia uno a uno con

los de una hemiesfera tridimensional,

t=4/1— (22 +y2+ 22) >0, (4.3.10)
siempre que se tenga en cuenta que puntos diametralmente opuestos sobre su borde
t=0= (z>+y*+2%) =1 (4.3.11)

corresponden al mismo elemento del grupo.
Vemos entonces que la variedad del grupo SU(2)/Z, tiene la topologia de una
esfera de radio 1 en R? (incluido su interior), con los puntos diametralmente opuestos

sobre su borde identificados:

x —x
0<(z*+y*+2°) <1l con |y|=|-y|,.si @®+y*+7*) =1 (4312
2 —z

Para esta variedad hay solo dos clases de curvas homotopicas:

= las curvas homotépicamente nulas, que pueden ser contraidas a un punto con
continuidad,
= y las curvas homotépicas a un didmetro, que en esta variedad es una curva

cerrada.
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En efecto, es facil ver que curvas cerradas que reaparecen un nimero par de veces
por las antipodas son homotdpicamente nulas, mientras que las que emplean esa po-
sibilidad un nimero impar de veces son deformables con continuidad a un diametro
de la esfera.

Por lo tanto, II; (SU(2)/Z,) ~ Z,, de modo que ese grupo de Lie es compacto y

doblemente conexo.

Ejemplo 4.11. Los elementos del grupo de rotaciones SO(3) (que ya hemos
considerado) estdn univocamente determinados por un vector unitario u, que apunta
en la direccién del eje de rotacién, y por el angulo de rotacién 6 € [—7, ], siempre
que se tenga en cuenta que rotar en un angulo —m alrededor de un eje es equivalente
a rotar en +7 alrededor del mismo eje.

Entonces, los elementos de SO(3) estan en correspondencia uno a uno con los
puntos de una esfera de radio 7 en R? (incluido su interior), que tiene identificados
los puntos diametralmente opuestos sobre su borde. En consecuencia, la variedad de
SO(3) tiene la misma topologia® que la del grupo SU(2)/Zs.

Por lo tanto, SO(3) es un grupo de Lie compacto y doblemente conexo,
I, (SO(3)) =~ Zs,.

Ejemplo 4.12. Teniendo en cuenta que los elementos de SO(n), con n > 3,
corresponden a las operaciones de rotaciéon (médulo 27) sobre planos definidos de
R™ que contienen el origen, un razonamiento similar al anterior permite mostrar que

esos grupos también son doblemente conexos.

Ejemplo 4.13. Se puede mostrar que el grupo SU(n) es compacto y simplemente
conexo. Ademads, su representacién fundamental (fiel, ya que coincide con el propio
grupo) es irreducible.

En consecuencia, por el teorema de Schur, su centro C (subgrupo invariante)
contiene matrices proporcionales a la identidad, tales que det(Al,) = A" = 1 =
Ay = 2™/ con p=0,1,...,n— 1. Es decir, C ~ Z,.

El grupo cociente SU(n)/Z,, (cuyos elementos son los cosets U Z,,) es homomorfo
a SU(n) por un homomorfismo ¢ : SU(n) — SU(n)/Z, de nicleo ¢ (esyn)/z,) =
C =~ Z,. Pero en un entorno suficientemente pequeno de la identidad, este homo-
morfismo establece una correspondencia biunivoca entre los elementos de esos dos

grupos, los que entonces resultan localmente isomorfos.

"Més adelante mostraremos que SO(3) ~ SU(2)/Zs.
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Sobre la variedad del grupo cociente SU(n)/Z, podemos trazar curvas cerradas

(que unen elementos en el centro de SU(n)) de la forma
Up(a) = diag (e*mo/n, .. e¥mov/n ¢=2in(n=loap/n) (4.3.13)
con)<a<lyp=0,1,...,n— 1, tales que
Uyfa=0)=1,, Ufa=1)=e*"r/"1, (4.3.14)
Nétese que Up(Oz)Jr = Uy(a) 'y
det Uy () = eXmn=Da/ne=2inn=ba/n _ 1 v ¢, (4.3.15)

Por otra parte, la composicién de U,(«) con U,(«) resulta en una curva homotdpica

a Upiglynoun (). En efecto, podemos tomar

Up(2a), 0<a<1/2,
Ula) = (4.3.16)
ey, (20— 1), 1/2<a <1,

que estd en la misma clase de homotopia que Upql,..,, (). En efecto,

2im

U(0) =1,, U(1/2) = e¥™P/1,, U(1) = e¥m/mekma/ng = 7 (PH)lmodny
(4.3.17)
Entonces, para SU(n)/Z,, existen n clases de curvas homotdpicas (caracterizadas

por contener a las Uy(«)), y el primer grupo de homotopia es II;(SU(n)/Z,,) = Z,.

En resumen, el grupo SU(n)/Z,, compacto y miltiplemente conexo, tiene un
primer grupo de homotopia que es isomorfo al niicleo del homomorfismo que lo

relaciona con SU(n),
IL(SU(n)/Zy) = Zn ~ ¢71<€SU(n)/Zn)- (4.3.18)

Este resultado es un caso particular de un teorema de validez general, que se

enuncia en la siguiente Seccion.

4.4. Grupo de cubrimiento universal

Senalemos primero que homomorfismos de nicleo discreto respecto de un mismo
grupo de Lie simplemente conexo (relaciones que en un entorno de la identidad se
reducen a isomorfismos locales), permiten ordenar a los grupos de Lie conexos en
clases de grupos localmente isomorfos. Dos grupos de Lie estan en la misma
clase si ambos son homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo por

un homomorfismo de nicleo discreto.
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Teorema 4.3. Dado un grupo de Lie conexo G, con un primer grupo de homo-
topia (discreto) 11,(G) = H, existe un grupo de Lie simplemente conezo G, al cual
G es homomorfo por un homomorfismo ¢ : G — G de niicleo ¢ (eq) ~ H. Ademds,

en esas condiciones es G ~ G/H.

El grupo G es llamado grupo de cubrimiento universal de (la clase de grupos

localmente isomorfos a) G.

Ejemplo 4.14. Los grupos SO(n) con n > 3 son doblemente conexos. En con-
secuencia, existen grupos simplemente conexos localmente isomorfos a cada uno
de ellos, sus respectivos grupos de cubrimiento, que son llamados genéricamente

Spin(n). Més adelante mostraremos que Spin(3) = SU(2).

Ahora veremos que todos los grupos de Lie conexos pertenecientes a una clase
de grupos localmente isomorfos pueden ser construidos a partir del grupo de cubri-
miento universal de esa clase.

En efecto, sea H un subgrupo propio discreto invariante de un grupo de Lie
simplemente conexo (. Entonces, el grupo cociente G = G//H es un grupo de Lie
mutiplemente conexo, homomorfo a G por un homomorfismo de nicleo H, y que
resulta localmente isomorfo a G.

En consecuencia, la enumeracion de todos los grupos localmente isomorfos a
un grupo de Lie simplemente conexo G se reduce a la determinacién de todos sus

subgrupos discretos invariantes.

Asi, la clasificacién de todos los grupos de Lie conexos se reduce a la determina-
cion de todos los grupos de Lie simplemente conexos y de sus subgrupos discretos
invariantes.

En particular, dos grupos de Lie conexos localmente isomorfos son

a) o bien globalmente isomorfos,

b) o bien ambos homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo.

Por lo anteriormente dicho, si G es simplemente conexo, todo grupo de Lie conexo
G localmente isomorfo a G puede obtenerse como el grupo cociente G/H = G, donde
H ={hy =e, hy, ..., hy,...} es un subgrupo discreto invariante de G.

En esas condiciones, dado ¢ € G,
g-hy-g'=heH (4.4.1)

Nétese que en el miembro de la izquierda se puede modificar con continuidad a g,
que es un elemento genérico de (G, mientras que el miembro de la derecha esta fijo,

puesto que H es discreto.
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Ademés, como G es simplemente conexo, el elemento ¢ se conecta con el neutro
e mediante una curva continua sobre el grupo, g — e, lo que implica que es posible
variar con continuidad el primer miembro de la ec. (4.4.1) de manera tal que g - hy, -
gl e-hy-et
de la ec. (4.4.1).

Por lo tanto, V hy, € H tenemos

= hy. Y este elemento debe coincidir con el del segundo miembro

g hy- g =h,=g h=h g Vgeq (4.4.2)

En consecuencia, todo subgrupo discreto invariante H de G estd contenido en
su centro®. Esto implica, en particular, que todo subgrupo discreto invariante de G

es Abeliano.

Sea C el centro de un grupo de Lie simplemente conexo G , y sea H C C un
subgrupo propio discreto invariante. El grupo cociente G' = G/H es homomorfo (y
localmente isomorfo) a G por un homomorfismo de niicleo H.

Teniendo en cuenta que los puntos en la variedad de G identificados con los
elementos de H corresponden al mismo elemento (coset) de G/H, se concluye que
las clases de homotopia de GG contienen curvas cerradas que conectan la identidad con
los distintos elementos de H, e — hy. Dado que la composicion de dos de tales curvas,
e+ hy, = hy - e+ hy, - by, corresponde a una curva homotépica a e — (hy - hy), se ve
que el primer grupo de homotopfa de G = G/H es I1,(G/H) ~ H, en concordancia

con el teorema anterior.

No obstante, los grupos de homotopia no clasifican, en general, a los grupos de
Lie conexos localmente isomorfos a G. En efecto, es posible que dentro del centro C

de G puedan hallarse dos subgrupos invariantes distintos pero isomorfos,
Hl,Hg CC, H1 #HQ, Hl %HQ. (443)

En ese caso, los grupos cociente G = @/Hl y Gy = @/Hg tendran grupos de
homotopia isomorfos, 11;(G1) ~ H; ~ Hy =~ II;(Gs), pero en general no seran

globalmente isomorfos entre si, G} % Gs.

El caso de SU(2) es particular, porque su centro C & Z, no tiene subgrupos

propios, de modo que solo se tienen dos posibilidades,
I1,(SU(2)) = Zy, 11,(SU(2)/Zs) = Zs. (4.4.4)
Todo otro grupo localmente isomorfo a SU(2) (grupo de cubrimiento de su clase)

6Las representaciones fundamentales de los grupos clasicos de matrices son irreducibles, lo que

implica que los elementos en el centro del grupo son todos proporcionales a la matriz identidad.
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= 0 bien es simplemente conexo y, por lo tanto, globalmente isomorfo a SU(2),

= 0 bien es doblemente conexo y, por lo tanto, globalmente isomorfo a SU(2)/Z,.

Finalmente, consideremos una representaciéon matricial D(G) del grupo G =
G/H. Dado que existe un homomorfismo ¢ : G — G, ella induce una representaciéon
matricial para el grupo G, definida por I'(g) := D(¢(g)), con § € G. En efecto,
Y 3,,7, € G tenemos

['(g)T(92) = D(¢(7,)) D(6(72)) =
(4.4.5)

= D(¢(§1) ) ¢(§2)) = D(¢(§1 '%)) = F(§1 '52)-

Pero si I'(G) es una representacién del grupo G, ella dara lugar, en general, a una
representacién proyectiva (o multivaluada) de G. En efecto, si ¢ '(eg) = H #
{ez}, entonces habrd varias matrices de la representacién I'(G) por cada elemento
g € G, las que diferiran entre si en el producto por la matriz correspondiente a algin
elemento de H. Si I'(G) es una representacién irreducible, entonces I'(hy) ~ 1, en
virtud del Lema de Schur, dado que H esta contenido en el centro de G.

Una representacién de G sélo inducird una representacién ordinaria de G si
[(hy) =T(eg) =1,, YVhy € H=¢""(eq). (4.4.6)

En ese caso se puede establecer un homomorfismo entre G/H ~ G y el grupo de
matrices {I(g- H) :=I'(g), Vg-H € G/H}, y definir D(g) := I'(g), donde g = ¢(g).

En consecuencia, el problema de la determinacién de las representaciones de un
grupo de Lie conexo G se reduce a hallar todas las representaciones ordinarias de su
grupo de cubrimiento GG, para luego seleccionar de entre ellas las representaciones

ordinarias del primero.
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Capitulo 5

ALGEBRAS Y GRUPOS DE LIE

5.1. Introduccién a las algebras de Lie

Consideremos una funcion escalar a valores complejos definida sobre la variedad
de un grupo de Lie conexo G de dimensién n, F' : G — C. Referida a un sistema
local de coordenadas establecido alrededor de un elemento genérico b € G (en el

cual b tiene asignadas coordenadas (3, ..., 3")), se tiene que

F(b) = f(B", ... "), (5.1.1)

que supondremos diferenciable.
Por multiplicacién a izquierda por a € G, el elemento a™! - b es aplicado en el

elemento b. Podemos entonces definir una funcién trasladada por a segin
(T,F) (b) := F(a™'-b), (5.1.2)

donde T, es definido como un operador lineal sobre el espacio lineal de las funciones
sobre G. El conjunto de operadores {7}, a € G} constituye una representacién lineal

del grupo G. En efecto,
(T,T,F) (¢c) =T, (F(b~"-¢)) (5.1.3)
y, llamando H(c) = F(b™' - ¢),

(T,H)(¢c)=H(a™'-c)=F@0b ' -a?t-c)=

(5.1.4)
=F((a-b)7t¢c) = (T F) (c),
cualesquiera que sean a,b € G, y VF(c). Por lo tanto,
T, T, = Ty, Va,b € G. (5.1.5)

Supongamos ahora que el elemento a estd en un entorno del elemento identidad,

e, y que respecto de un sistema local de coordenadas tenemos la asignacion

a— (al, ... a"),
e —(0,...,0),

91

(5.1.6)
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de modo que al elemento ¢ = a~! - b, contenido en un entorno de b, le correspondan

las coordenadas ¢ — (7', ...,y™), dadas por

7 =¢"a,p), (5.1.7)

donde las coordenadas a* corresponden al elemento a~!.

En el sistema local de coordenadas establecido alrededor de e tenemos
(o, a) = =0, Va. (5.1.8)

Como se trata de un grupo de Lie, esa funciéon puede ser desarrollada en serie de
potencias de sus argumentos, y teniendo en cuenta que e-a = a = a - e para todo a,

se ve facilmente que!
at=—a'+0()? p=12,..n (5.1.12)

Desarrollando en serie de potencias el miembro de la derecha en (5.1.7), y te-

niendo en cuenta que necesariamente ¢*(0, 3) = f*, resulta

A= — (%) + O(a)*. (5.1.13)
a=0

Dado que existe la inversa de cada elemento en G, podemos escribir @ = b - ¢!,
de modo que la relacién entre (7 — §)* y ot establecida en la anterior ecuacién debe

ser invertible. Esto implica que

det (%) £0, (5.1.14)

a=0

Reemplazando (5.1.13) en la expresion de la funcién trasladada T, F,

T,F(b) = F(a™"-b) = f(y) =

v (99" (@, B) af
f(/B)_O[ ( adV >d:0 8/8;1

{1 — i (%)M (—ia%u) + O(Q)Q} f(8),

1En efecto, para a v a genéricos en un entorno de la identidad podemos escribir

(B) +O(e)* = (5.1.15)

(@, a) = A" + B¥a¥ + Bl ol + ... (5.1.9)
Tomando a = e tenemos
¢"(0,a) = ot = A" =0, B =5~ (5.1.10)

Similarmente, si a = e = B = §%'. Por lo tanto,

(@, a) =ak +af +... (5.1.11)
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de donde surge que los operadores diferenciales (con coeficientes dependientes de las

X,(B) = (%)azo <—¢a%“) : (5.1.16)

ofician de generadores de las traslaciones sobre la variedad en el espacio de las

coordenadas 3)

funciones escalares diferenciables definidas sobre el grupo G, obteniendo para los

operadores de traslacion T, la realizacion
T, =1—iaX,(8) + O(a)?. (5.1.17)

Teniendo en cuenta que los operadores diferenciales (—id/0f"), generadores de
las traslaciones a lo largo de los ejes coordenados, constituyen un conjunto de n
operadores linealmente independientes, y que la matriz en el miembro derecho de
(5.1.16) es invertible, vemos que los X , conforman una base del espacio lineal (n-
dimensional) de los operadores diferenciales de primer orden. Este espacio vectorial
es isomorfo al espacio tangente, por lo que ambos suelen identificarse. En ese sentido
puede decirse que, para elementos a proximos de la identidad y al mas bajo orden
en las coordenadas, los operadores T, difieren del operador identidad en (—i) veces

un vector del espacio tangente a la variedad del grupo®.

Consideremos ahora una representacién matricial no trivial de dimensién r del
grupo G, la que puede ser entendida como una funcién a valores matriciales definida
sobre la variedad: D(b),Vb € G. Su trasladada por multiplicacién a izquierda por a

T,D(b) := D(a~" - b) = D(a~")D(b) = (D(a))"" D(b), (5.1.18)

lo que nos provee de una representacion matricial para los operadores de trasla-
cién en términos de matrices constantes (independientes del punto b sobre la varie-
dad). En efecto,

T,T,D(¢) = T,D(b~" - ¢) =T, (D(b)) "' D(¢) = (D)) ' D(a™'-¢) =
(5.1.19)
(D))" (D(a)™" D(e) = (D(a-b)) " D(¢) = TuyD(c).

Para traslaciones infinitesimales, esto proporciona también una representacién

matricial para los generadores X,: por analogfa con (5.1.17) escribimos
(D(a))" =1 —ia"X, + O(a?), (5.1.20)

2Noétese que, por multiplicacién por un elemento fijo b € G, un sistema local de coordenadas
en un entorno de e es aplicado en un sistema local en un entorno de b. En consecuencia, el espacio

tangente a la variedad en cualquier punto b es isomorfo al espacio tangente en e.
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o bien, al mismo orden en «,
D(a) =1 +ia"X, + O(a?), (5.1.21)

donde ahora las X, son matrices constantes de dimension r x r. Es decir, las matrices
que representan a elementos a proximos de e difieren de la matriz identidad (al més
bajo orden en las coordenadas de a) en i veces un vector del espacio lineal generado
por las matrices X,, p = 1,2,...,n. Este espacio lineal tiene la misma dimension
que el grupo de Lie si la representacion es localmente fiel. Si la representacion es
irreducible, entonces el conjunto de vectores de ese espacio no deja invariante ningtin

subespacio propio del espacio de la representacion.

Consideremos, como antes, dos elementos a y b en un entorno de la identidad e,
con sus respectivas coordenadas, (o, ...,a") y (8%, ..., 3"). El elemento ¢ = a-b-a~" -
b~! serd en general diferente de e (a menos que el grupo sea Abeliano) y, para a* y
[H suficientemente pequenos, estara contenido en el mismo entorno de e, pudiendo
ser referido al mismo sistema local de coordenadas, ¢ — (v!,...,4"). Tratdndose
de un grupo de Lie, las 7* son funciones analiticas de o y de (%, pudiendo ser

desarrolladas en serie de potencias:

V=P (a, f) = AF + a’B .} + VB’ '+
(5.1.22)
+Oéyﬁ)\C1//\M + O[VO[)\DV)\M + ﬁuﬁ)\D/uAu + O(a7 5)3

Pero si tomamos a = e (o = 0), entonces ¢ = e (y* = 0) para todo b (Vf).
Similarmente, con b = e (f* = 0), también tenemos ¢ = e (y* = 0) para todo a

(Va). De ello resulta que
Ar=B})=B)=D, ) =D )"=0. (5.1.23)
En consecuencia, las coordenadas de ¢ estan dadas (al mas bajo orden) por
= a”B*C, " + O(a, B)?, (5.1.24)

donde las constantes de estructura, C ,”, son caracteristicas de la ley de com-
posicién del grupo en un entorno de la identidad (si bien, evidentemente, dependen
de la eleccién del sistema local de coordenadas).

Tomando a = b, resulta que ¢ = e, o bien yv* = ¢* = 0. Entonces, para coorde-
nadas a* arbitrarias tenemos que a’a*C _," = 0, lo que significa que las constantes

de estructura son antisimétricas en el primer par de indices,

C,'=-C," (5.1.25)
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Los elementos contenidos en entornos de la identidad de dos grupos de Lie lo-
calmente isomorfos estan en correspondencia biunivoca con el mismo conjunto de
coordenadas locales, y como localmente tienen la misma ley de composiciéon, resul-
ta que tienen las mismas constantes de estructura. Por lo tanto, las constantes de
estructura son una caracteristica del grupo de cubrimiento universal de la clase a la

que pertenece el grupo de Lie considerado.

Inversamente, se puede demostrar que dos grupos que tienen el mismo conjun-
to de constantes de estructura (respecto de sendos sistemas locales de coordenadas
adecuadamente elegidos) son localmente isomorfos y, en consecuencia, ambos homo-
morfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo. En ese sentido, las constantes
de estructura determinan localmente las propiedades de todos los grupos de esa clase
de equivalencia en un entorno de su elemento neutro e, de modo que ellas deben ser

también compatibles con las diferentes propiedades globales de esos grupos.

Consideremos nuevamente la representacion matricial del grupo. Para los ele-

mentos a y b préximos de e podemos escribir

D(a) =1+ A,
(5.1.26)
D) =1+ B,
donde
A=ia"X, + O(a?),
(5.1.27)
B =ip"X, + O(5?).
Sus inversas son
(D(a)) " =1—A+ A2+
(5.1.28)
(D)) '=1-B+ B>+ ..,
y, en consecuencia,
D(¢) = D(a)D(b) (D(a)) " (D(b)) " =
={1+A+B+AB}{1-B+B*+..—A+AB+ A*+ ..} = (5.1.29)

=1+ (AB—BA)+..=1+C,
donde
C=ivX,+..=ia"B*C ' X, + O(a, B)*. (5.1.30)
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Por lo tanto
C=[ABl+..=
(5.1.31)
ia”ﬁ’\Cw\“Xu = -’ X, Xy, Va, 5,
lo que implica que las matrices que representan a los generadores satisfacen el algebra
de conmutadores
(X, X,|=—iC,\'X,, (5.1.32)

cualquiera que sea la representacion del grupo considerada.

Similarmente, si tomamos el producto 1, = T, T,T,-1T}-1, a partir del desarrollo

(5.1.17) se puede demostrar que

Xl,(x),fﬁ(x)] —iC "X, (2), (5.1.33)
(con un cambio de signo en el segundo miembro respecto de (5.1.32) - ver (5.1.17)
y (5.1.21)). Cabe senialar que en esta igualdad aparecen las mismas constantes de
estructura que en (5.1.32), a pesar de que los operadores diferenciales de primer
orden X () tienen coeficientes dependientes de las coordenadas x sobre la variedad

(Teorema de Lie).

Como los generadores X () constituyen una base del espacio tangente, la ope-
racién de conmutacién de (5.1.33) introduce en ese espacio una operacién bilineal,
antisimétrica y no asociativa entre vectores, que le confiere la estructura de un
algebra de Lie. El espacio vectorial generado por las matrices X,,, que satisfacen las

reglas de conmutacién de la ec. (5.1.32), constituye una representacién matricial
del algebra de Lie.

Como hemos dicho antes, el valor numérico de las constantes de estructura depen-
de de la eleccion del sistema local de coordenadas en un entorno de e. A un cambio
en el sistema de coordenadas, que haga que las nuevas coordenadas se obtengan de

las anteriores mediante una transformacion lineal homogénea,

a— (o) =A* o,
(5.1.34)
b— (B = A~ B,

le corresponde un nuevo conjunto de generadores, X L, con i = 1,2, ...,n, que también
es una base del espacio tangente.
Los elementos del algebra de Lie pueden ser referidos a distintas bases de ese

espacio vectorial, de modo que un mismo vector puede ser escrito como

()'X], = o' X,, (5.1.35)
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lo que es cierto para todo «. Pero esto requiere que los generadores se transformen

cOmo
. s

X AN, =X, (5.1.36)

De ese modo tenemos, por una parte,
|:X,)\7 X/Hi| - Z C,)\Hlep (5137)

mientras que, empleando (5.1.36), resulta

X K| = W [ X5, X0 =i a0 X =
(5.1.38)
=1C, X, =1C AN X',

Como los generadores X L son linealmente independientes, se deduce que las cons-
tantes de estructura se transforman (frente a las transformaciones lineales de coor-

denadas como en (5.1.34)) como las componentes de un tensor dos veces covariante

y una vez contravariante,

A AR CL=CL7A (5.1.39)

La operacion introducida en el dlgebra de Lie no es asociativa, sino que satisface

las identidades de Jacobi?,
X %] %]+ [[5%) %] + [[X0 %] %] =0, (5.1.40)
igualdades algebraicas que se verifican facilmente desarrollando los conmutadores

seglin su definicién?.

Reemplazando los conmutadores de los generadores, y teniendo en cuenta que

éstos son linealmente independientes, se obtienen las identidades de Bianchi®

para las constantes de estructura,
C.s G, +Cs C,l + CW‘TCU; =0, (5.1.41)
las que entonces no son todas independientes.

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851).
“Las identidades de Jacobi,

o ] = [ [ [l .
tienen la misma forma que la derivada de un producto de funciones,

L (@9 = f) D0 L TD

razén por la cual la operacion en el dlgebra de Lie también es la llamada derivada de Lie.
®Luigi Bianchi (1856 - 1928).
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Introducimos ahora un conjunto de n matrices de dimension n x n, M,, cuyos

elementos son proporcionales a las constantes de estructura del grupo:
(M,)) = G0 (5.1.42)
El conmutador de dos cualesquiera de ellas estd dado por

(M, M, = (M) [ (M,),] = (M,).f (M), =
(5.1.43)
-c,/c,f/+c,rC, f=C,rC,f=—iC,r(M,)/,
donde hemos usado las identidades de Bianchi.

En consecuencia, las matrices asi definidas constituyen una representacién ma-
tricial de los generadores del algebra de Lie del grupo, llamada representacién
adjunta,

(M, M,] = —iC,,M,. (5.1.44)
Evidentemente, la representacion adjunta contiene la misma informacién sobre la
ley de composicién del grupo que el conjunto de sus constantes de estructura®.

Se puede demostrar que la representacion adjunta de un algebra de Lie simple
es fiel e irreducible.

6Se define la forma de Killing (Wilhelm Killing (1847 - 1923)) de un algebra de Lie como la

matriz real simétrica cuyos elementos estdan dados por
G =t {M, M,} = -C,’C, 5 = gu,. (5.1.45)

Se puede demostrar que un dlgebra de Lie es semi-simple (es decir, que corresponde a un grupo
de Lie que no contiene subgrupos de Lie invariantes que sean Abelianos - ver Seccién 5.8) si y sélo
si su forma de Killing es regular (es decir, si det g # 0). En esas condiciones, su inversa existe y
satisface gua g™ =0,

Por otra parte, un grupo de Lie semi-simple es compacto si y sélo si la forma de Killing de
su dlgebra es positiva definida (con nuestra definicién, que difiere en un signo de la definicién
habitual).

Las nuevas constantes definidas por
CNVA = CuypgpA - _CMVP CpaB C)\,Ba (5146)

son totalmente antisimétricas en sus tres indices. En efecto, empleando las identidades de Bianchi

resulta que
Cuxr={C,rC,’ +C,lC, }C\g =itr{M, M, My — M, My M,}, (5.1.47)

donde el miembro de la derecha es antisimétrico debido a las propiedades de invarianza ciclica la
traza.

En particular, la forma de Killing de un grupo de Lie semi-simple compacto puede ser dia-
gonalizada mediante una transformacién lineal de generadores (o, lo que es lo mismo, un cambio
lineal de coordenadas), de modo que g,, — d,,,, lo que lleva a las constantes de estructura a una

forma en que resultan completamente antisimétricas.
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Consideremos ahora una representacién matricial del algebra de Lie de G, en
la cual los generadores estén representados por matrices X, que satisfacen (5.1.32).

Las matrices correspondientes a elementos a préximos de e seran de la forma
D(a(a)) =1+ia"X, + O(a?), (5.1.50)

donde las o son las coordenadas de a correspondientes a esa eleccién de una base
para el algebra de Lie.
Consideremos, en particular, los elementos correspondientes a matrices de la

forma
-
N

donde los a* son pardmetros finitos dados, 7 toma valores continuos y N > 1. Estos

1
141 a“Xu—i—O(m), (5.1.51)

elementos pueden ser multiplicados por si mismos /N veces para alcanzar otros que

(para N grande) estaran alejados de e y representados por matrices

T, 1 N
1+ZNC¥ X#—FO(W) =

(5.1.52)
’Li ol X
e N 7 (14 0() =™ X (14 0(4)).
En el limite N — oo obtenemos la matriz
D(a(ta)) := eiTauXﬂ, (5.1.53)

relacion que puede ser entendida como la asignacion de los n pardametros Ta* al
elemento que denotamos por a(7a) € G.

Como el parametro 7 es arbitrario, vemos que cada recta que pasa por el origen
en el dlgebra de Lie (espacio tangente a la variedad en e) es aplicada en elementos
de G que satisfacen

D(a(r10))D(a(7a)) = /M X 20" Xu
(5.1.54)
(T + )" Xy — p(a(rya))Da(ra)).

Hendrik Casimir (1909 - 2000) ha demostrado que toda dlgebra de Lie semi-simple posee un

invariante cuadratico definido por

K=g"X,X,, (5.1.48)
donde g"¥ es la inversa de la forma de Killing. En efecto, a partir de (5.1.33) resulta inmediato
mostrar que K conmuta con los generadores,

R (5.1.49)
= i Cpro 977 gH (Xp X, + X, Xp) —0,

como consecuencia de la antisimetria de las constantes C,xo.
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Y como eso vale para toda representacion matricial de G (incluso para las represen-
taciones fieles), los elementos que hemos identificado como a(7«) (con o fijo y para

todo 7) pertenecen a un subgrupo Abeliano unidimensional de G.

Puede demostrarse que todo elemento de un grupo de Lie conexo compacto G
pertenece a un subgrupo Abeliano unidimensional de GG. Por lo tanto, la matriz que lo
representa en una dada representacién matricial del grupo siempre se puede obtener
por ezponenciacion de un elemento (de la representacion matricial) del dlgebra de
Lie.

En particular, por exponenciacién de vectores en la representacion adjunta del
algebra de Lie obtenemos las matrices de la representacion adjunta del grupo
G considerado,

Dagi(a(tal, ..., 7a™)) = et O‘MMN, (5.1.55)

que, si bien localmente fiel, no es en general una representacion fiel de G.

Nétese que para cada subgrupo de Lie unidimensional compacto la curva descrita
sobre la variedad de G por los elementos de la forma a(7a) debe ser necesariamente
cerrada. Dicho de otro modo, las matrices D(a(ra)) deben ser funciones periddicas
de 7 para toda representacion del grupo G. Las representaciones fieles de G permiten
determinar el rango de valores que toma el parametro 7, mientras que para las que

no lo son, en general, las matrices D(a(Ta)) se repetiran sobre ese rango.

En el caso de grupos de Lie conexos no compactos, existen elementos que no
yacen sobre ningun subgrupo Abeliano unidimensional, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 5.1. Consideremos el grupo conexo SL(2,R). Sus elementos son ma-

trices reales de determinante det M = 1. Podemos parametrizarlas de la forma

A+D B+C
M:< + +

. AB,C,DER, (5.1.56)
C—B A-D

de modo que
det M = (A* = D?) — (C* = B*) = (A’ +B*) — (C*+D*) =1.  (5.1.57)
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos escribir

A=cosha cosff, B =coshasing,
) . ) (5.1.58)
C =sinha siny, D =sinha cosvy,

con @ € Ry B, € [0,27), de donde resulta que se trata de un grupo de Lie de

dimension 3.
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Como estas matrices no son periddicas en el parametro «, este grupo es no
compacto. Ademds, como (A? + B?*) = cosh a® > 1, se ve que es multiplemente

conexo, con II; (SL(2,R)) ~ Z. Por otra parte, la traza de estas matrices,
trM = 2A = 2cosha cos 3 (5.1.59)
puede tomar todos los valores reales.

En particular, este grupo contiene elementos de la forma

M(r) = ' (H , reR\{0}, (5.1.60)
R
que corresponden a tomar
tanhar = =1 B=0, y=0. (5.1.61)
r2 41’ ’

Mostraremos que estas matrices, con r > 2, no pueden ser escritas como M = e,

con A real y de traza nula’. Por lo tanto, esos elementos no yacen sobre ningin
subgrupo Abeliano unidimensional de SL(2,R).

En efecto, si M € SL(2,R) se puede escribir como M = e, la condicién det M =
1 implica que trA = 0. Por lo tanto

A:<a_é), (5.1.66)

det A = — (a® + bc) (5.1.67)

su determinante es

"Si M es una matriz (regular) de un grupo de matrices conexo, es posible trazar una curva
continua sobre la variedad del grupo, M(¢t) (que supondremos diferenciable), tal que M(0) =1y
M (1) = M. Podemos escribir

M(t+6t) = M(t)+ 6M(t) = M(t) (1L + M1 (t)oM(t)), (5.1.62)
y para su determinante

det M (t + 6t) = det M (t) det (1 + M1 (t)6M(t)) =

(5.1.63)
det M (t) (1 + tr [M~1(t)sM(t)] + ... ),
a menos de términos de orden superior en §M (t). Pero entonces,
d B . dM@®)] _d
pn Indet M(t) = tr [M (t) i ] = dttr In M (t). (5.1.64)

Y como Indet M (0) = 0 = trln M(0), resulta que

Indet M = trin M. (5.1.65)
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y su cuadrado es
A% = (—det A) 15. (5.1.68)

De esto se deduce facilmente que

inh(v/— det A
M=eA= cosh(v—det A) 15 + Sm\/(ﬁ ) A, (5.1.69)

de modo que su traza
trM = 2 cosh(v —det A). (5.1.70)

Como A es una matriz real, det A € R, y en cualquier caso trM > —2.
Pero, como hemos sefialado antes, existen en SL(2,R) matrices M (r), como en

(5.1.60) con r > 2, cuyas trazas son

trM(r) = —r—1/r < =2 (5.1.71)
A

y que, por lo tanto, no son de la forma e’*.

No obstante, M (r) puede ser escrita como®

0 .

M) =1, " = im0z Inlr) oy, (5.1.73)
0 1/r

donde ambos factores en el miembro de la derecha son elementos del grupo SL(2,R),

puesto que son exponenciales de matrices reales y de traza nula.

El anterior resultado refleja el hecho de validez general de que todo elemento de
un grupo de Lie conexo no compacto puede ser representado como el producto de
un numero finito (y pequeno) de elementos que yacen sobre subgrupos Abelianos
unidimensionales. En consecuencia, las matrices de una dada representacién del
grupo pueden ser obtenidas como producto de un nimero finito de exponenciales de

elementos en la correspondiente representacion del algebra de Lie del grupo.

En consecuencia, el conocimiento de una representacién matricial del algebra de
Lie de un grupo de Lie conexo permite reconstruir (mediante la aplicacién exponen-

cial) la correspondiente representacién matricial del grupo.

Ejemplo 5.2. El grupo de Heisenberg® real.

8Esta matriz también puede ser escrita como una tnica exponencial de la forma
M(?”) _ e’i’]‘r o3 eln(r) 03 _ eiﬂ' o3 + 111(7‘) 0'3’ (5172)
pero en este caso el exponente no es una matriz real y, por lo tanto, no es el producto de ¢ por un

elemento del algebra de Lie de SL(2,R).
9Werner Karl Heisenberg (1901 - 1976).
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Consideremos el conjunto H de matrices regulares de la forma

b

M(a,b,c) = , (5.1.74)

o O =
o = Q

c
1
donde a,b,c € R. Resulta inmediato verificar que det M = 1, que la inversa de
M(a, b, c) esta dada por

1 —a —-b+ac
M(a,b,e) =] 0 1 —c (5.1.75)
0 0 1

y que ese conjunto es cerrado frente a la multiplicacién de matrices,

1 a+d b+V+ad
M(a,b,c)M(d' b, )=1]1 0 1 c+d , (5.1.76)
0 0 1

operacién que en ese conjunto resulta no conmutativa.

Por lo tanto, H constituye un grupo de Lie no Abeliano no compacto de dimen-
sién 3 con la topologia de R3.

A partir de la ec. (5.1.76) se ve que el centro de H, C(H), esta formado por las

matrices de la forma

1 0 b
M(0,6,0)0={ 01 0 |, (5.1.77)
00 1
con b € R, lo que corresponde a un subgrupo de Lie Abeliano unidimensional inva-
riante. En consecuencia, el grupo de Heisenberg no es semi-simple.
El grupo cociente H/C(H) tiene por elementos a los cosets M (a,b,c) C(H), con-

juntos formados por los elementos de la forma

1 a b+V
M(a,b,e) MOV, 00=| 01 ¢ |, VVeR. (5.1.78)
0 0 1

La operacién entre cosets esta definida por
(M(a,b,c)C(H)) - (M(d',V,¢)C(H)) := (M(a,b,c)M(a’,V/,c'))C(H). (5.1.79)

El hecho de que

0 0
[M(a,b,c),M(a',V/.,d)]=| 0 0 0 (5.1.80)
0 0
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muestra que M (a,b,c)M(a', V', )y M(a’, V', )M (a,b, c) pertenecen al mismo coset,
de modo que el grupo cociente H/C(H) es Abeliano.

Para determinar el dlgebra de Lie de este grupo debemos considerar matrices
préximas de la identidad, M = 15+ iA, donde

0 a B
A=—i|l 00 v |. (5.1.81)
0 0 O

Esa matriz pertenece a un espacio lineal de dimension 3, cuyos generadores pueden

ser elegidos como

010 000 0 01
Xi=—1|1 000 |, Xo=—i| 001], Xsg=—i| 00O
000 000 0 00
(5.1.82)
Los conmutadores entre estas matrices estan dados por
[Xl,XQ} = —Z-Xg, |:X17X3:| - O, [X27X3:| - O, (5183)
de donde resulta que X5 es un elemento central del dlgebra de Lie'®.
Teniendo en cuenta que
0 0 ay
AA=—100 0 |, A=0, (5.1.85)
00 0

vemos que la serie que define la aplicacién exponencial se reduce en este caso a sélo

tres términos,

0 a f 0 0 ay
exp{i(aX; +7Xo+X3)} =13+ 0 0 v [+5] 0 0 0 (5.1.86)
00 0 00 0

Comparando con la ec. (5.1.74), vemos que la aplicacién exponencial establece

una relacion biunivoca entre elementos del algebra de Lie y las matrices del grupo,
M(a,b,c) =exp {i(aX; +7vXs+ X3)}, (5.1.87)

0Compérese este resultado con el dlgebra de conmutadores entre la coordenada y el impulso
conjugado de la Mecanica Cuantica,

[P,Q| = —il . (5.1.84)

La asociacion P < X1, Q < Xo, I +» X3 es lo que justifica el nombre de este grupo. No obstante,

téngase en cuenta que X3 no es la matriz identidad. De hecho, el dlgebra (5.1.84) no admite

representaciones matriciales. En efecto, si E fuera el espacio de una representacion de dimensién

finita, tomando la traza de ambos miembros de (5.1.84) se obtiene tr (PQ) —tr (QP) = 0 = idimkE.
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cona=qa,c=7yb=p5+.

Evidentemente, X es el generador del centro C(H) (ver ec. (5.1.77)).

La propiedad (5.1.85) hace que en este caso la formula de Baker-Campbell-
Hausdorff'! también se reduzca a un nimero finito de términos, pudiéndose de-
mostrar de inmediato que para dos matrices A y B en el algebra de Lie se tiene

que
oA oiB _ i(A+B)-3[A,B] (5.1.88)

A partir de las relaciones (5.1.83) podemos obtener la representacién adjunta del

algebra,
0 00 00 1 000
Mi=il 001, My=—i|{00O0|, Ms=]00 0|, (5189
0 00 000 000

que evidentemente no es fiel (el grupo no es semisimple) y corresponde a una accién

trivial de los elementos del centro C(H) (todos ellos asociados a la matriz identidad).

Dado un ntmero real positivo A, puede construirse una representacion lineal

unitaria mediante los operadores definidos sobre Ly(R) como
WM (a,b,c)]f(z) = e e f(x —a). (5.1.90)
En efecto,

W[M(CL, b, C)]W[M(&/, b/, cl)]f<x> — e—ih(b+b')eihcxeihd(z—a)f(m —a-— a/) _

=W[M(a+d,b+V +acd,c+ )] f(z),
(5.1.91)
mientras que

| WM (a, b, 0)lf (x) 2 =1 f(z) |2 - (5.1.92)
Puede demostrarse que para cada valor de h > 0 se obtiene de esta manera una

representacion irreducible del grupo de Heisenberg.
Notese que la accién de los operadores WM (a, b, )] consiste en una traslacion de
la funcién en una cantidad a, luego una traslacion de su transformada de Fourier en
una cantidad hc, para finalmente multiplicar la funcion resultante por una constante

de modulo 1.

Las unicas representaciones matriciales unitarias de H son representaciones uni-

dimensionales de su representacién adjunta, ec. (5.1.89), dadas por
wap[M(a,b,c)] v = AetB)y (5.1.93)

HHenry Frederick Baker (1866 - 1956). John Edward Campbell (1862 - 1924). Felix Hausdorff
(1868 - 1942).
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para A, B € R.

5.2. Algebras de Lie de los grupos SU(2) y SO(3)

Consideremos la representaciéon fundamental del grupo SU(2). Sus elemento son
matrices unitarias de determinante igual a 1. Siendo un grupo de Lie conexo com-
pacto, todos sus elementos pueden escribirse como exponenciales de vectores en el
algebra de Lie, U = A, Entonces,

Ut == A i 2 7Aoo aiZ A,
(5.2.1)
IndetU =trlnU =itrA=0.

Por lo tanto, el algebra de Lie de SU(2) es el espacio vectorial de las matrices de
2 x 2, autoadjuntas y de traza nula. Su dimensién es 3 (igual a la dimensién de
SU(2)).

Una base conveniente para ese espacio esta compuesta por las matrices de

0 1 0 —i 1 0 5.2
o] = , 09 = , O3 = , 2.
! 10 ? i 0 ’ 0 —1

que satisfacen

Pauli,

O';; = 0k, tI'O'k :0, 00 :51']' 12+i€ijkaka (523)

donde el simbolo €;;;, es totalmente antisimétrico, con €193 = 1.
Suele tomarse como generadores a X = 0y /2 de modo que, por célculo directo,

se obtienen (para esa eleccién) las constantes de estructura'?,

o; 0j , Ok i
[5 ?j} =icigr s = Gyt = —cign (5.27)
12Los generadores en la representacién adjunta (ver (5.1.42)) de SU(2) son las matrices de
elementos (M;);r =i C;;F = —i e,
0 0 -1 0
Mi=—i| 0 0 1 |, Mya=—=i] 0 0 0 |, M3z=—i] —1 , (5.2.4)
-1 0 10 0
las que también satisfacen
[Mi,Mj] :iGijk Mk. (525)
Por otra parte, para esta eleccién de generadores la forma de Killing se reduce a
Gij = — €ikl €51k = 20ij. (5.2.6)

Como g;; es positiva definida (y, por lo tanto, regular), SU(2) es semi-simple (en rigor, simple) y

compacto.
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Cada elemento en el dlgebra de Lie (combinacién lineal de las 0 /2) genera un
subgrupo Abeliano unidimensional. Tomemos un vector 7 € R?, tal que nin’ =1,y

llamemos & = n'o;. Su cuadrado es

o 1 . . 1 . .
(3'2 =n'n’ 0,05 = inlnj {O'Z', O'j} = 5”171] 252J 12 = ('ﬁ,)z 12 = 12. (528)

Entonces, empleando el desarrollo en serie de la exponencial, resulta de inmediato

que las matrices en el subgrupo Abeliano generado por & son de la forma

o
07
Udn)= e 2 =cos (—) 15+ sin (g) 0. (5.2.9)

Estas son funciones periédicas de la variable 6, de periodo 4w, para todo n (es decir,
para toda recta que pasa por el origen del dlgebra de Lie), lo que refleja el hecho de

que SU(2) es compacto. En particular,

4
Udrn)=e 2 = cos (;) 1, =1, = U(07), (5.2.10)

para todo n.

En esas condiciones, podemos describir la variedad (simplemente conexa) del
grupo SU(2) como los puntos de una esfera de radio 27 en R3 con todo su borde
identificado con el elemento —15. En efecto,

A

121 — 2
U@rh)=e 2 =cos (g) 1, = —1,, (5.2.11)

para todo n. En esta variedad, los subgrupos Abelianos unidimensionales correspon-
den a didmetros de la esfera (que son lineas cerradas, ya que conectan dos puntos

sobre el borde de la variedad).

El grupo SU(2)/Zy, homomorfo a SU(2), tiene por elementos a los cosets UZsy =
{+U,-U}, con U € SU(2). Dado que

—U07) = U (2r(—)) UOR) = U (21 — 0)(—4)), (5.2.12)

vemos que la variedad del grupo SU(2)/Zs puede ser descrita como una esfera de
radio 7 en R?, con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados
entre si. En efecto, las matrices correspondientes a puntos diametralmente opuestos

pertenecen al mismo coset,
Ulrn)=UQR2rn)U(r (—n)) = =U(r (—n)), (5.2.13)

y consecuentemente corresponden al mismo elemento del grupo SU(2)/Zsy que, de

ese modo, resulta doblemente conexo.
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Consideremos ahora el grupo SO(3), de matrices ortogonales de 3 x 3 de determi-
nante 1. Siendo un grupo (doblemente) conexo compacto, todos sus elemento yacen
sobre algin subgrupo Abeliano unidimensional, y pueden ser representados como

A

la exponencial de ¢ veces un vector del algebra de Lie de este grupo. Si R = e,

entonces

R=et =Ril=ecAdsa=_4
(5.2.14)
Indet R=trlnR=trA=0.

Es decir, el agebra de Lie de SO(3) es el espacio vectorial de las matrices reales
antisimétricas (y, en consecuencia, de traza nula) multiplicadas por —i. Se trata de
un espacio de dimensién 3 (igual al nimero de parametros independientes del grupo

SO(3)), en el que podemos adoptar como base el conjunto de matrices

00 —1 0 1

X,=—i |0 01|, Xo=—i| 00 , Xy=—i| -1 00 |,
-1 0 10 0 0

(5.2.15)

(coincidentes con los generadores de SU(2) en la representacién adjuntal, ver (5.2.4))
de modo que A = ia*X;,.
Las constantes de estructura de SO(3) correspondientes a esta eleccién de gene-

radores se obtienen facilmente por calculo directo de los conmutadores
[Xi,Xj] = ieijk Xk, (5216)
de modo que también para este grupo resulta que

C,." = —eijn (5.2.17)

¥

Estas constantes de estructura son idénticas a las antes obtenidas para SU(2), de
modo que estos dos grupos son localmente isomorfos (en un entorno de la identidad).
Entonces SU(2), simplemente conexo, es el grupo de cubrimiento universal de la clase
de grupos localmente isomorfos a la que pertenece SO(3).

Cada subgrupo Abeliano unidimensional de SO(3) contiene las matrices de la

forma R(0n) = ewX, donde X = n*X,, con # un vector unitario en R®. Por
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ejemplo, para n* = 63, es facil verificar que'?

10 0
(X3)’=101 0|, (X3)°=X;. (5.2.22)
000
Entonces,
R(0 &) = €' 9X3 = 1, + isin(0) X5 + (cos(6) — 1) (X3)2 (5.2.23)

En particular, R(27n3) = 13 = R(0n3).

La matriz R(0n3) es una funcién periédica de € de periodo 27, y lo mismo se
verifica para R(67) cualquiera que sea el vector unitario 7 € R®. De ese modo, la
variedad del grupo SO(3) puede ser descrita como una esfera de radio 7 en R3, con

los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre si. En efecto,
R(rn) = R2rn)R(m (—n)) = R(7 (—n)), (5.2.24)
siendo SO(3) doblemente conexo.

En resumen, SO(3) es localmente isomorfo a SU(2); pero mientras que éste es

simplemente conexo, el primer grupo de homotopia de aquél es

Dado que el centro de SU(2) es isomorfo a Zs, SO(3) sélo puede ser globalmente
isomorfo a SU(2)/Zs.

En consecuencia, SO(3) es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo de nicleo
{15, —15} &~ Z,. Las representaciones de SU(2) seran, en general, representaciones

proyectivas (bivaluadas) de SO(3). Sélo aquellas para las cuales
D(-U)=D(U),YU € SU(2) = D(—12) =1, = D(1,) (5.2.26)

Bpara una direccién general,

0 ng  —no
mXpy=—i| —ng 0 = (mXp)’=13—h®n, (5.2.18)
ng —n; 0
y teniendo en cuenta que
(niX)h =0 (5.2.19)
vemos que, para [ > 0,
(e Xp)? =13, (e Xp)? ™ = (e Xp) . (e Xk)? T = (e Xp)” (5.2.20)

En consecuencia,

R(OD) = 00Xk = 15+ isin 0 (n, X5) + (cos 6 — 1) (e X)? . (5.2.21)
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son representaciones ordinarias de SO(3).

5.3. Algebras de Lie de otros grupos de matrices

Las representacion fundamental de cada uno de los grupos de matrices que hemos
definido ofrece una representacion matricial fiel para el algebra de Lie de esos grupos,
a partir de la cual es posible deducir la operacion entre vectores del algebra de
manera similar a como fue hecho antes para SU(2) y SO(3). Para ello, representamos

A y establecemos, en cada caso, las condiciones

elementos del grupo como M = e
que debe satisfacer la matriz A.
Por ejemplo, para GL(n,R), grupo lineal de matrices (regulares) reales de n x n,
A toma valores en el espacio lineal de las matrices reales de n x n. Una base de ese
espacio vectorial estd dada por las matrices cuyos elementos son todos nulos salvo

uno, tomado igual a 1:
By = ’k‘) <l‘ = ¢ (él, ) = (Ekl)m = 6kr5137 (531)

donde los é;, k = 1,2, ...,n forman una base ortonormal de R", (k|l) = (é, &) = Op.
Existen n? de tales matrices, que pueden ser tomadas como generadores. De ese
modo, el dlgebra de Lie de GL(n,R) (y, por lo tanto, también el grupo GL(n,R))
es de dimensién n?.
Para determinar las constantes de estructura asociadas con esta eleccion de ge-

neradores hay que calcular sus conmutadores. Teniendo en cuenta que
By Bys = [k) (l]r) (s| = dir k) (s], (5.3.2)

resulta de inmediato

[Ekla Ers] = 5lrEks - 5skErl- (533)

Para obtener matrices de GL(n,C) serfa necesario considerar combinaciones li-
neales complejas de los Ej;. Pero como debemos describir a los grupos de Lie en
términos de paramentros reales, mas bien debemos duplicar el nimero de generado-
res introduciendo nuevas matrices, definidas como Ej; = iEj, en lo que se conoce
como la complexificacién del dlgebra de Lie de GL(n,R). En consecuencia, el
grupo GL(n,C) tiene dimensién 2n?.

Para obtener el resto de las constantes de estructura, se deben calcular los con-
mutadores

(B, B = 401, B — da By,
(5.3.4)
(Bl Erg] = =01 Es + 56 Ea-

s
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Si se trata del grupo SL(n,R), subgrupo unimodular de GL(n,R), sus ele-
mentos son matrices reales de determinante 1. Entonces, si M = eA, Indet M =0
implica que A tiene traza nula, trA = 0.

Los generadores de este grupo son combinaciones lineales de los generadores de
GL(n,R) con traza nula. Para k # [, trEy, = 0, pero trEy, = 1. Entonces se pueden
mantener los primeros, pero es necesario tomar combinaciones de los generadores
diagonales que tengan traza nula. Por ejemplo, se puede tomar como base del dlgebra

de Lie de SL(n,R) al conjunto de generadores

By, k#1,
(5.3.5)
(Ekk — E’rm)» k= 1,27 e — 1,
lo que corresponde a una dimensién dim SL(n,R) = n? — 1. Similarmente,

dim SL(n,C) = 2(n* —1).

Para los grupos unitarios, con U = eiA, la condicién UT = U~! implica AT = A.
Es decir, el dlgebra de Lie de U(n) es el espacio vectorial de las matrices autoadjuntas
de n x n. Sus generadores son combinaciones lineales autoadjuntas de las matrices
Ejy. Teniendo en cuenta que Ef, = (|k) (I|)' = |I) (k| = Ej, vemos que una eleccién
posible es

My = En + B, k=1,
(5.3.6)
Nuy=1i(Ey—Ey), k>1,

de donde resulta que dimU(n) = (n + n(n —1)/2) + n(n — 1)/2 = n® Las corres-
pondientes constantes de estructura se calculan facilmente a partir de (5.3.3)'.

Para el grupo SU(n) se debe imponer ademés la condicién de que los genera-

dores tengan traza nula, lo que requiere tomar, por ejemplo, las combinaciones de

14por ejemplo, para el grupo U (2) tenemos

My =00 +o03, M =o0— 03,
(5.3.7)
Mgy = o4, Na1 = 09,
donde op = 1. Pero también podemos tomar como base del dlgebra de Lie de U(2) directamente
a 0g,01, 02,03, cuyos conmutadores son
[0i,0] = 2i €5 Ok,
(5.3.8)
[0i,00] =0, i=1,2,3.
Esta algebra se separa en dos subdlgebras que conmutan entre si, lo que refleja el hecho de que
U(2) =U(1) ® SU(2), de modo que el grupo no es semi-simple y su forma de Killing es singular:
gop = tr{Mo M, } =tr{OM,} =0, para p=0,1,2,3.
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los generadores diagonales My, — M,,,,, con k = 1,2,....,n — 1. De ello resulta que
dimU(n) =n? — 1.

Para los grupos ortogonales, si R = eA, la condiciéon R! = R~! implica A = — A,
de donde resulta que el dlgebra de Lie de SO(n) es el espacio lineal de las matrices
reales y antisimétricas de n x n, multiplicadas por (—i). Sus generadores pueden ser
tomados como

Ny =1 (Ek:l — Elk)) k > l, (539)

de modo que dimSO(n) = n(n — 1)/2. Las constantes de estructura se calculan

tomando los conmutadores de los generadores y empleando (5.3.3).

Finalmente, para el grupo Sp(2n,R), adoptando la métrica de Darboux

0o 1, u
g = ( ) = Z (Ergotn — Erinikl s (5.3.10)

—1, 0 k=1
la condicién MfgM = g, con M = e ~ 15, + A, implica que
gA=—Alg={gA}', (5.3.11)

de modo que gA pertenece al espacio lineal de las matrices reales simétricas de

dimensién 2n. Una base de dicho espacio puede ser construida como
19X = My =Ey+ Ey, k>1=1,2,---,2n, (5.3.12)

de modo que

Xw =19{Eun+ By} = ZZ {(Eryin — Eriny) (B + Ei) } =

r=1

o 5.3.13
=1 Z {5r+n,k:Er,l + 5r+n,lEr,k: - 6r,kEr+n,l - §r,lEr+n,k} - ( )
r=1
= i{Eyni+ Einp — Eing — Eignp}, k2>21=1,2,--- 2n,
donde Ej; =0si k <0 o0 k> 2n. Nétese que
tI‘Xkl =71 {6kfn,l + (Slfn,k — 5k+n,l — 5l+n,k} = O, (5314)

como corresponde al hecho de que las matrices de Sp (2n,R) tienen determinante 1.

Estas matrices generan un algebra de Lie de dimension
dim sp (2n,R) = 2n + 2n(2n — 1)/2 = 2n* + n = n(2n + 1), (5.3.15)

cuyas constantes de estructura se evalian calculando los correspondientes conmuta-
dores. Por otra parte, su complexificacién corresponde al algebra de Lie de Sp (2n, C),
de dimensién 2n(2n + 1).
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Las matrices proximas de la identidad en el grupo Sp(n) := U(2n) N Sp(2n, C),
M ~ 1,5, +iA, deben satisfacer

A=A, {gA}Y =gA. (5.3.16)

A B
c D >, donde los bloques A, B,C, D son de n X n, vemos

que la primera de las anteriores condiciones implica que AT = A, DI = Dy C' = BT,

Si escribimos A = <

mientras que la segunda impone que D = —A! y B! = B. En consecuencia,
A B
A= , (5.3.17)
B* —A!

con A autoadjunta y B compleja y simétrica. Notese que la traza de esa matriz es
automaticamente nula.
La matriz A puede expresarse como una combinacién lineal real de los n? gene-
radores de las formas My, v Ng en (5.3.6), mientras que B debe expresarse como
n(n—1)

combinaciones lineales complejas de los n + =5— generadores de la forma Mj;. De

ese modo, el dlgebra de Lie del grupo Sp(n) tiene una dimension

n(n —1)

dim sp(n) = n® + 2 x (n + 5

) =n(2n+1). (5.3.18)

Construidos los generadores de acuerdo a esas consideraciones, resulta un ejercicio

directo el calculo de las correspondientes constantes de estructura.

Ejemplo 5.3. Consideremos el dlgebra de Lie del grupo SU(3). Una base para el
espacio de las matrices de 3 x 3 autoadjuntas y de traza nula, de dimensién 32 —1 = 8,

estd formada por las matrices de Gell-Mann!® definidas por

01 0 —2 0
M=FEo+En=100 |, =—i(F2—FE)=|1:¢ 0 0|,
000 0 0 O
0 0 01
Ay =En—FEp=[0~-10], M=Eg+E1=[000 [,
0 1 00
—1 0 0 O
Ay =—i(Eiz—FEs)=1 0 0 0 , ANei=LEy+Ep=100 1|,
1 010

BMurray Gell-Mann (1929 - ).
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0 0
A= —i(By3—FE3)=1 0 0 —i |,
0 ¢« O
(5.3.19)
= 0 0
A= g5 (B + Bp —2Ep) = 0 5= 0
0 O —\%
Los generadores del algebra suelen definirse como T = ’\2—’“ Jk=1,2,....8, de

modo que satisfagan que T {T;T;} = %52-]-. Las correspondientes constantes de es-
tructura, que resultan ser completamente antisimétricas, se obtienen calculando los
conmutadores

T, T = —ifijeTy - (5.3.20)

De ellos se obtiene que

f123:_17 f147:f246:f257:f345:_%7
(5.3.21)

J156 = Jfaer = %, Jass = fors = —\/T?j-

5.4. Medida de integracion invariante

Las relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito, asi como la equi-
valencia de toda representacion con una representacién unitaria, se demuestran ha-
ciendo uso de la siguiente propiedad de las sumas sobre los elementos del grupo:

D (g -hT =D (), VheG, (5.4.1)
geG g eG

Para sumas parciales, sobre subconjuntos de G, se tiene

doWUlg-nh= Y Wlg), YheG. (5.4.2)

geSCG g eS-h—1cG
De existir una propiedad similar para el caso de los grupos continuos, las sumas
deberian ser consideradas como integrales sobre la variedad, con una medida de
integracion que dé cuenta de la densidad de elementos del grupo alrededor de cada

punto,

/ dyulg) blg - h) = / du(g) ¥(g). (5.43)
SCG

S-h-lca
Pero, cambiando de variable de integracion en el miembro de la izquierda, g — ¢’ - h,

también resulta

/ du(g)(g-h™') = / du(g" - h) ¥(g"). (5.4.4)
SCcG

S-h—lcG
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Las igualdades (5.4.3) y (5.4.4) deberian valer V.S C G, Vh € G, y para toda
funcién v (g) definida sobre el grupo, de modo que la medida de integracién sobre

la variedad deberia ser invariante por multiplicacion a derecha,
du(g - h) = du(g), Yg,h € G. (5.4.5)

Es decir, para el caso de grupos continuos se podran demostrar propiedades simi-
lares a las que valen para grupos de orden finito siempre que se pueda construir una
medida de integracién invariante por multiplicacién a derecha (que satisfaga
(5.4.5)), tal que su integral sobre la variedad del grupo sea convergente.

Esta invarianza de la medida refleja el hecho de que la multiplicacién a derecha
por h establece una relacién biunivoca (dada la existencia de h™' € G) entre los

elementos de un entorno U, de g y los de la imagen de ese entorno, Uy.j,.

En el caso de grupos de Lie, una vez establecidos sistemas de coordenadas locales
sobre la variedad del grupo, la medida de integracién en el punto g puede ser referida
a sus coordenadas (",

du(g) = p(B) d"B. (5.4.6)
Entonces, la densidad de elementos p(f) debe tener en cuenta la variacién que sufre
el volumen de S, cuando se lo multiplica a derecha por h para obtener S,.,, y esa
variacion puede ser determinada a partir de la ley de composicién en el grupo.

En efecto, sea a un elemento préximo de la identidad, que tiene asignadas coor-
denadas o en un sistema para el cual las coordenadas de e son ¢ = 0 , y sea un
segundo elemento b de coordenadas (*. Las coordenadas del producto ¢ = a - b,

v = ¢"(a, ), son funciones analiticas de a#, de modo que
1
A — B = (—a¢ (o 6)> o’ + O(a)? (5.4.7)

a=0

oa”

En consecuencia, la relacién entre un volumen elemental alrededor de e y su imagen
por multiplicacion a derecha por b esta dada por

(%“(04,5))

d"p = ’det( Ser

d"o, (5.4.8)

a=0

donde det (W) ‘a:o £0 (ver (5.1.14)).
Entonces, tomando g = by h = b~! en (5.4.5) y (5.4.6), tenemos para una

medida invariante a derecha

dp(b-b7") = dp(e) = du(b) =

99" (e, )

(5.4.9)
p(0)d"a = p(B)d"B = p(B)

a=0
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de donde resulta que

-1

pB) _ ‘det (M) (5.4.10)

p(0) da”

Esta densidad de elementos, determinada a menos de una constante multiplicativa,

a=0

permite construir una medida de integracion invariante a derecha.

La integral de esta medida invariante sobre una region compacta de la variedad
del grupo de Lie considerado permite definir un volumen invariante a derecha
para dicha regién. En particular, el volumen invariante a derecha de (toda) la varie-

dad de un grupo de Lie compacto es finito.

En todo grupo de Lie puede construirse de manera similar una medida de in-
tegracion invariante por multiplicacion a izquierda, que distinguimos de la
anterior introduciendo los subindices R o L segun el caso.

La densidad de elementos que aparece en la expresion de la medida invariante a

izquierda esta dada por

dur(b) = pr(B)d"B,
(5.4.11)

-1

pulf) ‘ e (210.00)

a=0

En ambos casos suele definirse p;(0) = 1 = pg(0).

En principio, las medidas invariantes a derecha e izquierda son diferentes. Sin
embargo, en ciertos casos (como el de los grupos de Lie compactos) resultan ser
iguales.

Si trasladamos un volumen elemental tomado alrededor de e, primero por multi-
plicacién a derecha por by luego por multiplicacién a izquierda por b=, en general no
se vuelve a la region de partida, sino que su imagen tendré un volumen distorsionado

por un factor de amplificacién. En efecto,

d"a = dug(e) = dug(e - b) = pr(B)d" S =
(ﬁfggi) Aid'p = (Zf )duL b= (5.4.12)
(8t - (22 ot - (22

no() — pr(B) Ny — oy
d (pR(ﬁ))d f(B)d" . (5.4.13)

es decir,
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Si sobre el elemento de volumen resultante se realizan nuevamente las traslacio-
nes, a derecha por b y a izquierda por b=!, el volumen resultante aparecera corregido
por el factor de amplificacién (f(3)), y en general, tras realizar N veces esa opera-
cién,

d"a™ = (f(B)Y da. (5.4.14)
Pero, dada la asociatividad del producto en G, ese factor es también el que corres-
ponde a la traslacién a derecha por b y a izquierda por b= .

Notese que para todo N finito, esa transformacion es inversible, siendo su inversa
la multiplicacién a derecha por b= y a izquierda por bV, a la que evidentemente
corresponde el factor de amplificacién de volumen (f(5)) .

Ahora bien, si f(f) > 1 entonces (f(8))" resulta mayor que cualquier niimero
positivo con sélo tomar N suficientemente grande. Pero eso no es posible en un
grupo de Lie compacto, puesto que la transformacion ha de ser inversible para todo
N y el volumen de la variedad en ese caso es finito. En efecto, si f(f) > 1 en un
abierto de volumen finito sobre la variedad, el volumen de la regién imagen superaria
al de la variedad toda con sélo tomar N suficientemente grande, y en ese caso la
transformacién no seria biunivoca.

Con un razonamiento similar se muestra que f(f) no puede ser menor que 1. Por
lo tanto f(5) = 1, lo que implica la igualdad de las medidas invariantes a derecha e

izquierda para todo grupo de Lie compacto®®,

pr(B) = pr(B) = dur(b) = dur(b), Vb € G. (5.4.15)

El volumen invariante de un grupo de Lie compacto se define como la integral

de la medida invariante (tanto a izquierda como a derecha) sobre su variedad,
VIG] = / du(g) < oc. (5.4.16)
G

Estos resultados permiten mostrar, en particular, que toda representacion ma-
tricial de un grupo de Lie compacto es equivalente a una representacion unitaria,
asi como la ortogonalidad de las funciones de caracteres de representaciones irredu-

cibles no equivalentes respecto de la medida invariante del grupo.

5.5. Medida invariante para los grupos SO(3) y SU(2)

Para calcular la medida de integracién invariante sobre el grupo SO(3), prime-
ro notemos que su variedad (una esfera maciza de radio 7 en R? con los puntos
diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre si) es simétrica frente

16También es posible mostrar la igualdad de las medidas invariantes a izquierda y derecha de,

en particular, los grupos simples y semi-simples.
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a rotaciones. Dos rotaciones en un mismo dngulo son conjugadas una de la otra,
siendo el elemento que las relaciona la rotacion que lleva el eje de rotacion de la
primera a coincidir con el de la segunda. De ese modo, la densidad de elementos
de SO(3) alrededor de una rotacién particular dependera del angulo de la rotacién,
pero no de la direcciéon de su eje de rotacion.

Entonces, sin pérdida de generalidad, consideraremos la medida de integracion
alrededor del elemento b — R(0é3) = ¢t X3 Para ello debemos trasladar por

multiplicacion a derecha por la matriz

cosf sinf 0
R(0é3) = €' 0Xs — | _sind cosd 0 (5.5.1)
0 0 1

elementos proximos de la identidad que tienen la forma

1 —
%04 e N 2
a — S =€ k= —Q3 1 (6% + O(OZ) . (552)
(0%} —Q 1

Tenemos entonces

R = SR(O&)=e0Xs ¢

—agsind ag cos 0 —rp (5.5.3)
—a3 cos —agsin aq +0(a)?,

opsinf + ascos —aqgcosh + assind 0
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donde R’ también puede escribirse de la forma'”

R/:ei(¢1X1+§02X2+((,03+6)X3) :ei0X3+

—p3sind 3 cos b - (_Cosgfl) _ @2sigo
—p3cost —(p3 sin 6 P50 — oy (<s0-1) | 4 O(p)2.
—pr (=52) + et~ - () 0

Entonces, a menos de términos de orden (a)?,

P3 = Q3

. (5.5.8)
2sinf/2 [ cosf/2 sinf/2 w1\ [ o
0 —sinf/2 cosf/2 e ]\ )’

de donde resulta que

1 031
0y | =MO)| ar |, (5.5.9)
3 o3
con
cosf/2 —sinf/2 0
0 .
M(0) = — sinf/2  cosf/2 0 . (5.5.10)
2sinf/2 2sin6/2
0 0 —

En consecuencia, la densidad p(6), que sélo depende del dangulo 0, estd dada por

el Jacobiano de esa transformacion,

p(0) = detj/[(e) - 4Sin9§9/2), Vi, (5.5.11)

La medida invariante puede escribirse entonces como

dpsos) (R(O7)) = p(6) 6> d dQy = 4sin®(0/2) df dSs, (5.5.12)
17Téng;3bse en cuenta que, para ng ng = 1,
0 ns —MNg9
ngXp=-i| —-ng 0 ng |, (5.5.4)
no —nNn1 0
(n2)? 4 (ns)? —Mn1n —ning
(nk Xk)2 = —nj N (n1)2 + (n3)2 —nNg N3 =13 —nQ®n, (555)
—n1n3 —ng N3 (n1)? + (n9)?

y que
(nka)ﬁ:0:> (nka)3 =np Xg. (556)
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donde df); es el elemento de integracién sobre la esfera Ss.

El volumen invariante de este grupo es

VISO(3)] :/07r /5248m2(9/2) dh dQy =
(5.5.13)

= 167r/wﬂd9:87r2.
0 2

Para hallar la medida invariante para el grupo SU(2), tengamos en cuenta que
SO(3) =~ SU(2)/Zs, y que su variedad es una esfera en R? de radio 27 con su borde
identificado con el elemento —15.

Por lo tanto, para § < 7 la medida invariante de SU(2) coincide con la de SO(3),
siendo entonces sélo funcién de . Pero como los elementos de SU(2)/7Zs son cosets
de la forma {U,—U}, y estdn en correspondencia biunivoca con los elementos de
SO(3), la medida de integracién alrededor de —U(6n) = U((2m — 0)(—n)) debe ser

la misma que alrededor de U(fn). En consecuencia, para 6 > 7
dp(U(0n)) = dp(U((2m — 0)(—n))) =
(5.5.14)

2

Por lo tanto, la medida de integracién invariante (tanto a izquierda como a

derecha) sobre el grupo SU(2) esta dada por
dpsuy (U(0n)) = 4sin’(0/2) df dSd,, 0 <6 < 2, (5.5.15)

y el volumen invariante de este grupo es

27
VISU(2)] = / / Lsin2(0/2) dO dQ —
0 S2
(5.5.16)
27 -
- 167r/ L=cosh by 16n2.
0 2

5.6. Representaciones unitarias irreducibles del grupo SU(2)

Como SU(2) es un grupo de Lie compacto, toda representacion matricial es
equivalente a una representacion unitaria. Entonces, basta con considerar represen-
taciones matriciales del dlgebra de Lie de SU(2) cuyos generadores sean matrices

autoadjuntas. En efecto, si las matrices J;, satisfacen
J =T k=1,2,3,
(5.6.1)
[Jia J]] = ZEl]k Jk7 Vi7j7 k?



5.6. REPRESENTACIONES UNITARIAS IRREDUCIBLES DEL GRUPO SU(2) 121

entonces las matrices de la representacion (obtenidas mediante la aplicacién expo-

nencial) son unitarias,

D (U(@ﬁ))]T _ [eiQTLkar _ e—i@nkfr _
(5.6.2)
100" _ D (U(9a)", YU0R) € SUQ2).

Por otra parte, el invariante cuadrdtico de Casimir'® en esta representacién J? :=

(J1)? + (J2)* + (J3)? conmuta con los generadores,
(3%, ;] = Ji i, Jj) + (i, Jj) Ji = ey, (Jidi + i) =0, (5.6.5)

por lo que J? (= (J 2)T) conmuta con todos los elementos de la representacién ma-

tricial considerada,
0ok
{J{ew” Jk} —0, V0,7 (5.6.6)

En consecuencia, si se trata de una representacion irreducible, el Lema de Schur

requiere que sea proporcional a la matriz identidad,
J? =\, (5.6.7)

donde el valor de A (> 0 puesto que J? es suma de cuadrados de matrices autoad-

juntas) caracteriza la representacion.

Se trata entonces de construir el espacio de representacion correspondiente a una
representacién unitaria irreducible, caracterizada por un autovalor de J? que, por

conveniencia, escribiremos como A = j(j + 1), con j > 0.

18E) invariante fundamental cuadrdtico en una dada representacién matricial de un algebra de

Lie semi-simple estd dado por
K=g¢"X,X,, (5.6.3)

donde g"” es la inversa de la forma de Killing. Resulta inmediato mostrar que conmuta con los

generadores en esa representacion,

(K, X5] = g [Xp, Xa] Xo 4+ 9" Xy [Xy, Xo] =

. (5.6.4)
= -1 Cu)\o gap gﬂy (Xp X, +X, Xp) =0,

dado que las constantes C,,\, son totalmente antisimétricas. En el caso de SU(2), las constantes
de estructura son Cijk = —¢jk, de modo que g;; = —€pi€je = 20;; = g = %(5”. No obstante,

por conveniencia se lo normaliza como K — J? = §% JiJj.
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Podemos elegir una base para ese espacio formada por autovectores simultaneos
de J? y de J5'?,
J2jm) = (i +1)[jm),
(5.6.8)
Js|jm) =m|jm),
que supondremos normalizados, (jm' [jm) = 6, (donde hemos empleado la no-
taciéon de Dirac para vectores y formas lineales).

Tomando las combinaciones Jy = J; £ iJy, las reglas de conmutacion (5.6.1) se

reducen a
[J3, Ji] = £J4,
(5.6.9)
[y, J ] =2J;,
mientras que por calculo directo resulta que
J J == J(J3+1)
(5.6.10)
JoJ =3 —J3(J3—1).
Entonces,
JJpljm) ={j(G +1) —=m(m+1)}[jm),
(5.6.11)

Jod|jm) ={j(G+1) =m(m —1)}[jm).

Teniendo en cuenta que (J1)! = Jz, las anteriores igualdades implican que

| T [im) [[P= (Gm| J- Ty [jm) = (j —m) (j +m+1) >0,
(5.6.12)
| J-[im) [[°= (Gm| JoJ-|jm) = (j +m)(j —m+1) >0,

(52 =m®) (G + 1) =m?) > 0. (5.6.13)

Esas desigualdades son satisfechas sélo si j2 > m?, es decir, si los autovalores de
J3
—J<m<j. (5.6.14)

Por otra parte, de (5.6.9) resulta que
Js (Jeljm)) = Je (Js £ 1) [jm) = (m £ 1)Je |jm). (5.6.15)

9E] rango de un algebra de Lie es el méximo nimero de generadores que conmutan entre si.

En el caso del grupo SU(2) el rango es 1, de acuerdo a la ec. (5.6.1).
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Por lo tanto, por aplicacién del operador J, (J_) al vector |jm) resulta un nuevo

autovector de Js con autovalor aumentado (disminuido) en 1:

Jilgm)y ={G —m) (G +m+ 1D} (m+1),
(5.6.16)
J_ljm)y={G+m) (G —m+1)}"*j(m - 1)),

donde los factores de proporcionalidad han sido fijados de acuerdo con (5.6.12).
Pero como m no puede tomar valores superiores a 7, debe existir un valor maximo

para el autovalor de J3, —7 < M < 7, tal que
Ji|j M) =0, (5.6.17)

de modo que

[T li M) P=0G—M)(G+M+1)=0
(5.6.18)
=M =j.

A partir de ese vector, por aplicacion de J_, se puede generar el resto de los

vectores de la base del espacio de la representacion,
(J)"|gM) ~|j (M —n)), conn e N. (5.6.19)

Pero este espacio es de dimension finita (por tratarse de una representacién
matricial) y, como hemos visto, los autovalores de J; deben ser mayores que —j.

Esto significa que ese proceso debe terminar para algtin entero n > 0, es decir,
J_|j (M —n))=0. (5.6.20)
Igualando la norma de este vector a cero,
| J_lF(M=n)|P=G+M-n)(j—-—M+n+1)=0, (5.6.21)

obtenemos M = j =n — j. Es decir, j =n/2, conn € Z™.

En consecuencia, el espacio de la representaciéon unitaria irreducible de SU(2)
caracterizada por el entero o semientero j = n/2, con n = 0,1,..., estd generado

por los vectores
{lgm), m=—j,—j+1,...,5—1,7}, (5.6.22)

siendo su dimension n + 1 = 25 + 1.
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Referidos a esa base, los generadores tienen por elementos de matriz a
/| 32 |jm) = j(G + 1) Ot m,

(gm!| J3|jm) = m b m,
(5.6.23)
G| Ty [gm) ={(G —m) (G +m+ D} 6 i1,

G/ T |jm) ={G +m) (G =m+ D} 6 s

Por lo dicho anteriormente, vemos que es posible construir representaciones irre-

ducibles del grupo SU(2) de cualquier dimension.

Para j = 0, la dimensién del espacio de representacién es 25 +1 = 1, las matrices
que representan a los generadores son todas nulas, y se obtiene la representacion

trivial del grupo.

Para j = 1/2, la dimensién es 25 + 1 = 2, los generadores estédn dados por

3(1 0 1(1 0 0 1
2 _ Y — —
J—4<01>,J3 2(@_1),J+ (oo)’ (5.6.24)

es decir,

1 1 1
Jl = 50’1, J2 = 50’2, J3 = 50’3, (5625)

y se obtiene la representacion fundamental del grupo.

Para j = 1, la dimensién es 25 + 1 = 3, J? = 213, y los generadores estan dados

por
10 0 0 v2 0

Jr=l00 0 |, =0 0 v2 [, (5.6.26)
00 —1 0 0 0

obteniéndose una representacion equivalente a la adjunta®.
20k efecto,

0 1
Js=A"1X3A, conA= 1 0 1 |. (5.6.27)
1 0
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En el caso general, J; = diag(j,j — 1,...,—j + 1, —j). Entonces, la matriz que

corresponde al elemento —15 € SU(2) se expresa, por ejemplo, como

D(U(2ré3)) = i27J5 =

 diag (627,276 1), 27 =2+ 1,27 =) = (569

= 6127Tj 19j41,

de modo que esas representaciones son fieles si y solo si j es un semientero.

En esas condiciones (ver (5.2.26)), las representaciones unitarias irreducibles de
SU(2) son representaciones ordinarias de SO(3) sélo si €27 — 1, es decir, sélo si j
es un entero: 7 = 0,1,2,... Por lo tanto, las representaciones irreducibles del grupo

SO(3) son de dimension impar.

Similarmente a lo que ocurre con el grupo de rotaciones, SO(3), se puede de-
mostrar que dos elementos de SU(2), U(#' n') y U(8#), son conjugados si y sélo si
0’ = 0, cualesquiera que sean los vectores unitarios 7, 7’ € R3.

Los caracteres de la representacién irreducible j (caracteres simples),
X(0) = tr {DD(U(On))}, (5.6.29)

son una propiedad de cada clase de elementos conjugados en el grupo, de modo que

pueden ser calculados tomando n en la direccién més conveniente. Por ejemplo,

YD (8) = tr {eiQJg} _ NV ptmb _ —ijt 223' Oeim9

m=—j

(5.6.30)

g (L= @I DO\ sin(+1/2)0
e sinfo/2

Recurriendo a la medida de integracién invariante antes calculada se puede ve-
rificar la ortogonalidad de los vectores de caracteres,

sy dsve (10) 00 -

Lo sinf(f' + 1/2)6] sinl(j +1/2)6] _
— /0 4sin?[0/2] dO dO, o _ (5.6.31)
= [ ool = 8] = cosll 5+ 181} =
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5.7. Producto directo de representaciones. Descomposicién de Clebsh -
Gordan

Tomando el producto directo de dos representaciones unitarias irreducibles de
SU(2), DUV y DU2) | se obtiene una nueva representacion, que puede a su vez des-

componerse como suma directa de representaciones irreducibles,

D) .— pli) ¢ pl2) — @aj DY), (5.7.1)
J

donde a; € Z,.
Por otra parte, los caracteres de la representacién producto directo,
x191®32) () son el producto de los caracteres simples xU1) () y xU2)(8),

J1

: 2
XUE(0) = X O (0) = Y MO N7l

mi=—j1 ma=—7jo
(5.7.2)
J1+j2 J - J1+j2 .
-3y 5 o,
J=lj1—ja| m==J J=lj1—jz|

Es decir, a; = 1 para |j; — ja| < j < j1 + ja, ¥ a; = 0 en todo otro caso?'.

El espacio de la representacion DU1®72) estd generado por los vectores
J1 J2 M1 ma) = |1 ma) @ [j2 ma), (5.7.4)

pero los subespacios invariantes correspondientes a las representaciones irreducibles
que contiene estan generados por las combinaciones
J1 J2
oz dm)y =D Y Ldr do ma ma) (i jo ma maly jo jm),  (5.7.5)

mi=-—ji me=—7ja
donde los coeficientes de la transformacion, (j; jo m1 me|ji jo2; j m), son llamados
coeficientes de Clebsh - Gordan (cuando los distintos vectores estan todos nor-
malizados a 1 y de modo tal que los coeficientes sean reales).

21Este resultado puede obtenerse reordenando las sumas en (5.7.2), o bien empleando la orto-

gonalidad de caracteres, ecuacién (5.6.31),

1 J * J1®J2 _
W/dMSU(z) (X( )(9)) X( @ )(9) =

1 [*" sin[(j + 1/2)6] sin[(jy + 1/2)60] sin[(j2 + 1/2)6)]
T /0 a == gin[9/2] : - (5.7.3)

) 1, para [j1 — ja <j < g1+ 2,
0, para j < |j1 — j2| 0§ > j1 + jo.
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Referidas a esa base, las matrices de la representacién DU1®52) son llevadas a la

forma diagonal en bloques

DU+iz) 0
0 pUitiz=b o 0
DU1®i2) 0 0 0 . (5.7.6)
0 0 0 ... DUin—sl)
Notese que

Jiti2

> @i+1) =21 +1)(25+1). (5.7.7)

J=l51—J2

Si consideramos elementos cerca de la identidad del grupo,
DUes) = 1(1®52) 4 jok JU1952) L 0(q)2 =
= {101) +iak g0 4 (’)(oz)Q} ® {10’2) +iak g (9(04)2} = (5.7.8)
— 10D g 102) 4 ok {(]]gjl) ®102) £ 100 g J,ijQ)} + O(a)?
Pero también

D) — itz {1(j) +iakJY 4+ O(Oé)2} _

J=lj1—jz|
(5.7.9)
_ Mt ) ikt () 2
= @Ot + i@ I + Ol
de donde resulta que
JIER) = g0 @ 102) 4100 @ J7) =
(5.7.10)

— @lerjz J(j)’

J=lj1—7a2| 7k

para k=1,2,3.
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Entonces, aplicado a los vectores de la base (5.7.5),
Jn®i) oL _
k ‘,]1 J25 ] m> -
= { ;:}:ﬁszrjlgj )} 1 j2; J M) = J;EJ) J1 g2 J m) =

_ {Jéﬁ) ® 102 4100 g J,gj”} 1 Jos J m) =

(5.7.11)
J1 J2
— Z Z (71 J2 m1 malj1 Jo; § m)
mi=—j1 ma=—j2
X {Jzijl) 1 ma) ® |2 ma) + i ma) @ I | m2>} '
En particular,
TS g1 s j my =
= J5 g Gz G m) = my Go; G m) =
Ji J2
— Z Z (J1 Ja m1 maljy ja; § m)
W= = (5.7.12)

X {Jéjl) |71 m1) @ |j2 ma) + |51 1) @ Jéh) |72 m2>} =
J1 J2

= Z Z (m1 +ma) |j1 J2 m1 ma) (J1 J2 My malj1 Jo; J M),

mi=-—/j1 me=—/jz

Jrer) J1 Jos Jom) =

= J9D gy jas g m) = [(G+m)(G —m+ D] g1 G j (m—1)) =

Ji J2
- Z Z (J1 J2 m1 ma|ji j2; J M)

mi=—ji1 me=—7jz

X {Jiﬁ) 171 M) @ |g2 ma) + |1 1) ® Ju?) |ja m2>} =
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Ji J2
- Z Z (J1 Ja ma maljy jo; § m)

mi1=—j1 ma=—7j2

. . . . 5.7.13
{161+ ma) G = s+ D] s (= 1) © i ma) T

[z +m2) iz = ma + 1)) s ) @ iz (ma = 1)) .
Consideremos el caso j; = 1/2 = j,. De lo anterior sabemos que el produc-

to directo de esas dos representaciones se descompone en la suma directa de las

representaciones con j = 0,1, y que los generadores pueden expresarse como
JUPER) — 02 1) 11,0 0P = gD g g9, (5.7.14)

Notemos que

JA2E2 119 1/9) @ (1/2 1/2) = (% + %) 11/21/2) ®1[1/2 1/2), (5.7.15)

y que ése es el tnico vector del espacio de la representacién (1/2®1/2) con autovalor

m = 1, por lo que necesariamente
11/21/2;11)=11/21/2) ®]|1/2 1/2). (5.7.16)

Por aplicacién de JUZE) gobre ese vector se puede generar el resto de la base

correspondiente a la representacion irreducible j = 1:

JUZEYD 19 1/2: 1 1) = [(1+ 1) (1 — 1+ 1)]V2|1/2 1/2; 1 0) =
[(1/241/2)(1/2—1/2+ D] |1/2 (1/2 - 1)) @ [1/2 1/2) (5.7.17)

+1(1/241/2)(1/2=1/2+ 1D)]Y*1/21/2) @ [1/2 (1/2 — 1)),

es decir

1/21/2;10) =
1 (5.7.18)
= E{\l/Q —-1/2)®|1/21/2) +|1/2 1/2) @ |[1/2 —1/2)}.
Similarmente,
JOPEUD 1919, 10) = [(1+0) (1 — 0+ 1)]/*[1/21/2;1 — 1) =
, (5.7.19)
il _ 1/2 _ _
(24 1/2)0/2=1/24 01 1/2 —1/2) @ 11/2 ~1/2),
es decir,

1/21/2;1 —1)=1/2 —1/2)®[1/2 —1/2). (5.7.20)
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Ahora bien, el vector que genera el espacio (unidimensional) de la representa-
cién irreducible 7 = 0 debe ser ortogonal a los anteriores, y corresponder al autovalor

m =0 de Jél/ 21/ 2), por lo que (una vez normalizado) necesariamente es

11/21/2; 0 0) =
(5.7.21)

1
= E {]1/2 = 1/2))®|1/21/2) — |1/2 1/2) @ |[1/2 —1/2)}.

De las igualdades (5.7.16), (5.7.18), (5.7.20) y (5.7.21) resulta inmediato deter-

minar los coeficientes de Clebsh - Gordan:

((1/21/21/21/2]1/21/2;11) =1,

(1/2 1/2 (£1/2) (¥1/2)[1/21/2; 1 0) = 1/v/2,
(5.7.22)

(1/21/2 (=1/2) (=1/2)|1/2 1/2; 1 (=1)) = 1,

((1/21/2 (F1/2) (£1/2)[1/2 1/2; 0 0) = £1/v2,

con los demas coeficientes nulos.

El producto directo de las representaciones j; = 1y jo = 1/2 se descompone en
la suma directa de las representaciones irreducibles j = 3/2,1/2. Sus generadores

pueden expresarse como

JUO2) = JW o1, + 150 JM = 8D g g2, (5.7.23)

El (tinico) vector correspondiente al maximo autovalor posible de J§1®l/ D om =

3/2, es

111/2;3/23/2) =1 1) ®][1/21/2), (5.7.24)
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J(1®1/2)

y a partir de él, aplicacndo reiteradamente el operador , se obtienen los demas

vectores de la base del espacio de la representacién j = 3/2:

111/2:3/21/2) =

_ LS Vaoyeli2 2+ ez -1/},

111/2;3/2 —1/2) = (5.7.25)

1

F{venoenz -2+ -ven212},

11/2;3/2 —3/2) =1 —1)®|1/2 —1/2).

Ahora bien, existen en el espacio producto directo dos vectores linealmente in-
dependientes que corresponden al mismo autovalor m = 1/2 de J§1®1/ 2 Una com-
binacién lineal particular de ellos da el vector |1 1/2; 3/2 1/2) de (5.7.25), mientras
que una combinacion ortogonal a ella debe ser proporcional al vector de maximo m

(= 1/2) de la representacion j = 1/2,

111/2:1/21/2) =

. (5.7.26)
bV {|1 0)®[1/21/2) — V21 1) ®]1/2 — 1/2>}.
Por aplicacion de JUEYD) g4 completa la base,
11/2;1/2 —1/2) =
(5.7.27)

:%{u 0)®[1/2 —1/2) - V2|1 —1)@[1/21/2)},

y de (5.7.24), (5.7.25), (5.7.26) y (5.7.27) se determinan los coeficientes de Clebsh -

Gordan para este producto directo de representaciones.

5.8. Clasificacion de las algebras de Lie simples

Un subespacio F del algebra de Lie asociada a un grupo de Lie G, F C G,
constituye una subdlgebra de Lie si [Y;,Y3] € F para todo Y;,Ys € F. Esta
subalgebra corresponde a un subgrupo de Lie H C G.

Ese subgrupo H es invariante si se cumple ademés que [X,Y] € F para todo

X € Gy para todo Y € F. En ese caso se dice que el subespacio F es un ideal.
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Un algebra de Lie G se dice simple si tiene dimensién dimG > 2 y no contiene
ideales propios (distintos de G y de {0})%2

Un algebra de Lie G se dice semi-simple si es la suma directa de algebras de

Lie simples?.

Elie Cartan?* ha dado una clasificacién completa de las dlgebras de Lie simples
empleando las propiedades de su representacion adjunta, que siempre es irreducible.
El rango r < n de un algebra de Lie semi-simple de dimension n es el maxi-
mo numero de vectores linealmente independientes de ese espacio que pueden ser

seleccionados de modo que conmuten entre si.

Un conjunto de r de tales vectores genera una subdlgebra abeliana del dlgebra de

Lie, llamada subalgebra de Cartan,
[H;,H;] =0, parai,j=12 .. 7. (5.8.1)

En esas condiciones, Cartan ha demostrado que siempre es posible seleccionar
un conjunto de n —r combinaciones lineales (en general complejas®) de generadores
linealmente independientes entre si y de los anteriores, F5, de modo que ellas resulten

ser vectores propios simultaneos de las operaciones de conmutacién con los H;,
[HhE@] :OZZ‘E@ 1= 1,2,...7T, (582)

correspondientes a autovalores «; no todos nulos. Ademas, siempre es posible elegir
los generadores H; de manera tal que esos autovalores sean reales.

De ese modo, el conjunto de los r autovalores «; correspondientes al generador
E; forman un vector no nulo de un espacio real r-dimensional, @ € R", llamado raiz
correspondiente a E5. Similarmente, de (5.8.1) podemos decir que los generadores
H,; corresponden a raices nulas.

También se demuestra que las raices son no degeneradas, a excepciéon de la raiz
nula, y que si & es una raiz entonces —a también lo es. Mas generalmente, para dos
raices @ y [ cualesquiera resulta que 2 (07 . B) /(a@-a) =n € Zy que (B — n@)

es también raiz. En esas expresiones, el producto escalar entre raices esta definido

22Un algebra de Lie simple corresponde a un grupo de Lie simple, es decir, un grupo que

no contiene subgrupos de Lie propios invariantes.
23Un algebra de Lie semi-simple corresponde a un grupo de Lie que es producto directo de

grupos de Lie simples. En particular, un grupo de Lie semi-simple no contiene subgrupos de Lie
invariantes abelianos.

24Flie Cartan (1869 - 1951)
25Esto corresponde a tomar elementos de la complezificacién del dlgebra de Lie, pero man-

teniendo el niimero de generadores linealmente independientes igual a la dimension del algebra

original.
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en términos de la forma de Killing?® restringida a la subdlgebra de Cartan como
(64 . B) = a'f;, donde o'g;; = ;.

En particular, si (&-B) >0=2 (07-5) =n(a-a) = m(BB), con n,m € N,
lo que restringe los angulos entre raices a sélo unas pocas posibilidades y condiciona

la relacion entre sus longitudes. En efecto,

9 B (64 . 3)2 _nm
BRI (2 R R
(5.8.3)
(B-8) _n
(@-a) m’
Por otra parte, de la identidad de Jacobi resulta que
[Hi, [Ea, B5]] = |Ea [Hi E5]| + [[H:, Ea] , B5] =
(5.8.4)

= (a5 + ) [Ea,EB} )
de modo que pueden presentarse dos situaciones:
= Si (07 + B) es una raiz, entonces [E@, EB} ~ FEs3. En particular, para B =
—a el conmutador [E5, F_] estd contenido en la subalgebra de Cartan.

= Si (07 + B) no es una raiz, entonces [E&, Eg] =0.

Para esta eleccién de generadores, las constantes de estructura satisfacen las

relaciones

(5.8.5)
(@+5)C.5 =0,
(y-—a-p)C ;" =0.

Se puede mostrar que las tnicas componentes no nulas de la forma de Killing

son g(—a)a = Ga(-a) Y
gy =) iy = (gy) =) awa. (5.8.6)
Normalizando adecuadamente los generadores podemos ademds fijar gg—a) = 1.

26Con nuestra definicién, esta forma es simétrica y positiva definida para toda algebra simple
compacta, es decir, correspondiente a un grupo simple compacto. En particular, una adecuada
eleccién de los generadores de la subalgebra de Cartan permite llevarla a la forma g;; ~ d;; (Ver

Nota al pié en pagina 98).
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Como el dlgebra de Lie considerada es semi-simple, det (g,,,) # 0 = det (g;;) # 0,

de donde resulta que las raices & generan el espacio euclideo R".

En esas condiciones, el algebra de Lie semi-simple queda descrita por los conmu-

tadores de los generadores de la base estandar de Cartan,

([H,H]=0, i,j=12..,r,

[HiyE&]:aiEd i:1,2,...,T,V54,
(5.8.7)
[E(%E—@] = ai Hi7 Vda

[Es, E5] = Naj 5;+B E-,

\

donde o = g¥a; (con (¢) = (g:;)" ") ¥ Np es cierta constante.

Se dice que la raiz & es positiva si la primera componente no nula de ese vector
es positiva. Eso introduce un ordenamiento entre raices de modo que & > [ si el
vector (d — B) es positivo.

Una raiz positiva se dice simple si ella no puede expresarse como suma de dos
raices positivas. Un algebra de rango r tiene r raices simples linealmente indepen-
dientes.

Es posible demostrar que las raices & de un dlgebra de Lie simple pueden ser
obtenidas a partir del conjunto de r raices simples por aplicacién de un grupo de
orden finito de transformaciones discretas en R” llamado grupo de Weyl*" del
algebra, que condensa las propiedades antes descritas.

Por su parte, esas raices simples satisfacen un conjunto de restricciones que hacen
que solo puedan tener hasta dos longitudes distintas y formar entre si ciertos angulos
particulares: %W, §7r, %w 0 %W. De acuerdo a esas caracteristicas es posible clasificar
las dlgebras simples en cuatro series infinitas llamadas A,., B,., C, y D,, univocamente
relacionadas, respectivamente, con los grupos de Lie simples compactos® SU(r + 1)
conr > 1, SO(2r+1) con r > 2, Sp(r) con r > 3y SO(2r) con r > 4, ademds
de cinco algebras excepcionales no incluidas en las anteriores series, llamadas

Fy, Gy, Eg, B7, Eg. En todos los casos, el subindice indica el rango del algebra.

2THermann Weyl (1885 - 1955).
28 Algebras de grupos de Lie simples no compactos del mismo rango y dimensién estén conte-

nidas como subespacios cerrados (respecto de la operacién del dlgebra) en la complezificacion de

esas dlgebras simples compactas (que tienen forma de Killing positiva definida).
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A O—O——0O - O0——0—0
2 @ @@ @@ O
& O—O—O-—-O—O—@

O—O—0O-—---0O0—O0—=0

FiGuraA 1. Diagramas de Dynkin de las cuatro series de dlgebras simples.

Eg

O O O O O
E7 :

O O O O O O
Eg:

O O O O O O O
Fy: e —©  O—O

Gs: [ —

F1GUrA 2. Diagramas de Dynkin de las cinco algebras excepcionales.

Esas algebras simples pueden ser puestas en correspondencia biunivoca con los
llamados diagramas de Dynkin?’, diagramas conexos en los cuales las raices sim-
ples son representadas por vértices (pequenos circulos llenos o vacios segin corres-
ponda a las de longitud mayor o menor) unidos por 0,1,2 6 3 lineas segin sea que

2_ 3 5

entre ellas formen un angulo de %7?, S, 4 6 g7 respectivamente. Para més detalles,

ver la bibliografia sugerida.

Eugene Dynkin (1924 - ).
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5.9. Representaciones irreducibles de las algebras de Lie simples

Como toda representacién matricial de un grupo de Lie compacto es equivalente
a una representacion unitaria, las matrices que representan a los generadores de
las algebras simples compactas (descritas por la clasificacién de Cartan) en una
representacion irreducible siempre pueden ser elegidas como autoadjuntas.

Dada una representacién matricial de un algebra simple compacta, pueden ob-
tenerse las representaciones de otras élgebras simples (no compactas) del mismo
rango y dimensién a partir de los correspondientes generadores en la complexifica-
cion de esa respresentacién. De ese modo, el conocimiento de las representaciones
irreducibles de las algebras de Lie simples compactas implica el conocimiento de las
representaciones irreducibles de todas las dlgebras simples.

Si denotamos a los generadores en una representacion irreducible de un algebra

simple compacta por
D(H;))=X,;,, D(F;)=Ya, (5.9.1)
matrices que satisfacen

[XZ',XJ'] :O7i,j = 1, , T, [XZ‘,Y@] :OZZ‘Y&, ete, (592)

siempre serd posible elegir los generadores de la subalgebra de Cartan como matrices
autoadjuntas, X;" = X;, las que podrén ser diagonalizadas simultdneamente. Por
lo tanto, existiran vectores en el espacio de la representacién que sean autovectores

simultaneos de todos ellos,

my
X;|m) =m;|m), m= : eR", (5.9.3)

m,

donde m es llamado peso del vector |m). Es posible mostrar de que las raices & son
(proporcionales a) los pesos de la representacién adjunta.
Por otra parte, dado un autovector |m), por aplicacién de los Y; obtenemos

nuevos autovectores con peso aumentado en @,
Xi (Yam)) = ([Xi, Ya] + YaXy) [m) = (mi + i) (Ya [m)) (5.9.4)

de modo que por aplicacion de todos los productos de los Y; podemos generar una ba-
se del espacio de la representacion irreducible formada por autovectores simultaneos
de los X;.

Se demuestra que si m es un peso, entonces 2 (m - a) /(a-a) =n € Zy m—na

es también un peso, de modo que el conjunto de pesos tiene como grupo de simetrias
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al mismo grupo de Weyl que las raices. Pero, a diferencia de éstas, los pesos pueden
ser degenerados.

También es posible ordenar a los pesos de la misma manera que a las raices,
definiendo que m > m/ si la primera componente no nula de m — m’ es positiva.

Como estamos considerando representaciones de dimension finita, debe existir un
peso méaximo, M. Se demuestra que el peso maximo de una representacion irreducible
es no degenerado y que representaciones equivalentes tienen el mismo peso maximo.
Ademas, si « es una raiz simple, entonces Iz =2 (m-a) /(& - &) € Z,.

Como las raices simples (ordenadas, por ejemplo, de modo creciente) constituyen
una base (no ortogonal) de R", el conjunto de los r enteros no negativos l5, determi-
na completamente al peso méximo M vy, por lo tanto, caracteriza completamente a
la representacion irreducible. En consecuencia, cada clase de representaciones irre-
ducibles esta univocamente identificada por un conjunto de r nimeros enteros no
negativos (s, lay, -+, la, )-

Las representaciones fundamentales son aquellas para las cuales todos esos
nimeros son nulos excepto uno igual a la unidad, [ = 1. Por lo tanto, un algebra
simple de rango 7 tiene r representaciones fundamentales.

Los pesos maximos de las representaciones fundamentales, mg, son llamados
pesos fundamentales. Para ellos se tiene que 2 (mgz - @) /(@ - @) = 0,45, de modo
que raices simples y pesos fundamentales constituyen bases duales de R” (a menos
de la normalizacién) respecto de la métrica inducida por la forma de Killing.

En esas condiciones, el peso maximo de la representacion irreducible i dar)

esta dado por
M =Y "ls ms,. (5.9.5)
i=1

Este peso corresponde, como hemos dicho, a un 4nico vector ‘]\_4 > a partir del cual
es posible construir toda la base del espacio de la representaciéon por aplicacion
sucesiva de los Y,. Una vez determinada, resulta inmediato establecer la forma de
los generadores X; e Y; en esa representacion.

Las r matrices autoadjntas X; y n — r combinaciones autoadjuntas linealmente
independientes de las Y; generan la representacion irreducible del algebra de Lie
compacta. Por exponenciacion, las combinaciones lineales con coeficientes reales de
esas matrices permiten construir las matrices de la representacion unitaria irreduci-
ble del grupo compacto, mientras que las representaciones matriciales (no unitarias)
de los grupos no compactos asociados a esa misma algebra simple se obtienen por
extension analitica en esos parametros. Para mas detalles, ver la bibliografia suge-

rida.
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Capitulo 6

EL GRUPO DE LORENTZ

6.1. El grupo de Lorentz

El espacio de Minkowski, My, es un espacio real pseudo - euclideo de signatura
(1,3). Las coordenadas que distintos observadores inerciales asignan a un mis-
mo punto de My estan relacionadas por transformaciones lineales que preservan el

intervalo
s? = (292 — o'z’ = (z°)? — 7'z’ (6.1.1)
En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1,—1,—1, —1), el intervalo se

escribe
s* = algx = gata’ =

(6.1.2)
9T = ¢, T"T".
La relacién entre las coordenadas esta dada por la transformacién lineal
T = Lx, (6.1.3)
o bien, en componentes,
= A" x| (6.1.4)

donde los elementos de matriz A*, son reales. La invarianza del intervalo implica

que las matrices L preservan la métrica g,
L'gL = g = guN' N5 = gap. (6.1.5)

Esto significa que el grupo de Lorentz! es lo que antes hemos llamado grupo pseudo-
ortogonal O(1, 3).
La relacién (6.1.5) implica que el determinante de las matrices L s6lo puede

tomar los valores

det L = +1. (6.1.6)

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos son funciones
continuas de los parametros del grupo. En consecuencia, un cambio de signo del

determinante en (6.1.6) no puede ser producto de la variacién de un pardmetro

'Hendrik Antoon Lorentz (1853 - 1928).
139
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continuo. De ello resulta que la variedad del grupo de Lorentz es no conexa. Si
det L = +1 (—1) la transformacién L se dice propia (impropia).

Ademas, de (6.1.5) surge que
Gu NNy = goo = (A%)* — A'yA' = 1. (6.1.7)

En consecuencia, (A%)? > 1, y las transformaciones son llamadas ortécronas si
A% > 1, o bien no ortécronas para A’ < —1. Tampoco aqui es posible pasar de
unas a otras mediante la variacion de un parametro continuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz estd constituido por cuatro componentes des-
conectadas entre si, caracterizadas por los signos de det L y de AY%. De ellas, sélo
la parte conexa que contiene a la identidad forma un subgrupo (invariante?), lla-
mado subgrupo propio ortécrono y denotado por El. Téngase en cuenta que
det1,=1y 1% = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de El. La

transformacién de paridad,
P =diag(1,-1,—-1—1), (6.1.8)
que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface
det P=—1, P% =1, P* =14, (6.1.9)

es una transformacion impropia ortécrona con la que se construye el coset £ho=
)
PL..

La inversion temporal,
T = diag(—1,1,1,1), (6.1.10)

que satisface
detT = —1, T = -1, T? = 14, (6.1.11)

es una transformacion impropia no ortécrona con la que se construye el coset £ =
T

TL,.
Finalmente, el producto PT' = TP = —1, es una transformacién propia no

ortécrona, con la que se obtiene el coset Ei = PT El.

2En efecto, si Ly € El, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera continua
con la identidad 1. Entonces, VL € £, LLyL ™" se conecta con continuidad con L1,L~! = 14y,

en consecuencia, LLoL™! € [,1.
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El subgrupo propio ortécrono contiene transformaciones que corresponden a ro-

taciones en el espacio,

000

L= , con R € SO(3). (6.1.12)

1
0
0 R
0
En efecto, puesto que R'R = 13, es evidente que L'gL = g, mientras que
det L=detR=1, L% = 1. (6.1.13)

El subgrupo El también contiene boosts o transformaciones de Lorentz propia-

mente dichas. Por ejemplo, para

79 = 29 cosh v + 2! sinh «
7' = 29 sinha + 2! cosh
(6.1.14)
2 _ .2
Tt =1
7= a:3,
tenemos la matriz
cosha sinh o
= , (6.1.15)

0 0

0
sinha cosha 0
1
0 0 0

_ o O O

para la cual det L = cosh?a — sinh*>a = 1y LY = cosha > 1, y que también
satisface L'gL = g. El parametro « esté relacionado con v, velocidad relativa de los
observadores inerciales en la direccién del eje x!, por
1 v/c
coshao = ————, sinha = /

V1—02/c2 V1—02/c?

donde c es la velocidad de la luz. Nétese que esa matriz no es una funcién periédica

(6.1.16)

del parametro o € R, lo que corresponde al hecho de que el grupo de Lorentz es no

compacto.

6.2. Algebra de Lie del subgrupo propio ortécrono El
Las matrices proximas de la identidad tienen la forma
L=1,4+¢ = A, =" +£"; (6.2.1)
remplazando esta expresién en (6.1.5) se obtiene
G+ Gawe y + 9use’, + O(e%) = gy, (6.2.2)

de donde resulta que el producto g e es una matriz antisimétrica.
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Definiendo €, := g,,€%,, y teniendo en cuenta que g,,,, es simétrico, de la anterior

ecuacién tenemos®

Euw + vy = 0. (6.2.4)

En consecuencia, el dlgebra de Lie estd generada por (42 —4)/2 = 6 generadores, de
modo que ,Cl es un grupo de Lie de dimension 6.

Para determinar las constantes de estructura seria necesario elegir una base para
el espacio de las matrices reales antisimétricas de 4 x 4, multiplicarlas a izquierda
por g~ = g y calcular los conmutadores de los generadores resultantes (ver Ejercicio
44.).

Alternativamente, daremos una realizacién de esos generadores en términos de
operadores diferenciales en las coordenadas del espacio - tiempo. Para ello conside-

remos la diferencia

o — ot = e'pal + O(e?) = %P (Daa) + O(e?) =

(6.2.5)
109 (250, — 2a0p)at + O(2) = 51e® Loga" + O(e?),
donde los operadores diferenciales
Log = —i(za03 — 750) = —Lga (6.2.6)

son hermiticos y antisimétricos en su par de indices. De ese modo, la transformacion

que sufre el vector de coordenadas también puede ser descrita por
T = (1 - %5aﬂﬁa5 + (9(52)> x. (6.2.7)

Tomando los conmutadores de los generadores asi representados se obtienen las

constantes de estructura del grupo SO(1, 3),

A A

[[:W, ipa] = —ig,,pf,lw + z'gup[:,,a +iGvo Lyp — 190 Lop- (6.2.8)

En particular, considerando la subalgebra correspondiente a indices espaciales tene-

mos
[ﬁija ﬁkl] - Zéjkfzzl - Zézkﬁjl - ’L(Sﬂszk + i5ilﬁjk, (629)
en la que se reconoce el dlgebra de Lie de SO(3).

3Evidentemente, g(ge)g = € g es también una matriz antisimétrica. En efecto, si e*” := gt g*,

1

donde g™ := (g7 ')au (con g~ = g), resulta que

e 4 gVt = . (6.2.3)
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Puede darse a la operacién en el élgebra de Lie de SO(1,3) un aspecto més

familiar redefiniendo los generadores como

. . . . .
L; = 5 €ijk Ly <:> Lij = €, Lk:)

(6.2.10)
K; = Ly,
operadores que satisfacen las reglas de conmutacién
L, f/g} = 1€k, Ly,
[A/Z',Kji| :iGijk f(k, (6211)
-Ki,f(j] = —i ey L,

donde se ve claramente que los L; son los generadores del subgrupo SO(3) de El.

Con las constantes de estructura asi determinadas, es posible construir la repre-
sentacion adjunta de esta algebra y, con ella, la correspondiente forma de Killing
(ver Ejercicio 45). Dicha forma resulta ser regular (lo que corresponde a un édlgebra
semi-simple) pero no positiva definida (lo que refleja el hecho de que el grupo es no
compacto). Su inversa determina el invariante cuadratico de Casimir como

= i (17— &?). (6.2.12)

Como el dlgebra es de rango 2 (ndtese que, por ejemplo, |:i3, Kg] = 0), existe

un segundo invariante, dado en este caso por

A

¢y =iL-K, (6.2.13)

como puede comprobarse facilmente empleando (6.2.11).

6.3. Representaciones irreducibles (del grupo de cubrimiento) de /31

La construccion de las representaciones matriciales del grupo EL pasa entonces
por encontrar conjuntos de seis matrices, {Ly, Ky;k = 1,2,3}, que satisfagan las
reglas de conmutacién de (6.2.11), para luego exponenciar elementos de la represen-
tacion matricial del dlgebra de Lie asi obtenida. Esto es, exponenciar combinaciones
lineales con coeficientes reales multiplicadas por la unidad imaginaria, de la forma
i(a*Ly, + B*K}), con ay, B € R.

Como hemos senalado anteriormente, esta construccion se simplifica consideran-

do las combinaciones lineales complejas (elementos de la complezificacion del dlgebra
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de Lie de El) que generan un algebra compacta de la misma dimension y rango. En

este caso,

JE = (L, +iKy), (6.3.1)

1
2

cuyos conmutadores se reducen a

[Ji(i)a Jfﬂ = ey,
(6.3.2)

Esto corresponde a dos subdlgebras su(2) que conmutan entre si (ideales), que ge-
neran en conjunto el dlgebra de Lie del grupo semi-simple compacto SO(4)* (ver
Ejercicio 20).

Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del dlgebra de Lie
de SU(2), que estan caracterizadas por un entero o semientero j y generadas por
tres matrices autoadjuntas J,Ej), k = 1,2,3, de dimensién 25 + 1. Podemos tomar
entonces

I =00 @100,
(6.3.3)
J,g_) =100 @ Jéj7)>

las que satisfacen trivialmente (6.3.2).

De esa manera, las representaciones matriciales irreducibles del grupo (de cubri-
miento de) Ll estan caracterizadas por un par de enteros o semienteros (ji,j—),
siendo su dimension (2j+ + 1)(2j- + 1).

Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a los genera-
dores Ly, de £,

LUH9-) = JU+) @ 10-) 4 160 g JU-) (6.3.4)
son autoadjuntas, las correspondientes a los Kk,
KU+ = (J,§j+) ®10-) — 100 g J,ﬁj‘)) , (6.3.5)

son anti - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones matriciales asi obte-
nidas no son unitarias.
T . .
Se puede demostrar que £} (que es un grupo de Lie no compacto) no tiene

representaciones unitarias de dimension finita (aparte de la representacion trivial).

40 bien, de su grupo de cubrimiento, grupo simplemente conexo denominado Spin(4).
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Los invariantes de Casimir en la representacion (j,j_) se reducen a

o 1 . ) . ,
C£J+:J—) =3 <J(]+)2 ®10-) 100 J(J—)2) =

1

= s{is Gr + D+ G-+ DJ19 2160,

(6.3.6)
cyi-) — <J<j+>2 2102 1049 g J<j_>2) .

=G+ - G+ D} 016,

En esas condiciones, los elementos de £1 contenidos en los subgrupos Abelianos
generados por cada vector en el algebra de Lie estan identificados por un conjunto
de seis parametros reales ag, O, con k£ = 1,2,3. En la representacion irreducible

(j+,7-) tenemos
DU+ )(a, §) = ¢ (" Ln+ F*K) _

i ((0F =890 @109 4 (oF +ig")109) @ JP-))

=€

(6.3.7)
i ((ak — "I & 1(j_)> ei ((O/f +ip)164) g J,i”)

=€

_ila—iB)F I o il +iB)E g

donde se han tenido en cuenta (6.3.4) y (6.3.5) para expresar las matrices de la
representaciéon como un producto directo® (donde cada factor actiia sobre distintos
conjuntos de indices de las componentes de los vectores del espacio producto directo).
Téngase en cuenta que no se trata de un producto directo de grupos, pues ambos
factores dependen de los mismos parametros. Ademas resulta claro que, mientras que

k

los parametros o” corresponden a subgrupos abelianos unidimensionales compactos,

los 3% corresponden a subgrupos abelianos unidimensionales no compactos.

En consecuencia, los vectores de la representacion irreducible (jy,j_) tienen

componentes identificadas por un par de indices, a y 6, que toman (25, + 1) y

En el dltimo paso se ha usado la igualdad

oo

M®1 — 1 n L M
M ® :ZE(M@)I) :ZEM 1= ®1. (6.3.8)
n=0 n=0
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(27— + 1) valores respectivamente. Frente a transformaciones de Lorentz ellas se

transforman segin

Y, = (e“a - iﬁ)’“JE”) (ei(a + iﬁ)kJigj)) b (6.3.9)

aa’ b’

Finalmente, sefialemos que frente a la transformacion de paridad (que cambia
el signo de las coordenadas espaciales) los generadores expresados como operadores

diferenciales en (6.2.6) se transforman segun

PLijpil = Lij7

(6.3.10)
P[A/()kpfl = —[A/Ok.

Entonces, en una dada representacién matricial caracterizada por el par (j;,7-)

tendremos un operador P que transforme los generadores segtin

PL,P~! = Ly,
(6.3.11)
PKyP~' = —K;
y, en consecuencia,
PD(j+’j’)(a,B)73_1 - D(j+,jf)(a, —B) ~ D(jﬂm(a,ﬁ), (6.3.12)

resultando una representacion equivalente a la (j_, 74 ).
Por lo tanto, si j, # j_ la representaciéon no es invariante frente a paridad. En
ese caso, para construir representaciones invariantes (a menos de transformaciones

de similitud) frente a P debemos considerar las sumas directas
DU+I-) = DU+i-) @ DU-3+) (6.3.13)

de dimensién 2(2j5, + 1)(2j_ + 1).

6.4. Grupo de cubrimiento de /Jl

El hecho de que El contenga a SO(3) es indicativo de que no se trata de un grupo
simplemente conexo. Para determinar su grupo de cubrimiento, primero senalemos
que es posible establecer una relacién biunivoca entre los vectores del espacio de
Minkowski, My, y las matrices autoadjuntas de dimension 2 x 2.

Una base para ese espacio de matrices (de dimension 4) estd dada por la identidad

0o = 15 y las matrices de Pauli {01, 09,03}, que tienen las propiedades

tr{ox} =0, tr{l2} =2, tr{oro;} = 2dx. (6.4.1)
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Ahora bien, dado z € My, podemos formar la matriz

o(x) := 21y + 2Foy =

0 5 L (6.4.2)
(x +a° x —x ):g(x)ﬁ

ot +ir? 2 -z
De (6.4.1) tenemos que

= %tr{aua(a’)}, (6.4.3)

mientras que el determinante de esa matriz es igual al intervalo,
deto(x) = (2°)* — (21)? — (2%)? — (2%)? = §%. (6.4.4)

Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimensién 2 x 2, ella determina

un vector en My cuyas componentes contravariantes son
1
xh = 5 tr{o,A}, (6.4.5)

pudiendo ser escrita como
A=z1lo,. (6.4.6)
Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el intervalo s?, de modo
que corresponden a las transformaciones lineales de la matriz o(z) que la mantienen
autoadjunta y dejan invariante su determinante. Consideremos el cambio
g =Ao(z) A =0T,
(6.4.7)
= det g = |det A|* det o(z).
Entonces, |det A|?> = 1 = det A = €. Pero ese valor se debe a una fase global /2
en A que no tiene consecuencias sobre la transformacién (6.4.7). De ese modo, basta
con considerar matrices complejas de 2 X 2 cuyo determinante es det A = 1.
En consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos considerar es lo que

hemos llamado SL(2,C) y las coordenadas del vector transformado estdn dadas por
1
Th = §tl"{O'HAO'(£L‘) A"}, con A € SL(2,C). (6.4.8)
Pero ain asi, —1, € SL(2,C) y

(—13) o(x) (—15)" = o (), (6.4.9)

lo que corresponde a no variar las coordenadas.
Dicho de otro modo, el par de matrices {+A, —A} C SL(2,C) corresponden a la
misma transformacion de El. Por lo tanto, hemos establecido un homorfismo® entre

OEvidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2) y SO(3),

subgrupos de SL(2,C) y [,1 respectivamente.
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SL(2,C)y £1, cuyo nucleo es el centro del primer grupo,

En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de cubrimiento de
El. Y éste, por ser doblemente conexo <H1(£1) ~ Zg), resulta globalmente isomorfo
al grupo cociente

LY ~ SL(2,C)/Z,. (6.4.11)

6.5. Algebra de Lie del grupo SL(2,C). Representaciones

Para determinar el algebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta que para

matrices préximas de la identidad, A ~ 15 + A,
detA =1=tr{A} =0. (6.5.1)

Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensién 2 x 22 — 2 = 6)

estd dada por
1 .
{5 ak,—%ak, con k = 1,2,3}. (6.5.2)

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las relaciones de

(6.2.11),

1 1 . 1
[5 9i; 3 Uj] = €ijk 5 Ok,

[% 0, —%Uj] = ieijk (-% O'k) 5 (653)

i i . 1
[—5 Oi, =3 Uj} = —1Cijk 5 Ok;
como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia establecida

es7

Ly, +— oy
(6.5.5)
Kk — —% O .
Por exponenciacion de elementos en el algebra de Lie obtenemos las matrices
1 i
kK k 1

¢ a—ak—ﬁ—ak) ila—if) <o

A(a,ﬁ):e( 2 2 :e( ﬁ)Q g

"Nétese que (6.5.3) también admite la identificacién

(6.5.6)

Ly <— %Jk
(6.5.4)

Kk(—>%O'k.
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Como J,gl/z) = 1 0%, por comparacién con (6.3.7) vemos que esta representacion
fundamental del grupo SL(2,C) coincide con la representacion irreducible (1/2,0).
La representacion de (6.5.6) no es equivalente a su conjugada. En efecto, teniendo
en cuenta que
0, = —09 0, 09, (6.5.7)
vemos que la representacion conjugada de (1/2,0) es equivalente a la representacién
(0,1/2) de la ec. (6.3.7) (que corresponde a la segunda representacion fundamental
del algebra simple (6.3.2), de rango 2):

—1(a+1 -0 (41 -0
A*(a, B) = e (at-iB) 5 2026( 3 "oy, (6.5.8)

es decir,

(P9, ﬁ))* — 0,03 (a, By (6.5.9)

Los vectores de la representacién (1/2,0), ¥, son llamados espinores de Weyl
de polarizacién izquierda, mientras que los de la representacion (0,1/2), g, son
espinores de Weyl de polarizacién derecha. Los espinores de Dirac® son
vectores del espacio suma directa (1/2,0) & (0,1/2),

e
Up = ( o ) , (6.5.10)

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian segin

- ( Aa, B) 0 ) U, (6.5.11)
0 oo N*(a, B) 09

La transformacion de las coordenadas que induce (6.4.7), dada en la ecuacién
(6.4.8), es la que corresponde a las componentes contravariantes de un tetravector.
En consecuencia, éstos se transforman como vectores de una representacion equiva-
lente a la (1/2,1/2) (de dimensién 2 x 2 = 4). En efecto,

‘/(I/b - Aaa’ ‘/a/b/ (AT>b/b — Aaa/ AZb/ ‘/a/l')/ . (6512)

Teniendo en cuenta que ¥, — Ay, con A dada en la Ec. (6.5.6), vemos que el
producto directo
v @t = Ay @ ¢ TAT (6.5.13)

también se transforma como un tetravector. Sus componentes contravariantes se

obtienen tomando las trazas
1 1
itr{0u¢L®¢LT} = ET/JLTO'N’QDL. (6514)

8Paul Adrien Maurice Dirac (1902 - 1984).
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Similarmnte, de la Eq. (6.5.8) se deduce que los complejos conjugados de los vec-
tores de la representacion (0, 1/2) se transforman segin o210 — A 0290r™, de modo
que o9R" ® thag también se transforma como un tetravector, y los conjugados

complejos de sus componentes contravariantes resultan de tomar

1 . L1 . 1,
§tr {Uu oR" ® 1/)Rt02} =5 @DRTUQUuUz@/)R =5 ¢RTU,L¢R7 (6.5.15)
donde hemos definido 69 = 09 =15y 6% = —0p , k = 1,2, 3.

Para un espinor de Dirac tenemos que las expresiones

¢LT0M¢L + ?/)RT(?M@ﬁR = @/)DT ( n _O ) Yp =
0 o,

0 1 0 o _
:wDT<1 02><0 UOH>?/1D=¢D’Y“?/1D
2 H

se transforman como las componentes contravariantes de un tetravector, donde he-

(6.5.16)

mos definido las matrices de Dirac (en la representacién de Weyl) como

0 1 0 -
N 2 ) ko %) k=123, (6.5.17)
12 0 Ok 0

y el espinor adjunto como 1, := wDT’yO.
A partir de las propiedades de las matrices de Pauli, resulta inmediato verificar

que las matrices de Dirac satisfacen el algebra de Clifford’

{47} =g"14. (6.5.18)

El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se descompone
como suma directa de manera consistente con la descomposicién de Clebsh - Gordan
de productos directos de representaciones irreducibles de SU(2).

Por ejemplo, (1/2,0)® (1/2,0) = (1,0) & (0,0). Se verifica que la representacién
(1,0), de dimensién 3, corresponde a tensores antisimétricos autoduales,

1

~F = = €uapF*”. (6.5.19)

F, =5

p =

Bibliografia:
= H. Bacry, Lecons sur la Théorie des Groupes et les Symmétries des Particules
Elémentaires. Gordon and Breach, New York, 1967.

William Kingdon Clifford (1845 - 1879).
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Apéndice A

EJERCICIOS PROPUESTOS

A.1. Teoria de Grupos - Generalidades

. Mostrar que los siguientes conjuntos constituyen grupos respecto del produc-
to usual entre reales:

a) {-1,1}

b) Q — {0}

. Mostrar la unicidad del elemento neutro e y del inverso de todo elemento ¢

de un grupo.

. Dadas las permutaciones que tienen la siguiente descomposicion en ciclos:
0=(132)(45)y7=(15423), elementos de S5, calcular

a) o=t 7

b) oT, TO,

¢) (or)™ ', 771o7L.

Determinar las matrices correspondientes a todos esos elementos en la repre-

sentacion reqular de Ss: M (o), M (1), etc.

. Dada la permutacion (1 7 4 3 2)(5 8 6)(9 10) € Sy, dar su descomposicién
en trasposiciones simples, determinar su paridad y el nimero de elementos

que deja invariantes.

. Mostrar que existe un tinico grupo abstracto de tres elementos, isomorfo a
Zs3 (grupo abeliano de enteros con la operacién de suma mdédulo 3). Mostrar
que el conjunto de las raices ciibicas de la unidad con el producto usual entre

complejos constituye una realizacion de este grupo.

. Construir la tabla de la operacion correspondiente a Sz, grupo de permuta-

ciones de tres elementos. Identificar los subgrupos propios de este grupo.

153



154 A. EJERCICIOS PROPUESTOS

7. Dados dos grupos G y H, se define el grupo producto directo como G x H =

{(9. M) g € G,

h € H}, con la ley de composicion (g1, hy) - (g2, ha) = (g1 - g2, h1 - ha).

a) Verificar que G x H es un grupo.

b) Mostrar que el conjunto G formado por elementos de la forma (g, ey ) es
un subgrupo invariante G x H. Idem con H definido como el conjunto
de elementos de la forma (eg, h).

¢) Mostrar que todo elemento de G x H puede expresarse como el producto
de un elemento de G por otro elemento de H , vV que esos elementos son

unicos.

8. Dado el conjunto de los enteros multiplos de n € N, mostrar que se trata
de un subgrupo invariante del grupo de los enteros Z (respecto de la suma
usual). Construir los cosets correspondientes y mostrar que el grupo cociente

es isomorfo a Z,,.

A.2. Homomorfismo - Representaciones lineales

9. Mostrar que una representacion fiel unidimensional del grupo de rotaciones
en el plano, SO(2) =~ U(1), estd dada por
R(p)=¢€%, 0<p<2m,
Mostrar que una aplicacién f,, : U(1) — U(1) dada por f,,(e?) = ™%,

m € Z, constituye un homomorfismo. Hallar su nicleo y decir si, para algin

m, esa aplicacion es un isomorfismo.

10. Considerar el grupo Es de desplazamientos (traslaciones y rotaciones) en el

plano R2,
T(p,a)x := R(p)x +a, con R(p) € SO2) y ac R?.
Mostrar que las matrices de la forma

cosp —sing a
sing cosp  as
0 0 1

constituyen una representacién matricial fiel de ese grupo. Mostrar que esta

representacion es reducible y que contiene una representacién fiel del grupo
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SO(2) en cuyo espacio de representacion las traslaciones actian de manera

trivial.

11. Dada una representaciéon D de un grupo G, mostrar que
a) D*, (DY)~!y (D")~! también son representaciones de dicho grupo,
b) si D es reducible, entonces D* también lo es.

¢) Si D es unitaria, entonces D*, (D')~! y (DT)~! también lo son.

12. a) Mostrar que el producto directo de dos representaciones de un grupo GG
constituye una representacion matricial del mismo.
b) Mostrar que el producto directo de representaciones unitarias es también
una representacion unitaria.
¢) Mostrar que los caracteres de la representacién producto directo estan

dados por el producto de los caracteres de cada factor.

13. Determinar cuantas clases de equivalencia de representaciones irreducibles
tiene el grupo S3 asi como la dimension de cada una de ellas. Construir su

tabla de caracteres empleando las relaciones de ortogonalidad.

14. Construir la tabla de caracteres del grupo S3 empleando las relaciones deriva-
das del dlgebra del grupo (Sugerencia: determinar el conjunto de coeficientes

Ciji para este grupo).

15. Considerar la representacion de definicion del grupo de permutaciones S3
(formada por matrices de 3 x 3 - ver Ejemplo 3.4) y construir su vector
de caracteres. Emplear las relaciones de ortogonalidad de caracteres para
mostrar que ella puede descomponerse como suma directa de la representa-
cion trivial y una representaciéon irreducible de dimensién 2 x 2. Determinar
explicitamente esta representacion bidimensional (Sugerencia: diagonalizar
una matriz de la representacion, M (a) por ejemplo, y mostrar que una mis-
ma transformacién de similitud lleva a todas las matrices a la forma diagonal
en bloques). Mostrar que la representacion resultante es equivalente a su con-
jugada (Nétese que S3 tiene una tnica clase de representaciones irreducibles

de dimensién 2 x 2).

16. La molécula de amoniaco, N H3, estd formada por tres atomos de Hidrogeno
y uno de Nitrégeno. En sus posiciones de equilibrio, los &tomos de Hidrégeno

estan dispuestos en los vértices de un triangulo equilatero, mientras que el
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atomo de Nitrogeno se ubica en algin punto del eje perpendicular a ese
triangulo por su centro.
a) Determinar el grupo de simetrias de esa molécula. (Sugerencia: considerar
las rotaciones y reflexiones que dejan invariante la forma de la molécula.)
b) Teniendo en cuenta que el potencial al que estd sometido un electrén
de esa molécula (despreciando la interaccién entre electrones) tiene esa
misma simetria, indicar cudles son las degeneraciones esperables de los
autovalores del correspondiente Hamiltoniano. (Sugerencia: considerar la

tabla de caracteres del grupo de simetrias de la molécula.)

A.3. Grupos continuos - Algebras de Lie

17. Calcular las dimensiones de los siguientes grupos continuos:
GL(n,C), GL(n,R), SL(n,C), SL(n,R), U(n), SU(n), O(n), SO(n) y
Sp(2n,R).

18. Determinar el algebra de Lie de los grupos GL(n,R) y GL(n,C) (Sugerencia:
considerar una base del espacio vectorial formado por matrices de la forma

Ei; = lei)(ej|, donde (e;]e;) = dy5,

y determinar las constantes de estructura calculando los conmutadores de

los generadores asi definidos.)

19. Construir de manera similar los generadores de SU(n) y de SO(n) y deter-
minar las correspondientes algebras de Lie. Dar explicitamente el resultado
para las algebras de los grupos SU(2), SU(3), SO(3) y SO(4).

20. Considerar el grupo (doblemente conexo) SO(4).
a) Mostrar que su algebra de Lie (semi-simple) se descompone como suma
directa de dos algebras (simples) su(2) (Sugerencia: considerar la base

del algebra de Lie formada por las matrices

X = L (Nyg £ Nup), X5 = —1 (Nay £ Nyy) |

Xs(,i) = —% (Ni2 £ N3y)

y calcular sus conmutadores).
b) Mostrar que, en consecuencia, SO(4) ~ (SU(2) @ SU(2)) /Zs.

21. Considerar el grupo simpléctico Sp(2,R).
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a) Mostrar que Sp(2,R) coincide con SL(2,R) (Por el contrario, paran > 1,
Sp(2n,R) es un subgrupo propio de SL(2n,R)).

b) Teniendo en cuenta que det M = 1 = trlog M = 0, mostrar que si
M = e € Sp(2,R) (o SL(2,R)), entonces

inh
M:cosha12+sm aA, con a=+v—detA.
a

¢) Tomando valores pequenos para los elementos de matriz de A, mostrar

que los generadores de este grupo pueden ser elegidos como
{—ios, —ioy,—io_} .
Calcular las correspondientes constantes de estructura.

22. Determinar la dimensién del dlgebra de Lie del grupo Sp(n) definido como
la interseccién Sp(n) = U(2n) N Sp(2n, C).

23. Considerar dos pares de variables canénicas conjugadas, x;, p;, 7 = 1, 2. Ellas

satisfacen las relaciones de conmutacion

Mostrar que la matriz U que realiza una transformacién canénica (lineal) a
otros dos pares de variables, X;, P;,i = 1,2, es un elemento de Sp(4, R). Para

ello definir

T X1
X
=, o= 7|, com e=uy
P1 P
y%) P,

y calcular la matriz cuyos elementos estan dados por los conmutadores de

las variables candnicas,
¢ = ()
vh
Finalmente, mostrar que UGU! = G y que U'GU = G.

24. Se define la forma de Killing de un algebra de Lie como la matriz real simétri-

ca cuyos elementos estan dados por
gul/ - tr{Mu My} - — Cuaﬁ Cyﬁa — glju )

donde las matrices M, son los generadores en la representacién adjunta,
P ._ s P
(M,),] :=iC,r.
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25.

26.

27.

28.

A. EJERCICIOS PROPUESTOS

Mostrar que las constantes definidas por
Cul/)\ = C,uyp o = — C;u/p Cpaﬁ CA,BQ

son totalmente antisimétricas en sus tres indices. (Sugerencia: emplear las
identidades de Bianchi).

Mostrar que la forma de Killing para los grupos SU(2) y SO(3) (con la

eleccién de generadores de la Seccién 5.2) estd dada por g;; = 20;;.

Se puede demostrar que un algebra de Lie es semi-simple (es decir, es un
algebra que corresponde a un grupo de Lie que no contiene subgrupos de Lie
invariantes que sean Abelianos) si y sélo si su forma de Killing es regular (es
decir, si det g # 0). En ese caso, su inversa existe y satisface g,og*" =9,

Mostrar que, en esas condiciones, el invariante cuadrdtico fundamental
de Casimir, dado por

K=g¢"X,X,, (A.3.1)

donde g"” es la inversa de la forma de Killing, conmuta con los generadores.

Dado que la forma de Killing de grupos de Lie simples compactos es positiva
definida, mostrar que sus constantes de estructura pueden ser elegidas de

modo que sean completamente antisimétricas.

Determinar el algebra de Lie del grupo SO(1,2).

a) Mostrar que los generadores pueden ser elegidos como

0 0 0 —i 0 ¢ O
Xi=100 —i |, Xp= 0 0 0 , Xg=| 7 0 0
0 ¢ 0 —i 0 0 000

Determinar las correspondientes constantes de estructura y construir la
representacion adjunta del dlgebra.

b) Construir la forma de Killing y mostrar que el grupo SO(1,2) es simple
y no compacto (Recordar que un grupo de Lie simple es compacto si y
sélo si su forma de Killing es positiva definida).

¢) Redefinir la base de generadores como
D = —2X3, K = (Xl — XQ) 3 H = (Xl +X2) 3

y determinar las correspondientes constantes de estructura.
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29. El generador de las transformaciones de escala (dilataciones) en Mecanica
Cuantica se define como el operador diferencial

1
Diz—(xp+p %),

donde los operadores posiciéon y momento, x y p, satisfacen las relaciones de

conmutacion [pg, ;] = —idy (tomando i = 1). En efecto,
|:D7$k::| :i$k7 |:D7pk] :_Zpka
donde las coordenadas se transforman como magnitudes de dimensidn 1 (lon-
gitud) y los momentos segin la dimensién opuesta (inversa de longitud).
Introducimos dos magnitudes, K = x> /2y H .= p?/2, con dimensién 2
y -2 respectivamente,
[D,f(} — %K [D,H] — %
cuyo conmutador es
[Ifl K} —iD.
a) Mostrar que esos tres operadores generan un élgebra isomorfa a so(1,2)
(Sugerencia: comparar con los resultados del problema 28¢).

b) Tomando a H como el Hamiltoniano de una particula libre, mostrar que

los siguientes operadores con dependencia explicita del tiempo t,
Ht)=H, Dt)=D+2tH, K(t)=K+tD+t*H,

satisfacen en todo instante el dlgebra conforme del grupo SO(1,2),

D), K| = 20K (1),

D), Ht)| = —2il (1),

A1), K(t)] =iD(t) .

c¢) Teniendo en cuenta que, en el esquema de Heisenberg, la derivada total

de un operador respecto del tiempo esta dada por

O(t) =i [H O(t)] +8,0(1)

A

mostrar que los operadores H(t), K(t) y D(t) son constantes de movi-

meento.

30. Considerar el dlgebra de Lie del grupo SU(3). Definir los generadores en

términos de las matrices de Gell-Mann como T}, = A\ /2.
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31.

32.

33.

34.
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a) Calcular las correspondientes constantes de estructura. Mostrar que re-
sultan completamente antisimétricas y que el rango del algebra es r = 2.

b) Construir los generadores en la representacién adjunta y determinar la
forma de Killing. Mostrar que es regular (el grupo es simple).

¢) Calcular el operador de Casimir en las representaciones fundamental y
adjunta.

d) Llevar el dlgebra a la forma normal de Cartan: determinar la subalgebra
de Cartan y las correspondientes raices (vectores de un espacio euclideo

bidimensional).

Mostrar que las medidas de integracion invariantes a izquierda y derecha del

grupo de Heisenberg real (ver Ejemplo 5.2), cuyos elementos son de la forma

b

M(a,b,c) = , con a,bceR, (A.3.2)

o O o~
o = Q
— o

coinciden (a pesar de que se trata de un grupo no compacto) y estan dadas

por du = da dbdc.

Determinar la medida invariante del grupo SU(2) a partir de su representa-

ci6n fundamental. Calcular su volumen invariante (Sugerencia: ver Seccién

5.5).

A.4. Representaciones irreducibles de SU(2) y SO(3) -

Aplicaciones

Construir las representaciones irreducibles del grupo SU(2) correspondientes
aj =1y j=3/2. Determinar la dimensién de cada representacién y calcular
explicitamente las matrices correspondientes a los generadores J2, Ji, Ja, Js,
Joy Jo.

Dado el homomorfismo que liga los grupos SU(2) y SO(3), determina si

alguna de esas representaciones es una representacion ordinaria de SO(3).

A partir de sus constantes de estructura, construir la representacién adjunta

de SU(2) y mostrar que es equivalente a la representaciéon j = 1.



35.

36.

37.

38.
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Determinar la funcion de caracteres correspondiente a la representacion irre-
ducible j de SU(2) (Sugerencia: ver Seccién 5.6). Empleando la medida in-
variante en ese grupo, mostrar que esos vectores son ortogonales entre si y

de norma no nula.

Determinar el vector de caracteres de la representacion producto directo
DU ® DU2) y calcular cudntas veces esté en ella contenida la representacién
irreducible DY),

Determinar los coeficientes de Clebsh-Gordan para la descomposicion del
producto directo D2 @ DM como suma directa de representaciones irre-

ducibles.

Considerar un oscilador armoénico isétropo en el plano, descrito por el Ha-
miltoniano (tomamos fuw = 1)

H = <CLJ{6L1 + CL;CLQ + 1) .

donde los operadores de creacion y destruccion estan definidos como

G QB Qin
j - \/i Y J \/§ ’
con 7 = 1,2, operadores que satisfacen [a}, ak] = —0jk-

Definiendo nuevos operadores de creacion y destruccién como

a; — 10y t a{ — iag

R

B aI + iag

—5

CL1+iCL2
a:=—+—, b:=

V2

se tiene que

, of

[a,aT] =1= [b, bT} , [a, 0] =0= [a,bq ,
y, para el Hamiltoniano y el momento angular,
H=(ala+bb+1), L=(bb—da).

Definiendo ahora

1 N, — N,
Jy = —QL:“TZ’, Jy=d'b, J_:=J.F=bla,

mostrar:
a) que estos operadores generan un algebra su(2),

b) que el operador cuadratico de Casimir de esa dlgebra es J? = (H? — 1) /4,
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¢) que los subespacios caracteristicos de H, correspondientes a autovalores
(ng +mnp + 1) = n + 1, son espacios de representacién de esa algebra

correspondientes a

. n Ng Tty
.]_2_ 2 )
con mizwz—ﬂ—jvqr“,j—l,j-

39. Considerar el Hamiltoniano del atomo de Hidrégeno,

p2 62

- 2m T

Y

donde r = v/x2. H resulta invariante frente a rotaciones, generadas en Ly (R?)
por las componentes del momento angular de la particula, L := x X p,

operadores que satisfacen las relaciones de conmutacion
[L,L', LJ] == ieijkLk 5 [H, L] =0.

El vector de Runge y Lenz, definido como

1 9 X

A:=-(Lxp—pxL)+me =,

2 r

es una constante de movimiento dado que también conmuta con H,
[H,A] =0,

como puede verificarse facilmente. Por ser una magnitud vectorial, se trans-
forma como vector frente a rotaciones en el espacio, lo que equivale a decir

que
[Li7 A]] = ieijkAk .

Mediante un (tedioso) calculo directo puede verificarse que también se satis-

facen las siguientes relaciones

[Ai> A]} = _ieijk’ Lk 2mH,

L-A=0=A-L, A’=2mH (L*+1)+m’".

Noétese que el segundo miembro de la primera ecuacion no es lineal en los ope-
radores {L, A, H} sino cuadrdtico, de modo que ese conjunto de operadores

no generan un algebra de Lie (con H incorporado como extension central).
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No obstante, los subespacios caracteristicos del Hamiltoniano son espa-
cios de representaciéon del algebra generada por {L,A}. En efecto, en el

subespacio correspondiente al autovalor £ tenemos
[Ai, A]] = —2mkFE ieijk Lk .

En particular, si consideramos estados ligados, con E = —|FE| < 0, y defini-
mos K := A/\/2m/|E| obtenemos el algebra

(Li, L] = i€ Ly, [Li, K] = i€ Ky, K, Kj] = t€;j5 Ly .

a) Mostrar que esa algebra es isomorfa a so(4) (ver problema 20). Para ello
definir M := (L + K) /2 y N := (L — K) /2 y mostrar que

[M;, M;] = i€;ju My, [Ni, Nj| =i€;x Ny, [M;,N;]=0.

b) Mostrar que los invariantes cuadraticos de Casimir de esta dlgebra (de

rango 2) coinciden en cada subespacio caracteristico de H y estan dados

por
me*
4NP=4N2:L?+K2={—L+mm}1:4ﬂj+nl, (A.4.1)
donde
4
K> = — (L2 + 1) + -
L5 +1) + o

y 7 es un entero o semientero, j = %,k €{0,1,2,---}.

En consecuencia, los generadores tienen la representacion
MY =77 @10, NP =1ya0J7,

donde los J,gj ) son los generadores de SU(2) en la representacién (unita-
ria) irreducible DY) (SU(2)).

c¢) En esas condiciones, existe una simetria accidental responsable de una
degeneracion de las autoenergias mayor que la que surge de la invarian-
cia rotacional del Hamiltoniano, cuyas representaciones irreducibles son
de la forma DU (SU(2)) ® DY (SU(2)) y que resulta suficientemente
vinculante como para determinar completamente esos autovalores.
En efecto, mostrar que de la ec. (A.4.1) se obtiene la serie de Balmer,

4

En:__7
2n2

n=2j+1=123,--,

con una degeneracion n? = (25 4+ 1) x (25 + 1).
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Puede construirse una base del espacio de representacion con los auto-
vectores de M3 y N3, los que estan identificados por los correspondientes

autovalores, ms y ng respectivamente,

{7, ms,ng) == |j,ms3) @ |j,n3), —j <maz,nz < j}.

d) Teniendo en cuenta que L = M + N, y dada la estructura de produc-
to directo de representaciones irreducibles de SU(2) que presentan los
subespacios caracteristicos del Hamiltoniano, mostrar que las representa-
ciones irreducibles de SO(3) contenidas en cada uno de esos subespacios
corresponden a [ = 0,1,2,--- ,25 = n — 1 (una vez cada una). Verificar
que la suma de sus dimensiones coincide con la degeneracion del autova-
lor, n? = (25 + 1)2. En particular, notar que los autovalores de operador

L3, I3 = m3 + ns, son enteros.

40. Los generadores del grupo de rotaciones estan realizados en el espacio de
Hilbert de una particula de Schrodinger, Ly (R?), por las componentes del
operador momento angular L := xxp. Con p = —iV, y referido a un sistema

de coordenadas esféricas, mostrar que
a)
9 1 0 0 1 02 0

sen0 9000 sm@ oot 0T oy

b) los autovectores simultdneos de L? y Lz son los armdnicos esféricos,

dados por

_ | )
Y (0, 0) = \/ 241 U= prn s ) e

A7 (I +m)!

correspondientes a los autovalores [(I + 1) y m respectivamente, donde

los P™(x) son los polinomios asociados de Legendre,

(_1)m (1 B x2)m/2 dl+m

le(l') = 2ll| dlerm

(3:2 — 1)l .

¢) los arménicos esféricos estan normalizados de modo que

2 T
/ / V™0, ) Y™ (0, ) sin0d dp = Sy -
0 0
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A.5. Clasificacion y representacion de algebras simples

41. Considerar el algebra simple A, correspondiente al grupo SU(3). Una posible
eleccién para los generadores T, , k = 1,2, --- , 8, ha sido dada en el Ejemplo
5.3 de la pagina 113.

a) Comprobar que Tr{T;} = 0y Tr{T;T}} = 3 6.

b) Calcular las correspondientes constantes de estructura.

c¢) Construir los generadores en la representacién adjunta y con ellos la
forma de Killing. Mostrar que g = 3 X 1g, regular y positiva definida, lo
que corresponde a un grupo simple compacto.

d) Mostrar que el invariante cuadrético de Casimir en la representacién de
definicion es % 13 y en la representacion adjunta es 1g.

e) Construir la base estdndar de Cartan adoptando a H; = T3 y Hy = Ty

como generadores de la subalgebra de Cartan y a
TﬁZFiT7 i_T4:|:iT5 i_lel:iTg
Ve Ve V6

como operadores escalera. Determinar las correspondientes raices e iden-

Ey =

tificar a las raices simples. Mostrar que ellas son

30 < e 1)

f) Mostrar que existe otra rafz positiva, a® = a") + a®, que las restan-

tes raices no nulas pueden obtenerse mediante las transformaciones del

grupo de Weyl,  — 3 — 2(33 a,Va, B, y que todas ellas tienen la mis-
ma longitud (respecto de la métrica inducida por la forma de Killing:
(@-a) = aig”ay).

g) Determinar los pesos fundamentales, vectores que forman la base dual de
la base no ortogonal de R? provista por las raices simples y que satisfacen
(m(k) . oz(l)) = %5’“, con k,l=1,2.

h) Determinar la expresion de los generadores de la base estdandar de Cartan
en la representacién adjunta y verificar que las tinicas componentes no

nulas de la correspondiente forma de Killing son
3
oy, —ap = J-ap,a, — L5 Gij = Zd/ d/ = 1]7 Z,j =1,2.

i) verificar que se satisfacen las relaciones

(B By =alPguH;,  [Bf ES] ~ Ef, ete
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raices y pesos fundamentales de SU(3)

H,

1.0 -
- @ my

0.5

—@ @ mp

Ficura 1. Diagramas de raices y pesos fundamentales del dlgebra Ay (SU(3)).

j) Los pesos méximos (no degenerados) de las representaciones irreducibles
de SU(3), DU son de la forma M = lymy + lymy, con l; € Z,.
Construir el diagrama de pesos de las representaciones fundamentales,
DO v DO "y de la representacién adjunta DY, Téngase en cuenta,
que la dimensién de la representacién irreducible D1+42) estd dada por la
férmula de Weyl, d = (I; + 1) (Io + 1) (122 + 1), y que las operaciones
del grupo de Weyl no permiten obtener los pesos nulos a partir del peso
maximo.

Ver figura 1.

A.6. El grupo de Lorentz

42. Determinar la ley de composicion correspondiente al grupo cociente entre el

grupo de Lorentz y su subgrupo propio ortécrono, O(1,3)/ ,CL

43. Mostrar que Ll es no compacto (Sugerencia: considerar los boosts). ;Cabe
+ g

esperar que este grupo tenga representaciones matriciales unitarias?
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44. Determinar el dlgebra de Lie del grupo SO(1,3) (Sugerencia: considerar el
espacio de las matrices de 4 x 4 reales y antisimétricas). ;Qué dimensién
tiene esa algebra?

Mostrar que los generadores pueden elegirse como

00 0 O 000 O
00 0 O 000 -1
L1 = —1 s L2 = —1 s
00 0 1 0 00
00 -1 0 010
0 00 0 -1 0 0
0 10 -1 0 0
L3 = —1 s Kl = —1 s
0 -1 00 0 0 0
0 0 00 0 0 0
0 0 -1 0 00 -1
0 0 0 O 00 0
K2 =—1 5 Kg = —1 5
-1 0 0 O 00 O
0 0 0 O -1 00 0

y que esas matrices satisfacen las relaciones de conmutacién de la Ec. 6.2.11.

45. Construir la representacion adjunta del grupo SO(1,3). Mostrar que la for-
ma de Killing es regular (lo que corresponde a un algebra semi-simple) pero
no positiva definida (lo que refleja el hecho de que el grupo es no compac-
to). Mostrar que esa representacion adjunta corresponde a la representacién
irreducible (j; = 1,j_ = 1) (Sugerencia: Construir las matrices correspon-
dientes a las combinaciones J,gi) y con ellas los correspondientes invariantes

cuadraticos de Casimir).

46. Mostrar que los operadores diferenciales (definidos sobre funciones suaves de

las coordenadas del espacio-tiempo) L,z := —i (2,05 — 230,), con a,ff =

0,1,2,3, generan un algebra isomorfa a la del grupo SO(1, 3).

47. Mostrar que existe una correspondencia biunivoca entre el espacio de
Minkowski M, y el espacio de las matrices autoadjuntas de 2 x 2. Dar la
expresién del intervalo s® en esta segunda representacién y determinar el
grupo de transformaciones lineales que lo dejan invariante. Mostrar que exis-

4
te un homomorfismo entre este grupo y L., .
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48. Determinar el dlgebra de Lie del grupo SL(2,C). Mostrar que es de rango 2

y decir cuantas representaciones fundamentales tiene esa algebra.

49. Identificar una representaciéon fundamental de SL(2,C) (determinar que par
(j4,7-) le corresponde). Mostrar que su conjugada es no equivalente a dicha

representacion fundamental.

50. Mostrar que un tetravector se transforma como vector de una representacion
irreducible de SL(2, C) equivalente a la representacién (1/2,1/2). (Sugeren-

cia: ver Ejercicio 47).

51. Verificar que las matrices de Dirac (definidas en (6.5.17)) satisfacen el algebra
de Clifford

=91y,

52. Considerar el grupo O(1,2), grupo de isometrias de un espacio pseudo-
euclideo de signatura (1,3) (grupo de Lorentz en un espacio de Minkowski
M3, con métrica g = diag (1, —1, —1)).

a) Mostrar que se trata de un grupo no conexo, no compacto de dimensién
3. (Ver Ejercicio 28).

b) Mostrar que el espacio M3 puede ser representado como un espacio de
matrices reales simétricas de 2 x 2, que puede ser generado por las ma-

trices {12, 03, 01}, mediante la relacién

T

20 4 gl 2
o(x) = 2°1y + 2'os + 2%0 = < +2 0 ) = o(x)",
x ) —

de modo que el intervalo s* estd dado por

s = (m0)2 — (:L‘l)2 - (a:2)2 = deto(x) .

¢) Mostrar que el subgrupo conexo invariante SO(1,2) es homomorfo' a
SL(2,R) (Ver Ejemplo 5.1 en pag. 100 y Seccién 6.4).

d) Mostrar que los elementos de SL(2,R), escritos como A = ¢4

con A
real y de traza nula, pueden ser generados por {Xo = —% o9, X1 1= 501,

Xy =3 03} y determinar las correspondientes constantes de estructura.

'El grupo de cubrimiento de SL(2,R), SL(2,R), es un ejemplo de grupo de Lie de dimensién

finita que no admite representaciones matriciales fieles, es decir, no es un grupo de matrices.
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Determinar la forma de Killing y mostrar que el invariante cuadratico de

Casimir esta dado por

X?2:= X2 — X2 — X2,

Considerar la complexificacion de esta algebra de Lie y mostrar que
estda asociada a la misma algebra simple compacta que el dlgebra del
grupo SU(2) (A; en la clasificacién de Cartan - Ver Seccién 5.8). (Su-
gerencia: considerar las combinaciones complejas J3 = X, Jo = 1X7 y
Jp = —iXy).

A partir de las representaciones (unitarias) irreducibles de SU(2), cons-
truir por prolongacion analitica las representaciones matriciales irredu-
cibles (no unitarias) de SL(2,R).

Como SL(2,R) es no compacto, sus representaciones unitarias no son de
dimensién finita. Ellas estan generadas por operadores hermiticos X W=
X;E, con = 0,1,2, definidos sobre un espacio euclideo y que satisfacen
el algebra de Lie del grupo. Mostrar que, en términos de X := X;+1.X5,

esas relaciones se escriben como

[)A(O,Xi} - :l:Xi, |:X+,X,:| - —2X0 .

Construir las representaciones unitarias irreducibles de SL(2, R) en térmi-

nos de los autovectores simultdneos de X2 y Xo,
X2 A m)=AA\m), Xo|Am)=m|\m) .

Mostrar que la positividad del producto escalar requiere que (m F %)2 >
A+ }l (Sugerencia: operar por similitud con la correspondiente construc-
cién para el grupo SU(2)).
Como X, genera rotaciones en un plano, podemos suponer que sus au-
tovalores m son enteros o semi-enteros. Dado que A := k(k — 1) no tiene
signo definido, deben considerarse dos casos,

1) )\4—}1 > 0: mostrar que en este caso k = %, 1, %,
dek,m=kk+1,k+2--- obienm=—k, —(k+1),—(k+2),---

2) )\—I—% < 0: enestecasok:%—l—i’ycon’yERnonuloy)mL}l:—72.

-- -y, para cada valor

Mostrar que m puede entonces tomar todos los valores enteros o

todos los semi-enteros.
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