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Introduccion

En este trabajo proponemos un recorrido de estudio e investigacion (REI)
concebido para el ultimo afo del nivel secundario argentino. de Los REI
requieren abordar la ensefianza de la Matematica desde un paradigma
emergente y muy diferente del tradicional, segun los postulados centrales
de la teoria antropoldgica de lo didactico (TAD) (Chevallard, 1999, 2004,
2013a). Uno de los principios fundamentales puede enunciarse en los
siguientes términos: enseflar matematica a partir de la formulacion de
preguntas con la consecuente busqueda de respuestas por parte de la
comunidad de estudio (estudiantes y profesor) de manera colectiva.

Ensefiar matematica a partir de preguntas se vincula a un paradigma
centrado en el estudio y la investigacion y en el cuestionamiento, ya que
no se puede investigar sin preguntas que es lo opuesto del paradigma
etiguetado como “tradicional. En el paradigma tradicional”, los saberes no
se cuestionan, por el contrario, se asumen como verdaderos, se
enumeran haciendo un inventario. En el marco de la TAD, se ha
caracterizado un fendmeno denominado monumentalizacion de los
saberes (Chevallard, 2013a). Este fendmeno didactico, emergente del no
cuestionamiento del saber, puede ser descripto con una analogia a la
visita en un museo. Un museo es un lugar donde se coleccionan,
conservan y exponen objetos que, por alguna razoén, la sociedad o un
sector de la misma, considera que se deben salvaguardar. Estos museos
tienen como premisa preservar esos objetos, que podemos titular “obras”.
Cuando una persona 0 un grupo de personas visita un museo, puede
mirar, pero no tocar las obras. Incluso, no acercarse demasiado a ellas.
Andlogamente a esta situacion, en los sistemas de ensefianza, la
Matematica se estudia como si fuese un monumento a honrar, a admirar,
como una “obra” expuesta a los estudiantes que sélo tiene raros usos.

En contraposicion a esta ensefianza monumental, Chevallard (2004)
propone el paradigma de la investigacion y del cuestionamiento del
mundo (PICM) y define en este contexto, el dispositivo recorridos de



estudio e investigacion (REI). Asi, con los REI se propicia la funcionalidad
de las disciplinas, en particular y en nuestro caso, de la Matematica,
posicionando las preguntas como punto de partida de los procesos de
estudio. Preguntas en sentido fuerte, es decir, preguntas tales que su
respuesta no sea una simple busqueda de informacién, sino que sea
necesario investigar al mismo tiempo que construir y/o reconstruir obras
matematicas y no matematicas.

Gestionar este tipo de dispositivos no puede ni debe producirse con los
gestos de una ensefianza tradicional. Lanzar y conducir un REI es pilotear
un sistema didactico formado, en el caso de una clase de matematica, por
un grupo de estudiantes, un profesor y una pregunta Q o un conjunto de
preguntas, cuya respuesta debe ser construida de forma colectiva por la
comunidad de estudio. Este sistema construye un medio de estudio que
le permite “fabricar” la respuesta R a la pregunta Q. En este proceso de
construccion de respuestas, la comunidad desarrolla ciertos gestos
propios de la actividad de estudiar e investigar, gestos denominados
“dialécticas” (Chevallard, 2012). Estos “gestos dialécticos” son centrales
en este libro pues describiremos, en el capitulo 4, los resultados de una
implementacion a partir de las acciones que podrian considerarse dentro
de estos gestos. Previamente, presentamos en primer lugar, la génesis
de la nocién de REI, su definicion y caracteristicas mas importantes.
Luego, detallamos los antecedentes en torno a los trabajos que han
abordado ensefianzas por REI o propuestas analogas, determinando los
contextos de implementacion y analisis de resultados. Posteriormente,
presentamos un posible modelo praxeolégico de referencia (MPR) que
construimos como potencial referente del REI disefiado, implementado y
analizado. Consecutivamente, describimos las dialécticas propuestas en
el marco de la TAD describiendo con ellas parte de los resultados
obtenidos al implementar el REI y, finalmente, los aportes y conclusiones.
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Capitulo 1

Los recorridos de estudio e investigacion
(REI)

Génesis de la nocion de REI

La génesis de la nocién de recorrido de estudio e investigacién (REI) se
remonta fuera de las clases de matematicas. Surgi6 a partir del dispositivo
“institucional” denominado trabajos personales encuadrados (TPE),
dispositivo instalado en el sistema escolar francés en las clases de primer
afio (estudiantes de 16-17 afios) a comienzos del afio 2000-2001, y cuyo
antecesor inmediato son los denominados trabajos de iniciativa personal
encuadrados (TIPE). Los TIPE se crearon en Francia en 1995 como una
opcion para los concursos de ingreso a las denominadas “grandes
escuelas cientificas” (GPGE)! volviéndose en 1997 una prueba obligatoria
para la mayor parte de los concursos. Especificamente, los TIPE tienen
por objetivo desarrollar en los estudiantes el espiritu del cuestionamiento
y de abertura colocandolos en situaciones de investigacion como el caso
de los investigadores e ingenieros. En estos trabajos, organizados en
grupos de no mas de cinco integrantes, los estudiantes deben definir un
tema de interés desde el primer afio del CPGE con el cual desarrollaran
una investigacion. Cada estudiante debe registrar, en una carpeta, los
meétodos empleados, las fuentes utilizadas, las justificaciones de la
seleccion del tema, y cualquier otro documento desarrollado y/o utilizado
durante el trabajo (por ejemplo, fotos, presentaciones, etc.).

Seguida a la introduccion de los TIPE en las GPGE, se propusieron para
el nivel secundario (liceo en Francia) los TPE. La modalidad de los TPE,
heredada de los TIPE, corresponde al trabajo de los estudiantes,
organizados en grupos o de forma auténoma y dirigidos por un equipo de

! Las grandes escuelas cientificas (GPGE) son establecimientos de ensefianza superior que seleccionan alumnos
por concursos y que garantizan una formacién preferente bajo la tutela del Ministerio de Educacion Francesa.
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profesores, en un proyecto que articulaba nociones resultantes de los
programas de dos disciplinas diferentes. Los temas se seleccionan por
los profesores a partir de una lista propuesta en el boletin oficial de
Francia. Por ejemplo, la lista del ciclo escolar 2000-2001 comportaba los
temas siguientes: “Crecimiento”, “Agua”, “Imagen”, “Riesgos naturales y
tecnoldgicos”, “Ciencia y alimentos”, “Tiempo, ritmos y periodos”
(Chevallard, 2001, Chevallard, Matheron, 2002). En torno al tema
seleccionado, los profesores formulan una pregunta Q, a la cual los
estudiantes X deben aportar respuestas con la direcciéon de un equipo Y
de profesores. Es esto lo que va a dar lugar a los REI codisciplinares, es

decir, con la integracion de dos o mas disciplinas.

Con la introduccién de los TPE, especificamente se introduce a los
estudiantes, segun Chevallard (2001), en un proceso de modelizacion a
cinco tiempos: observar las respuestas existentes, denotadas por R?;
analizar esas respuestas; evaluarlas; desarrollar una “nueva’
respuesta, denotada por RY y finalmente, difundir y defender esa “nueva”
respuesta producida. Estos tiempos del estudio deben ser llevados a cabo
en un espacio de trabajo estructurado por lo que Chevallard (2001, 2007,
2013a) ha denominado dialécticas.

Es posible advertir aqui que, desde el dispositivo TPE, se comienzan a
gestar la idea de “cuestionar”, de colocar las preguntas como punto de
partida de los procesos de estudio, pero. ¢ Por qué entonces los TPE no
fueron suficientes para concretar esta nueva manera de ensefar
matematica a partir de la investigacion y del cuestionamiento del mundo?
Y la respuesta tiene sus origenes en el lugar que ocupaba la Matematica
en la construccion de la respuesta RY, ademas de las dificultades tales
como la debilidad de los vinculos que creaban los TPE entre las
disciplinas al interior de la Escuela. Una de las preguntas que Chevallard
(2001) formula en relacion a estos obstaculos es ¢(Como se coloca
entonces el problema de la presencia de las matematicas en los TPE, y
especificamente en la produccidn de una respuesta R a una pregunta Q?
Este cuestionamiento condujo a formular los REI que, colocando las
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preguntas como punto de partida de cualquier proceso de estudio,
considera fuertemente el lugar funcional de la matematica en términos de
codisciplinaridad (bidisciplinar en el caso de los TPE).

Las primeras formulaciones de los REI se realizaron en términos de
actividades de estudio e investigacion (AEI). Se definié un REI como una
sucesion organizada de AEIl que provocan la integracion de diferentes
organizaciones matematicas locales (OM) en estructuras mas complejas
y completas. Las AEIl son dispositivos generadores de procesos de
estudio e investigacion cuyo punto de partida son las preguntas y cuyos
metas y fines estan parcialmente determinados de antemano (Chevallard,
2013c). Chevallard (Ibid.) propone que el abordaje de una AEI debe
conducir al grupo de estudio a encontrar los elementos del saber deseado,
o al menos, tener mayor probabilidad de encuentros con una obra
esperada estudiar. En estas formulaciones, la nocion de AEIl fue
considerada mas proxima a la nocion de “situaciones” de la Teoria de las
Situaciones Didacticas de Brousseau.

Segun Bosch y Gascén (2010), la cuestion generatriz de una AEI, aunque
sea sugerida por el profesor, no esta perfectamente formulada, sino que
debera evolucionar y ‘“refinarse” a medida que es abordada por la
comunidad de estudio. Tampoco es una cuestion que pueda resolverse
llevando a cabo una simple actividad previamente establecida y con una
respuesta predeterminada. Las respuestas tentativas y/o provisorias que
vayan surgiendo deberan poder ser consideradas y contrastadas por la
propia comunidad de estudio, en lugar de delegar al profesor la
responsabilidad absoluta de dicha evaluacion. A lo largo del desarrollo de
una AEl apareceran otras dimensiones del proceso de estudio, por
ejemplo, momentos donde deberan llevarse a cabo un repertorio de
“ejercicios” de manera metoddica de tal forma que pondran en marcha el
momento del trabajo de la técnica, es decir, de la manera de resolver las
tareas. Chevallard (2007) propuso asi, con la introduccion de las AEI, una
reorganizacion cuaternaria del proceso de estudio: la AEI llaman en
primer lugar a una sintesis, la cual se completaba de un trabajo que
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consistia en ejercicios (en el verdadero sentido del concepto) asi como
en el estudio de problemas que probaban los limites de la organizacién
matematica cuyos componentes técnicos y tecnologicos-tedricos (esto es,
componentes justificadores de las formas de hacer, de las técnicas) se
habrian producido en las AEI (o de una sucesion de AEI) y que la sintesis
habria acabado de hacer emerger. Todo esto llamaba a controles que
permitian una evaluacion con un doble objetivo — evaluar la organizacion
del saber construido, y evaluar la relacion de la clase (o de cada uno de
los alumnos) con esta organizacién del saber — Esta arquitectdnica
didactica responde, estructuralmente, al denominado modelo funcional de
los “momentos del estudio”.

Este modelo consiste en que, cualquiera sea el proceso de estudio, se
llega o arriba “un momento” en el cual un gesto o accién debe ser puesta
en marcha: un momento de primer encuentro con un tipo de tareas; otro
momento de exploracion de ese tipo de tareas y de construccion de una
manera de hacer esas tareas, esto es, de la construccion de una técnica;
otro momento donde esa manera de hacer (la técnica) debe justificarse,
explicarse, validarse, esto es, un momento constitutivo del entorno
tecnologico-tedrico de la técnica; otro momento donde se realiza un
trabajo profundo de la técnica, determinando sus alcances y limitaciones;
otro momento donde se institucionaliza lo que se ha elaborado; y un
momento de evaluacion, donde se debe hacer un balance de lo producido.
Teniendo en cuenta estos momentos, las AEIl en si mismas fueron
consideradas equivalente a los momentos del primer encuentro con un
tipo de tareas T,, de la exploracidon de T, y de la emergencia de la técnica

z,, Yy de la construccion del bloque tecnologico-teorico [6/0]. Luego, un

momento de sintesis era el tiempo por excelencia de la institucionalizacion
de [T;/t;/0/@]. Los ejercicios y problemas eran un tiempo indispensable
de trabajo de la organizacion matematica O =[T;/t;/60/0] en particular de
la técnica t;, asi como de la relacion tanto de la clase como de cada uno
de sus miembros con O. Los controles estaban en el corazon del
momento de la evaluacion (Chevallard, 2007).

11
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Momentos del estudio Reorganizacién cuaternaria
del estudio
5in orden cronoldgico
+ Con orden cronolégico

Primer encuentro con un tipo de tareas 7,
Exploracion de 7, y emergencia de la técnica
Construccién del bloque tecnolégico-tedrico [8/®)]

1
Institucionalizacion de [/t 1 8/0] | +—* Sintesis 2

Trabajo de ¢ =[T/5,/8/®] en particular, de &;  «————| Ejercicios
v Problemas

Evaluacion | +——»

Esquema 1: Reorganizacion cuaternaria de los momentos del estudio a partir de las
AEI. Fuente: elaboracion propia

Esta reorganizaciéon del proceso de estudio, ya sea a partir de una AEI
como a partir de cualquier otro proceso de estudio que promueva el
cuestionamiento y la investigacion, implica una modificaciéon profunda en
los sistemas de ensefianza y en las funciones didacticas denominadas
topogénesis (gestion de las tareas a desarrollar a cargo de los estudiantes
y el profesor), cronogénesis (gestion del tiempo de clase) y mesogénesis
(gestion del medio de estudio). Por ejemplo, el “topos” del profesor y el
“topos” de los estudiantes se modifica: el profesor “reduce” su accion
corriéndose del lugar central de la clase y, en consecuencia, dejando mas
responsabilidades al topos del estudiante, quienes incorporan en sus
actividades, por ejemplo, la posibilidad de participar en la gestion de casi
todos los momentos (tecnologico-teorico, sintesis, evaluacion, etc.) que,
en la enseflanza monumentalista, se situaban bajo la responsabilidad
exclusiva del profesor (Bosch, Gascon, 2010, p.80).

Las AEI pretendian colocar en primera plana al menos una “razon de ser”
de las OM locales propuestas a estudiar en la escuela. Segun Bosch y
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Gascon (2010), las AEI vienen determinadas por una OM local que un
profesor (Y) debe hacer reconstruir y hacer accesible a un grupo de
alumnos (X) a partir de una cuestion generatriz Q cuya busqueda de
respuestas conduzca a la reconstrucciéon de los principales elementos de
la OM de partida. Se genera asi el sistema didactico S(X; Y; Q) cuyo
desarrollo debe conducir, de alguna manera, a una respuesta final en
forma de praxeologia (Bosch, Gascon, 2010) — designada por RY. Segun
Chevallard (2013 libro), entonces habria que “concebir” una AEI para cada
obra o cada detalle de obra, de manera tal de concretar los encuentros
con el saber, resultando ser “demasiado arreglados”. Este “encuentro”
arreglado condujo al desarrollo del dispositivo recorrido de estudio e
investigacion (REI), donde los encuentros con el saber “no estan tan
arreglados de antemano”. Partiendo, al igual que en una AEI, de la
formulacion de una pregunta con la consecuente busqueda de respuesta,
los REI responden al denominado esquema herbartiano? — que Chevallard
(2013b) denomina one more time. Primero, es importante distinguir dos
tipos de sistemas didacticos: los sistemas didacticos de la forma S(X; Y;¥)
y los sistemas de la forma S(X;Y; Q). En el primer caso, se estudia una
praxeologia “dada”, por ejemplo, una OM local; en el segundo caso, una
pregunta “dada”. El primer caso es el “clasico”: ¥ es visto como lo que X
(y/o cada uno de los miembros x € X ) deben integrar a su equipamiento
praxeoldgico. El segundo caso es a partir del cual se propone la estructura
de los REI en funcion del esquema herbartiano. En su forma reducida,
este esquema se escribe de la siguiente manera:

SX;Y;Q)=RY

Este esquema indica que una pregunta Q es estudiada y una respuesta
R debe ser producida (esto es lo que indica la flecha =) (Chevallard,
2009b, 2009c, 2009d). Si bien la nocién de AEI, respecto a la nocion de
REI, es un dispositivo mas limitado en términos de amplitud de recorridos,
su implementacion resulta viable en la medida en que se pretende

2 El calificativo utilizado aqui que remite al filésofo y pedagogo aleman Johann Friedrich Herbart (1776-1841).
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alcanzar un punto intermedio en el intento de pasar de un paradigma
monumentalista a uno mas funcional.

¢, Por qué el calificativo “herbartiano™?

Herbart (1776-1841) es considerado el fundador de la pedagogia como
disciplina cientifica. Para Benner (en Runge Pefia, 2009), Herbart es el
Newton de la psicologia. Para Herbart (1935), la educacién debe cumplir,
en la formacion moral y ética, un papel mediador determinante, como
instancia mediante la cual se fomenta tal forma final de ser y en donde se
ayuda a la naturaleza, al nifio en formacion, para que, en aras de dicha
meta, se relacione con el entorno, consigo mismo, con los otros y con el
mundo. “El hombre no es nada fuera de la sociedad”. De alli entonces la
relevancia que adquiere para Herbart la intuicion estética para la
formacion moral y ética del ser humano.

Oponiéndose al antiguo principio que consideraba al aprendizaje como fin
de la instruccion y al interés como medio, Herbart sentd una ley: “El
aprender sirve para producir un interés. El aprendizaje debe ser
transitorio, el interés perenne”. Uno de los conceptos claves de Herbart
es el de interés. Realiza una clasificacion de los intereses y asegura que
la instruccion debe despertar el interés, que es una actividad propia,
desarrollada sobre la base de una atencion involuntaria y, ciertamente, de
la aperceptiva. Herbart dividié al interés en interés del conocimiento e
interés de la simpatia. El primero abarca la naturaleza y la humanidad,
conteniendo lo que se denomina el interés mudltiple: el interés empirico,
observacion, interés especulativo, reflexion y el interés por las relaciones
estéticas. El segundo solo alcanza algunas manifestaciones de la
humanidad, simpatia, interés social, espiritu nacional y el interés religioso.
Por otra parte, Herbart propone el denominado triangulo herbartiano, el
cual estd conformado (al igual que el sistema didactico) por tres
elementos: el sujeto de la educacion (el que dispone a consentir a ser
educado), el agente de la educacion (sobre el que recae la
responsabilidad, como representante de la cultura, de transmitir el

14
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patrimonio cultural a cada uno de los sujetos con los que trabaja) y los
contenidos de la educacion (los bienes culturales a transmitir).

Teniendo en cuenta el rol que Herbart le da al interés y su formulacion del
triangulo educativo, podrian comprenderse, o al menos comenzar a
comprender, porqué Chevallard estructura los REI utilizando el esquema
herbartiano. Es decir, para que el saber tenga sentido debe estudiarse
como respuesta a una pregunta, es decir, debe tener un “interés” y por
supuesto, dentro de una Institucién ese estudio e investigacion no puede
realizarse sin los actores de la comunidad de estudio: estudiantes, saber
y ayudas al estudio. En la seccion siguiente especificamos la estructura
de los REI.

Estructura de los Recorridos de Estudio e Investigacion (REI)

La elaboracion de RY a partir de Q supone la “fabricacion” de un medio
didactico, M, un medio de estudio y de construccion de respuesta a Q.
Esto se expresa en el esquema herbartiano semi-desarrollado:

[S(X;Y; Q)= M] = RY

Es decir, el sistema didactico construye y organiza (=) el medio M con el
cual engendrara o producira (=) una respuesta R". Este esquema indica
gue la elaboracion del medio M se articula de modo complejo con la
elaboraciéon de la respuesta R, es decir, indica que el medio no esta
construido de antemano, sino que se construye de forma paralela a la
busqueda de respuestas. De esta manera, es necesario buscar, analizar,
desarrollar y evaluar objetos, obras, recursos, informacién, etc. que
pueden ingresar al medio de estudio y ser parte indispensable para la
construccion de R corazon. Esta observacion se aplica el esquema
herbartiano desarrollado que se escribe asi:

[SCGY; Q) {RE, RS, RS, . RS, Qs o Qs O, )] = R

Donde M ={R{,R{,RY,...,RS,Qns1) ) Qms Oms1, -, 0,} €5 €l medio
didactico o medio para el estudio (de Q). Las respuestas “sellos” Rl-o, las
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preguntas derivadas Q; y las otras obras 0, son instrumentos Utiles,
aungue sea parcialmente, para el estudio de Q, instrumentos a estudiar
convenientemente — en “calidad” y en “cantidad”, para ser utilizados en el
momento oportuno, de manera efectiva y eficaz en el estudio de Q vy
entonces en la construccion y validacion de RY. Los adjetivos “calidad” y
“‘cantidad” refieren a estudiar lo necesario, lo Uutil, lo efectivamente
oportuno para construir la respuesta R corazén. Las respuestas

denotadas por Rio parai = 1,...,n son respuestas “hechas” — por ejemplo,
un libro, la Web, el curso de un profesor, etc. —; las Ojparaj =n+1,..,m
son otras obras — por ejemplo, teorias, montajes experimentales,
praxeologias, etc. — consideradas utiles para deconstruir las respuestas
R®y extraer qué de necesario hay alli para construir la respuesta R". Asi,
con la introduccién del esquema herbartiano desarrollado, Chevallard
(2009) precisa lo que puede ser visto como un recorrido de estudio y de
investigacion.

Usualmente, en una clase “tradicional’, que podria notarse por
[X,y] (donde X es el grupo de alumnos e Y = {y} un Unico profesor, por
ejemplo, el profesor de matematica), cuando se estudia una pregunta Q,
el profesor y aporta su respuesta, Ry, la cual, finalmente se volvera la
respuesta RY de la clase. Asi, tendriamos un tipo particular de esquema
herbartiano, [S(X;Y;Q)~{R{,0,}]=R", donde R{ =R, 0, =%y R* =
R,. Aqui, la praxeologia ¥ aparece como la Unica que permite elaborar la
respuesta R,,, la que X debera finalmente adoptar como propia. La nocion
de REI contrasta con este tipo de esquemas. Para que exista un REI o un
germen de REI, en un sentido razonable, es necesario que la organizacion
didactica presente un cierto nimero de condiciones que demandan
modificaciones en las funciones didacticas mesogénesis, topogénesis y
cronogenesis.
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Las funciones didacticas mesogénesis, topogénesis y cronogénesis en
un REI

La mesogénesis es considerada la “fabricacién” del medio M. La primera
caracteristica de la mesogénesis en un REI es que el medio M no esta
“totalmente hecho o construido de antemano”. El medio M se constituye
por la clase a partir de las producciones diversas, tanto externas como
internas a ella, incluyendo particularmente las respuestas R, es decir, las
respuestas propuestas por los alumnos x a partir de su propia actividad.
El medio M, conformado asi por las distintas R “sellos” y otras obras
disponibles, debe permitir la gestion de la dialéctica media-medio. Es
necesario remarcar que muchos de los componentes de este medio M es
diferente al medio de una ensefianza tradiciones. Muchos de los
componentes del medio de una ensefianza por REIl son excluidos del
medio de estudio de una ensefanza tradicional. En un REI, el trabajo
sobre el medio cambia al mismo tiempo que cambia asi su naturaleza
(Chevallard, 2009a).

La mesogénesis movilizada en una ensefianza por REI va a la par de una
condicién relativa a la topogénesis: la constitucion del medio M es un
producto de la clase, profesor y estudiantes, no solamente del profesor.
El “topos” (esto es, el lugar ocupado) de los alumnos recibe en este
sentido una extension importante: no solamente un alumno podra aportar
Su respuesta personal R, sino que también podra proponer introducir en
M toda obra que desee, y que considere pertinente para la elaboracion de
RY . A este cambio en el topos de los alumnos corresponde un cambio
importante en el topos del profesor, es decir, del director del estudio — el
gue dirige el estudio de Q — o del director de la investigacion — el que
dirige la investigacion sobre Q. Al igual que los estudiantes, el profesor
podra verter en medio M las “piezas” que necesariamente no sean “su”
respuesta personal (si es que tiene una). En todos los casos, la respuesta
notada mas arriba R,, , es decir, la respuesta del profesor, no sera tratada

de otro modo que como una mas de las respuestas Rl-o. Esto significa que,
en una ensefanza por REI, ningln media tendra privilegios y ninguno sera
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“creido bajo palabra”. Cada componente que se incorpore al medio de
estudio, se lo hace con el estatus de conjetura, como una suposicion que
debera probarse. De aqui, que esta dialéctica entre media y medio
también supone una dialéctica entre conjeturas y pruebas.

La constitucion y el “trabajo” del medio M provocan una dilatacién del
tiempo didactico y, correlativamente, una extension del tiempo de relo;.
Construir el medio M con vistas a producir RY comprende al menos
particularmente un estudio de las obras 0;. Esta exigencia funcional
conduce a que el sistema didactico S(X;Y;Q) se transforme
momentaneamente en un sistema didactico de tipo “clasico” S(X;Y; 0;).
Este tipo “clasico” de sistema conduce a las preguntas siguientes: ¢ Como
usar 0; para deconstruir algunas de las Rl-o? O ¢ Coémo sacar provecho de
determinada obra 0, para “fabricar’ RY? ¢ Cuales son las razones de ser
y como “funcionan”? etc. En todo esto, se supone que el profesor no se
dejara desbordar por el habito profesoral que consiste en “secuenciar y
cerrar demasiado el estudio” de las obras. Debe tener la virtud de asociar
estas obras a la organizacion disciplinar de forma tal que su “estudio” sea
a partir de una “necesidad” (Chevallard, 2009a).
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Capitulo 2

Antecedentes de ensenanzas por REI

En esta seccidn describiremos 22 trabajos que han sido desarrollados en
el contexto de ensefianzas por REIl o propuestas abiertas de REIL.
Describiremos, en primer lugar, los trabajos segun su codisciplinaridad,
ya sea con la Economia y/o Ciencias Econémicas y empresariales y/o
Administracion y direccibn de empresas, con la Biologia, la Fisica, la
Medicina o las Ciencias de la Ingenieria. Luego, describiremos los
recorridos monodisciplinares (cuyas cuestiones son intra-matematicas) y
un recorrido propuesto para estudiar cuestiones de la Didactica de la
Matematica.

e Respecto a los trabajos codisciplinares a la Economia y/o Ciencias
Econdémicas y empresariales y/o Administracion y direccion de
empresas, situamos los trabajos de Fonseca (2010, 2011a),
Serrano, Bosch y Gascon (2010) y Salgado, Otero, y Parra (2017)
en el nivel universitario; y los trabajos de Ruiz Munzon (2010), Ruiz,
Bosch y Gascon (2007), Donvito, Otero y Sureda (2014), Parra,
Otero y Fanaro (2015) y Parray Otero (2017) en el nivel secundario.

Fonseca (2010, 2011a) implementd un REI cuya cuestidbn generatriz
corresponde a la movilidad del personal de una empresa, planteando
hipotesis respecto no solo de las politicas de movilidad sino también,
sobre la reparticion de los trabajadores. La implementacion de recorrido
se realizd en un taller-seminario con estudiantes de una facultad de
ciencias economicas y empresariales. El REI provoco la emergencia de
la diagonalizacion y multiplicacion de matrices y resolucion de sistemas
de ecuaciones. El andlisis y descripcion de resultados se centré en las
organizaciones matematicas desarrolladas y en la determinacion y
descripcion de los momentos del estudio. Continuando con el estudio de
la diagonalizacién de matrices, Fonseca (2011a) disefio e implementd un
REI en un taller de mateméatica con estudiantes de una Escuela de
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Ingenieria Industrial cuya pregunta de partida se refiere a la fabricacion
de tres modelos de motos. Para cada fabrica se especifican los indices
de producciodn, los costos, ingresos, precio de venta y forma de trabajo,
construyendo modelos matriciales lineales, y utilizando el software
Mathematica. El analisis y descripcion de resultados se realiza en
términos de los momentos del estudio y de las técnicas matematicas
propuestas.

Serrano, Bosch y Gascoén (2010) disefiaron un taller de modelizacion y lo
implementaron en cuatro grupos de primer afio de una carrera de
administracion y direccion de empresas. Proponen iniciar el taller con una
cuestion generatriz vinculada a la prevision de ventas. El taller, que
funcioné de forma paralela al desarrollo del curso, tuvo una duracién de 5
sesiones de clases. Previo a la concrecion del taller, se llevaron a cabo
cuatro “clases tedricas” para que los estudiantes tuvieran conocimientos
sobre ciertas familias de funciones ya estudiadas en secundaria tales
como funcion afin, funcién cuadrética, funcidén cubica, funcién hiperbdlica
y funciones exponenciales. Se realiz6 un analisis a priori de las posibles
cuestiones derivadas y se evaludo la experimentacion segun las
restricciones identificadas y la dialéctica de los medias y medio.

Salgado, Otero y Parra (2017) presentan resultados parciales sobre la
introduccién en el nivel universitario de una ensefianza basada en el
dispositivo didactico Recorridos de Estudio e Investigacion (REI). El REI
propuesto parte de la pregunta Qo: ¢ COmo calcular los costos en un micro-
emprendimiento? Se describen los resultados obtenidos de dos
implementaciones en dos cursos de Matematica del primer afio de una
universidad publica argentina conformados por un total de 73 estudiantes
que cursan carreras vinculadas a la Economia y a la Administracion de
Empresas. El andlisis de resultados se realiza en términos de los
indicadores didactico-matematicos definidos en Parray Otero (2017) para
determinar el funcionamiento o no funcionamiento de los gestos
didacticos que la TAD denomina dialécticas.
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Donvito, Otero, Sureda (2014) disefiaron, implementaron y analizaron la
viabilidad de un REI cuya pregunta generatriz se refiere a los planes de
ahorro. Se realizaron implementaciones en cursos habituales de
matematica de tres instituciones con caracteristicas diferentes: una
institucidon secundaria estatal (estudiantes de 16-17 afios), una institucion
secundaria privada (estudiantes de 16-17 afios) y una institucion
secundaria para adultos (estudiantes de 16-60 afos). El REI suscita el
estudio de funciones, funciones lineales, funciones exponenciales,
logaritmos, limites y el numero e, sucesiones y series, capitalizacion,
amortizacion (constantes y variables). El analisis de resultados fue
realizado a partir de las actitudes de la PICM: herbartiana, procognitiva,
exotérica, de problematizacion, y enciclopedista ordinario.

Ruiz Munzoén (2010) y Ruiz, Bosch, y Gascon (2007) proponen el disefio
y la experimentacion de un taller de modelizacion matematica cuya
pregunta generatriz corresponde a los beneficios, la produccion y venta
de camisetas. La experimentacion se realiz6 en tres grupos de
estudiantes del nivel secundario durante el tercer trimestre 2004/05. Se
propone la utilizacion de la calculadora simbdlica Wiris (CSW) para
facilitar la creacion, representacion grafica y manipulacion de diferentes
expresiones algebraicas. Se distingue, a lo largo del trabajo, dos casos
en relacion a la funcion costes (costes lineales y costes cuadraticos),
suponiendo gque la funcidon de ingresos es igual al producto entre las
cantidades vendidas y el precio de venta por unidad del producto. Se
propone una caracterizacion del desarrollo hipotético de la modelizacion
funcional, en tres niveles caracterizados mediante praxeologias
matematicas de complejidad y completitud crecientes. Ademas, el analisis
de datos se realiz6 a partir de las cuestiones derivadas y los modelos
construidos para dar respuesta.

Parra, Otero y Fanaro (2015) y Parra y Otero (2017) proponen y describen
una metodologia de analisis basada en la formulacion de un conjunto de
indicadores didactico-matematicos de las “dialécticas” del estudio y la
investigacion. Estos indicadores se construyeron a partir de los datos
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obtenidos al disefar, implementar y evaluar un recorrido de estudio e
investigacion (REI) cuyas preguntas de partida se vinculan al equilibrio de
mercado de un modelo de oferta y demanda. Se realizaron dos
implementaciones en el dltimo afio del nivel secundario argentino (16-
17afios) (N = 60). El profesor propuso a los estudiantes preguntas del tipo
siguiente: ¢Como calcular el punto de equilibrio en un modelo lineal de
mercado? ¢ Cuanto varia exactamente el punto de equilibrio al modificar
los parametros del modelo? Se concluye que las dialécticas mas
identificadas son del individuo y del colectivo, del tema y fuera-de-tema,
del estudio y de la investigacion, del analisis-sintesis praxeologica y del
analisis-sintesis didactica y de las cajas negras y cajas claras.

e Respecto a los REI codisciplinares a la Biologia, ubicamos el trabajo
de Barquero (2009, 2011) y Barquero, Bosch y Gascon (2013) en el
nivel universitario y el trabajo de Ruiz-Higueras y Garcia Garcia
(2011), en el nivel inicial.

Barquero (2009, 2011) y Barquero, Bosch y Gascon (2013) disefiaron e
implementaron un REI cuyas preguntas generatrices corresponden a la
dindmica de poblaciones. La implementacion se realiz6 en un curso
denominado “taller de modelizacidn matematica” con estudiantes de
ingenieria técnica quimica industrial de la Universidad Autonoma de
Barcelona. Este taller se desarrollé de forma paralela al curso tradicional
de Matematica. El recorrido propuso estudiar la evolucion de una
poblacion, cuyo tamafo varia con el tiempo. La pregunta generatriz
condujo al diseifio de tres REIl que permitieron cubrir parte de las
organizaciones matematicas propuestas para estudiar en el programa de
estudio de los primeros cursos universitarios de Ciencias Experimentales:
por ejemplo, cuestiones de algebra lineal y calculo diferencial en una
variable. El analisis y descripcion de las experimentaciones fue realizado
en términos de cuestiones generatrices, cuestiones derivadas, modelos
poblaciones y organizaciones matematicas construidos para dar
respuesta a tales cuestiones.
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Ruiz-Higueras y Garcia Garcia (2011) describieron las praxeologias que
surgen al desarrollar tareas de modelizacion matematica a partir de un
sistema configurado por una coleccibn de gusanos de seda que se
transformara (metamorfosis) a lo largo del tiempo. En la propuesta
participaron una maestra y un grupo de alumnos (3 a 6 afos) de la
educacion infantil. Los nifios trabajaron en un taller de matematica que
permiti6 abordar no solo las diferentes cantidades de magnitudes
discretas, sino también, la necesidad de medirlas y de formular esta
medida. La descripciéon de los resultados se realizé a partir de la
determinacion de las praxeologias matematicas construidas y a partir de
la caracterizacion de la praxis y logos didactico de la profesora.

e Respecto a los trabajos codisciplinares a la Fisica, situamos el
trabajo de Costa, Arlego y Otero (2014) en el nivel universitario y el
trabajo de Otero, Gazzola, Llanos y Arlego (2016), en el nivel
secundario, en la formacion de profesores y con investigadores en
formacion.

Costa, Arlego y Otero (2014) disefiaron e implementaron un REI
codisciplinar a la Fisica en un curso habitual de matematica de una
Facultad de Ingenieria. La pregunta generatriz se refiere a la construccion
de edificaciones sustentables. Esta pregunta y sus derivadas permiten
emerger las razones de ser del Calculo Vectorial integrando campos como
la Termodindmica, la Mecanica de los Fluidos, la Hidrodinamica, la
Electricidad y el Magnetismo. El analisis de datos se realizo a partir de la
escala de niveles de codeterminacion didactica y de las dialécticas,
concluyendo en una serie de condicionamientos en las diferentes escalas
que dificultan el desarrollo del REI.

Otero, Gazzola, Llanos y Arlego (2016) diseiaron, implementaron y
evaluaron un REI a partir de la pregunta generatriz ¢Por qué se cayo la
Piedra Movediza de Tandil? Se realizaron implementaciones en cursos
de los ultimos afios del nivel secundario, en cursos de formacion de
profesores de matematica y con investigadores en formacién. Se

23



Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

estudiaron cuestiones referidas a los sistemas oscilantes, movimiento
armonico simple, ecuaciones del movimiento, funciones armonicas,
oscilaciones amortiguadas y forzadas, resonancia, nociones de periodo,
frecuencia, ciclo en una oscilacion, funciones seno y coseno. Los
resultados se analizaron en términos de preguntas derivadas, de las
organizaciones matematicas y fisicas desarrolladas y de los modelos
construidos.

e Respecto a los trabajos codisciplinares a la Medicina Nuclear,
situamos el trabajo de Olivera Lucas (2015) en la ultima etapa de la
ensefianza secundaria y el principio de los estudios universitarios
del sistema educativo portugués.

Oliveira Lucas (2015) pone especial atencion en la forma como se ha
tratado la problematica del calculo diferencial en el paso de Secundaria a
la Universidad y en las relaciones que las diversas investigaciones
didacticas propugnan entre éste y la modelizacion funcional en dicho nivel
educativo (p.7). Describe la experimentacion y evaluacion de recorridos
de estudio e investigacion disefiados para la ensefianza del célculo
diferencial elemental en un primer curso de una Licenciatura de Medicina
Nuclear de la ensefianza universitaria portuguesa. Estos recorridos parten
de datos concretos y se basaban en problemas vinculados a la
propagacion de epidemias y a la variacion de la concentracién de un
medicamento. Se realiza la construccion y descripcion de los posibles
recorridos matematicos a priori y se analiza cada sesion de clase en
términos de las cuestiones, actividades y técnicas.

e Respecto a los trabajos codisciplinares a las Ciencias de la
Ingenieria, ubicamos el trabajo de Byache, Beaubiat y Spaier
(2016), en el nivel secundario.

Byache, Beaubiat y Spaier (2016) implementaron un REI, durante un afio
escolar entero, sobre la geometria y los algoritmos con estudiantes de
segundo afio del liceo francés (estudiantes de 15 afios). El recorrido parte
de la pregunta ¢Como una computadora (que, a priori, sabe soOlo hacer
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célculos) puede hacer para proponer un videojuego en pantalla? Esta
cuestion comienza pidiendo a los estudiantes fijando en la pantalla un
circulo rojo o un rectangulo verde, hacerlos desplazar, poner en marcha
ciertos acontecimientos tales como explosiones en momentos precisos,
hacerlos rebotar sobre una pared de la zona grafica o hacerlos seguir
trayectorias parabdlicas. Este trabajo permitid aportar mejoras en la
programacion de cada movimiento y utilizar nociones matematicas como,
por ejemplo, las nociones de funcion, de intervalo, ecuaciones de rectas,
vectores y expresiones de segundo grado. Paralelamente, esta cuestion
permitid que los estudiantes programen algoritmos sobre la calculadora.

e Respecto alos recorridos monodisciplinares, ubicamos el trabajo de
Llanos y Otero (2015), Barachet, Demichel y Noirfalise (2007), Gaud
y Minet (2009) y Minet (2008) en el nivel secundario; y los trabajos
de Fonseca, Pereira y Casas (2010) y Fonseca (2011b, 2011c) en
la transicion entre el nivel secundario y universitario.

Llanos y Otero (2015) disefiaron, implementaron y evaluaron un REI cuya
pregunta generatriz corresponde a la multiplicacion de curvas. El REI fue
implementado en dos cursos en paralelo por cada afio durante tres afos
consecutivos con estudiantes de cuarto afo (14-15 afos) del nivel
secundario argentino. El recorrido permite estudiar varias organizaciones
matematicas, segun las curvas que se elijan y las operaciones entre ellas:
funciones polinémicas, funciones racionales, funciones homograficas,
funciones potenciales, funciones radicales, funciones trascendentes. “La
generatividad de la cuestion inicial propuesta en el REI, planteada en los
dominios geomeétrico, grafico y funcional; da sentido a los puntos notables
de las curvas y a las caracteristicas generales de la representacion grafica
de dicha funcion” (Llanos y Otero, 2015: 270). Se realiza un analisis
detallado en funcion de las funciones didacticas (mesogénesis,
topogénesis y cronogénesis)

Barachet, Demichel y Noirfalise (2007) disefian e implementan una
actividad de estudio e investigacion en dos cursos de segundo afio
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(estudiantes de 15 afios) del nivel secundario (liceo francés). El punto de
partida de la AEI corresponde a tres problemas: en principio, la realizacion
de un patron de una pirdmide a partir de una representacion en
perspectiva caballera, luego, la determinacion de una piramide de base
cuadrada con volumen maximo y finalmente, el corte por un plano de una
pirdmide. Las preguntas propuestas son Qi: ¢Podemos construir un
patron de una piramide y calcular su volumen?; Qz: ¢Podemos construir
este objeto? (La piramide) y Qz: Seccionamos la piramide por el plano que
pasa por tres puntos P, Q y R y conservamos la parte que no contiene el
vertice. ¢(Como hacer el patron del nuevo soélido obtenido? Estas
cuestiones permitieron abordar una gran parte del programa de segundo,
especificamente, la geometria en el espacio: longitud, area, volumen,
angulo, secciones planas de sélidos, representacion plata de un solido en
el espacio, construccion de un patrén a partir del sélido y viceversa.

Gaud y Minet (2009) proponen un recorrido de estudio e investigacion
para el segundo afio de nivel secundario francés (estudiantes de 15 afios)
cuya pregunta de partida es Qo: ¢, COmo construir una figura geométrica
gue cumpla determinadas condiciones? Los autores proponen, ademas,
otras dos cuestiones posibles de abordar: Q1: ¢ Como saber si un método
de construccion es exacto o aproximado? Y Q2. ¢COmo construir
segmentos de longitud dada a partir de las relaciones entre otros
segmentos? Los autores esquematizan las posibles nociones que Qo
permitiria abordar: triAngulos isomeétricos y triAngulos semejantes,
circulos tangentes, propiedades de las transformaciones y sus
demostraciones, e inscripcion y circunscripcion de una figura en otra. Se
describen momentos de algunas de las sesiones de clases y algunas de
las actividades propuestas a los estudiantes a partir de la descripcion del
recorrido en cinco etapas.

Minet (2008) propone un recorrido para el segundo afio del nivel
secundario francés (estudiantes de 15 afios). EI REI parte de tres
preguntas generatrices cuyas respuestas requieren la construccion de
praxeologias en torno a la optimizacion de funciones, dependencia entre
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dos cantidades, variaciones de una cantidad y comparacion de dos
cantidades. Las preguntas son Qi: ¢COmo optimizar una cantidad?, Q2:
¢, Como estudiar las variaciones de una cantidad? Y Qs: ¢ COmo comparar
dos cantidades? Se presentan las “grandes cuestiones” del REI, sus
actividades y técnicas utilizadas para resolverlas. Se muestra una posible
organizacion de la clase en cinco etapas a partir de la presentacion de la
cuestion generatriz y algunas cuestiones derivadas.

Fonseca, Pereira y Casas (2010) disefaron e implementaron en un “taller
de problemas”, un recorrido para estudiantes de Ingenieria Quimica cuya
pregunta de partida se refiere a la optimizacion de funciones. Se otorgoé
un rol fundamental al software GeoGebra y al software Maxima. Se
construyd un primer modelo algebraico identificando sus componentes,
relaciones y expresion. El analisis de la experimentacion se realizé en
términos de las modificaciones posibles de realizar a la cuestion inicial
para lograr transponerla de la institucion secundaria a la institucion
universidad, en funcién de los momentos del estudio y determinando los
grados de completitud de las organizaciones matematicas reconstruidas.

Fonseca (2011b, 2011c) disefié un REI en torno al “disefio y fabricacion
de un contenedor que tenga el mayor volumen posible” (Fonseca 2011b:
16). Su objetivo fue promover una continuidad en el proceso de estudio
desde el nivel secundario hacia los primeros afnos de la universidad, a
partir de la ampliacién de una misma cuestion generatriz. EI REI no fue
implementado en la escuela secundaria y si en la Universidad, en la
Escuela de Ingenieria Industrial (electrénica y quimica) durante tres
sesiones de un “taller de matematica”. En este nivel, se propone estudiar
unidades relativas al Calculo y Algebra Lineal. El objetivo particular de
este recorrido es abordar el estudio de la derivada introduciendo la
optimizacion de funciones como respuesta a la pregunta generatriz y a
sus derivadas, recuperando tareas que abarcan por ejemplo, el estudio
de la monotonia de la primera y segunda derivada, los extremos de una
funcion y la interpretacion de derivadas. Los datos se analizan a partir de
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la determinacion de los grados de completitud de las organizaciones
matematicas reconstruidas.

e Finalmente, el recorrido propuesto para estudiar cuestiones de la
Didactica de la Matematica corresponde al trabajo de Corica y Otero
(2016) realizado en el nivel universitario.

Corica y Otero (2016) diseiaron, implementaron y evaluaron un REI para
la formacion de profesores. El recorrido se desarroll6 en un curso del
tercer afio de la carrera de profesora en matematica en una universidad
publica argentina. Se propuso a los futuros profesores la cuestion
generatriz ¢ Como disefiar e implementar dispositivos didacticos para el
estudio de la matematica? El analisis se realiza a partir de la
categorizacion de las preguntas derivadas segun el género de tarea al
gue remite su estudio, la identificacion de los tipos de tareas asociados a
los mismos y las actitudes que pueden describirse en términos de las
dialécticas.

La caracterizacion y clasificaciéon de estos trabajos, se resumen en la
Tabla 1. La primera columna contiene la codisciplinaridad de cada trabajo;
la segunda columna informa el(los) autor(es) de los trabajos y el afio de
publicacion; la tercera columna, los tema(s) implicados en la propuesta,
la cuarta columna comprende la(s) cuestion(es) generatriz(ces); la quinta
columna, el contexto donde se desarrollé la investigacion (esto es,
universidad, nivel secundario, otros) y finalmente, la sexta columna
describe el foco de andlisis de los datos.
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Autor(es)
(afio)

Fonseca
(2010)

Fonseca
(20114a)

Serrano,
Boschy
Gascon

(2010)

Salgado,
Otero, y
Parra
(2017)

Ruiz
Munzon
(2010)

Ruiz,
Bosch y
Gascon
(2007)

Donvito,
Oteroy
Sureda
(2014)

Parra,
Oteroy

Tema(s) implicados.

Cuestion(es) generatriz(ces)
Politica de movilidad de una empresa
Una empresa tiene tres sedes A, By C. El
director de recursos humanos ha adoptado
una politica de movilidad del personal
senior que consiste en cambiar cada afio
algunos trabajadores de sucursal, con la
posibilidad de volver a la sucursal de origen
en los afios posteriores. Si se aplica durante
varios afios seguidos la misma politica
(presentada en una matriz),
Q1: ¢CAmo evolucionara la distribucion de
trabajadores seniors en cada sucursal?
Q2: ¢Qué politica se debe aplicar si se
quiere que, a la larga, haya una
determinada proporcion pl-p2-p3 de
trabajadores seniors en cada sucursal?
Fabricacion de motos
Qo: Se nos pide desde la direccion de
nuestra empresa informacion econdémica:
por un lado, sobre tres modelos de motos
que se fabrican en la terminal T en el que
intervienen cuatro variables: ventas, costes,
ingresos y beneficios y, por otro lado, sobre
la contratacion de un plan de pensiones
para sus trabajadores.
Prevision de ventas
La empresa de software educativo TAD
(Tecnologias Aplicadas a la Docencia) lleva
un registro de las ventas trimestrales de 7
de sus principales productos durante los
Ultimos 3 afios. Nos encarga un informe
sobre las cuestiones siguientes:
Q1: ¢Qué ventas se pueden prever durante
los proximos trimestres para cada
producto? ¢Y para los proximos meses?
Presentar una formula que permita calcular
las previsiones y justificarla explicando las
garantias y limitaciones de cada propuesta.
Qz: ¢Para qué productos se prevén unas
ventas con un crecimiento mayor al 10%
trimestral? ¢Para cudles se prevé un
decrecimiento mayor al 12% anual?
Costos de un microemprendimiento,
funciones de dos variables reales.
Qo: ¢ Como calcular los costos en un
micro-emprendimiento?

Ventas, precio unitario, costos de
produccién (Economia)

Qo: En las condiciones iniciales ¢ es posible
obtener en la dltima fiesta del curso 04/05
un beneficio de 1000 € vendiendo un

nUimero razonable de camisetas?

Planes de ahorro

¢Cual es el mejor plan de ahorro para que
la agrupacion (grupo Qo:de alumnos)
genera la mayor cantidad de ingresos con
bajo riesgo?

Modelos de oferta y de demanda

Q1: ¢ Cémo calcular el punto de equilibrio en
un modelo lineal de mercado?
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Contexto

Ciencias
Economicas vy
Empresariales
/Seminario

Escuela de
Ingenieria
Industrial/Taller
de matematica

Administracion y
direccion de
empresas/Taller
de
matematica/Talle
r de modelizacion

Licenciatura en
Economia,
Licenciatura en
Administracion
de Empresas y
Contador
Publico/Curso
usual de Calculo

Taller de
matematica
Curso de
matematica
Clases usuales

de Matematica

Descripcion/Anélisis de
datos
Organizaciones
Matematicas
desarrolladas.
Momentos del estudio

Momentos del estudio y
tipos de tareas
propuestos.

Analisis a priori de las
cuestiones.

Evaluacion de la
experimentacion  segun
las restricciones y la
dialéctica de los medias y
medio.

Indicadores didactico-
matematicos de cada una
de las dialécticas.

Cuestiones y modelos a
construir.

caracterizacion del
desarrollo hipotético de la
modelizacién funcional en
tres niveles caracterizados
mediante praxeologias
matematicas de
complejidad y completitud
crecientes

Actitudes de la PICM
(herbartiana, procognitiva,
exotérica, de
problematizacion,
enciclopedista ordinario)
Dialécticas del estudio y
de la investigacion:
identificacion, generacion
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Medicina Nuclear
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itario
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Profeso
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Secund
arioy
Univers
itario

Secund
ario

Secund
ario

Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

Fanaro
(2015)
Parra y
Otero
(2017)

Barquero
(2009,
2011)

Barquero,
Bosch y
Gascon
(2013)

Ruiz-
Higueras
y Garcia
Garcia
(2011)

Costa,
Arlego y
Otero
(2014)

Otero,
Gazzola,
Llanos y
Arlego
(2016)

Olivera
Lucas
(2015)

Byache,

Beaubiat
y Spaier

(2016)

Llanos y
Otero
(2015)

Q2: ¢,Cuanto varia exactamente el punto de
equilibrio al modificar los parametros del
modelo?

Dinamica de poblaciones

Qo: Si  suponemos que conocemos el
tamafio de la poblacion X en algunos
periodos de tiempo, ¢podemos predecir
cémo evolucionara después de n periodos?
¢ Seré siempre posible predecir la evolucion
del tamafio de X a largo plazo? ¢Qué
hip6tesis sobre el entorno, la poblacién y su
crecimiento se tienen que asumir? ¢Cémo
hacer predicciones sobre la evolucion del
tamafo de X y cdmo validarlas?
Metamorfosis

Qo: Hoy nos han regalado una caja con
gusanos de seda. Debemos cuidarlos para
que crezcan y se hagan muy grandes
¢.Cémo debemos alimentar a nuestros
gusanos con las hojas de morera para que

puedan crecer y desarrollarse
adecuadamente?

Edificaciones sustentables

Qo: ¢ Como construir edificaciones

sustentables?

Sistemas oscilantes
Qo: ¢ Por qué se cayo la Piedra Movediza de
Tandil?

Propagacion de epidemias

Q1: ¢Como varia la masa de una sustancia
radiactiva desde su desintegracion?

Q2: ¢COmo estudiar la variacién en la
concentracion de un radiofarmaco en el
plasma Sanguineo de un paciente t minutos
después de su administracion?

Q3:  Conociendo la velocidad de
administracion, por via endovenosa, de una
dosis de un farmaco, ¢como puede variar
esa dosis (cantidad) a lo largo del tiempo?
Q4: ¢ COmMo se puede prever a lo largo del
tiempo el nimero de casos de cancer de
tiroides en las poblaciones mas proximas
del accidente en la antigua central
ucraniana de Tchernobil?

Qs: ¢ Como se podré prever la evolucion del
impacto de estos efectos genéticos en las
generaciones futuras?

Principio de programacion de una péagina
Web, las nociones de funcién, de intervalo,
ecuaciones de rectas, vectores,
expresiones de segundo grado.

Qo: ¢Como puede hacer una computadora
para proponer un videojuego en la pantalla?

Operacion entre curvas (Matematica)

Qo: ¢,COmo operar con curvas cualesquiera,
si sOlo se conocen sus representaciones
graficas y la unidad en los ejes?
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(estudiantes de
16-17 afnos).

Ingenieria
Técnica Quimica
Industrial/Taller
de matematica

Inicial/Taller de
matematica/Talle
r de modelizacion

Facultad de
Ingenieria/Curso
de matematica

Formacion de
profesores-
Investigadores
en
Formaciéon/Curso
de matematica
Curso del nivel
secundario
portugués.
Licenciatura en
Medicina
Nuclear/Curso de
matematica

Escuela
secundaria
(estudiantes de
15 afos)

Secundario/Curs
o de matematica

y descripcion de
indicadores didactico-
matematicos.

Cuestiones,
respuestas.

modelos y

Praxeologias matematicas
construidas.
Caracterizacion de la
praxis y logos didactico de
la profesora.

Descripcion de un modelo

praxeolégico de
referencia.

Analisis en términos de
niveles de
codeterminacion.
Descripcion de las
dialécticas.

Preguntas derivadas,
organizaciones
matematicas

desarrolladas y modelos
construidos.

Construccion y
descripcion recorridos
matematicos a priori.
Analisis de cada sesion de
clase en términos de las
cuestiones, actividades y
técnicas.

Cuestiones derivadas y

respuestas.  Relaciones
entre la matematica y
algoritmos en la
ensefianza y el nivel de
desarrollo de los
instrumentos digitales
disponibles.

Funciones didacticas
(mesogénesis,
topogénesis y
Cronogeénesis)



Didactica

Transici
6n
entre
Secund
ariay
Univers
idad

Univers
itario

dela
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Barachet,
Demichel
y
Noirfalise
(2007)

Gaud y
Minet
(2009)

Minet
(2008)

Fonseca,
Pereira 'y
Casas
(2010)

Fonseca
(2011a,
2011b)

Coricay
Otero
(2016)

Geometria en el espacio: longitud, area,
volumen, angulo, secciones planas de
sdlidos, representacion plata de un sélido
en el espacio, construccion de un patron a
partir del solido y viceversa (Matematica)
Qu: ¢Podemos construir un patrén de una
piramide y calcular su volumen?

Q2: ¢Podemos construir este objeto? (La

piramide)

Geometria  plana:  triangulo, rectas
remarcables, circulos tangentes.
(Matematica).

Qo: ¢ Coémo construir una figura geométrica
que cumpla determinadas condiciones?

Optimizaciéon de funciones, dependencia
entre dos cantidades, variaciones de una
cantidad, comparaciéon de dos cantidades
(Matematica)

Qu: ¢, Cémo optimizar una cantidad?

Q2: ¢Cémo estudiar las variaciones de una
cantidad?

Qs: ¢ Como comparar dos cantidades?

Optimizacion de funciones (Matematica)
Qo: ¢Como afrontar problemas que
requieran la busqueda de una solucion
optima (maxima o minima) para una funcion
real?

Optimizacion de caudal (Matematica)

Qo: Tenéis que disefiar un acueducto para
obtener el mayor caudal posible a partir de
una lAmina rectangular metalica: ¢ Cémo se
debe efectuar este doblaje de modo que el
caudal sea maximo?

Formacion de profesores (Didactica de la
Matematica)

Qo: ¢,Cémo disefiar e implementar
dispositivos didacticos para el estudio de la
matematica?

Escuela
secundaria
(estudiantes de
15 afnos)

Escuela
secundaria
(estudiantes de
15 afios)

Escuela
secundaria
(estudiantes de
15 afios)

Secundario-
Universitario
(Ingenieria
Quimica) /Taller
de problemas.

Secundario/
Universitario
(Ingenieria
Industrial) /Taller
de matematica

Universitario
(Facultad de
Ciencias
Exactas) /Curso
de Didactica de
la Matematica

Presentacion de las
cuestiones, las
actividades propuestas a

los estudiantes, las
técnicas utilizadas y las
tecnologias.

Descripcion de la
organizacion de las
sesiones de clase.
Mostrar las  “grandes

cuestiones” del REI, sus
actividades y técnicas
para resolverlas. Mostrar
una posible organizacién
de la clase en cinco
etapas. Presentacion de la

cuestion  generatriz y
algunas cuestiones
derivadas.

Mostrar las  “grandes

cuestiones” del REI, sus
actividades y técnicas
utilizadas para resolverlas.
Mostrar una  posible
organizacion de la clase
en cinco etapas.

Presentacion de la

cuestion  generatriz y
algunas cuestiones
derivadas.

Modificaciones a la
cuestion inicial.

Momentos del estudio.
Grados de completitud de
las organizaciones
Matematicas.

Grado de completitud de
las Organizaciones
Matematicas
desarrolladas.

Cuestiones derivadas,
géneros y tipos de tareas
didacticas.

Descripcion de dialécticas.

Tabla 1: Caracterizacion y clasificacion de los trabajos relativos a ensefianzas por REI o

propuestas abiertas de REI. Fuente: elaboracién propia.
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Capitulo 3

Punto de equilibrio en modelos de mercado:
un posible modelo praxeologico de
referencia

Modelo Praxeoldgico de Referencia (MPR) en la TAD

Investigar y estudiar a partir de una pregunta generatriz compromete a los
actores del proceso de estudio en un trabajo proximo al desarrollado por
un equipo de investigadores. Este proceso se funda a partir de las
posibles preguntas derivadas que pueden emerger de la pregunta
generatriz y las potenciales obras y demas recursos que cada pregunta
puede activar. Esto delimita una serie de caminos, de recorridos, que el
investigador, el didacta, el profesor, quien ser el encargado de dirigir el
proceso de estudio debe poder desarrollar. Estos posibles caminos
constituyen lo que Chevallard (2012) denomina un modelo praxeoldgico
de referencia (MPR). Para Chevallard (lbid.), cuando una persona se
aproxima a un campo praxeologico con la intencion de estudiar una
pregunta Q, debe poder construir, al menos, un MPR para las obras
(cualquiera sea su naturaleza) de ese campo praxeoldgico. Dicho MPR
tiene el caracter de provisorio y abierto, es decir, es un analisis siempre
provisorio y potencialmente abierto de praxeologias que el estudio de Q
har4 o podria hacer encontrar o reencontrar de un modo u otro. Para
Bosch y Gascon (2009), el concepto de MPR para el investigador cumple
una funcién clave en la recomposicién o reconstruccién del campo de
investigacion en didactica mas alla de su fragmentacion “disciplinar”
actual: frente a una obra O de un campo praxeoldgico, los investigadores
en didactica deben asumir la exigencia de construir un MPR adecuado a
su proyecto de investigacion. Esto conduce al problema del analisis
praxeoldgico en las investigaciones en didactica y al problema del analisis
didactico, es decir, a una dialéctica entre analisis (y sintesis) praxeoldgica
y analisis (y sintesis) didactica.
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Un posible MPR matematico-microeconomico

Presentaremos aqui un posible MPR construido a partir de una pregunta
vinculada a los modelos de oferta y de demanda. Desde el lugar de un
profesor, este MPR serviria como posible referente de los posibles
recorridos potencialmente emergentes de las diferentes preguntas
propuestas y sus derivadas. Se trata de considerar no sélo las
praxeologias matematicas sino también, en este caso, las vinculadas a
los modelos de oferta y de demanda. Comenzaremos definiendo lo que
se considera, en microeconomia, un mercado. El mercado se define como
cualquier conjunto de transacciones o acuerdos de negocios entre
compradores y vendedores: comprar y vender a un determinado precio.
En contraposicion con una simple venta, el mercado implica el comercio
regular y regulado, donde existe cierta competencia entre los
participantes. El mercado se define también como el ambiente social que
propicia las condiciones para el intercambio. Se interpreta como la
institucion u organizacion social a travées de la cual los ofertantes
(productores y vendedores) y demandantes (consumidores o
compradores) de un determinado bien o servicio, entran en estrecha
relacion comercial a fin de realizar ciertas transacciones comerciales
(Schiller, 1994; Gould, Lazear, 2000; Chiang, 1987).

Un modelo econdémico construido adecuadamente, puede informar y/o
predecir, de forma aproximada, el comportamiento de un mercado. La
construccion de tal modelo requiere variables. Se pueden identificar dos
tipos de variables: las endbégenas y las exdgenas. Las primeras son
aguellas cuyos valores se pueden conocer a partir del mismo modelo. Las
segundas se suponen externas al modelo y sus magnitudes se aceptan
como datos dados. Estas ultimas son los parametros del modelo.

Una variable central en un modelo de mercado de oferta y de demanda
es la nocion de equilibrio. La nocién de equilibrio puede clasificarse segun
la accesibilidad (es decir, la seguridad de obtenerlo o la necesidad de
estudiar si es posible 0 no alcanzarlo) y segun el estado (deseable o
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indeseable). Dentro del estado deseable, a su vez, se clasifica en finalista
y no finalista. A su vez, dentro de la variedad finalista se clasifica en
optimizacién y programacion matematica y dentro del estado no finalista
se clasifican en equilibrio parcial y equilibrio general (Chiang, 1987).
Construimos el esquema siguiente para mostrar las posibles
clasificaciones del equilibrio de mercado que originaran distintos

recorridos:

[ Se supone alcanzable ] [ Nada se supone de su accesibilidad ]

I I 1 (Incorporacion de la variable tiempo)

_ Equilibrio L ;
[Equilibrio deseable Tiempo discreto Tiempo continuo
|.ndes'eabl'e Por ejemplo: el La variable tiempo experimenta un La variable experimenta un

Por ejemplo: el nivel de méximo beneficio cambio solo una vez en cada periodo cambio en cada punto del

equilibrio de la renta desde el punto de de tiempo. Por ejemplo, si el interés tiempo. Por ejemplo, en la
nacional con desempleo. || "4 una empresa. )| es capitalizado al final de cada seis capitalizacion continua del
meses. interés.

1 Equilibrio de mercado
Optimizacién Programacion matematica (Mercado con n bienes, ne N')
Restricciones de la forma Restricciones de la forma Y
g(x,...%,) =¢ 9(xq, e xp) < ¢; g(xq, o, %) < ¢ Sinsl Sin=1
90 s %) 2 65 g Xn) > € Mercado con n bienes || Mercado con un Unico bien
Equilibrio general Equilibrio parcial

Esquema 2. Se presentan las posibles clasificaciones del equilibrio de mercado.
Fuente: elaboracion propia.

Asumiendo cualesquiera de las posibles clasificaciones anteriores,
pueden formulase preguntas cuyas respuestas — en sentido fuerte — se
materialicen en la construccion de un conjunto de praxeologias
matematicas (OM) y praxeologias microecondmicas (OE) articuladas
entre si. Antes de describir los posibles trayectos es necesario, en este
caso, asumir algunas hipétesis de partida. Comenzaremos suponiendo
gue el punto de equilibrio de un modelo de mercado existe y que es
posible alcanzarlo. Asi, bajo esta hipétesis diremos que la pregunta clave
es la siguiente: ¢ COmo hallariamos el conjunto de valores de las variables
endégenas que permitan alcanzar el equilibrio del modelo?
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Posteriormente, habiendo hallado el punto de equilibrio formulamos la
siguiente pregunta, que asumiremos como pregunta derivada de la
anterior, ¢Como y cuanto se modificaria el punto de equilibrio en
respuesta a cierto cambio en un parametro del modelo? Descartando la
hipétesis anterior, es decir, descartando la hipotesis que el equilibrio
existe y es alcanzable, asumiremos una nueva hipoétesis. Asumiremos no
saber nada a acerca de la accesibilidad del equilibrio, es decir,
asumiremos no tener garantias de que el equilibrio exista y menos adn
gue sea alcanzable. Bajo esta nueva hipotesis, la pregunta clave es la
siguiente: ¢Alcanzara el modelo de mercado la posicion de equilibrio? La
naturaleza de ambas hipétesis y, consecuentemente, de ambas
preguntas es bien diferente. Se requieren analisis y estudios disimiles, no
s6lo desde el punto de vista de la matematica, sino también, de la
microeconomia. En la Tabla 2 resumimos las hipétesis antes
mencionadas junto con las preguntas. A su vez, presentamos cOmo se
denominan en Microeconomia (Chiang, 1987) cada uno de los analisis
gue estas preguntas generan.

Tipo de ANALISIS ESTATICO ANALISIS ESTATICO- ANALISIS DINAMICO
analisis (El andlisis se centra en COMPARATIVO (El andlisis se centra en
hallar el valor del punto de | (El andlisis se centra en hallar | incluir la  variable
equilibrio) el valor del punto de equilibrio, | tiempo y analizar si el

modificar los parametros del | punto de equilibrio es o
modelo y luego, comparar | no alcanzable)

ambos estados de equilibrios)
Pregunta Qo: ¢COmo hallariamos el | Q1: ¢Cébmo y cuanto se | Q2 ¢Alcanzara el
generatriz | conjunto de valores de las | modificaria el punto de | modelo de mercado la
variables enddgenas que | equilibrio en respuesta a cierto | posicion de equilibrio?
permitan  alcanzar el | cambio en un parametro del
equilibrio del modelo? modelo?

Tabla 2: Resumen de las posibles hipotesis, las preguntas y las denominaciones de
los tipos de analisis. Fuente: elaboracion propia.

A continuacion, detallaremos cOmo cada pregunta permite derivar otras y
gue obras permitirian activar. La pregunta Qo: ¢CoOmo hallariamos el
conjunto de valores de las variables endégenas que permitan alcanzar el
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equilibrio del modelo? conduce, por un lado, al estudio de un conjunto
amplio de funciones y de su comportamiento pues, dependiendo de las
hipotesis de partida que se formulen sobre el conjunto de datos, las
funciones de oferta y de demanda pueden ser de cualquier tipo.
Considerando que el equilibrio existe y es alcanzable, el estudio de la
pregunta Qo pasa a considerar dos grandes tipos de equilibrio de
mercado: el equilibrio parcial y el equilibrio general. El primer caso trata
un modelo de determinacion del precio en un mercado aislado. Las
funciones de oferta y demanda de un articulo son funciones del precio de
ese articulo exclusivamente. El segundo caso corresponde al equilibrio
general, donde la funcion de demanda de un articulo debe tomar en
consideracion el efecto no sdélo del precio de ese articulo, sino de todos
los articulos relacionados con él (Chiang, 1987). En cada caso de
equilibrio de mercado, las funciones oferta y demanda pueden o no ser
lineales. Incluso aqui, podria ser necesario el estudio estadistico de la
regresion (lineal o no lineal) en funcion de la dispersion de los datos.
Continuando con esta hipaétesis, la del equilibrio de mercado alcanzable,
formulamos otra, mas especifica, que denominamos Hz y que refiere a la
condicién de equilibrio. Esta hipotesis es asumida dependiendo de las
necesidades del estudio e investigacion puesto que, podriamos
considerar un punto de equilibrio, no de un mercado sino de una empresa,
dirigiendo el recorrido hacia el dominio de las finanzas. En ese ultimo
caso, el estudio corresponderia a la relacion entre costos y gastos fijos,
costos y gastos variables, volumen de ventas y utilidades operacionales
de la empresa en cuestion. Se deberia entonces buscar el nivel de
produccion y ventas que una empresa alcanza para lograr cubrir los
costos y gastos con sus ingresos obtenidos. Es decir, en que nivel de
produccion y ventas la utilidad operacional es cero. O equivalentemente,
buscar el nivel de produccién y ventas en que los ingresos son iguales a
la sumatoria de los costos y gastos operacionales. Restringiremos en este
libro, el MPR solo al analisis del equilibrio de mercado.
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H2: El equilibrio en el mercado se alcanza si, y solo si la demanda
excedente es cero. Esto es: C;(p) — C,(p) = 0 o0 bien C,(p) — C;(p) =
0, lo cual, matematicamente podria escribirse como |C;(p) — C,(p)| =
0, siendo C; la funcibn de demanda (o bien, las cantidades
demandadas), C, la funcién de oferta (o cantidades ofrecidas) y p el
precio de la mercancia (o el bien o servicio).

Asumiendo Hz, podemos enunciar una nueva hipoétesis con el objetivo de
precisar respecto a la naturaleza de las funciones de oferta y de demanda.
Denominamos esta hipoétesis por Hs, y una nueva pregunta, derivada de
Qo, que denominaremos Qo.1

Hs: Las funciones Cq y Co tienen un comportamiento afin y ambas
dependen del precio p de una Unica mercancia.

Qo.1: ¢Como determinar C,; , C, Y p para hallar el equilibrio de mercado?

Considerando las hipétesis anteriores podemos construir un modelo de
mercado que permita responder la pregunta planteada Qo.1. Puesto que
se considera una Unica mercancia, sélo es necesario incluir tres variables
en el modelo: la cantidad demandada de la mercancia (Cq), la cantidad
ofrecida de la mercancia (Co) y su precio (p). Hasta aqui, hemos
especificado que las funciones de oferta y de demanda son ambas afines.
Consideremos uno de los postulados béasicos de la ley de oferta y de
demanda: un aumento en el precio tiende a disminuir la demanda y a
aumentar la oferta. Inversamente, una disminucion en el precio tiende a
aumentar la demanda y disminuir la oferta. A partir de este postulado
obtenemos especificaciones que nos permiten construir un posible
modelo. Alineandonos a este postulado, diremos entonces que la curva
de oferta es una curva creciente mientras que la curva de demanda,
decreciente. Proponemos asi una nueva hipotesis, que denominamos Ha.
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Con estas especificaciones podemos aportar una respuesta a la pregunta

Qo.1.

Has: La funcién Cqes afin decreciente y la funcién C, es afin creciente.

Qo.1: ¢ Como determinar Cq, Co y p para hallar el equilibrio de mercado?

El modelo afin puede construirse de dos maneras:

Qd=QS 1Qd=QS

a
Qi=a—bp (a,b>0) 0 p=—;Qd+; (a,b > 0)
Qs =—c+dp (c,d > 0) p=%QS+§(c,d>0)

En ambos casos, la primera ecuacion corresponde a la ecuacion del
equilibrio de mercado; la segunda, a la ecuacion de la cantidad
demandaday la tercera, a la ecuacion de la cantidad ofrecida. En el primer
caso, tanto la oferta como la demanda dependen del precio del bien. En
el segundo caso, el precio depende de la cantidad ofrecida y de la
cantidad demandada. Consideremos el primer modelo. En este modelo,
los parametros a, b, c y d se consideran positivos. Cuando representamos
la funcion de demanda, como en la Figura 1, su interseccion vertical esta
en ay su pendiente es — b, que es negativa, tal y como se necesita para
satisfacer el postulado de la demanda. La funcion de oferta también tiene
el tipo de pendiente requerida en el postulado de la oferta, d positiva, pero
su interseccién vertical es negativa, en —c. Consideramos una
interseccion vertical en un valor negativo pues de esta manera, la curva
de oferta tiene una interseccion con el eje horizontal positiva, propuesta
en la Figura 1 como Pi, y en consecuencia satisface otra de las
condiciones fundamentales en un modelo de oferta y de demanda que es
que la oferta no aparezca a menos que el precio sea suficientemente
positivo y alto.
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Cantidad (Q)

C4: demanda C,: oferta

de unto de equilibrio: (pe; qe)

2 p Pe Precio (p)

Figura 1: Se representa la recta de oferta (Co), la recta de demanda (Cd) y el punto
de interseccion de ambas, esto es, el punto equilibrio (pe; ge). Fuente: elaboracion
propia.

Luego de construir el modelo — cualquiera de ellos — obtenemos las
soluciones del sistema, esto es, los valores del precio y la cantidad de
equilibrio, que denotamos en la Figura 1 por pe y ge. Hemos mostrado una
manera de responder la pregunta Qo.1 con la construccion de un modelo
de tipo afin. Decimos “una” manera y no “la” manera porque la misma
pregunta puede responderse a partir de la construccion de modelos no
afines. Para ello, debemos cambiar la hipotesis sobre el comportamiento
de las curvas de oferta y de demanda, de ambas o sélo de alguna de ellas.
De esta manera, podemos estudiar Organizaciones Matematicas relativas
a funciones no diferentes a la funcion afin, incluso como se mencion6
anteriormente, la obra estadistica de la regresion. Por ejemplo,
considerando la hipotesis que denominamos mas abajo Hs, y
manteniendo la misma pregunta anterior, podemos estudiar el
comportamiento de una funcion de demanda polinémica de grado dos y
una funcién de oferta afin creciente, o viceversa. Este es un posible
recorrido que permitiria el estudio de la funcién polinébmica de grado dos,
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de la funcion afin y de los sistemas mixtos. En cualquier caso, las
funciones a considerar deben respetar la ley de la oferta y demanda antes
mencionada.

Hs: La funcion Cq es cuadratica, la funcion C, es afin creciente y
dependen del precio de una Unica mercancia.

Qo.1: ¢,Como determinar Cq, Co y p para hallar el equilibrio de mercado?

Asi, podriamos construir un modelo no afin con tres ecuaciones: la funcion
de demanda (funcién polindmica de grado dos), la funcion de oferta
(funcidn afin creciente) y la ecuacion del equilibrio de mercado. Este
modelo, ademas de las variables endogenas, requerira, al igual que en
ejemplo anterior, analizar los parametros, especificamente el signo de
cada uno de ellos de manera que se ajusten a los postulados de la oferta
y la demanda. La hipotesis Hs permite generar una diversidad de modelos,
no se reducen al ejemplo antes mencionado. Habra tantos recorridos
posibles como tipos de funciones de oferta y demanda y las
combinaciones de ambos se consideren. Cada uno de esos recorridos
permitira reconstruir y estudiar diferentes OM que podriamos rotular como
la OM de las Funciones, ecuaciones y sistemas de ecuaciones.

Los modelos anteriores (ya sean afines o0 no) corresponden a modelos de
mercado aislados, donde las funciones de oferta y demanda de un unico
articulo dependen solamente del precio de ese articulo. Pero un sistema
‘mas realista” de esta situacion debe considerar no solo el efecto del
precio de ese articulo sino también de todos aquellos relacionados con él.
Cuando los precios de las otras mercancias se incorporan, debemos
ampliar la estructura del propio modelo para que permita determinar los
valores del equilibrio de esos otros precios (Chiang, 1987). Consideremos
esta situacion. Modificamos entonces la hipotesis de partida por una que
contemple varias mercancias. La hipotesis que denominamos a
continuacion por He se ajusta a este caso:
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He: En un mercado con n (n > 1,n € N) bienes o mercancias se alcanza
el equilibrio si y solo si las C;; —C,; =0 (i =1,2,...,n) donde C;
corresponde a las funciones de demanda y C,; corresponde a las
funciones de oferta de cada uno de los n bienes 0 mercancias.

Con esta hipétesis podemos plantear (al igual que ocurria con la hipotesis
de dependencia del precio de una Unica mercancia) tantos modelos como
naturaleza de funciones de oferta y de demanda se consideren. Por
ejemplo, podemos plantear la hipotesis siguiente H; y formular una
pregunta derivada de la pregunta inicial que denominaremos Qo...

H7: Las funciones Co, y Cgi son afines y dependen del precio de n
mercancias (parai = 1,2,...,n).

Qo2: ¢CoOmo determinar cada una de las Co, Cdiy p; para hallar el
equilibrio de mercado?

Segun intervengan mas articulos en un modelo, habra mas variables, mas
ecuaciones, y las ecuaciones seran mas complejas (Chiang, 1987). En
general, con n mercancias en total, podemos expresar las funciones de
oferta, de demanda y la ecuacion de equilibrio de la siguiente manera:

Cqi = Cqi(p1, ..., Pp) 1=12,...,n
Coi = Coi(pli ...,pn) [ = 1,2, e, n
Cdi = COi | = 1,2, v, n

De acuerdo con los subindices de las ecuaciones de oferta y de demanda,
el modelo posee una cantidad de 2n ecuaciones (cuya naturaleza
dependera de las hipotesis de partida). Al adicionarle la condicion de
equilibrio, el modelo se completa con un total de 3n ecuaciones. No
obstante, sustituyendo las funciones Coi y Cgien la ecuacion de equilibrio,
podemos reducir el modelo a un total de n ecuaciones simultaneas.
Podemos escribir entonces el conjunto anterior de ecuaciones usando
sélo la ecuacién de equilibrio, que llamaremos E:
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E;(py, 02, ., 0n) (i=12,..,10)

Resolviendo simultdneamente las n ecuaciones, podremos determinar los
n precios de equilibrio pei y posteriormente los valores correspondientes a
las cantidades Qe para cada i = 1,2,...,n. De esta manera, podemos
reconstruir componentes claves de la OM relativa a los sistemas de n
ecuaciones con n incognitas, direccionando el recorrido a los
componentes de la OM del Algebra Matricial.

El andlisis del punto de equilibrio que hemos caracterizado hasta aqui se
denomina andlisis estatico. Este analisis se centra en hallar los valores de
equilibrio de las variables endogenas del modelo, es decir, el precio y la
cantidad de equilibrio. Un punto débil de este analisis es que cuando se
cambia el valor de alguno de los parametros del modelo, el estado de
equilibrio puede no ser alcanzable (Chiang, 1987). Entonces, si
cambiamos el valor de alguno de los parametros podemos realizar dos
recorridos: uno, suponer que el “nuevo equilibrioc” es alcanzable, y
entonces analizar la direccion y amplitud del cambio; el otro, no suponer
nada respecto a la accesibilidad del nuevo estado de equilibrio y entonces
realizar un analisis incluyendo la variable “tiempo”. En este ultimo caso,
podemos a su vez, considerar dos posibles recorridos los cuales
dependeran de la variable “tiempo”: si la suponemos discreta (en términos
de periodos de tiempo) o continua.

Supongamos que, luego de realizar cambios en alguno de los parametros
del modelo, el nuevo estado de equilibrio es alcanzable. Continuemos con
las hipotesis Ho (equilibrio alcanzable) y H> (el equilibrio en el mercado se
alcanza si y solo si la demanda excedente es cero). Nos interesa
responder la pregunta siguiente, que denominamos Q::

Q1: ¢Como y cuanto se modificaria el punto de equilibrio en respuesta
a cierto cambio en un parametro del modelo?
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El analisis a realizar para responder esta pregunta compara diferentes
estados de equilibrio. Por esta razon, una de las hipoétesis de partida es
gue existe un equilibrio inicial y que el nuevo equilibrio es alcanzable, tal
como lo era el anterior. Ahora bien, si introducimos un cambio que
desequilibre el modelo — mediante una variacion en el valor de algun
parametro — el equilibrio inicial cambiara. Como resultado, las variables
precio y cantidad deberan experimentar ciertos ajustes. Asumiendo como
hipbtesis que el nuevo estado de equilibrio puede alcanzarse, hipoétesis
que denominamos Hs, planteamos la pregunta siguiente Q1.1 derivada de

la Q1

Hs: Se asume que existe y el alcanzable un estado de equilibrio ante
cualquier cambio que desequilibre el modelo.

Q1.1: ¢ Como se puede comparar el nuevo equilibrio con el anterior?

La comparacion a través del analisis estatico-comparativo puede ser de
caracter cuantitativa o cualitativa. Si, por ejemplo, nos interesa la pregunta
relativa a como varia el valor de equilibrio (es decir, si crecera o disminuira
cuando se modifique algun parametro del modelo), el analisis sera
cualitativo porque solo estudiamos la direccion del cambio. Pero si nos
interesa la pregunta relativa a cuanto variara el valor del equilibrio,
estudiaremos la magnitud del cambio, y entonces, el analisis sera
cuantitativo. Sin embargo, si obtenemos una respuesta cuantitativa
podemos identificar la direccion del cambio a partir de su signo algebraico.
Asi, una pregunta a responder podria ser la siguiente:

Q1.2: ¢, Como hallar la tasa de cambio del punto de equilibrio con respecto
al cambio en un parametro del modelo?

La respuesta a esta pregunta nos permite reconstruir la OM relativa a la
variabilidad de funciones, que contiene la OM de la derivada y la OM del
limite de funciones. El estudio a realizar dependera de la naturaleza de
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las funciones de oferta y de demanda que, tal como lo mencionamos
anteriormente, pueden o no ser de comportamiento afin y pueden o no
depender de una Unica variable. Presentamos aqui, a modo de ejemplo,
el caso mas sencillo. Este caso corresponde al modelo con un Unico bien
y con funciones de oferta y de demanda ambas afines. Este modelo es el
siguiente:

Cg=a—-b-p ab>0
C,=—c+d-p ¢,d>0
Cd= CO

El precio y la cantidad de equilibrio obtenidas a partir de este modelo son,
ad—bc
b+d

formas reducidas pues tanto el precio (pe) como la cantidad (ge) han sido
reducidas a expresiones explicitas de los cuatro parametros a, b, c y d
(Chiang, 1987).

. + . .
respectivamente, p, = — VY g, = . Ambas soluciones se denominan
€ b+a”’ 1€

Para hallar como afectara — por ejemplo, al valor de pe — un cambio
infinitesimal en uno de los parametros tenemos que diferenciar
parcialmente las formas reducidas con respecto a cada uno de los
parametros. Si determinamos el signo de la derivada parcial, conocemos
la direccion del cambio. De igual manera, procedemos respecto a ge.

Considerando pe, por ejemplo, se pueden obtener las cuatro derivadas
a+c

parciales a partir de su expresiéon reducida, es decir, a partir de p, = P

OPe _ 1 O0Pe __ —(a+o0), OPe _ 1 OPe __ —(a+c)

da  b+d’ ab  (b+d)2’ dc b+d”’ ad  (b+d)?

Recordemos que todos los parametros, en este modelo, estan
restringidos a ser positivos, y por lo tanto se puede concluir que:

Ope _ O0pe _ 1 0pe __ Ope _ —(a+c) 0

da  dc  b+d ab ad ~ (b+d)2

Graficamente también podemos observar que ocurre si realizamos un
cambio en uno de los parametros. Presentamos aqui, a modo de ejemplo,
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el caso de la variacion del parametro a (ordenada de la recta de demanda,
recta rotulada en la Figura 2 como Qui).

............ Qd.l: Recta nueva de demanda con ordenda mayor a la de C!d
-_—-— Qd2: Recta nueva de demanda con ordenada menor a la de Qd
.(pe;qe) Punto de equilibrio. Interseccién entre Qd y Qs
@ (p4;44) Punto de equilibrio nuevo. Interseccion entre Q , y Qg
) (pz; q2) Punto de equilibrio nuevo. Interseccién entre de y Qs

Recta de oferta (Q)

demanda (Qd)

Figura 2: Se representan las variaciones del punto de equilibrio segun se varie el
pardmetro a. Fuente: elaboracion propia.

Concluimos que cuando el parametro a (ordenada de la recta de
demanda) aumenta, el punto de equilibrio también aumenta tanto en el
precio como en la cantidad (p; > p. Y q; > q.), mientras que cuando el
parametro a disminuye, pe Y ge también (p, <p. V q, < q.). Podemos
realizar un analisis analogo para las variaciones de los demas
parametros. Este resultado coincide con lo obtenido por las derivadas

; OPe 1
parciales. Tengamos en cuenta que —= = —
da b+d
de cambio es directa. Lo mismo puede realizarse para analizar las
variaciones en la ordenada al origen de la recta de oferta, tal como se

muestra a continuacion:

> 0, con lo cual la relacion

45



Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

a C,: demanda C,: oferta
9eq
9e2
Ao | A LY : Punto-de equilibrio: (p; q,)
Qes '
9eq /
o P~
’,”P»‘ pe1 pez € pe3 pe4
L
- (;1 /a
’
’z
" . . .
-c, Lo Las rectas en color naranja representan distintas rectas
de demanda con diferentes valores en el parametro ¢
.
- o (01, Cy Cg, 04).
-Cy Los puntos en color rojo representan los nuevos
puntos de equilibrio.
- c4

Figura 3: Se representan las variaciones del punto de equilibrio segun se varie el

parametro d. Fuente: elaboracion propia.

Otro ejemplo seria considerar un modelo no lineal y analizar estas mismas
variaciones. Por ejemplo, considerar el modelo

Cq(p) = —ap®* +bp +c
Co,(p) =dp*tep—f
Ca(p) = C,(p)

Cuya grafica — con las variaciones en la curva de demanda — seria la

siguiente:
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Cdl la curva de demanda

CO: la curva de la oferta

I e el punto de equilibrio: (p,; q,)

Las curvas de color naranja representan distintas curvas de la demanda
Pe2 con diferentes valores en el término independiente.

/ Los puntos en color rojo representan los nuevos puntos de equilibrio.

Figura 4: Variaciones de un modelo no lineal. Fuente: elaboracién propia.

Estas conclusiones pueden obtenerse con la grafica solo cuando la
cantidad de variables y de parametros del modelo permiten realizar la
representacion. Otra situacion frecuente en la microeconomia es que a un
determinado precio la cantidad de producto que demandan los
consumidores puede ser superior a la que ofrecen las empresas,
guedando muchos consumidores sin satisfacer, algunos de los cuales
estaran dispuestos a pagar un mayor precio por el bien. A esta situacion
se le denomina exceso de demanda o superavit de los consumidores. A
su vez, a un determinado precio, la cantidad de producto que demandan
los consumidores puede ser inferior a la que ofrecen las empresas. Esta
situacion se denomina exceso de oferta o superavit del productor: hay
abundancia de productos por lo que las empresas, al no vender la
produccion, optan por bajar el precio.
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Precio

Curva de la demanda

Curva de la oferta

Excedente
1 de los
consumidores

Pe
(precio de
equilibrio) |

Excedente de los
productores

———

qE
(cantidad de Cantidad
equilibrio)

Figura 5: Excedente de los productores y excedente de los consumidores. Fuente:
elaboracion propia.

Teniendo en cuenta ambas situaciones y considerando las mismas
hipotesis anteriores (precio de equilibrio accesible) se puede formular la
pregunta siguiente:

Q13 ¢Cudl es el excedente de los consumidores y de los productores en un
determinado modelo de mercado de oferta y de demanda?

Responder esta pregunta implica estudiar la praxeologia matematica en
torno a las integrales, que, dependiendo de las variables del modelo,
seran integrales definidas de funciones de una o varias variables.
Observar que el excedente de los consumidores no es otra cosa que el
area comprendida entre la curva de demanda y la recta y = p,, siendo p,
el precio de equilibro, mientras que el excedente de los consumidores es
el area comprendida entre la curva de oferta y la misma recta anterior.
de

Excedente de los consumidores = f [Qs(p) — pel dp
0

de
Excedente de los productores = J [pe — Q,(»)]dp
0

48




Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

Consideremos nuevamente la hipétesis para el modelo con n mercancias
(que ya mencionamos y denominamos Hs), formulemos la misma
pregunta Q1.2 y analicemos como podriamos responderla:

He: En un mercado con n bienes se alcanza el equilibrio si y solo si las
Cdi — Coi 1= 1, 2, e, N

Q12: ¢Como hallar la tasa de cambio del punto de equilibrio con respecto
al cambio en un parametro del modelo?

Presentemos nuevamente el modelo de mercado con n bienes, construido
anteriormente, bajo las hipotesis del equilibrio accesible:

Cqi = Cqi(p1, ..., Pp) 1=12,...,n
Coi = Coi(pb ...,pn) | = 1,2, e, n
Cdi = Coi | = 1,2, e, n

Como ya se indico, para obtener las soluciones del modelo pei y gei para
i =1,2,...,n debemos utilizar alguna de las técnicas del algebra matricial.
Luego, nos interesa estudiar como afectara un cambio infinitesimal en
cada uno de los parametros a cada valor de pei y de gei. Nuevamente aqui
habria que diferenciar parcialmente las formas reducidas con respecto a
cada uno de los parametros y obtener conclusiones a partir de la
expresion de las derivadas parciales, tal como en el caso anterior. En este
caso resulta imposible realizar un analisis a partir del grafico por
limitaciones dimensionales, por lo tanto, la técnica de diferenciacion es la
Unica posibilidad.

El estudio de las derivadas parciales permite analizar el tipo mas simple
de problemas de estatica-comparativa, en los cuales la solucién del
equilibrio del modelo puede expresarse en la forma reducida (Chiang,
1987). En ese caso, la diferenciacion parcial de la solucion dara
directamente la informacion estético-comparativa deseada. Recordemos
que la definicion de derivada parcial requiere la ausencia de cualquier
relacion funcional entre las variables independientes (por ejemplo, x;), de
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modo que pueda variar sin afectar a los valores de x,, x3, ..., x,. ESto
significa, en el andlisis estatico-comparativo, que los parametros o las
variables exdgenas que aparecen en la solucion en forma reducida deben
ser independientes entre si. La estatica-comparativa ignora la
inestabilidad del modelo. Es decir, ignora que el nuevo equilibrio no se
alcance jamas. El estudio de tal proceso pertenece al campo denominado
dinamica econdmica (Chiang, 1987). En este andlisis dinamico, la
hipdtesis de partida es que nada se sabe respecto a la accesibilidad del
estado de equilibrio. Ya hemos denominado a esta hipétesis con H.

Hi: Nada se sabe respecto a la accesibilidad del estado de equilibrio a
medida que transcurre el tiempo.

Q2.1: ¢ Como cambia una variable a lo largo del tiempo?

Q2.2: ¢ Tendera el modelo a alcanzar el punto de equilibrio?

Para construir respuestas a las preguntas Q2.1Yy Q2. debemos introducir
en el modelo la variable “tiempo”, lanzando asi dos posibles estudios. Por
un lado, el producido al considerar la variable tiempo como una variable
de tipo discreta y por otro, el considerarla de tipo continua. En el primer
caso, la variable dependiente solamente cambiara cuando la variable
“tiempo” cambie de un valor entero al siguiente, por ejemplo, de t =1 a
t = 2. Y en este sentido, se considera discreta. En el segundo, la variable
tiempo manifestara siempre un cambio entre dos valores determinados.
El primer caso, puede producir el encuentro con los componentes OM
relativa a las ecuaciones en diferencias. En el segundo caso, con la OM
relativa al calculo diferencial e integral. Podemos formular asi dos nuevas
hipétesis (una de ellas que denominaremos Ho y la otra, Hio). En cada
caso, mantenemos las mismas preguntas Q2.1y Q2.:

Ho: La variable experimenta un cambio solo una vez en cada periodo de
tiempo (Variable discreta).
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Q2.1: ¢ Como cambia una variable a lo largo del tiempo?

Q2.2: ¢ Tenderan a converger hacia ciertos valores de equilibrio?

Al responder estas preguntas bajo la hipétesis del tiempo discreto,
podemos ingresar, como ya lo indicamos, en la Organizacién Matematica
relativa a las ecuaciones en diferencias. Recordemos que, en este sentido
los valores del tiempo t se interpretan coOmo referidos a periodos de
tiempo. El término periodo se utiliza en economia no en el sentido del
calendario, sino en el sentido analitico. Es decir, un periodo puede
involucrar una cierta extension de tiempo de calendario en un modelo
economico particular, pero una totalmente distinta en otro. Es mas, aun
en el mismo modelo, periodos sucesivos no necesariamente tiene que
significar igual tiempo de calendario. Un periodo es el lapso que
transcurre antes de que la variable dependiente experimente un cambio
(Chiang, 1987). De esta manera, si queremos analizar como varia
determinada variable “y” segun un tiempo t discreto debemos considerar
el intervalo de cambio de la variable en cuestion respecto al intervalo de

tiempo en el cual se ha producido el cambio. Esto es, matematicamente,

Ay
At'

(denominada Hio) y mantenemos las mismas preguntas (Q21Yy Q2.2),
podemos ingresar en la Organizacion Matematica relativa al calculo
diferencial e integral.

Si en cambio, consideramos la hipétesis de la variable continua

Hio: En cada punto del tiempo, le ocurre algo a la variable (Variable
continua).

Q2.1: ¢, Como cambia una variable a lo largo del tiempo?

Q2.2: ¢ Tenderan a converger hacia ciertos valores de equilibrio?

En cualquiera de los casos, la busqueda de respuestas a las preguntas
conduce a las tareas, técnicas, tecnologias y teorias matematicas de las
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ecuaciones en diferencias (tiempo discreto) por un lado, y del célculo
integral y las ecuaciones diferenciales (tiempo continuo), por otro.

Mencionaremos finalmente las OM gque podemos construir si recorremos
la rama del Esquema 1 que contempla el equilibrio denominado “finalista”.
Recordemos que este tipo de equilibrio de mercado pretende alcanzar un
objetivo determinado, como puede ser la optimizacién de funciones y la
programacion matematica. En su forma mas simple, la pregunta a
responder resolvera problemas de este tipo:

max(min) f(x)
x€€NCR"

Donde x = (x4, x5, ..., x,) €S el vector de las variables de decision, f(x) es
la funcion objetivo y Q es el conjunto de decisiones o restricciones del
problema. Cuando el conjunto Q esta representado por restricciones de la
forma g(x4, x5, ..., x,) = 0, la organizacidon matematica a que podra aportar
respuestas corresponde a la optimizacion matematica. Cuando el
conjunto estad formado por restricciones de la forma (x4, x5, ...,x,) =0,
9g(x1, %9, ) <0, glx, %0, .0,%,) >0 0 glxg,xy,..,x,) <0, la
organizacién matematica corresponde a la programacion matematica.
Conviene destacar que, cuando se pretende implementar alguno de estos
posibles recorridos, las hipotesis formuladas no se explicitan a los
estudiantes como tales, es decir, como hipotesis de trabajo. Estas
hipétesis, conocidas por el profesor, quedan implicitas en los datos de los
problemas que los alumnos deberan resolver. Por ejemplo, la hipétesis
sobre la naturaleza de las funciones sera considerada por el profesor en
el momento en que consideren el conjunto de datos.

De los posibles recorridos caracterizados anteriormente, hemos realizado
la implementacion, andlisis y evaluacion en la escuela secundaria, del que
permite realizar parcialmente un analisis estatico y parcialmente también
un analisis estatico-comparativo. Este recorrido particular nos permitié
reconstruir componentes de la OM relativa a la Funcion Afin, la OM
referente a Rectas en el plano, la OM de Sistemas de dos ecuaciones
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lineales con dos incognitas, y la OM en torno al Limite y Derivada de
funciones desde el punto de vista de la variabilidad. Describimos algunos
resultados de esta implementacion en el capitulo siguiente. Finalizamos
este capitulo presentando los posibles recorridos en un esquema, que
como ya indicamos, cada trayecto dependera de las hipoétesis de partida
en primer lugar y, en segundo lugar, de las preguntas generatrices.
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Esguema 3: esquema de recorridos en términos de estudio e investigacion. Fuente:
elaboracién propia

Utilizando el esquema herbartiano desarrollado propuesto por Chevallard,
escribimos los REI de la manera siguiente:

RE|1: S(X, Y, QO) (g { Q,O, Q,,O, OM Funciones, R Ofertaydemanda} - {R'O’, R'O”}

RE|2: S(X, Y, Ql) (g { Q,l, Qul, OM Funciones, R Ofertaydemanda; ROO’, ROO”}"{
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R"; R"+}

REIls: S(X, Y, Q2) = {Q’2, Q"2, OM Funciones, R oferta y demanda; R, R%; R%;
RO} = {R", R"2}

Este MPR no es absoluto ni definitivo. Esta en constante cambio y como
tal, puede ampliarse. En este caso, no solo a partir de la incorporacion del
equilibrio en finanzas, sino también, por ejemplo, incorporando una rama
gue cuestione la conformacion de los precios que intervienen en el
modelo.

En el capitulo siguiente, presentaremos resultados parciales de la
implementacion de un posible recorrido de estudio e investigacion
disefiado bajo las hipotesis y preguntas que se detallan en la segunda
seccidon de Capitulo siguiente. La implementacion se realizé en el Ultimo
afo del nivel secundario. Describiremos su desarrollo en términos de los
gestos que la comunidad de estudio desarrolla durante el proceso de
blsqueda de respuestas a una pregunta, gestos conformes a la actividad
de estudiar e investigar, que, como ya lo indicamos en la Introduccion,
Chevallard (2001, 2012) denomina “dialécticas”. En la primera seccion del
capitulo describiremos las cuatro dialécticas mas importantes.

55



Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

Capitulo 4

Implementacion y descripcion de un REI en
el aula de matematica

Las dialécticas: gestos conductores de una ensefianza por investigacion

Existen diferentes acepciones del concepto “dialéctica”. Una de ellas es
interpretarla como “la ciencia del movimiento”. Esta concepcidn es muy
indeterminada y subraya la movilidad o caracter dinamico de todo. Otra
acepcion de término es definirla como concepcion de la “diversidad de
relaciones” implicadas en cualquier proceso: significa que todo esta
interconectado y que hay un proceso continuo de cambio en esta
interrelacion (Bueno, 1972). La tercera acepcion de dialéctica es definirla
como concepcidon que subraya la estructura de “retroalimentaciéon
negativa” de ciertos sistemas, llamados precisamente por este motivo,
dialécticos (Olleta, 1997). La cuarta acepcion, que fundamenta la nocién
de dialéctica en una ensefianza por REI, es la que la define en funcién de
las contradicciones implicadas en los procesos analizados. En este caso,
en los procesos de estudio. Esta concepcion acepta los cambios
originados en las contradicciones, a partir del conflcto o del
enfrentamiento. Aqui, en un aula de clase, en una comunidad de estudio
provista de intenciones de responder una pregunta generatriz y sus
derivadas.

Adhiriendo a la nocion de dialéctica como una “teoria de las
contradicciones”, y considerando el caracter metaférico de la ciencia en
general y de la didactica en particular, asumimos que los gestos, las
maneras de hacer, que ocurren en el desarrollo de una clase pueden
encuadrarse en diferentes gestos dialécticos: del estudio y de la
investigacion; del individuo y del -colectivo; del analisis-sintesis
praxeologica y del andlisis-sintesis didactica; del tema y fuera-de-tema;
del paracaidista y de las trufas; de las cajas negras y cajas claras; media-
medio; de la lectura y de la escritura, y de la difusion y de la recepcion

56



Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

(Chevallard, 2001, 2013b) y de las preguntas y respuesta. Esta ultima
dialéctica fue considerada como un sinénimo de la del estudio e
investigacion. Pero, en Chevallard (2013b) la propone como una dialéctica
diferente al resto. Tendriamos entonces, un total de 10 gestos
encuadrados dentro del término dialéctica.

Es importante destacar que no hay dualidad en una dialéctica, sino un
proceso interactivo, una interrelacion entre los polos de la misma, que
generan “algo nuevo”. Por ejemplo: formular una pregunta y construir una
respuesta son acciones contrapuestas, no duales, una accion llama a la
otra. Dentro de esta dialéctica, si se comenz0 a construir una respuesta,
habra también que formular nuevas preguntas, nuevos cuestionamientos
gue conducen y delimitan el recorrido cuyo punto de llegada es la
respuesta R corazon. Describiremos a continuacion las diez dialécticas:

1.La dialéctica del estudio y de la investigacion: un REI supone una
“‘buena combinacion” del estudio (de respuestas ya hechas R
rombos; de cuestiones nuevas Q; y de cualquier otra obra O; que se
incorpore al medio de estudio) y la investigacion (para pasar de las
obras precedentes a la respuesta R) (Chevallard; 2013b, p.5)

2.La dialéctica del individuo y del colectivo (o de la autonomia y de la
sinonimia): el trabajo necesario a desarrollas en una ensefianza por
REI es un trabajo colectivo entre los actores de la comunidad de
estudio. Es decir, es necesario construir colectivamente una
respuesta a las cuestiones a partir de las respuestas y de las
investigaciones individuales. Esta construccion pasa por momentos
de discusién y por momentos de acuerdos.

3.Dialéctica del analisis-sintesis praxeoldgica y del analisis-sintesis
didactica: consideraremos esta dialéctica no en el sentido estricto,
es decir, sin distinguir el andlisis-sintesis praxeoldgico del analisis-
sintesis didactico. Preferimos sin embargo mantener el nombre
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asignado por Chevallard (2013b) pero asumimos que la
construccion de una respuesta a una pregunta no se limita a buscar,
investigar y estudiar los saberes utiles para construir la respuesta.
Es necesario concretar un analisis de esos saberes para determinar
qué es lo util, lo funcional para la construccién de la respuesta
buscada. Este analisis comporta ademas la realizacion de una
sintesis, entendida no como un resumen de esos saberes sino como
una produccion personal-grupal de los saberes, identificando las
relaciones y los elementos dutiles para la construccion de
respuestas.

4.Dialéctica del tema y fuera-de-tema: una auténtica pregunta
generatriz, vinculada o no con disciplinas diferentes a la
matematica, conduce inevitablemente a estudiar e investigar
saberes ligados directa o indirectamente a la pregunta de partida.
La busqueda de respuestas a una pregunta no es lineal y directa.
Es necesario transitar por un camino con ramificaciones que
generan “salidas” al estudio e investigacién de obras que parecen
ser pertinentes para la construccién de la respuesta a construir —
aungue luego resulten no serlo.

S.Dialéctica del paracaidista y de las trufas: un proceso de estudio que
tiene como punto de partida una pregunta generatriz necesita
“rastrillar” areas amplias, de gran alcance, areas donde se estima
puede encontrase un saber Util a la construccion de una respuesta.
Una vez identificadas las areas pertinentes es necesario realizar
enfoques cada vez mas préximos con el objetivo de identificar las
“‘pepitas” — las “trufas” — que permitirdn progresar en el estudio e
investigacion. Los términos “paracaidista” y “trufas” se deben al
historiador francés Emmanuel Leroy-Ladurie, quien clasifico a los
historiadores en paracaidistas y buscadores de trufas. Por un lado,
los paracaidistas realizan una exploracion en extensas areas de
territorio, mientras los buscadores de trufas sacan a la luz tesoros
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enterrados. “Buscadores de trufas y “paracaidistas: los primeros
hurgan en tormo a si con las narices metidas en la tierra; en tanto
gue los segundos descienden en medio de las nubes,
inspeccionando el panorama de todo el campo, pero desde una
altura tan elevada que no alcanzan a percibir con claridad nada en
detalle” (Bouza Alvarez, 1990: 99).

6.Dialéctica de las cajas negras y cajas claras: en una ensefianza
tradicional, las obras deben estudiarse porque asi se ha explicitado
en el programa de estudios, sin cuestionar demasiado su utilidad,
por qué y para qué de su estudio. En una ensefianza por REI, en
cambio, se trata de buscar un nivel intermedio sobre cuanto y qué
estudiar de una obra. Este nivel es considerado como el nivel de
gris mas optimo en funcién de una necesidad. Esta dialéctica
estimula el estudio de los saberes pertinentes, los necesarios para
“clarificar” algunos aspectos de las obras que son necesarias y dejar
en la “oscuridad” los que no lo son.

7.La dialéctica de médias y medios (o de la conjetura y de la prueba):
el medio didactico de una ensefianza por REI es un medio didactico
mas proximo al medio de estudio desarrollado en una practica de
investigacion, por ejemplo, al medio de estudio que desarrolla un
equipo de investigadores cuando desarrollan, ejecutan y evalian un
proyecto. EI medio de un REI no esta determinado a priori, es
construido y sus componentes son puestos a prueba paralelamente
a la construccion de respuestas. Un “media” es (...) todo sistema de
puesta en representacion de una parte del mundo natural o social
destinado a cierto publico: el “curso” de un profesor de matematica,
un articulo de quimica, el diario de un presentador de television, un
periddico regional o nacional, un sitio de Internet; etc.” (Chevallard,
2007, p.1).
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8.Dialéctica de la lectura y de la escritura (Di-e): el proceso de
basquedas de respuestas disponibles en los diferentes medias
conduce a una “deconstruccion” de estas respuestas. Esta
deconstruccion refiere a un desglosamiento, a identificar, a separar,
a “leer” las obras que pueden servir a la construccion de la
respuesta buscada. Esta “lectura” activa asi, en principio, tres tipos
de tareas: observar, analizar y evaluar estas respuestas para luego,
activar otros tres tipos de tareas, mas propios de la “escritura”
desarrollar, difundir y defender la respuesta producida. Esta
dialéctica incita al desarrollo de diversos niveles de escritura: diarios
de clase, notas de sintesis, glosarios, produccion final, etc.

9.Dialéctica de la difusion y de la recepcion (Do-r): una vez construida
la respuesta, cada miembro o grupo de estudio debe difundirla,
darla a conocer, explicando sus componentes y justificando las
elecciones realizadas. Esta difusion no consiste en una simple
presentacion de la respuesta, sino que debe ser una difusion que
considere la recepcion del resto de la comunidad, es decir, una
difusién que considere los cuestionamientos, las aceptaciones y
resistencias del resto de la clase.

10.La dialéctica de las preguntas y respuestas: una pregunta
generatriz “fuerte” debe permitir formular diferentes preguntas
derivadas y al mismo tiempo, potenciar un estudio de respuestas ya
construidas. El estudio de una praxeologia, una obra, cualquiera
gue sea, supone una doble interrogacion, un doble cuestionamiento:
se puede partir ya sea una respuesta (para ir en la direccion de una
pregunta) o de una pregunta (para ir en la direccion de construccion
de su respuesta). En ambos casos, el rol clave lo tiene la utilidad de
la praxeologia.
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Contexto de implementacion de REI

La implementacion del REI fue llevada a cabo en el ultimo afio del nivel
secundario argentino desde el primer dia del ciclo lectivo, y estuvo a cargo
del investigador. Comenzar con la implementacion desde el primer dia de
clases fue una decisién tomada durante la etapa de disefio del REI pues,
de esta forma, no se realizd un “entrenamiento” previo en las praxeologias
gue permitirian dar respuesta a las preguntas, es decir, los estudiantes no
sabrian qué nociones matematicas permitirian aportar las respuestas. La
implementacion de mayor duracion se desarrollé durante 36 sesiones de
clases en un grupo de estudiantes del dltimo afio del nivel secundario
argentinos (16-17afos), distribuidos (a eleccion de los estudiantes) en 6
grupos de trabajo ubicados, por decisidon institucional, en mesas
redondas. Las 36 clases se desarrollaron a lo largo de siete meses. Los
encuentros se concretaban dos veces por semana con una duracion de 2
horas cada sesion. Se realiz6 observacion participante, se tomaron notas
de campo que permitieron registrar en un diario de clase las
intervenciones, dificultades, sensaciones, acontecimientos, etc. Se
registré el desarrollo de las clases en audios generales para facilitar su
registro cronolégico, y principalmente se recolectaron las producciones de
los estudiantes de todas y cada una de las sesiones de clase. Estas
producciones eran escaneadas y devueltas la sesion siguiente.

El REI fue implementado dentro de las clases usuales de Matematica. El
profesor y los estudiantes acordaron que el proceso de estudio a
desarrollar diferiria de la forma a la que estaban habituados a trabajar.
Este grupo de estudiantes ha realizado toda su escolaridad en una
ensefianza enmarcada en el paradigma tradicional, donde el profesor de
matematica explica un “tema” del programa y, los alumnos resuelven
actividades de aplicacion del “tema” previamente expuesto. En esta
oportunidad, el profesor les propuso trabajar de una forma diferente:
estudiarian matematica a partir de preguntas, preguntas que cada grupo
deberia responder, luego comunicar y defender. No se redacté un
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contrato de trabajo, pero si se mencionaron algunas “clausulas” respecto
a:

e la modalidad de trabajo: los estudiantes trabajarian en grupo de
maximo cinco integrantes cada uno. La conformacién de los grupos
era voluntaria y debian permanecer estables a lo largo de todo el
recorrido.

e los recursos a utilizar: ademas del propio profesor de matematica,
los estudiantes podian consultar a los demas profesores del colegio,
en particular al profesor de economia. Se incorpor¢ la utilizacién de
las computadoras: cada grupo disponia de una computadora con
acceso a Internet permitiendo realizar busquedas cuando lo
consideraban necesario o utilizar el GeoGebra si lo consideraban
pertinente. Ademas, se acord0 asistir a la biblioteca del
establecimiento para consultar los libros de textos (de matematica
y/o de microeconomia) alli disponibles.

e la evaluacion: se acordé que la evaluacion seria a lo largo del
proceso de estudio, clase a clase, a partir de las producciones
individuales y grupales diarias. Luego, habria una instancia de
sintesis que también formaria parte de la evaluacion de todo el
proceso de estudio.

Como ya se indico, las preguntas generatrices del REI se refieren a la
Microeconomia, especificamente al comportamiento de las leyes de
oferta y la demanda de mercado. El REI permiten construir y analizar las
variaciones de un modelo afin de oferta y de demanda, donde las
ecuaciones dependen Unicamente del precio del bien (p) y de las
cantidades del mismo (cantidad demanda y cantidad ofrecida). Estas
hipdtesis, no se explicitaron al grupo de alumnos como tales, sino que
fueron consideradas durante las primeras fases de la ingenieria didactica,

62



Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

puntualmente, durante la construccién del MPR. Las hipétesis son las
siguientes:

Ho: El equilibrio existe y es posible alcanzarlo (Accesibilidad supuesta)
H2: El equilibrio en el mercado se alcanza si, y solo si la demanda
excedente es cero. Esto es: C;(p) — C,(p) =0 0 bien C,(p) — C,(p) =
0, lo cual, mateméticamente podria escribirse como |C,;(p) — C,(p)| =
0, siendo C; la funcion de demanda (o bien, las cantidades
demandadas), C, la funcion de oferta (o cantidades ofrecidas) y p el
precio de la mercancia (o el bien o servicio).

Hs: Las funciones Cq y Co, tienen un comportamiento afin y ambas
dependen del precio p de una uUnica mercancia.

Has: La funcidn Cqes afin decreciente y la funcion C, es afin creciente.

Bajo estas hipotesis, las preguntas generatrices tal cual fueron
presentadas a los estudiantes se iran presentando a lo largo del Capitulo.
Es importante mencionar que las preguntas fueron presentadas en el
orden gue se presentaran en la seccion siguiente. Es decir, fue una
sucesion de preguntas donde cada una de ellas fue propuesta por el
profesor en los momentos donde lo creia conveniente. Cada grupo de
alumnos tenia la tarea de aportar una respuesta, comunicarla y defenderla
ante el resto. Las preguntas que surgian en los distintos grupos de
alumnos eran consideradas por la comunidad de estudio y también debian
responderse. Cada grupo debia aportar respuestas utilizando las
sesiones de clases necesarias y los recursos disponibles. El profesor
recorria los grupos para seguir el trabajo de cada uno y gestionaba las
puestas en comun ayudando, pero sin aportar las respuestas a las
preguntas planteadas, permitiendo que los alumnos asuman su papel en
la construccion de respuestas y planteo de nuevas preguntas. Los
alumnos debian hacerse cargo de las preguntas y comprometerse con la
elaboracion de respuestas genuinas y no simplemente buscando
informacion.
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Respecto a los temas del programa que el REI permitio transitar: rectas
del plano (en diversos momentos del proceso de estudio), a la derivada
de funciones que condujo al estudio del limite de funciones (invirtiendo asi
el orden “habitual”’, que en general se realiza a la inversa, primero se
estudia el limite y luego, la derivada), a la continuidad (como una técnica
de calculo de limite) y al analisis de algunas funciones sencillas
(busqueda final desarrollada por los grupos a partir de una gréafica de una
funcion polinbmica y ante la pregunta ¢Como utilizar la derivada para
analizar el comportamiento de una funcién cualquiera?). Respecto a las
obras de la microeconomia, fue posible estudiar el esquema de
funcionamiento de un modelo economico, el analisis de los mercados,
concepto, clases, funcionamiento, equilibrio y la determinacién de precios.

Cada pregunta permitié a los grupos (y con la ayuda del profesor) formular
una serie de preguntas derivadas, que no detallaremos aqui. Conviene
mencionar que las preguntas derivadas emergieron durante el proceso de
estudio. Como ya lo indicamos anteriormente, el profesor propuso a los
estudiantes las preguntas que presentamos bajo el rétulo Qrein, Qrer,

Qreiz, Qreis Y Qrels.

Propuesta e implementacion de un posible recorrido de estudio e
investigacion

Como ya lo mencionamos, se ha implementado un REI cuyas preguntas
e hipétesis de partida permiten construir y analizar las variaciones de un
modelo afin de oferta y de demanda, donde las ecuaciones dependen
unicamente del precio del bien (p) y de las cantidades del mismo (siendo
Cq la cantidad demanda y C, la cantidad ofrecida). Cada grupo de
alumnos debia aportar una respuesta a las preguntas, cuya pregunta
namero uno es la siguiente:
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Qrei1: Supongamos gue se estan elaborando pastas con la intencién de
venderlos y de recaudar dinero. De un ensayo de ventas previo se
obtuvo la informacién ofrecida en las tablas siguientes:

Precio Cantidades demandadas Cantidades ofrecidas

10 300
11 174
13 270
14 231
23 402
24 160
25 440
26 140

¢, Como determinar a qué precio por unidad todo lo producido se vende
y no queda demanda insatisfecha? ¢ Qué modelo permitiria estudiar el
comportamiento de la oferta y demanda en este mercado?

Pregunta 1 — Primera pregunta planteada a los grupos de estudio.

Para responder estas preguntas, y las siguientes, los alumnos tienen que
inspeccionar “zonas de gran alcance”, de la matematica y de la
microeconomia, para determinar y decidir qué de especifico y qué
“semillas” aportan a la respuesta, esto es, hacer funcionar la dialéctica del
‘paracaidista y de las trufas”. Los alumnos investigaron las leyes de oferta
y de demanda en el campo de la microeconomia, el punto de equilibrio, la
manera de hallarlo (precio y cantidad de equilibrio) y como construir el
modelo de mercado de un unico bien. Asi, se genera una “salida” al area
de la microeconomia y también al area de la matematica, pues para
construir el modelo, debi6 estudiarse como hallar la ecuacion de una recta
gue pasa por dos puntos y como construir y resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas. Luego, volver a la pregunta inicial
y construir el modelo para determinar a qué precio debia venderse el bien
y en qué cantidad para estar en equilibrio. Estos procesos pueden
inscribirse en el funcionamiento de la dialéctica de “entrar y salir del tema”
y también de las “cajas negras y cajas claras”, pues el grupo decidio
cuanto estudiar — nivel de “gris” — acerca de las leyes de oferta y de
demanda, de las rectas y de los sistemas de ecuaciones.
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Como se considera una unica mercancia, s6lo es necesario incluir tres
variables en el modelo: la cantidad demandada de la mercancia (Cq), la
cantidad ofrecida (C,) y su precio (p). Con estas tres variables pueden
construirse dos modelos diferentes: uno considera que las funciones de
oferta y de demanda dependen del precio y el otro, supone que el precio
depende de la cantidad demandada y de la cantidad ofrecida. El punto de
equilibrio se obtiene resolviendo un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas que, en este caso, es afin. La solucion del sistema es el valor
del precio y la cantidad del bien para el cual la cantidad demandada es
igual a la cantidad ofrecida.

Las preguntas de la Microeconomia se respondieron a partir de consultas
realizadas en Internet, en libros de economia y al profesor de economia.
Esta actividad, dirigida a construir el medio a partir de una busqueda
multiple de los elementos que se incorporaran a él, indica el
funcionamiento de la dialéctica “media-medio”, pues, todas las respuestas
preestablecidas que los alumnos encontraron en cualesquiera de los
medias antes mencionados, ingresaron a la clase y se de-construyerony
reconstruyeron en la medida en que eran funcionales al medio, y pasaron
a formar parte del mismo.

Algunos grupos de estudio construyeron la grafica, ubicando los datos en
un sistema cartesiano — considerando las cantidades (ofrecidas vy
demandadas) como la variable dependiente y el precio, como la variable
independiente — y trazando un segmento de recta para cada . El algunos
casos, indicaron ademas que en la zona de interseccion de las rectas se
encontraria el punto de equilibrio. Otros grupos, en cambio, ubicaron los
datos en ejes cartesianos diferentes, no pudiendo determinar asi, la zona
de equilibrio. A continuacién, se escribe la ecuacion general de una recta
en forma explicita, y se utilizan los valores de las tablas para obtener
ambas ecuaciones. Algunos procedieron como se presenta a
continuacion:
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Figura 6 — Respuesta parcial de uno de los grupos de estudio. Fuente: elaboracion
propia.
La Figura 7 muestra la resolucién de otro grupo de estudio. En este caso,
intentan responder las preguntas utilizando una técnica diferente a la
anterior pues considera al precio como la variable dependiente, y la
cantidad ofrecida (y la cantidad demandada) como independiente.

Se consideran
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o . Sedetermina el valor de la ordenada

Figura 7 — Respuesta parcial de otro grupo de estudio. Fuente: elaboracion propia.

Las producciones anteriores, asi como todas las realizadas al interior de
cada grupo indican necesarios acuerdos entre los integrantes del grupo.
Por ejemplo, para determinar qué sera considerada como la variable
independiente requiere acordar y producir en consecuencia, una
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respuesta colectiva. Asi, podriamos suponer un ejemplo de un gesti
dialéctico propio del individuo y colectivo.

Ambos modelos satisfacen las leyes de la oferta y la demanda: cuando
aumenta el precio, aumenta la cantidad ofrecida, pero disminuye la
cantidad demandada. Todas las respuestas fueron validadas por la
comunidad de estudio. Los grupos estudiaron e investigaron las preguntas
sobre la oferta, la demanda y las referidas a ecuaciones de rectas,
variables, parametros, ordenadas al origen, pendiente, y sistemas de
ecuaciones solo a partir de la pregunta Qreir € incluso, la definicion de
‘modelo”. La Figura 8 presenta el apunte que uno de los grupos aporté a
la clase y que utilizd6 para construir el modelo. Este apunte, segun lo
manifestaron los integrantes de ese grupo, es parte de la busqueda de
realizaron en Internet previo a intentar construir el modelo.

El postulado, principic o incluso ley de lacoferta y demandaes el
modelo econémico basico de la formacién de precios de mercado de los bienes,
usindose para explicar una gran variedad de fenémenos y procesos

El modelo establece que en un mercado libre, la cantidad de productos ofrecidos por
los productores y la cantidad de productos demandados por los consumidores

tanto macro como microeconémicos. Ademds, sirve como base para otras teorias y
modelos economicos.

£l modelo se basa en la relacién entre el precio y las ventas de dicho bien y asume que
en un mercado de competencia perfecta, el precio se establecerd en un punto —
llamado punto de equilibrio— en el cual el se produce un vaciamiento del mercado, es
decir, todo lo producido se vende y no queda demanda insatisfecha.

El postulado de la oferta y la demanda implica tres leyes:

|- Cuando, al precio corriente, la demanda excede la oferta, el precio tiende a
aumentar. Conversamente, cuando la oferta excede la demanda, el precio tiende a
disminuir

Il.- Un aumento en el precio tiende, mas tarde o mas temprano, a disminuir la

demanda y a aumentar la oferta. Conversamente, una disminucion en el precio tiende,
mas tarde 0 mas temprano, a aumentar la demanda y disminuir la oferta.

|II: El precio tiende al nivel en el cual la demanda iguala la oferta

dependen del precio de mercado del producto. Laley de la ofertaindica que
la oferta es directamente proporcional al precio; cuanto mas alto sea el precio del
producto, mas unidades se ofreceran a la venta. Por el contrario, laley de la
demanda indica que la demanda es inversamente proporcional al precio; cuanto mas
alto sea el precio, menos demandaran los consumidores. Por tanto, la oferta y la
demanda hacen variar el precio del bien.

Segln la ley de la oferta y la demanda, y asumiendo esa competencia perfecta, el
precio de un bien se sitia en la interseccion de las curvas de oferta y demanda. Si el
precio de un bien estd demasiado bajo y los consumidores demandan mas de lo que
os productores pueden poner en el mercado, se produce una situacion de escasez, y
por tanto los consumidores estaran dispuestos a pagar mas. Los productores subirdn
los precios hasta que se alcance el nivel al cual los consumidores no estén dispuestos a
comprar mas si sigue subiendo el precio. En la situacién inversa, si el precio de un bien
es demasiado alto y los consumidores no estan dispuestos a pagarlo, la tendencia sera
a que baje el precio, hasta que se llegue al nivel al cual los consumidores acepten el
precio y se pueda vender todo lo que se produce mejor.

Figura 8: Informacién buscada previo a la construccion del modelo. Fuente:
elaboracion propia.

Esta accion puede interpretarse como una manera de hacer propia de la
dialéctica denominada “de la inscripcion y la excripcion”, ya que la
comunidad de estudio vinculé las preguntas con ciertos saberes
matematicos y de la economia, sin transcripciones textuales, es decir,
utilizé solo los saberes relevantes y funcionales para responder la
pregunta. El fragmento presentado en la Figura 8 muestra que la
informacion buscada es la necesaria en funcién de la pregunta formulada.
Luego, el profesor propuso la segunda pregunta:
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Qrei2: ¢COMo se podria estudiar el comportamiento de las leyes de
oferta y la demanda para cualquier par de funciones afines de oferta y
de demanda? ¢(Como podria hallarse en este caso el punto de
equilibrio?

Pregunta 2 — Segunda pregunta planteada a los grupos de estudio.

Responder esta pregunta exige construir el modelo para dos funciones
afines cualesquiera, lo cual permitira luego, estudiar la variacion de los
parametros que dara lugar al estudio de la praxeologia relativa a la nocion
de derivada. La construccion del modelo para cualquier par de funciones
afines de oferta y de demanda puede realizarse también de dos maneras
diferentes, ya sea, considerando las cantidades (demandadas Yy
ofrecidas) dependientes del precio o viceversa. En el éarea de
Microeconomia se utiliza mas comunmente el primer modelo, es decir,
donde la oferta y la demanda dependen del precio.

En esta instancia del recorrido, consideramos necesario acordar con los
alumnos que el primer modelo es el mas adecuado pues es el que esta
disponible en diferentes medias tales como los libros de Microeconomia,
Internet, y otras fuentes de informacién y difusion. Aqui, nuevamente un
gesto de la dialéctica del individuo y colectivo que se manifiesta no al
interior de cada grupo, sino, de la clase en su totalidad. La Figura 9
presenta el modelo construido para responder la pregunta Qrep. Este
grupo analiza los parametros del modelo, indicando los signos que deben
tener. Nuevamente aqui, tuvieron en cuenta los postulados de la oferta y
de la demanda. De lo contrario, los parametros que alli colocan no
estarian restringidos.
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Se analiza el signo de los
parametros del modelo para el
caso general.

Se calcula el precio
y cantidad para
este caso general.

Figura 9 — Modelo construido por otro de los grupos de clase. Fuente: elaboracion
propia.

Se advierte aqui la relevancia que los alumnos concedieron a los signos
de los parametros, evidenciando que la pendiente de la oferta debe ser
positiva mientras que la pendiente de la demanda negativa, pues, en caso
contrario, no se cumpliria una de las leyes esenciales de la oferta y la
demanda. Una vez construido el modelo, lo siguiente consistié en obtener
las soluciones de equilibrio para la cantidad demandada, la cantidad
ofrecida y el precio, Cq, Co y p. La Figura 9 contiene parte de esta solucion
de equilibrio. La Figura 10 siguiente presenta la respuesta formulada por
otro estudiante, integrante del mismo grupo quien completa el calculo.
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Figura 10 — Respuesta a la segunda pregunta. Fuente: elaboracién propia.

Este grupo de estudiantes logré obtener el precio y la cantidad de
equilibrio a partir del modelo general construido previamente. Esto es, a
partir de los parametros del modelo que, en este caso, denominaron ai,
az, b1 y bo. Para estudiar como un cambio infinitesimal en uno de estos
parametros afectara al valor del precio y/o cantidad de equilibrio habria
que diferenciar parcialmente los valores del precio y/o cantidad de
equilibrio con respecto a cada uno de los parametros.

Asi, determinando el signo de cada derivada parcial puede conocerse la
direccion del cambio del valor (precio y cantidad) de equilibrio. La
pregunta Qreis fue propuesta por el profesor para estudiar y analizar estos
cambios en el valor de equilibrio utilizando una técnica que no emplee las
derivadas parciales, pues el programa correspondiente al ultimo afio del
nivel secundario, no las incluye.
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Qreiz: Supongamos que la funcion de oferta de un modelo de mercado
estd dada por la funcion C,(p) = 3p — 2 y que la funcién de demanda,
por C,(p) =—4p+6 ¢(Cbmo describir la variacion del punto de
equilibrio si sélo se modifica el valor de la ordenada al origen de la recta
correspondiente a la funcion de demanda? ¢ Y si en cambio se modifica
el valor de la ordenada al origen de la recta correspondiente a la funcion

de oferta?

Pregunta 2 — Tercera pregunta planteada a los alumnos

Las dos sub-preguntas de Qs pueden responderse empleando una
técnica analitica y/o gréafica para obtener como respuesta a la primera
que, al aumentar el valor de la ordenada de la recta de demanda, también
aumenta el precio y la cantidad de equilibrio. Interesa en esta conclusion
gue la relacién de cambio entre el parametro ordenada al origen de la
recta demanda y el precio (y cantidad) de equilibrio, es directa. La
respuesta a la segunda pregunta es que, si se aumenta el valor de la
ordenada de la recta oferta, aumenta también el precio de equilibrio, pero
disminuye la cantidad, o bien, si se disminuye el valor de la ordenada,
disminuye el precio y aumenta el valor de la cantidad de equilibrio.

La figura siguiente presenta los resultados obtenidos por uno de los
grupos. Este grupo, al igual que los demas, utilizo el software GeoGebra
para representar la recta de oferta junto a distintas rectas de demanda
con igual pendiente a la dada, pero diferente ordenada (propuestas por
ellos mismos). Luego, hallaron el punto de equilibrio en cada caso y
compararon los valores obtenidos (Figura 11, izq.). De forma anéloga,
procedieron para responder respecto a las variaciones de la ordenada de
la recta de demanda (Figura 11, der.).
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Figura 11 — Izquierda: variaciones en la ordenada de la recta de demanda. Derecha:
variaciones en la ordenada de la recta de oferta. Fuente: elaboracion propia.

Incluso, uno de los grupos incorpord una hoja de célculo para determinar
las variaciones del punto de equilibrio. Con esta tabla, incluso logran
determinacién el valor de esa variacion. La Figura siguiente presenta el
extracto de la hoja de calculo donde indican esto.

mate|

Archivo Inicio Insertar Disefio de pagina Férmulas Datos Revisar Vista Q) ;Qué desea ha
b Cortar Calibri 1 - A A T . 2 - # Ajustar texto
7 :T;| Copiar -~
Pe?ar ¥ Copiar formato N K s-2-9- A = = €& 3= < Combinary centr
Portapapeles El Fuente E Alineacién
116 v fx
A B C D
1 ordenada de la funcion oferta precio de equilibrio cantidad de esquilibrio
2 -10 2.29 3.14 Qol(p)=3p-2
3 -8 2.2 Qd(p)=-4p+6
4 -6 1.71 .0.86
5 -5 1.57 0.29
6 -4 1.43 0.29
7 -3 1.29 0.86
8 -21.14 1.43
9 -1 1 2
10 0 0.86 2.57
11 aumentando varia 0.14(disminuye)  varia 0.57(aumenta)
12
13

Figura 12: Utilizacién de planilla de calculo. Fuente: elaboracion propia.

La forma de utilizar estos softwares, relativamente autonoma, por parte
de los alumnos mostraria cdmo un “media” ingresa al “medio” de manera
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funcional para lograr la identificacion de las variaciones del punto de
equilibrio segun se varie uno a la vez, los parametros del modelo.

Luego, el profesor propuso la pregunta Qreis Cuyo objetivo es estudiar las
variaciones del equilibrio modificando las pendientes de las rectas de
oferta y demanda, de a una a la vez.

Qreis: Sigamos considerando las mismas funciones de oferta y de
demanda del caso anterior. ¢ Como describir la variacion del punto de
equilibrio si ahora so6lo se maodifica el valor de la pendiente de la funcion
de demanda? ¢Y si sOlo se modifica el valor de la pendiente de la
funcion de oferta?

Pregunta 3 — Cuarta pregunta propuesta a los estudiantes

Para responder puede utilizarse la misma técnica de variaciones
empleada en Qreiz: variar la pendiente de la funcion que corresponda y
analizar qué pasa con el punto de equilibrio utilizando el GeoGebra y/o
una hoja de célculo. En este caso, ambos softwares fueron utilizados de
forma similar a la realizada para la pregunta anterior. Si bien, las
preguntas anteriores fueron formuladas en términos de “;Como?”, es
importante destacar que algunos grupos, a través de la hoja de calculo,
lograron dar una respuesta cuantitativa. Luego de la puesta en comun, se
decidié entonces incorporar una nueva pregunta a partir de estos datos.
La pregunta se formulé en términos de “;Cuanto?” es decir, cuanto
variara el punto de equilibrio en cada caso. Aqui conviene destacar la
presencia de un cambio relevante a nivel de la topogénesis, pues los
mismos estudiantes preguntaron respecto a las variaciones.

Qreis: Hasta aqui hemos podido determinar cOmo variara el precio y la
cantidad segun varien las pendientes y las ordenadas de las funciones
oferta y de demanda. Pero ¢Cuanto varia exactamente el punto de
equilibrio en cada caso?
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Pregunta 4 — Pregunta formulada por los alumnos y reformulada junto con el
profesor

Para responder Qreis, l0s alumnos buscaron las diferencias entre un
estado de equilibrio y el otro. El profesor sugirié considerar la confeccion
de una tabla similar a la elaborada por el grupo que habia utilizado la hoja
de calculo en las preguntas anteriores. La Figura 13 muestra las tablas
construidas y las conclusiones obtenidas por uno de los grupos. Aqui en
la tabla se colocd, en la primera, segunda y tercera columna
respectivamente, los valores de las ordenadas de la recta de oferta, el
precio y la cantidad de equilibrio. Luego, incorpora dos columnas donde
indican respectivamente, las diferencias entre el “nuevo” valor de
equilibrio obtenido y el anterior. De forma analoga, analizo las variaciones
de la ordenada de la recta de demanda, obteniendo en ambos casos, una
respuesta cuantitativa.

Figura 13 — Respuesta de uno de los grupos. Fuente: elaboracion propia.

Es importante destacar que este alumno obtuvo la direccion y la magnitud
del cambio sin la necesidad de recurrir a la nocion de derivada. Concluyé
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como y cuanto varia el punto de equilibrio si se modifica la ordenada de
la recta de oferta y de demanda una a la vez. Luego de realizar la puesta
en comun, los alumnos preguntaron al profesor si podian obtener estas
conclusiones sin la necesidad de realizar todo este trabajo y qué
justificaba estos “numeros” obtenidos a partir de las tablas. Esto permitié
al profesor actuar como media e institucionalizar la nocion de “derivada”
como un tipo particular de limite y como nocién matematica que permite
realizar el analisis de estas variaciones de manera directa y justificar los
valores previamente obtenidos. Aqui, podriamos identificar un gesto
dialéctico propio del medio-media en términos de conjeturas y pruebas.
Es decir, una conjetura (en este caso, los valores obtenidos del cambio)
gue requieren justificarse sobre la manera en que fueron obtenidos. Fue
necesario reconstruir parcialmente la praxeologia relativa al limite de
funciones, pues los alumnos realizaron ciertas preguntas respecto al
“limite”. El estudio del limite de funciones es otras de las “salidas”, pues
se realiza a partir de la definicion de la derivada de funciones. Una vez
estudiado el limite de funciones, el grupo debid volver y retomar el estudio
de la derivada y recién entonces retornar a la pregunta. Se tiene asi, una
salida dentro de otra salida, que dificulté considerablemente al grupo el
reingreso, es decir, volver a “entrar al tema”. Esto que acabamos de
describir, no es otra cosa que el funcionamiento de la dialéctica de “entrar
y salir de tema”. Conviene mencionar que este grupo de estudiantes habia
estudiado el limite de funciones durante el afio anterior, razon por la cual,
el profesor les propuso revisar y traer sus notas, carpetas, apuntes, etc.,
para las proximas clases. La reconstruccion de la praxeologia en torno al
limite de funciones se realizé a partir de una lista de preguntas, algunas
formuladas por el profesor y otras, por los propios alumnos. Es muy
importante apreciar hasta qué punto se ha modificado la topogénesis
durante el REIl y el “costo” que esto ha tenido para los estudiantes, que lo
expresan libremente. La Figura 14 presenta estas preguntas:
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Figura 14 Lista de preguntas a responder para estudiar el limite de funciones de una
variable real. Fuente: elaboracion propia

No presentamos en este libro los resultados relacionados con las
respuestas a estas preguntas por razones de espacio. Una vez que cada
grupo aporté respuestas a estar preguntas, realizaron una defensa de
cada una de ellas frente a toda la clase. Esta puesta en comun, y todas
las realizadas a lo largo del estudio, puede interpretarse en términos de
la dialéctica de la difusién y recepcion ya que, los grupos no solo
‘exponen” sus respuestas, sino que los demas grupos cuestionan y
critican esas respuestas. Luego de estas respuestas sobre el limite de
funciones, el profesor retomo la pregunta por la derivada. Se estudiaron
los casos elementales de derivacion, las reglas y las propiedades como
una obra en términos del sistema de la forma S(X; Y, O). Finalmente, el
profesor propuso a los grupos de alumnos realizar una sintesis de todas
las preguntas estudiadas desde el primer dia de clases. A continuacion,
se presenta la sintesis realizada por uno de los grupos.
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Figura 15 Sintesis propuesta por un grupo de estudiantes. Fuente: elaboracion:
propia

La sintesis realizada por los alumnos, permite reconstruir el recorrido
desarrollado a partir de las preguntas. Comenzando por las leyes de
oferta y demanda, el punto de equilibrio y los modelos lineales se
reconstruyé parte de la praxeologia relativa a “Rectas en el plano”
incluyendo los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incéognitas.
Las variaciones (constantes y no constantes) permitieron el ingreso a la
praxeologia relativa a la “Derivada” desde el punto de vista de la
variabilidad, para luego, institucionalizarla como un limite particular,
permitiendo asi, reconstruir parte de la praxeologia en torno al “Limite de
funciones” (la cual corresponde a otra de las unidades del programa de
estudios).

Finalmente, la dialéctica “de las preguntas y respuestas” —central en una
ensefianza por REI-, la dialéctica de la “produccion y recepcion” y la del
“‘individuo y colectivo” se manifiestan en cada tramo del recorrido. Por
ejemplo, la busqueda de respuestas a la pregunta ¢como hallar el punto

78



Estudiar limite y derivada en la escuela secundaria: una propuesta desde la TAD

de equilibrio? conduce a formular otras preguntas tales como ¢ qué es el
punto de equilibrio?, ¢cdmo se resuelve un sistema de ecuaciones,
siempre tiene solucidn?, entre otras, muestra la operatividad de la
dialéctica de las “preguntas y respuestas”. La “produccion y recepcion” de
las respuestas se presenta en cada puesta en comun. Cada grupo debe
comunicar su respuesta y defenderla. Esta dialéctica esta estrechamente
ligada a la dialéctica del “individuo y del colectivo”, pues, el trabajo en
clase es realizado en grupos de alumnos, donde cada uno debe participar
en la basqueda de respuestas cooperativas.
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Reflexiones finales

El objetivo de este texto ha sido presentar un posible REI, el MPR
construido a partir de las preguntas generatrices y la implementacion en
un aula real del REI concebido para el ultimo afio del nivel secundario. No
se pretendid aqui realizar un andlisis de los datos obtenidos sino,
ejemplificar y describir las caracteristicas centrales de esta puesta en
marcha. Podemos concluir que este caso fue posible en llevar a cabo este
REI en la escuela secundaria y estudiar parte del programa de estudios
del curso con preguntas de la Microeconomia, tratando de recuperar al
menos un posible sentidode las obras que este REI activa y a las cuales
permite acceder.

Se experimentaron e identificaron ciertos gestos dialécticos que hemos
intentado presentar a partir de cada pregunta, analizando el proceso de
estudio a partir de ellas, excepto, el momento de la acreditacion escolar,
gue no debe confundirse con lo que en la TAD se denomina evaluacion.
El de la acreditacion, es un problema originado en las restricciones de la
institucion, que tiene consecuencias didacticas de gran porte, y que es
considerado por los docentes y por las autoridades escolares como un
obstaculo para la introducciéon de una ensefianza por investigacion y
cuestionamiento en la escuela secundaria, un obstaculo ligado al
fendmeno de la dilatacion del tiempo didactico, y a una serie de mitologias
y praxeologias espontaneas que operan en la institucibn escuela
secundaria.

No debemos dejar de lado que el proceso de gestion de un REI, requiere
cambios radicales en el lugar que los profesores y estudiantes ocupan en
el aula (topogénesis), los tiempos destinados al estudio de las diferentes
obras (cronogénesis) y la gestion de los instrumentos potencialmente
utilizables en el aula, por ejemplo, Internet, softwares, apuntes de otras
materias, consultas a otros profesores, etc. (mesogénesis). La primera
pregunta fue planteada el primer dia del ciclo lectivo, maximizando el
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funcionamiento de la dialéctica del “paracaidista y los buscadores de
trufas”. Asi, las dialécticas del “paracaidista y las trufas”, “de la produccion
y recepcion” y del “individuo y colectivo” inciden en la topogénesis
originando cambios de costo elevado en términos de esfuerzo para los
estudiantes. Ellos debieron hacerse cargo de las preguntas a responder
—en principio, con bastante resistencia — de forma individual y a su vez,
de manera grupal. Cada grupo de alumnos debia, con la colaboracion de
todos sus integrantes, aportar una respuesta a las diferentes preguntas,
comunicarlas y defenderlas. Es dificil para el profesor no ceder ante la
demanda de los estudiantes, habituados al lugar del profesor explicador.
Esto lleva a preguntarse por las dificultades de instalar una ensefianza
por REI, cuando el profesor no es experimentado, ni esta familiarizado

con la TAD.

Las dialécticas de las “cajas negras y cajas claras”, “de la inscripcion y
excripcion” y del “medio-medias” incidieron preponderantemente en la
mesogénesis. El medio didactico fue construido a partir de las preguntas,
las respuestas y de los diferentes “media” disponibles: las busquedas en
Internet, los libros de Microeconomia, las consultas al profesor de
Economia y al profesor del curso. Fue necesario establecer en qué nivel
de “gris” determinados saberes ingresaron al medio, tales como, el nivel
de “gris” con el cual estudiar las leyes de oferta y de demanda y, qué de
esos saberes “transcribir’ en sus carpetas durante las clases. Por
ejemplo, qué transcribir de toda la informacion disponible sobre los
modelos de oferta y de demanda.

Las dialécticas de “entrar y salir del tema” y de las “preguntas y
respuestas” incidieron en la cronogénesis, dilatando considerablemente
el tiempo de reloj -empleado para realizar las “salidas” y las “entradas”- y
para responder cualquier pregunta surgida durante la busqueda de
respuestas a las preguntas iniciales. Aqui también el profesor esta
expuesto a restricciones relativas a si completdé o no el programa, a si
reunio la cantidad de calificaciones exigidas para cada alumno, etc.
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Finalmente, destacamos que como en toda investigacion, quedan una
variedad de zonas grises y de aspectos a profundizar y reconsiderar, por
ejemplo: ¢COmo gestionar el impacto emocional que se percibe en los
estudiantes, que han vivido decenas de afios en el paradigma tradicional,
con relacion a la incertidumbre que generan las nuevas responsabilidades
y la distancia entre estas y los habitos de obediencia y dependencia
instalados en la ensefianza tradicional? ;Cual es “el” nivel de “gris”
pertinente para estudiar las praxeologias matematicas reconstruidas en
el aula? ¢ Como gestionar en una ensefianza por REI las acreditaciones
de los estudiantes? ¢Como determinar la amplitud de los programas de
estudios — la mayoria de ellos abarcar muchas nociones matematicas y
las praxeologias asociadas a las mismas — para que una ensefianza por
REI permita “cubrirlos™? ;Como equipar a los profesores para ensefar
conforme al nuevo paradigma?
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