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INTRODUCCION

En este trabajo presentamos un dispositivo didactico para ensefiar matematica en la
escuela secundaria en conformidad con el llamado paradigma de la investigacion y del
cuestionamiento del mundo. Se describen las caracteristicas generales de un
Recorrido de Estudio y de Investigacion (REI) monodisciplinar en el marco de la Teoria
Antropoldgica de lo Didéactico (TAD) (Chevallard, 1999, 2004, 2009). La pregunta
generatriz, y las preguntas derivadas de ella son especificamente matematicas, es
decir que se trata de un REI finalizado, porque las preguntas y las posibles respuestas
se orientan al encuentro con los contenidos del programa de los Ultimos tres afios de
la escuela secundaria. El tiempo de desarrollo del REI podria tomar mas de dos afios
con los mismos estudiantes, dependiendo de la cantidad de praxeologias del

programa que se estudien.

El disefio del REI, la eleccion y analisis de la generatividad de la pregunta Qq y de las
situaciones que conforman el dispositivo es intencional y forman parte del proceso de
ingenieria didactica que se detalla en los trabajos de Llanos y Otero (2013a, 2015).
Este andlisis requiere inicialmente de la elaboracion y definicion de un Modelo
Praxeolégico de Referencia (MPR) para el investigador (Chevallard, 2012), que es
quien inicialmente estudia la pregunta generatriz denominada Qo, y las alternativas
para un adecuado desarrollo de este dispositivo, en el contexto de las clases de
matematica regulares en la escuela secundaria. EI MPR es provisorio y
potencialmente abierto, y ademas de considerar las Organizaciones Matematicas del
programa que podrian encontrarse o reencontrarse, involucra un andlisis, desarrollo y

adaptaciones de las técnicas matematicas necesarias para estudiar Qo.

El REI inicia con la pregunta generatriz Qq: ¢, COmo operar con curvas cualesquiera, si
s6lo se conoce su representacion gréafica y la unidad en los ejes? El estudio de Qq
puede originar diferentes recorridos, dependiendo de las funciones que se adopten y
de la operacion que se proponga realizar entre las mismas. En el marco de esta
investigacion se han disefiado, analizado, implementado y evaluado tres recorridos
posibles derivados de Q,, desarrollados en tres partes. La parte 1 inicia con la
pregunta Q;: ¢COmo multiplicar dos funciones afin, si s6lo se conoce su
representacion gréafica y la unidad en los ejes?, a partir de la cual es posible estudiar
las funciones polindmicas de segundo grado (Llanos, Otero, 2013a, 2015); la Parte 2,

comienza con Q,: ¢(Como multiplicar mas de dos rectas, o rectas y parabolas, o
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parabolas; si sélo se conoce su representacion grafica y la unidad en los ejes?, a partir
de la cual seria posible estudiar las funciones polindmicas (Llanos, Otero, Colombo,
2015); y la Parte 3, que se desarrolla a partir de la pregunta Qsz: ¢COmo realizar el
cociente entre funciones polinémicas, si s6lo se conoce su representacion gréfica y la
unidad en los ejes? que permitiria reconstruir las caracteristicas de las funciones
racionales, realizando adaptaciones en las técnicas desarrolladas antes (Gazzola,
Llanos, Otero, 2013).

A continuacion, definimos las caracteristicas del REI, el andlisis del MPR, de las
técnicas mateméaticas necesarias para estudiar funciones a partir de este dispositivo, y
ponemos a disposicion las situaciones disefiadas en el marco de la investigacion,

como partes del REI.
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LOS REI EN LA TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTICO

La Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1999) considera a la
actividad matemética como una actividad humana, entre otras actividades, que son
producto de la cultura y de la necesidad humana de resolver y responder cuestiones
vitales (Otero, 2013; Otero, Fanaro, Corica, Llanos, Parra, 2013). Cuando la
matematica se presenta como un conjunto de obras terminadas, incuestionables, de
las que se desconocen sus origenes, y el por qué y para qué de ese conocimiento, se
produce un fenbmeno que se denomina monumentalizacion del saber (Chevallard,
2004). En una ensefianza monumental, las Praxeologias u Organizaciones
Mateméaticas (OM) son “presentadas” como si estas fueran transparentes e
incuestionables, dotadas de sentido por si y para si mismas. Relacionado con este,
existe el fenébmeno denominado de la pérdida de sentido de las OM de un programa,
cuestiones matematicas que se estudian o se proponen explicita o implicitamente en
una institucion. Estos fenbmenos son parte de la cultura escolar dominante desde
hace mas de 150 afos, particularmente, son facilmente reconocibles en la escuela

secundaria, que es el objeto de nuestro interés.

La TAD proporciona un conjunto de instrumentos tedricos para analizar la actividad
matematica escolar y “hacer frente” al problema de la ensefianza monumental: las
Actividades de Estudio y de Investigacion (AEIl) y los Recorridos de Estudio y de
Investigacion (REI) (Chevallard, 2009). Estos dispositivos son propuestos con el
objetivo de enfrentar el fendmeno de la monumentalizacién, propio del paradigma
tradicional. El paradigma tradicional se encuentra en crisis, y ha sido muy cuestionado,
pero tarda en ser sustituido. La TAD propone un paradigma de ensefianza
radicalmente diferente, llamado Paradigma de la Investigacion y del Cuestionamiento
del mundo (PICM) (Chevallard, 2012, 2013), en donde no habria lugar para la

monumentalizacién del saber. En este paradigma, un programa escolar P se deberia
componer de un cierto niamero de preguntas Q: P:(Qi)1sisn' El estudio de cada Q
conduce a una respuesta R validada por la cultura, por la sociedad, por la Escuela, y P

entonces deberia escribirse bajo la forma P = (Qi;Ri )1

<i<n®

La TAD coloca como punto de partida del saber a las preguntas, donde los REI
emergen como dispositivos apropiados para desarrollar la ensefianza y el estudio, a la

vez que representan una concepcion epistemologica completamente diferente. El
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estudio de preguntas es clave para superar el paradigma clasico de “visitar los
saberes”, a la vez que permiten introducir al grupo de clase, en el nuevo paradigma de
“interrogar al mundo”. En un REI un conjunto de estudiantes X con ayuda de uno o
mas profesores Y, estudian una cuestion generatriz Qo en busqueda de una respuesta
R". Dependiendo de la generatividad de Q, y de sus preguntas derivadas, los REI
permiten estudiar distintas organizaciones, matematicas o no, como parte del proceso
de construccion de una respuesta valida a Qo. En el REI, el estudio de Q, se concreta

en un recorrido “general” que integra varias preguntas derivadas Q..

El sistema didactico S(X,Y,Q) necesita generar un medio didactico M, para producir R*
(Chevallard, 2009), que se sintetiza en el esquema [S(X; Y; Q)=»M]=R". El sistema S
fabrica y organiza (=) el medio M, con el cual producird (=) una respuesta R'. El

medio M contiene las preguntas generadas a partir de Q, las respuestas Ri<> (i=1,...,n)
“hechas” —un libro, la Web, el curso de un profesor, etc.- También pertenecen a M las

Oj(con j=n+1,...,m) las teorias, praxeologias, etc. Utiles para elaborar R". En la TAD, M
se escribe: M= {R?, Rg, Rg, ...,R,?, Qn+1s -4 Qms Omitts ...,Op}. y un REI se formaliza
mediante un esquema, denominado por Chevallard (2012) herbartiano desarrollado:

S, Y. @~ {R$, RS, RS, ...RS, Quer, --.Quns Oppers ---.0p)] =R -

Los REIl pueden ser monodisciplinares o codisciplinares, dependiendo si para su
estudio se requiere o no de la consideracion de obras Matematicas Unicamente, o si es
necesario estudiar conjuntamente matematica y otra u otras disciplinas. Aqui se trata
de un REI monodisciplinar, y ademas finalizado, pues a partir de la pregunta Qq es
posible estudiar determinadas OM todas pertenecientes al programa de estudio de la

escuela secundaria.

Al comenzar un REI, el profesor propone una pregunta Qo, con el objetivo de estudiar
contenidos del programa. Las respuestas Q, dadas por los estudiantes y el profesor,
son consideradas y puestas a discutir en igualdad de condiciones por la clase. El
desarrollo de un REI cambia radicalmente, en comparacion con la pedagogia
Monumentalista, la relacion del profesor y de los alumnos con el saber, el tiempo y la
manera en que se organiza el estudio y el lugar que ocupan los actores del sistema
didactico en la clase. El principal cambio ocurre cuando el profesor se “corre” de su
lugar habitual para que los estudiantes asuman una responsabilidad diferente, que
consiste en involucrarse en el proceso de elaborar, desarrollar y difundir una respuesta

posible como consecuencia del estudio realizado en un M apropiado.
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ANALISIS A PRIORI: EL MODELO PRAXEOLOGICO DE REFERENCIA

En el proceso de “ingenieria del REI” es necesario realizar un analisis, que se ve
fortalecido por las caracteristicas que proporciona el disefio del Modelo Praxeolégico
de Referencia (MPR) (Chevallard, 1999, 2012), para analizar las OM que se proponen
estudiar y las que efectivamente se ensefian en una determinada institucién. Aqui se
propone un MPR que corresponde a una reconstruccion de las posibles OM que el
desarrollo del REI permitiria estudiar, asi como las relaciones que pueden

establecerse entre las mismas.

La pregunta generatriz propuesta Qo: ¢, Como operar con curvas cualesquiera si solo se
dispone de la representacion grafica de las mismas y de la unidad en los ejes? se
desarrolla sobre un problema que amplia el propuesto por Régine Douady (1984,
1999), que consiste en realizar operaciones entre curvas cuando sélo es conocida la
unidad en los ejes. Las preguntas derivadas Q; de Qq, pueden ser tantas como curvas
y operaciones entre las mismas se elijan, a partir de las cuales es posible reconstruir
varias Organizaciones Matematicas (OM) relativas a las funciones algebraicas del
programa de estudio de los Ultimos tres afios de la escuela secundaria. Una vez
establecidas cuales son esas curvas y las operaciones correspondientes entre las
mismas, es necesario recorrer el camino que permita encontrar una solucién al
problema. EI MPR no es final ni definitivo, ya que es parte de un proceso extendido en

el tiempo, y el andlisis a priori permite:

Describir los posibles recorridos que pueden originarse con Qg Yy
analizar en qué medida los mismos pueden ser introducidos en los cursos de la

escuela secundaria.

Justificar por qué, en este caso, se propone empezar por el problema
de la multiplicacion de las rectas como una respuesta posible al problema de

operar con curvas.

Realizar un analisis didactico de las preguntas que orientan el recorrido,
que parte de la multiplicacién de las rectas y las decisiones consideradas con
relacion al mismo, no sélo para reconstruir una respuesta posible a esta parte

del recorrido, sino para continuar con el estudio en otros casos.

Realizar un andlisis de la generalidad de las técnicas construidas para

la multiplicacion de las rectas, en otros casos.
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Como ya se menciond, Q, admite una variedad de operaciones y de curvas posibles a
partir de las cuales seria posible reconstruir las caracteristicas de las funciones
algebraicas. Las trascendentes no se obtienen por adaptacion de las técnicas
obtenidas para las funciones algebraicas, aunque existen otras técnicas geométricas
gue permiten construir puntos de las curvas correspondientes a dichas funciones
(Ferrari y Farfan, 2008). A diferencia de estas Ultimas técnicas geométricas, las que se
propone desarrollar en esta investigacion, tienen la particularidad de que pueden ser
adaptadas, para construir cualquier curva cuando cambian las operaciones y
representaciones de las graficas inicialmente dadas. Por ejemplo, la suma y resta de
rectas conduce al encuentro de la funcion afin, la multiplicacién de estas, al de
funciones polinbmicas de grado dos, la multiplicacién entre una parabola y una recta o
tres rectas a las funciones polinémicas de grado tres y el cociente entre funciones
polinbmicas permite estudiar funciones racionales. Todas estas funciones se pueden
reconstruir por adaptacion de las técnicas generadas en alguna parte del estudio.
Ademads, las técnicas geométricas y un uso adecuado de la unidad, permiten
reconstruir no solo todas las funciones algebraicas, sino cualquier curva, aungue no

necesariamente estas se correspondan con una funcién conocida.

El esquema de la Figura 1, es sélo una manera de sintetizar el MPR, no es el MPR.
Agqui se resumen las posibles OM que seria posible encontrar. Para arribar a dicha
sintesis, ha sido necesario analizar las posibles respuestas a la pregunta Qo, las
técnicas matematicas necesarias para dar respuesta a cada pregunta, el alcance de
las mismas, las posibles alternativas para su estudio, asi como las posibles OM que
potencialmente podrian estudiarse a partir de la pregunta generatriz. Todo este trabajo
se corresponde con el desarrollo del MPR y que conduce a un analisis praxeoldgico y
didactico, ya que se piensa en el funcionamiento del REI en las clases de Matematica

de la Escuela Secundaria.

Como se muestra en el esquema, gran parte de las OM indicadas, corresponden al
programa de estudio de la escuela secundaria. Es decir que a partir de un disefo
como el que se propone, es posible por un lado “cubrir” todo el bloque de Funciones, y
a la vez vincular este con los blogques de Numeros y Geometria. Esto justifica ademas
la razén de ser de las OM que se estudian, pues todas las funciones algebraicas
pueden generarse a partir de operaciones con curvas antes conocidas por los

estudiantes, realizando operaciones con las mismas.
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| ESTUDIO DE FUNCIONES

FUNCIONES TRASCENDENTES

7

[ OPERACIONES CON CURVAS ]
|
Qo: ¢ COmo operar con curvas
cualesquiera si solo se dispone de la
representacion gréafica de las mismas
y de la unidad en los ejes?

1
Qi: sumAa /
RESTA

OM funciones simétricas y
antisimétricas

\2 v (" Ecuacionese )
\ INECUACIONES
Operacién geométrica, gréfica || Operacion en cada funcion
y funcional. algebraica algebraica
y
1 | -
triangulos Tales

Construccion geométrica de cualquier curva

Figura 1: Descripcion de las posibles OM a reconstruir a partir de la pregunta

generatriz propuesta en el REI.

En el esquema estan representadas todas las funciones algebraicas que seria posible
estudiar a partir de Q,, dependiendo de la operacion que se proponga realizar entre
las curvas que se eligen, asi como las demas OM de los bloques de Numeros y
Geometria que igualmente podrian estudiarse como parte del REI.

Se observan posibles recorridos de estudio como respuesta a Qq, por ejemplo:

e Q; ¢Cbmo sumar y restar curvas si solamente se conoce su representacion

gréfica y la unidad en los ejes?
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Si se suman y restan rectas es posible reconstruir la OM de las

funciones polindbmicas de primer grado.

Por ejemplo, la resta de dos rectas paralelas permite también ingresar
en el estudio de la OM de las funciones constantes.

e Qi ¢Como multiplicar curvas, cuando solamente se conoce su representacion

gréfica y la unidad en los ejes?

Si las curvas son dos funciones afin, es posible reconstruir la OM de
las funciones polindbmicas de segundo grado.

La multiplicacion de méas de dos rectas, o rectas y parabolas, o

pardbolas permite estudiar la OM de las funciones polinébmicas.

e Qii: ¢COmo realizar el cociente entre funciones polinémicas cuando sélo se
conoce su representacion grafica y la unidad en los ejes? permite estudiar la
OM de las funciones racionales, y como consecuencia, la OM de las asintotas y
la OM del limite.

e Para el caso particular del cociente entre dos funciones afin es posible

reconstruir la OM de las funciones homogréficas.

e Qy: ¢COomo obtener la potencia o raiz de una curva cuando solamente se
conoce la representacion grafica y la unidad en los ejes? A partir de esta
pregunta derivada es posible reconstruir la OM de las funciones potenciales y

las radicales.

e ... pueden generarse otras cuestiones derivadas, tantas como curvas y
operaciones se propongan aundgue la curva no sea una funcién conocida por

ellos.

Ademas de las OM relativas a cada tipo de funcion pueden agregarse otras que
incluyen por ejemplo, a las ecuaciones respectivas, a las operaciones algebraicas
entre las funciones y a un tratamiento que podria comprender un nivel de algebrizacion
que distingue variables de parametros. También puede reencontrase la OM de las
funciones trascendentes; que si bien no se constituye como resultado de efectuar
operaciones con curvas; en el marco del REI las mismas pueden ser objeto de
construccién a partir de una adaptacion de las técnicas generadas como consecuencia
de estudiar las distintas OM de las funciones algebraicas a otros casos.

El MPR inicial, no necesariamente coincide con el que efectivamente los estudiantes
pueden desarrollar en el aula. Igualmente consideramos que es necesario concebir

previamente el conjunto de respuestas posibles a la pregunta generatriz, aunque



ESTUDIO DE FUNCIONES ALGEBRAICAS EN LA ESCUELA SECUNDARIA | 9
V. C. Llanos, M. R. Otero, M. P. Gazzola

ademas de estas surjan otras, tal vez ni siquiera consideradas antes y que se

incorporan luego al modelo.

Para conocer el funcionamiento del REI, es necesario que el profesor lleve la pregunta
Qo al aula y en este caso, en funcion de las operaciones que proponen los estudiantes
y curvas, se decide el recorrido a seguir.

EL REI

El REI se introduce en el aula a partir de la pregunta generatriz que es proporcionada
por el profesor. Los estudiantes conocen ahi la pregunta generatriz, y en funcién de
ello pueden inicialmente proponer curvas que conocen 0 quisieran conocer y

operaciones posibles entre las mismas:

¢, COmo operar con curvas cualesquiera, si solo se conoce su representacion gréfica y

la unidad en los ejes?

1 1

¢ Por qué eligen dichas curvas? Justificar

En las implementaciones realizadas, cada estudiante dispone inicialmente de una
representacion como la anterior, y deben indicar qué curvas y operaciones proponen
para desarrollar el estudio. Como era de esperar, los estudiantes responden
realizando operaciones entre dos o mas rectas (Llanos, Otero, 2013b). La eleccién de
las curvas y las operaciones estan relacionadas principalmente con conocimientos
anteriores, a partir de los cuales pueden comenzar a reconstruir respuestas a la

pregunta generatriz. Proponen sumar, restar, multiplicar o dividir rectas, y también
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operaciones combinadas entre las mismas. Aparece el problema de elevar al cuadrado

o0 la raiz cuadrada de una recta s6lo en algunos casos.

K . A y B,
£- &
e A.D S
v
5
L I i T s S
.- AFL I 4 A Z \7
| ‘v /
4[> T .
2 ? /
S Z:Dep . (BtD)-E I

So6lo algunos, ademas de las rectas proponen otras curvas que no se corresponden

con funciones del programa, ni curvas conocidas por ellos, como se muestra en las
figuras:

Fa L/ ¥
b[:/ / 7NN
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Justifican la eleccion de estas curvas, por necesidad de estudiar cosas que no son
rectas (lbid.), o como en la Ultima representacibn que proponen curvas que les
permiten interpretar el comportamiento del diéxido de carbono que estan estudiando
en otra asignatura. Si efectivamente en un REI hay que seguir todos los recorridos que
surgen a partir de las respuestas que dan los estudiantes, habria que proponer en este
caso, ademas de todas las operaciones con las rectas y las demas curvas, un REI
bidisciplinar que permita no sélo construir al interior de la matematica la curva que
resulta de realizar las operaciones que indican los estudiantes entre las mismas, sino
también estudiar otra disciplina que permita analizar e interpretar el comportamiento
de la grafica resultante, construida al interior de la matematica. Pero como es
imposible seguir todas las respuestas posibles, el recorrido de estudio estara
determinado por la mayoria de las respuestas, y por las adaptaciones necesarias que
sufren estos dispositivos para que puedan ser implementados en cursos de la Escuela
Secundaria. Como puede interpretarse, las curvas disponibles son las rectas, y las
operaciones principalmente suma, resta, multiplicacién y division, y sélo en algunos

casos, potencia y raiz cuadrada de una curva.

De acuerdo con las respuestas iniciales a la pregunta generatriz, si se quisieran
abordar todos los caminos posibles seria necesario reconstruir:
la OM de las funciones constantes, para los alumnos que proponen la resta de

rectas paralelas;
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la OM de las funciones lineales o polindémicas de primer grado, para los casos de
sumas y restas entre las rectas;

la OM de las funciones cuadraticas o polinébmicas de segundo grado, para los
casos de los estudiantes que proponen multiplicar dos rectas;

la OM de las funciones polindmicas de grado mayor a dos, para la multiplicacion
de mas de dos rectas;

la OM de las funciones racionales, para los casos que proponen el cociente entre
las rectas (y también entre otras funciones polinémicas);

la OM de las funciones potenciales y las radicales, como resultado del problema
de elevar a una potencia o realizar la raiz cuadrada de una curva;

las operaciones entre cualquier curva, independientemente si se trata de una
funcién conocida por ellos o una representacidon cualquiera que se les ocurre

proponer.

Las respuestas posibles consideradas en un analisis a priori para el caso de la
multiplicacién de dos rectas; la multiplicacion de méas de dos rectas o rectas y
parabolas o entre pardbolas; y el cociente entre las funciones polin6micas estan
contempladas entre las posibles curvas y operaciones proporcionadas por los
estudiantes. El profesor-investigador toma la decision del recorrido a seguir;
atendiendo principalmente a la inicializacién mas disponible de los estudiantes que son
las rectas; y también a la “compatibilidad” entre el recorrido que es posible realizar y
las OM que corresponden reconstruir en la institucion donde se decide insertar el REI.
Introducir un REI en la escuela secundaria, implica aceptar que inevitablemente hay
restricciones que acaban definiendo “la vida” de los conocimientos posibles de

construir.

En este caso, para analizar el funcionamiento de los REI en la escuela secundaria, se
realizaron implementaciones de los disefios que se presentan aqui, y los cursos
seleccionados corresponden a 4° y 5° afio de la escuela secundaria. Las curvas que
los estudiantes proponen, que principalmente son rectas, se corresponden con los
conocimientos que ellos disponen. Por ello se comienza por las operaciones entre
rectas. En particular, se comienza por la multiplicacién de dos rectas, cuyo estudio
permite reconstruir la OM de las funciones polindmicas de segundo grado, aspecto
central del programa de 4 Afio de la Escuela Secundaria. Las demés posibilidades, la
multiplicacion de més de dos rectas o el cociente entre las mismas que también es
propuesto por los estudiantes como respuesta a Qo pueden estudiarse mas adelante, y

se propone hacerlo en 5° como parte del estudio longitudinal.
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Por lo tanto, los recorridos propuestos por el grupo de estudio, acotaron el problema
de las operaciones con curvas a:

Q:1: ¢Como multiplicar dos funciones afin, si solo se conoce su representacion
gréfica y la unidad en los ejes?

Q2: ¢Como multiplicar mas de dos rectas o rectas y parabolas o parabolas, si
solo se conoce su representacion grafica y la unidad en los ejes? y

Qz: ¢ Como realizar el cociente entre funciones polindmicas, si s6lo se conoce

su representacion gréfica y la unidad en los ejes?

Dichas generalizaciones so6lo se han presentado para las caracteristicas de la
representacion grafica de la multiplicacion o cociente entre distintas curvas y o mismo
ocurre para las representaciones analiticas. Las OM que es posible reconstruir forman
parte de la propuesta de los programas de estudio. Los recorridos posibles
mencionados antes como emergentes del REI, pueden sintetizarse en el esquema de
la Figura 2, partiendo siempre del “germen” de la investigacion que en este caso ha
sido la pregunta generatriz Qo y las preguntas derivadas (Q;)1<i<n, algunas de las cuales
ya han sido objeto de disefio y analisis de este trabajo, como ocurre con Q;, Q, y Qs
gue son disefiadas, implementadas, analizadas y evaluadas en el marco de un estudio

longitudinal que dura dos afios con los mismos estudiantes.

- OMogc Operaciones
OMEepgo funciones geomeétricas con cualquier
constantes curva
OMegpcy n_u | OMero
funciones Qo ¢COMo operar con curvas cualesquiera, funciones
afin I si solo se conoce su representacion gréaficay . L potenciales

la unidad en los ejes?

—-—.—-—-—-—-—I[.\\'A\

= —.

- -
OMgpg, funciones OMEgr funciones
polinébmicas de polinémicas de OMgR funciones
grado dos. grado dos. racionales.
- = . = . =
Q1: ¢ Como multiplicar Qz: ¢ Como multiplicar més Qs: ¢ Como realizar el
dos funciones afin, si de dos rectas o rectas y cociente entre
solo se conoce su parabolas o parabolas, si funciones polinémicas,
representacion H solo se conoce su si solo se conoce su
gréficay la unidad en representacion graficay la representacion grafica y
los ejes? unidad en los ejes? la unidad en los ejes?
= = = = = =
PARTE 1 PARTE 2 PARTE 3

Figura 2: Posibles recorridos de investigacion, desarrollados en el marco del REI.
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La OM de las funciones polinémicas de grado dos, la OM de las funciones polinémicas
y la OM de las funciones racionales, son reencontradas en ese orden en tres grandes
partes (Parte 1 (P,), Parte 2 (P,) y Parte 3 (P3)) del REI. Esta es una entre varias
posibilidades del recorrido propuesto. En las secciones que siguen se describe cada
Parte del recorrido, asi como los disefios desarrollados por los investigadores
considerando el alcance de cada parte del estudio longitudinal con los mismos

estudiantes.
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PARTE 1

EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES POLINOMICAS DE SEGUNDO GRADO
EN LA ESCUELA SECUNDARIA

En la primera parte del REI, el problema se reduce al estudio de Q;: ¢ Como multiplicar
dos funciones afin, si s6lo se conoce su representacion gréfica y la unidad en los ejes?
Las variantes en este problema se dan en las diferentes rectas que se multiplican y el
estudio permite reconstruir diferentes caracteristicas de las funciones polinémicas de
grado dos, en diferentes marcos de resolucion (Douady, 1984). Inicialmente esta
pregunta tiene solucién en los marcos geométrico, grafico y funcional; y esto ocurre
porque solamente se conoce la representacion grafica de las rectas y la unidad en los
ejes. Para ello, es necesario identificar los signos y algunos puntos que pueden ser
obtenidos por la informaciébn que se proporciona desde la situacion, y también,
justificar la simetria de esta curva y la ubicacién del minimo o maximo en el punto
medio del segmento que une los ceros. También se pueden analizar en el marco

geomeétrico los casos de raices de orden par e impar.

Luego se introduce un problema en apariencia similar, pero dado en otro marco (lbid.),
lo que produce el estudio de las representaciones analiticas de las funciones
polinémicas de segundo grado, comenzando por una expresion factorizada. Se
pueden reinterpretar los ceros, sus propiedades, la multiplicidad de las raices, el
maximo 0 minimo y los signos de las funciones polinémicas. En el marco analitico se
considera el caso de las raices imaginarias reingresando en el marco geomeétrico,
cuando se analiza cémo la traslacion de vector v de una cierta grafica puede generar
otras. Este método es generalizable a otras funciones polindmicas de grado mayor a

dos.

El esquema de la Figura 3, sintetiza el recorrido que parte de la multiplicacion de las
rectas. Puede analizarse aqui como se retoman las cuestiones y los conceptos
construidos, al mismo tiempo que permite interpretar como se relacionan los
conceptos que se van construyendo en el trayecto que se origina a partir de la
pregunta Q, y las que de esta se derivan. Todo el recorrido se desarrolla a partir de un
conjunto de situaciones que involucran posibles cuestiones que derivan de Qg, y que

son las que permiten la razén de ser de todo el proceso de estudio.
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Q1: ¢ Como multiplicar dos funciones afin, si sélo se conoce su representacion graficay la

unidad en los ejes?

OM funciones polinémicas de grado dos W

P o s — = — = e e 1

Multiplicacién geométrica para h=f-g. 1 |Q1.2: ¢Cémo multiplicar dos funciones afin, conociendo

I las coordenadas de algunos puntos seguros y las

:

1

z o 7 1
Qu1: ¢Cudl es la grafica mas n unidades en los ejes? !
1

1

1

1

1

1

1

|

i | razonable que resulta de realizar la |

: multiplicacién entre funciones " Multiplicacion algebraica para h=fg.
i polinémicas del mismo tipode |},
i grado menor, cuando sélo se
1

1

1

1

1

conocen sus representaciones Caracteristicas de las expresiones algebraicas de h

|

1

1

gréficas y la unidad en los ejes? Forma Forma Forma i
ik Y/ ' | factorizada <> polinémica | <> | canénica !
____________________________'; 1 1
Representacion grafica de h ! i ® @4\ /\D |

- Ceros o Q1.21: ¢Cuales son las distintas expresiones i
P! analiticas de fy g que permiten generar una !

* Unos P misma h? .

1

* Menos unos Pl '

-+ Mdltiplos de la unidad
B o | o1
- Prueba de la simetria

1
1
1
i
1
- Eje de simetria <

. ) —L Xm 2 V=(Xm;h(Xm)) :

- Construccion geomeétrica: ! ! i
. 1 h(xm) :

del vértice ! ! h :
de cualquier punto de h < , 9: (X)XE"‘ !

- Ordenada al origen <——> h(0) |

Qu.3: ¢ Toda la familia de funciones construida, proviene de la multiplicacién de rectas?

Figura 3: Descripcion del estudio de Q.

En el disefio propuesto por Llanos y Otero (2012, 2013a) el REI contiene diez
situaciones, actividades de sintesis (algunas a cargo de los alumnos, otras del
profesor), tres instancias de familiarizacion correspondientes a las tareas, y la
evaluacion escolares que corresponde a una “exigencia” por parte de la institucion. A
partir de las tres primeras situaciones, los estudiantes pueden construir todas las
caracteristicas de la representacion grafica de la multiplicacion de dos rectas y las
demas, a partir de la situacién 4, permiten construir las diferentes representaciones
analiticas para las funciones polinémicas de segundo grado, siempre retomando al
marco geométrico y analizando las caracteristicas de la representacion gréfica de la

funcién desde otro marco.

Las situaciones 1 a 3 se basan en una ingenieria propuesta por Régine Douady
(1999) para estudiar los signos de las funciones polinémicas. La adaptacion de dicha
ingenieria realizada por Llanos y Otero (2013a) permite ir mas lejos, pues los signos

corresponden a una informaciébn mas entre las caracteristicas que hay que construir.
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Desde las primeras situaciones se obtiene por construccién la curva h, una parabola,
que resulta de la multiplicacion geométrica de las rectas f y g, y el andlisis de los
signos es una informaciébn mas entre las caracteristicas de h. A partir de estas
situaciones los estudiantes pueden construir los puntos notables y caracteristicas de la
representacion grafica de las funciones polindmicas de segundo grado.

Las diferencias entre las situaciones 1 a 3, se dan en los distintos pares de rectas que
se multiplican. En la situacion 1 se trata de la multiplicacion de dos rectas con ceros
reales distintos, y con pendientes opuestas. En la situacion 2, las rectas tienen
también ceros distintos, pero las pendientes tienen igual signo. Con la situacion 3, se
introduce el problema de la multiplicidad de los ceros, porgue las rectas intersecan al
eje X en un mismo punto. Las diferencias entre las mismas permiten construir las
caracteristicas de la representacién grafica de las funciones polinémicas de segundo
grado con dos ceros reales distintos, donde la funcion alcanza un maximo (situacién 1)
0 un minimo (situacion 2), y los casos de las funciones polinébmicas de segundo grado
con un cero de multiplicidad dos, en la situacion 3. Las situaciones que se proponen a
los alumnos, con las respectivas preguntas derivadas de Q;, se detallan a

continuacion.

SITUACIONES 1,2Y 3
Las funciones fy g estan dadas por los graficos de las Figuras. Todas las rectas

A/IB/IC/ID, son perpendiculares al eje x. La funcién h=fg.

y| C A B D
\ /
i
T~
3 \\ N
£

Figura 4: Gréficas correspondientes a las funciones fy g (Situacion 1)
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b

N

Figura 5: Gréficas correspondientes a las funciones fy g (Situacion 2)

y
Co|4 g o f
g
1 -
kS 1Xb X

Figura 6: Gréficas correspondientes a las funciones fy g (Situacion 3)

(@) ¢Cual podria ser la grafica mas razonable para h? ¢;Qué caracteristicas de la
gréafica de h podrias justificar?

(b) Para todo x, y x, equidistantes de los ceros de cada funcion, CA=BD ¢Es verdad
qgue h(xz)=h(xy)? ¢Podrias justificar?

(c) ¢ Qué triangulos tendrias que construir para calcular la multiplicacién entre fy g en

el eje de simetria, utilizando como lado de uno de los triangulos, la unidad?
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Los resultados que se construyen en estas situaciones, son exclusivos de los marcos
geométrico, grafico y funcional, es decir, las principales caracteristicas de la
representacion grafica de h se obtienen por reconstruccion de técnicas de geometria
sintética. En el disefio se proponen los pares de rectas dados en las Figuras, pero
podrian considerarse igualmente otros. Como se indicé antes, esta seleccién obedece
a una necesidad de “cubrir’ los casos posibles, dados segun las rectas que se elijan,
pero podrian ser infinitas las posibilidades para su estudio. A partir del problema
propuesto, es posible explicitar las técnicas que permiten construir los puntos notables
y la respectiva representacion grafica. Consideramos que es muy importante antes de
avanzar con las demds situaciones, describir y definir las caracteristicas de las
técnicas geométricas necesarias y andlisis de los puntos notables, para comprender el
potencial de este problema para comenzar a reconstruir las caracteristicas de las
funciones polinbmicas de grado dos. En este caso se realizan para la situacién 1, y se

presenta la generalizacién para los demas casos.

La informacién dada en las situaciones (la representacién gréafica de fy g y la unidad
en los ejes) permite obtener en principio algunos puntos “seguros” y el analisis de los
signos de h, a partir de los signos de f y g. Partiendo de que h=fg, es posible

identificar cuatro puntos (x): “los ceros y los unos”; y son seguros porque:
fx )=0=h(x.)=0-g(x,)=0

g(x,)=0=nh(x,)=f(x,)-0=0

£ x)=1=1 x)="1-g(x;)=g(x)

glx;)=1=hlx;)=flx;)- 1=1(x; ).

Ademas los signos de las funciones f y g, determinan los signos de h.

Vx e(-=;x) f<O0yg>0= h<0

VXe( ;%) f>0yg>0= h>0

VX e(xqg +°) f>0yg<0= h<0

En la Figura 7 se identifican los signos, ceros y unos. Es posible obtener otros puntos,
pero resulta de fundamental importancia probar primero que I x,) =1t x,) siempre y
cuando los puntos sobre el eje X, Xa Y X, equidistan de los ceros de f y g

respectivamente; para obtener también por construccion los puntos simétricos a los

antes mencionados.
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¥ C |4 E
------------ e HFEFF A+

1 Ko X

Figura 7: Identificacién de cuatro puntos seguros y de los signos de h.

Para realizar la prueba por la simetria de la curva, es necesario construir triAngulos
semejantes utilizando a X, y X,, que son puntos que equidistan de los ceros de h,
indicando en el enunciado que la prueba es valida para cualquier par de puntos
equidistantes de x. y xs. Se nota: f(x,)=v,, f(x,)=y,, 9(x,)=y".. 9(x,)=Y,;y se
construyen dos pares de triAngulos semejantes determinados por estos segmentos. En
la Figura 8 se identifican los triangulos. Ademéas como el enunciado indica CA=BD y

en este caso se nombra a esta longitud como z y la que es comun a ambos triangulos

Y%

1 XcX'jxa XXp  xg x
\w_’/.%_/\w_f
z W z

£

Figura 8: Identificacion y ubicacién de los triangulos semejantes sobre X, y Xp
Por el teorema de Tales es posible plantear la proporcién entre los lados de los

triangulos semejantes:
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Y _W+z
Marrones: =2 = - ,
’ ez O Yoo oy iy =yiy, = gx,)-f(x,)=g(x, )-f(x,)
Azules:%:—Z Yo Ya

=h(x,)=h(x,) ¥x, y Vx, equidistantes de los ceros de h.

h es simétrica, con respecto a un eje vertical que se encuentra en la mediatriz de los
ceros de X. y X4 respectivamente y se denomina “eje de simetria”. La prueba de la

simetria de la curva permite ademas obtener otros puntos, los simétricos de h(x;) y
h(xj) gue ya se han identificado como puntos seguros. En la Figura 9 se agrega la

construccién del eje de simetria y los puntos simétricos (0).

y C |A ' .
+ H+++4%++H+ - - - - oo o

£

Figura 9: Representacion del eje de simetria y de los puntos simétricos de X; y X;.

El razonamiento utilizado para la identificacion de “los ceros y los unos”, descritos en
la Figura 8, puede ser generalizado para determinar otros, a partir de los multiplos de
la unidad: “los menos unos, los dos”, etc.; y se identifican (¢) en la Figura 10. Por

ejemplo, los menos unos y los dos quedan asi justificados:
€ x.)=—1=h(x,)=f(x,)-9(x, )= h(x,) = -1-g(x, ) = h(x, ) = —g(x,)
€ x)=2=h(x)="f(x)-glx)=h(x)=2-g(x)

Se agregan también los simétricos de estos puntos y lo mismo ocurre para la recta g

en el punto x,. Podrian marcarse otros: “los tres, los menos dos”, etc.
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Figura 10: Representacion de los multiplos de la unidad.

El incremento de puntos seguros permite “mejorar” las caracteristicas de la grafica de
h, pero esta técnica tiene algunas limitaciones importantes: solamente permite conocer
los puntos que son multiplos de la unidad, y no cualquier punto de h; tampoco permite
conocer la interseccion de h en el eje de simetria. Por mas que se busquen puntos
cada vez mas préximos al eje de simetria con los multiplos de la unidad, no es posible
obtener por construccion el vértice de h. Este problema queda justificado por la
construcciéon de triangulos semejantes en el eje de simetria, utilizando como datos la

unidad en el eje x, problema que se propone resolver en el item c).

Para construir el vértice, se nombra: x,, al punto medio del segmento cuyos extremos
son los ceros de las funciones fy g; a=f(x,) y b=g(x,), en consecuencia
h(x,,)=f(x,,)-9(x,,)=a-b. En la Figura 11 se identifican los segmentos a y b
respectivamente, y se presenta la construccién de los triangulos a partir de dichos
segmentos y la unidad. Con los segmentos de longitud a 'y 1 se construye un triangulo,
y para obtener otro semejante utilizando el segmento b, se traslada la longitud de

dicho segmento al eje de abscisas, como se indica en la gréfica representada.
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Figura 11: Construccién geométrica del vértice y representacion grafica de h.

Por construccion, los triangulos que se forman con a, b y la unidad son semejantes, y
: c b .
por lo tanto sus lados proporcionales: — = 7 =c-1=a-b. Asi, c es el resultado de
a

realizar la multiplicaciéon entre los segmentos de fy g en el eje de simetria, punto que

corresponde al vértice de la parabola

El problema de la multiplicacion geométrica de las rectas requiere y permite validar
cada punto notable de la pardbola. Los ceros, la prueba por la simetria, el eje de
simetria y el vértice son objeto de construccion. En la situacion 1 detallada antes, se
trata la multiplicacion de rectas que tienen ceros distintos y pendientes con signos
opuestos. La técnica para construir el vértice no es exclusiva de dicho punto. En este
caso, la variedad de puntos notables considerada, hizo que no fuera necesario
analizar otros casos, pero igualmente podria reproducirse en cualquier punto que se

quiera obtener.

En la situacion 2, correspondiente a la Figura 12, las rectas también tienen ceros
distintos pero las pendientes no son opuestas. Si bien se trata de un problema similar,
como cambian las rectas, también se modifican las caracteristicas de la parabola. En
la Figura esta representado el analisis de los signos (representados con los signos en
cada tramo de la curva), los ceros y unos (x); y algunos multiplos de la unidad (¢). De
manera analoga a la prueba realizada para la situacion 1, la simetria es analizada, y

se obtiene por una utilizacién adecuada de técnicas de geometria sintética, basada en
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la semejanza de triangulos y en el Teorema de Thales. Los puntos simétricos son
construidos(o), asi como el desarrollo para obtener el vértice de la parabola que sélo
puede identificarse por construccion de triangulos semejantes, utilizando la unidad

como referencia.

Figura 12: Representacion cartesiana para h correspondiente a la situacion 2.

Con la situacién 3 de la Figura 13 se introduce el problema de la multiplicidad de los
ceros. En esta situacion f y g intersecan al eje x en el mismo punto y ambas
pendientes son positivas. El andlisis de los signos (representados con los signos en
cada tramo de la curva) se realiza de manera similar; y se introduce aqui el problema
de los ceros de multiplicidad 2. En la figura se idéntica el cero, los denominados por
los estudiantes “unos” (x). De manera analoga se realiza la prueba por la simetria, y
se obtiene por una utilizacién adecuada de técnicas de geometria sintética, basada en

la semejanza de triangulos y en el Teorema de Thales.

En esta situacion la técnica para construir el vértice no tiene sentido, pero si es muy
importante analizar el potencial de la misma para construir cualquier punto de la curva,
dado que los puntos notables no parecieran proporcionar informacion suficiente para
construir una representacion gréfica bien aproximada. En la Figura 13 estan indicados
los puntos que se obtienen de reproducir la técnica generada para el vértice, ahora en

cualquier caso (x), asi como los puntos simétricos (0).
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Figura 13: Representacion cartesiana para h correspondiente a la situacion 3.

Las representaciones correspondientes a las situaciones 2 y 3 permiten analizar las
diferencias entre las distintas representaciones para h a las que se ha hecho
referencia. La técnica construida para obtener el vértice de h en la situacién 1, puede
generalizarse y dicha generalizacion se presenta en la Figura 13. Los puntos X;, X Y Xq
se obtienen por construccion, y también se pueden obtener otros pues en todos los
casos se trata de la multiplicacion de segmentos. La técnica construida permite no sélo
mejorar las caracteristicas para h, sino también construir cualquier otra curva. Se
retoma en los casos donde se multiplican mas de dos rectas, o rectas y parabolas o
entre parabolas; como asi también para el cociente entre polinomios, realizando una

adaptacion a la misma.

El andlisis de las técnicas involucradas en las situaciones 1 a 3, permite dar cuenta de
la importancia de las nociones de geometria sintética para construir las caracteristicas
destacadas de la representacién gréfica de las funciones polinébmicas de grado dos,
asi como el potencial para continuar generando curvas por adaptacion de las mismas.

Las situaciones 4 y 5, permitirian construir o reconstruir ahora las caracteristicas de
las representaciones analiticas equivalentes de las funciones polinémicas de grado
dos. A partir de la situacion 4 se introduce un cambio a los marcos analitico, grafico y
funcional. Dicho cambio se realiza a partir de una situacién en apariencia similar, dada
en otro marco, el analitico, gréafico y funcional. Las respuestas a estas situaciones
podrian estar relacionadas con la inicializacion mas disponible de los estudiantes,

dado que estos inicialmente se resisten a utilizar técnicas de geometria sintética, e
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intentan agregar las unidades a los ejes para construir las caracteristicas de las
representaciones analiticas. En esta situacion, los estudiantes podran utilizar la
informacion dada por las coordenadas de los puntos que corresponden a la
interseccién con el eje de las abscisas de f y g y también el punto de interseccion entre
las rectas. Por medio de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, o desde la

representacion gréfica, obtienen las expresiones de f(x)=ax+a, y g(x)=ax+a,,

y por lo tanto de h(x)=(ax +a,)-(ax+a,).

Las preguntas que se introducen con la situacion 4, se detallan a continuacion:

SITUACION 4
Las graficas de las funciones f y g se cortan en (3;2). La funcion f interseca al eje x en

(-1;,0)ygen(5,0). Seah=f-g VXxe®R
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Figura 14: Representacion gréafica de las funciones fy g.
a) Obtengan todas las representaciones cartesianas y férmulas posibles para h.

b) Si X, y X, son dos abscisas cualesquiera ubicadas a igual distancia respecto de
cada cero de h, es h(x,)=h(x,)como hemos demostrado en las situaciones

anteriores. Verifiquen con la férmula que han obtenido para h, al menos 3 casos y
representen los valores graficamente. Ejemplo: h(1.9)=h(2.1).
c) ¢Cuadles el valor de h para la abscisa de la mediatriz?

d) f(38)=9g(3)=2 ¢Cudles el valor de h(3)? ¢ Cudl es su simétrico? Justificar.

Por tratarse de la multiplicacion de dos rectas, primero se obtiene la forma factorizada
y luego la polinémica. Con relacion al disefio, las rectas f y g que se proponen

coinciden con las de la situacion 1, con el objetivo de analizar como los conceptos que
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se pueden construir en un marco, son recuperados en otro (Douady, 1984). Con esta
situacion se “romperia” ademas con la creencia de los estudiantes acerca de que “foda

representacion grafica tiene asociada una tnica formula’.

Con la situacidn 5 se espera que los estudiantes comprendan que una misma funcion
h puede provenir de la multiplicaciéon de diferentes pares de rectas. Seria posible
analizar aqui las caracteristicas de la expresion general de la forma factorizada de las
funciones polinomicas de grado dos, dada por hs; y el “paso” de una expresion dada
en la forma factorizada a la forma polinébmica. En esta situacion se proponen tres
expresiones algebraicas equivalentes para h (hy, h, y hg). Se espera que identifiquen
que se trata de la misma expresion algebraica en la forma polindbmica, y que la
representacion grafica también es la misma en todos los casos, es decir, es la misma
funcién que tiene asociadas diferentes formas para su representacion analitica, todas
equivalentes. A partir de las expresiones algebraicas dadas y la forma polinémica que
podrian obtener, se solicita verificar los puntos seguros y las caracteristicas de la

gréafica de h.

SITUACION 5

Las funciones h,,h, y h,; de dominio R estan dadas por:

h x)=(2x+4)-(x—4) h{ x)o( x+2)( 2x-8)  hy(x)=2-(x+2)-(x—4)

a) ¢ Cudles son los ceros de h,, h, y h, respectivamente?

b) ¢ Cuanto vale la imagen de la abscisa del eje de simetria If X, )para cada h?

C) Representar gréficamente las funciones h,, h, y h;.

d) ¢ Cudles son las expresiones algebraicas de las rectas que dieron origen a la

curva de h(x), en cada uno de los casos propuestos?

En esta situacion los estudiantes podrian construir la representaciéon en la forma
polinémica de dichas funciones que es la misma: h(x)=2x?-4x-16, o bien podrian
representar las rectas y obtener la grafica de h, como se muestra en la Figura 15.
También podrian utilizar las rectas para obtener algunos “puntos seguros”, asi como
las representaciones analiticas equivalentes de h. De esta forma, seria posible definir
de manera relativamente natural la expresion en la forma factorizada y polinbmica de

las funciones polindmicas de grado dos.
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Funcidn ha

--@ f(x) = 2x+44
® R2(x) = x |2 i |
o f3(x) = 2 Iy
- @ g(x) = x—4
® g2(x) =2x—8
-@ h(x) = (2x+4) (x—4) T
--@ h2(x) = (x+2) (2x—8)
--@ h3(x) = 2 (x—4) (x+2)
~ Recla
C®iix=1

< > g2

Figura 15: Representacion grafica de h y de las posibles rectas dadas en las formulas.

Lo mismo ocurre con la situacién 6, en la que se espera que los estudiantes
identifiqguen los parametros de las funciones polinémicas en su forma factorizada, y se
enfatiza en el pasaje de la forma factorizada a la polinbmica, que es uno de los
objetivos de estas situaciones. Aqui se introduce una tarea inversa a las anteriores,
dado que ahora se conoce la representacion gréafica de la pardbola y se buscan

identificar las rectas que dieron origen a la misma.

Situacion 6
1. La funcion h, definida h: SR—)(—oo;lZ]; tiene dos ceros en X=-1y X=-5
respectivamente y h(-2)=9
a) Obtengan las formulas posibles para h.
b)¢Cuales son las distintas expresiones algebraicas de las rectas f y g, que

podrian dar origen a la curva de h(x)? Representarlas cartesianamente.
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2. Utilizando el software GeoGebra y a partir de los archivos que se encuentran en
la carpeta “Matematica 4” ubicada en el escritorio de cada netbook, analizar otras
posibles rectas que podrian dar origen a h y los resultados que desde el software

pueden obtener.

Con esta situacion seria posible construir dos ideas: por un lado, la idea de que
infinitos pares de rectas pueden generar una misma representacion gréafica de h; y por
otro, la idea de que toda parabola proviene de la multiplicacién de rectas (aunque esta
idea es desestimada mas delante). En esta situacion se decide introducir la
identificacion de un punto correspondiente a la funcion polinébmica de segundo grado
representada graficamente, y los ceros de la misma. A partir de esa informacion, los
estudiantes tienen que construir todas las representaciones analiticas posibles para la
gréfica de h dada. Estas representaciones pueden obtenerlas a partir de la expresion
analitica de h en la forma factorizada, polinébmica o a partir de la generacion de rectas

posibles que multiplicadas permitan construir la misma h.

El camino mas simple, o bien la inicializacién mas disponible para los estudiantes por

el dominio de las técnicas algebraicas que tienen, seria obtener la representacion
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analitica de h en la forma factorizada, a partir de la informacion dada. Esto
es: h(x)=ay'(x+1)-(x+5). Como h(-2)=9 se obtiene: 9=a,(-2+1):(-2+5), es decir que
a,=-3. Por lo tanto h(x)=-3-(x+1)-(x+5). Seria posible que retomen el problema de las
rectas, y analicen tomando como informacioén el punto dado h(—2)=9 y los ceros, para

obtener representaciones equivalentes de h, como se muestra en la Figura 16.

g3 /a4
: ~ h(-2)=9

h(-2)=f(-2)-9(-2)

Entonces:
Sif(-2)=1y g(-2)=9
h(-2)=f(-2)-g9(-2)=1-9=9

Sify(-2)=3 y g2(-2)=3
h(-2)=fx(-2)-92(-2)=3-3=9

| / Sif3(-2)=6y 05(-2)=1,5
h(-2)=F5(-2)-95(-2)=6-1,5=9

2 3 4 5 ¢ 5if4(-2):-2yg4(-2):-4,5
h(-2)=fa(-2)-0s(-2)=-2-(-4,5)=9

-14 13 12 11 10

Figura 16: Representacion grafica de h y de las posibles rectas que originan la curva.

Una vez obtenidas las representaciones analiticas equivalentes, y rectas posibles para
h, se propone introducir el software GeoGebra como una herramienta “agil” que
permite construir una variedad de rectas posibles para la funcion representada
graficamente, como se ha hecho para ejemplificar en la grafica anterior. El uso del
GeoGebra no sélo permitiria obtener una cantidad de rectas posibles, de manera
relativamente sencilla, sino también reconstruir la conjetura: “infinitos pares de rectas
pueden generar una misma representacion grafica de h e infinitas representaciones

analiticas posibles”, aunque mas adelante sea refutada.

Con las situaciones 4 a 6 es posible recuperar las caracteristicas de h construidas en
el marco geométrico, ahora en el analitico; y retomar el problema inicial que justifica la
génesis de las parabolas que provienen de la multiplicacion de rectas, es decir, que
son el resultado de realizar la multiplicacion gréafica o analitica entre dos funciones del
mismo tipo de grado menor. Hasta aqui las situaciones permitirian reconstruir las
caracteristicas de las representaciones analiticas de las funciones polindbmicas de

segundo grado en las formas factorizada y polindmica, ademas de los puntos notables
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y caracteristicas de la parabola, siempre retomando el problema de la multiplicacion de

las rectas.

Con las situaciones 7 y 8 se introduce el problema de reconstruir una regla general
para resolver cualquier cuadrado de un binomio y del producto de dos binomios
conjugados. Una vez obtenida esta regla, se espera ingresar en el problema de
obtener la forma factorizada de una funcion polinémica de grado dos, dada en la forma
polinbmica. Con la situacién 7 Se decide introducir inicialmente los casos donde

a, =1, y los trinomios son cuadrados perfectos y se enuncia como sigue:

SITUACION 7
1. ¢Cudl es la forma polinémica de las siguientes funciones cuadraticas de dominio
real?
hy(x)= (x+7) h,(x)=(x~6) h(x) = (x+4)-(x-4)

a) Indicar cual es el vértice de cada funcion.

b) Generar una regla que te permita obtener la forma polinbmica de las funciones
anteriores, sin aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion. Generalizar esa
regla.

2. Utilizando la regla que encontraste: ¢.cual es la forma factorizada de las siguientes

funciones cuadraticas de dominio real?
h{ x)=x?-10x+25 h{ x)=Xx*+2x +1 h{ x)=x*-4
¢, Cudl es el vértice de cada funcién?

Representarlas graficamente.

Con la situacion 8 se proponen trinomios que no son cuadrados perfectos, y se
solicita obtener su forma factorizada, para lo que es necesario desarrollar la técnica de
completar cuadrados. En este situacion, el paso a la forma factorizada permite
recuperar el problema de las rectas posibles que dan origen a cada representacion
gréfica y analitica de h. Esta situacion permitiria a los estudiantes “ampliar” y mejorar
la técnica construida en la situacion anterior, con el objetivo de pasar de la forma
polinbmica a la factorizada en cualquier caso en que las funciones tengan ceros

reales. La situacion propuesta se presenta a continuacion:
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SITUACION 8

¢, Cudl es la forma factorizada de las siguientes funciones cuadraticas de dominio real?
h,(x)=x*>+8x+7 h,(x) = x* —2x -1
¢Cuél es el vértice de h, y h,?

Representar graficamente las funcionesh, y h,.

La técnica de completar cuadrados que se espera obtener como consecuencia del
estudio en esta situacion, requiere del andlisis de otros casos posibles, no sélo por el
funcionamiento de la técnica en si, sino porque es esencial para continuar con el
estudio en las situaciones que siguen. Con las situaciones 9 y 10 se “rompe” con la
idea construida desde el inicio, de que ‘“odas las parabolas provienen de la
multiplicacién de dos rectas”. La situacion 9 introduce el problema de que no siempre
es posible obtener la representacion analitica en la forma factorizada, dada la forma
polindmica. De este modo la necesidad de los estudiantes por encontrar siempre las
rectas que originan h, determina la razén de ser de la forma canonica para los casos
donde no es posible expresar a la funcibn como multiplicacion de rectas. Este
resultado, es una consecuencia del desarrollo de la técnica de completar cuadrados de
las situaciones 7 y 8. Es por ello que se le pone tanto énfasis a la misma, aunque se
reconoce que tal vez en términos de “ecologia” no es lo mejor, pero es funcional a esta

propuesta.

La expresion analitica que se propone en la forma polinémica de la situacién 9, no
tiene expresion equivalente en la forma factorizada. Por lo tanto h no tiene ceros
reales, y por primera vez en el recorrido por Q;, tampoco proviene de la multiplicacién
de rectas. El resultado que pueden obtener los estudiantes es relativo a la vinculacion
entre la representacion analitica y la representacion gréfica de dicha funcion, sobre
todo, con relacion al vértice; cuestién que podria analizarse desde las situaciones 7 y
8. Para construir la parabola es necesario que obtengan algunos puntos que permitan
representarla y analizar las caracteristicas de la “nueva” curva obtenida. El problema
de construir la forma canoénica es consecuencia de la situacion que se enuncia a

continuacion:

SITUACION 9
Sea h una funcion cuadratica de dominio real: h(x) = x> +2x +5

a) Obtener la forma factorizada de h.

b) Representar h graficamente utilizando sus puntos notables
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Como puede interpretarse tampoco aqui cambian las preguntas, pero si se trata de un
nuevo problema. La representacion analitica en la forma canénica surge como
consecuencia del paso de la forma polindbmica a la factorizada, que no existe, y por lo
tanto se trata de una parabola que no tiene ceros reales. Por la técnica de completar
cuadrados se obtiene:

h(x)=x*+2x+5

0 x)=( x*=2( -1)-x+1)-17+5

I x)( x+17 +4
pero como no es diferencia de cuadrados, no se puede obtener la forma factorizada.
Este resultado permite identificar la expresion analitica de la funcién polinémica de

grado dos en la forma candnica.

El razonamiento colocado antes es el que se pensd que seguirian los estudiantes.
Pero la base empirica obtenida de las implementaciones permitié a los investigadores
analizar el potencial de las rectas para construir las caracteristicas de estas funciones.
Como gréaficamente se trata de una parabola que no tiene ceros reales, los estudiantes
deciden “trasladar” la misma verticalmente por ejemplo 5 unidades, hasta que dicha
parabola congruente a la dada tenga ceros reales distintos. Esto les permite poner las
rectas que multiplicadas podrian generarla y luego vuelve a realizar movimientos hasta
obtener la dada en el problema. Grafica y analiticamente, el razonamiento que habrian
seguido para analizar las caracteristicas de esta funcion polinémica de grado dos que

no tiene ceros reales es el que se muestra a continuacion:
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h(x)= f(x)-9(x)

()= (% x+1)
g(x)=2x

hoo)= (%x+1) 22X+ 5

(2,4)

(2.2)

(©,0)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Se-desplaza 5 uni dés hacia abajo
By

_3 4

Figura 17: Representacion de las gréficas congruentes hy h;.

La situacién 9 se propone con un doble objetivo: por un lado, el de obtener la forma
canonica de las funciones polindbmicas de segundo grado, y por otro, construir las
caracteristicas de la representacion grafica de una funcién polinémica de grado dos

gue no tiene ceros reales, es decir, no proviene de la multiplicacién de rectas.

El “camino” que se reconstruye a partir de Q; hasta aqui, permite analizar las
modificaciones que se producen con relacién a la gréfica y las representaciones
analiticas para los casos de funciones con dos ceros reales distintos, dos ceros reales
iguales, y para los casos de las parabolas que no tienen ceros reales. El problema de
“buscar” las rectas y de construir una respuesta a la multiplicacién entre las mismas
tanto dentro del marco grafico, geométrico y funcional como en el analitico; pareciera
guiar todo el recorrido de estudio y eso es lo que se busca pues siempre se

reconstruyen respuestas parciales a Q.

Con la situacion 10, se aborda el problema de construir parabolas congruentes a una
dada, realizando movimientos en el plano. En esta situacion se decide dar lugar a la
discusién sobre la conjetura sostenida de que todas las parabolas provienen de la
multiplicacién de rectas pues esta conjetura ha dado “vida” a todo un recorrido, y ha
resultado ser falsa. Las discusiones que se pueden generar a partir de esta cuestion,
permitiran no solo justificar el sentido de las rectas como constitutivas de las funciones
polinémicas de grado dos, sino también analizar la importancia que las rectas tienen

con relacion a los ceros y a las representaciones analiticas que de estas curvas se
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pueden obtener. A partir de esta situacién se introduce la idea de que realizando
movimientos en el plano, es posible conservar algunas caracteristicas de la curva de h
mientras que otras se modifican. Las preguntas que se introducen como “finalizacion”

del recorrido, se introducen a continuacion:

SITUACION 10
1. Las situaciones 1 a 8 parecian sostener la conjetura: “toda funcién cuadrética h
puede expresarse como el producto de dos funciones afin fy g de dominio real” ;Es V
0 F que todas las pardbolas son el producto de dos rectas? Justificar.

2. Las funciones representadas en los ejes cartesianos son cuadraticas de dominio
real. Sea i x)=x?, Dom (h)=9{ (1). Si todas las graficas son congruentes entre si,

es posible obtener cualquiera de ellas a partir de una cualquiera de las otras

realizando movimientos en el plano.

Figura 18: Representacion grafica de las curvas congruentes a h(x) = x*.

a) Indicar el menor nimero de movimientos posibles y paralelos a los ejes, que
deberas realizar a la gréfica de h para obtener las demas.

b) Obtener la expresion algebraica de cada una de las funciones representadas.

Los movimientos en el plano que deben realizar los estudiantes para responder al
problema, son abordados por ellos correctamente. En general esta situacion les
permite afirmar que la conjetura es falsa pero algunos estudiantes insisten en la
necesidad de pensar a las funciones polindmicas de segundo grado como

multiplicacién de otras curvas del mismo tipo de grado menor.
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Si bien se han detallado las 10 situaciones que se disefiaron para el estudio de Q., el
disefio incluye ademas cuatro actividades de sintesis con el objetivo de
institucionalizar los conocimientos que se reconstruyen en esta parte del REI, ademas
de las instancias para familiarizar lo reconstruido en el estudio, que se materializan en

tareas tendientes a practicar y mejorar las técnicas desarrolladas en Q;.

Segun el disefio propuesto, y los resultados recabados de la base empirica obtenida
de las implementaciones con los 163 estudiantes de la escuela secundaria (Llanos,
Otero, 2012, 2013b, 2015), el recorrido generado por la multiplicacién de dos rectas

permitiria:

Construir una representacion grafica de la parabola, justificando cada punto
notable, y también analizando las diferencias entre las distintas representaciones que

se obtienen.

Un resultado interesante, es relativo al papel que adquieren los puntos notables
cuando sélo se dispone de la unidad en los ejes y lo mismo ocurre con el andlisis de
signos, tarea que los estudiantes realizan en acto desde el inicio, pues necesitan
hipotetizar una curva, y en este analisis, se destaca la relacion entre los ceros y el
cambio o no de signo. Esta cuestion también es fundamental en los recorridos que

contindan.

Otro aspecto muy importante es relativo a la justificacion del vértice y la
simetria de la curva. En el marco de una pedagogia de la investigacién, la obtencién
de dichos puntos notables no pueden reducirse a una imposicién ostensiva, como
ocurre en la ensefianza tradicional. El retorno a la geometria hace posible obtener por

construccion el eje de simetria y el vértice de una parabola.

La construccion geométrica del vértice no solo resulta imprescindible por la
relevancia que dicho punto notable adquiere en la representacion de una parabola,
sino también por la generalidad y la generatividad que dicha construccién tiene. Esta
técnica permite multiplicar o dividir cualquier segmento de cualquier representacion
grafica, y por lo tanto en el marco de esta investigaciébn ha permitido construir
cualquier punto para mejorar las caracteristicas de las representaciones graficas

estudiadas.

El hecho de partir de la multiplicacion de diferentes pares de rectas permitio
analizar las caracteristicas de la representacion grafica cuando esta alcanza un
méximo o minimo, y también introducir desde el inicio el problema de la multiplicidad

de los ceros.
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Al partir siempre de la multiplicaciéon de las rectas, se enfatiza desde el inicio la

forma factorizada la de las funciones polinomicas de segundo grado.

La llamada forma polinbmica surge en este contexto, de realizar la
multiplicacion entre las rectas. El pasaje de la forma factorizada a la polindmica no
presenta dificultades; mientras que a la inversa si lo hace y se resuelve en este disefio
por la obtencion de la técnica de completar cuadrados.

Al considerar el problema de la multiplicacion de las rectas, analizando cémo
multiplicando infinitas rectas se puede obtener la misma pardbola, se evidencia que
una funcion no es reducible su expresibn analitica y que existen muchas
representaciones analiticas de la misma funcién. Esto permite un mejor dominio de las
técnicas por los estudiantes asi como recuperar el problema original que en este caso

ha sido la razén de ser de las funciones polinémicas de grado dos.

También se amplia el problema, considerando a las funciones que no pueden
provenir del producto de dos rectas, porque no tienen ceros. Se amplia la OM para dar
cabida a esta cuestibn que se origina como consecuencia del paso de la forma
polinbmica a la factorizada que no puede alcanzarse, lo que da lugar a la expresién
candnica. Como consecuencia, otro resultado de gran interés, es relativo a la
vinculacion que se establece entre las distintas formas polinémica, factorizada y
candnica y la representacion grafica de las funciones polinémicas de segundo grado.
El andlisis del MPR realizado muestra que se propone una manera muy diferente de
ensefar las funciones polindmicas de segundo grado en la escuela secundaria. La
generatividad de la pregunta inicial, planteada en el dominio geométrico, otorga
sentido no solo a la representacion analitica de la funcién polinébmica de segundo
grado, sino también a la posterior construccion de las curvas de todas las funciones

polinébmicas.

Las técnicas construidas como respuesta al problema de la multiplicacion de dos
rectas en la primera parte del REI pueden generalizarse y adaptarse para los casos de
la multiplicacion de mas de dos rectas y también rectas y parabolas o entre parabolas.
Esto, origina y da sentido a la segunda parte del recorrido relativa a la OM de las
funciones polindmicas, que en el marco de esta investigacion, ademas de formar parte
del proceso de ingenieria, se implementa como parte del estudio longitudinal con los

mismos estudiantes, al afio siguiente.
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PARTE 2

EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES POLINOMICAS EN LA ESCUELA
SECUNDARIA

Esta parte del recorrido se genera a partir de la pregunta Q,: ¢Como multiplicar méas
de dos rectas, o rectas y pardbolas, o pardbolas; si solamente se conoce su
representacion gréfica y la unidad en los ejes? Las curvas que seria posible construir
son tantas como rectas y pardbolas se propongan. Al igual que en la Parte 1,
inicialmente esta pregunta tiene solucién en los marcos geométrico, gréfico y
funcional, y esto ocurre porgue solamente se conoce la representacion gréafica de las
rectas, o rectas y pardbolas y la unidad en los ejes; con el objetivo ahora de
representar graficamente a p=f-g-j (f, g y j rectas) o a p=f-h (h una parabola). Para ello,
es necesario identificar los signos y algunos puntos que pueden ser obtenidos por la
informacion que se proporciona desde la situacion. También se pueden analizar en el

marco geométrico los casos de raices de orden par e impar.

Luego se introduce un problema en apariencia similar, pero dado en otro marco, el
analitico, gréfico y funcional; lo que produce el estudio de las representaciones

analiticas de las funciones polinémicas, comenzando por una expresion factorizada.

El esquema de la Figura 19, sintetiza el recorrido que parte de la multiplicacion de mas
de dos rectas, o rectas y parabolas. Todo el recorrido se desarrolla a partir de ocho
situaciones que involucran posibles cuestiones que derivan de Q,, y que son las que
permiten la razén de ser de todo el proceso de estudio. Ademas, como en la primer
parte del REI, se proponen actividades de sintesis (a cargo de los alumnos, y del
profesor), instancias de familiarizacion correspondientes a las tareas, y la evaluacion

escolar.

En primer lugar, se propone realizar la multiplicacion de curvas cuando soélo se
conocen las graficas y la unidad (situaciones 1 a 3) con el objetivo de que los
estudiantes puedan construir las caracteristicas de la representacién grafica de la
multiplicacién de mas de dos rectas o entre rectas y parabolas. Con las situaciones 4 y
5 es posible construir las caracteristicas de las representaciones analiticas de las
funciones polindmicas; siempre retomando al marco geométrico y analizando las

caracteristicas de la representacion grafica de la funcion desde otro marco. La
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situacion 6 se propone con el objetivo de analizar las propiedades de los ceros y su
multiplicidad, para las funciones de grado par e impar. Con las situaciones 7 y 8 se
espera elaborar, explicar y justificar una técnica para realizar las operaciones con
polinomios, no so6lo de forma algebraica sino también gréfica. Esta parte del recorrido
corresponde a una generalizacion de las técnicas desarrolladas en la Partel, y se

completa el estudio con las operaciones con funciones polinébmicas.

Q2: ¢ Como multiplicar mas de dos rectas, o rectas y parabolas, o parabolas; si solamente se
conoce su representacion grafica y la unidad en los ejes?

e

Representac|on gréfiTa Repr?sentacién analitica
Q2.1: ¢Cudl es la grafica v \l/
mas razonable que resulta — Q22: ¢Cudlesla
de realizar la multiplicacion 4 representacion analitica
entre funciones polinémicas Q21.2: ¢Cudl es la grafica que resulta la multiplicacién
del mismo tipo de grado mas razonable que resulta | | entre funciones polinémicas
menor, cuando sdlo se de realizar la multiplicacion del mismo tipo de grado
doneeEn §is entre rectas o rectas y menor?
representaciones gréficas y parabolas? )
la unidad en los ejes? == ————-—-—=— -===x
NP [ Q2.1.1.1: ¢Cudles son los \
R iaiaiaiaiaieh sebeieieielelelelelelelabeiebebebetate ~a 1 signos de p? !
I | Q211 ¢Qué caracteristicas de p es posible —> '
X _ reconstruir? ' X Q211.2: ¢Cudles son los !
: -C'yC 1 1 ceros de p? 1
, - Puntos notables ' ' Ecuaciones e !
1 - Construccion geométrica de cualquier puntop \ ; . )
. ' < inecuaciones .
1 /

- Dominio e imagen

— - —— e ————

Q2.2 ¢, ComMo realizar operaciones con
funciones polindbmicas?

P —

Figura 19: Descripcion de las posibles OM vinculadas a Q».

De acuerdo con la cuestion generatriz Qo que orienta todo el estudio, Q. inicia también
en el marco geométrico. Se parte del calculo del producto de otras funciones del
mismo tipo de grado menor, cuando sé6lo se conoce la unidad en los ejes y la grafica
de las curvas que se eligen. Las situaciones 1 a 3 son variantes del problema de
construir una gréfica razonable para p. En la situacién 1 p es el resultado de
multiplicar tres rectas, mientras que en las situaciones 2 y 3 una parabola y una recta,
diferenciadas estas por la cantidad de ceros que tiene la pardbola que se multiplica.
Las situaciones que se proponen a los alumnos, con las respectivas preguntas

derivadas de Q,, se detallan a continuacion:
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SITUACIONES 1A 3
Las funciones f, g ,j y h respectivamente estdn dadas por el grafico de las Figuras. La

funcion p=f-g-j o p=f-h segun corresponde.

Figura 20: Gréficas correspondientes a las funciones f, g y j (Situacién 1)

¥y I

Figura 21: Graficas correspondientes a las funciones fy h (Situacion 2)
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Figura 22: Graficas correspondientes a las funciones j y h (Situacion 3)
a) ¢Cudles son los puntos seguros y los signos de p?
b) ¢Cual podria ser representacion grafica mas razonable para p?
c) ¢Qué caracteristicas de la grafica de p podrias justificar?

Como ocurre con la multiplicacion geométrica de dos rectas, la obtencién de la curva
de p resulta también de la identificacion de los puntos seguros (ceros, unos y en
algunos casos también el menos uno) y el andlisis de los signos (C* y C). La
multiplicacién y la construccion de triangulos semejantes utilizando como informacion
la unidad, fueron ya generadas como técnica en la Parte 1 del REI, soportada por la
tecnologia del Teorema de Thales y la proporcionalidad de segmentos, y aqui se
podrian reutilizar y adaptar sin grandes inconvenientes. Las estrategias de calculo
geométrico entonces pueden recuperarse segun se interpreta en las Figuras que
siguen, y es a partir de ellas que se realiza el siguiente recorrido que permite construir

las caracteristicas de la representacion gréafica de las funciones polinémicas.

En la situacion 1, correspondiente a la Figura 23, p tiene tres ceros reales distintos (x).
Se identifican los signos, los unos (x); y algunos multiplos de la unidad (¢). La
generalizacién de la técnica desarrollada para construir cualquier punto de una curva,
permite obtener varias ordenadas de p (x) y como consecuencia una gréafica razonable
de una funcién polinbmica de grado tres con tres ceros reales distintos. De manera
similar, y a su vez més sencilla, la situacion 2 resuelve el problema de la multiplicacion

de una parabola por una recta, dada en los marcos geométrico, grafico y funcional. Se
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indica que corresponderia a una actividad mas sencilla porque a diferencia de la
situacion 1 donde primero hay que multiplicar dos rectas (generando una parébola) y
luego se la multiplica por la otra recta, en este caso, la pardbola estd dada. La decisién
de comenzar por las tres rectas y no por la parabola por una recta, se corresponde
también con la inicializacién disponible de los estudiantes, que siempre recurren a las

rectas.

N+ ++H 4

Figura 24: Representacion cartesiana para p correspondiente a la situacion 2.

La situacion 3, cuya respuesta estd representada en la Figura 25, introduce el

problema de construir una representacion grafica de la funcion polinémica de grado
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tres, con un anico cero real. El andlisis de los ceros y de su multiplicidad aparece
desde el inicio. Se construye la idea de que en las funciones de grado impar al menos
hay un cero, por el hecho de que al menos hay una recta que permite generar el grado

impar de la curva.

Figura 25: Representacion cartesiana para p correspondiente a la situacion 3.

De manera analoga al estudio desarrollado en Q,, y Q», también se produce un cambio
a los marcos analitico, grafico y funcional, a partir de una situacién en apariencia
similar, pero que permite obtener resultados distintos. Las situaciones 4y 5 permiten
obtener las expresiones algebraicas enteras de las funciones polindmicas, realizando
la multiplicacion de las funciones representadas graficamente. La expresion algebraica
de p se obtiene a partir de las representaciones graficas de las curvas y de las
coordenadas de ciertos puntos, que permiten obtener las expresiones algebraicas de
las funciones que se multiplican. Las situaciones se disefian con el objetivo de
construir las caracteristicas de las representaciones analiticas de las funciones

polinémicas y son presentadas a los estudiantes como sigue:

SITUACION 4

Las gréficas de las funciones f y j se cortan en (3;1) y las funciones j y g se cortan en
(-2;-4). La funcion f interseca al eje x en (4;0), g en (0;0) y j en (2;0). Sea p=fgj
VX e R.
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3:1)

(-2;-4)

8

Figura 26: Representacion grafica de las funciones f, g y j y de los puntos seguros.

a) Obtener las férmulas para p en forma factorizada y polinémica.

b) Graficar p e indicar caracteristicas de la grafica que podes justificar

SITUACION 5
Las gréficas de la funcion h tiene el vértice en el punto (1;-4) y los ceros en x=-1y x=3
respectivamente. La funcién k tiene el vértice en el punto (-2;2) y los ceros en x=-4 y

x=0 respectivamente. Seap = h .k VX € R.

h

(-4;0) (-1;0) (0:0) (3:0)

(1;-4)

Figura 27: Representacion grafica de las funciones h, y k y de los puntos seguros.
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a) Obtener las férmulas para p en forma factorizada y polinébmica.

b) Graficar p e indicar caracteristicas de la grafica que podes justificar

En las dos situaciones se solicita: obtener las formulas para p en forma factorizada y
polinbmica. Graficar p e indicar las caracteristicas de la grafica que se pueden
justificar. A partir de los puntos que se indican en las representaciones graficas, los
estudiantes podrian obtener las expresiones algebraicas de las funciones
representadas graficamente, y realizando la multiplicacién, la expresion de la forma
polinbmica de p, de grados 3 y 4 respectivamente. Primero, por partir de la
multiplicacién de funciones del mismo tipo de grado menor, podrian expresar al
producto de esas funciones en la forma factorizada y por ultimo, la expresioén general

de la funcion.

Un vez analizadas las caracteristicas de las representaciones analiticas en las formas
factorizada y polinbmica, se propone la situacidon 6 que permitiria construir las
propiedades de los ceros, analizar la multiplicidad y sus caracteristicas relativas a las
funciones polinémicas de grado par e impar, a partir de los ejemplos que se solicitd
proponer a los estudiantes. La situacion marca una diferencia notable con la manera
de introducir este problema en la ensefianza tradicional, dado que aqui s6lo se pide
proponer ejemplos y arribar a conclusiones, actividad que es realizable gracias a la
importancia atribuida a las rectas, y a la necesidad de realizar operaciones con las

mismas, tanto grafica como analiticamente. Este problema se propone como sigue:

SITUACION 6

Propongan ejemplos de funciones que cumplan con las siguientes condiciones y luego
grafiquen cada una:

a) Una funcién de grado uno que no tenga ceros reales y una que tenga sélo un cero
real.

b) Una funcién de grado dos que no tenga ceros reales, una que tenga solo un cero
real y otra que tenga los dos ceros reales.

c) Una funcién de grado tres que no tenga ceros reales, una que tenga solo uno, otra
gue tenga sélo dos y otra que tenga los tres ceros reales.

d) Una funcién de grado cuatro que no tenga ceros reales, una que tenga soélo un cero
real, una que tenga solo dos ceros reales, otra que tenga sélo tres ceros reales y otra

gue tenga los cuatro ceros reales.
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Los estudiantes propondrian los ejemplos, a partir de los cuales seria posible analizar
las propiedades de los ceros y las diferencias entre las funciones de grado par e
impar, discusiéon que derivaria en las cuestiones ¢ pueden las funciones de grado par

no tener ceros? ¢y las de grado impar?

Las situaciones 7 y 8, se dirigen a elaborar, explicar y justificar una técnica para
realizar las operaciones con polinomios, no so6lo de forma algebraica sino también
grafica. En la situacion 7 los estudiantes tienen que resolver el problema de obtener
una técnica para sumar, restar y multiplicar polinomios y tienen por objetivo concluir
acerca de los siguientes problemas: ¢ Cdmo se realizan las operaciones suma, resta y
multiplicacién de polinomios? ¢Qué técnicas proponen para hacerlo?; teniendo en
cuenta que esta no es Unica, y que por otro lado, no necesariamente deberia ser una

técnica analitica.

SITUACION 7
Las actividades 1-5 nos han permitido encontrar funciones polinémicas. Ellas son
polinomios con Dom=R.
Con ellos se pueden realizar las cuatro operaciones basicas que conocemos para los
nameros (suma, resta, multiplicacion y division).
Elaboren una técnica para realizar la suma, la resta y la multiplicacion de polinomios.
Propongan ejemplos e indiqguen cudl es el procedimiento como si tuvieran que

comunicarselo a otro. (Puede haber distintas maneras de hacerlo).

La situacidn 8 se propone con el objetivo de recuperar el problema de la suma y resta
entre funciones graficamente, y fue uno de los problemas introducidos por los
estudiantes. Esta situacion permite analizar graficamente las modificaciones que

producen las operaciones, que antes obtienen analiticamente.

SITUACION 8
Dados la expresion y la grafica de los polinomios P(x), Q(x), T(x) y M(x) tal que:
Px)=x®-x+3; Qx)=x*-2; T(X)=x>+x*>-x+1 yMXx)=x>-x*>-x+5

¢ Cual es la relacion entre los polinomios P(x), Q(X) y T(x)? ¢Y entre P(x), Q(X) y M(x)?
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Puedes utilizar la siguiente tabla para comprobar algunos puntos:

X|IPX)=x*-x+3 | Qx)=x*-2 | T(x)=x*+x® —x+1 | M(x)=x* —x* - x+5

Ademas de las situaciones, se propone una sintesis, a la que se agregan ejercicios y
problemas. La sintesis involucra las nociones matematicas: funcién polindbmica,
polinomios, polinomios iguales, polinomio nulo, ceros de la funcién polinémica,
operaciones con polinomios (suma, resta y multiplicacién de polinomios). Division de
polinomios. Técnicas para factorizar polinomios. Divisibilidad de polinomios, la técnica
de Gauss, los casos de raices mdultiples, conjuntos de positividad y negatividad.

Ademas, se analiza la operacion cociente.

El estudio de las funciones polinGmicas propuesto a partir de Q. permitié realizar un
andlisis relativamente completo de las mismas, y recabar resultados significativos.
Desde las primeras situaciones donde se obtiene la grafica de p por calculo
geomeétrico, se introduce el problema del analisis de la paridad de los ceros,
analizando los casos de las funciones polinémicas de grado tres con un cero real y
tres ceros reales y su relacion con el cambio de signo de la funcion, desde la primera

situacion.
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Con relaciéon al dominio analitico-funcional, la obtencién de expresiones algebraicas
para p no presenta problemas a los estudiantes. Obtienen de manera relativamente
“natural” la expresion polindbmica a partir de la multiplicacién entre las expresiones
analiticas de las funciones representadas graficamente. El hecho de que los alumnos
puedan comenzar con el estudio de la funcién polinébmica a través de la multiplicacién
de otras funciones del mismo tipo de grado menor, permite por un lado, obtener

primero la expresion de la funcion en la forma factorizada y luego la forma polinémica.

Por otro lado la construccion de las técnicas para realizar operaciones con polinomios,
recupera el sentido de estas operaciones y de todo el estudio a partir de Qo, pues en el
fondo todo se reduce a las operaciones con curvas o expresiones algebraicas. Lo que
en la enseflanza tradicional es una imposicién porque el profesor se ve obligado a
definir las operaciones y ofrecer “formas de operar” con funciones polinédmicas, aqui es
una consecuencia del estudio longitudinal que tiene su génesis y razén de ser en las

operaciones.
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PARTE 3

EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES RACIONALES EN LA ESCUELA SECUNDARIA

El recorrido que aqui presentamos parte del estudio de Qs: ¢como realizar el cociente
entre funciones polindmicas si s6lo se conoce su representacion gréfica y la unidad en
los ejes? Se comienza en el marco geométrico, gréfico y funcional; al igual que los
recorridos de estudio que lo preceden, pero a diferencia de ellos, este recorrido parte
del cociente de funciones polindmicas. Las dos primeras situaciones son variantes del
problema de dividir dos curvas, cuando sélo se conoce la representacion grafica de las
mismas y la unidad en los ejes, y se busca en estos casos construir la grafica mas
razonable de la funcién racional. Con el cambio a los marcos analitico, grafico y
funcional se buscan reconstruir las caracteristicas de las representaciones algebraicas
de las funciones racionales . Ademas se analizan los casos de simplificacion de estas
funciones, se retoman las propiedades de los ceros, se construyen las caracteristicas
de las asintotas horizontales y verticales y los puntos de discontinuidad. El desarrollo
de las técnicas para realizar operaciones entre funciones racionales, se realiza al final
del recorrido, y al igual que en la parte 2, estas técnicas podrian obtenerse en este
caso, por adaptacion para las desarrolladas para realizar operaciones con ndmeros

racionales.

El esquema de la Figura 28 sintetiza el estudio que podria realizarse a partir de Qs. En
dicho esquema se describen las preguntas que llevarian a la construccién de la OM
relativa a las funciones raciones y las nociones involucradas para dar respuesta a

dichas preguntas.

El disefio de Qs se desarrolla a partir de 8 situaciones. Se proponen actividades de
sintesis, algunas a cargo de los estudiantes y otras del profesor, ademas de
actividades para practicar las técnicas que se podrian reconstruir en este estudio. Aqui
s6lo presentamos las 8 situaciones, y los resultados que desde estas se podrian

esperar.
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Qs: ¢ Como realizar el cociente entre funciones polinémicas, si s6lo se
conocen sus representaciones graficas y la unidad en los ejes?
1

Representa;l(/:ién gréllfica
\4

Representagén analitica

Qs.1: ¢ Cudl es la grafica mas
razonable que resulta de
realizar el cociente entre

funciones polinédmicas
cuando s6lo se conocen sus
representaciones graficas y
la unidad en los ejes?

Vi

OM funciones racionales

OM funciones homogréficas

\4
Qz.1.2: ¢Cual es la gréfica
més razonable que

A\ Vi
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cociente entre rectas?
V| e e e e e -
Qs.1.1.1: ¢ Cudles son
los signos de g?

o

Qz.1.12: ¢,Cudles son
los ceros de ?
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—— e ———
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Qs.1.1.3: ¢, Qué ocurre en
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cociente?

/

Qs.2.3: ¢ COmo realizar operaciones
con funciones racionales?
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| funciones racionales

_____________ /78—
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OM operaciones con
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1
1
1
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- Limites laterales

- Limite en un punto

- Limite en el infinito
- Limites indeterminados

- e e e e =

Figura 28: Descripcion de las posibles OM a reconstruir con Q3.

Con las situaciones 1 y 2 se reconstruyen las caracteristicas de la representacion
gréfica de las funciones racionales (q), a partir del cociente de funciones polinémicas
cuando solamente se conoce la representacion grafica de las mismas y la unidad en
los ejes. Las dos primeras situaciones son variantes del problema de dividir
geométricamente dos curvas. En la situacion 1 la grafica de g es el resultado de
realizar la divisibn geométrica de dos rectas, mientras que en la situacion 2 entre una
recta y una parabola. A partir del problema propuesto, es posible explicitar las técnicas
que permiten construir los puntos notables y la respectiva representacion grafica. Las

técnicas desarrolladas para la multiplicacion, deben ser adaptadas ahora para el

cociente entre funciones polinébmicas.

Las situaciones que se proponen, se enuncian como sigue:



ESTUDIO DE FUNCIONES ALGEBRAICAS EN LA ESCUELA SECUNDARIA

51
V. C. Llanos, M. R. Otero, M. P. Gazzola

SITUACIONES 1Y 2
Las funciones f, g y h estdn dadas por los graficos de las Figuras 29 y 30

respectivamente. La funcion q=§ o] q=£ en los distintos casos.

g ¥

f

Figura 29: Representacion gréfica de las funciones fy g. Situacién 1

Lh

Figura 30: Representacion gréfica de las funciones f y h. Situacién 2

a) ¢Cual podria ser la grafica mas razonable para q? ¢Qué caracteristicas de la
gréafica de q podrias justificar?

b) ¢ Es q la representacion grafica de una funcion?

c) Obtener la gréfica méas razonable para r = 9
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La obtencion de la curva mas razonable para la funcién racional g se logra a partir de
la identificacion de los signos (C*y C) y los puntos seguros (ceros, unos, menos unos,
multiplos de la unidad) como en los recorridos anteriores. Una diferencia con las
caracteristicas desarrolladas en Q; y Q,, es que aqui por tratarse de un cociente, la
interseccién entre las curvas es uno. También es posible obtener otros puntos seguros
a través de la construccion geométrica que se retoma de los recorridos anteriores, a
partir de los triangulos semejantes utilizando como informacion la unidad en los ejes, y
teniendo en cuenta que dicha técnica requiere ser adaptada, porque se trata ahora del
cociente y no de la multiplicacion de segmentos. Las técnicas para construir la grafica

que resulta del cociente entre las curvas, se presentan a partir de la situacion 1.

De la Figura 29 es posible identificar inicialmente los signos y algunos puntos
“seguros”. Los signos de g estan determinados por los de fy g. Si X, ¥ X, son los ceros
de f y g respectivamente, se obtiene:

vxed —ogx,) f>0yg<0=q9<0

X e X,;%,) f>0yg>0=q9>0

X g X +0) f<O0yg>0=q9<0

Este analisis permite identificar que q es negativa hasta el cero de la recta f, luego

positiva y en la interseccién con el eje x de g, vuelve a ser negativa. Teniendo en

cuenta que q=§ , €s posible identificar también los puntos denominados “seguros”, es

decir, “los ceros y los unos” (x):

si(xb):0:>QXb):g?(b):0

sigx)=1=4x)=d =)

i x,)=-1= 4 x,)= U = 1))

. fx)_€x)_

16%,)=0x)= €)= =0
£ x,)

Ademas, cuando @ x,)=0=¢ Xa):T NO esta definido (indeterminado), por lo

tanto, g no puede admitir ninguna ordenada en X = X, . En el gréafico de la Figura 31 y

se representa por la linea vertical en color celeste.
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N
N

Figura 31: identificacion de los signos de g, los puntos seguros y la recta X = X, .

Por otro lado, para determinar como es el comportamiento de la gréfica de g es
necesario  construir  triAngulos  semejantes, teniendo en cuenta que

€ x,)=a y 4@ x,)=Db, para obtener un nuevo punto que pertenezca a la gréfica de

g, como se muestra en la figura:

\\

b

_____________ i
%

Figura 32: triangulos semejantes y determinacion de un nuevo punto de q

€ x,)
¢ x,

] a b a a
Asi, g x, )= =—. Porel Teoremade Tales: —=— = c=—
" b 1 ¢ b

~—"
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Esta técnica permite reconstruir varios puntos para q (x). A diferencia de los triAngulos
analizados para el caso de la multiplicacién, en el cociente la unidad corresponde a
uno de los lados de los triangulos que se construyen, pero en otra posicion, al igual
que los segmentos determinados por las rectas en el punto. De esta forma se pueden
obtener tantos puntos para ¢, como veces se reproduzca la técnica. Esto permite
obtener una gréfica bien aproximada de q:

N\ /
--------------- ;- N i—’+++++++++;r/+++++

Figura 32: Representacion grafica de g. Situacion 1.

Para que g sea una funcién es necesario excluir del dominio los valores donde no
esta definida. Por lo tanto, es funcion en —og; X, )N xa;+oo). La representacion gréafica

-9
de r=2

se obtiene de forma anéloga a q.

Con la situacion 2 de la Figura 33 se introduce el problema de la division de una recta
por una parabola. El analisis de los signos (representados en el gréafico con los
respectivos signos en cada tramo de la curva) se realiza de manera similar; y se
introduce aqui el problema de las asintotas, no solo verticales, sino la asintota
horizontal. En la figura se identifican los puntos seguros y multiplos de la unidad (%).
Proponen como puntos destacados la abscisa para h=2 o h=-2, pues g es la mitad de f
(). De manera analoga, es posible reproducir la técnica para construir cualquier punto
de la curva (x). Puede interpretarse en la grafica que se obtiene una representacion

X=X,.
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Figura 33: Representacion grafica de q. Situacion 2.

Entre las caracteristicas de la grafica de g, resulta interesante analizar el caso de la
divisién por cero, dado que en los recorridos que preceden, este aspecto no ha sido
considerado porque tratan de la multiplicacion de curvas y no del cociente como en
estos casos. Es interesante analizar también el comportamiento de la gréfica
razonable para q en los puntos proximos al “cero del denominador”, debido a que en

este punto hay una asintota vertical.

Con las situaciones 3y 4 se obtienen algunos casos de representaciones algebraicas
de las funciones racionales g. En estas situaciones se retoman las representaciones
gréficas de las situaciones 1 y 2, pero se proporciona la escala de los ejes y se
proponen algunos puntos que pertenecen a las funciones representadas graficamente.
El cambio a los marcos analitico, grafico y funcional, permite analizar las asintotas que
son esenciales en el estudio de las funciones racionales. Las preguntas que se

introducen al aula con las situaciones 3y 4 son:

SITUACION 3

Las funciones f y g estan dadas por el gréafico de la Figura 34. La funcion f interseca al

eje x en (5;0) y al eje y en (0;5). La funcién g interseca al eje x en (-2;0) y al eje y en

(0;2). La funcion q = i
g
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Figura 34: Representacion gréafica de las funciones fy g.

a) Obtener las férmulas posibles para g.
b) Graficar q e indicar las caracteristicas de la grafica que podes justificar
SITUACION 4

Las funciones f y h estan dadas por el grafico de la figura 35. La funcién h tiene el

vértice en (1;4) y los ceros en x=-1 y x=3. La funcion f interseca al eje x en (-4;0) y al

gje y en (0;2). La funcion q = %

h

Figura 35: Representacion grafica de las funciones fy h

a) Obtener las férmulas posibles para q.

b) Graficar q e indicar las caracteristicas de la grafica que podes justificar
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C) ¢Es q una funcién?

Las caracteristicas de las representaciones analiticas de ¢ se obtienen a partir de las
representaciones de las rectas y la parabola en cada caso; y luego se define g como el

cociente entre las mismas. Para la situacién 3 la expresion algebraica de q queda

1
. —X o X+2
determinada por x):—+5, y en la situacién 4 por QX)zé— 0 su
X+2 —-X“+2x+3
o Tox+2 | L
expresion equivalente @ x)= . A partir de la representacion analitica

{ x+1)( x-3)
es posible obtener cualquier ordenada para q y las ecuaciones de las asintotas
verticales (analizando los casos donde el denominador es cero) y horizontales
(utilizando el algoritmo de la division y evaluando a la funcién g en valores de las
abscisas muy grandes). Esto permite comprender y precisar el comportamiento de las

ramas de la curva y obtener una grafica bien aproximada de q.

En el caso del cociente entre una parabola y una recta (situacion 4), es posible a partir
del algoritmo de la divisién identificar la asintota oblicua, que se corresponde con el
cociente de la misma. La dificultad que podria presentarse aqui es relativa a los ceros,
a la identificacion de los diferentes tipos de asintotas, y a los casos de puntos de
discontinuidad. Para analizar en profundidad estos casos, se propone la situacion 5
que permite estudiar los casos de simplificacion de las funciones racionales y retomar
también las propiedades de los ceros asociadas a estas funciones. Con esta situacion
se introduce el problema de la conjetura “los ceros de la funcién del numerador, son
los ceros de la funcion racional”, que hasta esta situacion parecia sostenerse, pero

que es falsa.

SITUACION 5
Las funciones f y h estan dadas por el grafico de la figura 36. La funcién h tiene el

vértice en (0;-4) y los ceros en x=-2 y x=2. La funcién f interseca al eje x en (-2;0) y al

eje y en (0;2). La funciéon q :?
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W2 /

(0.-4)

Figura 36: Representacion grafica de las funciones fy h.

a) Obtener la expresion algebraica y la representacion gréafica de q.
b) Las situaciones 1 a 4 parecian sostener la conjetura: “los ceros de la funcion
del numerador son los ceros de la funcién racional” ;Es V o F que los ceros de h son

también los ceros de g?

— (x-2)(x+2)

Aqui, g 2)

=x-2. La funcién q parecia ser una recta, pero tiene la particularidad de

tener un punto de discontinuidad. Esta situacién retoma el problema de los ceros de
una funcién racional y permite estudiar el caso donde la funcion numerador y la
funcion denominador comparten un cero, es decir, el caso en que una funcion racional
tiene un punto de discontinuidad. También sirve de introduccion para estudiar los

casos de simplificaciéon de funciones racionales.

Con la situacion 6 se analizan las diferentes representaciones graficas y analiticas
para g estudiadas a partir de las situaciones 3, 4 y 5; con el objetivo de profundizar la
discusion acerca de los casos donde corresponde identificar asintotas (verticales y
horizontales) y cuando puntos de discontinuidad. Se analizan también las
caracteristicas de la representacién gréafica de las funciones racionales en cada caso.
Para el desarrollo de esta situacion se utiliza el software GeoGebra, lo que resulta un
instrumento esencial para estudiar las asintotas, no so6lo por su simplicidad, sino
porque proporciona informacioén dada en diferentes marcos a la vez: numérico, grafico,

algebraico, funcional.
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SITUACION 6

Dadas las funciones racionales:

a,(x )—X—+5, Dorti q,) =R —{- 2}

) —yzx+2 o g
aa( )—_(X+1)(X_3), Dorfi q,)= % — {31}

)= (x+2)x-2) +2)(x 2)

Q3( ; Dor(1q3):ER—{—2}

obtenidas en las situaciones 3, 4 y 5 respectivamente.

Utilizando el software GeoGebra, analizar las caracteristicas de cada grafica de g. El

software esta programado para que al realizar movimientos con el Mouse sobre cada

A B C
punto (* , * o0 * ) que se indica, puedan obtener en la tabla de la derecha los valores

que toma la funcion q .

({) GeoGebra - Situacion 4.ggb (M=%
Archivo Edita Vista Opciones Hemamisnias Ventana Ayuda
A ‘ @
9 [
D E F
7 -
3
4
5
5
E
]
10
1
12
13
14
) 3 o 1 I 3 ; 3 i3 o | 15
16
17
18
18
20
2
23
24
25
26
28 =
>
@ Entrada; = |v|la || comando. v
m {8 Facebook - windows ] secuencia[].doc-Mi... || 18] sintesis%20r_Racon. (3 Matematcs 5 e QL@ 5w

a) Analizar el comportamiento de g considerando valores de x muy préximos a

aquellos que anulan el denominador.

b) Analizar el comportamiento de g considerando valores de x cuyo valor absoluto sea

cada vez mayor.

Utilizando el software es posible analizar el comportamiento de la gréafica de cada

funcion, y los datos numéricos aportarian informacién suficiente para analizar los

valores préximos a los excluidos del dominio en las situaciones 3, 4 y 5. A partir de la

utilizaciéon del software, pueden comprobar que definitivamente las funciones nunca
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cortan la “indeterminada”. En el caso de las funciones que tienen una asintota
horizontal, a medida que toman valores de x suficientemente grandes en valor

absoluto, la funcién se acerca al valor de la asintota, pero nunca es el mismo valor.

Por ejemplo, en la primer visualizacion correspondiente a q; es posible observar como
al acercarse con el punto movil suficientemente al valor -2 la funcion crece
rapidamente y toman valores positivos muy grandes. En la tabla de la Figura 37, los
valores de la izquierda corresponden a la variable independiente y los de la derecha a
g. Las ultimas filas de esta tabla ejemplifican cémo es posible analizar el
comportamiento de la asintota vertical de la funcion, y por otro lado la idea de que las

ramas de la gréfica de las funciones racionales son infinitas.

Archivo Edita Vista Opciones Hemamientas Ventana Ayuda
N[y R NI IEs] A N = | Desplazar vista Gratica
J E —|[L* 2l e N\ Despiazar Vista Grifica o Ejes (Mayisculas + Desplazar)
A 8
20l 1 083 | 48820058829
2 0.8975 | 53492063402
0.965 5.7632850242
1 4 4.0325 | 62351421189
14| &TTTTTTTITR
19675 | 74084084084
1.235 | 81503267974
8 1.3025 | 9.0358422939
[ 137 | 1041911111
10 14375 | 1144444444,
11 1505 | 1344141414,
12 15725 | 15.37426900..
13 1.64 | 1844444444
14 1.7075 | 22.93162393.
15 AT75 ] 3041114111
186 -1.8425 4344444444
e | 17 191 | T6.TTTTTITI...
18 19775 | 3101111111

) Entraca * v g~ Comando -

Figura 37: Representacion grafica de g; y analisis de la asintota vertical.

Por otro lado, si se toman valores de x suficientemente grandes, se puede observar
gue la funcion tiene un decrecimiento muy lento y se acerca al valor -1, aunque nunca
toma este valor. Corresponde a la asintota horizontal, que en este caso se encuentra
en y=-1. En la tabla de la Figura 38 puede interpretarse esta caracteristica de la
grafica de g;, de manera sencilla. De manera analoga se obtienen las caracteristicas

de las asintotas para (,, que es la situacion dada en el enunciado.
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) GeoGebra - A10_1.ggh = X
Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

A . [N 4 X -2 Desplazar Vista Grafica )
200

s H i J
1 142.61125| 09515043607 2426200375 -0.9713842074 | ~
2 143.078125| 09520476009 249.4553125 -0.9721620517
3 1451171875 -0.9524188838 25105 -0.9723374827 | | =
10 4 146.0284375 | -0.9527117889 2581121875 -0.9730885351
5 147.623125 0.953215788 250706875 -0.9732525177
3 1483065625  -0.9534285138 2613015625 -0.973414514
100 7 148.99 08536393133 265.63 -0.9738444868
& 149.6734375 |  -0.9538482142 266.996875 -0.9739773929
a 151.0403125 | -0.9542604175 2685015625 -0.9741307529
B 10 1524071875 -0.9546653228 27292 -0.9745380474
11 154001875 09551287444 2740590625 -0.9746431074
12 1544575 09562504155 2772484375 -0.9749327156
2 13 155.824375 | 09556460018 279.0709375 -0.9750952551
T o E 0 0 20 =0 0 E o w0
14 157.4190625 -0.956090571 2808934375 -0.9752557003
15 1581025  0.9562780094 282488125 -0.9753944035
16 160380625 | 09568014087 2854496875 -0.9756479123
7 161.0640625| 0. 289.0046875 -0.9759528413
18 1617475 0 2927396875 -0.9762502293
19 1624300375 -0.0574280358 2041065625 -0.976350862
20 1637978125 0.9577790013 206.3846875 -0.9765403511
21 1642534375 0. 2991184375 0.9767533331
22 1651646875  -0.9581251274 301624375 -0.9769451975
2 1665315625 |  -0.0584647534 302535625 -0.9770141835
24 168.3540625|  -0.9589001103 304.81375 -0.9771848556
25 169.94875| -0, 305725 -0.9772524169
26 17086 09595048016 307.3196875 -0.9773696913
27 172.226875|  -0.9508225016 | 310.0534375 -0.9775670446 | ~
« i
® Entrada =+ a ~ Comanda -

Figura 38: Representacion grafica de q; y andlisis de la asintota horizontal.

Para el caso de la funcién gz interesa analizar valores proximos a x=-2, que
corresponde al punto de discontinuidad de la funcién. En este caso, el software
“devuelve” valores para cualquier caso, excepto en ese punto. Esto permitiria por otro
lado, entender la diferencia entre una asintota y en este caso el punto de
discontinuidad. En la Figura 39 se representa la grafica de gs, con la identificacion del
punto de discontinuidad y los valores analizados en el software.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A . ~ 'S -d; X Desplazar Vista Grafica
i . { a 4 .
e DssplazarVista Grsfica o Efss (Hayisculas + Desploza)

Y63

1] A58 358
81 A6 36
B 82 1.62 -3.62
a3 .64 364
84 166 -3.66
) 85 .68 -3.68
7 5 5 5 3 2 T [ 1 2 3 3 H I 7 it A7 37
87 A2 372
88 474 374
. 89 176 376
20 1.8 3.8
91 .82 -3.82
92 184 384
93 186 -3.86
94 .88 388
95 1.9 38
96 1.92 3.92
o7 1.94 394
98 1.96 -3.96
) 2 2
100 H ?
104 -2.02 4.02
102 -2.04 404
103 -2.06 4.06
104 208 408
105 242 412

106 214 414

i] '
@ Entrada * v a ~ Comando v

Figura 39: Representacion grafica de gz y andlisis del punto de discontinuidad.

Una vez analizadas gréfica y analiticamente las caracteristicas de las funciones
racionales, se propone la situacién 7 con el objetivo de elaborar, explicar y justificar

una técnica para realizar las operaciones con polinomios:
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SITUACION 7

Las actividades 1-6 nos han permitido encontrar y analizar funciones racionales de la

forma q(x)= f((x)) , donde f(x) y g(x) son polinomios, con g(x) = 0.

a(x
Con ellas se pueden realizar las cuatro operaciones basicas que conocemos para los

nameros (suma, resta, multiplicacion y division).

Elaboren una técnica para realizar la suma, resta, multiplicacion y division de
funciones racionales. Propongan ejemplos e indiquen cudl es el procedimiento como si

tuvieran que comunicarselo a otro. (Puede haber distintas maneras de hacerlo).

Utilizar el software GeoGebra para analizar las gréficas de los ejemplos que se

proponen en cada caso.

Para resolver esta situacion es posible generar una técnica por comparacion con las
fracciones. A partir de esta comparacion, las técnicas para realizar estas operaciones
podrian surgir sin mayores dificultades.

Ademas de las situaciones 1 a 8, en esta parte también se propone una sintesis, a la
que se agregan ejercicios y problemas. La sintesis involucra las nociones
matematicas: funciones racionales, asintotas, podria permitir ingresar en el estudio del
limite, y también operaciones con funciones racionales (suma, resta, multiplicacion y
division de funciones racionales). Entre los alcances del disefio es posible mencionar
que:

Con las situaciones 1 y 2 es posible obtener una representacion gréafica
aproximada de q utilizando las técnicas de calculo geométrico, que han sido
readaptadas y modificadas para ajustarse a la situacion propuesta. Una pregunta
importante en este recorrido, es relativa al analisis de los ceros del denominador,
dado que estos no pertenecen al dominio de la funcién g. En este marco se ha
logrado analizar lo que ocurre en los puntos proximos a las asintotas verticales,
aunque un estudio mas completo de las mismas pudo realizarse desde el marco
algebraico.

En el marco algebraico-cartesiano-funcional, al que se ingresé a partir de la
situacion 3, es posible obtener varias representaciones algebraicas para q,
calculando algebraicamente el cociente de polinomios. Es posible efectuando el

cociente de los polinomios, ingresar en el analisis de las asintotas, de las
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propiedades de los ceros, los casos de simplificaciébn y analisis de puntos de
discontinuidad.

El uso de la herramienta informatica GeoGebra, es muy importante en este disefio,
no solo porque permite analizar las ecuaciones de las asintotas, sino ademas
porque permite considerar los diferentes casos de simplificacion e identificar los
puntos de discontinuidad analizados.

Otro resultado de interés que podria obtenerse en el marco analitico, es relativo a
las técnicas para realizar las cuatro operaciones bésicas: suma, resta,

multiplicacion y division con funciones racionales.



ESTUDIO DE FUNCIONES ALGEBRAICAS EN LA ESCUELA SECUNDARIA | 64
V. C. Llanos, M. R. Otero, M. P. Gazzola

REFERENCIAS

Chevallard, Y. (1999) El analisis de las practicas docentes en la teoria antropolégica
de lo didactico. Recherches en Didactique des Mathématiques, 19 (2), pp. 221-266.

Chevallard, Y. (2004). Vers une didactique de la codisciplinarité. Notes sur une
nouvelle épistémologie scolaire. Disponible en http://yves.chevallard.free.fr/.

Chevallard, Y. (2009). La notion de PER: problémes et avancées. Disponible en:
http://yves.chevallard.free.fr/.

Chevallard, Y. (2012) Teaching Mathematics in tomorrow’s society: a case for an
oncoming counter paradigm. 12th International Congress on Mathematical Education.
8 — 15 July, 2012, Seoul, Korea. http://lyves.chevallard.free.fr/.

Chevallard, Y. (2013). Ensefiar Matematicas en la Sociedad de Mafiana: Alegato a
Favor de un Contraparadigma Emergente. REDIMAT-Journal of Research in
Mathematics Education, 2 (2), 161-182. doi: 10.447/redimat.2013.26.

Douady, R. (1984). Jeux de cadres et dialectique outil-objet Dans I"'enseignement des
mathématiques: une réalisation dans tout le cursus primaire. Thése de doctorat d"état.

Spécialité : Didactique des Mathématiques. Soutenue le 10 Octobre 1984.

Douady, R. (1999) Relation Function/al algebra: an example in high school (age 15-
16). European Research in Mathematics Education |: Group 1. pp. 113-124.
Forschugsinstitut fir Matematikdidactiktik, Osnabrtick.

Ferrari, M.; Farfan, R. M. (2008). Un estudio socioepistemolégico de lo logaritmico: la
construccién de una red de modelos. Revista latinoamericana de investigacion en
matematica educativa (RELIME), 11 (3), pp. 309-354.

Gazzola, M. P.; Llanos, V. C.; Otero, M. R. (2013). Research and Study Paths in the
Teaching of Mathematics at Secondary school relative to the Rational Functions.
Journal of Arts & Humanities, 2 (3), pp. 109-115.

Llanos, V. C.; Otero, M. R. (2013a) Operaciones con curvas y estudio de funciones.
Revista SUMA+ para la ensefianza y el aprendizaje de la matemética, 73, pp. 17-24.

Valencia, Espafia

Llanos, V. C.; Otero, M. R. (2013b) La pédagogie de I'enquéte et du questionnement
du monde: une étude longitudinale dans I'école secondaire argentine. Review of
Science, Mathematics and ICT Education. Re SM TICE, 7 (1), pp. 27-46. Universidad

de Patras, Grecia.


http://yves.chevallard.free.fr/
http://yves.chevallard.free.fr/
http://yves.chevallard.free.fr/

ESTUDIO DE FUNCIONES ALGEBRAICAS EN LA ESCUELA SECUNDARIA | 65
V. C. Llanos, M. R. Otero, M. P. Gazzola

Llanos, V. C.; Otero, M. R. (2015). Insercion de un REI en la escuela secundaria: el
caso de las funciones polindmicas de segundo grado. Revista Latinoamericana de
Investigacién en Matematica Educativa RELIME, 18 (2), pp. 245-275.

Llanos, V. C.; Otero, M. R.; Colombo, E. (2015). The polynomial functions as result of
multiplying curves in the framework of a Research and Study Paths. REDIMAT -
Journal of Research in Mathematics Education; 4 (1), pp. 80-98.

Otero, M. R. (2013). La Teoria Antropolégica de lo Didactico. En M. R. Otero; M.
Fanaro; A. R. Corica; V. C. Llanos; P. Sureda; V. Parra (2013). La Teoria
Antropoldgica de lo Didactico en el Aula de Matematica (pp. 15-28). Editorial Dunken,
Buenos Aires, Argentina.

Otero, M. R.; Fanaro, M.; Llanos, V. C. (2013). La Pedagogia de la Investigacion y del
Cuestionamiento del Mundo y el Inquiry: un andlisis desde la ensefianza de la
Matematica y la Fisica. Revista Electronica de Investigacion en Educacion en Ciencias
(REIEC), 8 (1), pp. 77-89.



