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Resumen:Se presenta una forma de hallar la evolución del estado adjunto de un problema de controlóptimo no
lineal, con restricciones en el control y en el estado. El problema de control modela el gerenciamiento del flujo de
enerǵıa en un veh́ıculo eĺectrico h́ıbrido. Se sẽnala ćomo el estado adjunto puede ser interpretado como el “factorde
consumo equivalente”, parámetro utilizado para el diseño de algoritmos en tiempo real. La solución es nuḿerica y se
obtiene mediante el uso de una herramienta computacional (PASVA4) disẽnada para resolver problemas de valores de
contorno, que maneja discontinuidades en las ecuaciones y eventualmente en la solución y paŕametros desconocidos.
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1. INTRODUCCIÓN

Los veh́ıculos eĺectricos h́ıbridos son veh́ıculos equipados con dos fuentes de energı́a: un banco de ba-
teŕıas y un motor de combustión interna, que es usado no sólo para contribuir a la tracción sino tambíen para
generar energı́a eĺectrica para recargar las baterı́as. Estos veh́ıculos reducen el consumo de combustible ya
que utilizan un motor de combustión más pequẽno. Adeḿas pueden usarlo permanentemente en su punto
de operacíon más ecońomico, dado que la fuente de energı́a eĺectrica permite completar el requerimiento.
Además , la traccíon es llevada a cabo por motores/generadores que, durante el frenado pueden recuperar la
enerǵıa cińetica acumulada en la aceleración reconvirtíendola en energı́a eĺectrica con la que se recargan las
bateŕıas. Por lo anterior, en el sistema de tracción de estos vehı́culos, se producen diferentes flujos de energı́a
en diferentes direcciones que, para una utilización eficiente, necesitan ser controlados por un gerenciador,
que define cúando y cúanta potencia debe aportar cada fuente. Si se hace la suposición de que se conoce
el ciclo de velocidad a cumplir por el vehı́culo en una misíon, el disẽno de este control puede plantearse
como un problema de controlóptimo con restricciones en el control y en el estado, cuyo objetivo es la mi-
nimizacíon del consumo de combustible. En la realidad, este ciclo de velocidad no se conoce de antemano,
por lo que se utilizan soluciones subóptimas. La ḿas difundida es la que se conoce como “estrategia de
minimizacíon de consumo equivalente”. La misma consiste en efectuar una minimización instant́anea de la
suma de la potencia entregada por las dos fuentes, pero penalizando el aporte de la fuente eléctrica por un
factor que tiene en cuenta el consumo de combustible que se esconde en eluso de las baterı́as, ya quéestas
finalmente debe ser recargadas a partir del motor de combustión. Este factor de consumo equivalente de-
pende del rendimiento del conjunto de dispositivos relacionados con cada fuente de energı́a y de la potencia
requerida por el conductor. Si se enfoca la solución usando el principio del ḿaximo de Pontryagin, puede
verse que el factor de consumo equivalente está relacionado con el estado adjunto por lo que su evolución se
obtiene de la resolución completa de las condiciones de optimalidad. En [11] presentamos el caso en que la
funciones de rendimiento involucradas podı́an aproximarse por cuadráticas y no se consideraban la restric-
ciones a la variable de estado. En el presente trabajo ampliamos el análisis al caso en que se considera una
cota inferior para el estado, que se supone es alcanzada en un subintervalo interior al intervalo de interés. El
enfoque basado en el pricipio del máximo para resolver este problema, ha sido usado por otros autores([4],
[?, ?],[6], consideŕandose generalmente que cuando hay restricciones de estado, el estado adjunto resulta
con discontinuidades de salto([10]) y se necesitan heurı́sticas para determinar el valor de esos saltos. Sin



embargo, en nuestro planteo el estado adjunto resulta continuo. El mismo es constante fuera del intervalo
en que la restricción del estado deviene activa. En este intervalo vara con la potencia requerida y, como
consecuencia de la continuidad, los valores constantes en los intervalos en que la restriccíon de estado no
es activa, dependen de los instantes en que se produce la entrada o salida de este intervalo. Este resultado
se obtuvo utilizando el llamado enfoque de “adjunción directa” de la restricción de estado en el hamilto-
niano y fue confirmado al obtenerse iguales resultados usando el llamado“enfoque de adjunción indirecta
con estado adjunto continuo”([3]). La solución de las condiciones de optimalidad resulta entonces un pro-
blema de valores de contorno con condiciones multipunto en lugares desconocidos. La solucíon es hallada
numéricamente mediante la utilización de PASVA4, herramienta computacional capaz de resolver este tipo
de problemas. Pensamos que este trabajo constituye entonces un aporte alconocimiento del comportamiento
del factor de consumo equivalente, parámetro que es utilizado en algoritmos de control en tiempo real.

2. MODELO Y ENUNCIADO DEL PROBLEMA DE CONTROLÓPTIMO

Para resolver el problema del gerenciamiento de energı́a basta usar un modelo simplificado del vehı́culo
que śolo tenga en cuenta los flujos de energı́a que se producen en su interior([7]). La potencia entregada por
el motor de combustión es considerada la variable de control y denominadau(t). En cada instante la suma
de la potencia entregada por cada una de las fuentes debe igualar a la potencia requerida por el conductor,
que denominamosr(t). En consecuencia la potencia entregada por las baterı́as es igual ar(t)− u(t).

Con relacíon al consumo de combustible debe tenerse en cuenta que, para compensar las ṕerdidas que
se producen en cada uno de los procesos de conversión de enerǵıa intermedios entre el tanque y las ruedas,
(por ejemplo de qúımica a mećanica entre el tanque de combustible y el motor, mecánica a eĺectrica entre
esteúltimo y el generador, etc.), para proveer efectivamente una potenciau(t), la fuente debe entregar en
realidad una potencia mayor. Este efecto será representado por una funciónfC que depende del propio valor
de potencia entregado y que en la práctica es determinada experimentalmente a partir de ensayos realizados
sobre el veh́ıculo. El consumo es entonces expresado por la integral de la potencia enel intervalo, i. e.
∫

T

0
fC(u)dt.

Una situacíon similar se da en el segmento eléctrico. La enerǵıa contenida en las baterı́as en cada instante
est́a dada por

x(t) = x0 −

∫

t

0

fB(r(s)− u(s))ds (1)

dondex0 es el contenido de energı́a inicial,fB es la funcíon que representa la compensación por ṕerdidas y
x(t) es la enerǵıa contenida en las baterı́as, considerada la variable de estado. Impondremos que el contenido
final x(T ) sea igual al inicial, lo que indica una operación del veh́ıculo que mantenga la carga a lo largo de
una misíon.

Habŕa adeḿas restricciones en los flujos de energı́a ya que claramentéestos tendŕan ĺımites f́ısicos, y
una cota inferior para el estado que expresa que, para evitar daños por descarga profunda, la energı́a en las
bateŕıas no puede ser inferior axmin. Entonces el enunciado del problema es el siguiente:

Hallar una funcíon continua a trozos u(t) que maximice−
∫

T

0
fC(u)dt, sujeto a

ẋ = −fB(r(t)− u(t)) ∀t ∈ [0, T ] (2)

x(0) = x0, x(T ) = x0 (3)

0 ≤ u(t) ≤ umax (4)

Kmin ≤ r(t)− u(t) ≤ Kmax ∀t ∈ [0, T ] (5)

xmin ≤ x(t) (6)

dondeKmax, Kmin, umax, xmin y x0 son paŕametros del veh́ıculo.



3. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD

Para resolver este problema utilizando las condiciones de optimalidad dadas por el principio del ḿaximo
de Pontryagin, definimos el Hamiltoniano correspondiente

H(t, x, λ, u) = −fC(u(t))− λ(t)fB(r(t)− u(t)),

dondeλ es el estado adjunto. Para considerar las restricciones necesitamos definir el Lagrangiano. Llame-
mosU(t) = max0, r(t)−Kmax y Ū = minumax, r(t)−Kmin para unificar las restricciones sobre el
control yh(x) = x− xmin ≥ 0 a la restriccíon sobre el estado. En el caso de la restricción de estado, exis-
ten diferentes formas de definir el Lagrangiano que diferen en cómo se adiciona el término correspondiente.
La forma ḿas usada es la “adjunción indirecta” en la que se adiciona al Hamiltoniano un multiplicador por
la primera derivada total respecto del tiempo de la funciónh en la que aparece explı́citamente el control. En
este casodh/dt = hxxt + ht = −fC(r − u). Sin embargo, en trabajos anteriores ([8], [11]) mostramos la
dificultad de determinar con este enfoque los saltos del estado adjunto que pueden producirse al hacerse la
restriccíon activa. Usando en cambio el enfoque de “adjunción directa” las condiciones de optimalidad pue-
den resolverse completamente, resultando el estado adjunto continuo. El Lagrangiano en este caso resulta

L(x, λ, u, θ, θ̄, µ) = −fC(u)− λfB(r − u) + θ(u− U) + θ̄(Ū − u) + µ(x− xmı́n).

Para plantear las condiciones de optimalidad, hicimos la suposición de que la restricción de estado se
hace activa en un solo intervalo[t1, t2], interior al intervalo de interés. Ellas resultan entonces

u(t) = argmáx
u∈Ω

H(x, u, λ, t), con Ω(t) =
{

u/U ≤ u ≤ Ū
}

. (7)

Lu = −f ′
C(u) + f ′

B(r − u) + θ − θ̄ = 0

λ̇ = −Lx = −µ

U ≤ u ≤ Ū , θ ≥ 0, θ(u− U) = 0, θ̄ ≥ 0, θ̄(Ū − u) = 0

µ ≥ 0, µ(x− xmin) = 0

dL

dt
=

dH

dt
=

∂L

∂t

λ(T ) = β + γ, γ ≥ 0, γ(x(T )− xmı́n) = 0

En τ = t1 y τ = t2

λ(τ−) = λ(τ+) + η(τ)
H(τ−) = H(τ+) + η(τ)fB(r(τ)− u(τ+))
η(τ) ≥ 0, η(τ)(x(τ)− xmı́n) = 0

(8)

A partir de operar con las anteriores expresiones puede verse que seobtiene la solucíon resumida en la
siguiente tabla

x = soluc.de λ u µ

[0, t1] ẋ = −fB(r − u(t, λ)) f
′

C
(r(t1))REV argmáx H

U≤u≤Ū

0

λ̇ = 0
x(0) = x0, x(t1) = xmin

(t1, t2] xmin f
′

C
(r(t)) r f

′′

C
(r(t))REV

(t2, T ] ẋ = −fB(r − u(t, λ)) REV f
′

C
((r(t2)) argmáx H

U≤u≤Ū

0

λ̇ = 0
x(T ) = xT , x(t2) = xmin



Obśervese que en los intervalos en que la restricción no es activa, se trata de resolver sendos sistemas de
ecuaciones diferenciales en los que uno de los extremos no es conocido,dado quet1 y t2 dependen a su vez
de la evolucíon del estado, por lo que deben ser determinados conjuntamente con la solución. Para ello se
necesita una condición algebraica adicional. Esta puede ser obtenida de las expresiones 8. Por otra parte, la
funciónu tambíen debe determinarse conjuntamente con la solución de las ecuaciones diferenciales, ya que
el Hamiltoniano es función del estado adjuntoλ. La condicíon 7 muestra que el estado adjunto representa
un factor de peso con que se penaliza la potencia entregada por las baterı́as. Si se conociese de antemano
su valor instant́aneo, el controlu podŕıa obtenerse por una minimización instant́anea de esta suma pesada
de potencias. Sin embargo, es claro queλ(t) depende de lo que ocurra en todo el intervalo. Comor(t)
no es conocida a priori, es importante conocer el comportamiento deλ en situaciones paradigmáticas de
manera de poder usarlo para minimizaciones instantáneas en algoritmos en tiempo real. En [11], mostramos
un algortimo basado en esta idea, pero en el caso en que no se consideraba la restriccíon sobre el estado.
En ese caso, este factor resulta constante en todo el intervalo. Cuando larestriccin de estado es tenida en
cuenta, se observa en la tabla que al devenir la restricción activa, el estado adjunto deja de ser constante y
deviene funcíon de la potencia requerida. Como el estado adjunto resulta continuo, el valor constante que
toma en los intervalos fuera del intervalo frontera, está determinado por el valor que toma en los instantes
de entrada y salida de aquél, que a su vez dependen de la evolucin de la variable de estado. La continuidad
del estado adjunto, fue confirmada desarrollando paralelamente el enfoque de “adjuncin directa con estado
adjunto continuo”([3]), que, como su nombre indica, presupone la continuidad deλ. Se obtuvieron idnticos
resultados.

4. SOLUCIÓN NUMÉRICA

Dadas las caracterı́sticas del problema planteado, usamos para su resolución PASVA4, una herramienta
computacional capaz de resolver problemas de valores de contorno, con discontinuidades en el lado derecho
de las ecuaciones diferenciales, parámetros desconocidos y condiciones de contorno multipuntuales ([1],
[2]). PASVA4 implementa un ḿetodo basado en diferencias finitas. Usa la regla del trapecio en una malla
no uniforme, aumentando su orden de convergencia con correccionesdiferidas. Elige también en forma
dinámica la malla adecuada. Esta herramienta nos permite entonces resolver las ecuaciones diferenciales,
estimando a la vez los valores desconocidos det1 y t2. Por otra parte el algoritmo usado para resolver el
problema procede calculando la funciónu con el valor corriente deλ.
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