N. Rosbaco, V. Parra, P. Sureda, “Recursos tecnologicos en matematica: transparencia, visibilidad e invisibilidad en la resolucion de un problema,” pp. 78-87

Articulos Originales

Recursos tecnologicos en matematica:
transparencia, visibilidad e invisibilidad
en la resolucion de un problema

Technological resources in mathematics: transparency,
visibility and invisibility in solving a problem

Nicolas Rosbaco!, Veronica Parra®?, Patricia Sureda®?

1 Universidad Nacional del Comahue, Centro Regional Zona Atlantica (CURZA), Viedma, Argentina
2 Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas (CONICET), Tandil, Argentina
3 Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires (UNCPBA), Tandil, Argentina

nicolasroshaco@curza.com.ar, vparra@exa.unicen.edu.ar, psureda@exa.unicen.edu.ar

Recibido: 15/04/2023 | Aceptado: 19/05/2023

Cita sugerida: N. Rosbaco, V. Parra, P. Sureda, “Recursos tecnolégicos en matematica: transparencia, visibilidad e invisibilidad
en la resolucion de un problema,” Revista Iberoamericana de Tecnologia en Educacién y Educacién en Tecnologia, no. 35, pp.

78-87, 2023. d0i:10.24215/18509959.35.e9

Esta obra se distribuye bajo Licencia Creative Commons CC-BY-NC 4.0

Resumen

Este trabajo presenta resultados parciales del analisis de un
recurso que, no es nada mas ni nada menos, que un
problema matematico. Se utiliza la acepcion de recurso de
Adler, particularmente, las nociones de transparencia,
visibilidad e invisibilidad de sus usos en la ensefianza de la
matematica. Nos centramos aqui en analizar un problema
en términos matematicos y de las potencialidades que
tienen algunos recursos tecnoldgicos tales como
wxMaxima, GeoGebra, Scratch y ChatGPT para su
resolucion. Mostramos cémo el uso de los tres primeros
permiten resolver el problema en su forma mas general que,
de lo contrario no seria posible, y las limitaciones del
ChatGPT para proponer una solucion. Se trata de un
problema que los profesores pueden utilizar para provocar
oportunidades de ensefianza en el estudio de funciones en
una, dos o0 mas variables y si se quiere también, permite el
estudio de funciones poco convencionales (salir de los
paraboloides, de las sillas de montar, que recurrentemente
aparecen en los textos), estimulando a los profesores hacia
la incorporacion de nuevos recursos para la matemética
escolar. Concluimos en la transparencia de estos recursos,
en la potencialidad del problema y en las limitaciones del
ChatGPT para su resolucion.

Palavras clave: Matematica; GeoGebra; wxMaxima;

Abstract

This paper presents results of the analysis of a resource that
is a mathematical problem. We use Adler's definition of
resource, particularly the notions of transparency, visibility
and invisibility of its uses in mathematics education. We
focus on the analysis of the problem based on mathematics
and the potential of some technological resources such as
wxMaxima, GeoGebra, Scratch and ChatGPT for its
resolution. We show how the use of the first three allows us
to solve the problem in its most general form that otherwise
would not be possible, and the limitations of ChatGPT to
solve the problem. This is a problem that teachers can use
to promote teaching sequences in the study of functions in
one, two or more variables and also allow the study of
unconventional functions (different, for example, to
paraboloids, saddles, etc., very common in books),
stimulating teachers to incorporate new resources for
school mathematics in the classroom. We conclude in the
transparency of these resources, in the potentiality of the
problem and in the limitations of ChatGPT for its
resolution.

Keywords: Mathematics; GeoGebra; wxMaximum;
Scratch; ChatGPT; Transparency; Visibility; Invisibility.

Scratch; ChatGPT; Transparencia; Visibilidad;
Invisibilidad.
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1. Introduccién

En educacion matemaética, es necesario diferenciar entre un
recurso y su uso. Respecto a la nocién de recurso como tal,
ésta tiene diferentes acepciones. Algunos autores
distinguen entre medios, recursos, materiales y contextos
que los profesores utilizan para ensefiar matematica [1].
Respecto a sus usos, debe cuestionarse su legitimidad,
necesidad y funcionalidad. Es decir, preguntarse si el
recurso esta en el aula como un “adorno” o, si por el
contrario, porque es vital para que el saber matematico viva
en el aula. A esta Gltima acepcion la consideramos como un
uso genuino de un recurso. Entonces entendemos al uso
genuino de un recurso como aquel que, de no tenerlo dentro
del proceso de ensefianza/aprendizaje, la construccion de
un determinado saber o saberes o, mas adn, la
conceptualizacion por parte de los estudiantes de un campo
de conocimientos, o una parte de él, no hubiera sido
posible. Un ejemplo cercano y bien pragmaético de esto lo
aport6 la pandemia. En ese contexto, no tan lejano, la Unica
mediacion entre profesores, estudiantes y saber fueron
recursos de tipo tecnolégicos/digitales, pues de no haberlos
utilizado, el proceso de ensefianza no hubiese tenido lugar.

Sin ir a este ejemplo tan extremo, cuestionamos el uso que
se le da a ciertos softwares, por ejemplo GeoGebra, siendo
éste, tal vez, uno de los mas habituales en matematica. Cabe
preguntarnos entonces si el uso que se hace de él es
imprescindible, significativo, vital o simplemente se lo usa
como una calculadora gréfica, cuando sabemos sus muchas
otras virtudes. Si se lo utiliza con el objeto de realizar la
representacion gréafica de funciones, bien puede pensarse
que su presencia es redundante. Pero si se pretende analizar
diferentes variantes de una situacion o de una funcion, la
representacion con GeoGebra permite, a partir de la
modificacion de los pardmetros (mediante el empleo de
deslizadores, por ejemplo) un analisis grafico dindmico de
la curva en estudio, como es el caso presentado por
Figueiredo y Contreras [2], para las funciones cuadraticas.
En otro orden de resultados, el uso de este recurso también
ayuda al estudiante a superar “las dificultades relacionadas
con la comprension y construccién conceptual de la
geometria. Tal estructura facilita la descripcion de los
principios de la mediacion didéctica que se presentan
durante la practica del docente” [3]. Perdernos de este
recurso significaria realizar una multiplicidad de tareas
redundantes en una carpeta o en un pizarrén, y estariamos
perdiendo un tiempo muy valioso del aula en realizar tareas
repetitivas. Ahora bien, GeoGebra no es el Gnico software
funcional para la ensefianza/aprendizaje de la matematica.
Por su parte, wxMaxima como sistema de &lgebra
computacional, posee grandes potencialidades tanto para el
calculo  (incluyendo  integracién,  diferenciacion,
transformadas de Laplace, expansion en series de Taylor,
ecuaciones diferenciales, vectores, matrices, entre otros)
como para la representacion en 2D y 3D. Asi, por ejemplo,
Garcia, Alvarez y Barrera [4] implementan una secuencia
de tareas con estudiantes de ingenieria a partir del uso de
este software, con el objetivo de promover su uso y “que
los estudiantes planteen conjeturas y realicen un analisis
mediante la comprobacion y el autoaprendizaje” [4]. Por

otra parte, con el auge de la programacion dentro de las
aulas, Scratch se ha posicionado en Matematica como un
posible recurso para la programacion por bloques. De la
Hoz Ruiz y Hijon Neira [5] realizaron una revision
bibliografica con la intencién de presentar el estado de la
cuestion sobre el uso de Scratch en Ia
ensefianza/aprendizaje de la Matematica. Analizaron un
total de 112 articulos y concluyeron en la fundamentacién
del impacto educativo de lenguajes de programas (en este
caso por blogues) y en ciertas limitaciones emergentes de
la integracion de este software en la ensefianza de la
Matematica.

Finalmente, mencionar el florecimiento del ChatGPT en el
sistema escolar, que tal como alude el emprendedor,
tecndlogo y autor argentine Bilinkis [6], ha causado un
“terremoto en la educacion”. Nuevamente aqui, la cuestion
no es la aparicion del ChatGPT sino los usos que se hacen
de él y con él dentro (y fuera) de las aulas. Este tecnélogo
[6], en varias entrevistas, se ha manifestado sobre como
aprovechar al maximo el ChatGPT en Educacién sin
perderse en el intento. Al respecto, hay otros
investigadores, como por ejemplo Campello de Souza,
Andrade Neto y Roazzi [7], que en una reciente
publicacién, describen de forma general el ChatGPT en
términos de qué es, como funciona, sus capacidades,
desarrollos, el fenémeno de su veloz difusién, para luego
adentrarse en presentar su influencia en el trabajo, en la
educacién y en la vida en general.

Ahora bien, volviendo a nuestra idea del uso “genuino” de
un recurso, la pregunta que nos formulamos aqui es ¢qué
tipo de uso hacemos los profesores y los estudiantes de este
tipo de software? ;Es un uso “maquillado”, es decir; un uso
como una aplicacion de algo que ya se estudié? o ;acaso es
un uso vital en términos de que sin la presencia del
GeoGebra, WvMaxima, Scratch, ChatGP, entre otros, tal
saber o la manera de aprender ese saber no hubiera sido
posible? Estos cuestionamientos sobre los recursos y sus
usos nos remiten a pensar en la aproximacion instrumental
[8]. Este enfoque, proveniente del campo de la didactica
profesional [8], adopta entre otras nociones claves, la de
artefacto, esquema de uso, instrumentos, procesos de
instrumentalizacién 'y de instrumentacion, y las
implicancias que pueden tener en la ensefianza y
aprendizaje de la matematica. Rabardel [8] define un
instrumento como la combinacidn entre un artefacto y un
esquema de uso de ese artefacto. En consecuencia, un
mismo artefacto puede disponer de diferentes esquemas de
uso y entonces, dar por resultado diferentes instrumentos.
Y es aqui donde ubicamos la problemética de los usos
genuinos de lo que consideramos un recurso. Rabardel [9]
aseguraba que los instrumentos eran considerados,
erréneamente, como simples auxiliares, neutros, en la
construccion de saberes. Afirmaba ademas que los
instrumentos tenian un doble uso en educacion: del lado de
los estudiantes y del lado de los profesores. Para los
primeros, en términos de influencias profundas de los
instrumentos en la construccién del saber y en los procesos
de conceptualizacion. Para los profesores, implicancias de
los instrumentos considerados como variables potentes
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sobre las que pueden actuar para el disefio y control de
situaciones de ensefianza. Se presenta aqui la idea de
mediacion instrumental como un concepto central en la
construccion del saber.

Siguiendo esta linea, adoptamos la nocién de recurso
proveniente del enfoque documental de lo didéctico (ADD)
[10]. Este enfoque, que describiremos en la seccion
correspondiente al marco teérico, toma sus bases en el
enfoque instrumental, considerando, en vez de artefactos e
instrumentos, a los recursos y documentos. Nos
proponemos presentar un tipo particular de recurso que, no
es nada mas ni nada menos, que un problema matematico.
Formulamos el problema, algunas de sus posibles variantes,
su potencial en términos de saberes matematicos a abordar
y de recursos digitales a utilizar. Mostramos cémo el uso
genuino de recursos digitales permite abordar este
problema que, de otra forma, no seria posible. Realizamos,
ademas, un breve andlisis en términos de transparencia,
visibilidad e invisibilidad de esos recursos digitales. Se
trata de un problema dirigido a los usos por parte de los
profesores, que puede provocar oportunidades de
ensefianza no solo del estudio de funciones en una, dos o
mas variables sino también, conducir al estudio de
funciones poco convencionales (salir de los paraboloides,
de las sillas de montar, que recurrentemente aparecen en los
textos), estimulando a los profesores hacia la incorporacion
de nuevos recursos para el trabajo matematico escolar en el
aula. El problema matemaético que se analizard supone una
dificultad de operatoria algebraica y aritmética que lo
convertiria en inapropiado (por poco econdémico). Sin
embargo, esta dificultad constituye también una gran
oportunidad: la de incorporar a las practicas de estudio y de
ensefianza recursos digitales significativos, no por su mera
presencia, sino por su valor instrumental (que se evidencia
en el empleo).

2. Marco teorico

El enfoque documental de lo didactico (ADD) [10] es un
enfoque en did4ctica de las matemaéticas que toma sus bases
en el enfoque instrumental de Pierre Rabardel. Entre los
conceptos claves del enfoque ADD se define el de
documento: la combinacion entre un recurso [11] y un
esquema [12] de uso de ese recurso. La primera
componente es tomada de Adler [13], quien define a un
recurso como todo aquello que puede nutrir, revitalizar,
aportar nuevos elementos, alimentar de nuevo o de manera
diferente la practica matematica escolar. Adopta una doble
dimension haciendo referencia a los recursos “tanto como
sustantivo y como verbo, como objeto y como accién que
realizamos en nuestra practica” [13]. Ademas propone una
clasificacion de recursos agrupandolos en tres grandes
categorias: humanos, materiales y culturales.

Para la primera categoria, distingue entre herramientas
tecnoldgicas; material para las matematicas escolares;
objetos matematicos y; objetos cotidianos o no
matematicos. Un problema matematico, como el que
presentamos aqui, se ubica dentro de la categoria de tipo

material, especifico de la matemética escolar. A su vez,
este recurso (el problema) va a nutrirse (en el sentido de
“verbo”) de otros recursos que son GeoGebra, Scratch,
WvMaxima y ChatGPT. Los tres primeros son vitales tanto
en la interpretacion como en la resolucion del problema. Sin
ellos seria imposible abordarlo en su mayor grado de
generalidad. Es decir, a lapiz y papel, s6lo lograriamos
acotar el problema a su menor nivel de generalidad y
resolver s6lo una pequefia parte de él. Por su parte, el
ChatGPT tiene serias limitaciones para la parte de la
resolucion, no asi, para la programacién de una posible
representacion de la situacion. Ademds de esta
clasificacion, Adler [13] propone tres caracteristicas de los
usos de los recursos dentro de las clases de matematica:
visibilidad, invisibilidad y transparencia. Un recurso es
visible si la intencion de los estudiantes y del profesor, esta
centrada en este recurso. Tal visibilidad puede ocultar
(tapar) conceptos matematicos, por ejemplo, en el caso de
un software, el estudiante puede centrarse en aspectos de
familiarizacion con funcionalidades técnicas y olvidar las
matematicas. Inversamente, un recurso se dice invisible si
el trabajo en clase se desarrolla sin prestar atencion a la
presencia del recurso y a las posibilidades que él ofrece. La
transparencia de un recurso designa el equilibrio entre
visibilidad e invisibilidad: el potencial del recurso es
reconocido y explorado, pero el objetivo matemético se
mantiene central [13].

La incorporacion de recursos tales como GeoGebra,
Scratch, wxMaxima y ChatGPT, entre otros, en los
procesos de ensefianza y aprendizaje supone un riesgo:
extraviar en ese camino la centralidad de la matematica que
se pretende ensefiar, 1o que puede ocurrir debido a dos
factores: por un lado, la visibilidad del recurso: es decir, el
empleo de programas que demandan una gran experticia
y/o especificidad para su uso. Esto puede provocar que el
entrenamiento que requiere su correcta utilizacion oculte
los conceptos matematicos que se desean estudiar. Por el
otro, su invisibilidad: en ocasiones se emplean programas
que no conducen a ningun tipo de reflexién en los usuarios
(estudiantes y profesores), se operan con tal automatismo,
con tal hermetismo, que magicamente emergen supuestos
resultados. Por el contrario, en este trabajo se propone
aportar recursos que resulten transparentes, es decir: que
aporten un equilibrio entre la visibilidad e invisibilidad.
Esto es, entre el uso (que denominamos al inicio) “genuino”
y los saberes matematicos utilizados y emergentes de la
resolucion.

3. El problema de la zona despejada

Hemos trabajado sobre una adaptacion del problema
presentado por Marin del Moral [14]. Proponemos
pequefas adaptaciones en los términos del enunciado del
problema, pero avanzamos en un profundo estudio de sus
potencialidades matematica, su encuadre como recurso y la
necesidad de incorporar en su tratamiento recursos
tecnoldgicos. En la figura 1 se puede observar una
ilustracion del problema:
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Ciudad A _Pueblo

(s

Figura 1. llustracion del problema

e En color gris oscuro una regién boscosa y de
dificultoso trénsito, en la que se puede desplazar a la
velocidad de 1km/h.

e En color gris claro se identifica una zona despejada,
en esta region la velocidad de desplazamiento es de
5km/h. La zona despejada es un cuadrado de 7
kilometros de lado que estd ubicado del siguiente
modo:

(a) el vértice A es el punto medio del segmento
definido por El Pueblo y La Ciudad.

(b) la diagonal del cuadrado, que contiene a los
vértices A y C, es perpendicular con el
segmento referido.

La situacion a resolver: una persona se encuentra en la
Ciudad y necesita llegar al Pueblo. La distancia que separa
las dos ubicaciones es de 14 kilometros (en linea recta):
Determinar y describir el camino que se debe recorrer con
el objetivo de insumir la menor cantidad de tiempo.

4. Analisis matematico del problema

Al momento de realizar una representacion cartesiana
emergen dos alternativas. Presentamos dos interpretaciones
posibles que, asumimos, son complementarias. Una la
titulamos: la forma general, a la otra: la forma menos
general. En ambos casos hay lo que llamamos el camino
directo entre la ciudad y el pueblo: es el que se realiza en
linea recta atravesando el bosque. Y también tendremos un
recorrido alternativo: que supone ingresar y transitar por la
zona despejada, en alguna parte del camino.

4.1. Forma menos general

Esta forma supone asumir que en el recorrido alternativo,
la porcion del recorrido que se haga dentro de la zona
despejada, es necesariamente paralela al camino directo
(Figura 2).

Figura 2. Representacion cartesiana de la forma menos general

Este enfoque del problema hace emerger el estudio de una
funcién (serd la funcion de tiempo de recorrido) en una
variable. Apropiado para tratarlo en los ultimos afios de la
escuela secundaria, o en cursos de Matemética I, Analisis I,
ya que permite estudiar extremos de una funcion real.

4.2. Forma general de analisis

Ante la imposibilidad de establecer una afirmacion objetiva
que permita sostener la interpretacion anterior,
abandonando todo impulso del sentido comin, emerge esta
segunda mirada del problema. Considerar que el camino
que se realiza dentro de la region despejada no
necesariamente es paralelo con el eje de abscisas (Figura
3).

Y *c
Figura 3. Representacion Cartesiana mas general del problema

Esta segunda interpretacion del problema conduce al
estudio de una funcion en dos variables.

4.3. Resolucion general del problema,
solucion a dos variables

En la Figura 4 podemos observar una representacion
cartesiana del problema. En €l los puntos caracteristicos del
problema han sido renombrados: asociaremos a la Ciudad

=il 4

PI\ ,J,J!’ al Pueblo con PJ Il-‘”-‘; y los puntos de
ingreso y egreso de la zona despejada se denominan 1!/
respectivamente.

con el punto
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Figura 4. Representacion cartesiana, analisis general del problema y la
funcién tiempo

Deciamos que este tratamiento del problema supone el
estudio de una funcién en dos variables. Nos referimos a la
funcion que determina el tiempo del recorrido y sus
variables independientes: L1y 2, son las abscisas de los
puntos de ingreso y egreso a la region despejada. En la
Figura 5 presentamos a la funcion y su Dominio.

,y el conjunto D=|(x,,x,)/x,€AAX,EB

Sean: A:[?

para x, y x, (abscisas de los puntos de ingreso y egreso a la zona despejada), determina el tiempo
que insume el recorrido (alternativo), y esta serd:

V= x,  H—x,—x,+14)
5

D3RI (x,,x,) =2 % ~ 14 x,+49+ +y2-xi—42-x,4245

Figura 5. La Funcién tiempo y su Dominio

En pos de honrar las limitaciones espaciales que impone
esta publicacién, omitiremos las consideraciones
necesarias para determinar tanto la funcién como su
dominio. Obtenida la funcion de tiempo resta el trabajo
matematico de su estudio: determinar, si existe, el minimo
de esta funcién.

Una primera aproximacion al estudio de la funcion podria
ser a partir de su gréafica: proponemos hacerlo y analizar la
funcidn tiempo. Para ello empleamos GeoGebra. De este
modo nos anticipamos a lo que luego intentaremos
algebraicamente.

En la Figura 6 podemos observar la grafica realizada con
GeoGebra y un punto sobre la superficie que podria ser una
forma de explorar ese punto que minimiza la funcion. Nos
resulta muy evidente la utilidad de este programa para
realizar esta tarea, de hecho no tendria sentido pensar en el
grafico como un instrumento de analisis si no contaramos
con el software. Ausente el programa de computadoras, la
grafica de la funcidn seria una carga, no un instrumento. Al
momento de iniciar el trabajo algebraico, tendiente a la
determinacion analitica de la solucién del problema, se
dispara, producto de la dificultad algebraica del trabajo, la
necesidad de emplear software.

Figura 6. Representacion grafica 3D con GeoGebra

Hemos decidido utilizar wxMaxima. Entendemos es un
programa apropiado para el trabajo algebraico y aritmético
(no asi para realizar representaciones graficas), garantiza
encuadrarse (en el contexto de las actividades que
proponemos) dentro de lo que [13] denomina como un
recurso transparente y ademas es software libre y
multiplataforma. Contamos ya con la funcién® (Figura 5),
por lo que necesitamos obtener las primeras derivadas
parciales, con el objeto de hallar posibles puntos criticos.

Definimos la funcién en wxMaxima (Figura 7) y luego
(Figura 8) obtenemos las primeras derivadas parciales.

Fxy)=Sqri(2 - (x-7/ 2 )2+49 | 2)+5qr( (y-x)A2+ (~y-x+ 1412 J( 5 Jbsqri(2 - (y - 21/2 )2 +49/2)

2 B
f(x,y):=Jz[xf L]ﬁqu(y A]Zfﬁ
2 2 3

5 2

Figura 7: Definimos la funcién en wxMaxima

define(deri_1_x(x,y),diff(f(x,y),x})

2[x_ z
T2(y-x)-2(-y-xt14) 2

J 2 2 2 '
104 (y-x) +(-y-xt14) 2()(7 L] 49

deri_1_x(x,y):=

2 2

define(deri_1_y(x,y),diff(f(,y),y))

2(y-x)-2(-y-x+14)

+
J 2 2 2
10N (y=x) *(my=xT14) 42[]{— A] +i

2

deri_1_y(x,y):=

Figura 8. Primeras derivadas parciales wxMaxima

Establecido que las derivadas no se indeterminan en su
dominio (se omite) resta encontrar el punto en el que se
anulan simultaneamente. Definimos las ecuaciones
correspondientes (las llamaremos ec1 y ec2, que resultan de
anular las derivadas de primer orden respecto de x e y
respectivamente). Intentamos resolver, mediante el empleo
de la funcion solve de wxMaxima (Figura 9), el sistema de
ecuaciones que resulta de ecl y ec2, pero el programa
devolvera un error proveniente de la imposibilidad de
convertir las ecuaciones a polinémicas. De modo que se
sugiere operar las ecuaciones, con el objeto de eliminar las
expresiones radicales.
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€011 (~24(y~X)~2: (~y-x+ 14))(10-Sqri((y-x)2+(~y -+ 14)2))# (2(x=TI2) Sqri(2-(x-TI2)2+4912)=0)

S2(y-x)-2(-y-xtia) |

10J(y—x)z+(—y—x+14)z 7f. s
2lx- |+

2

©62:(2+(y=x)=2:(~y=x+ 141 0-5Qr((y=x)2+(=y =3+ 14)A2) ) (2:(y=2112))lsqri(2-(y=21/2)A2+48/2)=0

21
2|y- 22
2(y-x)-2(-y-x+14) ( 2

m«J Sx) o (cymxs1a) 5
(=x) * (my=xr14) Z(yiz% L

2

solve([ec1,ec2],[x,y]).
algsys: Couldn't reduce system to a polynomial in one variable.
- an error. To debug this try: debugmode(true);

Figura 9. Primer intento resolucion ecuaciones

La recomendacion seria operar con cada una de las
ecuaciones del siguiente modo: restar en ambos miembros
de la ecuacion el segundo término (Figura 10).
Renombramos a las ecuaciones obtenidas con el objeto de
preservar las originales (ec11 es la que resulté de operar en
ecl; y ec21 es la que resultd de operar sobre ec2)

ectl:ec1—(2:(x=712))/sqrt(2-(x-T/2)"2+49/2)

2 (x— i}
2
2

t0iy-xit e (cy-xe1a)” 7V a0
2f|x- —| +—

2 2

“2(y-x)-2(-y-x+14) _

ec21:ec2-(2-(y-21/2))/sqrt(2-(y-21/2)2+49/2)
2|y- 2L
2(y-x)-2(-y-x+14) 2

1OJ(y—x)z+(—y—x+14)z 21 : 49
2ly- —| +—

2 2

Figura 10. Restamos en ambos miembros de la ecuacion

Luego procedemos a elevar al cuadrado cada una de las
ecuaciones obtenidas (Figura 11). Este procedimiento
modifica el grado de las ecuaciones y en consecuencia
amplia el conjunto de soluciones. Las soluciones que se
obtengan del sistema derivado deberan ser evaluadas en el
sistema primigenio.

ec21:ec2—(2-(y=21/2))sqri(2-(y-21/2)A2+49/2)

21
2\y- —
2(y-x)-2(-y-x+14) ( 2

J 2 2 - 2
103ty oy ) z(y,A] o
2

2
eci2:iec112
2
2 4 x- —
(“2(y-x)-2(-y-x+14)) 2

100 ((y=x)" +(-y-x+14)" N
((y=x) *+(-y=x+14)) 2(#7],(&

2] 2
ec22:ec212

2 4{Y* Eal
(2(y-x)=2(-y-x+14)) 2

2 2 2
21 49
2ly- — ) +—
2 2

100 (y=x) +{-y=x+14)")
Figura 11. Elevamos al cuadrado cada ecuacion

Teniamos el sistema formado por ecl y ec2 (que son las
ecuaciones que resultan de anular las primeras derivadas)
que no podiamos resolver con el empleo de la funcién solve
de wxMaxima, las transformamos en ecl2 y ec22 y
podemos proceder a operar, nuevamente, con la funcién
solve (Figura 12).

solvefec )

[x=2.934442763489662, y = 10.0746561886051],

[x=3.925343320848938, y = 11 065556711 75858 ] [x=4,y=10].[x=3,y=11]]

Figura 12. Soluciones del sistema de ecuaciones

Obtenemos un gran namero de soluciones, eliminamos las
que no pertenecen al dominio, que es (7,7), las complejas
no reales (la unidad imaginaria se indica con %i) y solo nos
quedan 4 candidatos a solucion del sistema original
(recordemos que al elevar al cuadrado las ecuaciones
modificamos el conjunto de soluciones). Para determinar
cual o cuales de ellas son soluciones del sistema original (el
formado por ecl y ec2, las ecuaciones que anulan las
primeras derivadas) debemos probar a cada una en las
ecuaciones originales. Empleamos para ello el comando ev
de wxMaxima (solo se ilustran algunas pruebas en la figura
13)

ev(ecl,x=3,y=11)ev(ec2 x=3,y=11)

2.,
5

220
5

ev(ecl.x=4,y=10).ev(ec2,x=4,y=10)
0=0
0=0

Figura 13. Evaluamos las soluciones en ecl y ec2

Con esto probamos que el Gnico punto critico de nuestra
funcion (tiempo) es en (4,10). Resta determinar la
naturaleza del mismo ¢se trata efectivamente de un
minimo? (la observacion del grafico realizado nos indica
que si, pero debemos proceder al célculo. Para determinar
extremos en una funcién de dos variables empleamos la
matriz Hessiana. Para ello debemos obtener las derivadas
de segundo orden, definir la Matriz y luego obtener su
determinante. En la Figura 14 podemos observar como
wxMaxima hace posible tan ardua tarea. Simplemente
ilustramos una porcién del trabajo: determinar la derivada
de orden dos respecto de x dos veces; la definicion de la
Matriz Hessiana, su evaluacion en el punto critico y el
calculo del determinante.
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define(deri_2_xx(x.y).diff(deri_1_x(x,y)x))

2 _ (F2(y=x)-2(-y-x+14))

2 4(X~L
_ 2

malrizHessianaP2:ev(Hessiana,x=4,y=10)
319 1
750 0

deri_2 xx(x,y)= ~ = 72 >
Swl(y*X) +(-y-x+14) 20((y—x)2+(—y—x+14)2) (2 (x— l) +.

Hessiana:matrix([deri_2_xx(x,y).deri_2_xy(x,y)l[deri_2_yx(x,y).deri_2_yy(x.y)])

2 A(Xfl‘)
2 (202 ey’ 2 X 2

\J ? 7' 2 2 372 2 372 7 '
S(y=x) +(my-x+14) 20 ((y=x) #(-y-x+14)") (z(xf L) +£) \jz(x, L) o9
2 2 2 2

_ (F20m0-2(-y-x 1)) (2(y-x)-2(-y-x+ 1))

2 232
20 ((y=-x) *(-y-x+14))

+ 1319

)3/2 \j( 7)2 49 W 70
2(x- —] +—
2 2 determinant(matrizHessianaP2)

8428
46875

(=2(y=x)-2(-y=x+14)) (2 (y-x)=2(-y-x+14))

2 2372
20 ((y-x) +(-y-x+14)")

2 @02 (ymxe )’

2 2 2 532 -
5(y=x) +(-y-x+14) 20((y-x) +(-y-x+14)")

Figura 14. Operaciones varias en wxMaxima

Acabamos de establecer que en (4,10) la funcién tiempo
admite un minimo local. Esto significa que ingresando en
la zona despejada cuando x=4 y saliendo de ella cuando
x=10 el tiempo de recorrido es minimo. Para determinarlo
es tan simple como calcular la funcién en el punto (figura
15).

f(4,10) f(4,10),numer
56 1.2

5

Figura 15. Evaluamos funcién en el punto

Notese la gran cantidad y dificultad de trabajo algebraico y
aritmético necesario para llevar adelante este trabajo.
Realmente es dificil pensar en trasladar este problema a un
aula, sin la asistencia de los programas empleados, y poder
lograr de este un recurso transparente para la ensefianza de
la matematica.

4.4. Anélisis menos general del problema,
solucion en una variable

Como ya hemos sugerido, incorporamos al problema una
nueva condicion: “Los puntos de ingreso y egreso a la

region despejada deben ser simétricos con la diagonal AC”.
Con esto garantizamos el hecho de que el recorrido
realizado dentro de la region despejada debe ser paralelo al
camino directo entre Ciudad y Pueblo. De modo que: el
recorrido alternativo se simplifica mucho. El tramo 1y 3
son iguales; y el tramo 2 (el que ocurre dentro de la regién
despejada) queda expresado en funcion de la abscisa de su
punto de ingreso. En la Figura 16 podemos observar la
representacion de la situacion.

\

\ caminoAternativo : /

Figura 16. Camino alternativo en la solucién menos general del
problema

De modo que la funcién que determina el tiempo que
insume el recorrido alternativo, y su dominio, las podemos
observar en la Figura 17, donde la variable independiente
representa la abscisa del punto de ingreso a la region
despejada:

Sea D= 7ox

777'—;’2,7}, t: DR/t (x)=2{V2 % — 14-x+49+

Figura 17. Funcién de tiempo y su dominio

Se propone, nuevamente, una aproximacion gréafica de la
solucion. Explorar mediante GeoGebra la representacion
grafica de esta funcién. En la Figura 18 podemos observar
la representacion grafica (GeoGebra) destacando en los ejes
su dominio. Esta grafica permite a los estudiantes tener una
primera idea, aproximada, respecto del minimo de la
funciodn.

Figura 18. Representacion gréfica de la funcion tiempo y su dominio

Para arribar a la solucidn algebraica de la funcién volvemos
arecurrir awxMaxima. Omitimos el trabajo, es muy similar
al que se describi6 en el apartado anterior.
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4.5. Scratchy el problema

También iniciamos un andlisis del problema con Scratch,
no con la profundidad que se ha trabajado como con los
otros softwares, pero se avanzé en la programacion de un
simulador de una carrera por caminos posibles (Figura 19).
El aplicativo se puede visitar en el sitio de Scratch.?

. O st .
. ~
° W A B
. :‘ — R 2
. "i’ ) 5 o
—
0 &

Figura 19. App Scratch

Consideramos que, en términos de transparencia,
visibilidad e invisibilidad, Scratch resulta ser bastante
visible, por no decir, demasiado pues requiere
conocimientos de programacién que no son minimos y
entonces se desvia la resolucién del problema hacia una
tarea de aprender a programar. Sin embargo, Scratch
permitiria que el profesor proponga a sus estudiantes la App
ya disefiada con el objetivo de hacer emerger la necesidad
de verificar el resultado de la carrera. Sin dudas hay aqui
otro ejemplo clave del uso y no del software propiamente
dicho.

4.6. ChatGPT Proof

El titulo de esta seccion pretende dar indicios de los
alcances y limitaciones del ChatGPT en y para la
interpretacion y resolucion de este problema. En lineas con
la probleméatica mencionada en la Introduccion, este
apartado pretende cuestionar los vinculos entre el ChatGPT
y la ensefianza de la Matemaética a partir de la pregunta que
formulamos a continuacion: ¢Cual serd el destino de
nuestros recursos en esta incipiente era de la 1A? Asi,
hemos puesto a prueba nuestro recurso contra las bondades
de ChatGPT. Los resultados obtenidos nos sorprendieron y
a la vez nos tranquilizaron. Iniciamos, con el intérprete,
una pormenorizada descripcion de las condiciones del
problema (ilustramos una parte de la charla en la Figura
20):

Dos pueblos, los llamaremos Pueblo Blanco y Puebla Azul, estan separados 14km. NO hay
stdn sumidaos en una zona be e dificull

un caming, sino qu

€ no hay camino, se
ridad del camin, esto solo e:

M sigue.

[Entendido! Continga, estaré atento a lo que necesites

Figura 20. Segmento de charla con ChatGPT

Si bien el chat no logra devolver imagenes convencionales,
inicialmente intenta la devolucion de representaciones del
problema mediante el empleo de codificacién ASCII
(Figura 21):

perl () copycode

Pueblo Blanco Pueblo Azul

Figura 21. Representacion mediante caracteres ASCII

Notamos cierta desconexion entre lo que se representaba y
las condiciones que le habiamos indicado al intérprete.
Hasta que intentamos comunicarnos graficamente de otro
modo: le solicitamos nos devuelva la representacién gréfica
mediante alguna libreria Python. ChatGPT nos comienza a
devolver cddigo Python (Figura 22):

# Dibujar el cuadrado
plt ¢ b

Figura 22. Cédigo Pythn devuelto 0r ChatGP

1, -

Este codigo lo ejecutamos en nuestra computadora,
obteniendo la siguiente representacion (Figura 23):
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x

Figura 23. Gréfico Python

Cuando intentamos avanzar en la resolucion del problema:
obtener y describir el recorrido que minimiza el tiempo, nos
encontramos con que el ChatGPT intentaba sugerir algunos
recorridos posibles (Figura 24):

Tienes razén, la distancia mas corta no siempre es la ruta mas rapida. Para determinar la
ruta mas rapida, necesitamos considerar la velocidad de viaje en cada una de las regiones.

En este caso, se nos indica que la velocidad en la regién despejada es el doble de la
velocidad en la region forestal. Por lo tanto, la velocidad en la region forestal es de 30 km/h y
la velocidad en la region despejada es de 60 km/h.

Podemos calcular el tiempo que tomaria ir de un pueblo al otro a través de cada ruta y
compararlos. Por ejemplo, la distancia entre los pueblos es de 14 km. Si se toma el camino
directo a través del bosque, el tiempo de viaje seria de:

tiempo_bosque = distancia_bosque / velocidad_bosque
tiempo_bosque =14 / 30
tiempo_bosque = 0.467 horas

Por otro lado, si s& toma el camino a través del cuadrado despejado, el tiempo de viaje seria:

distancia_despejada = 2 * vertice_c[1] # La distancia es el doble de la altura
ﬁ para para para.... la velocidad en la zona boscosa es de 1km/h; en |la region despejada 5

Cierto, disculpa, me equivoqué antes. Entonces, la velocidad en la zona boscosa es de 1

km/h, mientras que en la region despejada es de 5 km/h.

Figura 24. Segmento de charla con ChatGPT

Nuestro autémata daba sefiales de desconexion con el
problema, debiamos reiterar supuestos y condiciones ya
establecidos y no pudimos avanzar de este punto. Propuso
algin recorrido (incluso sin sentido: transitando el
perimetro del cuadrado despejado) y determiné el tiempo
gue insumié, pero nada mas. En ningin momento intentd
definir una funcién para minimizar, tampoco se lo hemos
sugerido. Si bien a esta altura ya se ha comentado que esta
IA no es especialmente creativa para resolver problemas de
matematica, tal como se indicé en la charla denominada La
inteligencia artificial, ChatGPT y su posible impacto en la
ensefianza de la matematica realizada por realizada por la
Universidad de Lima (Per() [15], podemos asegurar, que
por lo menos este problema esta blindado a sus habilidades.

Conclusiones

Sin duda el problema que presentamos, en estas breves
paginas, tiene un gran potencial tanto desde el punto de
vista matematico como de sus usos en diferentes aulas de

matematica y utilizando de forma genuina otros recursos
digitales.

En términos de visibilidad, invisibilidad y transparencia,
estamos convencidos que tanto GeoGebra como
wxMaxima resultan transparentes en el contexto de uso
propuesto. Mientras que Scratch pareciera ser visibles.
Recordemos que estas ideas remiten a la cracteristicas de
un recurso cuando se lo emplea en el aula y que refieren al
costo de manipular el recurso digital y a cuanto opaca (o
no) el saber matematico que se pretende construir/estudiar
con él.

Respecto al ChatGPT, si bien estamos avanzando en el
analisis del problema con este intérprete, los ensayos
realizados hasta el momento, nos permiten concluir en las
ventajas del Chat desde el lado de la programacion pero no
tan asi en la resolucion propiamente dicha del problema. Si
ChatGPT hubiese representado graficamente y resuelto el
problema con el solo hecho de haberlo ingresado en su
interfaz, esto lo descartaria como recurso de ensefianza,
dado que calificaria como invisible: inconducente a
cualquier reflexion significativa respecto del objeto de
estudio que se pretendia abordar. Sin embargo, el extenso
debate que necesitamos mantener con el Chat, para lograr
una representacion gréafica adecuada del problema; lo aleja
de cualquier vestigio de invisibilidad como recurso para la
ensefianza (en algun contexto y propdsito especifico).

Si aceptamos la idea de que el interlocutor del ChatGPT
tiene minimos conocimientos informaticos que le permitan:
(a) copiar el codigo que le entrega la 1A, (b) pegarlo en un
editor de textos, (c) ejecutarlo mediante un intérprete de
Python; estariamos en condiciones de recomendar este
recurso para generar una representacion grafica del
problema tratado. Incluso al analizar el debate necesario
con el Chat, en ese infructuoso camino de intentar hallar la
solucidén al problema, se puede apreciar que estamos en
presencia de un recurso valioso, con el nivel de
transparencia necesario, para realizar una primera
aproximacién de nuestro problema.

Con todo lo antes mencionado, nos atrevemos a asegurar
que nuestro recurso, el problema de la zona despejada,
necesita usos genuinos de otros recursos digitales y a su vez
(de momento), esta blindado al ChatGPT. Esto no significa
que desestimamos el uso de Chat dentro de las clases de
matematica, sino por el contrario, animamos a los profesor
a indagar en él y poner a prueba sus problemas para
aprovechar las potenciales del mismo.

Finalmente, queremos mencionar que tanto GeoGebra,
wxMaxima y Scratch son libres y multiplataformas y que
hemos pretendido presentar en este trabajo, una sintesis de
una tesis de grado en realizacion.

Notas

'Omitimos gran parte del trabajo de resolucién por una
cuestion de espacio.

2https://scratch.mit.edu/projects/735040211/fullscreen/
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