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Resumen. La ruptura de aneurismas intracraneales es la causa más común de hemorragia 
subaracnoidea espontánea, la cual posee una elevada tasa de morbimortalidad. Las aneurismas 
intracraneales poseen una prevalencia mucho mayor que su tasa de rotura espontánea, lo cual se 
encuentra agravado por los riesgos asociados con la intervención para su oclusión. Al presente, el 
mecanismo de ruptura de los aneurismas intracraneales no es completamente entendido, por lo tanto, 
es importante desarrollar herramientas tecnológicas que permitan brindar apoyo en el diagnóstico 
clínico y en la planificación de la intervención para su oclusión. Con el objetivo de determinar 
indicadores de ruptura, tomando en consideración la premisa de que los aneurismas se rompen cuando 
la fuerza ejercida sobre la pared supera el umbral de resistencia del tejido, en este trabajo se ha 
aplicado un modelo de láminas delgadas de Kirchhoff-Love geométricamente no lineal sobre un caso 
de la base de datos AneuriskWeb. En este trabajo se considera que tanto el saco aneurismático como 
sus arterias adyacentes se pueden representar mediante un medio continuo cuyas propiedades 
geométricas y materiales varían en función de si representan la patología aneurismática o la arteria, por 
ejemplo el espesor de la pared y el módulo de Young. 
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1 Introducción 

El accidente cerebrovascular (ACV) es la segunda causa de muerte y la primera de discapacidad 
en adultos en Argentina [1, 2], lo que implica alrededor de 20 mil muertes al año (mortalidad del 
~15%). A pesar de su baja incidencia respecto de los casos totales de ACV (~10%) el número de 
muertes por rotura de aneurismas cerebrales representa alrededor del 25% de las muertes por ACV [3].  

Los derrames cerebrales causados por la ruptura de las arterias y posterior sangrado, hemorragia 
intracraneal o subaracnoidea, ocurren principalmente cuando existe rotura de un aneurisma 
intracraneal sacular (75% [3]). A pesar del avance de la tecnología, las estadísticas muestran que hasta 
un 30% de las personas con rotura de aneurisma cerebral mueren antes de ser hospitalizados [4, 5], 
mientras que un 30% muere después de llegar al hospital [6]. De los supervivientes, el 50% sufre 
secuelas físicas, neuropsicológicas o con algún grado de discapacidad que dificultan su vida normal [7, 
8]. Finalmente, la tasa de mortalidad durante el primer año varía desde el 3.5% hasta 27% 
dependiendo de la condición del paciente al ser admitido [9]. 

A causa de esto, a menudo se actúa cuando se diagnostica un aneurisma intracraneal no roto 
(UIA, por sus siglas en inglés), aunque el tratamiento endovascular actual y la intervención 
microquirúrgica tienen un riesgo no despreciable de morbilidad (5%-7%) y mortalidad (1%-2%) [10]. 
Debido a que los UIAs son relativamente comunes, con una prevalencia estimada de hasta 6% [3, 11], 
y dado que muchos de ellos nunca rompen (sólo 1/3 en una cohorte con seguimiento de toda la vida 
[10]) los médicos a menudo se encuentran en la dicotomía fundamental de si tratar o no [12]. 

Décimo Encuentro de Investigadores y Docentes de Ingeniería 
EnIDI 2019, Los Reyunos, Mendoza, Argentina

47



 
 

 
 

Actualmente, la evaluación del riesgo clínico se basa en la combinación de la historia clínica de los 
pacientes (factores de riesgo), la ubicación del aneurisma y descriptores simples de tamaño y de la 
forma del aneurisma, como el volumen del aneurisma y la relación de aspecto [13]. No obstante, a la 
luz de recientes estudios estos criterios siguen siendo controversiales [10]. Diversos trabajos han 
asociado el riesgo de ruptura de los aneurismas saculares con factores hemodinámicos, mecánicos y 
morfológicos [14-17]. Por ende, es de suma importancia encontrar marcadores de diagnóstico que 
identifiquen UIAs propensos a romper, o permitan estimar su riesgo de ruptura, así como una 
adecuada caracterización del daño de la pared arterial. Una adecuada estimación del estado de 
tensiones al cual se encuentra sometido el saco aneurismático y los vasos circundantes permitirá 
planificar una oclusión que conlleve el menor riesgo para el paciente. Esto presenta una gran 
dificultad, a causa de que los valores de los parámetros geométricos como el espesor y materiales 
como el módulo de elasticidad, tanto de arterias y aneurismas cerebrales, son escasos, estimativos y no 
carentes de controversia por la dificultad de realizar mediciones in vivo (incrementándose el riesgo de 
ruptura durante la operación).  

El objetivo del presente trabajo es modelar la deformación mecánica del saco aneurismático y de 
la vasculatura adyacente obteniendo el estado de tensiones. Además, resulta de interés modificar los 
parámetros materiales (espesor de la pared arterial y aneurismática, módulo de Young) y comprobar 
sus efectos en las deformaciones obtenidas. Mediante la combinación con un modelo de campo de fase 
para describir el daño, mediante un algoritmo de minimización escalonado, dicho estado de tensiones 
podría utilizarse en una simulación de propagación cuasi-estática de fracturas, para estimar zonas 
propensas a romper (mayor daño). 

 El presente trabajo está organizado de la siguiente manera. En la Sección 2 se exponen los 
materiales y métodos empleados para analizar un caso de prueba, perteneciente a la base de datos 
AneuriskWeb. La Sección 3 muestra los resultados obtenidos. Finalmente, nuestras observaciones y 
principales conclusiones son recolectadas en la Sección 4. 

2 Materiales y métodos 

La Subsección 2.1 describe la base de datos Aneuriskweb, la cual se ha empleado para aislar un 
saco aneurismático con sus arterias adyacentes. A continuación, la Subsección 2.2 presenta una breve 
descripción del modelo teórico dentro de un marco de Kirchoff-Love (estiramiento y flexión). La 
Subsección 2.3 describe los principales detalles de la implementación numérica, así como la distancia 
geodésica sobre la superficie del aneurisma empleada para especificar el valor del espesor de la pared. 

 

Fig. 1. Modelo geométrico de la segmentación de la imagen médica. Aneurisma y el árbol arterial circundante 
(izquierda). Círculo de Willis (derecha, arriba). Casos de aneurismas rotos (R) y no rotos (U) (derecha, abajo). 
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2.1 Base de datos AneuriskWeb 

La base de datos consultada es un conjunto de imágenes médicas y datos de aneurismas 
obtenidos en el proyecto Aneurisk, entre 2005 y 2008 subvencionado por SIEMENS Medical 
Solutions con la colaboración de varias instituciones médicas y llevado a cabo en el Laboratorio MOX 
(Modeling and Scientific Computing) del Departamento de Matemáticas del Politécnico de Milan.  

La base de datos contiene 103 imágenes de aneurismas, pertenecientes a 99 pacientes. De dichos 
casos se incluyen también algunos parámetros geométricos de los vasos sanguíneos y de los 
aneurismas, así como su localización, clasificación y estado de ruptura (Figura 1). En el presente 
trabajo, se utilizaron la superficie (y su malla asociada), el ostium (un polígono que describe el cuello 
del aneurisma), y las líneas centrales del vaso en el que el aneurisma se encuentra (ver Figura 2).  

 

Fig. 2. Superficie del aneurisma y árbol arterial (izquierda). Malla del aneurisma y su vasculatura adyacente 
(derecha, arriba). Malla con ostium y líneas centrales (derecha, abajo).  Extraído del caso N° 5 de la base de 

datos AneuriskWeb.  

2.2 Modelo elástico geométricamente no lineal de láminas delgadas 

La descripción de la cinemática se realiza mediante un modelo geométricamente no lineal de 
láminas delgadas, referido como modelo de Koiter dentro del marco teórico de Kirchhoff-Love. Una 
línea material perpendicular a la superficie media, en la configuración no deformada, se mantiene 
recta, sin estirar y perpendicular a dicha superficie durante la deformación. No se consideran efectos 
de corte, ya que no son significativos en láminas delgadas, esto evita el problema de bloqueo por corte. 
Se emplea la convención de índices latinos y griegos, para coordenadas cartesianas y curvilíneas (i.e. 
i=1,2,3; α=1,2). Una coma antes de un índice representa diferenciación parcial, los subíndices y los 
superíndices se refieren a componentes covariantes y contravariantes. La superficie media de la 
cáscara Ω, de espesor constante t, se parametriza mediante un mapeo 𝝋 del espacio paramétrico 
𝐴 ⊂ 𝑅2 en 𝑅3. Sea 𝒕 un campo de vectores unitarios (un campo de directores). El par (𝝋, 𝒕) describe 
una configuración de la cáscara como un objeto tridimensional mediante el siguiente mapeo 

𝜱(𝝃) = 𝝋(𝜉1, 𝜉2) + 𝜉𝒕(𝜉1, 𝜉2), (1) 

donde 𝝃 = {𝜉1, 𝜉2, 𝜉}, y 𝜉 = 𝜉3. Ver Figura 3. Ya que el espesor es uniforme, este mapeo toma valores 
en el cuerpo de referencia 𝐴 × [−𝑡 2,⁄ 𝑡 2⁄ ], que definen la siguiente configuración actual de la cáscara 
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𝑆 = {𝒙 ∈ 𝑅3|𝒙 = 𝜱(𝝃),−
𝑡

2
≤ 𝜉 ≤

𝑡

2
, (𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝐴}. (2) 

 

Fig. 3. Configuraciones de referencia o no deformada, deformada y paramétrica de la superficie media de una 
cáscara delgada. Fuente: Millán et al, 2011. 

La deformación local se mide con el tensor de deformación de Green-Lagrange, que expresa la 
diferencia entre los tensores métricos de las configuraciones de referencia y deformada de la cáscara: 

𝐸𝑖𝑗 =
1

2
(𝜱,𝑖 ∙ 𝜱,𝑗 − 𝜱0,𝑖 ∙ 𝜱0,𝑗),   (3) 

el subíndice 0 indica cantidades en la configuración no deformada; por ejemplo 𝜑0 parametriza la 
superficie media de referencia. 

Con las hipótesis cinemáticas de Kirchhoff-Love (Millán et al., 2011), aplicables cuando la 
relación entre el grosor de la cáscara y su dimensión lateral característica es ≪ 1, se obtiene que las 
contribuciones que no son cero en el tensor de deformación hasta el primer orden en t son: 

𝐸𝛼𝛽 = 𝜀𝛼𝛽 + 𝜉𝜌𝛼𝛽, (4) 

donde 𝜀𝛼𝛽 =
1

2
(𝝋,𝛼 ∙ 𝝋,𝛽 − 𝝋0,𝛼 ∙ 𝝋0,𝛽) es el tensor de membrana y 𝜌𝛼𝛽 = 𝝋,𝛼 ∙ 𝒕,𝛽 − 𝝋0,𝛼 ∙ 𝒕0,𝛽 es el 

tensor de flexión.  
Con las hipótesis de Kirchhoff-Love, la deformación se expresa en términos de la cinemática de 

la superficie media. Para una lámina elástica, su energía de deformación es un funcional del mapeo de 
la configuración deformada, y puede escribirse en términos de la densidad de energía de deformación 
por unidad de área W como 

𝛱𝑒𝑙𝑎[𝝋] = ∫ 𝑊(𝜺,𝝆)𝑑𝛺0𝛺0
, (5) 

donde 𝛺0 es la superficie media de referencia de la cáscara delgada. Generalmente, la no linealidad 
geométrica es mucho más importante que la no linealidad material en la mecánica de cáscaras 
delgadas. Por esta razón, aquí se considera un modelo isotrópico de Kirchhoff-St. Venant como 
modelo material elástico (Millán et al., 2013). 

Para la implementación numérica es conveniente, considerar la simetría de los tensores 
involucrados, usar la notación de Voigt, y reescribir la energía elástica como 

𝛱𝑒𝑙𝑎[𝝋] = ∫
𝑡

2
({𝜺}𝑇{𝑪}{𝜺} +

𝑡3

12
{𝝆}𝑇{𝑪}{𝝆}) 𝑗0̅𝑑𝜉

1𝜉2
𝐴

, (6) 

donde 

{𝜺} = (

𝜀11

𝜀22

2𝜀12

) , {𝝆} = (

𝜌11

𝜌22

2𝜌12

) , 𝑗0̅ = |𝝋0,1 × 𝝋0,2|, (7) 

mientras que {𝑪} es el tensor de elasticidad. 
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2.3 Implementación Numérica 

Para la energía total se deben calcular derivadas de segundo orden para la deformación de la 
cáscara 𝝋, es necesario una aproximación con continuidad C1 para usar un enfoque de discretización 
de Galerkin sencillo. Por ello se emplean elementos finitos de superficies de subdivisión (Cirak et al., 
2000; Cirak y Ortiz, 2001; Cirak y Long, 2011) para aproximar 𝝋. Se sigue un enfoque de Lagrange, 
con el mismo espacio de funciones base para las configuraciones de referencia y deformada. Sea 𝝋0 el 
mapeo de la configuración no deformada de la superficie media, definida sobre el espacio paramétrico 
𝐴, el cual se representa de forma numérica como 

𝝋0ℎ(𝜉1, 𝜉2) = ∑𝐵𝑎(𝜉1, 𝜉2)𝝋0𝑎,

𝑁

𝑎=1

 (9) 

donde 𝐵𝑎(𝜉1, 𝜉2) son funciones base de superficies de subdivisión, N el número de nodos de la malla, 
y 𝜑0𝑎 la posición en el espacio tridimensional del a-ésimo punto de control que define la superficie 
media de la cáscara no deformada. La configuración deformada y campo de fase se expresan como 

𝝋ℎ(𝜉1, 𝜉2) = ∑𝐵𝑎(𝜉1, 𝜉2)𝝋𝑎,

𝑁

𝑎=1

  (10) 

Insertando las relaciones anteriores de 𝝋ℎ en 𝛱𝑡𝑜𝑡[𝝋]=𝛱𝑒𝑙𝑎[𝝋] + 𝛱𝑒𝑥𝑡 se obtiene la función de la 
energía total expresada en términos de las variables nodales 𝝋𝑎, a = 1, 2, . . . , N, que se minimiza con 
respecto a los grados de libertad, dados por la deformación, usando el método de Newton-Raphson 
combinado con un método de búsqueda lineal (Millán et al., 2013). Esto se repite hasta alcanzar el 
criterio de convergencia, luego se realiza el siguiente incremento de carga y se repite el proceso.  

Es necesario considerar la variación del espesor de la pared arterial con la deformación como se 
describe en Tolpica et al. En el cuello del saco aneurismático, el espesor disminuye drásticamente, esta 
transición no se está descripta con certeza, debido a la complejidad del caso

Podemos suponer que el espesor varía según la función arco tangente de la distancia geodésica 
sobre el aneurisma desde el nodo hasta el punto del cuello más cercano. La función planteada es 

ℎ =  (ℎ𝑎 − ℎ𝑑)
1

𝜋
 (tan−1 (

𝑑

𝑤
) +

𝜋

2
 ) + ℎ𝑑, (11) 

donde ℎ es el espesor, ℎ𝑎 y ℎ𝑑 los espesores en la arteria y el domo, 𝑑 la distancia geodésica al nodo 
de referencia y 𝑤 es el ancho de la zona de transición. Esto permite estimar el espesor para el domo 
aneurismático y la arteria. La distancia geodésica aproximada se calculará como la suma de las 
distancias euclídeas entre puntos sucesivos. Para 𝑁 nodos entre el nodo de referencia 𝑥0 de 
componentes (𝑎0 𝑏0 𝑐0) y el nodo 𝒙𝑛 de componentes (𝑎𝑛 𝑏𝑛 𝑐𝑛), la distancia será 

𝑑 =  ∑ √(𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖)
2 + (𝑏𝑖+1 − 𝑏𝑖)

2 + (𝑐𝑖+1 − 𝑐𝑖)
2𝑛−1

𝑖=0 . (12) 

3 Resultados y discusiones  

El cálculo de la distancia geodésica en una esfera de radio 1 (esfera unidad) entre dos puntos P y 
Q responde a la siguiente expresión: 

𝑑 = cos−1(𝑷 ∙ 𝑸),      (13) 
donde el argumento corresponde al producto escalar entre ambos vectores. 

Para determinar si la forma en la que se midió la distancia geodésica es correcta, se considera un
set de puntos describiendo una esfera, los cuales se obtienen a partir de un octaedro sometido a 
sucesivas subdivisiones de acuerdo al esquema de Loop, y reasignando los puntos a la esfera unidad. 
Se consideraron 10 niveles de refinamiento (𝑛 = 0… 9 ) con 𝑁 = 22(𝑛+1) + 2 nodos en el modelo. 
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Fig. 4. (Izq.) Convergencia de la distancia geodésica. (Der.) Superficie externa, media e interna del aneurisma, 

dispuestas en función de los espesores. Nótese que la superficie interna corresponde al “lumen”, es decir el 
líquido con contraste radioactivo. La superficie interna se representa por la malla de triángulos con un nivel de 

refinamiento inferior al empleado para realizar los cálculos. 

Se analizó el error relativo de la distancia geodésica para determinar la convergencia de este 
método. La distancia geodésica entre polos es 𝑑 = 𝜋. y representamos en escala logarítmica el error en 
función del grado de libertad (número de nodos). En la Figura 4-(izquierda) podemos observar que 
converge de forma lineal con pendiente 1. La distancia geodésica al cuello del aneurisma se empleó 
para asignar a cada nodo un valor de espesor. En la Figura 4-(derecha) puede observarse la lámina 
central (rojo), la superficie interna (malla) y la superficie externa (color claro). Puede observarse que 
el espesor de la pared arterial es mucho mayor en la arteria que en el domo aneurismático. 

En la Figura 5 se muestra la superficie media en su estado inicial y cuando la curva del borde 
derecho se gira 40º, para un conjunto particular de parámetros (t, E). 

 
Fig. 5. Superficie media deformada, el mapa de colores indica el espesor de la lámina delgada en mm, dispuestas 
en función de la rotación impuesta en la curva de contorno de la derecha, la rotación va desde 0 a 40º. 

4 Conclusiones  

En este trabajo se estudió la deformación mecánica de un caso de un aneurisma lateral localizado 
en la arteria carótida interna, obtenido de la base de datos AneuriskWeb (caso C0005). El saco 
aneurismático aislado, junto con una porción de las arterias adyacentes, ha sido analizado mediante un 
modelo geométricamente no lineal de láminas delgadas de Kirchhoff-Love, donde se consideró que el 
espesor de la pared varía en función de su distancia al cuello del aneurisma así como el módulo 
elástico de Young. Los resultados de la simulación numérica muestran que el espesor afecta las 
deformaciones y energía elástica de forma directamente proporcional al valor de los parámetros 
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empleados, no observándose comportamientos no lineales en el rango de parámetros y cargas 
analizados. Se concluye que es factible realizar un ensayo sistemático de las variables como espesor y 
módulo elástico intervinientes, quedando como trabajo a futuro aplicar este análisis a todos aquellos 
casos de la base de datos AneuriskWeb que presentan características similares y determinar 
descriptores biomecánicos que permitan caracterizar los resultados, su posible relación con su 
morfología y/o aspectos clínicos y/o estado de ruptura. 
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