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Resumen: En este trabajo estudiamos un problema de optimizacién de autovalores de Steklov con respecto al dominio
en espacios de Orlicz- Sobolev.

1. INTRODUCCION

Dado a > 0 nuestro objetivo es optimizar A(«, F) con respecto a conjuntos F C  de medida fija, es
decir
inf{\a,E): ECQ,|E|= A}, (1)

para un volumen fijo A € [0, |€2|], donde \(«, E) es autovalor del siguiente problema de Steklov

—Agu—l—g(|u|)|%‘ —I—ang(|u|)ﬁ =0 enQ @
9(IVul) g -0 = ng(lul) iy en 9.
El operador degenerado no lineal y posiblemente no homogéneo g-Laplaciano esta definido como:
. Vu
Agu = div (g(|Vu|)W> , (3
donde G(t) = fg g(s) ds es una funcién Young que cumple la siguiente condicién de crecimiento
tg(t
1<p_§%§p+<oo para todo ¢ > 0, @)

para constantes fijas p™ y p~.
Los resultados aqui expuestos generalizan los obtenidos en [1]. Para otros problemas de optimizacién en
espacios de Orlicz-Sobolev ver [2].

2. GENERALIDADES
2.1. FUNCIONES YOUNG

Una funcién G : RT — R se dice de Young si admite la siguiente representacion

donde g : [0,00) — [0,00) es tal que g(0) = 0, g es positiva, continua por derecha y no decreciente en
(0, 00).

Una funcién Young G satisface la condicion Ag, si G(2t) < CG(t) para todo t > 0, donde C' es una
constante positiva fija.
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2.2. ESPACIOS DE ORLICZ SOBOLEV

Dada una funcién de Young GG y un conjunto acotado €2 consideramos los espacios:

LY(Q) :={u : RN — R medibles tal que B¢ (u) < oo},
WhE(Q) :=={u € LE(Q) tal que B o(|Vu|) < oo},

donde ®¢ o (u) = [, G(|u|) dz.
Estos espacios tlenen asociada la llamada norma de Luxemburgo definida como
ul|Le() = Mf{X>0: ®gq (%) <1}y [lullwrcg) = lullpe@) + IVl e @)
Estos espacios son Espacios de Banach, separables y reflexivos, si y solo si G y G satisfacen la condicién
Ao, donde

G(t) := sup{st — G(s)}.

s>0
Ademas, la siguiente condicién serd asumida para garantizar las inmersiones compactas.

1 -1 oo 1—1
/ ¢ (g)ds <oo Yy / G () ds = o0. (@)
0 1

1 1
1+ 31+n

Sea G una funcién Young satisfaciendo (L) y (4). Dado un subconjunto abierto y acotado {2 C R"” de
clase C%1, las siguientes inmersiones son compactas W (Q) < LE(Q), WHE(Q) < LY (09).
Dados u € W (Q) N LE(0Q) y ¢ € L>®(£2) denotamos

Q6 o0(u) ;_/a G(lu) dH™™!,  ®q4a(u) = / oG (|ul)dz, P1c0(uw) ::/G(|u|) + G(|Vul) dx.
Q Q Q
Para el lector interesado consultar [3].

2.3. ALGUNOS HECHOS SOBRE MINIMIZANTES

Dado o > 0y ¢ € L*°(R), definimos

Ao, @) := inf Z(v)

ved J(v)’ )

donde la clase de funciones admisibles .4 esta dada por
A={ve W4 (Q): tal que D p0(v) = 1}.
conZ, 7 : WhG(Q) — R definidos como
Z(v) == P1c0(v) +aPapalv), JTW):=Pgan(u)

Dado que G y su conjugada G satisfacen la condicién As , es sencillo ver que Zy J son de clase C! y
sus derivadas de Frechét 7/, 7': W4 (Q) — (W4(Q)) estan dadas por

(T (u),v) = /ﬂ <|Vu|>|v—| Vods + /ﬂ (1-+ ag)g(fu) v

(7 (), v) = /8 ol v,

Proposicion 1 Dado o > 0y ¢ € L () tal que 0 < ¢ < 1, existe u € A solucion de (5).

Proposicion 2 El niimero \(«, @) definido en (5) es un autovalor de la version relajada del problema (2)
con autofuncion u € A, donde u es solucion de (5).
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3. PROBLEMA

Para probar la existencia de una configuracién optimal de (1), la estrategia que adoptamos es considerar
el siguiente problema relajado: consideramos ¢ € B en lugar de x g donde la clase B se define como:

B:= {quLOO(Q): talque 0 < ¢p <1y /qﬁdmzA},
JQ
lo cual lleva a
Mo, ¢) = ;Iéf‘l {®1.00) +aPgea(v)}, (6)

que es autovalor del siguiente problema relajado de Steklov

{—Agu+g<|u|>%|+a¢g<|u>%| =0 en o

9(IVul) o -1 = ng(lul) iy en 9.

Mediante una aplicacién del método directo en el calculo de variaciones junto con la desigualdad de
Harnack, podemos asegurar la existencia de una solucion v = u(a, ¢) € A la cual es estrictamente positiva
en 2. Por lo tanto, consideramos el siguiente problema relajado

Aa, 4) := fnf Ma, ). (®)

Cualquier minimizante de (8) serd llamado una configuracion optimal. Si ¢ es una configuracién optimal y
w satisface (6), entonces (u, ¢) es llamado un par optimal (o solucién).

Teorema 1 Paratodo o > 0y A € [0,|Q|] existe un par optimal. Ademds, todo par optimal (u, ¢) tiene las
siguientes propiedades:

(i) u € Cllo’z(Q)para algun v € (0,1).

(ii) Existe una configuracion optimal ¢ = xp, donde D es un subconjunto de nivel de u, esto es, existe
un nimero t > 0 tal que D = {u < t}.

(iii) Todo conjunto de nivel {u = s}, tiene medida de Lebesgue cero.

Podemos calcular la derivada por derecha de A(«, ¢) con respecto a ¢ una direccién admisible. Denotemos
por F' el conjunto de direcciones admisibles, donde:

F—{f:fSOen {¢=1},f>0en {ng—O},/Qf—O}.

Proposicion 3 Sea f € F, entonces la derivada por derecha de X\(«, ¢) en la direccion de f € F estd dada
por

Vo, o)(1) = tig MDD ZNOD o [ g6uas

t—0 t
donde u es solucion de \(«, ).

Corolario 1 EI conjunto optimal D satisface D = {u < t}.

Probaremos que cuando o — oo la cantidad A(«v, ) converge al minimizante del problema con E como
un agujero (esto es, la funcién minimizante se anula en F), es decir,

lim Ao, E) = A0, E) :=  inf @ g o(v).

Q=00 vEA, | =0
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El problema natural del limite de este infimo es
Moo, A) :=inf{A(o0, E): E C Q,|E| = A} 9)

En el siguiente resultado analizaremos el limite de la configuracién optimal (1) para la cantidad definida en
).

Un punto clave de la prueba es el hecho de que el nimero A(«, A) definido en (8) es estrictamente
mondtono con respecto a A > 0.

Teorema 2 Para toda sucesion o — oo y par optimal (Dj,u;) de (1) existe una subsucesion, la cual
seguiremos denotando o, y un par optimal (D, u) de (9) tal que
lim xp, =xp débil* en L°(Q2),
J—00
lim u; =u fuerte en whe(Q).
j—)OO

Ademds, u > 0 en Q\ D.
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