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Resumen: El principal objetivo de este trabajo es probar existencia de tres soluciones diferentes (una positiva, una
negativa y una que cambia de signo) para una ecuación que involucra el p-Laplacianco fraccionario con crecimiento
crı́tico en el sentido de las inclusiones de Sobolev. La prueba se basa en un paper viejo de Struwe, en la extensión del
famoso Principio de compacidad por concentración de Lions para el contexto no local y el principio variacional de
Ekeland.
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1. INTRODUCCIÓN

Consideremos la siguiente ecuación no local con condición de Dirichlet{
(−∆p)

su = |u|p∗s−2u+ λf(x, u) en Ω,

u = 0 en Rn \ Ω.
(1)

donde s ∈ (0, 1), Ω es un dominio acotado con borde suave en Rn y (−∆p)
su denominado p-Laplaciano

fraccionario, es definido con una constante de normalización de la siguiente forma

(−∆p)
su := 2 ĺım

ε→0+

∫
Rn\Bε(x)

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|n+ps
dy.

El marco funcional para este operador es el espacio de Sobolev fraccionario, ver[18] y [8],definido de la
siguiente forma

W s, p(Rn) := {u ∈ Lp(Rn) : [u]s, p <∞} ,

donde [u]s, p es la famosa seminorma de Gagliardo definida por

[u]s, p :=

(∫
R2n

(u(x)− u(y))p

|x− y|n+ps
dx dy

) 1
p

.

Es bien sabido que cuando sp < n la siguiente desigualdad de Sobolev se mantiene(∫
Rn

|u|
np

n−sp dx

)n−sp
n

≤ C
∫
R2n

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dxdy

para u ∈ C∞c (Rn), donde p∗s = np
n−sp es llamado el exponente crı́tico de Sobolev. Por lo tanto la inmersión

W s, p(Ω) ↪→ Lq(Ω) para 1 ≤ q ≤ p∗s es continua, además es compacta para 1 ≤ q < p∗s. Las ecuaciones
crı́ticas con el Laplaciano fraccionario en dominios acotados han sido considerados en [1, 13, 12, 14, 15].
La multiplicidad de soluciones para el operador no local con crecimiento crı́tico ha sido estudiado en [11].
El objetivo principal de este trabajo es mostrar la existencia de tres soluciones al problema (1). Más aún una
positiva, una negativa y una que cambia de signo. Imponemos condiciones adecuadas a f y al parámetro λ sin
embargo no imponemos condiciones de paridad en la fuente f . Este resultado extiende un paper de Struwe
[17]. Resultados similares para algunos operadores locales pueden ser encontrados en [3, 16, 5]. El método
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usado en la prueba en [17] consiste en restringir el funcional asociado a (1) a tres diferentes variedades
construidas imponiendo una restricción de signo y una condición de normalización. Luego utilizando el
Principio variacional de Ekeland (ver [4]) y una generalización en el caso fraccionario hecha por Mosconi
et al. para cualquier 1 < p < n

s (ver[10]) del bien conocido Principio por Concentración de P.L.Lions (ver
[9]),utilizando esto podemos probar la existencia de puntos crı́ticos en cada funcional restringido, que son a
la vez puntos crı́ticos del funcional no restringido. Más precisamente podemos probar el siguiente teorema:

Teorema 1 Suponiendo que f satisface ciertas condiciones,existe λ∗ > 0 dependiendo solamente de n, p, q
, tal que para todo λ > λ∗, existen tres soluciones débiles no triviales del problema, (1). Además estas so-
luciones, son una positiva, una negativa y una que cambia de signo.

2. PRUEBA

A lo largo de este trabajo entendemos por soluciones débiles de (1) a los puntos crı́ticos del funcional de
energı́a asociado actuando sobre el espacio de Sobolev W s, p

0 (Ω):

Φ(u) =
1

p

∫
R2n

(u(x)− u(y))p

|x− y|n+ps
dy dx−

∫
Ω

1

p∗s
|u(x)|p∗s + λF (x, u(x)) dx, (2)

donde F (x, u) =
∫ u

0 f(x, z)dz. Las hipótesis sobre la fuente f son las siguientes:

(H1) f : Ω × R → R, es medible con respecto al primer argumento y continua respecto de la segunda
variable para casi todo x ∈ Ω. Más aún, f(x, 0) = 0 para todo x ∈ Ω.

(H2) Existen constantes c1 ∈ (0, 1
p∗s−1), c2 ∈ (p, p∗s), 0 < c3 < c4 tal que para todo u ∈ Lq(Ω) y

p < q < p∗s,

c3‖u‖qLq(Ω) ≤ c2

∫
Ω
F (x, u) dx ≤

∫
Ω
f(x, u)u dx ≤ c1

∫
Ω
fu(x, u)u2 dx ≤ c4‖u‖qLq(Ω).

El siguiente ejemplo satisface nuestras hipótesis, f(x, u) = |u|q−2u+ |u+|r−2u+ if r ≤ q.
Construiremos tres conjuntos disjuntos Ki los cuales no contienen al cero, tal que Φ tiene punto crı́ti-

co en Ki. Estos conjuntos serán subconjuntos de C1−variedades Mi ⊂ W s, p
0 (Ω) que serán construidas

imponiendo una restricción de signo y una condición de normalización.
En efecto,

Definicin 1 Para todo i = 1, 2, 3, sea Mi ⊂W s, p
0 (Ω) definido

M1 =

{
u ∈W s, p

0 (Ω) :

∫
Ω
u+ > 0 y [u+]ps, p −

∫
Ω
|u+|p

∗
s dx =

∫
Ω
λf(x, u)u+ dx

}
,

M2 =

{
u ∈W s, p

0 (Ω) :

∫
Ω
u− > 0 y [u−]ps, p −

∫
Ω
|u−|p

∗
s dx =

∫
Ω
λf(x, u)u− dx

}
,

M3 = M1 ∩M2,

donde u+ = máx{u, 0} y u− = máx{−u, 0}.

Definicin 2 Para todo i = 1, 2, 3, sea Ki ⊂W s, p
0 (Ω) definido

K1 = {u ∈M1 : u ≥ 0}, K2 = {u ∈M2 : u ≤ 0}, K3 = M3.

Se puede probar que los conjuntos ası́ definidos son no vacios. El siguiente lema describe las propiedades
de las variedades Mi, para una prueba detallada del mismo ver [2]

Lema 1 Mi es una sub-variedad deW s, p
0 (Ω) de codimensión 1, si i = 1, 2 y 2 si i = 3 respectivamente, los

conjuntos Ki son completos, y para todo u ∈Mi tenemos TuW
s, p
0 (Ω) = TuMi ⊕ 〈u+, u−〉 donde TuM es

el espacio tangente en u de la variedad de Banach M . Finalmente la proyección a la primera coordenada
es uniformemente continua en Mi.
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Ahora para poder utilizar el principio variacional de Ekeland, necesitamos chequear la condición de Palais-
Smale para el funcional Φ restringido a la variedad Mi. Con este fin necesitamos el siguiente lema, el cual
prueba la condición de Palais-Smale para el funcional no restringido bajo cierto nivel de energı́a.

Lema 2 Sea S la mejor constante de Sobolev para el Laplaciano fraccionario

S := ı́nf
φ∈C∞c (Ω)

[φ]ps, p
‖φ‖pp∗s

. (3)

Entonces el funcional no restringido Φ verifica la condición de Palais-Smale para un nivel de energı́a c tal
que c < s

nS
n
sp .

La prueba de este lema se basa en el Principio de compacidad por concentración para operadores no locales
ver(see[10]). La prueba para el caso local de este lema se puede encontrar en [7, 16]. El caso no local es
similar y se puede encontrar en[6].

Ahora podemos probar la condición de Palais-Smale para el funcional restringido.

Lema 3 El funcional Φ|Ki satisface la condición de Palais-Smale para niveles de energı́a c < s
nS

n
sp .

Prueba. Sea {uk} ⊂ Ki una sucesión de Palais-Smale, es decir Φ(uk) es uniformemente acotada y
∇Φ|Ki → 0 fuertemente. Necesitamos demostrar que existe una subsucesión ukj que converge fuertemente
en Ki.

Sea vj ∈ TujW
s, p
0 (Ω) vector tangente unitario tal que

〈∇Φ(uj), vj〉 = ‖∇Φ(uj)‖W−s,p
0 (Ω).

Ahora, por lema 1, vj = wj + zj con wj ∈ TujMi y zj ∈ 〈(uj)+, (uj)−〉.
Como Φ(uj) es uniformemente acotado, se puede ver que uj es uniformemente acotado en W s, p

0 (Ω) y
en consecuencia wj es uniformemente acotado en W s, p

0 (Ω). Por lo tanto

‖∇Φ(uj)‖W−s,p
0 (Ω) = 〈∇Φ(uj), vj〉 = 〈∇Φ|Ki(uj), vj〉 → 0.

Como vj es uniformemente acotado y ∇Φ|Ki(uj)→ 0 fuertemente, la igualdad converge fuertemente a
0. Ahora el resultado esperado resulta del Lema 2.

�
Inmediatamente obtenemos el siguiente lema.

Lema 4 Existe u ∈ Ki punto crı́tico del funcional restringido Φ|Ki . Más aún u es punto crı́tico del funcio-
nal sin restringir Φ y por lo tanto solución débil de (1).

Con todo este preámbulo, esta es la demostración de nuestro resultado principal.
Prueba. [Demostración del Theorema 1] Para probar el Teorema 1, necesitamos chequear que el funcional
Φ|Ki verifique las hipótesis del Principio Variacional de Ekeland.

En efecto la prueba de que Φ es acotado inferiormente en Ki es una consecuencia directa de la construc-
ción de la variedad Ki.

Entonces por el Principio Variacional de Ekeland existe vk ∈ Ki, tal que

Φ(vk)→ ci y (Φ|Ki)
′
(vk)→ 0.

Necesitamos chequear que si elegimos λ suficientemente grande podemos asegurar que ci < s
nS

n
sp . En

efecto sea w0 ≥ 0 fija, gracias al siguiente lema

Lema 5 Para todo w0 ∈W s, p
0 (Ω), w0 > 0 (w0 < 0), existe tλ > 0 tal que tλw0 ∈M1 (∈M2). Asimismo,

ĺımλ→∞ tλ = 0.
Como consecuencia, dado w0, w1 ∈ W s, p

0 (Ω), w0 > 0, w1 < 0 con soportes disjuntos, existe tλ, tλ tal
que tλw0 + tλw1 ∈M3. Además tλ, tλ → 0 cuando λ→∞.
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Tenemos que

c1 ≤ Φ(tλw0) ≤ 1

p
tpλ[w0]ps, p.

y podemos afirmar que c1 → 0 cuando λ → 0. Entonces ci < s
nS

n
sp para λ > λ∗(p, q, n, c3). Los otros

casos son análogos.
Del Lema 2, se consigue que vk tiene una subsucesión convergente, a la que llamamos vk. Por lo tanto

Φ tiene punto crı́tico en Ki, i = 1, 2, 3 y por construcción una de las soluciones es positiva, una es negativa
y la otra cambia de signo. �
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