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Resumen. Se considera un dominio acotado D de Rn con una frontera regular compuesta de 

dos porciones de frontera F1 y F2. En Gariboldi – Tarzia, Adv. Diff. Eq. Control Processes, 1 

(2008), 113-132, se considera la convergencia de una familia de problemas de controles 

óptimos frontera de tipo Neumann gobernados por ecuaciones variacionales elípticas cuando 

el parámetro alpha de la familia (el coeficiente de transferencia de calor sobre la porción de 

frontera F1) tiende a infinito. Se demuestra la convergencia del control óptimo, del estado del 

sistema y del estado adjunto de la familia de problemas de controles óptimos fronteras de tipo 

Neumann a los correspondientes de un problema de control óptimo frontera de tipo Neumann 

también gobernado por una ecuación variacional elíptica con condiciones de contorno de tipo 

Dirichlet sobre F1. 

Se consideran, tanto para la familia de problemas de controles óptimos frontera de tipo 

Neumann como para el problema de control óptimo frontera límite, las aproximaciones 

numéricas por el método de los elementos finitos con triángulos de Lagrange de tipo 1. Se 

discretizan las ecuaciones variacionales elípticas que definen el estado del sistema y de su 

estado adjunto y además las funciones de costo respectivas. 

El objetivo del presente trabajo es el de estudiar la convergencia de la familia de problemas de 

controles óptimos fronteras de tipo Neumann discretos cuando el parámetro alpha tiende a 

infinito. Se demuestra la convergencia del control óptimo discreto, del estado del sistema 

discreto y del estado adjunto discreto de la familia a los correspondientes del problema de 

control óptimo frontera de tipo Neumann límite discreto.  
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1 INTRODUCCIÓN 

Sea un dominio acotado nR  con una frontera 1 2       regular compuesta 

por dos porciones de frontera 
1  y 2  con med 1( ) 0  . Se consideran los siguientes 

problemas elípticos con condiciones de frontera mixtas dados por: 

 

1 2en  ;   sobre   ;  sobre    
u

u g u b q
n


       


     (1) 

y 

1 2en  ;   ( ) sobre   ;  sobre    
u u

u g u b q
n n


 

         
 

      (2) 

 

donde g  es la energía interna en  , . 0 b Const  es la temperatura sobre 1  para el sistema 

(1) y la temperatura exterior para el sistema (2) respectivamente, q  es el flujo de calor sobre 

2 . En  Gariboldi and Tarzia (2008) se consideran los siguientes problemas continuos de 

control óptimo frontera para los sistemas (1) y (2) que pueden representar el caso estacionario 

del problema de Stefan (Tabacman and Tarzia, 1989; Tarzia, 1988), a saber:  

 

A) Hallar el control óptimo frontera de tipo Neumann opq Q  de manera que: 

 

   min


op
q Q

J q J q      (3) 

 

donde el funcional de costo 0:J Q R  viene dado por la siguiente expresión (Bergounioux, 

1997; Lions, 1968; Tröltzsch, 2010) 

 
2 21

( )
2 2

  q d QH

M
J q u z q          (4) 

 

con 0M   y dz H  dados, qu K es el estado del sistema definido por el problema elíptico 

mixto (1) cuya formulación variacional está dada por la siguiente ecuación variacional 

(Kinderlehrer and Stampacchia, 1980; Tarzia, 1981): 

 

   
2

0, , ,


    


 

q H

q

a u v g v qvd v V

u K

   (5) 

 

y cuyo correspondiente estado adjunto qp V está definido por la ecuación variacional: 

 

    0

0

, , ,    




q q d

q

a p v u z v v V

p V
     (6) 

 

donde: 
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   1

0 1 1 0( ), , / 0 , , / ,V H V v V v K v V v b b V             (7) 

 

 2 2

2( ), ( ), , . , ( , )
 

        H L Q L a u v u v dx u v uv dx .  (8) 

 

B) Hallar el control óptimo frontera de tipo Neumann  
op

q Q  de manera que: 

 

   min  



op q Q

J q J q                     (9) 

 

donde el funcional de costo 0:J Q

R  viene dado por la siguiente expresión (Bergounioux, 

1997; Lions, 1968; Tröltzsch, 2010): 

 
2 21

( )
2 2

   q d QH

M
J q u z q       (10) 

 

con 0M   y dz H  dados,  qu V  es el estado del sistema definido por el problema 

elíptico mixto (2) cuya formulación variacional está dada por la siguiente ecuación 

variacional: 

 

   
2 1

, , , 



  
 

     


 

 q H

q

a u v g v qvd bvd v V

u V

     (11) 

 

y cuyo correspondiente estado adjunto  qp V  está definido por la siguiente ecuación 

variacional: 

 

   , , ,  



    




q q d

q

a p v u z v v V

p V
         (12) 

 

donde: 

 

   
1

, ,a u v a u v uvd  


   .                  (13) 

 

En  Gariboldi y Tarzia (2008) se estudió el límite cuando    del problema de 

control óptimo frontera de tipo Neumann (9) y se demostró que: 

 

lim 0, lim 0,
  

  
   

op op op op
q q q q

V V

u u p p      (14) 

 

lim 0


 
op op Q

q q ,        (15) 
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utilizando la teoría de las ecuaciones variacionales.  

Se considera el método de los elementos finitos con triángulos de Lagrange de tipo 1 

constituido por elementos finitos de clase 0C siendo h  el parámetro que tiende a cero 

(Brenner y Scott, 1994; Ciarlet, 1978). Se discretizan las ecuaciones variacionales elípticas 

que definen los estados del sistema (11) y (5), los estados adjuntos (12) y (6), y además los 

funcionales de costo (10) y (4) respectivamente. Por Tarzia (2012; 2013) (ver también Casas y 

Mateos, 2002; Casas y Raymond, 2006) existen únicos controles óptimos frontera de tipo 

Neumann ophq y 
ophq , sistemas 

 h op
h qu y 

hop
hqu , y estados adjuntos 

 h op
h qp y 

hop
hqp óptimos 

discretos y además se demuestran las correspondientes convergencias cuando 0h  y se dan 

los órdenes de convergencia, en función de h , dz H  , utilizando la caracterización de los 

controles óptimos frontera de tipo Neumann a través de un punto fijo de un operador bajo 

ciertas hipótesis sobre el dato M . 

El objetivo del presente trabajo es el de realizar el límite cuando    de las soluciones 

discretas de los problemas de control óptimo frontera (9) y demostrar que convergen a las 

soluciones discretas  del problema de control óptimo frontera (3). 

En general, la solución de problemas elípticos con condiciones mixtas se encuentra en 

 rH   con 31 ( 0)
2

r       pero existen numerosos ejemplos para los cuales las 

soluciones están en  rH   con 2 r  que es lo que se supone en el presente trabajo (Azzam 

y Kreyszig, 1982 ; Lanzani, Capogna y Brown, 2008; Shamir, 1968). 

 

2 DISCRETIZACIÓN DE LOS PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO 

Se considera la siguiente discretización (Brenner y Scott, 1994; Ciarlet, 1978) 

1

0

: dominio poligonal acotado ;  Const.>0 sobre ,

: triangulación regular de tipo no negativa constituida por elementos finitos,

      afines equivalentes de clase C ,    

0 : parámetro de la aprox

n

h

b

h



   



R

imación de elementos finitos que tiende a cero,

lado mayor de todos los triángulos .hh T 









 


 

Se aproximan  0, yV V K  por: 

 

    
 

0

1

0 1 0

/ ,

/ 0 ;

h h h h

h h h h h h

V v C v T P T T

V v V v K b V

      


     

           (16) 

 

donde 1P  es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1.  

El funcional de costo discreto 0:hJ Q R , correspondiente al funcional de costo 

continuo (4) se define por la expresión siguiente: 

 

 
2 21

2 2
  h hq d QH

M
J q u z q      (17) 
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donde hqu  es el estado del sistema discreto definido como la solución de la ecuación 

variacional discreta siguiente (Kinderlehrer y Stampacchia, 1980; Tarzia, 1996; Tarzia, 1999): 

 

   
2

0, , ,


    


 

hq h h h h hH

hq h

a u v g v qv d v V

u K

  (18) 

 

y su correspondiente estado adjunto discreto hqp  se define como la solución de la siguiente 

ecuación variacional discreta: 

 

    0

0

, , ,

.

    




hq h hq d h h hH

hq h

a p v u z v v V

p V
   (19) 

 

El correspondiente problema de control óptimo discreto consiste en hallar 
ophq Q  de 

manera que: 

   



oph h h

q Q
J q Min J q .     (20) 

 

Análogamente, el funcional de costo discreto 0:hJ Q

R  está definido por la 

expresión siguiente: 

 

 
2 21

2 2
   h h q d QH

M
J q u z q       (21) 

 

donde h qu  es el estado del sistema discreto definido como la solución de la ecuación 

variacional discreta siguiente: 

 

   
2 1

, , , 



  
 

     


 

 h q h h h h h hH

h q h

a u v g v qv d bv d v V

u V

    (22) 

 

y su correspondiente estado adjunto discreto se define como la solución de la siguiente 

ecuación variacional discreta: 

 

   , , ,

.

  



    




h q h h q d h h hH

h q h

a p v u z v v V

p V
     (23) 

 

El correspondiente problema de control óptimo discreto consiste en hallar  
ophq Q  de 

manera que: 

 

     



oph h h

q Q
J q Min J q .       (24) 
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Teorema 1. 

(i) Existen únicos hq hu K y 0hq hp V  soluciones de las ecuaciones variacionales (18) y (19) 

respectivamente 1, , 0       g H q Q b sobre . 

(ii) Se tiene que  hJ es una aplicación Q - elíptica y por ende estrictamente convexa, es decir: 

        
   

2 1

2 2

2 1 1 2 2 1

1 1
1- 1

2 2

 
       h h h hq hq QH

t t t t
t J q tJ q J tq t q u u M q q       

        ≥   
 

 
2

2 1 1, 2

1
, , 0,1

2 Q

t t
M q q q q Q t


     .      (25) 

   

(iii) Existe un único control óptimo 
ophq Q  que satisface el problema de optimización 

discreto  (20). 

(iv) hJ es una aplicación diferenciable según Gateaux y su derivada hJ   está dada por la 

siguiente expresión: 

 

  0( ), , 0      h hqJ q Mq p q Q h .                    (26) 

 

(v) La condición de optimalidad está dada por:  

 

  0

1
 0 ( )   

op op hop
h h h hqJ q q p

M
.                            (27) 

 

(vi) Si la constante M verifica la siguiente desigualdad:  

 
2

0

2
M >




                                                                (28) 

 

donde 0  es el operador traza sobre   y 0   es la constante de coercividad de la forma 

bilineal, simétrica y continua a, es decir: 

 
2

0( , ),
V

v a v v v V    ,    (29) 

 

entonces el control óptimo discreto 
ophq Q  puede ser obtenido como el único punto fijo del 

operador hW , es decir: 

 

 0

1
( )  

op h op opop
h hq h h hq p W q q

M
   (30) 

 

el cual está definido por:   

  0

1
: / ( ) h h hqW Q Q W q p

M
.    (31) 

Demostración. Las partes (i) a (v) surgen de (Tarzia, 2012). Para la parte (vi) basta demostrar 

que el operador hW  es una contracción bajo la hipótesis (28). 
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Teorema 2. 

(i) Se tiene que existen únicos  h q hu V y  h q hp V  soluciones de las ecuaciones 

variacionales (22) y (23) respectivamente ,   g H q Q . 

(ii) Se tiene que  hJ  es una aplicación Q - elíptica y por ende estrictamente convexa 

verificando una desigualdad análoga a la (25).  

(iii) Existe un único control óptimo  
ophq Q  que satisface el problema de optimización 

discreto  (24). 

(iv) hJ  es una aplicación diferenciable según Gateaux y su derivada hJ 
  está dada por la 

siguiente expresión: 

 

  0( ), , 0, 0          h h qJ q Mq p q Q h .      (32) 

 

(v) La condición de optimalidad está dada por:  

 

  0

1
 0 ( )

      
op op h op

h h h h qJ q q p
M

.     (33) 

 

(vi) Si la constante M verifica la siguiente desigualdad  

 
2

0

2
M>






       (34) 

 

entonces el control óptimo ophq  puede ser obtenido como el único punto fijo del operador 

hW  , es decir: 

 

 0

1
( )

      
op h op opop

h h q h h hq p W q q
M

     (35) 

 

 

que se define por:  

 

  0

1
: / ( )   h h h qW Q Q W q p

M
    (36) 

 

donde  1 1(1, ) ( 0)Min      es la constante de coercividad de la forma bilineal a , a 

saber: 

 
2

( , ),
V

v a v v v V     .       (37) 

 

Demostración. Las partes (i) a (v) surgen de (Tarzia, 2013). Para la parte (vi) basta demostrar 

que el operador hW  es una contracción bajo la hipótesis (34). 
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3 ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA DE LOS CONTROLES OPTIMOS 

DISCRETOS CUANDO    

 

Teorema 3. 

Se tiene los siguientes límites: 

 

) lim 0 , , 0 


     h q q V
i u u q Q h ,         (38) 

 

ii) lim 0, , 0


     h q hq V
p p q Q h .         (39) 

 

Demostración.  Los dos resultados se obtienen de los siguientes pasos para , 0 q Q h  fijos:  

 

a) Se tienen las estimaciones siguientes: 

 

   
1

1

2

2

, 0

1 , 0







  


    



    




h q hq V

h q

u u D

u b d D
. 

 

b)  De las acotaciones anteriores se deduce que: 

 

1

  en  débil (en  fuerte) cuando 
/

/

  




  
  

 

w

h q hq

hq

hq

u V H
V

b
, 

 

c)  Utilizando la convergencia anterior se puede pasar al límite cuando   , y por 

unicidad de la ecuación variacional (18) se obtiene que: 

 

 hq hqu . 

 

d) Utilizando las propiedades a) y b) anteriores, y relacionando las ecuaciones variacionales 

(18) y (22), se deduce que: 

  

 en  fuerte cuando   h q hqu u V . 

 

e) Se utiliza una metodología análoga a los pasos a) a d) para la obtención del límite cuando 

   para los estados adjuntos. 

 

 

Teorema 4. 

Se tiene los siguientes límites: 

( ) lim 0 , 0



   

h hop op
h q hq

V

i u u h ,           (40) 
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( ) lim 0 , 0



   

h hop op
h q hq

V

ii p p h ,           (41) 

 

( ) lim 0 , 0


   
op oph h

Q
iii q q h .           (42) 

 

Demostración.  Los tres resultados se obtienen de los siguientes pastos para 0h   fijo:  

 

a)  Para el caso particular 0q  se tienen las siguientes estimaciones: 

 

   
1

0 0 1

2

0 2

, 0

1 , 1

h h V

h

u u E

u b d E







  


    

     




. 

 

b) De la definición de control óptimo discreto (24) se obtienen las siguientes estimaciones: 

 
2 2 2

0 3

1 1
, 0

2 2 2         
h opop

h q d h h d HQH

M
u z q u z E . 

 

c) De las acotaciones anteriores se deduce que: 

 

4

5

, 0

, 0









   



  


h op

op

h q
H

h
Q

u E

q E
. 

 

d) Utilizando la ecuación variacional (22) para el sistema óptimo se deducen las siguientes 

estimaciones: 

 

   
1

6

2

7

, 0

1 , 0











  


    



    




h hop op

h op

h q hq
V

h q

u u E

u b d E
. 

 

e) En forma análoga, utilizando la ecuación variacional (23) para el sistema adjunto óptimo se 

deducen las siguientes estimaciones: 

 

 
1

8

2

9

, 0

1 , 1











  


    



   




h hop op

h op

h q hq
V

h q

p p E

p d E
. 

 

 

f) De las acotaciones anteriores, se deduce que: 
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 / en  débil cuando     
op

w

h h hf Q q f Q  

 

1

en  débil (en  fuerte) cuando 
/

/

  




  
  

 

h op

w

h q h

h

h

u V H
V

b
 

 

1

en  débil (en  fuerte) cuando 
/

/ 0

  




  
  

 

h op

w

h q h

h

h

p V H
V  

 

g) Utilizando las tres convergencias dadas en f) se puede pasar al límite cuando   , 

obteniéndose por unicidad de las ecuaciones variacionales (18) y (19) que:   

 

hh hfu    ,   
hh hfp  . 

 

h) Utilizando (20) y (21) se puede pasar al límite cuando   , obteniéndose por unicidad 

del control óptimo (20) que: 

 


oph hf q . 

 

i) Utilizando f) y g), se obtiene que: 

 





 


 

h hop

h hop

h hf hq

h hf hq

u u

p p
. 

 

j) Utilizando las ecuaciones variacionales (18) y (22) para los sistemas, y las ecuaciones 

variacionales (19) y (23) para los sistemas adjuntos, se obtienen las convergencias fuertes 

siguientes: 

 

 
1

2

lim 0 , 0

lim 0, 0


















    



   




h hop op

h op

h q hq
V

h q

u u h

u b d h
, 

 

y 

 

1

2

lim 0 , 0

lim 0, 0


















    



  




h hop op

h op

h q hq
V

h q

p p h

p d h
. 

 

k) Se puede pasar al límite cuando    en las definiciones de los funcionales de costos 

(17) y (21) obteniéndose: 

 

lim , 0
op oph h

Q Q
q q h


   . 
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l) De f) y k) se deduce la convergencia fuerte de los controles óptimos, a saber: 

 

lim 0, 0


   
op oph h

Q
q q h . 
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