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RESUMEN

En la actualidad el nimero de trabajos que emplean el principio Intersaccién Unién
que propone Roy[ 7] para generar tests de hipotesis se ha incrementado notablemen-
te, pues por sus caracteristicas esta metodologia permite resolver problemas com-
plejos en los que otros procedimientos fracasan.

Este crecimiento vertiginoso ha provocado la aparicidn de dos efectos no deseados.
El primero es debido a que, en ocasiones, el uso de la metodologia se preduce apro-
vechando algin aspecto del principio de Interseccion-Unién en detrimento de otros,
esto va provocando cambios sutiles en la formulacién del principio de acuerdo al
problema que intenta resolver. El segundo efecto no deseado, que esta vinculado
con el anterior, es que cuando se contempla el cimulo de aplicaciones diversas del
principio de Interseccién Unidn se pone en evidencia la carencia de una presenta-
cién que destaque las distintas facetas del principio y que permita, de esta manera,
abarcar las diferentes aplicaciones.

En este trabajo se elabora una presentacion formal del principio Interseccion Unidn,
que apunta a destacar las diferentes facetas gue se utilizan en la formulacion de
tests. Esto permite presentar en forma unificada las numerosas y diversas aplicacio-

nes gue se han desarrollado utilizando este principio.
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1. INTRODUCCION

Los modelos estadisticos, muchas veces, surgen de investigaciones interdisci-
plinarias relacionadas con probleméticas de la vida real, y muchas de estas apli-
caciones necesitan de un modelo especialmente desarrollado para ellas, ya que las
herramientas de inferencia estadistica convencional o estandar rara vez se pueden
adaptar. Estos estudios, generalmente, estan relacionados con disefios comple-
jos, planes de muestreo especificos y leyes de probabilidad subyacentes, que no
so6lo envuelven pardmetros multiples, sino que también estan sujetas a varias re-
stricciones no lineales. Ademas, muchas veces, la estructura y dimensién de los
datos puede complicar considerablemente el anélisis estadistico.

En una amplia variedad de problemas multivariados, las herramientas de in-
ferencia estadistica clasica, como son los estimadores de maxima verosimilitud y
los tests de cociente de verosimilitudes, raras veces se pueden obtener en forma
sencilla. Una alternativa muy utilizada, en algunos casos con ventajas computa-
cionales, es el principio de Interseccion Unién que presenta Roy en 1953.

Roy[7] propone un método heuristico de construccién de test de hipétesis que
se puede describir de la siguiente manera:

Dada una muestra de tamafio » de vectores aleatorios p—variados X,,...X,
se la identifica con el vector aleatorio p —variado X, con funcion de distribucién
acumulada Fx, de cuya funcion de distribucion solo se sabe que pertenece a una
cierta familia F de distribuciones, o sea, Fy € F; y se quiere indagar si Fy
pertenece a cierto subconjunto no vacio F, de F.

Sea {E‘j tje J} una coleccién de subconjuntos de la familia F* de distribu-
ciones, siendo J un conjunto arbitrario de indices.

Paracada j e J sedefine la hipétesis nula componente H, , COMOH, ;
y la hipétesis alternativa componente H,, como H,, : Fy € F =F-F,

: Iy eF;

Se supone, ademas, que se pueden construir tests adecuados asociados a cada
hipdtesis componente H, ;. El test Interseccion Unién, que se obtiene de acuer-
do con el métedo formulado por Roy, se construye a través de los tests compo-
nentes definiendo:

HD=ﬂHu_;‘ HIZUHIJ‘
JeT jed

De donde se deduce que la hipétesis nula H, es verdadera si y solo si todas
las hipotesis nulas componentes H, ; son verdaderas. Similarmente, la hipote-
sis alternativa H, es verdadera si y sdlo si al menos una de las hipétesis alter-
nativas componentes H, ; es verdadera. El principio Interseccién Unién consis-
te entonces en:
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Si F, c [1F, entonces se rechaza que Fy = F, si por lo menos una de las
=T

H, , serechaza,
Si F, o[ F, entonces no se rechaza que Fy € F, si no se rechazan todas
JET
las H, .
Lo usual en las aplicaciones de este test es que las hipdtesis componentes se

seleccionen de forma tal que se verifique que ¥, = F,.
Jed

El método de construccion de los test Interseccion Unién, comparado con el
clasico test de cociente de verosimilitudes, tiene dos consecuencias practicas im-
portantes.

La primera es que si la hipdtesis nula es rechazada, se puede examinar cudl
o cudles de las hipotesis componentes son las responsables y asi tener una idea
mas clara sobre la causa que llevo a rechazar |a hipétesis nula. Desafortunada-
mente, el test de cociente de verosimilitudes no tiene esta propiedad, si se recha-
za la hipétesis nula usando un test de cociente de verosimilitudes no se puede,
usando la informacion brindada por el test, indagar sobre los detalles de las ra-
zones de esta decision.

La segunda es que, en algunos casos, permite obtener de manera més senci-
lla tests que se presentan en situaciones complejas en contextos multivariados,
multipardmetricos y/o de restricciones de diversos tipos.

En este trabajo se elabora una presentacion formal del principio Interseccién
Unién que propone Roy para el desarrollo de tests de hipétesis que permite abar-
car sus diferentes aplicaciones. Se ejemplifica esta presentacién formal seleccio-
nando de las referencias algunos casos concretos de aplicacion del test Intersec-
cion Unién en los que se observan los diferentes aspectos de este principio.

2. CONCEPTOS BASICOS

Los conceptos basicos que se definen a continuacion son necesarios para la pos-
terior definicién y demostracion de propiedades de los tests Interseccién Unidn.

* Problema estadistico: Dado el vector aleatorio p —variado X, con funcién
de distribucién acumulada Fy (proveniente de identificar a una muestra de tama-
fio n de vectores aleatorios p— variados X,,...,X_ con el vector X), el problema
estadistico consiste en que sélo se sabe que la funcién de distribucién Fy perte-
nece a una cierta familia ¥ de distribuciones, o sea, F; € F. El problema estadis-
tico es paramétrico cuando la familia de distribuciones depende de un parametro
qe0®, osea, FyeF=1{F(,q): q=0} La notacién que se emplea para destacar la
dependencia de la distribucién F, del parametro q es escribiendo F, = F,(.q)
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El conjunto de valores que toma el vector aleatorio X, o la muestra X,,....X .

se denota con el simbolo X, donde se cumple que X € R7™. Usualmente, X se
denomina espacio muestral o conjunto potencial de datos de la muestra.

= Espacio Estadistico: Sea P una familia de funciones probabilidad en un es-
pacio medible (Q,A), entonces se dice que (Q,A,P) es un espacio estadistico
{para consultar estos conceptos ver Burrill[1] y Laha et al.[4]).

s Hipétesis estadistica: Sean (Q,A,P) un espacio estadistico, X : 05X
una muestra y F la familia de distribuciones a la que pertenece la distribucién
Fy de la muestra.

Una hipétesis estadistica para F se define como un subconjunto no vacio F'
de F.

Si la familia F' es paramétrica, o sea, F={F(,q) : q € @} y, en consecuencia,
P puede ser identificada con p= {R1 : q €©} entonces una hipétesis estadistica
F' C F seexpresa como F' = {F(,0) : 00’} con & = O’ < O. En este caso, tam-
bién se dice simplemente que @' es una hipétesis estadistica para ® .

Es habitual designar a una hipotesis estadistica con la letra H, en lugar de
usar F'.

= Test estadistico deterministico: Sean (Q,2,2) un espacio estadistico y
X : 0 — X una muestra. Un test estadistico deterministico es un subconjunto C
del conjunto X de valores posibles de la muestra.

* Funcién de potencia de un test para familias de distribuciones paramé-
tricas: Sean (Q,a,{, : qc©}) un espacio estadistico, X : @ X una muestra,
F={F(.q) : =0} |a familia de distribuciones a la que pertenece la distribucién
Fy delamuestray C un test estadistico deterministico. La funcién b. - @ — [0;1]
que para cada q  © estd dada por g.(8)=P,[XcC]=P[{w : weQ / X(w)eC}] se
denomina la funcién de potencia del test C.

» Tests de una hipdtesis versus otra hipdtesis: Sean (Q,A,P) un espacio esta-
dfstico, X : @ —X una muestra y F la familia de distribuciones a la que perte-
nece la distribucién F,. de la muestra. Sean dos hipotesis estadisticas disjuntas
H, YV g, (sin pérdida de generalidad se supone que B, =F-1,) Se denomina test
de H, versus H, a un test C que tiene asociada la siguiente estrategia: para cada
observacién xeX se rechaza la hipétesis g, si y sélo si xeC. En este caso se
dice que H; es la hipétesis nula y que H, es la hipdtesis alternativa.
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En el caso en que (Q,a,{, : q=©}) es un espacio estadistico paramétri-
co, 0 sea, F=1{F(,q) : qe®} las dos hipdtesis estadisticas disjuntas 5, v H, se
identifican con dos subconjuntos disjuntos no vacios ®, y ©, de © tales que
©=0,u0,. Se dice entonces que ©, es la hipétesis nula y que ©, es la hipéte-
sis alternativa. La notacion que se emplea es: C es un test de 5, : g0, ver
SUS H, :qe®, =0-06,

Nota: Como siempre se supone que H,=F-H,, se puede simplemente decir
que C es un test para H,, en lugar de C es un test de H, versus H,.

* Nivel de significacién: Sea C un test de B, : q ®,. Se denomina nivel de
significacién de C al nimero a . dado por

-

Supa, ; <y, < miny l;Zai k
jed !‘ Jel ]

3. FORMALIZACION DEL TEST INTERSECCION UNION

3.1. TESTS NECESARIOS, TESTS SUFICIENTES Y TESTS EQUIVALENTES

Para establecer propiedades entre las funciones de potencia y entre los niveles
de significacidn de diferentes tests, surge la necesidad de definir relaciones entre
los tests vinculadas con la funcién de potencia de los mismos.

* Definicién: Sean (2, {P, : q=®}) un espacio estadistico, X : Q- X una
muestray F={F(.q) : q =0} la familia de distribuciones a la que pertenece la dis-
tribucion Fy de la muestra. Sean C y C, tests estadisticos deterministicos con
funciones de potencia b, y b, , respectivamente. Se dice que C es suficiente
para C, (o también que C; es necesario para C) si b, <b.. 3l C esalavez
necesario y suficiente para C; entonces C es equivalente a C, ¥ en ese caso se
verifica que b =b, .

Nota: La notacién b, <b._indica que vq c© se verifica que b,.(g)< b, (@) De
manera analoga se debe interpretar la notacidn b, = b, . ,

* Propjedad 1: Sean los tests C con funcién de potencia b, y €, con fun-
cion de potencia b, , tales que C es suficiente para C,. Para todo ©, y @,
tales que ©=0,c0,, =0, si C se considera como test de @, vy si C, se con-
sidera como test de ©, . siendo a y a, sus respectivos niveles de significacién
se tiene que a <a,;

Demostracion: Si C es suficiente para C,, se verifica que b, < b., . Paratodo @,
tal que =0, c®, si C y C, se consideran ambos como tests de ®,, entonces
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sup S (6) < sup S ().

g, ey,

Por otro lado, siendo C; un test cor funcién de potencia b .Si @,y O,
oy .
son dos subconjuntos de © tales que @ =0, C O, ; C 0O, entonces

sup A, (6)< sup . (6).

=HOJ

En consecuencia,

= sup Be (’9){5‘1?’ ﬁr‘ ('9){ SUP ﬁr‘ (9}

ded,

3.2. EL TEST UNION Y LA HIPOTESIS INTERSECCION

* Definicion de test unién: Sea un espacio estadistico (,a,{2, : < ©}). Sea
{:‘J . jeJjuna familia arbitraria de tests, se denomina test unién de los tests en
£, s jeJdjaltest ¢, = uc,

Nota: Los tests C, se denomman tests componentes del test unién .

» Definicion de hipdtesis interseccién: Sea un espacio esfadistico
©@.2{r, :qe0)) Sea P,, : jeJ|una familia arbitraria de hipotesis para ©, o
sea, ©,, c© para todo j<J. Se denomina hipdtesis interseccién de la familia
de hipotesis $,, - jeJja ©,= ne,,

Es claro que por ser 9, = ﬂ ®,, < © la hipdtesis interseccion resulta ser una
hipétesis para o,

La propiedad que sigue, establece cotas para el nivel de significacion de los
tests unidn considerados como test de [a hipdtesis interseccion, cuando la fami-
lia de tests ¢, es un conjunto numerable.

* Propiedad 2: Sea un espacio estadistico (2,a,{7, : q=0}) Sea {C, - jeJ}
una familia arbitraria de tests, con J conjunto numerable, siendo bC,- la funcion
de potencia de C,, para cada jeJ, y donde C; se considera como un test de
©,,. con @=06, <o, con nivel de significacién a ;. Sea C; =}%JJCj con funcién
de potencia b, ysea @, = r‘ @,, =@, entonces si C, se considera como un

test de © tiene nivel de 5|gn|flcac10n cay, tal que

a4

(
supa ;; <@, <miny I;Za i
Jsf L el

REVISTA DE LA SOCIEDAD ARGENTINA DE ESTADISTICA / VOL. 10/ NRD. 1/2012 | 49



donde, para cada j<J, con a ;.1 seindica el nivel de significacién de C, con-
siderado como un test de ©,, = ﬁ B

Demostracién: Para obtener la desugualdad de la izquierda, se observa pri-
mero que

U=UC}.§X
jet

luego C, es un test. Dado que cualquierasea je ., C,cC,, paracualguierqge®
se verifica

b, @)=2Kec,]= ﬁ;_i X e gq}z rikec kb.@) wieu
iz

Luego b, @)= b, @), de donde se concluye que

be, @)= supb, @)

En consecuencia,

ay = *‘.up b, @)= sup supb, (q)— sup sup b, (q)— Supa I

as8, ; et S asdy

Para la desigualdad de la derecha se requiere que J sea un conjunto nu-
merable, pues la desigualdad de Bonferroni lo exige (ademéas en caso contra-
o Za,=x)

Jed

a, = sup b, (q)_qupP[X UC’ |<§upZP§(c :[

qsdy TP jed

<Z§up &( ] ZWPPE(EC]:ZE‘

e asEy * _,. =7 Ay ;

Por la desigualdad de Bonferroni (ver Wasserman[121)

Por |a propiedad 1

La conclusion se sigue de esta desigualdad y de recordar que a@;; <1 por ser
una probabilidad.

Interesa establecer propiedades similares a la anterior, que relacionen el ni-
vel de significacion del test union con los niveles de significacién de los tests C,
considerados, cada uno, como test de la hipotesis ©,,; correspondiente. Por este
motivo, es necesario definir hipdtesis determinante.

3.3. HIPOTESIS DETERMINANTE O HIPOTESIS SUPREMAL
Se definen dos tipos de hipdtesis determinante, hipotesis determinante de otra
hipotesis e hipétesis determinante de una familia de hipétesis.
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* Hipétesis determinante de otra hipétesis: Sean ©, y @ hipsiesis estad=s
cas para O. Sea C un test de ®, con nivel de significacién a y el mismo ¢ consi-
derado como un test de @; tiene nivel de significacién a *. Sea ademés e; ca,.
Se dice que @; es determinante de @, para el test C o también que ©; es supre-
mal de ©, para el test C si se verificaque a” =a .

Nota: De acuerdo con la propiedad 1, se cumple que a”™ <a, porlo que la
hipotesis determinante constituye un caso particular de le analizado en Ia pro-
piedad 1.

* Hipétesis determinante de una familia de hipétesis: Sean {G)u_}. 1 je J} y
@; hipotesis estadisticas para ®. Sea {Cj D je J} una familia arbitraria de tests
donde, paracada je.J, es C; untestde OO__J, con nivel de significacion a j y el
mismo C, considerado como un test de @, tiene nivel de significacion a ;» siendo
0, €9, . Se dice que ©; es determinante de {BD_J D je J], o también que O
es supremal de {®, , : jeJ}sise verifica que @ es determinante de 0, , para
el test C;, para cada j e J. Es decir, para cada jeJ se verificaque a; =a,.

En Ia siguiente propiedad, se vincula la hipdtesis determinante de un conjunto
de hipdtesis con la hipdtesis interseccién que se obtiene del mismo conjunto.

* Propiedad 3: Sean b : jej} o5, {3 : jeJ} a,ya; comoenla
definicién anterior. Sea la hlpote5|s interseccion @, = ﬂ O, Y C, considerado
como un test de ©, tiene nivel de significacion a |

a. Si @, es determinante de {90-1 : jeJ} entonces @, es determinante
de ©,, para el test C,, para cada jeJ. Es decir, para cada jeJ se verifica
que a ;=a .

b. Si @‘ es determinante de bﬂ__j je J} entonces @, , es determinante
de bn.; : ﬁj} Es decir, para cada jeJ se verificaque a, =a

Demostracién:
a. Claramente O, c O ,, yaque 9, c O,y Oy, = ﬂ G)DJ, paracada jeJ
. Por hipétesis ©®; es determinante de {BM je Jj, es decir que, para cada
jeJ severificaque a; =a .
a;=suph [X C. ]é sup F, E\EC ]:a
Qe q =6 1

Por otra parte

a;.f:s;‘;l’ @‘EC ]‘ bupP ﬁucc J—a =a,;

sy
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Por la propiedad 1, ya que @; c @, -

Por la propiedad 1, ya que @,, =N B,,c0
g =118

Por hipétesis, a ;=a,- ’

para cada je.J.

o

Lo que implica que:
a,=a;;,
yaque a’<a
(b) Por hipétesis se cumple que a ;=a,, ya que si ©®, es determinante
de y de {G)ou, : jeJ}, la parte (a) se tiene que a ;, =a ;, lo que implica que

.
y a;za,;.

aj :aj:.{'

En conclusién, esta propiedad afirma gue, si una hipétesis @; es determinante
de un conjunto de hipétesis ‘bﬂ__j tje .I} entonces la hipétesis interseccion de
este conjunto también es determinante del mismo.

A continuacién se establece una propiedad que acota el nivel de significacion
del test unién con los niveles de significacién de los tests ¢, considerados, cada
uno, como test de la hipotesis ®, , correspondiente.

* Propiedad 4: Sea {90__} tje J} una familia de hipétesis estadisticas para
@, donde J es un conjunto numerable. Sea t}. D je J} una familia de tests
disjuntos dos a dos, donde, para cada jeJ, es C; un test de @ con niv-

ni»
el de significacién a ;. Sea C=C, = U C, el test unién (disjunta) de @, con
JeJ B
@#0,, =110, connivel de significacién a ;, . Si ® , es determinante para
; jed :

1

{90 . je J’} entonces se verifica que supa ;<a, < min{l;ZJa ’f'
i JeJ i=

Demostracion: Por la propiedad 2 si se considera a C, comoun testde ®,, con
s 4
nivel de significacion @ ; ; entonces se verifica que supa , <a, <min{l;Ta >
Jet ’ Loded J

Si'en la propiedad 3 se elige @, =0, , entonces para cada je.J se verifica

que a,=a ,, porloque la desigualdad de la izquierda resulta supa , <a, .
JedJ
Por otra parte, usando la condicion de ser { : j < J | una familia de tests dis-
juntos dos a dos resulta _
|
@y = sup ﬁc(é):SsEp RlXelJC, |= sup ZP,_,.[XECJ]
=8, e, ]

S=6,, :p et | BeBag g

<2 sup plxe ¢, J= PICIVEDICH
= J=d

e 9ty
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De donde se obtiene la desigualdad de la derecha.
Nota: Se observa que en el caso que ©,; = 10, . sea un conjunto unitario,
Je
entonces se verifica que

( hl

—mind 5 |

SUp @, < oty = ming Llat
Jet LoJef J

3.4. TESTS INTERSECCION UNION

Sean (Q.2,P) un espacio estadistico, X : Q - X una muestra y F la familia
de distribuciones a la que pertenece la distribucién Fx de la muestra.

Sea {, : jeJjuna familia arbitraria de tests, donde C, se considera como
untestde H,, : Fx €F,, con @ =¥, CF, paracada jeJ siendo J algin conjun-
o de indices. Se obtiene asi, una familia arbitraria de hipétesis {_-"J . jeJ|para
todo jeJ

» Definicién de test Interseccion - Unién: Sea C untestde H, : Fy eF, ¥
sea ‘t'; . jeJ}una familia arbitraria de tests correspondiente a la familia de hi-
potesis ‘Lg'j : jeJ} Eltest C es un test Interseccion-Union para la hipétesis H,
sic=UC, y K=F,.

yed

En el caso particular que la familia de distribuciones sea paramétrica, se pue-
de definir al test Interseccion Union de manera analoga, de la siguiente forma:

Sea (.a.{B, - q=6}) un espacio estadistico, X : @ X una muestra y
¥={F(,6) : q=06} la familia de distribuciones a la que pertenece la distribucion
F, de la muestra.

Sea {’JJ. © jeJ}una familia arbitraria de tests, donde C; se considera como
un festde H,, : q€0,,, con =0, cO; para cada jeJ siendo J algin con-
funto de indices. Se obtiene asi, una familia arbitraria de hipotesis {93,) : J'EJ}
para ©,

Sea C untestde 1, : q=®,. Eltest C es un test Interseccién-Unién para la
hipdtesis B, si C=C, =JLEJ;CJ' y 9, =g®ud_

La hipdtesis nula g, y el test C se denominan Hipétesis nula inicial y Test ini-
cizl respectivamente. Las hip6tesis H, ; vy los test C,. para cada j. se denomi-
nan Hipdtesis nula componente y Test componente respectivamente.

Del andlisis de cada una de las inclusiones que componen la igualdad ¥, = QJ F,
se puede deducir que:

1.8i F, c }Dj F;, se cumple que si al menos una de las hipétesis componentes

F es falsa, entonces F, es falsa. O, equivalentemente, si F, es verdadera, en-

ionces todas las hip6tesis componentes ¥, son verdaderas.
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2.5 F 2 ﬂ F,, se cumple que si F, es falsa, entonces al menos una de las hi-

potesis componentes F, es falsa. O, haciendo uso de |a contra-reciproca, si to-
das las hipotesis componentes F, 50N verdaderas, entonces ¥, es verdadera.

En conclusion:

La hipétesis nula del test inicial es falsa si y sdlo si la hipétesis nula de al me-
nos un test componente es falsa.

La hipétesis nula del test inicial es verdadera si y sélo si las hipétesis nulas de
todos los test componentes son verdaderas.

Un analisis similar se puede hacer con la igualdad €=U C,

1.SiCc _U C;, se cumple que si se rechaza C, entoncé; al menos uno de los

tests componentes C, se rechaza. Equivalentemente, si ninguno de los tests

componentes C, se rechaza, entonces no se rechaza C.

2.5 C2 }:'J C,. se cumple que si se rechaza al menos uno de los tests com-

ponentes C,: entonces se rechaza C. O, Si no se rechaza ¢, entonces no se
rechaza ninguno de los tests componentes C;.

En consecuencia:

C se rechaza si y s6lo si se rechaza al menos uno de los tests componentes C,.

No se rechaza C siy sélo si ninguno de los tests componentes C, se rechaza.

Nota: Este método tiene una consecuencia practica importante que otros méto-
dos no poseen. Si la hipdtesis nula se rechaza usando el test Interseccion Unidn,
se puede explorar, utilizando el mismo test, cuéles de los tests componentes son
los responsables.

3.4.1. PROCEDIMIENTO DEL TEST INTERSECCION - UNION

Sea (Q.2.P) un espacio estadistico, X : O — X una muestra y ¥ la familia de
distribuciones a la que pertenece la distribucion F, de la muestra.

Sea la hipotesis inicial: 1, : F; eF, (en el caso particular de familia de distri-
buciones paramétricas, la hipotesis es B, : q=©,)

1. Especificar una familia de hipétesis componentes §, : jeJjcon @=F, cF,

para cada jeJ siendo .7 algln conjunto de indices tal que F, = ﬂjp}.. En el

caso particular que la familia sea paramétrica, se tiene una familia de hipé-

tesis componentes de la siguiente forma: {30_) D je J} con @=0,, <O, para

cada jeJ siendo J algdn conjunto de indices tal que 8., = N @, =0,
A

0.j
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2. Especificar la familia de tests componentes {; : j e J }donde, para cada j= 7

F
se considera a C, como un fest de H, ;. siendo a ; su nivel de significacicn.
3. Definir el test unién. Como H, es verdadera si y sélo si cada hipétesis com-
ponente es verdadera, es lbgico no rechazar 1, siy sélo si ninguna de las hi-
pbtesis componentes se rechaza; esto es, H, se rechaza si y solo si al me-
nos una hipétesis componente se rechaza. Esto conduce a definira ¢, = [«

como un test de H,.

LR

4. Obtener una expresién para el test C, de manera que el nivel de significa-
cion a ; sea el deseado.

Teniendo en cuenta las aplicaciones de este procedimiento, los test Interseccion
Unidn se pueden dividir en dos grandes grupos, el primero formado por aquellos
tests donde la familia de hipétesis componentes conforma un conjunto numera-
ble, y el segundo integrado por los tests donde la familia de hipdtesis componen-
tes es un conjunto infinito no numerable.

4. EJEMPLOS DEL USO DEL TEST INTERSECCION UNION

4.1. EJEMPLO DEL USO DEL TEST INTERSECCION UNION PARA FAMILIAS

NUMERABLES DE HIPOTESIS COMPONENTES

Se considera el problema de contrastar si la media de una poblacién normal
es igual a un valor determinado.

Sean x,, X,,.,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das con distribucién A(ms *) con s * conocido @ Z=s j) y se quiere contrastar
Hy :m=m, VS H, @ m=m,.

Se sabe que el test de cociente de verosimilitudes de nivel a (ver Mood et
al.[6]) es

et

I
C=J(xl,...,x") T A/m >z b

I-af2
a, J

donde z,_, ,, esel cuantil 1-a /2 de la distribucién normal estandar, x esla me-
dia muestral y x representa cualquier valor que toma la variable X

Este test también se puede obtener a través del test Interseccién Union de la
siguiente forma: '

Hipdtesis inicial:

H, 6= (1.0")e 0, = {(1,00)}

. oA i .. . 2 2]
VS H 1 0e0,={(u0"): p=p nct=cl)
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es decir, se tiene que:

0, = ()} = R

.

Y 0, ={e?): uzpac=aljc R
Se especifica la familia de hipdtesis componentes: (sélo se definen dos hipo-
tesis componentes, o sea 7 =1{L2])
Oy = {16 Hzpyrc’ = o—j}c ®*

Vs ,
©,, ={(wo’): u<p,rno’ =cr[f}c: R

Y

Oy, = {(,u,o‘z)i RN =J§}c w2
VS
Q,,= {(,H,U“) D pm g AGT = crg}c M,

Es evidente que se verifica EOO" =0,,"6,, =0, Es decir que se cumple
que 8, =0,.

Se especifica la familia de test componentes:

Sea (, el test de ©,, versus @,,, siendo a, su nivel de significacién. Un test
uniformemente més potente para las hipétesis @, vs ©,, es el siguiente:

r B

C = (%,nx) - Jntte £z, 0

L % )

donde z, es el cuantil a, de la distribucién normal estandar y X es la media
muestral.

De igual modo, sea c, el test de @, versus @, ,, siendo a , su nivel de sig-

nificacion:

C, ={(x],.__,xn) : x.";xr‘ﬂ“ z 1

:113 3
O—'J

donde z,_, es el cuantil 1—a, de la distribucién normal estandary X esla

media muestral.
Se define ¢, = UC, =C,uC, como un fest de @, versus @,:
Jjed

En este caso, Cy=Cui = J.'(xh"'!xn] - \"r—’; e =z, Vin —— 22, ]’
1 O-U 1 gn -J:

C, también es un test uniformemente mas potente de nivel a, para las hipo-
tesis ®, vs ©,, En consecuencia, como ©, <©,, y el test C, tiene el mismo
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nivel de significacién @&,) para ®, Vs @, ypara @, vs O, entonces o, es
determinante para @,,.

Si se hace un razonamiento analogo con el test C, y las hipotesis @, vs
9,, Y 6,, Vs ©,,, se concluye que @, es determinante para @,,. Por lo tan-
to, como @, es determinante para ., ¥ ©,,, entonces ©, es determinante de
{0, : j=12}

Ademés, se verifica que C, y C, son tests disjuntos, con nivel de significacidn
a, y a, respectivamente, por lo que C, =C, uC, es entonces el test union dis-
junta de ©®,, =©, vs ©,, =0, con nivel de significacién a;.

Como @, es un conjunto unitario y es. determinante para {G)QJ. D j= 1,2}, entonc-
[ 1 )
es de acuerdo con la propiedad 4 se verifica que o, = min{tl; Y a;r=minflia, +a,}
Jel J

Si se considera @, =, =%, entonces «,; = min{la, +a, }= minflz} = .
Luego

-

-
Cp=Cul, = {(xl:'“':xn] : Jn 0‘

Ty

a [+

221

En conclusion, si a, =a, =%, ¢, como test de 0,, =0, Vs 0,,=0,, tie-
ne nivel de significacidon a v es igual al test que se obtiene a través del cocien-
te de verosimilitudes.

4.2. EJEMPLOS DEL USO DEL TEST INTERSECCION UNION PARA FAMILIAS

INFINITAS NO NUMERABLES DE HIPOTESIS COMPONENTES

En una amplia variedad de aplicaciones de analisis multivariado, el test Inter-
seccién Unidn se obtiene a partir de una familia infinita de tests componentes,
los cuales se obtienen de variables aleatorias que se definen a través de combi-
naciones lineales de un vector p variado.

Una posible fundamentacion de la metodologia que se utiliza para obtener es-
tos tests, se basa en el teorema de Cramer-Wold.

4.2.1. EJEMPLIFICACION DE LA HIPOTESIS INTERSECCION MEDIANTE

CRAMER-WOLD. INTERPRETACION DEL TEOREMA DE CRAMER-WOLD

El teorema de Cramer-Wold (ver Mardia[5]) asegura que la distribucion de un
vector p variado X estd completamente determinada por la familia de distribu-
ciones univariadas de todas las combinaciones lineales a’X , donde a e ®7 = %" — 0}
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Sea el vector aleatorio p variado X con distribucion £ :®* —[0;1] Es decir,
F{ €F con

F={F : F %7 > [0]}.

Para cada ae% sea h, :R* - R definida como la combinacion lineal
k(X)=1a'X ysea ¥ |avariable aleatoria definida por ¥ = h, (X)=a'X, con distribucién
G =G, R— [0:1] que pertenece a la familia de distribuciones univariadas

¢=1{G:G - [o1]}

Se indica con h, la funcién inducida por h, que a cada distribucién p-varia-
da F le asigna la funcion distribucion univariada G tal que si el vector aleatorio
p variado z tiene distribucién F entonces la variable ¥ = 5 (Z)=a'Z tiene dis-
tribucién G, osea, h, : Fs e

En particular, h, (7 )= G., Yy es claro que

h (Gl

)=r, ={F : F:m* > [01]yh,(F)=G }
es un subconjunto de =

Con esta notacidn, lo que el teorema de Cramer-Wold afirma es simplemente que
la interseccion de todos los conjuntos F, que se obtienen al variar ae ®] =97 - o}
es un conjunto esencialmente unitario que se puede representar como

Nre={)

asRE

En el caso paramétrico, como la forma de la distribucién F de X es conoci-
da, pero no se conoce el valor del parametro, el teorema de Cramer-Wold afirma
gue el parametro de la distribucion de X esta completamente determinado por
los parametros de todas las combinaciones lineales a’X donde as R} .

Se considera que el vector aleatorio p variado X tiene distribucién
Fy %" = [0;1] donde Fy = F;{q")eF con F={F(,q) : F{,q) funcién distribucién
p-variada con g € ®}.

Sea s, : @ »T lafuncidn que a cada q le asigna g, = g,(q) el parametro trans-
formado del vector Z por la transformacion lineal, o sea, el parametro de la vari-
able v =4,(z)=2"2 En particular, r,(ﬁ‘)= voy 1 (y;]: 0,, c®. Entonces el teo-
rema de Cramer-Wold establece que

Ne,.=}

PE

La consecuencia importante de este teorema es que se puede estudiar el com-
portamiento de un vector p variado a través de la exploracion de variables uni-
variadas.
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Uso del teorema de Cramer-Wold en los tests Interseccion Unién
Usando la notacién precedente, dada una hipétesis cualquiera 5= F, se tiene
que

hi'(h, (@)=5,
y es claro que

HCH

El teorema de Cramer-Wold permite concluir que
H=[]H,.
wazi

En el caso paramétrico y usando la notacion precedente, dada una hipétesis
cualquiera ®, c © se tiene que

I:](IM(GU))z 80,: c e

y el teorema de Cramer-Wold permite asegurar que
0,=)09,,.
asR]

Resulta pertinente aclarar que se trabaja con tres conjuntos diferentes, a saber:
@, la hipétesis nula inicial, ©,, la hipétesis nula de los tests componentes y ;
la hipédtesis nula de los tests univariados asociados a los tests componentes.

El teorema de Cramer-Wold se puede utilizar para construir tests Interseccion
Unién, ya que permite asegurar que toda hipdtesis sobre la distribucién de un vec-
tor p variado se puede expresar como la interseccién de todos los miembros de
una determinada familia de hipotesis, las cuales se abtienen de antitransformar las
hipétesis univariadas asociadas a las combinaciones lineales a'X donde ac R},

4.2.1.1. BEJEMPLO DEL USO DEL TEOCREMA DE CRAMER-WOLD

EN LOS TESTS INTERSECCION UNION

Sean X,,X,,.,X, vectores aleatorios independientes e idénticamente distribui-
dos con distribucién N (mx) con T definida positiva (E > 0)

Sea R una matriz fija de orden ¢x p de rango ¢ y se consideran los vectores
transformados H, = RX, H, = RX,, H_ = RX  quienes, por propiedades de la dis-
tribucién normal, son independientes e idénticamente distribuidos con distribucién
Nq (m.X.) donde m =Rm y . =RIR' = 0.
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Para cada ae %] se definen las variables univariadas v, =a'H, y se fiene en-
toncesque ¥, =a'H, ¥,, =a'H,,... Y, , =a'H es una muestra aleatoria de una dis-
tribucion N(m,s 1), donde m =a'm =a'Rmy s > =a'S a=a'RSR'a> 0.

Se considera el problema de determinar si ciertas combinaciones lineales de las
componentes del vector de medias de una poblacién normal multivariada, son ig-
uales a determinados valores fijos, siendo la matriz de cavarianzas desconocida.

Sea la hipétesis inicial:

H, : Rm=r,siendo X > 0 desconocida
Vs

H, : Rm=r siendo X > 0 desconocida
se define

0, = {1 Ru=ra0<zen?*jcar

y
0, ={(@I): Ruzra0<senr”jcnr?,

donde, R es una matriz de orden ¢xp conocida y r es un vector 4 variado
conocido.

Para obtener el test, se observa que bajo |a hipotesis nula los vectores trans-
formados H,,H,...,H,_ son independientes e idénticamente distribuidos con
distribucion N_(r,RZR") v, por lo tanto, para cada ae®j son las variables
¥,=a"H.Y,, =a'H,,..Y  =a'H_independientes e idénticamente distribuidas con
distribucién N(m..s [) donde m =a'r y s } =a'RIR'a

Se definen las hipdtesis univariadas asociadas

H
Vs
H;, : p, #a'rsiendo o] > 0 desconocida

: g, =a'r,siendo o > 0 desconocida

Oa *

se tiene

03 = [102) - s =a'rno? e

0, = {(;:a,cr:] Du,Ea'race 9’1’+}C R
Se definen entonces como hipétesis componentes a

H,, : a'Rp=a'r,siendo £ > 0 desconocida

VS

H,, @ a'Rp=a'rsiendo X > 0 desconocida

luego
@, = {1.5): AR =a'rA0<Ze R | R

0,.={LT): 2ARu=a'r A 0<Ze R cRIT,
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se cumple que
0, = ﬂ O,

Para cada a< M} el estadistico T, = ?‘— tiene, bajo las hipétesis univaria-
das H,,, una distribucién ! de student con n—1 grados de libertad. Por lo tanto
un test para la hipétesis H;, es

Cl={0rrsary) [ s b ew,

| JsZim-1| 7|
donde ¢, es algun valor critico de la  de student con n—1 grados de libertad.
Recordando que m =a'r y obteniendo
Y,=a’RX Y s?=a'RsR'a,

donde s=1 Sé(} —i)é(j —ﬁ) es el estimador de méxima verosimilitud de =, un test
=1
equivalente para H,, es

= 'Kxi‘x’:,...,x‘”)’ - if,‘:> &, }: {(xizx;,_..,x; )I
Este test también se puede escribir

c, = {xi.x2 <t st ser=d(xxl x ) a (Rx—l}(Rx—r)/a> '"1-
ettt et [ ) )

a"RSR'a

: __J_La Rx—r) .. ] c R,

- cx
\a' ' RSRa f(n—1)| f

Luego, el test Interseccion Unidn es

<, = ..

ey
wtf

Es decir, que la hipétesis nula inicial H, se rechaza si y sélo si al menos una
de las 72 > ¢,: esto es, H, no se rechaza si y solo si 1> <c2, para todo a Ny . Que
es lo mismo que decir, H, no se rechaza si y sélo si

max s’ €%,
donde ¢* es algin valor critico obtenido de la distribucién de

= ma" —(n—})(RX—r)’fRSR) (}'x —r)

que es Hotelling con parametros g y n—1.
Por lo tanto, no se rechaza H, siy sdlo si

*=(n-D(Rx—r) (RsRH) (Rx—r)= 2,

donde ¢ es un cuantil de la distribucién H(g,n—1)
Finalmente, resulta que el test Interseccién Unién de tamafio a est4 dado por

Cy = kx; XXt ) 1= D(RX—r) (RSR) 7 (Rx —1)> H,_. (g7~ D).
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Recordando que si 77 tiene distribucién H(p,n) entonces F :%‘i}"2 tiene
distribucién F(p,n— p+1), podemos definir el test Interseccidn Union de tama-
floa como

Cy = {(x;,x-;,...,x;)’  (Rx—r) (rRSR) (Rx ~1)> :ET;F,_Q (qm*q)}-

4.2.2. EXTENSION DEL TEOREMA DE CRAMER-WOLD

Para justificar la obtencion del test Interseccién Unién del préximo ejemplo es
menester demostrar la siguiente extensién del teorema de Cramer-Wold para abar-
car el caso de matrices aleatorias de orden nx p, cuyas filas son vectores aleato-
rios p variados independientes entre si.

* Teorema: La distribucién de una matriz 7 de orden nx p. ctuyas filas son vec-
tores aleatorios p variados independientes entre si, esta completamente determi-
nada por la familia de las distribuciones univariadas a'Ub, donde a= |} recorre
todos los vectores » variados fijos no nulos Yy be R} recorre todos los vectores p
variados fijos no nulos.

Demostracion:

Se considera la matriz U

Uy U]: {]Ip\| U;\
v, U, .. [y LL'LJ
donde U: = U,,,U.,....U, ) representa al i —ésimo vector fila, para i=12, ..

Para obtener la distribucién de la matriz U, se la escribe como el vecior P
variado que se obtiene colocando ordenadamente las filas transpuestas de la ma-
triz una debajo de la otra. A este vector se lo denota vec(U7) esto es,

vee(W)= (U Uy . U

n

Como los vectores P variados U, son independientes entre si, entonces
Orecity 1) = 0, ()0 (1.0 (t,) = E(e"‘?“r ]E(e"?"* )..E(e“‘-”* l

donde t' = ﬁg,t;,...,tj,).

De donde se observa que si se conocen las distribuciones de todos los vecto-
res U, (f=1,2...,n) se conoce la distribucién de vec(l) Y, por lo tanto, la distribu-
cion de la matriz U, y viceversa, si se conoce la distribucién de la matriz U, se
conoce la distribucién de todos los U, .
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Se considera el vector » variado X, =Ub, donde b es un vector fijo. Claramente
las componentes de este vector son variables aleatorias independientes entre si.
La funcidn caracteristica de X, es

Px, (8) = Py, (500, (52)-- 0y, (5,)
— E{gis,ﬂ',h )E(ejs:U‘:h]_.E(eir“(.“"h)z E(een{l:-_ ]E(er'hgll:)___};-(em;u,)

donde s ={(5,,5,...5,J €R" y b, =s,b. Luego:
@x.(s}=quh (bivbrzv"'vh;)=‘;'Jl],(bl)ﬁouz(bz)'"(ia‘(],(bn)-

Por lo tanto, el conocimiento de |a funcion caracteristica de todos los vectores
X, =Ub, permite conocer la funcién caracteristica de todos los U, a través de la
funcién caracterfstica de la distribucion marginal j x, (0--,0,b,,0,0...,0) =] y (b,)
Y viceversa, si se conoce la distribucién de todos los vectores U, eligiendo
@;,b;,...,b;):Ks]ij(szb)',...?(snb]) permite conocer la distribucion de X, =Uh.

De donde, si se conoce la distribucién de todos los vectores X, =Ub, la dis-
tribucion de los vectores U, queda completamente determinada, y por lo tanto,
si se conoce la distribucién de todos los vectores X, =Ub, la distribucion de la
matriz U/ queda completamente determinada.

De acuerdo con el teorema de Cramer-Wold (ver Mardia[5]), si se conoce la
funcion caracteristica de todas las variables ¥ =a'X, ., la distribucién del vector
X, queda completamente determinada.

En conclusién, si se conoce la distribucion de todoes los vectores X, =Ub, la
distribucién de la matriz U queda completamente caracterizada y si se conoce
la distribucion de todas las variables ¥ =a’X,, la distribucion del vector X, que-
da completamente determinada; se sigue que, si se conoce la distribucién de to-
das las variables a'Ub, la distribucion de la matriz U queda completamente ca-
racterizada.

4.2.2.1.EJEMPLO DEL USO DE LA EXTENSION DEL TEOREMA
DE CRAMER-WOLD EN LOS TESTS INTERSECCION - UNION
Se considera el modelo definido por:

Y=XB+U,

donde ¥ es una matriz aleatoria observada (nx p) de p variables respuestas para
cada uno de los » individuos, x es una matriz no aleatoria conocida de orden
nxq, b es una matriz de parametros de regresion desconocidos de orden gx o,
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y U es una matriz de errores aleatorios no cbservados tal que cada una de sus fi-
las tiene vector de medias 0 y matriz de covarianzas comun X.

Se supone que U tiene distribucion normal, esto es, U es una matriz prove-
niente de una NP(O,S ) En consecuencia, ¥ es una matriz proveniente de una
distribucion normal Np(Xb__z} es decir, que las filas de la matriz ¥ correspon-
den a vectores aleatorios ¥, (¥b,%) independientes.

Se desea contrastar hipdtesis de la forma C,bM, = D, donde C,(gxq) M,(px7)
Y D(gxr) son matrices dadas y, C, y M, tienen rango g y r, respectivamente.

Sea |a hipdtesis inicial:

Hy, : C,fM, =D

S
H M, =D,

Para cada ae®R; se definen las variables univariadas ¥,, = ¥/M,a, donde
Y, = (}",-.,Y,z,...,};, ) representa al i—ésimo vector fila de la matriz ¥. Es evidente, que
las variables ¥,,.7,,....¥,, son independientes entre si. En consecuencia, se puede

aared g

definir un medelo de regresién lineal univariada de la siguiente forma:

¥, v, Y, ) =YMa=XpMa+UM,;a.

Se definen las hipdtesis univariadas asociadas:

Hy, " tY=7,
Vs
H;,ub Sty =y,
donde t=b'C, ; g=bMa ; g, =b'Da ¥ beR:.
Se definen las hipotesis componentes de la siguiente manera:
Hy,, - b'CAMa=b"Da
Vs
H, : b'C,fMa=b'Da,
para todo ae ®} y para todo be %:.
Se cumple gue:
H= (] =&
(2] betRl)

0.ab -

Para contrastar las hipotesis univariadas H;,, un camino (ver Searle[8]) es
considerar el estadistico

{7 -ror[ern e ] @ -y}
(rany - vex 0 ovar,a) Yo - )
{ezna Jonagpin -

T

que, bajo hipétesis nula, tiene distribucion F de Fisher con ¥ v n—g grados de
libertad, donde r representa el nimero de ecuaciones de tg=g, independientes,
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que en este caso, como se tiene s6lo una ecuacion, r=1. Seindica con " el val-
or de este estadistico F* correspondiente a los valores observados.
Se propone el siguiente test:

. , . s
Cop = I(xll:"-’anayl,myz_aa---aJ"n__a} > Cz_h}c nH,
siendo €, 4 algln valor critico.

Recordando que t=b'C,; g=bMa; g, =b'Da, un test equivalente para g, , es:

Cyp = {(x”,_..,xw,y;‘.,...,y”p)‘ R C,,h}c R*™ donde

{ 2

] hfc,{x*x]'fxry_M}a}
PR ' ] servado d
Twc,oex) ooy bntty pot] & algin valor ob e
L A

fab=

. 12
Ive (x x| x'rsa f

F=- — . que tiene, bajo hipétesis nula, una distribucién
# {oic,{xx T o Hatnay pyas,a)

(n—q)'F,.., para valores fijosde a y b.

Luego, el test Interseccién Unidn se define de la siguiente manera:

Cy= U Ca-

Lasitﬁ,bs?li,‘]

Es decir, que la hipétesis nuia inicial H, se rechaza si y s6lo si al menos una
delas f, >c,,. Eslomismo que decir, H, no se rechaza si y sélo si:

<
n‘:ix ab — ca,h I
donde €,y es algln valor critico de la distribucion de ma;)x £
Maximizando la expresion de fh respecto de b, (ver Mardia[5]) se obtiene:
a'Ha
a'Ea’

t . - Ly g
gue es el valor observado de atHa que tiene una distribucion —a Fg n—gq
. . a Ea E!
para a fijo, siendo

=My x(x'x)'c [CI (x'x) c;} clxxy' xvm,,
Y. =Y-Xb,, donde b, es cualquier matriz de orden ¢x p que satisface C,b,M, =D y

E = M{Y'PYM, = M{Y"| - X(X’X)"X‘J}M_

REVISTA DE LA SOCIEDAD ARGENTINA DE ESTADISTICA / VOL. 10/ NRD. 1 / 2012 | 85



‘:,‘g: respecto de a, (ver Mardia[5]) se obtiene:

Finalmente, maximizando
max f,, = 4, (HE™),
ab

donde 1,(# ') denota el mayor autovalor de la matriz & 7.
La hipétesis nula inicial B, se rechaza si y solo si:

H(HE Y >,

donde ¢ es un valor critico que se elige de la distribucién de la variable A, =
I,(® ') de manera que el tamafo del test sea a.

Finalmente, se define el test Interseccion Unién de tamano a de la siguien-
te manera:

Co =ty iy} - H(HE) > cf

5. DISCUSION

Generalmente, los modelos estadisticos estan relacionados con investigacio-
nes multidisciplinarias que conducen a modelos complejos que no siempre per-
miten computar en formas explicitas y manejables a los estimadores de méxima
verasimilitud ni tampoco a los tests de cociente de verosimilitudes. Adn asi, se
han desarrollado varios algoritmos para solucionar estos inconvenientes de com-
putos, pero las propiedades tan convenientes que presentan los estimadores de
maxima verosimilitud y los tests de caciente de verosimilitudes en la familia ex-
ponencial de densidades y para muestras finitas, no se verifican, en general, en
modelos méas complejos donde las leyes de probabilidad subyacentes raras veces
son miembros de esta familia.

Mientras mas complejo es un modelo, mas dificil es implementar las herra-
mientas de inferencia estadistica clasica. Los estudios estadisticos realizados en
el campo gendmico es un ejemplo de las grandes dificultades que se presentan al
intentar aplicar las herramientas de inferencia estadistica convencional a estruc-
turas multidimensionales y en muestras pequenas.

Frente a esta situacion, el principio de Interseccion Unién de Roy[7] surge
como una alternativa viable, en algunos casos con ventajas computacionales, in-
crementando las posibilidades de aplicabilidad, mejor adaptacién a situaciones
no estandares y buenas perspectivas de robustez.

Si bien en sus primeros desarrollos, el procedimiento de Interseccién Unién
es utilizado sdlo en los problemas de comparaciones multiples e inferencia esta-
distica simulténea, en la actualidad, ademéas de presentarse naturalmente en si-
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tuaciones de inferencia simultanea, es muy utilizado en el campo de la inferencia
estadistica con restricciones, e incluso ha motivado una gran cantidad de proce-
dimientos como son, entre otros, los de estimacién de matrices de covarianzas
bajo un ordenamiento de arbol {Tsai[11]), los de inferencia de correlaciones ca-
nonicas restringidas (Das; Sen[2]) y tests no paramétricos para ordenar diversi-
dad de secuencias gendmicas {Sen{9]).

La evolucidn de la inferencia estadistica con restricciones durante las tltimas
cuatro décadas, ha dado mayor furor a los procedimientos de Interseccion Unidn
para estructuras paramétricas, no paramétricas y semiparamétricas. Algunas de
las aplicaciones que se pueden nombrar en este sentido son los problemas re-
lacionados con orden estocastico (dominance), los de ensayos clinicos y los de
meta andlisis, este dlfimo es muy usado en el desarrollo de estudios genédmicos
y bioinforméticos; para ver ejemplos de la utilizacién del test Interseccion Union
en algunas de estas aplicaciones remitirse al trabajo de Sen[10].

Esta evolucion, ademas de incrementar el nimero de trabajos que emplean el
principio propuesto por Roy, ha puesto en evidencia la carencia de una presen-
tacién formal que destaque las distintas etapas del principio, ya que en muchas
aplicaciones se utiliza algin aspecto del procedimiento en detrimento de otros.

Como se propone en la introduccion de este trabajo, es posible unificar las di-
ferentes aplicaciones de los tests Interseccion Unidn desarrollados por Roy en una
presentacion formal. En esta presentacion formal, se destacan las distintas etapas
del procedimiento del test y se clarifican cuales hipotesis son las que constituyen
la familia de hipétesis componentes, ya que en algunos casos de familias infini-
tas no numerables de hipétesis componentes no se sefiala claramente la diferen-
cia entre hipotesis univariadas e hipétesis componentes asociadas.

Para realizar esta unificacion, es necesario definir los conceptos de hipétesis
y de tests como subconjuntos apropiados, definir nociones como las de tests su-
ficientes, hipétesis determinantes, entre otras, y desarrollar propiedades que vin-
culan las funciones de potencia y los niveles de significacién del test unién con
sus respectivos tests componentes. Para el caso de familias infinitas no numer-
ables de hipétesis componentes, se propone, ademas, una posible fundament-
acion de la metodologia que se utiliza basada en el teorema de Cramer-Wold, y
para uno de los ejemplos presentados es necesario desarrollar una extension ad-
ecuada del mencionado teorema. Como resultado de estos desarrollos, es posi-
ble presentar diversos ejemplos, algunos para familias numerables y ofros para
familias infinitas no numerables de hipctesis componentes, de una manera for-
mal y unificada.
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