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Resumen. La dindmica de una metaestructura posee la particularidad de atenuar vibraciones mecdanicas
en pequeflas bandas de frecuencia, conocidas como bandgaps. Esta dindmica particular se logra a través
de una serie de resonadores constituidos en la metaestructura, perfectamente sintonizados a una frecuen-
cia en particular. El objetivo del presente trabajo es el andlisis de la pérdida de sintonia de los resonadores
de una metaestructura piezoeléctrica curva, y como dicha pérdida se traduce al bandgap. El estudio se
realiza por medio de un modelo estocdstico paramétrico, considerando la incerteza en los pardmetros
que constituyen a los resonadores. El modelo estocéstico se genera mediante el Método de Monte Carlo,
a partir de un modelo deterministico de la estructura realizado en elementos finitos 1D, derivado de la
teoria de elasticidad lineal y piezoelectricidad general, obtenido a través del Principio de Hamilton para
sistemas electromecénicos.

Keywords: Metaestructure, curved beam, piezoelectric, uncertainty, bandgap.

Abstract. Metastructures have the ability of attenuating mechanical vibrations in small frequency bands,
known as bandgaps. This particular dynamic is obtained by means of a series of resonators built into the
metastructure, perfectly tuned to a particular frequency. The objective of the present work is to perform
a loss-of-tune analysis on a curved piezoelectric metastructure, and how this loss spreads to the respon-
se. The study is carried out by means of a parametric stochastic model, considering the uncertainty in
the parameters that constitute the resonators. The stochastic model is generated using the Monte Carlo
Method, from a finite element 1D deterministic model of the structure, derived from the theory of linear
elasticity and general piezoelectricity, obtained through the Hamilton’s Principle for electromechanical
systems.
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1. INTRODUCCION

Uno de los conceptos mds utilizados en la construccion de metaestructuras es el fendmeno de
resonancia local, el cual se basa en el uso de resonadores distribuidos a lo largo de la estructura.
Varios autores han realizado estudios sobre distintos tipos de metaestructuras de resonancia
local puramente mecénicas (Dal Poggetto y Serpa, 2020; Miranda Jr et al., 2020; Gnawali et al.,
2020; Zhu et al., 2014; Baravelli y Ruzzene, 2013; Matlack et al., 2016; Nouh et al., 2015;
Oudich et al., 2011; Wang et al., 2014). Otros investigadores han explorado dltimamente el
uso de elementos piezoeléctricos, derivados a circuitos resonantes, logrando asi una reduccion
significativa en el requisito de masa de los mismos (Airoldi y Ruzzene, 2011; Bergamini et al.,
2015; Casadei et al., 2009; Jin et al., 2014; Senesi y Ruzzene, 2011; Sugino et al., 2017).

Este trabajo tiene como objetivo analizar la propagacion de incertidumbre presente en las
inductancias eléctricas de los resonadores de una metaestructura piezoeléctrica curva, con el fin
de evaluar la pérdida de sintonia de la misma. Dicho estudio se realiza utilizando un modelo
dindmico 1D formulado previamente en elementos finitos. Mediante un enfoque paramétrico
probabilistico (Soize, 2005; Sampaio y Cataldo, 2011) se crea el modelo estocdstico, incor-
porando la incertidumbre a los pardmetros inductivos, convirtiéndolos en variables aleatorias
cuyas funciones de densidad de probabilidad se deducen del Principio de Médxima Entropia
(Jaynes, 1957). Finalmente, se utiliza el método de Monte Carlo para realizar el analisis esta-
distico, donde los resultados se presentan en diferentes graficos.

2. MODELO DETERMINISTICO
2.1. Descripcion de la metaestructura propuesta

La Figura 1 representa un esquema de la metaestructura curva propuesta, la cual consiste en
un par de piezoeléctricos en configuraciéon bimorfo, donde el plano de curvatura es normal a
las capas del bimorfo. Los electrodos de los piezoeléctricos estdn seccionados y aislados eléc-
tricamente en segmentos de longitud Az, formando bloques electromecanicos de esa longitud
llamados bloques resonadores. La interconexion eléctrica de los bloques es paralelo, cada uno
de ellos realimentado mediante una inductancia eléctrica L;. El modelo tedrico se basa en las
siguientes hipoétesis:

» La curvatura de se ubica sobre el plano xy y su radio de curvatura R es constante.
» La seccidn trasversal es regular y rigida en su propio plano.

= Se consideran pequefios desplazamientos y elasticidad lineal.

= Se considera el esfuerzo cortante producido por flexién y torsion.

» Se define una funcién de alabeo referida al centroide.

De las hipoétesis se desprende el siguiente campo de desplazamientos en coordenadas curvi-
lineas (Piovan y Cortinez, 2007):

Uy Uge — w¢w 0 - ¢z ¢y 0
Uy ¢ = Uye + 08 0 — Y (1)
U, Use —¢y O 0 z

donde
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Uge 0
¢x:9xa¢y:9ya¢z:9z_f>¢w:9w+§y (2)

siendo { g, Uy, U} los desplazamientos del centro de referencia, {0,,0.} los pardmetros de
flexion, 6, el angulo de torsién y ,, la intensidad de alabeo. La funcién de alabeo para una viga
curva puede ser aproximada con la siguiente expresion (Yang y Kuo, 1987; Piovan et al., 2012):
_ R
w=wF donde F=— 3)
R+y

siendo @ la funcién de alabeo deducida del problema de torsién pura de Saint Venant (Piovan
et al., 2012).

sustrato

E y
E

Figura 1: Esquema de la metaestructura curva.

2.2. [Ecuaciones constitutivas y campo de deformaciones

Considerando que los ejes cristalograficos coinciden con los ejes cartesianos, siendo y el eje
de polarizacién, y teniendo en cuenta que S,, = S.. = S,. = 0, las ecuaciones constitutivas
del piezoeléctrico se expresan como sigue:

T ek 0 0 —é31] [Sw
T.,] |0 ¢c& 0 0 Sy 4
T..| |0 0 && o0 Se- @)
D, ez 0 0 & | |E,

siendo {cF}, ¢, e} [N/m?] las constantes de elasticidad longitudinal y trasversal evaluadas a

campo eléctrico constante, €31 [C'b/m?] la constante de acoplamiento y &5, [F/m] la constante
de permisividad eléctrica evaluada a deformacion constante.
El campo de deformaciones correspondiente al campo de desplazamientos de la Ec.(1) se
expresa mediante la siguiente expresion matricial:
S=FGBU (5)

donde

ST = {Sxxasa:yasxz}; UT = {u:vcauycaezauzcaeyaemyew} (6)
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1 2 =y —w 0 O 0_ 0 _
G=|00 0 0 10 g—‘; —(z+8g—°;) (7)
00 0 0 01 %2 (y-—2=)
9, 1/R 0 0 0 0 0]
0 o 0 0 9  —1/R 0
—0,/R 0 09, 0 0 0 0
B 0 o 0 0 —9,/R 0 0,
B= 0 9, —1 0 0 0 0 ®)
0 o 0 49, 1 0 0
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2.3. Discretizacion en elementos finitos

La formulacién débil de las ecuaciones dindmicas que rigen la dindmica de la metaestructura
se obtienen mediante el Principio de Hamilton para sistemas electromecénicos, a partir del
siguiente indicador variacional:

t2
/ [O(K*+ W)+ oW, ]dt =0 )
t1
donde K* + W son los términos del Lagrangiano:
1 dQ
K=~ 1 — 10
5 /Q pu U — (10)
1 dQ
W;m:_/(ETgE+25TeE—STCS)— (11)
2 Ja F

y 0W,,. simboliza el trabajo de las fuerzas externas correspondiente al desplazamiento de cargas
eléctricas hacia los electrodos, dado por:

1
Whe = éQk Uy, (12)

Reemplazando Ec.(10), Ec.(11) y Ec.(12) en Ec.(9) se obtiene la expresion de la formulacion
débil de la dindmica de la metaestructura:

/ (SETcE + §E'e"S +08"e E —6S8"c S —p 5uTﬁ)$ +Qrdvy=0  (13)
Q

donde el trabajo mecénico externo no es considerado, debido a que la excitacion mecénica se
realiza por medio de las condiciones de borde del modelo.

La formulacién en elementos finitos se obtiene mediante la discretizacién de la Ec.(13),
considerando el campo eléctrico E = v /h,, donde h,, es la altura del piezoeléctrico. La dis-
cretizacion se realiza mediante elementos isoparamétricos de 3 nodos y funciones de forma
cuadréticas (Piovan y Cortinez, 2007). El vector de las variables de desplazamiento se expresa
de la siguiente manera:

Ije - {Ijil)a Ijg), Ijig)} ) ﬂij) = {uxcj-auycj-a 92’]‘7 Uzey s eij ¢Z’j’ 996]} , J=12,3 (14)
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El método de elementos finitos deriva en la siguiente ecuacion matricial correspondiente a la
dindmica de estado estacionario:

Ny -1
U= K—w2M+ij+ijTk(ij+,1 ) ] F (15)
o JwLy
donde K y M son las matrices de rigidez y masa, C = ;M + 79K es la matriz de amortigua-
miento de Rayleigh y Strutt (1945), T}, la matriz de acoplamiento de cada uno de los bloques,
U la transformada de Fourier de los desplazamientos y F' la transformada de Fourier la fuerza
distribuida equivalente al movimiento arménico desde la base.

3. MODELO ESTOCASTICO

El modelo estocdstico se construye a partir de la formulacion de elementos finitos del modelo
deterministico, donde las variables aleatorias se desprenden de los pardmetros considerados
inciertos, en este caso, el valor de las inductancias asociadas L. Estas variables aleatorias son
representadas por funciones de densidad de probabilidad (PDF) obtenidas mediante el principio
de Maxima Entropia (Jaynes, 1957).

Las variables aleatorias V;, © = 1,.., k se consideran acotadas, cuyos valores limites son
conocidos. Se asume que el valor medio de las mismas coincide con el valor deterministico
de cada parametro con el fin de chequear convergencia. Ademads, al no existir correlacién o
dependencia entre las mismas, se asumen variables aleatorias independientes. De lo anterior,
las PDFs de las variables pueden ser expresadas de la siguiente manera:

1 1
- :S ‘/; )

donde i1, v, 1(v;) es el soporte, Ly, y Uy, cotas inferior y superior, V; el valor esperado y dv;
el coeficiente de variacion, todos pertenecientes a la variable V.

Mediante el modelo de elementos finitos de la Ec.(15), a través del método de Monte Carlo,
con las PDFs definidas en Ec.(16) el modelo estocdstico puede definirse mediante la siguiente
expresion:

pv;(Vi) = Siwy, vy, (Vi) i=1,..k (16)

Ny

1\ 5
(w) = |K — w?M + jwC + ijTk (ij + ijk) F (17)
k=1

=)

donde la tipografia negrita de pizarra indica que las entidades son estocdsticas. La convergencia
del método es analizada bajo un criterio de media cuadratica mediante la siguiente expresion:

dw (18)

1 Nus
conv (Ng) = Nus Z/
j=1

siendo Ng el nimero de iteraciones de Monte Carlo y IV la banda de frecuencia del andlisis.

4. ESTUDIOS COMPUTACIONALES
4.1. Verificaciones preliminares

Esta seccion se compara inicialmente el modelo numérico 1D propuesto en el presente tra-
bajo con el modelo analitico propuesto por Sugino et al. (2017). Para este estudio, ambas me-
taestructuras se componen de material piezoeléctrico PZT-5A y sustrato de aluminio, cuyas
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dimensiones son [ = 100mm, b = 10mm, h,, = 0,3mm, y hy = 0,1mm. ambas sintonizadas a
una frecuencia w; = 100w;. Para ello es necesario inicialmente definir la propagacion vibrato-
ria como el cociente entre el desplazamiento de un punto del extremo libre x;, = (L, ¥, z) y un
punto del extremo empotrado a la base x, = (0, 0, 0), cuando la estructura es excitada mediante
un movimiento armoénico desde la base, es decir:

u(xg)
u(xq)

La Figura 2 muestra en comparacion las respuestas de propagacion vibratoria del modelo de
Sugino (a) con el modelo numérico 1D (b) para diferente nimero de bloques resonadores V.
En la misma puede observarse claramente la similitud entre las respuestas dindmicas de ambos
modelos, no solo en la zona de bandgap (seccion en tonos de azul), sino también en el resto de

las frecuencias.

ur,
Ug

Propagacién(w) = (19)

o

0 —
@ =
= ~
3 5 g
=
-10
-15
(a)
5
1.6
0o
= 1 =
3 D ———— *:]
= 4 =
3 5 =
0.5 -10
0 =15
0 5 10 15 20 25
No (b)

Figura 2: Propagacion y frecuencias vs ;. (a) Modelo Sugino, (b) Modelo numérico 1D.

La Figura 3.a muestra la propagacion para distintos valores de R de una metaestructura de
material piezoeléctrico PZT-5A y sustrato de aluminio, cuyas dimensiones son [ = 100mm,
b = 10mm, h,, = 1mm, y hy = 0,5mm. En la misma puede apreciarse el efecto de las fre-
cuencias naturales en tanto R decrece, sin embargo, la ubicacién en frecuencia de la zona de
bandgap permanece inalterable, mostrando su independencia en posicién al radio de curvatura.
La Figura 3.b muestra el verdadero efecto de la curvatura coincidente con el plano de accion de
los resonadores, que implica la pérdida de atenuacion en la zona de bandgap en tanto 2 decrece,
al mismo tiempo que corrobora la ubicacién en frecuencia de la zona de bandgap. Esta verifica-
cién es muy importante ya que permite independizarnos de la curvatura de la metaestructura en

cuanto a sintonia se refiere.
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Figura 3: Propagacién y frecuencias vs R/I. (a) Grifico 3D, (b) Gréfico 2D.

4.2. Cuantificacion de incertidumbre en la respuesta dinamica

El siguiente estudio estadistico analiza la propagacién de incertidumbre en el valor de las
inductancias asociadas a cada resonador hacia la respuesta dindmica del modelo. La metaes-
tructura modelada se compone de 10 resonadores, los cuales generan 10 pardmetros induc-
tivos inciertos {Lj, Ly, .., L1}, cuyos valores deterministicos coinciden en L, = 0,67Hy. La
metaestructura se considera recta, de material piezoeléctrico PZT-5A y sustrato de aluminio,
cuyas dimensiones son [ = 100mm, b = 10mm, h,, = lmm, y hy = 0,5mm, sintonizada
a f; = (2mv/LC)™! = 5968H 2, sujeta a un movimiento de excitacién desde la base del tipo
uy(w) = 1" mm. El presente estudio considera todos los valores inductivos inciertos en si-
multaneo para distintos Coeficientes de Variacién (CV), los cuales son CV={0,01- 0,03- 0,05}.
En la Figura 4 puede observarse como las diferentes realizaciones convergen de manera estable
a partir de las 500 iteraciones.
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Figura 4: Convergencia de las distintas simulaciones. En azul CV=0,01 - rojo CV=0,03 - amarillo CV=0,05.

La Figura 5 muestra las graficas de respuesta del modelo para un CV=0,03, donde pue-
de apreciarse como la incertidumbre de los pardmetros se propaga unicamente hacia la zona
de bandgap, incluidas las frecuencias naturales de frontera, aumentando la dispersién con el
aumento de incertidumbre paramétrica. Se observa ademads, que el intervalo de confianza no
acompana completamente a la respuesta deterministica, producto de la pérdida de sintonia de la
metaestructura. Definiendo Ancho de Bandgap (AB) como la medida en frecuencia de la zona
de atenuacion en la propagacion vibratoria, los histogramas de la Figura 6 muestran que el AB
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medio supera su valor deterministico para un CV=0,01. Esto se debe a que el valor de frecuencia
de corte inferior esta por debajo de su valor deterministico. Sin embargo, debido a la dispersion
de ambas frecuencias de corte, el AB efectivo se reduce por debajo de su valor deterministico,
indicando el deterioro del bandgap. La dispersion en la frecuencia superior indica alta sensibi-
lidad de la sintonia a variaciones de Ly, tal como era previsible, debido a la importancia de este
parametro en la sintonia del la metaestructura. Finalmente, la Figura 7 muestra la gréfica de
dispersion de la respuesta para las diferentes simulaciones y sus valores maximos. En la misma
se observa que la respuesta es sensible a variaciones de las inductancias pura y exclusivamente
en la zona de bandgap, con una dispersion uniforme en toda esta zona.

Ir||uL/u0|
|H|U,_/UO|

10+ Modelo Deterministico il -8r Modelo Deterministico
——Maéximo Mod. Estocéstico —IC Sup. 97% Mod. Estocastico
ok Minimo Mod. Estocastico il -10 | |—IC Inf. 97% Mod. Estocastico
Media Mod. Estocastico Media Mod. Estocastico
14 I I I I I 12 I I I I I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
whw, wlw,
(a) (b)

Figura 5: Respuesta del modelo estocdstico para CV=0,03.

(a) Maximo y minimo, (b) Intervalo de confianza.
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Figura 6: Histogramas del bandgap, la linea negra indica valor deterministico, linea azul valor medio y linea roja
valor efectivo. (a) CV=0,01, (b) CV=0,03.

5. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se evalud la propagacion de incertidumbre de los valores inductivos
de una metaestructura piezoeléctrica curva mediante su modelo dindmico computacional 1D.
Como conclusién previa se obtuvo que la curvatura no afecta la sintonia de la misma cuando
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Figura 7: Sensibilidad del modelo frente a variaciones de Ly. (a) Dispersion de la respuesta, (b) Dispersiéon maxima.

el plano de curvatura es normal a las capas de la estructura. Finalmente se realiz6 el estudio
estadistico, cuyos resultados mostraron una gran sensibilidad de la respuesta a variaciones en
los valores inductivos Unicamente en la zona de bandgap. Algunas observaciones importantes
del estudio fueron las siguientes:

= La sintonia de la metaestructura es sensible a variaciones de los pardmetros L.

= La respuesta dindmica es sensible a variaciones del pardmetro L, unicamente en la zona
del bandgap.

= Se produce un desplazamiento significativo del valor medio de la frecuencia central del
bandgap respecto de su valor deterministico.

= Sibien se reduce el AB efectivo, el valor medio del AB es superior al valor deterministico.

= Se logra una degradacion completa del bandgap con coeficiente de variacion de 0,05 del
parametro.
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