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Resumen: Los coeficientes de Lyapunov o coeficientes de curvatura, permiten conocer la estabilidad de soluciones
periddicas que nacen a partir de bifurcaciones de Hopf en ecuaciones diferenciales. En este articulo se presenta un
célculo mejorado con respecto del existente en la literatura, del segundo coeficiente de curvatura, utilizando un método
en frecuencia. Este coeficiente permite tipificar una bifurcacién de Hopf degenerada, cuando el primer coeficiente es
nulo, condicién que estd asociada a la aparicién de multiples oscilaciones.
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1. INTRODUCCION

Los coeficientes de Lyapunov son expresiones complicadas que determinan la estabilidad de las érbitas
periddicas en sistemas de ecuaciones diferenciales cuando se someten a la variacién de pardmetros distin-
tivos, también denominados pardmetros de bifurcacion. A estos coeficientes se los conoce también con el
nombre de Bautin por ser el primer investigador que los calculd en un sistema diferencial planar con no-
linealidad cuadritica [1]. Un enfoque mas moderno permite calcularlos mediante el método de Lyapunov-
Schmidt [2] y claramente estdn relacionados con la segunda parte del famoso Problema 16 enunciado por
Hilbert, que se refiere a la cantidad de ciclos limites en sistemas planares polinomiales. Otros cdlculos equi-
valentes pueden consultarse en [3] y [4]. Mas especificamente, en [4] se aprecia su utilidad en la generacién
de estructuras de multiples ciclos limites (o atractores periddicos) en el espacio de pardmetros. En este tra-
bajo se realizard una expansién mds precisa que la indicada en [5] siguiendo una metodologia enraizada en
la teoria de control realimentado y las series de Taylor, conocida como el método en el dominio frecuencia.
Por 1ltimo se mostraran los resultados en un ejemplo conocido de la literatura especifica.

2. COEFICIENTES DE ESTABILIDAD EN LA EXPANSION DE 4 ARMONICOS

La metodologia en frecuencia parte de representar un sistema en forma de lazo realimentado, que consta
de una parte lineal con funcién de transferencia G(s) con una realimentacion no lineal [5, 6]. Se busca
capturar la presencia de una oscilacion de una dada frecuencia w, causada por una bifurcacién de Hopf,
utilizando un balance de armonicos. Dicha bifurcaciéon esta causada por el cruce de un par de autovalores
complejos conjugados de la linealizacion, a través del eje imaginario, al variar un tnico parametro. Para
valores del pardmetro cercanos al valor de bifurcacién, dichos autovalores son de la forma s = a + iw, con
|& — w| < 1. Entonces, G admite una representacion de Taylor alrededor de iw, de la forma

G(id) = G(s) + (—a + i6w)G'(s) + 3(—a + i0w)2G"(s) + ... , (1)

donde dw = & — w, G'(s) = dG/ds y G"(s) = d?G/ds?. La férmula de balance de arménicos, que
relaciona las componentes frecuenciales a la entrada y salida del subsistema lineal, estd dada por (véase [5,

6]):

q q
[GGi@) T + 11 Y Vigj1H! = —G(i) Y Wig; 11671, 2)
j=0 J=1
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donde J representa la matriz Jacobiano de la realimentacién no lineal evaluada en el equilibrio y las expre-
siones de V1 241y Wi24+1 = Pg.q = 1,2,..., se conocen en forma explicita [5, 6]. Reemplazando (1)
en (2) y definiendo z := a — idw, se obtiene lo siguiente

[GJ - ZG/J + %ZZG”J +...+ I] (V119 - ZV1/19 + ‘/1393 + V1595 +... = ZV1,393 — ZV1,595)

[ 2G| X [Wisb® 4 Wisb® — W — W 4], O

donde se ha omitido el argumento s en G y sus derivadas por simplicidad. Multiplicando ambos miembros

de (3) a izquierda por la expansién del autovector izquierdo u' de G'J asociado al autovalor —1, es decir,

ul —zu' T+ %zzu”T + ..., se obtiene

—u" G' IV + uT G'IZ2V]10 — uT G T2 Vis0® + tuT G"T22Vi10
+u'TGIZ2V]0 — u' T GI2V1360° + o' T 22V],10 — o' T 2V1360° + o' TG T 22V160 4)
= —u! GW1363 + uT G2W{30% —uT GW150° + uT G 2W136% + u'TGzWi30% + . .. .
Igualando los términos de menor orden en 6, se llegaa z = o — idw = u' GW130%/(u' G'JV11) = 7162.
Por definicién, o1 = —R(71) es el primer coeficiente de curvatura, siendo R(-) la parte real de una cantidad

compleja. Reemplazando la expresion de 1 en (4) y agrupando los coeficientes en potencias de 6°, se puede
escribir

Vul G IV, —mu' G'IVig + 373 G" IV + 3/ T GIVY], — i TGIVig + 43 T VY,
—’ylu/Tvlg + V%U,TG/JVH = ’yluTGW{3 — UTGW15 + 71UTG/W13 + ’ylu’TGW13,
que a su vez, reagrupando seguin las potencias de 1, se puede ordenar como

=7 {u' [GIV], + 1G"TVi1] + /T [(GJT + D)V], + G'TV1]}
—y1 {uT [G'(JVag + Wig) + GW{5] +u'T [(GJ + I)Viz + GWis]} +u' GWy5 = 0.

Entonces, se define el segundo coeficiente de curvatura como
oy = -R(®/n), n:=u G IV, 5

Nétese que si 43 = 0 entonces la expresion anterior se reduce a o2|,,—o = —R(u' GWi5/n). Por otra
parte, los cdlculos anteriores se reducen notablemente cuando los autovectores de GG.JJ no dependen de s
(u'" = V/, = 0), resultando en

o0 = ~R {4 (343G IVis = 3G (IVis + Wi) = 11 GWi5 + GWis] | (©)

que coincide con los resultados presentados en [5].

3. EJEMPLO

Se considera el sistema propuesto en [3], dado por

& = —y+az®+ b3, @
y = x4 dx?®+ gx® + hat.
Para su analisis utilizando el método en frecuencia (véase [5]), se elige la realizacion
-1 -1 10 —e 4 ae? — bed
A= [ 1/2 0 ] b= [ 0 1 ] =10, fle)= —3e+de? — ged + het |7 ®
donde, de acuerdo a la eleccion de C, resulta e = —z. Definiendo el vector X := [z y]T, (8) se puede
representar como el sistema realimentado
X = AX +Bfle), ©
e = —-CX.
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Es sencillo verificar que las matrices W = [B AB]y Wp = [ A } tienen rango completo, por lo cual
la realizacién escogida hace que (9) sea un sistema controlable y observable. Ademas, aplicando la trans-
formada de Laplace en (9) se llega a un sistema lineal, dado por una funcién de transferencia G(s) con una
realimentacion no lineal f, donde

1
G(s)=C(s]l —A) 'B=—5———[s —1].
(8 = Ol = 4) Trsv1z® U
Los puntos de equilibrio verifican la ecuacién G(0) f(e) = —e, de donde se deduce que un punto de equili-

brio es € = 0, y los otros (posibles) son las soluciones de la ecuacién 1 — de + ge? — he? = 0. En lo que
sigue, se analizard la dindmica emergente alrededor de € = 0. Para ello, se comienza calculando la matriz
Jacobiano de f alrededor de dicho equilibrio, es decir,

ol 3 e

La estabilidad del equilibrio estd determinada por los autovalores de la matriz G(s).J, pero como la misma
resulta escalar, solo es necesario considerar la funcion caracteristica

s—1/2
A =G = ——
(8) = Gls) s2+s+1/2
La condicién de bifurcacion de Hopf estd dada por A\(iw) = —1, que resulta en la solucién wy = 1. Nétese

que esta solucién es independiente de los pardmetros del sistema, es decir, que el sistema (8) se halla en un
punto de bifurcacién de Hopf, para cualquier combinacién de pardmetros. Esto se debe a que la variacién
de dichos pardmetros, no modifica los términos lineales en (8). Por otra parte, la funcién de transferencia de
lazo cerrado se define como

H(s)=[1+G(s)J] ' G(s) = =A< [s —1].

Como la matriz G(s).J es escalar, sus autovectores derecho e izquierdo son V17 = 1y u = 1, respectiva-
mente. Ademds el vector V13 es nulo. Las derivadas de alto orden de f resultan
20
0 24h

Cf [ 2 [ [ —6b [y
[ bR bl e A e ]

Dy = |—
2 [de2
Por otra parte, se obtienen los vectores

Voo = —2H(0)D2Vi1 V11 = ¢, Vog = =31 H(2i)DyV11 Vi1 = §(—d + 2ai),

e=0

donde _() denota el complejo conjugado. Con esto, y teniendo en cuenta la expresion p; = Wiz =
DQ(%Vll‘/QQ =+ VHVQQ) =+ %D3V11V121, se obtienen

G(D)p1 = 1o=17a (99 — da® — 10d* + (6ad — 9b)i] , n:=u'G'(i)JVi1 = —(_1?/++)2

y luego
TG(i 1
= 2 G0 — 57 [9b — Gad + (99 — 4a” — 104°)7] (10)
n
El primer coeficiente de Lyapunov o primer coeficiente de curvatura, cuyo signo determina la estabilidad del
ciclo limite que nace de la bifurcacién de Hopf, estd dado por o1 := —R(7y1) = %(Bb — 2ad). Por lo tanto,

si se verifica que 2ad = 3b, el mismo se anula y la informacién dada por o1 no es suficiente para conocer
la estabilidad de dicho ciclo. Es importante notar que la parte imaginaria de ~; se anula bajo la condicién
9g = 4a® + 10d2. Bajo la condicién o1 = 0, es necesario calcular el segundo coeficiente de curvatura para
tipificar la bifurcacién de Hopf. Para ello, se calculan en primer lugar los vectores cuyas expresiones pueden
verse en [5] (que resultan escalares en este caso):

Vas = g5 [2d% + 39— 12a% — (10ad + 9b)i],  Vou = =5 (19d3 + 4ad — 45dg + 27h),
Vou = g5 [144ab — 32a2d + 14d® + 45dg — 48h + (5dag — 24a® — 50ad?® — 87bd)i] .
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Reemplazando estos valores en la siguiente expresion

7 7 7 . = | 2

p2 = Wis = 82(2V11 Vou+2ViaVis + Vo Vas + V11 Vau + VisVao) + B3 (4Vi1 Vi + VA Vs + V1 Vas
= = = = = —2 —2

V11 Voo Vaz +2V11 Voo Vo +2Vi Vi Vig) + 24 (VR Voo +6VA V11 Voo +3V11 Vi, Vas) + B3 VAV,

se obtiene

G(i)p2 = o172y [48a* — 660d* + 204a°d” — 120a°g + 396abd + 1908d°g — 2016dh

—81b? + 27¢% + (848ad® + 32a’d — 984adg + 288ah + 336a%b — 312bd* — 108bg)i] .
(11
Nétese que como el autovector V7 es constante (no depende de la variable compleja s), resulta pj := Wi =
B smivo = Da(3V11Vey + Vi1 V), donde
Vi, = —2H'(20) DoV = —i5(5a + 4di),  Vyy = —1H'(0)D2Vi1 V11 = —4,
con lo cual finalmente se obtiene pj = —1—18(23a + 4di) [a d]T . Utilizando esta expresion en conjunto
con (10)-(11) y teniendo en cuenta que p; = W3y po = Wis, es posible evaluar el segundo coeficiente de
curvatura dado por (6). Reemplazando todas las cantidades obtenidas anteriormente, el mismo resulta

02 = 155 {4a’d + 8ad® + 16adg + 6a°b + 18bd> — 24ah + 9bg} .
Bajo la condicion o; = 0 (2ad = 3b), la expresion anterior se reduce a
oy = & {d(4a® + 10d%) + 11dg — 12h},

y utilizando también la condicién (y1) = 0 <= 4a? + 10d*> = 9¢, finalmente se obtiene oy =
51 15dg — 3h}, donde () denota la parte imaginaria. Suponiendo que a # 0, la condicién para que se
anule el segundo coeficiente de curvatura es bdg — 3h = 0, idéntico resultado al presentado en [3].

4. CONCLUSIONES

En el presente articulo se mostré el desarrollo de un cémputo mas preciso y general del segundo co-
eficiente de estabilidad para la bifurcacién de Hopf, mejorando las férmulas conocidas, que emplean la
metodologia en el dominio frecuencia. En el ejemplo estudiado se calcularon todos los vectores auxiliares
con dicha metodologfia, verificando los resultados de otros autores independientes. Los resultados obtenidos
dan lugar a distintas aplicaciones, como la deteccion de configuraciones de multiples drbitas periddicas si-
guiendo con el andlisis de estabilidad de las mismas y sus posibles bifurcaciones, usando aproximaciones
cuasianaliticas.
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