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CIÓN DE MOVIMIENTO DIARIO PARA BITCOIN
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BATCH MULTIPRODUCTO

A.S. Tibaldo, Y. Fumero y J.M. Montagna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485
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En el marco del estudio de un nuevo modelo para la descripción de soluciones sólidas (materiales sólidos homogéneos 

constituidos por más de un compuesto químico), se efectúa en este trabajo el cálculo de curvas de equilibrio 

termodinámico trifásico que existen en un espacio multidimensional (hiper-curvas). Cada punto de una dada hiper-

curva (hiper-punto) está definido por n coordenadas. De las n coordenadas de un dado hiper-punto, los valores de (n-1) 
de ellas surgen de resolver un sistema no lineal de ecuaciones algebraicas de dimensión (n-1)   (n-1). La coordenada 

restante constituye el único grado de libertad del sistema. Las hiper-líneas de interés, las cuales suelen ser altamente no 

lineales, pueden computarse en forma robusta si se utilizan los llamados métodos de continuación numérica (MCN). En 

este trabajo se aplican las formas más simples de los MCN al cálculo de hiper-líneas de equilibrio fluido-fluido-

solución sólida. 

 

Palabras claves: métodos de continuación numérica, termodinámica del equilibrio entre fases, soluciones sólidas. 

2000 AMS Subjects Classification: 80A10, 82D15, 82D20, 34A34, 11D72 

 

1. INTRODUCCIÓN 

Cuando una mezcla de compuestos químicos, los cuales se encuentran en proporciones definidas 

(composición global definida) en la mezcla, se somete a una temperatura y a una presión constante, durante 

suficiente tiempo, el sistema alcanza un estado de equilibrio. Bajo tal condición el sistema puede estar 

constituido por una única fase (fluida o sólida), o por dos o más fases, las cuales pueden ser sólidas o 

fluidas. Una fase en equilibrio es una porción del sistema en equilibrio en la que las propiedades 

macroscópicas son constantes (independientes del tiempo y de la posición espacial). El estado de equilibrio 

se caracteriza por la ausencia de fuerzas impulsoras que produzcan cambios en las propiedades 

macroscópicas del material. Una vez que se alcanza el estado de equilibrio, ya no se observarán cambios en 

el sistema con el paso del tiempo. En general, las fases que se encuentran en equilibrio tienen 

composiciones (y otras propiedades) distintas, es decir, las proporciones de los compuestos químicos en 

una dada fase no son las mismas que en las otras fases. Esto se aprovecha en diversos procesos industriales 

para separar las mezclas en fracciones que difieren en su composición. La termodinámica del equilibrio 

entre fases provee las ecuaciones que permiten describir matemáticamente las diversas situaciones de 

equilibrio de un dado material. Todo punto de equilibrio está representado por un sistema no lineal de 

ecuaciones algebraicas. El número de grados de libertad de tal sistema puede conocerse rápidamente 

aplicando la llamada Regla de las Fases de Gibbs o bien el teorema de Duhem. Con frecuencia se imponen 

valores fijos para todos los grados de libertad excepto uno. Ello define una hiper-línea o hiper-curva en un 

espacio multidimensional. Ejemplos de tales hiper-líneas son, para el caso de mezclas de dos compuestos 

químicos (sistemas binarios), los siguientes: isotermas de equilibrio líquido-vapor ó sólido-fluido, isobaras 

de equilibrio líquido-líquido, líneas de equilibrio líquido-líquido-vapor, líneas críticas, líneas de equilibrio 

sólido-líquido-vapor, etc. Las hiper-líneas de interés pueden tener un comportamiento altamente no lineal. 

Las mismas con frecuencia se calculan en forma incompleta en la literatura. Ello se debe al uso de métodos 

numéricos enfocados en el cálculo de puntos individuales (ej. Método de Newton-Raphson) en los que no 

se aprovecha en forma inteligente la información de un dado punto (convergido) de la hiper-curva para 

facilitar el cómputo del siguiente punto. Tal aprovechamiento es característico de los llamados métodos de 

continuación numérica (MCN), cuyo uso no está suficientemente generalizado en la comunidad de 

investigadores en el campo de la termodinámica del equilibrio entre fases.  
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El presente trabajo se enfoca en equilibrios entre fases en que una de ellas es una fase sólida, en la que se 

encuentran presentes todos los compuestos químicos representados en el vector de concentraciones 

globales. Una fase sólida constituida por más de un compuesto se denomina “solución sólida”. Los sólidos 

aparecen involucrados en numerosos procesos relacionados con diversas industrias. En las industrias del 

gas y del petróleo, las precipitaciones de ceras (parafinas normales con un número de carbono igual o 

mayor que veinte), asfaltenos, hidratos de gas y sulfuro elemental tienen un gran impacto tecnológico, ya 

que provocan problemas durante la extracción, producción y procesamiento del petróleo, los cuales se 

traducen en graves pérdidas económicas [1]. La deposición de estos compuestos provoca el taponamiento 

de cañerías, oleoductos y separadores, la pérdida de capacidad en líneas y tanques y daños en las 

formaciones geológicas. En particular, en nuestro país, el advenimiento de la explotación de petróleo no 

convencional, trae aparejados nuevos desafíos. Uno de los principales es minimizar la precipitación de 

ceras, tal como lo han señalado especialistas de Y-TEC [2]. Es deseable disponer de modelos 

termodinámicos del equilibrio entre fases que permitan describir adecuadamente los distintos procesos de 

cristalización, o estimar las condiciones bajo las cuales se producen precipitaciones indeseadas, sea para 

evitarlas o bien para mitigar sus efectos. Porras y colaboradores han propuesto recientemente un modelo 

ingenieril en que las fases sólidas son tratadas como soluciones sólidas [3]. Tal modelo se utiliza en este 

trabajo. El propósito de este trabajo consiste en evaluar el desempeño de un método básico de continuación 

numérica, aplicado al cómputo de hiper-curvas (no lineales) completas de equilibrio sólido-líquido-vapor, 

de sistemas materiales de dos compuestos químicos (sistemas binarios, sin reacción química), en que la 

fase sólida se modela como una solución sólida, de acuerdo con la ref. [3]. 

 

2. MÉTODO BÁSICO DE CONTINUACIÓN NUMÉRICA 

Consideremos un conjunto de (n-1) funciones reales no lineales, 1F  a 1nF − , de las variables reales 1X  a 

nX . El número (n) es un número natural. El sistema no lineal de ecuaciones   0 , 1, ( 1)iF i n= = −  

tiene un grado de libertad, pues el número de variables es igual a (n) mientras que el número de ecuaciones 

es igual a (n-1). Identificaremos a tal sistema como el sistema 1nP − . Por poseer un único grado de libertad, 

el sistema 1nP −  define una hiper-línea en el espacio (n)-dimensional de las variables 1X  a nX . El grado 

de libertad disponible lo imponemos agregando al sistema la ecuación  0nF =  donde  n pF X S= −  , 

siendo S  un parámetro real y (p) un número natural tal que 1 p n  . 
pX  es la “variable especificada” 

y puede ser cualquiera de las variables del vector X  (cuyas componentes son 1X  a nX ). S  es el 

parámetro de especificación y  0nF =  es la ecuación de especificación. El vector F  es aquel cuyas 

componentes son 1F  a nF . El sistema  0F =  es un sistema no lineal de (n)   (n) dependiente del 

parámetro S . Debido que el sistema  0F =  depende del parámetro S , diremos que  0F =  es un 

sistema “paramétrico” de ecuaciones no lineales, que identificaremos como el sistema nP . Las variables 

del sistema nP  son las componentes del vector X . Una vez impuesto un valor para el parámetro S  el 

sistema nP  puede ser resuelto utilizando por ejemplo el método de Newton-Raphson. Supongamos que el 

primer punto de la hiper-línea que se quiere construir se obtiene para IS S= . La información contenida 

en el Jacobiano de la función F  puede utilizarse para computar el llamado vector de sensitividades 

( )
IS S

d X dS
=

, el cual establece cómo cambia la solución del sistema nP  ante un cambio diferencial en 

el valor del parámetro S  [4]. La información contenida en el vector de sensitividades se utiliza, vía 

extrapolación lineal (método de Euler), para predecir el vector solución X  correspondiente a un nuevo 
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valor del parámetro S , como por ejemplo IIS S= . El vector de sensitividades también se utiliza para 

identificar la variable óptima a ser especificada para computar el siguiente punto de la hiper-línea: es 

aquella correspondiente a la componente del vector de sensitividades con máximo valor absoluto. Si la 

variable especificada difiere para dos puntos consecutivos de la hiper-línea, también el índice p , y 

consecuentemente la función nF , difieren para tales puntos. El uso descripto del vector de sensitividades 

permite construir hiper-curvas altamente no lineales, cuyas proyecciones bidimensionales (proyecciones en 

el plano de dos de las variables del vector X ) pueden incluso presentar auto-intersecciones, que no son 

tales en el espacio multidimensional correspondiente a la totalidad de las variables del vector X . El hecho 

de especificar la variable óptima para el cálculo de cada punto de la hiper-línea, hace posible mantenerse, 

al definir el único grado de libertad disponible, dentro del rango de existencia de la hiper-línea. 

Consecuentemente, se evitan problemas de convergencia originados por una especificación del grado de 

libertad, correspondiente a la inexistencia de solución para el sistema nP . Por otro lado, en el presente 

trabajo, las variables del sistema de ecuaciones original correspondiente al equilibrio entre fases han sido 

escaladas logarítmicamente. Es posible definir métodos de continuación numérica más sofisticados que el 

descripto. 

 

3. APLICACIÓN AL CÁLCULO DE EQUILIBRIOS ENTRE FASES CON PRESENCIA DE FASES SÓLIDAS 
 

La Fig. 1 ilustra los resultados del MCN aplicado al cálculo de una hiper-curva de equilibrio trifásico 

sólido-líquido-vapor (SLV) del sistema binario de los compuestos químicos dióxido de carbono [CO2(1)] y 

metano [CH4(2)]. La Fig. 1(a) muestra las tres proyecciones ‘Presión vs. densidad de fase’, es decir, la 

variación de la densidad de cada una de las tres fases como función de la presión. La hiper-curva se 

extiende desde el llamado punto triple (TP) del compuesto 1 (CO2) hasta el hiper-punto Q en que aparece 

una cuarta fase (de coordenadas que no se muestran) que se encuentra en equilibrio con las tres 

representadas en la figura. Puede observarse la elevada no linealidad de las tres curvas de la Fig. 1(a), en 

particular la de la curva correspondiente a la fase vapor V. La misma presenta un punto de auto-

intersección, que no es tal en el espacio multidimensional en que existe la hiper-curva. Un alto grado de no 

linealidad exige un alto grado de intervención durante el cálculo, por parte del usuario, si no se recurre a un 

MCN, como el aquí utilizado, el cual permitió obtener la hiper-curva de equilibrio SLV completa en una 

única corrida. La Fig. 1(b) muestra las proyecciones ‘Presión vs. razón de fracciones molares CO2 / CH4 ‘ 

para las tres fases en equilibrio. El carácter variable de esta razón para el caso de la fase sólida (SII) indica 

que esta última es una ‘solución sólida’ en el sentido fisicoquímico de la palabra, es decir, una fase sólida 

constituida por más de un compuesto químico (en este caso por 2 compuestos químicos: CO2 y CH4). 

Nuevamente se observa una alta no linealidad de estas tres proyecciones. Desde el punto de vista físico se 

puede observar que, a una dada presión, la fase sólida (SII) es más concentrada en CO2 que la líquida (L), y 

esta a su vez es más concentrada en CO2 que la fase vapor (V). La información que, a una dada presión, se 

puede leer en la Fig. 1 describe parcialmente a un hiper-punto de 11 coordenadas, las cuales se obtienen 

resolviendo un sistema de ecuaciones “paramétrico” no lineal de 11   11. Ambas figuras revelan que la 

hiper-curva presenta un máximo en presión. Ello corresponde a un “turning point” que habitualmente está 

asociado a un cambio de la variable especificada, en el contexto del MCN utilizado en este trabajo. Es 

claro que la hiper-línea de equilibrio SLV de la Fig. 1 existe en un rango limitado de presión P, esto es, 

entre aproximadamente 0.1 bar (punto Q, Fig. 1) y 50 bar (máximo en presión, Fig. 1). El MCN aquí 

utilizado permite evitar, en forma automatizada, especificaciones inapropiadas, mientras se va calculando 

la hiper-línea, como por ejemplo P = 100 bar, para la cual el sistema de ecuaciones no tiene solución en el 

campo de los números reales (el campo de interés en termodinámica del equilibrio entre fases). 

 

4. CONCLUSIÓN  

En este trabajo se ha aplicado un método de continuación numérica (MCN) al cálculo del equilibrio 

trifásico en que una fase es una solución sólida. El MCN brevemente descripto en el presente trabajo 

resulta, más allá de su relativa simplicidad, de gran utilidad para el cómputo robusto de hiper-líneas 

correspondientes a problemas de interés en el campo de la termodinámica del equilibrio entre fases.  
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 (a) (b) 

Fig. 1. Equilibrio trifásico calculado para el sistema CO2(1) + CH4(2). (a) Proyecciones ‘Presión vs. densidad 

de fase’. (b) Proyecciones ‘Presión vs. razón de fracciones molares CO2 / CH4 en una fase‘. 
Fase líquida (azul). Fase vapor (rojo). Fase sólido II (verde). Punto cuádruple calculado (línea gris 

punteada). Punto triple calculado (línea negra punteada). TP=punto triple (compuesto puro). Q=punto 

cuádruple. V=vapor. L=líquido. S=sólido. SII es una fase sólida que bajo condiciones cercanas a las del TP de 

CO2 está constituida prácticamente por CO2 puro. MODELO Y PARÁMETROS: Para las fases fluidas se 

utilizó el modelo RKPR-EoS acoplado a reglas cúbicas de mezclado con valores de parámetros de compuesto 

puro y de interacción tomados de la ref. [5]. Para la fase sólida se utilizaron idénticos valores de parámetros 

de interacción que en el estado fluido (ver ref. [3]). Los parámetros Ci (ref. [3])), se ajustaron de manera de 

reproducir las curvas de fusión experimentales para cada componente puro (CO2 [6], metano [7]). Los valores 

para el parámetro ΔυS-L (ver ref. [3]) fueron obtenidos haciendo uso de la información disponible en la base de 

datos DiPPR [8].  
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Estado sólido

Estado líquido

Estado gaseoso

2



Sólido

Líquido

Gas

ESTABILIDAD DE FASES

¿Cuál es la fase estable?
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ESTABILIDAD DE FASES

¿Cuál es la fase estable?

La de menor energía libre de Gibbs

La de menor fugacidad

( , )f T P
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EQUILIBRIO DE FASES

Equilibrio sólido-líquido

( , ) ( , ) ( , )S L Vf T P f T P f T P= 

Igualdad de fugacidades
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EQUILIBRIO DE FASES

Equilibrio sólido-vapor

( , ) ( , ) ( , )S V Lf T P f T P f T P= 

Igualdad de fugacidades
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EQUILIBRIO DE FASES

Equilibrio líquido-vapor

( , ) ( , ) ( , )L V Sf T P f T P f T P= 

Igualdad de fugacidades
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EQUILIBRIO DE FASES

Equilibrio sólido-líquido-vapor

( , ) ( , ) ( , )S L Vf T P f T P f T P= =

Igualdad de fugacidades
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EQUILIBRIO DE FASES EN MEZCLAS

Solución líquida

Solución sólida

Mezcla de gases
Variables relacionadas con el 

equilibrio en mezclas

• Temperatura

• Presión

• Proporciones de componentes (composición) 

en cada fase
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¿PARA QUE SIRVE CONOCER LAS 
CONDICIONES DE EQUILIBRIO?
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EQUILIBRIO DE FASES EN MEZCLAS

11

Ceras



EQUILIBRIO DE FASES EN MEZCLAS

FRONTERAS DE FASE

METANO(CH4) + DIÓXIDO DE CARBONO(CO2)
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DIAGRAMAS DE FASE

Sistema de ejemplo
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Equilibrio sólido I-sólido II-vapor
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17

Equilibrio sólido I-sólido II-líquido
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Equilibrio sólido II-líquido-vapor



Equilibrio sólido I-líquido-vapor
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CADA PUNTO ES 

SOLUCIÓN A Pn-1
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PUNTO SOBRE LA 

HIPER-LÍNEA SIILV



EQUILIBRIO DE FASES EN MEZCLAS

Equilibrio trifásico en una mezcla binaria

( )11 0F X =

11 pF X S= −S

1 p n 

Sun parámetro real

p un número natural 1≤ p ≤ 11Ejemplo

1 5.17pX P S bar= = =

2311 5.17 0F P= − =



EQUILIBRIO DE FASES EN MEZCLAS

Equilibrio trifásico en una mezcla binaria

Igualdad de las fugacidades de cada componente de la mezcla en cada fase
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Newton Multivariable
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Escalado logarítmico de 

las variables!



Primer punto convergido con S=SI
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EQUILIBRIO DE FASES EN MEZCLAS

1

2

11

dX

dS

dX
dX

dS
dS

dX

dS

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

La variable a especificar para computar el 

próximo punto:

Es la correspondiente a la componente del vector de 

sensitividades con máximo valor absoluto

new old

old

X X S
dS

dX
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Otros tipos de hiper-líneas de equilibrio

Isotermas
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Otros tipos de hiper-líneas de equilibrio

Isobaras
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Otros tipos de hiper-líneas de equilibrio

Isopletas
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CONCLUSIONES

• Es importante tener un claro conocimiento de las condiciones de 

equilibrio.

• El método de continuación numérica (MCN) aquí utilizado permite 

calcular hiper-curvas de equilibrio entre fases, con presencia de fases 

sólidas, altamente no lineales, con mínima intervención del usuario.

• El uso de MCN no está suficientemente generalizado en la comunidad 

de investigadores en el campo de la termodinámica del equilibrio entre 

fases.
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