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Resumen: En este trabajo se muestran los comportamientos dinédmicos cercanos a una resonancia 1:2 en sistemas
con retardos, por medio de la metodologia en € dominio frecuencia. Se hallaron y aproximaron | os ciclos asociados a
unau otrafrecuencia, se efectud el andlisis de su estabilidad y se detectaron bifurcaciones de ciclos caracteristicas.
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1. INTRODUCCION

En general, en sistemas fisicos, bioldgicos y de economia, existen interacciones que invol ucran estados anteriores,
que deben modelarse con un conjunto de ecuaciones diferenciales con retardos (EDRs, ver [1],[5]). Por otra parte el
desarrollo y uso de sistemas de control automatico, también dio gran impulso al desarrollo de este area, através de la
nocién de control realimentado. Resultan innumerables |os aportes que se dan en esta temédtica ya sea por € andlisis
de gemplos précticos [5] o por resultados tedricos [1]. En este trabajo, se exponen algunas generalidades del marco
tedrico en la Seccion 2 para luego presentar la metodologia en la Seccidn 3. Posteriormente, se introduce la nocién
de estabilidad de ciclos y sus bifurcaciones en la Seccidn 4 y se caracteriza la resonancia 1:2 en la Seccion 5. Los
resultados obtenidos para €l g emplo considerado se muestran en la Seccion 6 y por Ultimo, en la Seccion 7 se dan
algunas conclusiones.

2. BIFURCACION DE HOPF EN SISTEMAS CON RETARDOS
Se considera un sistema de EDRs como

&= F(x, 27, 1), @o(t) = ¢(t), t € [-7,0], @

donde x = xz(t),x € R*, 2, = z(t —7),7 > 0y u € R, F € C*(Q), donde 2 C R?" x R. Se supone que
Z es un equilibrio de (1) y su estabilidad se deduce de la EDR lineal asociada, a saber, © = Dy x + D1 x,, donde

Dy = %—i 2 YD1 = g—F’A, lo cua lleva a estudiar cudles son las raices de la ecuacion caracteristica P(r) =

det(rl,, — Do — D1e”"™) = 0. Se sabe que & es asintéticamente estable s todas |as raices de P tienen parte real
negetiva. Si a variar 1, dosraices complejas de P cruzan el gjeimaginario y pasan al semiplano derecho, € equilibrio
cambia su estabilidad y puede aparecer una bifurcacion de Hopf (bH). Este es un fenébmeno muy conocido para
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) y EDRs, que permite asegurar la aparicion de soluciones periddicas [6].
Dado que el enfoque adoptado en este trabajo para el andlisis de labH es e dominio frecuencia, se profundizara este
temaen el marco de siguiente seccién.

3. ENFOQUE EN EL DOMINIO FRECUENCIA
Un problema modelado como (1) puede expresarse como

&= Aoz + A1z + Bu, y=-Cz, u:g(yr7/~L)v @)

donde se han introducido nuevas variablesy € R™ y v € RP para interpretarlo como un sistema realimentado y
las matrices Ao, A1, B 'y C, de érdenes apropiados dependen de 1, en general. Aplicando transformada de Laplace y
efectuando agunas operaciones, se llega a la ecuacidn de equilibrios G(0, 1t).g(y) = —y, donde G(s, ) = C(sI —
Ag — A1e~57) 71 B. Hallando su solucién 4 y linealizando € sistema se obtiene lafuncidn caracteristica que resuelve:

h(\, p, 7, 8) = det(A — G(s, ) Je*7) = 0, donde J = a%& . Se conoce € siguiente resultado:
1y
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Lema S € sistema (1) exhibe una bifurcacion de Hopf en (u, 7o) para una frecuencia wg entonces la matriz de la
linealizacion del sistema realimentado que resulta de (2), a saber, lamatriz G(s, p)Je™*" tiene un Unico autovalor A
gue pasa por -1 en esa configuracion y cuando s = iwy.

En otras palabras, si existe unabH en (1, 7o) paraw = wy, esta configuracion satisface que h(—1, i, 7, iw) = 0.
Separando partesreal e imaginaria de esta expresion genérica, esto es

Fl(/ivva) =Re [h(_]-vﬂﬂT?iw)] =0, F2(M7T7w) =Im [h(_lvﬂfﬂ-viw)] =0, ©)

se obtiene un sistema de ecuaciones que determina una condicidn necesaria para la existencia de una bH.

Se utilizara el teorema de Hopf gréfico ([8] y [9]) donde la interseccion de dos lugares geométricos en el plano
complejo representa una solucion periddica. Ademés, con este resultado se puede determinar la estabilidad local de
las Orbitas emergentes mediante el signo de

T y 7iW0T0
o=-Re|— V(\l/ G(iwo, po)Pr€ 7 @
W' L [G(s, o) Je==m0]|

s=1wq

donde w' y v son los autovectores a izquierda y derecha de la matriz G(s, u).Je~*7 asociados con A ypr =

Q (Vo2 ®V+0,5V@ Vay) + 0,125L (v V@ V), donde Q = 24| L = 24| y Vo = —0.25H(0)QuaV,
Ty Ty

Voo = —0,25H (i2w)Qvev, con H(s) = (I, + G(s,pu)Je™*")"1G(s,u). Si o < (>)0 € ciclo es estable
(inestable), siempre que & equilibrio cambie su estabilidad en la bH.

También es posible construir férmul as aproximadas paralas sol uciones a partir de ladeterminacién de estimaciones
delaamplitud 8 y delafrecuenciaw. Estas expresi ones resultan de un bal ance de armoni cos de segundo orden o mayor,
con un calculo creciente de coeficientes segiin sea el caso [9].

4. ESTABILIDAD Y BIFURCACIONES DE CICLOS

En € origen de larama de ciclos, la estabilidad, segin (4), es un dato conocido pero puede suceder que ésta cam-
bie. Esto se conoce como hifurcacion de ciclos (BC). Es ahi, donde aparecen escenarios dinamicos clasicos como
duplicacion de ciclos con frecuencias cercanas (bifurcacion silla-nodo de ciclos), duplicacién de ciclos con frecuen-
cias en relacion 1:2 (bifurcacion de doble periodo de ciclos) o aparicion de soluciones cuasi periédicas (bifurcacion
Neimark-Sacker). Para determinar la estabilidad de una solucién periddica, es necesario calcular sus multiplicadores
de Floquet. Todo ciclo tiene un multiplicador trivial que tomael valor 1. Cuando agiin multiplicador (no trivial) cruza
lafronteradel circulo unitario se daunaBC y se clasifica seglin la descripcion anterior. En EDRs, los multiplicadores
del ciclo analizado forman el espectro del operador de monodromiay se busca una aproximacion de dimension finita
del mismo. Asi, la evolucion de sus autoval ores permite detectar las bifurcaciones del ciclo, como se describeen[2].

5. LA RESONANCIA 1:2

Cuando falla alguna de las hipttesis del teorema de bH aparece una degeneracién de Hopf (dH). Entre ellas, si la
ecuacion caracteristica P(r) = 0 tiene, paraalgun valor de p, dos pares de autoval ores imaginarios puros como +iwg
y +i2wq se presenta una singularidad conocida como Hopf doble resonante 1:2, que se asocia con ciertas BC como
de doble periodo y también Neimark-Sacker. Esta degeneracion ha sido analizada con distintas técnicas, como por
gemplo, formas normales y tipificada completamente en @ contexto de EDOs[7].

6. EJEMPLO
Se considera el model o considerado por Campbell y Leblanc [3] que puede escribirse como

o= —awy — Jwa+ flwa(t — 7)), b=, ®)

donde o es un pardmetro y se supone que existe un punto de equilibrio E=(0, z3) (f(z3) = g:cg). Tomando en
cuenta |a linealizacion de (5) en E, de acuerdo con la Seccion 2, resulta P(r) = 72 + ar + 5 — fie™"" = 0, donde
f1 = f/(z%). Una condicion necesaria para que aparezca una bH resulta de P(iw) = 0 que se traduce en el sistema
de ecuaciones de Hopf H: {—w? + 2 — ficoswr = 0, aw + fisinwr = 0}. De acuerdo con la Seccién 5 una
resonancia 1:2, cumple P(iw) = 0y P(i2w) = 0 dedonde resultaquew = 1, @ = 0, fy = =3 y 7 = (2k — 1)m,
k € N. Volviendo con € sistema anterior, de aqui en adelante se considerard o = 0, se pueden expresar las curvas

de bH en e plano f; — 7 como fy) = (—1)* (g = (’j—”)2> .k € Ny lasingularidad particular elegida es la que

corresponde a S = (f1,7) = (—3%, ). Para aplicar la metodologia en el dominio frecuencia, es necesario dar una

87



VI MACI 2017 - Sexto Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial
2 al 5 de mayo de 2017 — Comodoro Rivadavia, Chubut, Argentina

realizacion del sistema (5) para que resulte como en (2) y para esto se definen las matrices

A0_<(1) —02) A =0, B_<(1)), c=(0 1),

demodoquey = —z2yu = g(y.) = f(—v.). Seconsiderael caso particular f(q) = f1q+0,9¢>. Asi losequilibrios
resultan de la ecuacion G(0)g(y) = —y. Como G(s) = A~'(s) donde A(s) = s* + 2 sellegaa f(—y) = —32y,
que se resuelve con y = —x5. En particular, se toma x5 = 0y asi resulta E=(0,0). De esta manera, €l autovalor
caracteristico (ver € Lemade la Seccion 3) se expresa como

A=G(s)Je T = —fre S TATY(s). (6)

De nuevo, analizando cuando esta Ultima expresion toma el valor -1 para s = iw y a separar partesrea e imaginaria,
siguiendo (3) se obtiene e sistema H asi como también las curvas bH. Estas curvasy otras auxiliares que surgen del
desarrollo que sigue, cobran mucha importancia debido a que definen regiones en €l entorno de la singularidad S
donde se reconocen escenarios dinamicos particul ares. De acuerdo con larealizacion efectuada (la variable de entrada
u Yy lasaliday son de dimension 1, de modo que € sistemarealimentado resulta SISO - single input - single output),
los autovectores v y w son ambos iguales a 1 y otros vectores auxiliares, propios de la metodologia, resultan nulos.
De esta forma para hallar la expresion de (4) y determinar la estabilidad sobre las curvas de bH cercanas a S s6lo

resta el calculo de p; que resultap; (w) = —£ /3 (2 (2 - fl)*1 + (A(i2w)ee — f1)71> , donde fo = f"(x3).
Analizando con las dos frecuencias criticasw = 1y w = 2, sobrelascurvas fi (1) Y fi(2) enunentorno de S, sellega

aqueo < 0 siempre excepto cuando Pe f1)y f1 € I, I = [-3,—35] , donde o > 0 (ver Figura 1 (a)). Ademés se

detect6 un punto de dH, donde o seanula, asaber T' = (f1,7) = (—%, 0 (%)0’5> gue se destaca en el andlisis que
sigue.

Aplicaremos el método frecuencial para detectar y aproximar |as soluciones periédicas que aparecen en cercanias
de S, vinculadas con una u otra frecuencia critica (w = 1 0 w = 2) usando armonicos hasta e orden cuarto [9].
En primer lugar, se consideran los ciclos asociados con la frecuenciaw = 1, para una configuracion de parametros
(f1,7) cercanaa S. Una primera aproximacion de la frecuencia resulta de hallar €l valor de w tal que Im A(iw) = 0,
que notamos en adelante @ = Z. Con este dato y teniendo en cuenta la redizacion del sistema, se calculan dos
complgios &; y &, donde &; = —p1(@)G(iw) ¥ §; = —p2(@)G(iw) sendo p1(w) = —0,405 {% =+ ﬁ} )
p2(&) = —0,164025 { 2B OLVOLSNOL L | donden(k) = [3 — (k)] (~1)* — fi.
Ahorase debe resolver lainterseccion entre el lugar geométrico del autovalor caracteristico A (6) y el lugar geométrico
delaamplitud Ly = —1+ £,0% + 5294 , para hallar las aproximaciones de amplitud 6 y frecuenciaw de la solucion
periodica de la rama emergente de la curva f;;), empleando armonicos hasta €l orden cuarto. Esto lleva, después

de agunos célculos a la ecuacion af* + b9* + ¢ = 0, donde a =p, (@), b =p1(@) y ¢ = — (f1 +3- (%)2> , de

la que interesa sdlo & nimero de raices positivas y sus valores, que corresponden a la amplitud de una solucion pe-
riédica. Parapoder avanzar resultaclave conocer € signodea, by cend entornode S y paraesto conviene representar

allilascurvasdeHopf f1(1) Y fi(2), asi como unacurvaauxiliar fi(guz) = 2 —3 (})2 que contiene al punto 7', donde
también se anulab =p; (). De esta forma se obtienen seis regiones, como puede apreciarse en laFigura 1 (a). Esfécil
probar que a =p2(©) < 0, en cercanias de S. También, hay que observar que |as soluciones de la ecuacion ¢ = 0, son
los puntos del gréfico de f1(1). Aplicando la regla de Descartes, es posible determinar o acotar el numero de raices
positivas de una ecuacion, atento al signo de sus coeficientes. Observando la Figura 1 (), en este caso resulta que en
lasregiones 1y 5 no existen soluciones positivas, en las regiones 2, 4 y 6 hay una solaraiz positivay en laregiéon 3
pueden existir dos 0 ninguna raiz positiva. Esto se debe a que en la region 3 hay una curva de BC de tipo silla-nodo
gue separa una porcion donde hay dos soluciones de atra donde no hay ninguna. Este resultado pudo establecerse
recién ahora con esta metodol ogia puesto que usando aproximaciones de segundo orden no fue posible hacerlo. En
laFigural (b) esta representada la continuacién de la rama de ciclos que nace en (f1,7) = (—1,2411;2,8), que se
obtiene en forma numeérica (Dde-Biftool) [4] y con la metodologia en frecuencia usando cuarto orden. En resumen,
estos resultados confirman la existenciay nimero de ciclos limites con frecuencia cercanaw = 1 en un entorno de S.

Para detectar |as soluciones periddicas ligadas con lafrecuenciacriticaw = 2, se debe rehacer todo el andlisis anterior
ahora con la primera aproximacion de la frecuenciaw = 2Z. Del mismo modo, se puede confirmar la existencia de
ciclos asociados con lafrecuencia2 solo en lasregiones5y 6 delaFigural (a).

Por otra parte, se han detectado BC de tipo doble periodo, caracteristicas de laresonancia 1:2, en laregién 5, tanto
en forma numérica [4] como con la metodologia en frecuencia. A saber, con 7 = 3,4, empleando Dde-Biftool se
detecta una tal bifurcacion para un ciclo de amplitud 6 cercana ala unidad, para un vaor f; ~ —1,1234 y con una
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Figural: (a) Curvasde Hopf fi(1) Y fi(2) quesecruzanen S. El equilibrio esestable en lasregiones 1y 3, einestable
en el resto. Ciclos emergentes estables (rojo) einestables (verde). Lacurvaen negro es f1(q..), que se cruzacon f(i)
en T, donde o = 0. (b) Rama de ciclos que nace en (f1,7) = (—1,2411;2,8), asociada con w = 1, que ocupa las
regiones 3y 4 (ver Figura 1 (a)). Los colores representan la estabilidad de la solucion periédica. Dde-Biftool (azul).
El punto de retroceso es un punto de BC de tipo silla-nodo (SN).

frecuenciaw = 1,848. Por otra parte, utilizando la expresion aproximada del ciclo de orden 4y latécnicade [2], se
consigue ver quetal bifurcacién se encuentraen f; =~ —1,1213. En este caso, € error relativo esdel orden del 2 %, lo
cual puede atribuirse alaamplitud del ciclo en esa configuracién o aque lasingularidad esta algjada del punto de bH,
en este caso para f; = —0,9151.

7. CONCLUSIONES

En este trabgjo se analizo € entorno de una resonancia 1:2 en ecuaciones con retardo empleando la metodologia
en & dominio frecuencia. Esto permitio establecer la existencia de soluciones periddicas asociadas a una u otra fre-
cuencia, asi como la determinacién de una expresion anditica aproximada que emplea armoénicos hasta €l cuarto
orden, resultados que fueron contrastados numéricamente. Por otra parte, también se evalué laestabilidad de los ciclos
emergentes y se detectaron BC tipicas en €l escenario de la singularidad estudiada.
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