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Aproximación del Capital en un Determinado Período y de la Producción Media A Partir de la Convergencia de Sumas 
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Resumen 

En este trabajo, se plantea a los alumnos de las asignaturas de Cálculo de las Facultades de Ciencias Económicas, dos situaciones 
problemáticas del ámbito económico, la formación del capital en un cierto período de tiempo y el cálculo de la producción media, que emplean 
en su resolución el concepto de integrales definidas, simple y doble respectivamente. Para ello, el alumno, guiado por el docente, podrá 
visualizar diferentes aproximaciones geométricas de la solución de los problemas presentados, empleando una sucesión de particiones y una 
Suma de Riemann para cada una de ellas, asistido mediante paneles interactivos elaborados con dos herramientas informáticas: Geogebra y 
Descartes. 
El empleo de las TIC como recurso didáctico en la enseñanza de las asignaturas del área matemática, representa un gran desafío para los 
docentes, y más aún cuando se trabaja con la modalidad virtual. El uso de ciertos programas como el Geogebra, Descartes, Mathematica, 
entre otros, permiten resolver operaciones engorrosas, visualizar gráficas en el plano y en el espacio, realizar cálculos simbólicos. A su vez, 
brindan la posibilidad de generar paneles interactivos que permiten analizar los cambios producidos en un modelo específico a través de la 
modificación de ciertos parámetros.  
El objetivo de este trabajo es facilitar al alumno el proceso de asimilación del concepto de integral definida a través de la indagación y la 
elaboración de conclusiones, logrando de esta manera la construcción de un conocimiento significativo. 

1. Introducción 

De las investigaciones pedagógicas contemporáneas, surge la necesidad de reducir las dificultades de aprendizaje que presentan los alumnos 

al iniciar el estudio de algunos contenidos básicos de cálculo (García et al., 2016). En este caso particular, nos dedicaremos al concepto de 

integral definida simple y doble y su aproximación a través de la suma de Riemann, empleando el método del punto medio. La intención de 

este trabajo es contribuir a la mejora del proceso enseñanza-aprendizaje. Para ello se propone, como disparador, dos situaciones 
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problemáticas de contexto económico.  

Se emplearán paneles interactivos desarrollados en Geogebra y Descartes, buscando promover el uso de las TIC como herramienta 

fundamental en la enseñanza. El propósito de estos paneles es permitir que los estudiantes descifren, analicen mediante pruebas y aprendan 

por sí mismos. De esta forma, podrán asimilar el concepto de forma significativa, apoyándose en software de uso libre orientados a la 

Matemática. 

Las integrales definidas son objetos matemáticos que permiten calcular no solo áreas y volúmenes, sino también otros elementos en diversas 

disciplinas. La visualización geométrica de las sucesivas sumas de Riemann nos ayudan a aproximar su valor, a partir del concepto de área 

de una región que la llamaremos 𝐺(𝑓, 𝑎, 𝑏) o volumen de un prisma que llamaremos 𝑉(𝑓; 𝑅) con su división o partición en varias formas 

simples de modo tal que el único requisito es que no se solapen entre sí (tales como rectángulos o prismas). El uso de paneles interactivos 

ayuda a comprender de manera apropiada conceptos tales como: suma inferior, suma superior y suma media. Además, a medida que esas 

particiones van siendo cada vez más pequeñas, el valor de esa suma o la doble suma se aproxima mejor al valor de la integral definida. Por 

otro lado, las aplicaciones económicas resultan ser una excelente herramienta para lograr que los alumnos se motiven a la hora de adquirir 

conceptos no tan amigables.  

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera. En primer lugar, se expone el concepto de suma de Riemann para funciones 𝑦 =

𝑓(𝑥), se muestra el panel desarrollado en Geogebra y se aborda un problema económico de formación de capital. Con dicho panel, se 

resuelve el primer problema. En segundo lugar, se expone el concepto de doble suma de Riemann para funciones 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) y se presenta 

un panel interactivo desarrollado en Descartes. Se plantea un problema de producción media y se resuelve utilizando la aplicación 

desarrollada. Por último, se realizan algunos comentarios finales. 

2. Integral Definida simple aplicada a funciones escalares 

En primer lugar, vamos a revisar el concepto de integral definida simple aplicada a funciones escalares. Supongamos que queremos calcular 

el área comprendida entre 𝑦 = 𝑓(𝑥);   𝑥 = 𝑎;   𝑥 = 𝑏;  𝑦 = 0 ,  siendo 𝑓(𝑥) continua y 𝑓(𝑥) ≥ 0. A esta área la vamos a llamar G 

y se puede observar en la Figura 1.  

 

Figura 1. integral definida aplicada a funciones escalares. 

Fuente: https://www.matematicas10.net/2017/06/propiedades-de-la-integral-definida.html 

En la integral de Riemann, el área del conjunto 𝐺(𝑓, 𝑎, 𝑏) se aproxima mediante rectángulos (Figura 2). Para ello, primero se divide el 

intervalo [𝑎, 𝑏] en un número finito de subintervalos [𝑥𝑘−1 , 𝑥𝑘], 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, cuyas longitudes pueden ser distintas y con una única 
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condición de que no se solapen: 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏 

 

Figura 2. Suma de Riemann.  

Fuente: https://docplayer.es/20516432-Integrales-dobles-guia-electronica-de-estudio-para-el-estudiante.html 

Definición: Sea 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0 , 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛−1 , 𝑥𝑛 = 𝑏} una partición del intervalo [𝑎, 𝑏], y elijamos un punto 𝑥⋆𝑘𝜖[𝑥𝑘−1 , 𝑥𝑘] en cada 

uno de los intervalos de la misma. El número: 

𝜎(𝑓, 𝑃) = ∑ 𝑓(𝑥⋆𝑘)

𝑛

𝑘=1

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 ) 

se llama una Suma de Riemann de 𝑓 para la partición 𝑃 (Pérez González, et al., 2006) 

Esta sumatoria representa la suma de las áreas de todos los rectángulos representados en la Figura 2, cuya base es la longitud de cada 

subintervalo y la altura está representada por la imagen de un punto 𝑥⋆𝑘  de cada subintervalo.  

Definición: Dada una partición 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0 , 𝑥1 , 𝑥2 , … , 𝑥𝑛−1 , 𝑥𝑛 = 𝑏} del intervalo [𝑎, 𝑏], definimos 𝑀𝑘 = sup 𝑓[𝑥𝑘−1 , 𝑥𝑘] y 𝑚𝑘 =

inf 𝑓[𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘]. Así podremos definir dos sumas de Riemann (Pérez González, et al.,2006) 

Suma superior: 𝑆(𝑓, 𝑃) = ∑ 𝑀𝑘
𝑛
𝑘=1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 ) 

Suma inferior: 𝐼(𝑓, 𝑃) = ∑ 𝑚𝑘
𝑛
𝑘=1 (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 ) 

Dado que para todo 𝑡𝑘𝜖[𝑥𝑘−1 , 𝑥𝑘] se verifica que 𝑚𝑘 ≤ 𝑓(𝑥⋆𝑘) ≤ 𝑀𝑘 , deducimos que para toda suma de Riemann 𝜎(𝑓, 𝑃), de 𝑓 para 

la partición 𝑃 es 𝐼(𝑓, 𝑃) ≤ 𝜎(𝑓, 𝑃) ≤  𝑆(𝑓, 𝑃). 

Para cada partición hay una única suma superior y otra inferior. 

Si consideramos que 𝑚𝑎𝑥∆𝑃𝑛 → 0 𝑜 𝑛 → ∞, se supone que 𝑆(𝑓, 𝑃) es una buena aproximación por exceso del área 𝐺(𝑓, 𝑎, 𝑏) e 

𝐼(𝑓, 𝑃) es una buena aproximación por defecto del área 𝐺(𝑓, 𝑎, 𝑏) (Pérez González, et al.,2006) 

Teorema de convergencia de las sumas integrales: Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℛ una función integrable, {𝑃𝑛} una sucesión de particiones de [𝑎, 𝑏] 

tal que {∆(𝑃𝑛)} → 0 y 𝜎(𝑓, 𝑃𝑛) una suma de Riemann de 𝑓 para la partición 𝑃𝑛 . Se verifica que (Pérez González, et al.,2006): 

lim
𝑛→∞

𝑆(𝑓, 𝑃𝑛) = lim
𝑛→∞

𝜎(𝑓, 𝑃𝑛) = lim
𝑛→∞

𝐼(𝑓, 𝑃𝑛) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

2.1. Problema Económico. Cálculo de formación de capital. 
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Si el Flujo de Inversión neta está descripto por  𝐼(𝑡) = 3 √𝑡 siendo 𝑡 la cantidad de años e 𝐼 la inversión en miles de dólares. ¿Cuál será 

la formación del capital durante el período de tiempo [1;4], es decir durante el segundo, tercer y cuarto año? (Chiang, et al., 1999).   

Podemos observar que la tasa de formación de capital en el momento 𝑡 es igual al flujo de Inversión Neta 𝐼(𝑡): 

𝑑𝐾

𝑑𝑡
= 𝐼(𝑡) ⇒ 𝐾(𝑡) = ∫ 𝐼(𝑡)𝑑𝑡 

Entonces se puede obtener la trayectoria temporal del capital integrando la función que describe el flujo de inversión neta.  

Por otro lado, la formación de capital en un período determinado viene dada por la siguiente integral definida: 

∫ 𝐼(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐾(𝑡)]𝑎
𝑏 = 𝐾(𝑏) − 𝐾(𝑎)

𝑏

𝑎

 

Con esta integral definida se puede resolver el problema planteado de la siguiente manera: 

∫ 3√𝑡
4

1
=14. 

Esta aproximación se puede representar en forma geométrica a través de las sumas superiores e inferiores. Para ello, se realizó un panel 

interactivo en Geogebra, que permite visualizar el problema (Figura 3). 

 

Figura 3. Panel Interactivo integral simple (r=10). 

Fuente: Elaboración propia. 

En este panel se puede colocar cualquier función. Para resolver nuestro problema, se empleó la función 𝐼(𝑡) = 3 √𝑡  que aparece 

representada en verde. Luego, se puede observar la suma inferior (calculando las áreas de los rectángulos representados en marrón) y la 

suma superior (calculando las áreas de los rectángulos representados en celeste). En el panel, se puede elegir en cuantos rectángulos se 

puede dividir el área desplazando la barra debajo del 𝑟 = 𝑘. El objetivo de esta barra es observar que, a medida que se van aumentando la 

cantidad de subdivisiones del intervalo, las aproximaciones por suma superior y suma inferior se van acercando al valor de la integral. Es 

decir, cuanto más subdividimos el intervalo, mejor es la aproximación (Figura 4).  
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Figura 4. Panel Interactivo integral simple r=100. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

3. Cálculo de Volumen Integral Doble para z=f(x,y) continua y no negativa 

Vamos a extender el concepto de integral simple al concepto de integral doble aproximando el volumen de un cuerpo limitado superiormente 

por una superficie 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) e inferiormente por un rectángulo donde 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 e 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 Lo llamaremos 𝑉(𝑓; 𝑅) (Figura 5).  

𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜖ℛ3 0⁄ ≤ 𝑧 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)𝜖ℛ2} 

𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] = {(𝑥, 𝑦)𝜖ℛ2 𝑎⁄ ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑} 

Figura 5. Integral doble 

Fuente: Stewart, et al.,2012 

Subdividimos el intervalo [𝑎, 𝑏] en 𝑚 partes 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑚 = 𝑏 y el intervalo [𝑐, 𝑑] en 𝑛 partes 𝑐 = 𝑦0 < 𝑦1 <

⋯ < 𝑦𝑛 = 𝑑, de modo tal que en la base de este cuerpo nos queda una cuadrícula donde cada elemento es un rectángulo de área ∆𝐴𝑖𝑗 . 
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Si tomamos un punto cualquiera de ese rectángulo (𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ) y calculamos la imagen del punto 𝑓(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ) y luego multiplicamos esa imagen 

por el área del rectángulo 𝑓(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ )∆𝐴𝑖𝑗 , tendremos el volumen de un prisma que lo llamaremos volumen del prisma 𝑖𝑗. Sumando todos 

los prismas que podremos conformar en esta cuadrícula obtendremos el volumen aproximado del cuerpo (Figura 6). Esta doble sumatoria la 

podemos asociar a la suma de Riemann, ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ )𝑛
𝑗=1

𝑚
𝑖=1 ∆𝐴𝑖𝑗  (Stewart, et al.,2012).  

 

Figura 6. Integral doble   

Fuente: Stewart, et al.,2012 

También podemos decir que ∑ ∑ 𝑚𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑚
𝑖=1 ∆𝐴𝑖𝑗 ≤ ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗
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mínimo absoluto que toma la función en un rectángulo 𝑟𝑖𝑗  cualquiera y 𝑀𝑖𝑗  representa el máximo absoluto que toma la función en un 

rectángulo 𝑟𝑖𝑗  cualquiera. Así tendremos que la suma de Riemann 𝜎(𝑓, 𝑃) = ∑ ∑ 𝑓(𝑥𝑖𝑗
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Si aplicamos el límite cuando 𝑚 y 𝑛 tienden a infinito:  
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diremos que ese valor es el valor del volumen del cuerpo 𝑉 y lo asociamos al concepto de la integral doble en el recinto 𝑅 de la función.  

Definición. La integral doble de 𝑓 sobre el rectángulo 𝑅 es (Stewart, et al.,2012). 
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si el límite existe.  

Para visualizar los conceptos anteriormente explicados, se utilizó un panel (Álvarez Saiz, et al, 2019) elaborado en programa Descartes 

(Figura 7). En el mismo permite calcular en forma aproximada el volumen de un cuerpo limitado superiormente por una función  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

editable e inferiormente por un rectángulo también elegible por el usuario.  

En este caso probamos con:  

𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜖ℛ3 0⁄ ≤ 𝑧 ≤ 9 − 𝑥2 − 𝑦2, (𝑥, 𝑦)𝜖ℛ2} 

𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] = {(𝑥, 𝑦)𝜖ℛ2 −3⁄ ≤ 𝑥 ≤ 3, −3 ≤ 𝑦 ≤ 3} 
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Figura 7. Panel Interactivo integral doble. 

Fuente: Álvarez Saiz, et al, 2019  

Luego, se puede seleccionar en cuantas particiones se quiere dividir los intervalos [𝑎, 𝑏] y [𝑐, 𝑑]. Finalmente, se podrá observar el valor de 

la suma de Riemann, en este caso tomando el punto medio (𝑥�̅�𝑗
 , 𝑦�̅�𝑗

 )de cada rectángulo 𝑟𝑖𝑗  de la cuadrícula para hallar 𝑓(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ). También 

se puede visualizar el valor de la integral y concluir que, a medida que aumentamos los valores de 𝑚 y 𝑛, la suma de Riemann converge al 

valor de la Integral Doble. 

3.1. Problema Económico. Valor promedio de una función de producción sobre una región. 

La función de producción de Cobb – Douglas para una industria es:   

𝑸(𝒙, 𝒚) =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐𝒚𝟐 

Estimar el nivel de producción medio si x varía entre 0 y 3 unidades, e y varía entre 0 y 4. 

Para resolver este problema definimos el valor promedio de una función sobre una región. 

Definición: Si 𝒇 es integrable sobre la región plana 𝑹, entonces el valor promedio de 𝒇 sobre 𝑹 es: 
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donde 𝑨 es el área de 𝑹.  

Entonces, para nuestro ejemplo, la producción media está dada por la siguiente expresión:  
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La producción media en nuestro ejemplo es 8. 

Ahora, con los datos del problema, vamos a trabajar nuevamente con el panel elaborado en Descartes (Álvarez Saiz, et al, 2019). Se ingresan 

todos los datos del problema. Elegimos 𝑚 = 5  y 𝑛 = 6. De esta manera, el rectángulo de la base queda dividido en 30 elementos 𝑟𝑖𝑗 , 

donde en cada uno de ellos vamos a considerar el punto medio para calcular 𝑓(𝑥𝑖𝑗
∗ , 𝑦𝑖𝑗

∗ ) para cada uno de estos 30 rectángulos. En este 

caso, la suma nos arroja un valor de 7.86, mientras que el valor de la integral es 8. También se puede elegir tomar los valores inferiores y 

superiores para realizar y comparar la suma media, con la inferior y la superior (Figura 8).  
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Figura 8. Problema Económico integral doble. 

Fuente: Álvarez Saiz, et al, 2019  

Si aumentamos los valores de 𝑚 y 𝑛 se puede observar que el valor de la aproximación se va acercando cada vez más al valor real de la 

integral. 

 

4. Comentarios finales 

A la hora de añadir conceptos fundamentales en los programas de las materias de cálculo, la visualización resulta crucial para una 

incorporación efectiva. Además, si dicha visualización se puede hacer en forma interactiva, el proceso resulta más motivador y 

duradero.  

La posibilidad de presentar aplicaciones económicas interesantes en materias tempranas en el recorrido de la carrera genera una 

ventaja, debido a que los alumnos muestran mayor interés y entusiasmo que frente a ejercicios no económicos.  

Las nuevas tecnologías resultan fundamentales para agilizar la interacción del alumno con ciertas herramientas tecnológicas que 

permiten ensayar diferentes posibilidades variando el valor de parámetros y más aún si las mismas son de acceso abierto. La 

posibilidad de observar, manipular, y ensayar en tiempo real resulta un avance significativo en la dinámica tanto de las clases 

presenciales como las virtuales.  

En trabajos futuros se abordarán distintas aplicaciones económicas con el objetivo de presentarlas desde este mismo enfoque. 
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