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Soluciones positivas para problemas elipticos sublineales y singulares

(Resumen)

Sea ) un dominio suave y acotado de R", sea m : {2 — R una funcién que puede cambiar de signo en (2
y sea p > 1. En esta tesis estudiaremos los siguientes tres problemas.

Primero consideraremos el caso n = 1 y estudiaremos existencia y no existencia de soluciones estrictamente
positivas de problemas elipticos Lu = m(x)u?, con condiciones de borde Dirichlet, donde L es un operador
diferencial uniformemente eliptico y ¢ € (0,1). Ademds caracterizaremos el conjunto de valores ¢ para los
cuales el problema admite una solucién y, mas atin, presentaremos algunos resultados de existencia para
otras no linearidades. También estudiaremos existencia y unicidad de soluciones no negativas para problemas
equivalentes en el caso n-dimensional, con n > 1.

En segundo lugar, dados ¢ € (0,p— 1) y 0 < ¢ € L*°(Q), estudiaremos existencia de soluciones estricta-
mente positivas, en el caso n = 1, de problemas de la forma —(|v/|"” > u/) + c(x)uP~" = m(z)ud en Q, u =0
en 0f2. Mencionamos que nuestros resultados son nuevos incluso para el caso ¢ = 0.

Por dltimo, dado v > 0, estudiaremos existencia y no existencia de soluciones positivas de problemas
singulares de la forma —A,u = m(z)u™" en Q, u = 0 en 99, para n > 1. A su vez, algunos resultados de
existencia para otros tipos de no linearidades serdn derivados de lo anterior.

Palabras claves: problemas elipticos, no linearidades indefinidas, p-Laplaciano, problemas singulares,
soluciones estrictamente positivas, sub y supersoluciones.

MSC 2010: 34B16, 34B18, 34B15, 34C25, 35J25, 35J61.






Positive solutions for sublinear and singular elliptic problems

(Abstract)

Let  be smooth bounded domain of R™, let m : 2 — R be a function that may change sign in 2 and let
p > 1. We study three problems.

First we consider the case n = 1 and we study the existence and nonexistence of strictly positive solutions
for the elliptic problems Lu = m(x)u?, with zero boundary conditions, where L is a strongly uniformly elliptic
differential operator and ¢ € (0,1). We also characterize the set of values ¢ for which the problem admits a
solution, and in addition some existence results for other nonlinearities is presented. Moreover, we study the
existence and uniqueness of certain nonnegative solutions of the equivalent higher dimensional problems, i.e.,
the case n > 1.

Second, let g € (0,p — 1) and 0 < ¢ € L>=°(£2). We study the existence of strictly positive solutions in the
case n = 1 for problems of the form —(Ju/[’~ u/)’ + ¢(z)uP~! = m(z)u? in Q, u = 0 in Q. We mention that
our results are new even in the case ¢ = 0.

Finally, let v > 0 and n > 1. We study the existence and nonexistence of positive solutions for singular
problems of the form —A,u =m(z)u™" in Q, v =0 in 0. As a consequence we also derive existence results
for other related nonlinearities.

Keywords and phrases: elliptic problems, indefinite nonlinearities, p-Laplacian, singular problems,
strictly positive solutions, sub and supersolutions.

MSC 2010: 34B16, 34B18, 34B15, 34C25, 35J25, 35J61.
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Introduccion

La existencia de soluciones no negativas o positivas a problemas elipticos no lineales ha sido estudiada
intensivamente durante los ultimos 50 anos debido a su interés tanto tedrico como en aplicaciones. Mas
precisamente, problemas con condicién de borde del tipo

Lu= f(x,u) en
{ u =0 en 01, (1)

donde 2 C R™ es un dominio suave y acotado, L es un operador eliptico lineal de segundo orden y f es
un término de reaccién no lineal con f (x,0) > 0 para todo z, aparecen muy frecuentemente en aplicaciones
(dindmica de poblaciones, reacciones quimicas, combustién, etc) y las soluciones positivas son, en muchas
situaciones, las tnicas relevantes. La existencia de soluciones positivas en estos problemas y sus propiedades
ha sido tratada utilizando diversas técnicas del andlisis funcional no lineal como teoria del grado, sub y
supersoluciones, bifurcaciéon, métodos variacionales y combinaciones de éstos.

En particular, no-linealidades de la forma

f (@, u) = m (z)uf,

donde m es una funcién que cambia de signo en 2 han recibido considerable atencién. Cuando ¢ € (1, Z—fg)

(problema superlineal) es conocido que (1) admite una solucién no negativa (y no trivial) si y sélo si m > 0
en un conjunto de medida positiva. Un resultado similar es cierto si ¢ = 1 (problema lineal de autovalores con
peso indefinido) en el sentido que la condicién anterior sobre m es necesaria y suficiente para la existencia de
un (tinico) autovalor principal positivo respecto del peso m. Mds atin, como consecuencia directa del principio
del maximo fuerte y del lema de Hopf, con adecuadas hipétesis de regularidad, en ambos casos la solucién es
estrictamente positiva en {2 y su derivada normal exterior es estrictamente negativa en 9f).

En esta tesis hemos estudiado, en una primera etapa, la existencia de soluciones estrictamente positivas
en  para el problema sublineal (i.e. 0 < ¢ < 1), con L un operador general de segundo orden. En particular,
utilizando técnicas de sub y supersoluciones y cotas a priori, hemos hallado condiciones suficientes y condi-
ciones necesarias en el caso unidimensional. Hacemos notar que el problema sublineal es mucho mas delicado
que los anteriores (inclusive cuando n = 1), al no poder aplicarse el principio del méximo fuerte ni el lema
de Hopf. De hecho, es posible la existencia de soluciones no negativas con dead cores y/o derivada normal
nula en partes o en la totalidad de 92.

Posteriormente, también trabajamos en el problema sublineal para el caso n-dimensional. En esta etapa
hallamos resultados de existencia y/o de unicidad para soluciones positivas en ciertos subdominios de €.
Ademas, analizamos la continuidad respecto de ciertos paramétros iniciales para poder deformar nuestro
problema partiendo de uno similar donde las soluciones estrictamente positivas estan ya suficientemente
estudiadas.

Adaptando las ideas empleadas en el caso de un operador eliptico lineal, hemos estudiado también ope-
radores que involucran al p-Laplaciano unidimensional, més precisamente, Lu := —(|u/|" 2 ) +c(z)uP~t,
y no-linealidades de la forma f(z,u) = m(z)u? con ¢ € (0,p — 1).

Finalmente, hemos considerado, también con m cambiando de signo, la existencia de soluciones positivas
a problemas singulares para Lu := —(|u/["~?«)’, siendo ahora f(z,u) = m(z)u~" con v > 0. Aqui nos hemos
basado en el teorema de Schauder. Mas atn, para estos problemas, también tratamos el caso n-dimensional,
esto es, tomando Lu := —Aj,u sobre un dominio suave y acotado en R".
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La tesis se organiza de la siguiente forma.

En los Capitulos 1 al 4 se exponen definiciones y herramientas bésicas que necesitaremos a lo largo
de este trabajo. En particular el Capitulo 1 introduce los Espacios de Sobolev y sus propiedades. Este estd
dividido en dos partes, una abarca el caso unidimensional y la otra, mayores dimensiones. Esto fue hecho
de esta forma por dos razones. Una es que el caso unidimensional es, a mi parecer, mucho mads intuitivo ya
que las funciones en W1P(Q) (con 2 acotado) quedan caracterizadas por ser exactamente las primitivas de
funciones en espacios LP. Otra es que la teoria unidimensional es més sencilla de comprender sin necesidad
de recurrir a demasiadas fuentes externas y esto hace que muchos de los resultados de esta tesis, que son en
dimensién 1, puedan comprenderse casi de forma autocontenida. En los Capitulos del 2 al 4, exponemos la
teorfa de las ecuaciones lineales, quasilineales y algo de teorfa no lineal (en particular diversos teoremas de
sub y supersoluciones) que es necesaria para el resto de la tesis.

En el Capitulo 5 trabajamos con el caso unidimensional de problemas sublineales de la forma

Lu=m(z)u? enQ
u>0 en {2 (2)
u=0 en 0f),

donde Q := (a, b) es un intervalo acotado, ¢ € (0,1), m una funcién que cambia de signo en 2 y L un operador
eliptico de segundo orden de la forma

Lu := —a(z)u” + b(z)u' + c(z)u.

Los resultados principales de este capitulo son los Teoremas 5.10 y 5.14 (condiciones suficientes para la
existencia de soluciones) y el Teorema 5.20 (condiciones necesarias).

En el Capitulo 6 estudiamos problemas sublineales para un operador lineal eliptico en el caso n-
dimensional (es decir, cuando €2 C R" es un dominio suave y acotado). A diferencia del capitulo anterior, aqui
estudiamos existencia y/o unicidad de soluciones no negativas. Los resultados principales son el Teorema 6.5,
el Corolario 6.12 y el Teorema 6.13. En el primero probamos que, fijados ciertos subconjuntos de 2, existe
a lo sumo una solucién no negativa que es, al mismo tiempo, positiva en algunos de estos subconjuntos y
cero en otros. En el segundo demostramos la existencia de una solucién estrictamente positiva en Q7 (que
puede entenderse, en el caso de m continua, como el conjunto donde m > 0). Estos dos resultados nos daran
entonces existencia y unicidad de la solucién mencionada. Por ultimo, el Teorema 6.13, analiza la continuidad
respecto de un parametro A > 0 de la solucién de

Lu = (m™(x) — dm™(x))u? en )
u=0 en 0f)
u>0 en O,

para poder probar que, al menos cualitativamente, si la parte negativa de m es pequena respecto de la
parte positiva, entonces la existencia de soluciones de (2) estd garantizada en el caso n-dimensional. Aqui
utilizaremos el hecho de que el problema con A = 0 posee solucién estrictamente positiva.
En el Capitulo 7 pasamos a estudiar problemas unidimensionales que involucran al operador p-Laplaciano,
especificamente
—Apu+c(z)uP~t =m(z)u?  en Q
u>0 en 2 (3)
u=20 en 01,

con g € (0,p — 1) (caso sublineal). Las técnicas utilizadas son adaptaciones de algunas de las vistas en el
Capitulo 5 para poder incluir al operador p-Laplaciano. Los resultados principales son los Teoremas 7.8 y
7.10. Estos dan condiciones suficientes para la existencia de soluciones de (3). En particular, el segundo
de ellos, generaliza el primer inciso del Teorema 5.10, mencionado anteriormente. A diferencia del capitulo
donde tratamos con el operador lineal unidimensional, aqui la demostraciones estan dadas con mayor detalle
y damos algunas ideas de cémo llegamos a los resultados obtenidos (ver por ejemplo el apartado final).

Por ultimo, en el Capitulo 8 trabajamos con problemas singulares asociados al p-Laplaciano. Esto es,
problemas de la forma (3), con ¢ < 0, y tomando ¢ = 0. Dividimos este capitulo en dos secciones. La primera
trata el problema unidimensional, y los resultados principales son el Teorema 8.4, Teorema 8.8 y Teorema
8.10. Respectivamente, el primero da una condicién suficiente que asegura la existencia de soluciones de



nuestro problema para 0 > ¢ &~ 0. El segundo es una condicién suficiente donde se determina explicitamente
si dado un ¢ particular existe soluciéon. Finalmente, el Teorema 8.10 da dos condiciones necesarias. Cabe
mencionar que la primera de las condiciones suficientes (es decir el Teorema 8.4) resulta ser “casi” necesaria,
ver Observacién 8.11. La segunda seccion estd dedicada a problemas en mayores dimensiones, y los resultados
principales son el Teorema 8.15 y el Teorema 8.16. Respectivamente, una condicion suficiente y una necesaria.
Estas son similares a algunas dadas en el caso unidimensional pero las demostraciones son més complicadas
y se necesitan hipotesis distintas sobre la integrabilidad de la funcién m.

Mencionamos que las referencias existentes en la literatura (referidas a los problemas estudiados) se
encuentran al comienzo de los respectivos capitulos.

Algunos de los resultados de los Capitulos 5, 7 y 8 de esta tesis aparecen en [KMI1], [KM2] y [KM3]
respectivamente.
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Capitulo 1

Espacios de Sobolev

1.1. Espacios de Sobolev unidimensionales

En esta seccién daremos las definiciones bésicas de los espacios funcionales sobre los que trabajaremos.
Contar con estas nociones nos permitird formular en términos precisos nuestros problemas, es decir, podremos
enuciar claramente nuestras ecuaciones diferenciales y lo que entendemos por solucién.

Denotaremos por €2 a un intervalo abierto y acotado en R y por k a un entero no negativo.

DERIVADAS DEBILES
Empezamos debilitando la nociéon usual de derivada para lo cual precisamos de la siguiente definicion.
Definicién 1.1. Sea CZ°(Q2) el espacio de las funciones infinitamente derivables, ¢ : Q@ — R, con soporte

compacto en 2. Llamaremos a una funcién ¢ perteneciente a C2°(Q2), una funcidn de prueba.
Teniendo en mente la férmula de integracion por partes, damos la siguiente nocién de derivada.
1

Definicién 1.2. Sean u, v € L, .(€2). Diremos que v es una derivada débil de u (o una derivada en sentido
débil de u), denotada por v = ', siempre que v cumpla

=

Notemos que esta definicién de derivada coincide en gran parte con la de derivada en el sentido de las
distribuciones, con la diferencia que, en nuestro caso, requerimos que la derivada sea una funcién.

Mas abajo daremos un lema que nos permitird hablar de “la” derivada débil de una funcién en lugar de
“una” derivada débil. Para demostrarlo necesitamos previamente el préximo resultado.

para toda funcién de prueba ¢ € C2°(2).

Lema 1.3. Sea u € Li () tal que

loc

/ up=0 VYo C().
Q

Entonces, u = 0 ppx en Q.

Observacion 1.4. El lema anterior puede ser interpretado en el siguiente sentido. Integrar una funcién u
contra toda funciéon de prueba puede considerarse como calcular todos los posibles promedios ponderados
de u en subdominios de §2. Desde esta interpretacién no es dificil convencerse de la veracidad del lema. La
demostracién formal tampoco es complicada y puede encontrarse en [B, Corolario 4.24].

Lema 1.5. (Unicidad de la derivada débil) Sea u € L}, (). Si existe una derivada débil de u, es tinica salvo
por un conjunto de medida cero.

1
loc

oo o

11

Demostracion. Supongamos que v, U € Ly, _(£2) satisfacen
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/Q(v—ﬁw:o

para toda ¢ € C°(Q). Luego, v = ¥ ppx en . O

para toda ¢ € C2°(Q2). Entonces,

El préximo lema nos muestra que, al igual que sucede con las derivadas clasicas, si una funcién tiene
derivada débil exactamente nula en €2, entonces dicha funcién es constante.

Lema 1.6. [B, Lema 8.1] Sea u € L}, .(2) tal que

loc
/ ud' =0 Vo € C2(9).
Q

Entonces, existe una constante C' tal que w = C ppzx en ).

De manera analoga podemos dar nociones “débiles” de derivadas de érdenes superiores.

1

Definicién 1.7. Sean u, v € L,

v =u® | siempre que v cumpla

(©2). Diremos que v es una k-ésima derivada débil de u, denotada por

/Q ug® = (—1)* /Q v

para toda funcién de prueba ¢ € C°(2).

Inmediatamente, por lo visto anteriormente, se tiene que, si existe una k-ésima derivada débil de una
funcién localmente integrable, ésta es unica.

Observacién 1.8.

I Se puede hablar de derivada clésica en un punto del dominio pero no se habla de derivada débil en un
punto sino en todo un abierto 2. Un comentario que puede pasar desapercibido es que, sin embargo,
si existe una nocién local de la derivada débil. Uno no necesita siempre trabajar en todo 2, si toma
cualquier abierto incluido en €2 también tiene nocion de derivada alli. Mas aun, lo que es de esperarse
que suceda, efectivamente sucede; si una funcién u tiene derivada débil u' = v sobre 2, entonces para
cualquier abierto €' C Q, u, tiene derivada débil vy, .

11 Notemos que el proceso inverso al primer inciso también vale. Es decir, si una funcién es débilmente
derivable en dos abiertos 1 y {25, entonces lo es en la unién y su derivada coincide con las de las
funciones restriccion.

11 Si una funcién u es de clase C1(Q), entonces es derivable en sentido débil y sus derivadas clasica y débil
coinciden.

v Siu € C(Q) y si o existe en sentido débil cumpliendo v’ € C(2), entonces u € C1(Q) y por tanto la
derivada clasica existe y coincide con la débil.

Ejemplo 1.9. Calculemos en un ejemplo la derivada débil de una funcién y notemos que esta nueva nocién
de derivada extiende a la cldsica. Sean Q = (—1,1) y u(z) = |z|. Es claro que la derivada cldsica de v en 0
no existe. Sin embargo, tomando una funcién de prueba arbitraria ¢ (que por lo tanto se anula en el borde
de ) e integrando por partes, podemos ver si existe la derivada débil de u en €2 como sigue,

/11 |x|¢’(z)dx/0 (x)qﬁ'(z)daer/lOm'(x)dx

-1

Il
7N
<
—~
=2
I
=
|
—_
~—
|
\O
I
—_
~—
=
8
~—
QU
8
N——
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donde
-1 s —-1<z<0
V=
1 si0<az<l,

que es integrable en 2. Notar que también podriamos haber definido v por

-1 si—-1<z<0
V=
1 si0 <z <1,

y coincide con la anterior definicién salvo en un punto (que es un conjunto de medida cero).

ESPACIOS DE SOBOLEV

Fijaremos 1 < p < oo y definiremos los llamados Espacios de Sobolev, cuyos miembros son funciones con
derivadas débiles de varios érdenes que viven en espacios de Lebesgue LP. Estos espacios tienen ventajas a la
hora de hacer célculo que no tienen las distribuciones. Por ejemplo, el producto de funciones en espacios de
Sobolev vuelve a caer en uno de estos espacios y valen la regla de diferenciaciéon del producto e integracién
por partes, como se enunciara luego.

Definicién 1.10. El espacio de Sobolev
whr(Q)

consiste de todas las funciones integrables u :  — R tales que v’ existe en sentido débil y pertenece a LP(().
Anélogamente, el espacio de Sobolev

Whe(Q)

consiste de todas las funciones integrables u :  — R tales que, para todo j < k, ul9) existe en sentido débil
y pertenece a LP ().

Ejemplo 1.11.
1 Tomando 2 = (—1,1) y u(z) = |z|, por lo visto en el Ejemplo 1.9, tenemos que u € W11(€).
11 Usando la férmula de integracién por partes, si u € CH(Q)NLP(Q) y si v’ € LP(Q), entonces u € WHP(Q).

Como estamos en el caso unidimensional, con € un intervalo acotado, las funciones del W1?(Q) se pueden
ver bésicamente como las primitivas de funciones en LP(€2). Esto se desprende de los siguientes dos resultados
cuyas pruebas también se pueden encontrar en [B, p. 204-206].

Teorema 1.12. Sea g € L}, (Q). Para x¢ € Q := (a,b) definamos

loc

v(x) ::/ g(t)dt  para x € Q.

0

Entonces, v e C(Q) y
/vqﬁ’ = —/ g9 Vo € cX(Q).
o Q

Demostracion. Sea ¢ una funcién de prueba arbitraria. Por como hemos definido la funcién v, tenemos que

Afﬁzé(&ﬂ%&ﬁ@w

_ / " / " o) (x)dtdz + /$ b /m :g(t)qﬁ’(a:)dtdx.

Luego, por el Teorema de Fubini resulta

/chb’ =- /jo g(t) (/at gb/(x)dx) dt + /mj g(t) (/tb gb/(x)dx) dt

— - [ aotat
Q
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Teorema 1.13. Sea u € WHP(Q). Entonces, u € C(Q) (en el sentido que u es igual ppr a una funcion
continua). Mds ain,

u(z) —u(y) = /y ' (t)dt Y,y € Q.

Demostracion. Fijemos xg € (2 y consideremos

Por el Teorema 1.12 tenemos que

/Qﬁqb':—/gu’qﬁ Vo € 2°().

Por lo tanto, [,(u —@)¢’ = 0 para toda ¢ € C2°(Q). Entonces, por el Lema 1.6, existe una constante C' tal
que u =4+ C ppzx en €. O

El primer resultado muestra que, si trabajamos sobre intervalos acotados, toda primitiva v (en el sentido
que es la integral definida més posiblemente una constante) de una funcién g € LP(Q) estd en WP(Q). Mds
atin, su derivada débil es v’ = g. Reciprocamente, el segundo resultado dice que toda funcién del WP (Q)
es la integral de su derivada mds una constante (i.e. una primitiva). Resumiendo tenemos que, en el caso
unidimensional, una funcién v estd en W1P(Q) si y sélo si es la primitiva de una funcién en LP(2). Cabe
aclarar que esto vale porque estamos considerando {2 un intervalo acotado.

Teorema 1.14. [E, p. 247] (Propiedades elementales) Asumamos que u, v € W*P(Q) y j < k. Entonces
(i) w9 € Wh=i2(Q) y (u)9) = (u)D = 4+ para todo i, j con i+ j < k.
ii) Para cada € u+pv € Wh u~+ po)9) = M) + pold),
(ii) Para cada ), € R, Xu+ o € WE(9) y O+ )@ = 2 4+ potd)
(i4i) Si Y es un subconjunto abierto de Q, entonces u € WkP(Q).
(iv) Si f € C(Q), entonces fu € WEP(Q) y vale la regla de Leibnitz
G =S (7 0,00
(9 =3 ()f uti=.

Definicién 1.15. Si u € W*P(Q), definimos su norma por

. 1/p
(Sl O @) 2p<oo)
ngk”“(j)noo (p=o0)

Definicién 1.16. Sea u € W*P(Q2). Decimos que una sucesién {u,, }3°_; converge a u en W*P?(Q) si

||u||W’V»P(Q)

m ||um — ullwrr @) =0
m—r o0

y escribimos
U, — u en WEP(Q).

A partir de lo enunciado hasta el momento es posible probar que los espacios de Sobolev Wk (©) son
espacios de Banach. Para su demostracién ver por ejemplo [E, p. 249].

Definicién 1.17. El espacio de Sobolev local
Wioe (€2)

loc

consiste de todas las funciones localmente integrables u :  — R tales que u’ existe en sentido débil y

pertenece a L7 (). Anédlogamente, el espacio de Sobolev local

k,
Wiee ()
consiste de todas las funciones localmente integrables u : © — R tales que, para todo j < k, u9) existe en

sentido débil y pertenece a LF (Q).

loc
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Definicién 1.18. Sea u € W/ZCP(Q) Escribimos
U — U €N Wl]f)f(ﬂ)
si
Uy, — u en WHP(Q)
para todo intervalo €’ con ' CC € (es decir, ' es compacto y estd contenido en ).

Proposicién 1.19. [B, Corolario 8.10] (Diferenciacion de un producto en R) Sean u, v € WP(), con
1 <p < o0. Entonces,
uv € WhHP(Q)

(uwv) = u'v +uv'.
Mas aun, se cumple la formula de integracion por partes

xr xX
/ w'v =u(z)v(x) — u(zo)v(zo) — / w'’ Vr,y € Q.
o )

Observacién 1.20. Si u y v son funciones en W,LP(Q), entonces uv € W57 (Q) y se cumple

(wv) = u'v+uv'.

Como aplicacién de la férmula de integracién por partes se puede ver que es posible formar funciones en
WLP(Q) “pegando de manera continua” funciones en espacios de Sobolev sobre distintos dominios disjuntos
contenidos en (). Més precisamente tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.21. Supongamos a < ¢ < b y sean Q = (a,b), Q1 = (a,c) y Q2 = (¢,b) intervalos abiertos
acotados en R. Sean u; € WHP(Q1) y ug € WHP(Qy). Pongamos

w— {Ul en Ql (11)

ug  en Q.
Siu e C(), entonces u € WHP(Q) y su derivada débil estd dada por
up  enQ
u = 1 1
uh  en Q.
En particular, pegar funciones de clase C! a trozos también sirve para definir funciones en WLP pero
hay que tener cuidado de incluir la fronteral!! Sean u; € C1(Qy) y uz € CY(Qs), con Q1 y Qs como en el

teorema. Si la funcién u definida en (1.1) pertenece a C(Q), entonces u € W1P(2). Hechas las aclaraciones
del caso probemos el teorema.

Demostracién. Por hipétesis u € C(€2), por lo tanto es integrable. Sea ¢ una funcién de prueba en 2, entonces,
usando que u; € WHP(Qy) y ug € WHP(€y), por el Teorema 1.13 y la Proposicién 1.19 anterior, tenemos

/ab“(z)d’/(x)dz— / s (2)¢ () + / " wa(@) (2)do
= <U1(0)¢(0) —ui(a)p(a) — / C u’l(x)qb(x)dx)
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Proposicién 1.22. [B, Corolario 8.11] (Regla de la cadena) Sea G € C*(R) tal que G(0) = 0, y sean u,
v € WHP(Q). Entonces
Goue W' (Q) y (Gou) = (G ou)u'.

En varias ocasiones utilizaremos la regla de la cadena para diferenciar funciones de la forma u”. Cuando
~v > 1, ésta se puede aplicar sin dificultad. Para el caso v < 1 obtendremos resultados de diferenciacién local
como hacemos notar en el siguiente lema.

Lema 1.23. Sea u € Wi)f(Q) cumpliendo u > 0 en Q y sea v < 1. Entonces, u” € VVllof(Q) y su derivada
débil estd dada por

(w) =~yu" "
Observacién 1.24. A priori las hipdtesis pueden parecer un tanto rebuscadas. Para ver que no lo son, sélo
hace falta pensar en el caso cldsico u € C() y notar que u” sélo serd derivable cuando u # 0. Ademas, la
derivada puede no ser integrable si la funcién u se aproxima a cero en algin punto de la frontera.

Demostracion. Sea 2 CC Q. Entonces, por definicién de Wllo’f(Q), sabemos que u € WP()') y en particular,
por el Teorema 1.13, u € C(€). Como ' estd contenido en un conjunto compacto y u > 0 en 2, tenemos
que existen constantes positivas Co > C7 > 0 tales que u|, > Cy > C7 > 0. Tomemos una funcién “cut-
off’n € C*°(R) cumpliendo

0 six <
n:=90<n(z)<1l siC;<z<Cy
1 siCy > x

y definamos
G(x) :=n(x)x".

Es facil ver que que G(0) =0, G € C®(R) y G'(z) = y27~ 1 si & > Cy. Sea ¢ € C°('), aplicando la regla
de la cadena a G o u sobre Q' obtenemos u” = Gou € WHP(Q) y

[@owe = [ Goue' = [ Gowfo=- [ @ouwo== [y two—— [ q0tus
Q Q/ ’ ’ ’ Q

Como las elecciones de Q' y ¢ fueron arbitrarias, queda demostrado que u? € VVllocp (Q) v su derivada débil
es (uY) = yuY 1. O

Otra aplicacién de la regla de la cadena que utilizaremos mas adelante estd dada en el siguiente lema.
Como es usual, denotaremos por u* := max{u,0} y v~ := mdx{—u, 0}.
Lema 1.25. Siu, v’ € L}, (), entonces

loc

(UJF)/ = X{u>0}u/'
La formula andloga vale para u™.

Demostracion. Para € > 0, sea h. : R — R continua y satisfaciendo

<1 paratodoz € R,
he(z) =0 para todo z <0,
1

para todo x > .

Notemos que lim._,q he(z) = 1 para todo = > 0. Definimos ademds H.(z) = ffoo he(r)dr. Entonces, H. €
CL(R), H. = h., y para todo x > 0,

€
Hs(x):/ he(r)dr+z—ec—x sie—0,
0

por lo que,
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Es decir, H.(u) — u* ppz en . Ademss, por regla de la cadena tenemos (H.(u))" = he(u)u’. Luego, para

toda ¢ € C°(Q), resulta
- / H. ()¢ = / he ().
Q Q

Pasando al limite en la ultima igualdad obtenemos,

- / wtel = / Xusopt'd,
Q Q

y esto concluye la demostracion. O

Como estaremos interesados en resolver ecuaciones con condiciones de Dirichlet, introducimos la siguiente
definicion.

Definicién 1.26. Denotamos por
Wy ()
a la clausura de C°(2) en WP (Q).
Observacién 1.27. Notemos que u € W,*(2) si y sélo si existen funciones u,, € C°(Q) tales que u,, — u

en WHP(9). Se puede caracterizar a W, (Q) como aquellas funciones u € WHP(£) tales que u = 0 en 9
(ver [B, Teorema 8.12]). O

1.2. Espacios de Sobolev en () C R”

Sea €2 un subconjunto abierto y acotado de R™. Andlogamente a la seccién anterior empezamos debilitando
la nocién usual de derivada. Denotaremos por C2°(£2) al espacio de funciones infinitamente diferenciables,
¢ : Q — R, con soporte compacto en § y una funcién ¢ € C°(Q) serd llamada una funcién de prueba.

Definicién 1.28. Supongamos u, v € Li,.(2) y a un multi-indice. Diremos que v es la a-ésima derivada
parcial débil de u, denotada por
D% = v,

[ upro =0 [ v

Lema 1.29. (Unicidad de la derivada parcial) La derivada parcial a-ésima de u, si existe, es unica salvo
por un conjunto de medida cero.

siempre que v cumpla

para toda funcién de prueba ¢ € C2°(2).

Demostracion. La demostraciéon es analoga al caso unidimensional. O

Definicién 1.30 (Espacios de Sobolev). Sea 1 < p < 0o y sea k un entero no negativo. El espacio de Sobolev
Wk,P(Q)

consiste de todas las funciones localmente integrables u : € — R tales que para cada multi-indice o con
la| <k, D% existe en el sentido débil y pertenece a LP(Q). Si u € W*P(Q), definimos su norma por

1/p
— (Z|a|§k¢ fg | Dul” da:) (1<p<oo)

HUHWM(Q) N
3 o<l Dt o (p = 0).

. © 7. . . k . .
De manera andloga al caso unidimensional, el espacio W,/”(Q2) se define como el espacio de funciones en

LY (Q) cuyas derivadas débiles hasta orden k existen y estan en L) ().



18 CAPITULO 1. ESPACIOS DE SOBOLEV

Definicién 1.31. Sea {u,,}5°_;, u € W*P(Q). Decimos que u,, converge a u en W¥*P(€), denotado por
Uy — u en WEP(Q),
si
lim ||um — ullwrr ) = 0.
m—00

Escribimos

U, — u en WEP(Q)

si
Uy, — u en WEP(QY)

para todo ' CcC Q.

Teorema 1.32. [E, p. 247] (Propiedades de las derivadas débiles) Asumamos que u, v € W*P(Q), |a| < k.
FEntonces,

(i) D € WF=1elr(Q) y DP(D*u) = D*(D%u) = D Pu para todos los multi-indices o, B con |a|+|6] <
k.

(ii) Para cada A\, p € R, Mu + pv € WEP(Q) y D*(Au + pv) = AD%u 4+ uD, |of < k.
(i4i) Si V' es un subconjunto abierto de Q, entonces u € WkP(Q).
(iv) Si f € C(R), entonces fu € WEP(Q) y

D(fu) = Z (a) DA fDBy, (Regla de Leibnitz).

BLa

Teorema 1.33. [F, p. 24/9] Sean k € N y 1 < p < co. Los espacios de Sobolev W*P(Q) son espacios de
Banach.

Proposicién 1.34. [B, Proposicion 9.4] (Diferenciacion del producto) Sean u,v € WHP(Q) N L*°(2). En-
tonces, uv € WHP(Q) N L>®(Q) y

0 (uv) = 8uv+u8v
ox; N 0x; 6xi,

Vi=1,...,n.

Proposicién 1.35. [B, Proposicién 9.5] (Diferenciacion de la composicion) Sea G € C*(R) tal que G(0) = 0
y |G'(s)] < M Vs € R y alguna constante M. Sea u € W1P(Q). Entonces,

0 (Gouy=(C ou) 2"

Lr(Q .
GoueWP() y z oz,

Lema 1.36. Sea u € W,2P(Q) N L2 (Q) cumpliendo u > 0 en Q y sea v < 1. Entonces, u) € V[/lif(ﬂ) Y sus

loc loc
derivadas débiles estdn dadas por

0 Ju
u?) = qur T —.
Demostracion. La demostraciéon es andloga a la demostracion del Lema 1.23 del caso unidimensional. O

Definicién 1.37. Denotamos por
k,
Wyt ()

a la clausura de C°(Q) en WhP(Q).

Observacién 1.38. Notemos u € W(;C’p(Q) si y sélo si existen funciones u,, € C°(Q) tales que w,, — u en
WP (). Interpretamos W, " (Q) como aquellas funciones u € W1?(Q) tales que “u = 0 en dQ”.
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Lema 1.39. /B, Corolario 9.19] (Desigualdad de Poincaré) Sean 1 < p < oo y Q un subconjunto de R™
acotado en al menos una direccion. Entonces, existe una constante C, que depende sélo de p y €, tal que,
para toda funcién u € W, 'P se tiene,

[ull e ) < Cl(VUl) L (0)-
En particular, la expresion ||(|Vul)||Lr () es una norma en Wol’p(Q) y es equivalente a la norma ||ul|w1.r ().

Lema 1.40. Sea u € WyP(Q) tal que u > 0. Entonces, existe una sucesion {¢,} C C°(2), con ¢, > 0 Vn,
tal que
b — u en WHP(Q).

Demostracion. Adaptar la prueba dada en [C, p. 50] usando el Lema 1.39 (Poincaré). O

En general mayores condiciones de regularidad pueden ser encontradas para funciones en espacios de
Sobolev. Por ejemplo, en el caso unidimensional vimos que las funciones del W1P(Q) son continuas hasta
la frontera. En dimensiones mayores este resultado particular no es cierto, pero bajo ciertas condiciones es
posible mejorar la regularidad de nuestras funciones. El Teorema 1.43, que daremos més abajo, es el que
resume estos resultados. Antes de enunciarlo debemos introducir los espacios de Hélder.

Recordemos, para €2 un abierto de R™ y k un entero no negativo, el espacio de funciones

C*Q) = {f:Q— R:9“f es uniformemente continua y acotada Y0 < |a| < k}.
Definicién 1.41 (Espacios de Holder). Decimos que una funcién f es uniformente Holder continua en

con exponente 0 < vy < 1 si
wp @) = W)

o < 0.
z,y€Q, z#y |z — y

En particular, si v = 1, decimos que f es Lipschitz. Dado k un entero no negativo, el espacio de funciones
Hélder continuas C*7(Q) es el subespacio de funciones en C*(€2) cuyas k—ésimas derivadas son uniforme-
mente Holder continuas en €2 con exponente ~.

Definicién 1.42. Un dominio acotado Q C R” y su frontera son de clase C*7, 0 < v < 1, si en cada punto
xo € 0N existe una bola B = B(z,) y un mapeo uno a uno % : B — D C R™ tales que,

(i) Y(BNQ) CRL, (id) p(BNIQ) C ORL, (i) 1 € CFV(B) y ¢~ € C*V(D)
(donde R denota los vectores (z1,...x,) € R™ con x; > 0Vi=1,...,n).

Teorema 1.43. (Teorema de Inmersion de Sobolev) Sea Q un abierto acotado de clase C%' en R™.

(i) Si kp < n, entonces WEP(Q) C LP (Q), p* = n’_”,’gp, y la inclusion es una aplicacidn continua. Mds

atin, la inclusion es compacta llegando o L1(?) para cualquier ¢ < p*.
(ii) Si kp = n, entonces W*P(Q) C L1(R), para todo q € [1,00), y la inclusién es continua y compacta.

(iii) Si kp > n, entonces W*P(Q) ¢ C™(Q) para 0 <m < k — %, y la inclusion es una aplicacion continua
y compacta.

Demostracion. Para una demostracién de los incisos (i) y (iii) ver [GT, Teorema 7.26]. Para el inciso (ii) ver
[B, Corolario 9.4 y Teorema 9.16]. O

Por tltimo, necesitaremos la siguiente version generalizada del teorema de la divergencia.

Lema 1.44. [CT, Lema A.1] Sea Q un dominio acotado de R™ con frontera C?. Asumamos que el campo
V1 Q — R" satisface V € [C(Q)]" y divV = f € LY(Q) en el sentido de las distribuciones en 2. Entonces,
tenemos que

| @.n@)ase = [ ras,

donde, como es usual, denotamos por n = n(xg) € R™ al vector normal unitario exterior a 9 en xg € 01,
y por dS(z) a la medida de superficie en Q. Notemos que la relacién div V = f con f € LY(Q) significa

—/(V,Vd))dx:/f(;ﬁ para todoqﬁeC&(Q).
Q Q
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Notemos que en el caso unidimensional, el Teorema 1.43 y el Lema 1.44 estan “resumidos” en el Teorema
1.13 (para el andlogo al lema trabajar con u”). Es en este sentido que decimos que el caso unidimensional es
mucho mas sencillo y a la vez més intuitivo que el n-dimensional.



Capitulo

Problemas elipticos lineales

2.1. Problemas elipticos lineales

En esta seccién nos interesa estudiar problemas de la forma

Lu= f(z) en®Q 2.1)
u=0 en 0, '

donde €2 es un subconjunto abierto y acotado de R™ y u : 2 — R es una funcién incégnita, u = u(z). Aqui
f:Q — R es una funciéon dada y L denota un operador diferencial lineal de segundo orden de alguna de las
formas

n

Lu= =3 (a9@)ua,),, + D V@), +c(@)u (2.2)

ij=1

n

Lu=— Z a? (2) Uy, + sz(x)ux + c(x)u (2.3)
i=1

i,5=1

con coeficientes a®/, b', ¢ € L>°() y ¢ > 0. En algunos casos pediremos condiciones extras sobre los coefi-
cientes para poder trabajar con distintos tipos de soluciones.

Definicién 2.1. Diremos que la EDP Lu = f estd en forma de divergencia si L estd dado por (2.2), y en
forma de no-divergencia si estd dado por (2.3). Esta nomenclatura se desprende del hecho que si tomamos la
matriz A dada por A(i,j) := a¥, entonces el primer término de (2.2) es de la forma

— Z u% = —div(AVu).

3,j=1

Observacién 2.2. Si los coeficientes de mayor orden a* (i = 1,...,n) son funciones C*(f), y siempre que
las derivadas parciales involucradas existan y valga la regla del producto, el operador en forma de divergencia
puede ser reescrito en forma de no divergencia y viceversa. De hecho la ecuacion en forma de divergencia
(2.2) se reescribe de la forma

n

Lu=— Z ) Uy, I]—i—ZbZ )y, + c(z)u (2.4)

ij=1
donde b’ := b — 7 =1 @ . Reciprocamente, sumando y restando >}, ail u,, a la ecuacién (2.3), y no-
tando que (af g, +a Jumimj) = (a"ug, ), obtenemos (2.2). O

21
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Observacion 2.3. De ahora en més pediremos la condicién de simetria
a’ =ad"* i,j=1,...,n.

Definicién 2.4. Diremos que el operador diferencial L es (uniformemente) eliptico si existe una constante
0 > 0 tal que

n

S a()es; = 016 (2.5)

i,j=1
para casi todo x € 2 y todo £ € R™.

La condicién de elipticidad significa que para cada punto x € €2, la matriz simétrica A es definida positiva,
y su autovalor mas pequeno es mayor o igual que 6.

Definimos a continuacién los tres tipos de soluciones de (2.1) (clédsicas, débiles y fuertes) con las que
trabajaremos.

Definicién 2.5. (Solucién cldsica) Consideremos el problema con valores en la frontera (2.1) con L en
cualquiera de las dos formas (2.2) o (2.3). Diremos que u € C?(2) N C(Q) es una solucidén cldsica si la
ecuacién se cumple con las derivadas en sentido usual.

Definicién 2.6. (Solucién débil) Sea L un operador en forma de divergencia (2.2), sean a%,b?,c € L*°()
(i,7 =1,...,n) y f € L*(Q2). Diremos que u es una solucién débil del problema (2.1) si

Blu,v] = (f,v) (2.6)

para todo v € Wol’2 (€2), donde (,) denota el producto interno clésico en L?(Q) y B[u,v] es la forma bilineal
asociada al operador dada por

Blu,v] := /Q Z a” (2)ug,va, + Zbl(az)u%v + c(z)uv (2.7)

ij=1

para todo u, v € Wy*().

Definicién 2.7. (Solucién fuerte) Sea L en forma de no divergencia (2.3), sea p > 1 y sean a* € C(Q), bf,
ce L™y f e LP(Q). Diremos que u € Wy (Q) N W2P(Q) es una solucion fuerte de (2.1) si la igualdad se
cumple ppz en €2, donde las derivadas deben interpretarse en sentido débil.

Enunciamos a continuacion los dos teoremas que utilizaremos sobre existencia y unicidad de soluciones
débiles y fuertes. Notar que las hipétesis sobre la forma del operador (divergencia o no divergencia) y las
hipdtesis sobre la regularidad de los coeficientes cambian.

Teorema 2.8. [GT, Teorema 8.3] Sea L un operador uniformemente eliptico en forma de divergencia (2.2)
con coeficientes a, b', ¢ € L*>(S), para i,5 = 1,...,n, y con ¢ > 0. Supongamos f € L?(Q). Entonces,
existe una unica solucién débil u € W12(Q) del problema (2.1).

Teorema 2.9. [G'T, Teorema 9.15] Sea 2 un dominio C*' en R™. Sea L un operador uniformemente eliptico
en forma de no divergencia con coeficientes a” € C(Q2), b*, ¢ € L>=(Q), para i,j = 1,...,n, y con ¢ > 0.
Supongamos f € LP(2), con 1 < p < co. Entonces, existe una inica solucion fuerte u € Wol’p NW2P(Q) del
problema (2.1).

Una pregunta que puede surgir al tener dos definiciones de solucién es si estas coinciden. Notemos primero
que no siempre se pueden definir simultdneamente ambos tipos de soluciones ya que piden operadores en
formas distintas (se puede decir que son operadores distintos, incluso problemas distintos). Por lo tanto, para
hablar de si coinciden o no tendriamos que lograr primero que los operadores coincidan. Se menciono antes,
un poco rapidamente, que si los coeficientes de mayor orden tienen cierta regularidad, sea como sea que esté
originalmente escrito el operador, este se puede considerar como un operador en forma de divergencia o de no
divergencia. Esto es porque uno puede encontrar un problema equivalente utilizando reglas de diferenciacion
del producto, y es por eso que hay que tener mucho cuidado con la regularidad, ya que no siempre es aplicable
la regla del producto. Para ser precisos enunciamos el siguiente lema.
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Lema 2.10. Sea  un dominio C*' en R™. Sea L un operador uniformemente eliptico en forma de divergen-
cia o no divergencia tal que los coeficientes de mayor orden a* € C1(Q2), con b', ¢ € L®Q parai,j =1,...,n
yconc>0.Sea feLP, conp=2sin=1, 0on<p<oo sin>1. Entonces, el problema (2.1) tiene una
tmica solucion débil y fuerte (simultdnemante) u € WyP(2) N W2P(Q).

Demostracion. Esto se desprende de la Observacién 2.2, el Teorema 2.8 y el Teorema 2.9. Notar que en
dimensién uno, la regla del producto se cumple trivialmente. Para que se cumpla en mayores dimensiones,
debemos asegurar que nuestras soluciones estan en L>°(2), esto sale de notar que pedimos p > n y usar el
Teorema de Inmersion de Sobolev. O

Teorema 2.11. [E, p. 300] (Estimaciones de energia) Sea L un operador autoadjunto en forma de divergencia
con ¢ >0 en Q2. Entonces, existen constantes o, > 0 tales que

ﬁ”u”?y&’?(g) < B[u,u]

para toda u € Wy (Q).

Definicion 2.12. Dado un abierto Q C R" y x € 02, decimos que 2 satisface la condicién de bola interior
en x si existe una bola B(y,r) C § tal que 9B(y,r) NI = {a}. Diremos que el abierto satisface la condicién
de bola interior si lo hace para cada x € 99.

Lema 2.13. [T, Lema 5.26] (Boundary point lemma) (Lema de Hopf) Sea @ C R™ con la propiedad de bola
interior. Sea u € W27 (), con r > n, satisfaciendo Lu < 0 en Q. Si u alcanza un mdzimo local estricto en
un punto xg € 052, entonces Oyu(xg) > 0 (donde n es el vector normal unitario exterior a 05)) siempre que
c>0enQ yu(zo) >0.

Teorema 2.14. [GT, Teorema 9.6](Principio del Mdximo Fuerte) Si u € VVIQOC”(Q) satisface Lu < 0 en )
ye =20 (c >0), entonces u no puede alcanzar un mdximo (mdrimo no negativo) en Q@ a menos que sea
constante.

Por ltimo consideremos el llamado problema de autovalores para operadores lineales elipticos en forma

de no divergencia,
Lu=Am(x)u en Q
{ (@) (2.9

u=0 en 0N).

Diremos que A := A(L,m, ) es un autovalor si existe al menos una solucién (fuerte) no trivial v de (2.8).
Llamaremos a dichas soluciones, autofunciones. Un autovalor se dird principal si toda autofuncién asociada
a dicho autovalor es estrictamente positiva en 2. A su vez, un autovalor se dirda simple si el conjunto de sus
autofunciones es un espacio vectorial de dimensién uno.

Teorema 2.15. [FHT, Teorema 8.1] Asumamos que 2 y los coeficientes de L satisfacen las hipdtesis del
Teorema 2.9. Supongamos ademds que 0 <m Z0 en Q yquem € L™(Q), conr=2sin=1,0n<r < oo
sin > 1. Entonces, el problema (2.8) posee un unico autovalor principal positivo simple, que denotaremos
A1 (2, m). Mds atin, las autofunciones son CL(€).

Observacién 2.16. Es ficil ver que si los coeficientes de orden superior a® € C'(Q), entonces, bajo las
hipétesis del teorema anterior, las soluciones de (2.8) pueden entenderse en sentido débil y fuerte. O
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Capitulo 3

Teoria general del p-Laplaciano

3.1. Sobre el operador A, en el caso unidimensional

Introducimos de manera formal, para el caso unidimensional, al operador p-Laplaciano como
_ !
—Apu=— ([u'[P7') conl<p<oo.

Trabajaremos en una primera instancia con problemas de la forma

{Apu = h(z) en 2 3.1)

u=0 en 01,

donde ©Q := (a,b) C R es un intervalo acotado y h € L(Q), con ¢ € [1,00]. La nocién de solucién de estos
problemas serd la dada en la siguiente definicién.

Definicién 3.1. (Solucién débil) Sea €2 := (a,b) C R un intervalo acotado. Sea 1 < p < co y h € L1(f2), con
q € [1,00]. Decimos que u € W*(Q) es solucién débil del problema (3.1) si para toda v € Wy P (Q) se tiene

que
/|u’|p_2u’1/:/h(x)v, (3.2)
Q Q

donde las derivadas se entienden en sentido débil.

Uno podrfa preguntarse por qué se pide u € WHP(Q) y h € L9(Q), con q € [1, 0o]. Una posible motivacién
es la siguiente. El problema (3.1) se puede insertar en el método de cdlculo de variaciones. Es decir, se puede
probar que hallar soluciones de (3.1) es equivalente a buscar puntos criticos del funcional

Ty (u) = /Q |“I;|p — h(z)u dz, (3.3)

donde a priori el funcional estd definido de manera formal (de hecho ésta es la forma en la que generalmente
se prueba existencia y unicidad de soluciones). Notemos ahora que el primer término de J, nos fuerza a
pedir v’ € LP(Q), lo que implica, por lo visto en la seccién de Espacios de Sobolev unidimensionales, que
u € WHP(Q). A su vez, ya elegido el espacio donde vivird u, el segundo término nos dird que deberfamos
pedir, como minimo, h € ¥ (€2). Como estamos trabajando en una dimensién, las funciones del W1?(Q) son
continuas hasta la frontera, y gracias a esto podemos pedirle atin menos a la funcién h, pues s6lo necesitaremos
que sea integrable.

Enunciaremos a continuacién un resumen de los resultados que necesitaremos sobre el problema (3.1).
Primero daremos un teorema de existencia y unicidad. Analizaremos la regularidad o diferenciabilidad de
la solucién. M&s aun, algo notable cuando se trabaja con el p-Laplaciano unidimensional es que podemos
dar una férmula explicita (mdédulo una constante) de la misma. Luego, gracias a la existencia y unicidad,
podremos definir el operador solucién o inverso del p-Laplaciano y enunciar sus principales propiedades.
Finalmente, daremos un teorema de comparacién que utilizaremos mas adelante.
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Teorema 3.2. Sea ) := (a,b) C R un intervalo acotado. Sean 1 < p < oo y h € LYN), con q € [1,0].
Entonces, existe una unica solucién débil u € Wy'*(Q) de (3.1). Mds ain, u € C([a,b]), con (|u'|P~2u) €
Whtl((a,b)) y cumple la ecuacion ppx en Q. De hecho, sea

@p(t) == [Pt parat #0, ©p(0):=0,

u(z) = /a ’ 0" <ch - /a ’ h(t)dt> dy, (3.4)

donde ¢y, es la inica constante tal que u(b) = 0.

se puede ver que

Observacién 3.3. Para cualquier 1 < p < oo, es facil ver que ¢, : R — R es un homeomorfismo creciente
con inversa (¢,) ' = ¢,. Definamos la aplicacién

o, :C(Q) = C(Q) (3.5)
fH‘ppOf .

Por ser {2 acotado y ¢, uniformemente continua sobre compactos, se tiene que ®,, es continua con la topologia
de la convergencia uniforme. Ademds, es inversible, con inversa (®,)~! = ®,,.

Demostracion. Comenzaremos probando que, si existe solucién débil u € WLP(Q) de (3.1), se tiene que
cumplir ¢, (u') € WH(Q) y u € C(Q). Para ello, notemos que v’ € LP(Q), y por ende ¢,(u’) € LP (Q) ya

que
Jlenp = [ e < o0
Q Q

/ngp(u')v’:/Q\u’\p_Qu'v’:/Qh(w)v

para toda v € Wol’p(Q). En particular, también se cumple para toda v € C2°(Q), lo que nos dice que
—h € LY(Q), con g > 1, es la derivada débil de ¢,(u’). Esto nos da que p,(u') € W7 (Q) ¢ Wh1(Q), con
r=min{p',q}, y que

Ademés, por (3.2), se cumple

(pp(u)) = ~h  ppx en Q. (3.6)

Utilizando ahora el Teorema 1.13 e integrando la ultima igualdad obtenemos que se debe cumplir
x
opla)(a) = = [ hleds + gy u)0) .)
a

Aplicando ¢, ! = ¢, a ambos lados, se tiene

o) =yt (= [ he)s + gyt (35)

y es facil ver que v’ € C(Q) por ser composicién de funciones continuas. Esto sumado a que u € WO1 Q) C

C(Q) nos da u € C1(9Q).

Dada ahora la regularidad de u notemos que integrando una vez mas la férmula (3.8) y teniendo en cuenta
las condiciones de contorno, obtenemos que, de existir solucién, ésta debe ser de la forma (3.4).

Para finalizar esta demostracion hace falta probar que efectivamente existe una unica funcién u de la
forma (3.4) que es solucién de (3.1). Tomemos entonces ¢ cualquier constante y notemos que

<_ /j h(s)ds + c) e whi(Q) c C(Q).

Entonces,

o7 (— / h(s)ds—i—c) e C(Q).
Definiendo
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obtenemos que u. € C1(Q) C WHP(Q) y que cumple (3.8) y (3.7), con c en lugar de ¢,(u’)(a), y por lo tanto
también cumple (3.6). Sélo fata ver que podemos elegir un tinico valor ¢;, y por ende una tnica funcién wu,
que cumpla las condiciones de contorno dadas. Trivialmente se ve que u.(a) = 0 para cualquier valor de c.
Para probar que existe ¢, tal que u,, (b) = 0, utilizaremos Bolzano. Definimos ¢ : R — R como

£(c) == u.(b) = /: 05 (c - /ay h(t)dt) dy.

Sean

donde C(Q) tiene la topologfa de la norma infinito. Es facil ver que estas funciones son continuas (para ®,
ver Observacién 3.3). Como ¢(c) = H o &,y o T'(c), obtenemos que ¢ : R — R es continua. Ademds, por
inspecciéon podemos ver que es estrictamente creciente y por lo tanto inyectiva. Tomemos ahora

b b
%:—/ﬂmﬂ@ q:/ﬁmﬂw. (3.9)

Como £(cy) < 0 < €(c1) (notar que sgn(p, () = sgn(x), donde sgn es la funcién signo), utilizando Bolzano
y el crecimiento de la funcién vemos que existe un tnico valor de ¢ = ¢, tal que u,, (b) = £(cp) = 0. Esto
concluye la demostracion. O

Observacién 3.4. De la demostracién anterior se puede ver que ¢, = (¢,(u)) (a). Utilizando esto y (3.9),
se tiene que (pp(u)) (a) < ff |h(s)|ds.

Teorema 3.5. El operador solucion o inverso del p-Laplaciano, denotado por S, es continuo como operador
S: L) — CYQ), para q € [1,00] y compacto como operador S : L1(Q) — C(Q), para q € (1,0).

Demostracion. Tomemos una sucesién {h,}52, en LI(Q) tal que h,, — h (converge débilmente) si n — co.
Probaremos por absurdo que S(h,,) converge a S(h). Esto nos dard la continuidad deseada. Mds ain, dird que
el operador S : L4(Q) — C*(Q) es completamente continuo. Supongamos entonces que S(h,) no converge a
S(h) en norma C'(2). Entonces, existe un & > 0 y una subsucesién de {h,, }°°;, que seguiremos llamando
{hn}22,, tal que

[S(hn) = S(W)llcr @) = € (3.10)

para todo n € N.
Llamemos u,, := S(h,), por el Teorema 3.2, tenemos

—(pp(ul)) = hy  ppxen Q.

Usando que la sucesién {h,} es acotada en L?((2) por ser débilmente convergente, probemos que {(;(u;,)}
es equiacotada y equicontinua en C(€2). Para ello, notemos que

= (pp(uy,)) (z) = /GC hn(s)ds + — (ep(up)) (a)

x b
< / hy(s)ds —|—/ |hn(s)lds (Ver Observacién 3.4)
< Kllhallqg < C.

Esto prueba la equiacotacion. Para la equicontinuidad, dado & > 0, tomemos ¢ := (é)ql y calculemos

x40
[(eplu) (@4 8) = (epla) @ < [ [n()lds

1
7

) q
g/ 1)l

<TO<E
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independientemente de n y x. Esto da la equicontinuidad. Estamos en condiciones de aplicar Ascoli-Arzela a la
sucesion {pp(ul,)}, por lo cual existe una subsucesién convergente en norma C(£2). Renombramos nuevamente

esta subsucesién por {¢,(u,)}. Como la aplicacién @, : C(Q) — C(R), definida en la Observacién 3.3,
es continua y u,, = P, (¢p(u,)) tenemos que {ul,}°2; es uniformemente convergente. Esto nos permite
usar Ascoli-Arzela con la sucesién {u,}5°;, obteniendo que existe una subsucesién convergente en C1(2).
Tomemos u = lfm,,_,~ %, y notemos que, por (3.10),

[un = S(A)||cr (@) = & (3.11)

Por definicién de u,, = S(h,,) tenemos que

b b
/cpp(u;)v’:/ hn¥

para todo n € Ny todo v € C2°(Q2). Recordando que @, : C(Q2) — C() es continua y que h,, — h en L9()
podemos pasar al limite la 1ltima igualdad y obtenemos

/a b op(u/ 0 = / " o (3.12)

para todo v € C2°(2) y por lo tanto para todo v € W, ?(Q). Dado que u € C*(Q) y cumple u(a) = u(b) = 0
(por ser limite en norma C'(Q) de las u,) y (3.12), tenemos que u = S(h). Esto contradice (3.11) lo que
prueba que S(h,) — S(h) en norma C*(2). Como se dijo al principio de la demostracién esto nos da la
continuidad de S : L4(Q) — C*(Q). En efecto, si h,, — h en LI(Q), entonces h,, — h y por lo que hemos
visto S(h,,) — S(h) en norma C*(€).

Para probar la compacidad sélo hace falta notar que si ¢ > 1, entonces toda sucesion acotada es débilmente
convergente (por la compacidad débil de la bola en espacios reflexivos) y por lo tanto el operador S lleva
sucesiones acotadas en subsucesiones convergentes, lo cual implica la compacidad. O

Lema 3.6. (Principio de Comparacion) Sean u, v € WyP(Q) tales que u < v en dQ y —Ayu < —Apv en
sentido débil en ), esto es,

b b
/ lu'[P~2u' ¢’ < / [W'[P=20'¢"  para toda 0 < ¢ € WyP(Q). (3.13)

Entonces, u < v en Q.

Demostracién. Tomemos como funcién de prueba a (u—v)* € W, P(Q). De (3.13) y el Lema 1.25 obtenemos,
b
02 [(uP e — ) (- )

=/’uwﬁ%w—wwﬂwwuv»
uU>v

pero como ,(s) = |s|P72s es creciente (ver Observacién 3.3), el integrando en el dltimo renglén es no
negativo. Esto nos dice que o bien |[{u > v}| =0 0 que ((u—v)")" =0y por lo tanto (u —v)* = cte. Usando
que u < v en 0N y lo anterior, obtenemos u < v en . O

Trabajaremos a continuacion con problemas mas generales de la forma

{—Apu + c|ulP~2u = h(z) en ) (3.14)

u =0 en 0f),

donde 2 = (a,b) C R es un intervalo acotado, ¢ € L>®(Q) y h € L1(f), con ¢ € [p/, x0].

Definiremos qué entendemos por soluciéon. Daremos luego un teorema de existencia, unicidad y regula-
ridad de las soluciones. La demostracién de la existencia y unicidad se basa en la formulacién variacional
minimizando un funcional de energia. Por ser muy ortogonal a lo exhibido hasta el momento no daremos su
demostracion. En cambio, si probaremos, gracias al Principio de Comparacién dado, la regularidad de las
soluciones.
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Definicién 3.7. (Solucién débil) Sea Q := (a,b) C R un intervalo acotado. Sea 1 < p < oo y h € Li(Q),
con g € [p/, 00]. Decimos que u € Wy (Q) es solucidn débil del problema (3.14) si para toda v € W, P (Q) se
tiene que

/ [u' [P 2w’y + clulP~2u v = / h(z)v, (3.15)
Q Q
donde las derivadas se entienden en sentido débil.

Teorema 3.8. Sea Q) := (a,b) C R un intervalo acotado. Sean 1 < p < oo y h € L1(), con q € [p/, o0].
Entonces, existe una tnica solucion débil u € Wy (Q) de (3.14). Mds ain, u € C*([a,b]), con (|u'|P~2u') €
Whi((a,b)) y cumple la ecuacion ppr en Q.

Demostracion. Como mencionamos antes, no daremos la demostracion de la existencia y unicidad. El lector

interesado puede encontrarla en [BS, Teorema 2.6.12]. Para la regularidad, fijemos u € W1P(Q) la tnica
solucién débil de (3.14) y trabajemos con el problema

—Ayv = — clufP~2 Q
{ pU = h(z) — cJulP~*u en (3.16)

v=20 en 01,

donde la funcién incégnita es v. Notemos que h(z) —c|ulP~2u € LP (€2). Entonces, podemos aplicar el Teorema
3.2 y obtenemos que v € C*([a, b]), con (Jv'|P~2v") € Wh1((a,b)) y cumple la ecuacién ppzx en Q. Para concluir
esta demostracién sélo debemos probar que u = v. Para ello, usamos el Lema 3.14. Por ser v y v soluciones
débiles de (3.14) y (3.16) respectivamente, tenemos que

/ P2 = / h(z)é — clulP~2u ¢ = / WP e e WE(Q).
Q Q Q

Ademés, por ser funciones del WO1 'P(Q)) ambas se anulan en la frontera. Utilizando el Lema 3.14 en ambos
sentidos obtenemos u = v como queriamos. O

Finalmente enunciaremos algunos resultados sobre problemas de autovalores asociados al p-Laplaciano.

Lema 3.9. Sea 0 < c € LOO(Q? Yy sea m € LPI(Q) con 0 < m # 0. Entonces, existen un autovalor principal
positivo A\1(m, Q) >0 yu e WP (Q) que satisfacen

—(IW P72 Y + e(@)uP~t = Ay (m, Qm(z)uP~!  en Q
u>0 en ) (3.17)
u=0 en OSQ.

Mds ain, A1(m,Q) es dnico y simple. Una solucion u del problema (3.17) es llamada autofucidn principal
positiva asociada al autovalor principal positivo A\1(m,Q) y se cumple que u € C([a,b]), con (Ju'|P7%u') €
Whi((a,b)) y satisface la ecuacion ppx en .

Demostracion. Para la primer parte ver [CQ, Teorema 1] para el caso m > 0 en Q y [CQ, Proposicién 6
(iv) y Teorema 7 (i)] para el caso m > 0. La tultima parte del Lema (o sea, las propiedades de regularidad
de las autofunciones) se deduce aplicando el mismo razonamiento que en la prueba anterior del Teorema 3.8
utilizando que u € L>(Q) por [CQ, Remark 3]. O

En particular, tomando ¢ =0 y m = 1 en el lema anterior obtenemos

Lema 3.10. Sea Q := (a,b). Ezisten un autovalor principal positivo \(m,Q) > 0 y u € WyP(Q) que
satisfacen:
—(W P2 ) = A (m, QuP~t en Q

u>0 en € (3.18)
u=20 en OS2
Mds ain, A1(m,Q) es dnico y simple. Ademds, u alcanza su mdximo en xg := (a + b)/2 y es un miltiplo

positivo de la funcion sin,(m,(x —a)/(b— a)), donde 7, = 2r(p — 1)}/? /psin(n/p), la cual es estrictamente
positiva, simétrica y creciente en (a,xg).

Demostracion. Hasta el “ademds” sale de lo dicho anteriormente. El “ademds” puede encontrarse en [GP,
Seccién 6.3]. Para una definicién precisa de la definicién de sin, ver [Lind]. O
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3.2. Sobre el operador A, en {2 C R"

Cuando trabajamos en dimensiones mayores a uno el operador p-Laplaciano se define de manera formal
como
—Apu = —div (|Vu\p72 Vu) con 1 < p < oo.

Es facil notar que esto generaliza la definicién dada en la seccién anterior. Expondremos en este caso sélo
algunos resultados respecto del problema

{—Apu = h(z) en ) (3.19)

u=20 en 0f),

donde €2 C R™ es un abierto acotado y h € L”/(Q). Como es usual la nocién de solucién débil esta dada por

Definicién 3.11. (Solucién débil) Sea © C R™ es un abierto acotado, 1 < p < oo y h € L? (). Decimos
que u € WyP(Q) es solucidn débil del problema (3.19) si para toda v € Wy (Q) se tiene que

/ VP2 (Vu, Vo) = / h(zx)v. (3.20)
Q Q

Notar que, cuando trabajamos en dimensiones mayores que uno, pedimos que la funcién h € Lp/(Q) a
diferencia de lo que se vio anteriormente, donde solo exigfamos h € L%(f2), con ¢ > 1. La motivacién de esto
es andloga al caso unidimensional observando el funcional asociado

Tp(u) == /Q @ — h(z)u dz. (3.21)

La diferencia radica en que aqui sélo podemos asegurar que u € LP(f) (respecto de sus condiciones de
integrabilidad) y por lo tanto debemos exigirle mejores condiciones de integracién a la funcién h.

A continuacién expondremos los resultados andlogos al Teorema 3.2, el Teorema 3.5 y el Lema 3.14 para
el caso multidimensional. Es decir, existencia, unicidad y regularidad de la solucién, regularidad del operador
solucién o inverso del p-Laplaciano y un Principio de Comparacion. A diferencia del caso unidimensional, no
tendremos una féormula explicita de la solucién y las propiedades de regularidad requerirdan mayores exigencias
respecto al espacio de salida del operador solucién. Las demostraciones en algunos casos son significativamente
més dificiles y por ello sélo mencionamos las referencias para el lector interesado.

Teorema 3.12. Sea Q@ C R™ un abierto acotado. Sean 1 < p < co y h € L1(Q), con q € [p/,0]. Entonces,
existe una unica solucion débil u € W&’p(ﬂ) de (3.19). Mds atin, si ¢ > n, entonces u € CH*(Q), para algin
€ (0,1). Ademds, en el caso particular que h = cte tenemos ain mejores condiciones de regularidad ya que
obtenemos |Vu|P~2Vu € Wﬁ)’f(Q)
Demostracion. La existencia y unicidad se obtienen mediante técnicas de minimizacion del funcional de
energia (3.21), una demostracién completa se puede ver en [BS, Teorema 2.6.8]. Para el “mds atn”, consultar
[PZ, Proposicién 2.1]. Allf se demuestra que u € C1(2) pero con la misma demostracién se puede ver que
u € CH2(Q), para algtin a € (0,1). Para facilitar la lectura en caso que el lector esté interesado mencionamos
que los resultados necesarios (particulares) de los papers citados en dicha demostracién son [GV, Proposicién
1.3] y [Lieb, Teorema 1]. Para el “ademé&s”, cuando h = cte, ver [DaSc, Corolario 2.2]. O

Teorema 3.13. El operador solucidn o inverso del p-Laplaciano, denotado por S, es continuo y compacto
como operador S : L>(2) — C1(Q).
Demostracidn. Esto se encuentra probado en [A, Proposition 2.1 (iii)]. O

Finalmente el Principio de Comparacién es exactamente el mismo que en el caso unidimensional reem-
plazando las derivadas unidimensionales por gradientes.

Lema 3.14. [G'P, Corolario 6.5.3] (Principio de Comparacion) Sean u, v € W, P(Q) tales que u < v en 9Q
y —Apu < —Ayv en sentido débil en Q, esto es,

b b
/ |VulP~2(Vu, Vo) < / IVul|P~2(Vo, V) para toda 0 < ¢ € Wy (Q).

a

Entonces, u < v en .
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Teorema 3.15. [PS, Teorema 1.1.1] (Principio del Mdximo Fuerte) Sea & C R™ un conjunto abierto,
acotado y conexo. Sea u € C*(Q) satisfaciendo —A,u > 0 en sentido débil en Q yu >0 en Q. Si u(xg) =0
en algin punto xg € 2, entonces u =0 en €.

Lema 3.16. (Boundary point lemma para el p-Laplaciano) (Lema de Hopf para el p-Laplaciano) Sea Q@ C R"
con la propiedad de bola interior. Sea u € C'(Q) satisfaciendo —Ayu > 0 en sentido débil en QL yu > 0 en (.

Si u(zo) = 0 en algin punto xo € 0, entonces Oyu(xg) < 0, donde 1 es el vector normal unitario exterior a
of.

Demostracion. Resulta de adaptar el [PS, Teorema 5.5.1] al caso del p-Laplaciano. O
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Capitulo 4

Sub y supersoluciones

4.1. Teoremas de sub y super soluciones

En esta secciéon introducimos los teoremas que utilizaremos en la mayoria de nuestras demostraciones.
Comenzaremos estableciendo las hipétesis necesarias sobre el problema a tratar, definiremos las nociones de
solucién débil, y las de sub y super soluciones débiles y finalmente daremos dos teoremas que nos daran
existencia de soluciones en presencia de sub y supersoluciones bien ordenadas.

Sea Q un dominio acotado en R™ con frontera 0f) y sea A un operador quasilineal eliptico de segundo
orden en forma de divergencia:

(Au)(z) := Z ai (A;(z,u(x), Vu(zx))) para todo = € (4.1)

donde A; (i=1,...,n) satisface las siguientes condiciones:

Al Cada A; : © x R x R" — R satisface las condiciones de Carathéodory, i.e. A;(x,t,&) es medible en
x € Q para todo par (¢,£) € R x R™ fijo y continua en (¢, &) para casi todo z fijo en .

A2 Existen constantes p € (1,00) y ¢ > 0, y una funcién kg € LPI(Q), con p’ =p/(p— 1), tales que, para
i=1,..,ny para casi todo x € Qy (£,£) € R x R,

[Ai(a )] < ko) + o[t + g7,

A3 Para casi todo z € Q, todot e Ry &, & € R™ con £ # ¢,

3 (Al t,€) — Az, 1,€1) (€ €) > 0.

i=1

A4 Para algin a >0y k; € Li"'(Q), para casi todo z € Q y todo par (¢,§) € R x R",

S Aila .6 > alel — ki (@),

i=1

Observacién 4.1. Si .

Au = Z (aij(x)uxj)m ,
ig=1

n

entonces (Al)-(A4) se cumplen con Au =3 ;_, a'(z)ug, y p =2, siempre que a” € L=(Q) y

Z a’(2)&&; > o \§|2 V¢ € R™ y para casi todo x € Q.

ij=1

33
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Observacion 4.2. Si .

Au = div(|Vul"? Vu) = Y (|vu|P*2 u) :

X T
=1

entonces (A1)-(A4) se cumplen con A;u = |VulP ™2 ug,. O

i

Como una consecuencia de (Al) y (A2), la forma semilineal
a(u,v) = Z/ A (x, u, Vu)vy, d
=179

estd definida en W1P(Q) x WLP(Q).
Consideremos ahora el problema de valores en la frontera dado por

{—Au + f(z,u,Du) =0 en (4.2)

u=20 en 0f),

donde A estd dada por (4.1) y f es una funcién Carathéodory. Definiremos a continuacién qué entendemos
por solucién débil de (4.2).

Definicién 4.3. (Solucién Débil) Diremos que u € W, () es una solucién débil de (4.2) si f(z, u(z), Vu(z))
pertenece a LP (Q) y

a(u, @) + /Q flx,u, Vu)g de =0 Vo € Wy P(Q). (4.3)

Definicién 4.4. (Sub y Supersoluciones débiles) Una funcién v es llamada subsolucién débil de (4.2) si
veWhP(Q), v <0en A, f(x,v(z), Vo(z)) pertenece a LP () y

a(v,®) + /Q f(z,v,Dv)p de <0 Vo e Wol’p(Q) con p >0 ppx €, (4.4)

donde por v < 0 en 9 entendemos v* € WO1 "P(Q). Anédlogamente, una funcién w se dice supersolucién si
we WP (Q), w>0en I, f(x,w(z), Vw(z)) pertenece a L' (Q) y

a(w, ) + /Q flx,w, Dw)p dz >0 Yo e WyP(Q) con ¢ >0 ppx €, (4.5)

donde por w > 0 en 9 entendemos w= € WP (Q).

Teorema 4.5. (Teorema de sub y supersoluciones débiles)(Version no singular) Supongamos que v y w son
sub y supersoluciones débiles de (4.2), respectivamente, y v < w ppx € Q. Supongamos ademds que existen
una constante ¢; > 0 y una funcidn ki € LP () tales que

(@, ,)] < k() +ex €77 (4.6)

para casi todo x € §, todo & € R™ y todo t € [v(x), w(x)]. Entonces, (4.2) tiene una solucidn débil u que
satisface v < u < w ppx en .

Demostracion. [D, p. 41] O

Observacion 4.6. Consideremos problemas uniformemente elipticos de la forma

= X0 (09 @)u,) 300 (@), + cw)u =m(z)ut Q (4.7)
u=0 o9, .
cong>0,meL"(Q),conr=2sin=10n<r<oosin>1,a" b ce L®),ytomemos p=2en las
definiciones dadas anteriormente.
Si existen sub y supersoluciones bien ordenadas v < w, ambas en L (2) N W12(Q), es facil ver que, por
la Observacién 4.1, y tomando f(z,t,€) := m(z)t? — > """, b*(x)& — c(x)t, se cumplen las hipétesis necesarias
para aplicar el Teorema 4.5. Por lo tanto, eso serd suficiente para que exista solucién de (4.7). O
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Observacion 4.7. La observacion anterior también es valida para problemas de la forma

{_di”(|V“|p2 Vu) + c(@)u = m(z)u?  Q (4.8)

u=20 09,

con0<g<p—1,me Lp/(ﬂ) y ¢ € L*(Q), cuando tenemos sub y supersoluciones bien ordenadas v < w,
ambas en L>(Q) N W1P(Q). Para demostrar esto, sélo hace falta ver la Observacién 4.2 y tomar f(z,t,£)
como en la observacién anterior con b* = 0 en Q. O

En esta tesis utilizaremos el Teorema 4.5 para resolver problemas como los dados en las dos observaciones
anteriores. En estos casos, tenemos una ventaja adicional dada por el siguiente lema.

Lema 4.8. [D, Lema 4.10] Sea A un operador quasilineal eliptico de seqgundo orden en forma de divergencia
como en (4.1). Supongamos que valen (A1) — (A4) para A; y también que

(A5) Ai(x,t,€) = Ai(x,€) es independiente de t (para cada i =1---n).
Si vy y va son subsoluciones débiles de (4.2), entonces la funcion v dada por el mdzimo entre vy y va,
v := max{vy, va},

es subsolucion débil de (4.2). Similarmente, si wy y wo supersoluciones débiles de (4.2), entonces w =
min{wy,we} también lo es.

Notemos que el Teorema 4.5 no es aplicable a problemas de la forma

{—Apu = f(z,u) en® (4.9)
u=0 en 0N)

cuando la funcién f(z,-) es singular en 0, en el sentido que
lim f(z,t) = oco. (4.10)
t—0

Como también estamos interesados en problemas singulares, daremos otro teorema de sub y supersolucio-

nes con una condicion mas relajada sobre f. Empezamos debilitando ligeramente los conceptos de sub y
supersolucién.

Definicién 4.9. Una funcién v € C1(Q) N C(Q) es una subsolucién de (4.9) si
(i) v>0enQ,v=0en 0Ny
(ii) para todo ¢ € C(Q), ¢ > 0,

/ VP2 (Yo, Veyda < / f(r,v) .
Q Q

Anilogamente, decimos que w € C1(Q) N C(Q) es una supersolucién si
(i) w>0en Q, w=0en 9Ny
(ii) para todo ¢ € C(Q), ¢ > 0,

/|Vw|”*2 <Vw,V¢>dm§/f(x,w)¢dx.
Q Q

Finalmente, para problemas singulares tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. (Teorema de sub y supersoluciones débiles)(Version singular) Supongamos que v y w son
sub y supersoluciones respectivamente de (4.9), en el sentido de la definicion anterior, que cumplen v < w

en Q. Supongamos también que existe una funcién ki € LY () tal que

|f(z,t)] < Fa(z) (4.11)

para casi todo x € €, todo £ € R™ y todo t € [v(z),w(z)]. Entonces, existe una u € C*(Q) N C(Q) solucion
de (4.9) conv <u < w.
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Demostracion. Ver [LS, Teorema 4.1] O

Finalmente, hacemos notar que, para hallar subsoluciones para problemas singulares, utilizaremos el
siguiente teorema de punto fijo.

Teorema 4.11. (Teorema de Schauder) Sea X un espacio de Banach, ) # K C X un conjunto cerrado,
acotado y convexro, y F': K — K un mapeo continuo y compacto. Entonces, existe un punto fijo de F'.



Capitulo 5

Problema sublineal unidimensional

Dados a < 3, tomamos  := (a, 8) y sea m € L?() una funcién que cambia de signo en §2. Sea ¢ € (0, 1)
y sea L un operador diferencial uniformemente eliptico de segundo orden dado por

Lu := —a(z)u” + b(x)u’ + c(z)u, (5.1)

donde a, b € C(Q), 0 < c € L>®(Q) y a(z) > X > 0 para todo x € . Nuestro objetivo en este capitulo sera
analizar la existencia y no existencia de soluciones del problema

Lu=m(z)u? en
u>0 en {2 (5.2)
u=0 en 0,

donde el concepto de solucién estard dado por la siguiente definicion.

Definicién 5.1. Por solucién (fuerte) de (5.2) nos referimos a una funcién u € W22(Q) N W,*(Q), con
u > 0 en €2, que satisface la ecuacién ppx en ().

En contraste con los problemas superlineales (es decir, ¢ > 1) donde cualquier solucién no negativa (no
trivial) es autométicamente positiva, para los problemas sublineales como (5.2) esto es mucho menos claro,
incluso en el caso unidimensional.

El problema (5.2) ha sido considerado en [GK1] para el operador de Laplace. Alli varias condiciones
suficientes para la existencia de soluciones positivas han sido probadas asumiendo cierta simetria en m. En el
presente capitulo adaptaremos las técnicas utilizadas en dicho trabajo para obtener resultados en el caso de
un operador general. Mds precisamente, entre los Teoremas 5.10 y 5.14 damos 4 condiciones suficientes para
la existencia de soluciones estrictamente positivas. Cabe destacar que dichas condiciones son no comparables
entre si. Ademads, como una consecuencia de estos resultados, caracterizamos el conjunto de ¢’s tales que
(5.2) tiene solucién. Por otro lado, condiciones necesarias sobre m son establecidas en el Teorema 5.20.

En relacién con resultados previos que se encuentran en la literatura, mencionamos que en [HMV, Teorema
4.4] se demuestra que una condicién suficiente para que exista solucién de (5.2) es que la solucién ¢ del
problema Ly = m en €, ¢ = 0 en Y, satisfaga ¢ > 0 en . Aunque el resultado anterior es cierto también
para el caso n-dimensional, esté lejos de ser una condicién necesaria en el sentido que existen ejemplos donde
(5.2) tiene solucién pero con la correspondiente ¢ satisfaciendo ¢ < 0 en 2 (ver [GK1]).

Finalmente, para el correspondiente problema en el caso n-dimensional, considerando el operador Lapla-
ciano, resultados de existencia de soluciones pueden encontrarse en [GK2] ademads del ya citado [GK1], como
asf también en [KQU]. En este tltimo se ve que existe solucién de (5.2) para todo ¢ suficientemente cercano a
1, y més atin, la solucién estd en el interior del cono positivo en Cg (). Este hecho, para un operador general
en el caso unidimensional, se desprende a su vez de las condiciones suficientes dadas en este capitulo.

5.1. Resultados auxiliares

Una primera observacién es que, como a(x) > A > 0 para todo x € Q y a € C(f), consideraremos sin
pérdida de generalidad que L estd dado por

Lu = —u" + b(z)u' + c(z)u, (5.3)

37
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con by ¢ como ya especificamos.

Observacién 5.2. Es inmediato verificar que (5.2) posee una solucién si y sélo si tiene una solucién con 7m
en lugar de m, para cualquier 7 > 0. O

Ya que emplearemos las técnicas de sub y supersoluciones de la Seccién 4.1, por comodidad, reescribimos
los conceptos de sub y supersolucién adaptados al caso unidimensional y en particular al problema (5.2).

Definicién 5.3. Decimos que 0 < v € W12(Q), es una subsolucién (débil) de (5.2) si
/ V' +bv'd 4 cvp < / mu?¢ para todo 0 < ¢ € Wy *(Q)
Q Q
y v =0 en 9Q. Analogamente, decimos que 0 < w € W12(2) es una supersolucién si cumple

/ w' ¢ 4 bw'e + cwep > / mwi¢ para todo 0 < ¢ € Wy()
Q Q

y w > 0 en 0S.

Veremos a continuaciéon que es facil hallar supersoluciones arbitrariamente grandes, en el sentido que
explicaremos abajo.

Lema 5.4. (Eristencia de supersolucion arbitrariamente grande) Si m™ # 0 entonces el problema (5.2) tiene
una supersolucién arbitrariamente grande, es decir, para todo k € R~ existe una supersolucion w € WH2(Q)
cumpliendo w > k en Q. En particular, dada cualquier subsolucién v € C(Q) siempre es posible hallar una
supersolucion w > v.

Demostracion. Sea u > 0 una solucién fuerte de Lu = m* en Q, u = 0 en 9. Sea k > (||ul|oo + 1)/ =9,
Entonces k(u + 1) es una supersolucién ya que

L(k(u+1)) > kLu > (k(||u||oo +1))Im™ > (k(u+1))%m  ppz en O (5.4)
yu==k>0en 0. O

El siguiente lema es una consecuencia directa de la férmula de integracién por partes y serd 1til para
“pegar subsoluciones” | una idea que aparece en casi todos los teoremas sobre condiciones suficientes para la
existencia de soluciones positivas.

Lema 5.5. Parai=1,---,n sea u; € W*%(x;_1,;) o u; € C*(w;_1,2;) N CH[xi_1,74]) tal que

wi(zi) = wipa(2:),  wi(a:) <ujpq(w) oy (5.5)

q

—uf +bu; + cu; <mul ppzr € (xi_1,x;) para todoi=1,--- ,n. (5.6)

Sea Q := (xg,x,) y tomemos u(x) := u;(x) para todo x € Q. Entonces, u € WH2(Q) y

/ u'¢ + bu'¢ + cup < / mu?¢ para todo 0 < ¢ € W01)2(Q)'
o Q

En particular, si también se cumple que u < 0 en 0N, entonces u es una subsolucion de (5.2).

Demostracion. Demostraremos este lema para el caso n = 2. La demostracién para n > 2 es andloga.
Por lo visto en la Seccién 1.1 sabemos que u € C(Q), mas atin u € W2(Q) con

o {u’l en (zg, 1)

- uhy en (z1,x2).

Sea ¢ € C°(2), entonces

[ @@= [ u@dais s [ s @ (51)

0 o 1
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Aplicando integracién por partes en el primer término de la derecha obtenemos

1

/ml W (2)¢ (z)dz = ) (z1)p(a1) — / W (2)(x)d.

Zo

Para el segundo término del miembro de la derecha en (5.7) vale lo andlogo y juntando ambas cosas tenemos

X2

/:1 v (2)¢ (x)dx = ¢(x1) (u)(z1) — uy(xq)) / ul x)dx — /z uh () ¢(z)da.

0 1

Por tltimo, por hipétesis (5.5) (5.6), se sigue

x2

/xz o (2)¢' () + (b(z)u (z) + c(z)u(x))d(x)dz < /xl m(x)uf(z)p(z)dz + / m(x)ud(z)p(z)dz

0 xo x1

_ / " (@)t () () da

Zo

Cuando utilicemos el lema anterior para construir subsoluciones de nuestros problemas, la hipdtesis (5.5)
serd consecuencia del siguiente resultado.

Lema 5.6. Dados a < zo < z1 < B, definimos Q1 = (a,z1), Q2 = (w0, 71) y Q3 := (0,8). Sean
u; € CH(S), coni=1,2,3, funciones que satisfacen

u1 () = ug(wo) = ua(w1) = uz(B) =0,
u; >0 en §;, parai=1,23,

[lulloos [lusloe <1 = [[ug]|oo-

Entonces, existen g < o < T < 1 tales que

ur(zg) = u2(zg),  u2(F1) = us(T1),
/ < / ! (— < ! (— (58)
uy(zo) < us(zy), uy(T1) < ug(Th).
Demostracion. Elijamos
o :=sup{z € Qo : u1(y) > ua(y) para todo y € (xo, x1]},
y:=mix{x € Oy : ug(x) =1},
y:=min{r € Qy: us(r) =1}.
Observamos que tal z, € Qs existe ya que ug(a) = uz(zo) =0y u1(z1) <1 = ||u1]]oeo. Més atin, como u; y

uy son funciones de clase C?, de la definicién de z, se sigue que

uy(zg) = ug(zg) vy uy(zg) < un(zp).

Para la ultima desigualdad es suficiente notar que

ui (@) —u(zg) _ uz(x) — ua(zg)
r—Zy a T —Zy

para todo x € (zo, ;). También es claro que 2, < y. Andlogamente, existe 1 € Qs tal que uz(T1) = u3(7)
y uh(T1) < uh(Zy), y satisface Ty > . En particular z, < Tj. O

Los siguientes lemas dan algunas cotas superiores para la norma L de la solucién no negativa de (5.2).
Para evitar sobrecargar la notaciéon de ahora en adelante escribimos

B, () = ela b(r)dr, B,(x):=e" J& br)dr,

Lema 5.7. Sea 0 <u € W22(Q) tal que Lu < mu? en €. Entonces

l[ul| Lo ) < [ / B, (z)||m*B, ||L1(a$)dm]1/(1 Q) (5.9)
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Demostracion. Ya que B,,, v’ € WH%(Q), podemos aplicar la regla de diferenciacién del producto y obtener

_(Bau/)/ < _(ﬁau/)/ +Eacu
= B, (—u" +bu’ + cu)

< Bymu? < Bym*[ull%. o).

Integrando en («a, z) para x € (a, 8) (ver Teorema 1.13) y notando que B, (a)u'(«) = v'(«r) > 0 obtenemos

=B, (@)’ (x) < ||ullfe o /m B, (tym™ (t)dt.

Dividiendo por B, (z) > 0 e integrando ahora en (y, ) para y € («, 3), ya que u(8) = 0, obtenemos

0= M0 < B [ B, @i para todo y < (0,

= q
[[ul] % (Q)
de lo cual se sigue el lemma. O
Sean
Mt ={zeQ:m>0} ¥y M~ :={zeQ:m<0}. (5.10)

Lema 5.8. Sea 0 < u € W22(Q) tal que Lu < mu? en Q y sea M+ dada por (5.10). Sic >0 en M7,
entonces

m*(z)
wl| ey < | sup /(=a)
H ||L (Q) [ze L C(.’IJ) ]

Demostracion. Sin pérdida de generalidad asumimos u # 0. Més atin, supongamos primero que ||u| ) >
1. Sea zg € Q un punto donde u alcanza su méaximo absoluto. Entonces existe un § > 0 tal que u > 1 en
Is(xzo) := (o — 9,20+ 9). Existen también x1, xo € Is(xo) que satisfacen 21 < zo < z2 y u/(z2) <0 < u/(x1).
Tenemos que

—(B,u') + B,cu < Bymu? < B,mTuf en Q

y por lo tanto en I5(zg) obtenemos —(B,u') < B, (m™ — c)u (pues u > 1 en I5(zg)). Integrando en (1, x2)

obtenemos .

0 < Bo(an)u (a1) — Bo(wa)u (2) = /

1

@< [ " Bt - ou. (5.11)

Como u > 1en (z1,22) y B, > e~ Moo (@2—0) o (21,22), de (5.11) se sigue que existe un E C (x1,z2) con
|E| > 0 (medida de Lebesgue) tal que m™(x) > c(x) ppx en E. Més atin, debido a que ¢ > 0 ppr en M T
debe valer que m™ > 0 ppz en E. En particular, E C M ™ y por lo tanto

m* () m*(z)
s e e R e

(5.12)
Sea ahora u como en el enunciado del lema y tomemos € > 0. Entonces,

L(Hun:—e) < Tl == (||u|i—e)q'

Aplicando la primera parte de la prueba con m/(||ul|sc —)*™7 y u/(||ul|sc — €) en lugar de m y u respecti-
vamente, de (5.12) deducimos que

_ mt(z
(l[ulloo =)' 79 < sup )7
zeM+ C 37)

y como € es arbitrario, esto completa la prueba. O
Necesitaremos el préximo resultado cuando caractericemos el conjunto de ¢’s tal que (5.2) tiene solucién.

Lema 5.9. Supongamos que (5.2) tiene solucion u € W22(Q), y sea § € (q,1). Entonces, existe v € W22(Q)
solucion de (5.2) con § en lugar de q.
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Demostracion. Seay:=(1—q)/(1—4q). Sea0 < ¢ € C(Q), y sea ' un abierto tal que supp(¢p) C Q' CC Q.
Uno puede chequear que u” € Wy*(Q2)NW22(Q'). Més atin, notando que y > 1y v— 14 ¢ = 7§ encontramos
que
L") = —y(u"uv"™ + (v — Du"2(u)?) + byu? " + cu?

< yu? (=" 4 b’ + cu) < ) T tmaud

= ym(u”)? en Q.
Multiplicando la desigualdad anterior por ¢, integrando sobre €’ y usando la férmula de integracién por
partes obtenemos

Laryseswysras = [ (o) by +ack
< [ mwyie.

Ahora, sea 0 < v € Wy"*(Q). Existe una sucesion {¢, }nen € C°(Q) con ¢, > 0 en Q y tal que ¢, — v €
W12(Q) (ver Lema 1.40). Empleando la desigualdad anterior con ¢,, en lugar de ¢ y pasando al limite vemos
que u” es una subsolucién de (5.2) con ym en lugar de m. Entonces, teniendo en cuenta el Lema 5.4 y la
Observacién 5.2, obtenemos una solucién v € W,y *(2) de (5.2), y por el Lema 2.10, v € W22(9Q). O

5.2. Resultados principales

De ahora en mas consideraremos Cy la constante dada por

_2(1+4q)
Cy = = (5.13)

y, para cualquier intervalo I, A1(m, I') denotard el autovalor principal positivo para m en I. Notar que Cy = 0o
cuando ¢ — 1.

CONDICIONES SUFICIENTES

Teorema 5.10. Asumimos b = 0. Sea m € L*(Q) con m~ € L>(Q) y supongamos que existen a < xg <
x1 < B tales que 0 F m >0 en I := (zg,x1). Sea v := mdz{(S — o), (xr1 — )} y sea Cy como arriba.
(i) Si vale que
1
B )\1 (ma I) ’

m~ @) e lw el (5.14)

||c||L°°(Q) Cq

entonces existe una solucion u € W22(Q) del problema (5.2).

[[m~ Lo () 1
_— 1-— o 1)< ——= 1
e (cosh [1/ (1= Dllllzmo] - 1) < 55, (5.15)

entonces existe una solucion u € W22(S2) del problema (5.2).

(1) Si vale que

Demostracion. A partir del Lema 5.4 y la Observacion 5.2 es suficiente construir una subsolucién u estricta-
mente positiva en {2 para el problema (5.2) con 7m en lugar de m, para algin 7 > 0. M4s aun, sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que o < g < 1 < S (de hecho, de la prueba que daremos a continuacién
quedard claro cémo proceder si 2o = « 0 1 = [3). Para dar tal u emplearemos el Lema 5.5 con n =3y 7m
en lugar de m en (5.2).

Consideramos uy > 0 con |[uz|| (o) = 1 la autofuncién positiva principal (normalizada) asociada al peso
m en I, esto es, satisfaciendo

Luy = M (m,)muy en I
uy =0 en OI.
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Como m > 0 en I, para 7 > 0 tenemos que Lug = \j(m, I)mug < Tmug cuando
A(m,I) <. (5.16)

Por otro lado, supongamos que vale (5.14) y tomemos 7 satisfaciendo

[lm~ [[= (o) 2 |lel 2 (2 1 1
—————sgenh” |y ——| <= < ——. 5.17
el oo () C, T 7 A(m,I) ( )
Notar que en particular vale (5.16). Sea = € [a, 1] y definimos
T||m7||L°°(Q) ||C||L°°(Q)
f(z):= senh (x—a)l.
llell poe o) Cy

Se puede ver que Cy(f')?—||c|[ Lo (@) f2||m ™ ||Lo (@) = T en (a, 1). Més atin, f(«) = 0, y para todo z € (a, x1),

f(z) >0y f, f” > 0. Fijando k := () tenemos

kg=k—-2, k(k—1)=C,. (5.18)
Ahora consideramos u; := f*. Teniendo presente (5.18) y los hechos mencionados previamente, se sigue que
Luy = —k[(k = )f*2(f)* + [ + ef

< =Cof* ()7 + lelloo £*

= —f"?llm |l

<7mui en (o, ).

(5.19)

Més atin, como f es creciente tenemos que ||u1||oo = [f(x1)]*. Entonces, usando la primera desigualdad en
(5.17) y el hecho que 1 — a <, uno puede verificar que ||uq||oo < 1.
De manera similar, si para € [z¢, 3] definimos u3 := g*, donde g estd dada por

g(x) := CREOIE

THm_HLoo(sz) h|:||c||L°°(Q)
||C||L°Q(Q) Cq

se tiene Luz < 7mud en (20, 8), ||[uslloo < 1, uz(B8) =0y us(xz) > 0 para = € (x¢, ). Observamos que, por
el Lema 5.6, existen z,,7; € I, con 2, < 71 tales que

ui(zy) = u2(zy) ¥ ull@o) < ué@o)a

up(Ty) = uz(T1) y  uy(T1) < up(T).

Por lo tanto, definiendo u por
ur en [a, g
ui= < us en [x,,T1]
uz en [T1,[]
tenemos que u = 0 en 99 y u satisface la hipétesis del Lema 5.5, por lo que queda probada la parte (i). Cabe

mencionar que si zg = «, entonces para construir « s6lo usamos us y us, y si 1 = 8 no necesitamos us.
Probemos ahora la parte (i7). Consideramos ug como antes. Fijamos 7 tal que

[lm~ [[= (@) ( 1 1
- cosh[’y 1—q)lle||pe ]—1)§f§7. 5.20
llell 2o () ( el (o) 7= a0 1) ( )
Tomamos k := —— y para € [a, x1] definimos

(1-9)
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Entonces, f(a) =0, f > 0en (a,21) y f > 0. Més atin, de la primera desigualdad en (5.20) resulta ||u1|]oo < 1
y también se puede observar que kf” — ||c||oof = T||/m 7 ||s. Definimos ahora u; := f*. Observando que
kq =k — 1, se deriva que

Luy = —k[(k = 1) f*2(f")2 + f* " + ef*
—kfF N2 A+ el o £
= —* | lm e

<tmul en (a,z1).

IN

Del mismo modo, si x € [zg, 3] tomamos uz(z) := g¥, donde g viene dada por

_ Tlm e [ llellos (5 | —
g(x)'_il\cl\oo < h[ . (B )] 1>7

y entonces se tiene Lug < 7muj en (x¢, 3), ||us|lec < 1, uz(8) =0y usz > 0 en (xo, 3). Luego, la prueba de
(7) puede ser terminada como en la parte (7). O

La parte (i) de este teorema serd generalizada en el Capitulo 7 para operadores que involucran al p-
Laplaciano. Especificamente en el Teorema 7.10 parte (7).

Observacién 5.11. Mencionamos que las desigualdades (5.14) y (5.15) en las hipdtesis (i) y (i) respectiva-
mente, no son comparables. En efecto, primero verifiquemos que para ¢ &~ 1 (5.14) es mejor que (5.15). Sea

K :=v4/||¢||oo. Como

1
=(1- q )
VC, (1-9) 2(1+q)
es suficiente observar que
2 1
senh |:I€(1 - (]) 2(1+q) ) SenhQ(ﬁ(l _ q))

0< lim =0.

g—»1-  cosh [kyT—¢q] -1 ~ q—lgl— cosh(ky/T —¢q) —1

Ahora mostremos que para 0 < ¢ =~ 0 (5.15) es mejor que (5.14). Es suficiente probarlo para ¢ = 0 pues
la dependencia respecto de ¢ es continua en ambas desigualdades. Para ¢ = 0, (5.14) y (5.15) se vuelven
respectivamente

||m_||wsenh2<’€/\/§)§ 1

llefloo Ar(m, 1)’
[l Jloc (cosh(k) — 1)) < 1
llefloo ~ Aa(m, D)

y s6lo necesitamos ver que para todo z > 0 vale senh?(z/v/2) > cosh(z) — 1 (lo cual es facil de verificar). [

Observacién 5.12. Si en (5.14) tomamos limite para ||c||p~(q) — 0, llegamos a la condicién
ol _ 1
— o) < ———. 5.21
Cqu Iz QI wem) (5.21)

Esta condicién aparece para Lu = —u” en [GK1, Teorema 2.1]. O

Observacién 5.13. En el enunciado del Teorema 5.10 uno puede reemplazar la condicién (5.14) por

[/m ™| L~ (o) 2 lell Loe (a1 1
To———senh” |y < 5.22
el oo (a1 o A1(m, T) ( )

c<mt en MT, (5.23)
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donde M T y M~ estan dados en (5.10). En efecto, observamos primero que si vale (5.22) entonces razonando
como en (5.19) se puede comprobar que Lu; < t7mui en (z9,8) N M~. Por otro lado, si se cumple (5.23)
entonces, como en la prueba del teorema elegimos f que satisfaga f” > 0y ||f*||o < 1, tenemos que
Luy = =k [(k = 1) f*2(f") + ¥ "] 4 ef*
<cff <m*fr
<mtf* =mud  en (2o, )N MT.

Razonando de manera analoga para us se puede concluir como en la prueba del teorema. Una observacion
similar es valida para (5.15). O

Teorema 5.14. Sea m € L*(Q), supongamos que existen a < xo < x1 < B tales que 0 Z m > 0 en
I := (x0,71), y sea Cy la misma constante dada en (5.13).

(i) Sim~ € L>=(Q) y se satisface

(1l|Ball L= ())? _ 1
0< e —— (5.24)
Cq = llellzee @) (wl|Ballze()? = Xi(m, 1)
donde - B
W = mdz {[[BallLt (@.21): [ BallLt (50,8) } »
entonces existe una solucion u € W22(Q2) de (5.2).
(i) Sic=0 y se satisface
1
1-— < — 5.25
(A= OM< o, (5.25)
donde
B__ o ®y _
M= mdx{/ Bo(z)||m™ Bal| 11 (2, dz, / Ba(x)||mBa|L1(a7x)dx},
o «

entonces existe una solucion u € W22(2) de (5.2).

Demostracion. La prueba sigue de las ideas de la demostracién del Teorema 5.10 y por lo tanto omitiremos
algunos detalles. Comenzaremos probando la parte (i). Primero tomamos us como en el ya mencionado
teorema y elegimos 7 tal que

_
Al(m?l)'

(Wl|Ball Lo (9))?
Cq = llell Lo @) (|| B ol ()

wia)= (o [ Ba<y>dy)k,

_ 1/2
1Bol7 o o (Tlm™ ML= (o) + el L=(0)) L 1
o ’

_ 1
)QHm ||L°°(Q) < ; <

Para z € [, x1] definimos

donde

Se tiene que uj(a) =0, u3 > 0 en (a,21) y que uy es creciente. Mds atin, luego de algunos cémputos uno
puede verificar que ||[ui]loc <1y

x

— (B, (x)u/(z)) < —k(k —1)0? <a/a Ba(y)dy>k23a(x)

kq
< NBullzm@ (Fllmllm(oy + el =) <a / Ba@)dy)

< B, (rm — c)ul < B, (rmuf — cuy);
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esto es, Lu; < 7muf en (o, z1). La existencia de us se sigue de forma similar.

Probemos ahora la parte (i7). Consideramos 7 tal que

1 1
1-gM< p < W (5.26)

Para z € [, x1] definimos

= k
w(x) = (a / B.(y)|m" B, +lel<a,y>dy> :

donde
1

Tomando ¢ suficientemente chico y usando (5.26) se puede ver que |[|u1]|e < 1. Ademads, haciendo algunos
céaculos se llega a

c=171-q), k: y €>0.

T k—1
— (By(2)ur/(z)) < —ko® (/ Ba(y)llm™B, + €|IL1<a,y>dy) (m™ (z)B,(z) + €)

x kq
<o @B (o [ Balln B+ ellrian s
(03
< 7B,muf.
Andlogamente se puede definir uz y podemos concluir la pueba de la parte (ii). O]

Observacién 5.15. Las desigualdades en las hip6tesis de las partes (i) y (i4) nuevamente no son comparables.
Esto se debe a que una involucra la norma en L>° de m™ y la constante Cy, mientras que la otra no.

Observacion 5.16.

(i) Se puede verificar que (5.14) es mejor que (5.24) cuando b = 0 (notando que en dicho caso B, = B, = 1
¥y % = 7). Si ademds ¢ = 0, (5.24) se convierte exactamente en (5.21), esto es, la condicién se deduce
del Teorema 5.10 para el operador Laplaciano.

(ii) En el caso en que b =0, (5.15) puede leerse como

B z1 1
(1-q) maX{/M Hm_HLl(tﬁ)dt,/a [lm ™| a,pdt < Alm,I} ; (5.27)

que es sustancialmente mejor que la condicién dada en [GK1, Teorema 2.1] para Lu = —u”. Ademas,
(5.27) claramente no es comparable (por la misma razén que en la obervacién previa) con las desigual-
dades del Teorema 5.10 en el caso en que ¢ = 0.

O

Corolario 5.17. Sea 5
Kb ::/ Ea(x)HEaHL?(a,x)dx-

m

Si (5.25) vale con — ¢ en lugar de m, entonces existe una solucion u € W2(Q) de (5.2).

Kpllm*||L2 (o)
Demostracion. Aplicando la desigualdad de Holder en (5.9) se puede ver que ||u|\};;q(m < Im™ | 2205 Kb

para toda subsolucién no negativa de (5.2). Consideremos 7 := 1/(Ky||m™||12(a,8)) ¥ sea u la solucién de
(5.2), con 7m — ¢ en lugar de m, dada por (i) del Teorema 5.14. Se sigue que ||u||cc < 1y luego

—u" 4+ bu' = (tm — c)uP — cu.

Usando la Observaciéon 5.2 se concluye este corolario. O
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Observacion 5.18.

(i) Dados cualquier operador L y cualquier m € L?(Q2) con 0 # m > 0 en algiin I C €2, podemos notar
que el corolario previo implica que (5.2) tiene solucién si ¢ es suficientemente cercano a 1.

(ii) Dados cualquier operador L y cualquier m € L?(Q) con m™ € L>=(Q) y 0 Zm > 0 en algin I C Q,
podemos observar que (5.24) dice que (5.2) posee una solucién para m := mxq—s + kmxy si k > 0 es
suficientemente grande.

O

Corolario 5.19. Sea m € C(M*T)NL?*(Q) con m* #£ 0 y sea P el conjunto de los q € (0,1) tales que (5.2)
admite alguna solucion v € W22(Q). Entonces, P = (0,1) o bien P = (q,1) o bien P = [g,1) para algin
q > 0.

Demostracion. De la parte (i) de la observacién anterior se tiene que P # ). Sea ¢* := (inf{P}. Si P # (0,1),
el Lema 5.9 implica que ¢* > 0 y que (5.2) tiene solucién para ¢ > ¢*. Entonces, o bien P = (¢*,1) o bien
P =[¢*,1) O
CONDICIONES NECESARIAS
Escribimos
IR(.T()) = (xo —R,xo+ R),

T = {Ir(wo) : m <0 en Ig(wo)}. (5.28)

Teorema 5.20. Sean C, e T los dados previamente. Supongamos que existe u € W*%(Q) solucidén de (5.2).

FEntonces,
2
Vo ]

[[BallLo (1r(z0))

zo—O—Ri zo
p—— / Baly)dy, / Baly)dy s -
x0 zo—R

Sea M dado en (5.10). Si ademds ¢ > 0 en M+, entonces (5.29) debe también valer con Cysup, ¢ pr+ {

sup

B_
inf m~ SC’q/ Bo(z)|lm™ B, || 11 (0,0 dz, (5.29)
Ir(zo)ET «

Ir(z0)

donde

"ol

en el lado derecho de la desigualdad.

Demostracion. Procederemos por el absurdo. Supongamos que (5.29) no es vélida y sea Ir(xg) € Z tal que

2

inf {m~). 5.30
fé?m){m } (5.30)

B__
c, / B ()] [m* By |11 (0 < |02
a ||B04||L°°(IR(m0))

Para x € Ir(zg), definimos una funcién w como sigue. Si z € [xg, zg + R], tomamos
xT o k
w(x) := <a/ Ba(y)dy> ,
o

, B 1/2
nfr, (zo) m ] k: 2
Cq”BaHQOO(IR(Io)) ’

wle)i= (o [ Baw)dy)k,

donde

y si x € [xg — R, x¢] tomamos
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con los mismos o y k. En el intervalo (xg,zo + R) se puede ver que

(Bw') — B,cw < k(k (/B ) 2§a

fr (n ka
< @y m” (U / Ba(y)dy)
||Ba||L°° (Ir(z0)) @

< B,m wf,

es decir, Lw > —m~w?. Lo mismo vale en (zg — R, o).

Sea u una solucién de (5.2). Afirmamos que v < w en Ir(xo). En efecto, si esto no ocurre, sea O := {z €
Ir(zo) : w(z) < u(z)}. Como Lu = —m~u? en Ir(zp), tenemos que L(w —u) > m~ (u? —w?) > 0 en O.
Sea T € 00. Entonces, w(T) = u(Z) o bien T =29+ R o bien T = z¢9 — R. SiT = 29 + R, por el Lema 5.7 y
(5.30) obtenemos

w(@)1 < Jfull g,
B__
< / B ()| [ Bl 13 (o

zo+R 2, _
Jao Baly)dy | infy,(ay)m
Cq

[BallLos (1(x0))

= w(z) 7.

Es posible dar la misma desigualdad si T = o — R. Entonces el Principio del Maximo nos dice que v < w en
O, lo cual no es posible. Luego, u < w en Ig(xg); pero u > 0 en Q y w(xg) = 0. Absurdo.

Para concluir la prueba notamos que la tltima afirmacién de este teorema puede ser derivada como arriba
aplicando el Lema 5.8 en lugar del Lema 5.7. O

Observacién 5.21.

(i) Del teorema anterior se sigue que dados b, m y ¢ fijos, existe 0 < ¢g € L>®(f2) tal que para toda
c € L>®(Q), con ¢ > ¢y, el problema (5.2) no admite solucién. Notamos que dados L, m y ¢ fijos con
0 m < 0enalgin I C 2, tampoco existe una solucién para m := myq_y + kmyxy si k > 0 es
suficientemente grande.

(ii) Observamos que (5.29) siempre es vélida para ¢ suficientemente cercano a 1. Mencionamos que esto
también se puede deducir de la Obervacién 5.18.

Como consecuencia de los teoremas anteriores podemos derivar un resultado de existencia para problemas
de la forma

Lu=m(x)f(u) en )
u>0 en (5.31)
u=0 en 0f)

para ciertas funciones f : [0,00) — [0, 00). Establezcamos la siguiente hipdtesis.

(H1) Existen constantes positivas k1 y ko, y g1 € (0,1) tales que

ki€ < f(€) < ko&? para todo € € [0, K],

B_
- [kl / Bo(2)[[m™ B, |11 (0.0 dx

y existen constantes positivas k3 y K,y g2 € (0,1) tales que

(&) < k3¢ para todo € € [K, 00).

donde
1/(1=q1)
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Notar que no hemos hecho suposiciones respecto de la monotonia o concavidad de la funcion f.

Corolario 5.22. Sea f que satisface (H1) y supongamos que (5.2) tiene una solucion con kym™ —kom™ en
lugar de m. Entonces, eziste una solucion u € W*2(Q) del problema (5.51).

Demostracion. Sea u la solucién de (5.2) con kym™t — kam™ en lugar de m. Se sigue del Lema 5.7 que
llulloo < K y entonces por (H1) deducimos que

Lu = (kym™ — kom™)u® < mf(u) en Q.

Por otro lado, sea ¢ > 0 la solucién de L = m™ en €2, ¢ = 0en 9. Sea k > max { K, (ks(||¢||oc + 1)%2)1/(1722) ]
Nuevamente por (H1) y razonando como en (5.4) vemos que

L(k(¢+1)) = km™ > ks(k(¢+1))"m" > mf(k(¢+1)) en,

vy queda probado el corolario. O



Capitulo 6

Problema sublineal en ) ¢ R"

En este capitulo estudiaremos cuestiones de existencia y unicidad de soluciones (no idénticamente nulas)
de problemas de la forma

Lu =m(z)ul en
>0 en ) (6.1)
=0 en 01,

donde ¢ € (0,1), © es un abierto acotado C1'! de R™, £ es un operador lineal eliptico de segundo orden y
m € L"(Q), con r > n, es una funcién que cambia de signo en €.

Notamos que en general la solucién de (6.1) no tiene por qué ser unica. En particular, el caso Lu = —Au
ha sido considerado en [BPT] para funciones m € C*(Q2) y soluciones u € C%*(Q2). Alli se demuestra
que tendremos unicidad si exigimos a la solucién ser estrictamente positiva en ciertos subconjuntos de 2 y
exactamente nula en otros. Sin embargo, es posible tener varias soluciones que sean no negativas en {2 (ver
nuevamente [BPT, Corolario 2.3]).

A su vez, también para el operador Laplaciano, en [DS1], se demuestra la unicidad (pero no la existencia)
de la solucién estrictamente positiva en ). Resultados de existencia de la misma, pueden encontrarse en
[GK1] y [GK2]. Siguiendo con el Laplaciano, en [KQU], se ve que la solucién de (6.1) es tnica para todo ¢
suficientemente cercano a 1 y més atin, que la solucién estd en el interior del cono positivo en C&(Q).

Para un operador general y m € C*(Q), en [DS2], se ve la unicidad (pero no la existencia) de la solucién
estrictamente positiva v € C?*(Q), mientras que condiciones necesarias y/o suficientes para la existencia de
soluciones estrictamente positivas, en el caso unidimensional, han sido dadas en el Capitulo 5 de esta tesis.

Los resultados principales de este capitulo son el Teorema 6.5, el Corolario 6.12 y el Teorema 6.13.

En el Teorema 6.5, generalizamos los resultados de unicidad de los trabajos mencionados a soluciones
estrictamente positivas en ciertos subdominios de ) para operadores lineales elipticos més generales que el
Laplaciano. A su vez, trabajamos con pesos m € L™(Q2) y la teoria de soluciones fuertes en lugar de clésicas.
Cabe destacar que dicho teorema implica en particular que, de existir, hay una unica solucién estrictamente
positiva en el conjunto QT que definiremos formalmente luego, pero puede entenderse, en el caso donde m
es continua, como el conjunto donde m > 0.

En el Corolario 6.12 demostramos la existencia de la solucién estrictamente positiva en Q. Combinando
ambos resultados tendremos entonces existencia y unicidad de dicha solucién. Esto nos da una ventaja por
sobre la literatura preexistente ya que ahora podemos buscar directamente la solucién v > 0 en Q% y,
de encontrarla, esta nos dice exactamente si hay solucién estrictamente positiva en todo el dominio o no
analizando sus ceros.

Por dltimo, el Teorema 6.13 dice que, restringiéndonos a un operador autoadjunto, podemos hallar una
rama de soluciones positivas en Q7 deformando desde A = 0 al problema

Lu=(m*t —2xm™)u! enQ
u=0 en OS2 (6.2)
u>0 en Q7.

Maés atn, por Principio del Maximo, probaremos que para A suficientemente chico las soluciones seran es-
trictamente positivas. Ademads, si llamamos u) a la solucién asociada a cada A, tendremos que la aplicacion

49
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A — uy es decreciente y por lo tanto existird un Ag tal que para A < Ag existe solucion estrictamente positiva
de (6.1) y para A > Xy no existird solucién estrictamente positiva.

Cabe destacar que algunos de los resultados que expondremos seran validos también para no linealidades
de la forma m(x)g(u) en lugar de m(z)u?, donde g(s) se comporta de forma similar a s9. Ver condiciones
I-VII maés abajo.

6.1. Sobre la unicidad de las soluciones

Asumiremos que 2 C R" es un abierto acotado CHl y que m € L"(2), con r > n, es una funcién que
cambia de signo en (2. Definimos de manera precisa al operador £ por

= 0%u - ou
Lu=— Z aij(:c)m + Z bi(x) oz, + c(x)u
i=1

ij=1

con coeficientes a;; € C1(Q), b;, ¢ € L>(2), con ¢ > 0 en (.
Comenzaremos analizando la unicidad de soluciones no negativas (y no triviales) de problemas un poco
més generales que los mencionados al comienzo de este capitulo, dados por

{ Lu=m(x)g(u) enQ (6.3)

u=20 en 0f,

con g cumpliendo las siguientes propiedades.

) g € C%([0,00)) N C?((0,00)) para algin « € (0,1).

) g(s) >0 para s > 0.

) ¢'(s) > 0 para s > 0.
(1v) 9(0) =0,

) g(s) es estrictamente céncava en (0, 00).

)

)

ﬁ es no decreciente para s > 0.

Existe una funcién b : [0,00) — R dada por

Sl
h(s)::/ —— dtsis>0
0o 9(t)
h(0) := 0.
En particular, la funcién g(s) = s9, con 0 < ¢ < 1, cumple dichas propiedades. Otra posible funcién es,
por ejemplo, g(s) = s%(c + arctan(s)), con ¢ >0y 0 < g < 1.

Observacién 6.1. Notemos que de (1) y (V) se desprende que existen constantes Cy y C; tales que
g(s) < Cop+Cys Vse0,00). (6.4)

Veremos a continuacién la definicién precisa del conjunto Q% mencionado en la introduccién de este
capitulo. Daremos luego un lema que nos servird para clasificar las soluciones no negativas de (6.3). Usando
esto, describiremos ciertos conjuntos de soluciones donde buscaremos la unicidad. Todo esto nos servira para
poder enunciar el Teorema 6.5. Varios resultados que son usados en la demostraciéon de dicho teorema seran
enunciados y demostrados luego del mismo, no lo hacemos antes pues son resultados mas bien técnicos y
entorpecerian la exposicién del teorema.

Definicién 6.2. Denotaremos por Q2 al mayor subconjunto abierto de Q donde m > 0 ppr y asumiremos
de ahora en mas que

» Q7T tiene una cantidad a lo sumo numerable de componentes conexas Q;, ke M :={1,2,...,r}, con
r < oo,
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 |(supp mT) —QF| =0y

» todos los z € QT N cumplen la condicién de esfera interior respecto a Q7.
En particular, notemos que todo esto se cumple si tanto £ como Q7 tienen frontera C2.
Lema 6.3. Sea u una solucidn fuerte no negativa de (6.3), entonces

(1) u=0o0u>0 en cada U,

(1) siu>0enQf =u>0 enQiiﬁQ.

Demostracion. Notemos que Lu > 0 en QZ, entonces u no puede alcanzar un minimo no positivo a menos
que sea constante, de lo cual se desprende (i). Para demostrar (ii) tomemos zy € 5‘972' N Q con u(xg) = 0.
Como u alcanza su minimo alli deberfamos tener Vu(xzg) = 0. Por otro lado, en vista del Lema de Hopf,
Vu(zg) # 0, de lo que obtenemos un absurdo. Por lo tanto u(x) no puede anularse en 8972' N Q. O

Definicion 6.4.

(1) Para cualquier subconjunto I C M sea Sy la clase de soluciones fuertes de (6.3) que son positivas en
QF = Uper U,

(11) N; denota el conjunto {u € Sy :u=0en O —Qf }.

Teorema 6.5. Sea g una funcion que cumple las hipdtesis I-VII del comienzo de la seccion. Entonces, para
cualquier subconjunto finito de indices I C M, Ny tiene como mdximo un elemento. Si I C M es infinito, el

teorema sigue siendo vdlido siempre que QF C (Upeps UF) U 09.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones distintas uy, us € Ny. Sea
QO ={x e Q:u(z) > uz(z)}.

Como u; = ug en 91, entonces u; = ug en 0Q'. Sean v; = h(u;) para (i = 1,2). Por la monotonia de g
tenemos
vi >voen ), v = vy en 0.

Entonces existe un punto xg € ' donde la funcién diferencia
0= V1 — VU2

alcanza su maximo. Distinguimos dos casos.

(1) Supongamos va(zg) > 0 para algin xo € ' donde § alcanza su méaximo. Denotamos por W a la méxima
componente conexa de Q) := {z € Q' : va(x) > 0} que contenga a z(. (Notar que en W no necesariamente
se cumple u; = uy.) Entonces, § € WliZ(W) y por el Lema 6.7 con € = 0 y las hipdtesis sobre g tenemos

£20 = ()0 = g'(u1){AV 01 + v, V) = () [g(u;z) - g(uull):| o

con [(x) < 0. Por el Principio del Maximo Fuerte (Teorema 2.14) si § alcanza un méximo no negativo en el
interior de W tendremos que es constante en W y por lo tanto todas sus derivadas se anulan. Teniendo en
cuenta esto y la ecuacién (6.7) en la demostracién del Lema 6.7, con € = 0, obtenemos

—[g'(wn) — ' (u2)] {(AVun, Vo) = c(x) Mu) B g(”

de lo cual, por ser g’ decreciente,
A Vus|* <0, (6.5)

entonces |Vovi| = |Vua| =0y u; = cte, para i = 1,2 en W. Ahora, us es igual a u; en 9Q 6 ug = 0. Ambos
casos conllevan a un absurdo pues supusimos 0 # ug # uy en W.
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(ii) Supongamos ahora que vz(xg) = 0 para todo z¢ donde § alcanza su méximo. Probaremos primero que
xo ¢ QF y luego utilizaremos un argumento similar a (i) para llegar a un absurdo. Definimos

C:={zeQ :6(x)=20x0)}
Notemos que v =0y v; > 0 en C. Ademds, como u; € Ny, tenemos u; =0 = vy en QT — Q}r, entonces
CnQt—-Qf)=0.

De acuerdo al Lema 6.3 (ii), v3 > 0 en ﬁ N para todo k € I. Si 892‘ N 0N es no vacio, entonces u; = us,
por lo que § = 0 alli. De lo cual

cnai =9.
Como I es finito (o bajo la hipStesis QF C (Uyears Qi',:) U 9Q) lo anterior implica
cnat =9.

Ahora, como C' es cerrado, sabemos que estd a una distancia positiva de QF. Existe entonces un entorno
UDCtalque UNQt =0y d(x) >0 en U. Ademés, la monotonia de h implica

min(u; —ug) > 0, (6.6)
W

con W componente conexa de U. Se puede tomar dist(C,0U) > 0, por lo que dist(C,0W) > 0 y existe un
b < 0(zo) tal que 6(z) < b < §(xp) para todo x € OW. Definimos

voe := h(ug + €),

(55 = V1 — Ve
Entonces 6. < § en Q. Por (6.6) se puede elegir € tal que

Uy > Uz + €,
(5(.’1?0) >b

de lo cual se desprende que 0.(z) < §(z) < b < d:(xo) para todo x € IW. De aqui que J. no es constante
sobre W.
Por otro lado, por el Lema 6.7 y recordando que m(z) < 0 en W se tiene

L26. — 1(2)d: — g’ (u1)(AVv; + vo., V) =
U2 uy

ug +¢)  g(u ug + €

Utilizando el Principio del Maximo Fuerte, d. no puede tener un méaximo no negativo en W a menos que sea
constante, de lo cual obtenemos un absurdo. O]

A continuacién enunciamos dos lemas que se utilizaron en la demostracién anterior.

Lema 6.6. Sea 0 <u e W?"(Q),0<¢e yL como al principio. Definamos

u+e
Ve 1= h(u+£)=/ — dt.
0

Entonces

Lu u ,
Lo, ] + c(z) |:’UE - g(u+6)} + 4" (u+¢€)(AVue, Vug).

“glute)

Ademds, si u > 0, podemos tomar € =0 y la formula anterior sigue valiendo.
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Demostracion. Notemos primero que

Ove 1 ou
or;  g(u+e)ox;
v, g(ute) du Ou 1 0?u
Ox;0x; _gQ(u—l—E)aixjaxi g(u+¢) Ox;0z;
, v, Ov. 1 0%u
=—g'(u+te)

dz; 0z,  g(u+e)dx;0x;

Entonces

_ - o v, Ov, 1 0%u
L. = Za” () [ glute) Ox; 0x;  g(u+¢) 0x;0x;

bi(xz) Ou
* 2 v eyom + e

1 5%u S
= FIOES) {— Z az’j(a:)m + Z bi(x) De. + c(x)u}

B u - , Ov,. Ov,
+ C(l‘) |:’U5 g(u + 5):| + Z al] (Z‘)g (U + E) al,j axl
Lu

= + c(z) |:'Ua -

g(u+e)

glu+e)

} + ¢’ (u+ €){(AVo., V).

Esto prueba la primera parte del lema. Para el “ademas”, notemos que la hipdtesis 0 < € sélo se utiliza para
la derivabilidad de v, y para que g(u + €) sea no nula y no es necesaria si u > 0. O

Lema 6.7. Sea Q@ C R" abierto acotado. Sean u; > ug > 0 funciones que cumplen Lu; = m(x)g(u;) para
1=1,2 yuy > ug + € para algin € > 0. Definamos

uy 1 Uz +e€ 1
v1 = h(uy) = — dt voe := h(ug + ¢ :/ — dt
1 ( 1) /0 9(s) Y 2 (ug ) ) 9(s)

Entonces, 6. := v1 — voe satisface la ecuacion
L35 —1(2)d: — g’ (u1)(AV V1 + v, VE.) =
U9 u g(u2) )
x - +m(z) (1 - —"— ],
s ate) 0 (- s

con Lou := Lu—c(x)u y l(z) <0 para todo x € Q2. Ademds, si us > 0 la formula anterior sigue valiendo con
e=0.

Demostracion. Por el lema anterior y la linealidad de £ tenemos

£’U,1 Ul ,
Lo = 9(a1) + c(x) {01 - g(ul)} + ¢'(u1)(AVvy, Vur)
;CUQ Ug ,
W ereh () [1125 - g(ug—&—s)] — ¢ (ug + €)(AVuy,, Vug)

=m(z) (1—g(u2)))+c(x) {65-1— Y2 W ]

g(uz + ¢ gluz +¢)  g(ur)
+ ¢'(u1){(AVv1 + vae, Vie) + [¢' (u1) — ¢'(u2 + €)] (AVvae, Vuae).

Despejando obtenemos

L26: — ¢’ (u1)(AVv1 + voe, V) — [¢' (u1) — ¢ (uz + €)] (AVvae, Vg ) =
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Ahora notemos que, por teorema del valor intermedio
9'(w1) = g'(uz + ) = ¢"(01(2))[ur — (uz +€)],
con us +¢ <61 <wup. A suvez
0 = h(ul) — h(UQ + E)
= N'(62(2))[w1 — (u2 +€)]
uy — (ug +¢)
9(02())

con us + ¢ < 5 < uy. Entonces
[9'(u1) — g'(ug + )] (AVwae, Vvae) = g" (01(2))g(02(2)) (AVve, Ve )de.

Es fécil ver que I(z) := ¢"(61(2))g(02(x))(AVvae, Vuge) es menor o igual que cero y con esto concluye la
demostracion de la primera parte. El “ademés”se sigue de la misma forma que en el lema anterior. O

6.2. Sobre la existencia de soluciones

El proximo resultado importante de este capitulo es el Corolario 6.12 que nos da existencia de soluciones
(fuertes) positivas en QT del problema (6.1). Para demostrarlo utilizaremos principalmente el Teorema de
Sub y Supersoluciones (Teorema 4.5) que nos da soluciones débiles. Es por ello que antes de llegar al corolario
damos un teorema auxiliar que nos permite pasar de soluciones débiles a fuertes. Luego, damos dos lemas
donde aplicamos el mencionado Teorema de Sub y Supersoluciones. De todo lo anterior, se desprenderd el
corolario.

Teorema 6.8. Sea Q) C R"™, con || < co. Sea f:[0,00) — [0,00) tal que existen constantes Cy y Cy para
las cuales f(s) < Cy + Cys para todo s € [0,00). Sea m € L"() conr > n yu e Wy2(Q) solucidn débil de

Lu=mf(u) en € (6.5)
u=0 en O€).
Entonces, u € W27 () y es solucion fuerte de (6.8). Mds ain,
lullwzr @) < P(llmllr@)) + [Iml|E-(a)(Co + Cullullyr2qy), (6.9)

donde k € N y P(t) es un polinomio, ambos dependiendo solamente de la dimension n y las constantes Cy y

.

Antes de comenzar con la demostracién enunciamos un pequeiio lema de fécil demostracién que nos servird
para reducir un poco los cédlculos.

Lema 6.9 (Lemita). Sea Q@ C R™ con | < co. Sean u € L* (), v € L2(Q) con s1, s2 < 0o. Entonces,

T — _S182
uv € L"(Q) conr = 22

Procedamos ahora a demostrar el teorema.

Demostracion. Para demostrar esto procedemos por casos. Primero lo haremos cuando n < 2 y luego cuando
n > 3. La idea es usar el tipico argumento iterativo de regularidad (“Bootstrap”), sélo que para n < 2 con
un par de iteraciones es suficiente. Como es usual, las constantes se simbolizaran como C; pero no tendran
siempre el mismo valor.

Empecemos con el caso n < 2. Tomemos u; solucion fuerte de

(6.10)

Lu; = m(z) f(u) en )
up =0 en O09).

Veremos que tal solucién existe y coincide con u (u1 = u) por ser también solucién débil. Ademds analizaremos
su regularidad. Procedemos por pasos.
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1. f(u) € Li(Q) para cualquier 1 < ¢ < oo. Esto sale del Teorema de Inmersién de Sobolev (casos
kp > n), pues u € Wol’Q(Q) entonces u € L() para todo 1 < ¢ < ooy por lo dicho al principio de esta
demostracion, f(u) € LI(Q).

2. mf(u) € L7 () para 7 € [n,r). Por Lemita 6.9, el hecho que m € L"(£2) con r > n y el paso a) tenemos

que mf(u) € L*(2) con s(q) := -1= para cualquier 1 < ¢ < co. Como lim,_, -4~ = r > n, podemos

qtr qt+r
tomar ¢ suficientemente grande tal que s(gq) > 7.

3. u=wu; € W2T(Q). Esto sale del Teorema de existencia de soluciones fuertes y el paso b).

4. ullw2.7@) < [Im|Lr ) (Co + Cl||uHW01’2(Q))' En efecto,

ullwzr) < [[mf(u)]lLr o) (Regularidad LP)
< ||m|[||f (u)||g (Holder o Lemita 6.9)
< [[m[|-(Co + Chlullg) (Cota sobre f(u))
< ||m||»(Co + CIHUHWJ*"‘(Q)) (Inmersién de Sobolev).

5. u € W27(Q). Por el punto anterior en Inmersién de Sobolev (caso kp > n) tenemos que u € C(£2) C
L>°(Q). Entonces, f(u) € L*(Q) y mf(u) € L™(2) pues m € L"(2). Usando nuevamente el Teorema
de existencia de soluciones fuertes obtenemos u € W27 ().

6. [[ullwz2r0) < |Iml|Lr@)Co + ||m||iT(Q)(Cl + 02Hu||W01,2(Q)). En efecto,

[lullw2r @) < [lml](Co + Cilful]) (Andlogo a 4)
< ||m||-(Co + Ol”“”wgv’“(g)) (Inmersién de Sobolev)
< ||m|lzr@)Co + HmH%T(Q)(Cl + C’2||u|\W01,2(Q)) (Usando el punto 4).

Veamos ahora el caso n > 3. Tomemos la sucesién {u;}$2, definida por ug = u y u; la solucién fuerte de
(6.10) con u; en lugar de uy y u;—1 en lugar de u. Veremos que tal sucesién estd bien definida, que u; = u
para todo ¢ y analizaremos su regularidad. Nuevamente procedemos por pasos.

2n
1. wu; estd bien definida para todo ¢ > 1. Ademads si n — 2i > 0, se cumple que u; € W2 w=26=D (©). Esto
se prueba por induccién.

Cuando i = 1 tenemos que ug € WH2(Q) y por Inmersién de Sobolev, ug € L2 (Q) con 2* = 2.
Entonces, mf(u) € L*(2) con s = ffn = 2. De aqui que existe solucién fuerte u; € W22(Q) de (6.10)
y coincide con ug por ser ademds solucién débil. Esto nos da la buena definicién para todo i pues si

u; = up entonces u;41 = ug con la misma justificacion que recién.

Veamos ahora el paso inductivo. Sean ¢ con n —2(i+1) >0y u; € ey (©) queremos probar
que Ujt+1 € VVanf2 (©). Lo hacemos de forma similar a lo hecho en el caso n < 2.

D) f(u:) € LU(Q) con g = =5y
(caso kp < n, usar n — 2i > 2), seguido por la observacién al principio de esta demostracién sobre la
acotacién de f(u).

) mf(u;) € L¥(Q) con s = -2%-. Sale de I), Lemita 6.9 y que m € L™(Q2) (pues r > n).

n—21¢°

Esto sale de la hipotesis inductiva para u; e Inmersién de Sobolev

IMI) w;qq € W2 (Q). Por II) y Teorema de soluciones fuertes.
Esto concluye el primer paso.

2. Tomando (i) := % tenemos que

uallwzra ) < [lmllLr@) (Co + Cillullyr2(g))-

H'LL»L'”WQ,r(i)(Q) < ||m||L7‘(Q)(CO -+ ClHUi_1||W2,r(z‘—1)(Q)) Vi > 1.

Esto sale como los puntos 4 y 6 del caso n < 2.
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3. 3 tal que u; € L1(Q) para todo ¢ € [1,00). Tomamos el primer j tal que n — 2§ < 0. Entonces

uj_1 € W23 (Q) por el paso anterior. Por Inmersién de Sobolev (caso kp > n usar n — 25 < 0)
tenemos que uj_1 € LY(Q) Vg € [1,00). Tomamos i = j — 1 y listo.

4. Ji tal que u; € W27(Q), con 7 € [n,r). Ademéds, u; = u. Eligimos j tal que u; € L(Q) para todo
g € [1,00). Lo mismo sucede para f(u;). Tomamos ¢ = j + 1 y procedemos como en los puntos 2 y 3
del caso n < 2.

5. u € W2T(Q). Idem punto 5 caso n < 2.

6. [|ullwz2r) < P(llm||r@)) + ||m||kr(m(00 + Cl|\u||W01,z(Q)). Idem punto 6 caso n < 2 pero utilizando
el punto 2 tantas veces como sea necesario.

O

Lema 6.10. Tomemos g(u) :=u? con 0 < ¢ < 1. Entonces, existe una supersolucion arbitrariamente grande

de (6.3).

Demostracion. Utilizando el Teorema 2.9 y el Principio del Maximo Fuerte (Teorema 2.14), tomemos v > 0
la solucién fuerte del problema Lv = m™ en Q, v = 0 en 9. Notemos que, como m € L"(Q), esta solucién
es débil y fuerte (ver Teorema 2.10). Ademds, utilizando el Teorema de Inmersién de Sobolev tenemos que
u € C(Q). Sea ahora k > (||v]|oo + 1)?/(1=9). Entonces, k(v + 1) es supersolucién ya que

L(k(v+1)) > kLv > (k(]|v]|eo +1))ImT > (k(v+1))%m  ppx en

y v =k > 0 en 0N. Utilizando que también es solucién débil e integrando contra una funcién de prueba la
desigualdad anterior, obtenemos que k(v+1) es supersolucién en el sentido de la Definicién 4.3. Esto concluye
la demostracién. O

Lema 6.11. Sea m € L"(Q) con r > n. Sea Q:r una componente conexa de QT con la propiedad de bola
interior y tomemos g(u) :=u? con ¢ < 1 en (6.3). Entonces, existe una solucion fuerte no negativa no trivial
ue Wy (Q)NW2T(Q) de (6.3) que es estrictamente positiva en S .

Demostracion. Por el Teorema de Sub y Supersoluciones y los Lemas 6.3 y 6.10 sélo hace falta construir una
subsolucién no negativa u que cumpla u # 0 en Q.
Tomemos B(zo, R) C Q. Sea v la autofuncién principal con |[v||s = 1 del problema

Lv = Am(z)v en B(zg, R)
v=20 en 0B(xo, R).

Por el Teorema 2.15, esta ecuacién se cumple ppz en B(zg, R) y v resulta C'(B(zo, R)) con derivada normal

exterior %Z < 0 en 0B(zg, R).

Definimos ahora u como )
w Ai=Tvy  en B(xg, R)
o en Q — B(zo, R).

Veamos que es subsolucién. Notemos que Lu < mu? puntualmente en B(xg, R). Ademds, por el Teorema de
la divergencia (Teorema 1.44), para toda ¢ € C° () se cumple

- vy =~ [ (avuve) -
(9] B(l’o,R)
/ div(AVu)gp — (AVu,n)¢ =
B(zo,R) 0B(z0,R)
/ div(AVu)¢ — (AVu, &W <
B(zo,R) 0B(zo,R)

[V
/ div(AVu)e.
B($0,R)
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Usando esta desigualdad, el hecho que u = 0 en B(zp, R)¢ y que Lu < mu? puntualmente en B(xq, R),
tenemos

~ [ AV V6 + 0. Ty + cuo <
Q
/ (div(AVu) + (b, Vu) + cu)¢p <
B(IU,R)
/ mulp < / mule V¢ € C°(2)

y queda probado que u es una subsoluciéon débil. Luego utilizando el Teorema 6.8 se demuestra que u €
W2r(Q). O

Corolario 6.12. Sea g(s) = 59 con g < 1. Si Q% tiene una cantidad finita de componentes conezas, entonces
existe una tnica solucion no negativa, no trivial de (6.3) y estrictamente positiva en Q+. Mds ain, la solucidn
estd acotada inferiormente por una funcion que no depende de m™.

Demostracion. La existencia se desprende facilmente de la demostracion del lema anterior y el hecho que el
méximo de subsoluciones es subsolucién (ver Lema 4.8). La unicidad es consecuencia del Teorema 6.5. El
“mas aun” sale de notar que la subsolucién propuesta es independiente de m ™. O

El corolario anterior nos permitird definir el operador solucién S,, : [0,00) — Wy " (Q) N W27(Q) dado
por Sp(A) = u si u es solucién de

Lu=(m*t —2m™)u! enQ
u=0 en OS2 (6.11)
u>0 en Q7.

Maés atn, finalizamos el capitulo con el siguiente teorema. Por comodidad, en la demostracién, llamaremos
Crit(n) al exponente critico de Sobolev de acuerdo a la dimensién. Esto es Crit(n) = 2*, sin > 2,y
Crit(n) = oo, sin < 2.

Teorema 6.13. Sea L un operador eliptico lineal de seqgundo orden autoadjunto. Sea X € [0, 00) y sea Sp, el
operador definido en el pdrrafo anterior asociado a L. Entonces, Sy, es continuo de [0,00) — C1(£2)

Demostracion. Escribimos f(u) = u?. Tomemos una sucesién A, — Ay sean {u,} y u las soluciones de
(6.11) asociadas a {\,} y A respectivamente. Demostraremos que u,, — u en C*(£2). Para ello procedemos
en varios pasos.

1. La sucesion {u,} es acotada en Wy(€2).

D. Primero notemos que para todo € > 0 existe una constante C; tal que u? < C; + eu. Usando esto y el
Lema 2.11, tenemos que

H“n||€vol’2(£2) :/ [V |* < K/ (AVuy, Vuy,) + cup

<K/muqu <K/m (Ce + eup)uy,

fKC/m unJrK{—:/mu

< CE|‘m+HrHunHT’ + K€||m+”r||un||§r’

< Ccllun| |W01,2(Q) +eK| ‘UnH?/VOl’Q(Q)'

Tomando ¢ = 0 se puede ver que {u,} es acotado en Wy*(2).

2. Existe un v € W;?(Q) y una subsucesién tal que u, — v en Wy (1).
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D. Por 1 tenemos que ||un||W01,2(Q) < C, entonces, por la inmersién compacta de Sobolev (Teorema 1.43),

existe un v € VVO1 2(Q) y una subsucesién, que por comodidad seguiremos llamando {u,}, tales que

Up = v en Wol’Q(Q)
u, = v en LY(Q) Vq e [1,Crit(n)).

Tomando u,, — v como funcién de prueba y siguiendo los célculos del punto 1 tenemos
o = vl < K [ S =) = 0)*
< CEHm+||THUn — vl + Kellun — U||§r/||m+||”‘

y esto ultimo tiende a cero cuando n — oo pues 1’ < 2r’ < Crit(n).

. v es solucién débil del problema

Lv=m"™ —Am™)f(v) enQ
v=0 en Of).

. Sabemos que para todo n se cumple

/(AVun, Vo) + cupd = /(mJr —Anm ) flun)p Yo € C(Q). (6.12)
Como u,, — v en Wy'?(Q), entonces
nlgréo (AVUy, Vo) + cungp = /(AVU, Vo) + cvep. (6.13)

Ademads, como u,, — v en L%(Q) para qo = 21’ < Crit(n), tenemos que existe una funcién w € L% ()
y una subsucesién, que nuevamente llamamos {u, }, que cumplen

[t | < w.
Entonces (m™ — A\ym ™) f(un)d — (m™ — Am™) f(v)é ppx v se ve que

|(m+ - )\nmf)f(un)(;ﬁ} < (|m+’ +K ‘mil) 9] 1Ce + eun|
< [M][g] (Ce + £ |w)),

con M(z) := |m*(z)| + K |m~(z)|. Utilizando la desigualdad de Hélder generalizada con exponentes
r, 2r' y 2r' obtenemos

/lMl 18] (Ce + & |wl]) < [|M]l+][@]|2r |[(Ce + € [w])]2r < o0

Entonces podemos usar el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue en el lado derecho de (6.12)
y concluir que

n—oo

lim [ (m™ — X\om ™) f(un)o = /(m+ —Aom 7)) f(v)e. (6.14)
Combinando (6.12), (6.13) y (6.14) concluimos el punto 3.

. u, — ven CHQ).

Por Teorema 6.8, u,, y v son soluciones fuertes de sus respectivos problemas. Ademds, por la cota (6.9)
dada en el mismo teorema y utilizando el punto 1, tenemos que

||un||2,r < P(Hm+ = Anm”|

L) + [Im™ — Anm‘II’Em)(Co + Cl\|“||wg~2(g))
<M < 0.
Ahora, por Inmersién de Sobolev compacta (caso kp > n), existe o € C1(£2) y una subsucesién tal que

1im,, 00 U, = ¥ en C1(Q2). Como esto implica convergencia ppz, se tiene © = v. De lo cual se desprende
el punto 4.



6.2. SOBRE LA EXISTENCIA DE SOLUCIONES 99

5. v>0en QF.

D. Por Corolario 6.12 existe una funcién w que no depende de A,m~ tal que w < u,, para todo n. Entonces,
por 4, w < v. Ahora recordemos la propiedad fundamental de @w. Dada cualquier componente conexa
Qj de QT, se cumple que 1w % 0 en Qj‘, por lo cual v # 0 en Qj‘ Utilizando el Lema 6.3 se deduce
entonces que v > 0 en " para toda componente conexa de Qt. Luego, v > 0 en Q.

O
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Capitulo 7

Problema sublineal para ecuaciones
con el p-Laplaciano

Sea a < b, sea Q:= (a,b), yseanp > 1, g€ (0,p—1). Sean m € v (Q) una funcién que cambia de signo
en Qy0<ce L>®(Q). El objetivo de este capitulo es estudiar la existencia de soluciones de problemas de
la forma

—(W P2 ) 4 e(@)uP~t = m(z)ud  en Q
u>0 en §) (7.1)
u=20 en 01,

donde el concepto de solucién estard dado por la siguiente definicion.

Definicién 7.1. Por solucién de (7.1) nos referimos a una u € Wol’p(Q), con u > 0 en ), que cumple la
ecuacién en el sentido de las distribuciones, o sea,

/ |u’|p_1 u'¢! + c(z)uP 1 = / mulgp Yo e CX(Q). (7.2)
Q Q

Llamaremos al problema (7.1) de tipo sublineal por analogia al caso p = 2, donde ¢ < 1. Nos referiremos,
en cambio, al caso ¢ > p — 1 como de tipo superlineal.

Es sabido que cuando ¢ =0y 0 # m > 0, el problema (7.1) admite una solucién. Para una demostracién
de esto ver [DH, Teorema 5.1]. Ademds, en el caso particular p = 2, la ecuacién es llamada Ecuacién de
Emden-Fowler Generalizada y fue ampliamente estudiada, ver por ejemplo [CK] y sus referencias.

Por otro lado, si permitimos que m cambie de signo y bajo la suposicién que m(z) > mg > 0 en algin
Q' C Q, se puede probar que el problema

7.3
u=~0 en 0f) (73)

{—(u’p_2 u) =m(x)u?  en Q

admite solucién no negativa (no trivial). Para esto ver [DH, Teorema 5.2].

Sin embargo, notamos que en general, las soluciones no negativas (no triviales) de (7.3) pueden no ser
estrictamente positivas en  (en contraste con el caso superlineal). En el caso p = 2 y ¢ = 0, algunas
condiciones suficientes para la existencia de soluciones estrictamente positivas de (7.3), bajo ciertas hipétesis
sobre m, han sido expuestas en [GK1], mientras que (para p = 2) el caso de un operador general que incluye
la posibilidad ¢ # 0 fue estudiado en el Capitulo 5 de esta tesis.

En este capitulo exhibiremos ciertas condiciones suficientes (y no comparables) para la existencia de
soluciones de (7.1). Los resultados principales son el Teorema 7.8 y el Teorema 7.10.

7.1. Resultados auxiliares

Por comodidad, reescribimos los conceptos de sub y supersolucién de la Seccién 4.1 adaptados al caso
unidimensional y en particular al problema (7.1).
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Definicién 7.2. Decimos que 0 < v € WHP() es una subsolucién (débil) de (7.1) si

/Q W P20+ clz)vP g < /Qm(ac)vq(/) para toda 0 < ¢ € W, ?(Q)
y v =0 en 9Q. Analogamente, decimos que 0 < w € W1P(Q) es una supersolucién si cumple

/ W' [P W'+ c(x)wP~ g > / m(z)wl¢ para toda 0 < ¢ € W) ()
Q Q

y w > 0 en 0N.

Notemos en la definicién anterior una pequena diferencia entre la sub y la supersoluciéon. Mientras que la
sub debe ser exactamente cero en la frontera, a la super sélo le exigimos que sea mayor que cero alli.

Veremos a continuaciéon que es facil hallar supersoluciones arbitrariamente grandes. Esto disminuye
muchisimo la dificultad de la aplicacion del método de sub y supersoluciones ya que sélo necesitaremos
hallar subsoluciones. Més atin, no debemos preocuparnos por acotar dichas subsoluciones pues la super es,
como dijimos, arbitrariamente grande.

Lema 7.3. (Ezistencia de supersolucion arbitrariamente grande) Sim™ % 0, entonces el problema (7.1) tiene
una supersolucion arbitrariamente grande, es decir, para todo k € R~ existe una supersolucion w € W1P(Q)
cumpliendo w > k en Q. En particular, dada cualquier subsolucién v € C(Q) siempre es posible hallar una
supersolucion w > v.

Demostracion. Sea u > 0 solucién de (3.14) con m™ en lugar de h, y sea k > (||ul|oo + 1)9/P~179. Se tiene
que u € CH(Q), que [/’ >u € WEHQ) y que u cumple la ecuacién (3.14) ppz. Entonces w := k(u + 1) es
una supersolucién ya que u = k > 0 en 9 y se cumple

(o 1) k4 1)) el + 1)) = B (= () 4 e
— Bt > (k(|[ulloo + 1))TmF > (k(u +1))"m,

donde todas las igualdades y desigualdades son ppz en Q. Es facil ver que k(u+ 1) > k en , lo cual finaliza
la prueba. O

Observacién 7.4. (Idea de la prueba) En principio, si uno busca hallar una supersolucién w de (7.1), se
podria proceder de la siguiente manera. Consideramos u solucién de (3.14) con m™ en lugar de h. Sabemos,
por Principio del Maximo, que u > 0 en ). Sea k una constante a determinar. Por la homogeneidad de
nuestro operador se tiene

(k) P2 (k)Y = e(ku)* ™ = (k) (= /"2 ) = ™)
= ()t = (k) .

Podriamos entonces simplemente proponer nuestras supersoluciones como w := ku, con k tal que kP~ > ku?.
Como u € C(9), podrfamos pedir k > (\|u||w)# . El problema radica, en realidad, en que uno busca una
supersolucion “arbitrariamente grande”. Esto quiere decir, que luego sirva para aplicar el Teorema de Sub y
Supersoluciones de la siguiente forma: Dada una subsolucién v quisiéramos poder encontrar entre nuestras
supersoluciones ku, una mayor a v, es decir, tal que w = ku > v para algin k suficientemente grande. A priori
uno pensaria que siempre es posible hallar dicho k. Sin embargo, teniendo en cuenta que u = 0 en la frontera,
en el caso que ademds tuviera derivada (normal) nula alli, podria no existir & que cumpla la condicién desea-
da. Pensemos por ejemplo en las funciones u(z) = 2% y v(z) = \/ definidas en Q = (0, 1). Pero este problema
se soluciona de manera simple ya que sabemos a priori que las subsoluciones que hallaremos serdn de clase
C(Q) (y por lo tanto acotadas). Entonces, podemos tomar la supersolucién de la forma w = k(u + 1) como
hemos hecho en la demostracién del Lema. Otro método posible (en R) consiste en usar el Lema de Hopf
para el operador p-Laplaciano (Lema 3.16) para garantizar una supersolucién cuya derivada no sea nula en la
frontera y luego acotar la subsolucién por alguna funcién de clase C*(£2) de manera que no tenga pendiente
infinita alli. Esto puede ser 1til en algunos casos (por ejemplo para el problema singular del Capitulo 8, que
requiere que la supersolucién sea nula en la frontera) pero conlleva tener que probar mayores condiciones de
regularidad tanto en la sub como en la supersoluciéon. Tomar en cambio la supersoluciéon como lo hicimos en la
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demostracién del Lema (w := k(u+1)) nos garantiza que para cualquier subsolucién v € C(Q) siempre tendre-
mos una supersolucién mayor (pues tomamos k > méax{(||u/|e +1)¥P7179 ||v||oo} ¥ quedaw > v en Q). O

Para poder hallar condiciones suficientes que garanticen la existencia de soluciones de nuestro problema
sélo resta encontrar subsoluciones. A continuacién enunciamos dos lemas que utilizaremos para la construccién
de las mismas. El primero es similar al Lema 5.5 dado previamente, pero requiere una pequena adaptacion
y también debilitar ligeramente algunas de las hipdtesis.

Recordemos del Capitulo 3 la funcién

pp(t) = [t 2t

cuyas propiedades hemos estudiado anteriormente y serdn de utilidad en lo que sigue.

Lema 7.5. (Lema de pegado para subsoluciones) Sean = (a,b), p>1,0<qg<p—-1lymée LPI(Q), Dados

a=1z9<x1 <<y =0, definimos Q; := (x;-1,2;), parai =1,...,n. Sean u; : Q; = R, funciones que
satisfacen

1. ui(a) =0, up(b) =0 y u; >0 en Q.
2. u; € WLp(Qi)‘

3. pp(u) € WhH(S).

loc
4. —(pp(u)) + c(x)pp(ui) < m(z)uf ppz en Q.
Si ademds se cumple que

wi(z;) = wipr (@) y  wi(w) <wujyq(x;) paratodoi=1,....,n—1, (7.4)

entonces la funcion u : @ — R definida por u(z) := u;(x) si x € (zi—1,2;), es subsolucidn débil del problema

—(pp(u)) + c(x)pp(u) = m(z)u? en Q
u>0 en € (7.5)
u=0 en 0f).

Demostracion. Demostraremos este lema para el caso n = 2. La demostracion para n > 2 es analoga. Primero

notemos que (1) y uj(z1) estdn bien definidos. En efecto, por Hipétesis 3 la funcion ¢, (uj) € C(€2;), para
i = 1,2. Entonces, por ser ¢, un homeomorfismo, tenemos que u; € C(€;).

Por lo visto en la Seccién 1.1 sabemos que u € C([a, b]), més atin u € I/Vol’p(a7 b) con

, {u’l en (a,x7)

u =
uh en (z1,b).

Teniendo en cuenta las hipdtesis y usando integracién por partes probemos que u es una subsolucién débil
de (7.5). Sea entonces ¢ € C°(§2) y tomemos § > 0 tal que supp(¢) C (a + 6,b — §). Luego,

Z1

b
t/www%wwwM=/|WMP%uwwm
a a+0 (76)

b—9
[ P e

1

Como a < a+ 4 < z1 < b, se tiene |u}|P~2u) € Whl(a + 6,21) y es posible aplicar integracién por partes
(Proposicién 1.19) en el primer término de la derecha obteniendo

/mM@W*wmwmmz—/“wme%wmwww

+8 +6
+ [ud (1) P72 (1) d(21).
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Anélogamente, podemos aplicar el mismo razonamiento al segundo término del miembro de la derecha en
(7.6). Juntando ambos resultados tenemos

b T
/ ! ()P ()¢ (2)der = — / (It ()P 2 () b () e

+4

b—5
[ (P @) d()ds
z1

+p(z) ([ (1) P72y (21) — Jug(a0) [P 2up (1)) -
Por dltimo, por Hipétesis 4, (7.4) y el crecimiento de ¢,, se sigue

1

b
/ o (2) P20/ ()¢ () — () [u(z)|P~2u(z)dz < / m(@)ul (2)6(x)da

a+d

b—4
[ meue)oe)ds

) 1
:/ m(z)ul(z)o(z)dz.
O

En los resultados principales de este capitulo, cuando construyamos subsoluciones de nuestros problemas
utilizando el lema anterior, la hipdtesis (7.4) serd garantizada, al igual que en el Capitulo 5, por el siguiente
lema (que reescribimos a continuacién). Para su prueba referimos al Lema 5.6.

Lema 7.6. Dadosa < xg < x1 < b, definimos Q1 = (a,x1), Qo := (x0,71) y Q3 := (70, b). Sean u; € C*(Q;),
con i =1,2,3, funciones que satisfacen

ui(a) = uz(zo) = uz(x1) = uz(b) =0,
u; >0 en Q;, parai=1,2,3,

[lulloos [[uslloe <1 = u|oo-

Entonces, existen xg < o < T < 1 tales que
(7.7)

Por 1ltimo, notemos que si bien nuestro problema es no lineal, cuenta con la siguiente propiedad.

Observacién 7.7. El problema (7.1) es homogéneo en el sentido que existe solucién u si y sélo si existe v

1
solucién del mismo problema pero con 7m en lugar de m. En efecto, es facil ver que v = pu, con p = 7@-D-q,

7.2. Resultados principales

Para evitar sobrecargar la notacién, para y > a, z < by € > 0 tomamos

y b
M, . ::/ (m~(z) +e)dz, y M, ::/ (m™ (z) + €)dx.

Si e = 0 simplemente escribimos M, (y) y M, (2).

Teorema 7.8. Sea m € L’ (Q) y supongamos que existen a < xg < x1 <bcon0£m >0 en I = (xg,1).
Sean

v :=méx{z; —a,b— x0} (7.8)

M, = méx d M- (21)2" ( /ale;(x)dx>p_l,Mb_(xo)2_p ( /iM;(@d;«)pl . (7.9)
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(i) Seanp>2yqe (p—2,p—1). Si

P2 My < r _ﬁ:;)p_l Al(;,l) (7.10)
Y
VllellL=(o) < 2 ?ppjlli(g); b, (7.11)
entonces existe una solucion de (7.1).
(ii) Sea p € (1,2]. St . 1
My < _(Pl . ;)p_l Al(m’l) (7.12)
/ P
Yllel e @) < (ppzlq) 4, (7.13)

entonces eziste una solucién de (7.1).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que a < zy < x; < b (quedard claro de la
demostracién como proceder en caso contrario). Teniendo en cuenta que siempre existe supersolucién arbi-
trariamente grande debido al Lema 7.3, es suficiente construir una subsolucién débil u para (7.1) estrictamente
positiva en 2. Mds adn, por la homogeneidad del problema es suficiente dar una subsolucién para (7.1) con
7m en lugar de m, para algin 7 > 0. (Ver Observacién 7.7.)

Probemos (i). Debido a (7.10) tenemos que

P 2(p—1—q 1max{/ M, dx/M } )\(711[)

y eligiendo € > 0 lo suficientemente pequenio podemos fijar T tal que

pa(p—1—gP" fq ! - 1 1
0% P max{/ we(T)dr, /I0 Mbﬁ(as)dz} < - < o) (7.14)

Sea x € [a,21] y definamos
= ( / M. ) (7.15)

1 T’)/p72
k= ——— = 7.16
p—1-q 7 7T oDkl (7.16)
Observemos que k > 1 pues 0 <p—1—¢g < 1yaquep—2<q<p-—1. Probaremos ahora que u; cumple
las siguientes propiedades.

donde

1. ui(a) =0, u3 > 0 en (a,z1], uy es estrictamente creciente y u1 (1) = ||u1]|oo < 1.

D. Trivialmente resulta u;(a) = 0. Como la funcién M, . que es estrictamente positiva en (a,z1] y u;
es esencialmente la integral de esta elevada a la k > 1, se sigue que u; > 0 en (a,z1] y que u; es
estrictamente creciente. Finalmente, uj(z1) = ||u1]|c por ser creciente y ui(x1) < 1 por la desigualdad
(7.14) y las definiciones (7.15) y (7.16).

2. u3 € WHP((a,z1)) con

D. Tomemos u; = (o f)¥ con

f—/ ael dy—// s)+e)dsdy para z € [a,x1].
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Cpp(u) = (JuP~u)) € Wi,

CAPITULO 7. PROBLEMA SUBLINEAL PARA ECUACIONES CON EL P-LAPLACIANO
Notemos que f es la integral de la funcién M, . € C([a,z1]), por lo que f € C'([a,z1]) con derivadas
clésica y débil

f'=M,_ >0en (a,zx).

Como k > 1, utilizando regla de la cadena deducimos que u; € C1([a,z1]) € W'P((a,z1)) con
uy ="k > 0 en (a,2) (7.17)

en sentido clasico y débil.

L((a,21)). Mds atin, en este caso u; € W, ((a,21)) con

(@) = *h(E — 1) ( | M;,E(y)dyyz (M (2))? + "k ( I M;€<y>dy)k1 (™ () +e)

y por lo tanto
(P = (= V()"0 =

- <l (/;Ma,e(y)dy> M+ (1) </ ) M (2} (m” (2 >+5)>

Como uq > 0, para ver que pp(u)) € Wli’cl((a,xl)), por la regla de la cadena dada en el Lema 1.23,
basta probar que u} € Wllo’cl((a, x1)). Por 2 sélo resta probar que u} tiene derivada débil en L}, .((a,z1))
y calcularla. Para ello analizaremos la férmula (7.17). Notemos que la funcién f es una 2-primitiva de
la funcién (m~ +¢) € L¥ ((a,z1)). Esto nos dice que f € W2 ((a,z1)) y f” = m~ +¢ en sentido débil.
En particular f/ € W' ((a,2,)). Ademés, como f > 0 en (a,), utilizando la regla de la cadena
del Lema 1.23 obtenemos f¥=1 ¢ Wli’f/((a,xl)) con (f*) = (k—1)f*=1f'. Ahora podemos aplicar
regla de diferenciacién de producto (Proposicién 1.19) en (7.17) y obtenemos que v} € Wl{)’f/((a, x1)) C
Wige ((a,21))

kk(fk—lf/)/ _ O’kk ((k‘ _ 1)fk—2(f/)2 + fk—lfl/) .

. Se cumple

— (Ju} P72} + cJur|P?uy < Tmud ppx en (a, ). (7.18)

Sea [ := (k—1)(p —1). Por comodidad enunciamos los siguientes resultados de facil comprobacién que
utilizaremos para probar la desigualdad:

(a) 1 >0 (pues ¢ >p—2).

(b) I=1+p="k(p-1).

() l+p—2=kq.
(d) kP~ = 9P]lcl|oo (por (7.12)).

(e) [ Mqac(y)dy < (z—a)M, . para todo x € [a,21] (pues M, _ es estrictamente creciente).
)

(f

(x —a) < (r1 —a) <~y para todo x € [a,z1].

Veamos ahora que se cumple la desigualdad enunciada. Teniendo en cuenta lo anterior, la parte 3 y que
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p > 2, calculamos en (a, 1),
© -1
(@) ) = — (ko) (z ([ wectin) vy
T l
+(p—1) / Ma_,a(y)dy> M, (x)"~*(m™ (x) +5)>

(por (e) y (f))

AN
|
—
=
Q
ES
=
L
/N 7 N
3=
N
;\
8
5
m
—
s
U
N
~_
=
S
|
=

x kq
/ Mi,a(y)dy> m‘) (por (c), (e) y (f))

a

x k(p—1)
< —le]oo™ P </ Mw(y)dy> (por (7.11))
wa kq
—Tm= oM ( / Ma,s(y)dy> (por (¢) y (7.16))
< —cuf ™t — rmTu! (por (7.15))
< —cu? '+ rmud.

Ahora, de manera similar, para x € [zg, b] definimos ug por

b
us(z) = (0 / My (y)dy)*,

con k y o dados por (7.16). Entonces us cumple las siguientes propiedades, andlogas a las de u;.
1. uz(b) =0, ug > 0 en [zg,b), us es estrictamente decreciente y ||ug||o < 1.
2. uz € WHP((z0,b)).
3. p(uh) € Wi ((20,b)).

4. Se cumple
— (luh P2 uh) + cul ™t < rmud ppx en (w0, b). (7.19)

Por otro lado, sea usy la autofuncién principal positiva asociada al peso m en I con ||ual|pe(r) = 1, esto
es, satisfaciendo (3.17) con I en lugar de Q. Entonces, la funcién us cumple las siguientes propiedades que
son similares a las de enunciadas para uy y us.

1. ug(zo) =0, ua(z1) =0, ug > 0 en (zg, 1) y ||uzlleo = 1.

[\

. U9 € Wl’p(I).

3. pp(uh) € WEI(D).

loc

4. Se cumple
— (JubP 7 uh) + ™t < Ay (m, Dymud ™ < rmud  en I (7.20)

En este caso, las propiedades 2 y 3 se deducen de la regularidad de la autofuncién principal, dada en el Lema
3.9, y la propiedad 4 sigue de que m > 0 en I, de que ||uz|loc = 1 y de la segunda desigualdad en (7.14),
recordando que ¢ < p — 1.

De las propiedades ntimero 1 para ui, us y us se tiene

ui(a) = uz(b) = uz(xg) = uz(z1) =0y

ualloo, Nuslloo <1 = [fuz||oo-
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Por el Lema 7.6 podemos encontrar z,, 1 € I con z, < Z; y tales que

ur(zg) =u2(zo),  u2(T1) = uz(T1),
uy(zg) S uhl(zg),  un(Tr) < ug(@).
Ahora definamos una funcién u por
u;  en [a,zg]
ui= < uy en [z, T

us en [Tl, b]

(7.21)

(7.22)

Notemos que por (7.21) y por las propiedades 1, 2, 3 y 4 de uq, us y uz podemos aplicar el Lema 7.5 y resulta
que u es una subsolucién débil de (7.1) con 7m en lugar de m. Como se dijo al principio de esta demostracién,

esto termina de probar la parte (i).
Probemos (ii). Primero, por hipédtesis (7.12) se tiene que

M </ S (m)dx)p_l = M;(azl);‘%(m)’

[ —1—61’" ! - 1
</ My ) = My (@) h(m)

Entonces, eligiendo € > 0 lo suficientemente pequeno podemos conseguir 7 tal que

(p_l_qp 1 </ ) < Ma,e<x1>1m1<m>’

—1—g)P1? Pt
(p (pl— 1?21 (/x Mb_,a(x)dl’> 1

IN

IA
3=
IA

M, (0)? PA1(m)

(7.23)

(7.24)

Sea M. := max{M, (v1), M, (w0)}. Construiremos una subsolucién estrictamente positiva para (7.1) con

TMP~2m en lugar de m. Para x € [a, 1] tomamos u; como en (7.15) con

1/(p-1)
-1 1
k.= P y o= T

p—1—g k\p—1

en lugar de (7.16). Nuevamente, esta funcién u; cumple las cuatro propiedades siguientes.

1. ui1(a) =0, u; > 0 en (a,z1], uy es estrictamente creciente y u1(z1) = ||u1]|oo < 1.

D. Usando la primer desigualdad en (7.23) se puede ver que ||u1]]co < 1.

aes M;,g@)dy)k_l M (2).

3. pp(uy) € WL Mas atn, uy; € W2 ((a, 1)) con

loc*

2. u; € WhP((a,z1)) con

() = oMkl — 1) ( / i Mms<y>dy)k2 (Mo (2))? + o™ ( / ) M(l,e(y)dy)“ (m™(2) +2).

4. Se cumple

—(|uy [P72uh) + cjur [P 2uy < mmud ppaen (a,xy).

D. Tomando [ como en la parte (i) obtenemos I = kq y también como antes tendremos [ —1+p = k(p —

1)

y kP71 > 4P||c||oo. M4s atin, recordando que en este caso p < 2 y procediendo como en la parte (i),
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deducimos que en (a,x1) vale

A
|
—
=
Q
Eal
he}
I
AR

—(Jul (@) "2 up) <

IN
L
o=
Q
=
=
|
—_
/\/T/\/_\
—
— <
—
=
N
—
ol
)
=

k(p—1)
< —{[eflocc @D (/ )
kq
—TMP™ 2m = o" (/ )
§—cu1 —TMp ’m~ u
§fcuf +TMP™ 2mul.

Como ug puede ser definida andlogamente y, teniendo en cuenta la definicion de M. y la segunda de-
sigualdad en (7.23) y (7.24), ug puede ser elegida como en (i) (esto es, como la autofuncién principal positiva
respecto al peso m en I, normalizada). Procediendo como en (i) se demuestra el teorema. O

Observacion 7.9.

(i) Notemos que cuando m € C(€) la condicién 0 # m > 0 en I es necesaria para tener una solucién no
negativa y no trivial de (7.1) (por Principio del Maximo).

(ii) Observemos también que si p = 2 entonces (7.10) y (7.11) coinciden con (7.12) y (7.13) y que las
condiciones resultantes extienden al Teorema 5.14 (ii).

O

Parap>1yqe€ (0,p—1) fijamos

C%w=( P YFWP—D@+1X (7.25)

p—1—gq p—1—gq

Notemos que para cualquier p > 1,
limg (p—1)-Cp,q = 00.

Asumiremos de aqui en adelante que m~ € L*°(Q2). En el siguiente teorema supondremos ¢ # 0. El caso
¢ = 0 es considerado en el corolario que se explicitard mas abajo.

Teorema 7.10. Asumamos que ¢ # 0. Sea m € L (Q) con m~ € L™(Q) y supongamos que existen
a<zg<x <btalesque0F m >0 enl = (xg,x1). Seany y Cp 4 dados por (7.8) y (7.25) respectivamente.

(i) Asumamos que p > 2. Si

llm~[lr=@) . <||C||Loo(9)>1/p 1
— 2 sinh? _ < _ 7.26
llel| o (@) Cp.q )= A1 (m, 1) (7.26)

entonces eziste solucion de (7.1).

(i) Asumamos p € (1,2). Si

[Im Mz (el e 1
7 HEPEY ellelluoe @) /Cra) Py _ )P < _— 7.27
el Lo @) ( )< A1(m, ) (7.27)

entonces eziste solucion de (7.1).
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Demostracion. Esta demostracion sigue las lineas de la prueba del teorema anterior y por lo tanto omitiremos
los detalles. Sélo indicaremos brevemente cémo construir u; en ambos casos ((7) y (44)). Supongamos primero
que vale (7.26). Sea 7 tal que

lm =@ 0y [ (ellz=@) 1/”7 1o 1 (7.28)
T Ch.q — 7= M(m,I) )

y para « € [a, z1] definamos

sy = () s ((HCHOO>/ o “)> |

(Co 1) = (lellXP ) = (rllm™ [/ en (a,21).

M4ds ain, f(a) = 0, f es creciente (en particular, usando (7.28) y el hecho que =1 — a < 7, vemos que
flloo < 1)y f” <0 en (a,z1). Elijamos ahora

Es fécil ver que

k::p_’%_q y l:=(k-1)(p-1). (7.29)

Entonces | —1 = kq, l —1+4+p = k(p—1) y k»~' = C,,. Definamos u; = f*. Tomando en cuenta lo
mencionado anteriormente y que p > 2, encontramos que, en (a, 1),

—(u [P ) + e < =R
+ =D
+ [Je]|oo fF@=D
KPP 4 e oo £R Y

. (7.30)
:*f (Cpq(f1)F = llello 7)
—fl‘l((Cé,/qpf) = (el )P’
=~ 7lIm |
< Tmuf.
Supongamos ahora que vale (7.27). En este caso tomamos 7 y f tales que
M(G(HCHLOO(Q)/CPMUP’Y —1)P < l < #
lellzo () T M(m, )
y
f(z) = o (Y — 1),
donde Y y
(Tllmlloo> : /\.<|0|oo> !
= y = .
llef|oo Chyq
Sean k y I dados por (7.29), y sea u; := f*. Razonando como en (7.30) llegamos a
y p y g
2 — _
—(lu ")) + e T < = O = (el )7
— TG (o NP — || oo (X7 — 1)P)
< =l oo
= 7l lm oo < Tt
O

Observacién 7.11. Siguiendo la demostracién anterior se puede ver que en realidad (iz) vale para cualquier
p > 1. Sin embargo, la desigualdad (7.26) es mejor que (7.27).
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Corolario 7.12. Sea m como en el teorema anterior y supongamos que ¢ = 0. Si

[[m =[] Loe ()7 < 1
Cp,q o Al(mvly

(7.31)

entonces existe una solucion de (7.1).

Demostracion. Es suficiente notar que el lado izquierdo de (7.26) o (7.27) tiende al lado izquierdo de (7.31)
cuando ||c||« tiende a cero. Alternativamente, uno puede proceder como en la demostracién del teorema
tomando (para p > 1) f(z) := (x —a)/v. O

Observacion 7.13. Supongamos que ¢ cambie de signo en 2. Una inspeccion de las pruebas de los teoremas
muestra que uno puede ain proceder de la misma forma que antes, reemplazando ¢ por ¢t para construir
las funciones u1 y uz. Mds an, si el autovalor principal positivo A1 (m, I) existe (para condiciones suficientes
y necesarias respecto a esto ver [CQ), Seccién 2]) y si el problema (3.14) con m™ en lugar de h admite una
solucién no negativa, entonces todos los resultados para el caso ¢ > 0 pueden ser extendidos a ¢ cambiando
de signo en Q.

CONSTRUYA SU PROPIA SUBSOLUCION

Como el lector habra notado en las demostraciones de los teoremas anteriores hay una estructura que
se repite a la hora de hallar condiciones suficientes para la existencia de soluciones de (7.1). La clave, en su
mayor parte, estd en encontrar subsoluciones. Veremos aqui cémo es el procedimiento basico que utilizamos
para tal tarea.

Lo que deseamos en este apartado es que el lector pueda contruir su propia subsoluciéon. Por ende, evita-
remos cuestiones técnicas como ser en qué espacio viven nuestras soluciones o si se puede aplicar integracion
por partes. Asumamos en una primera instancia, que todas las reglas usuales del cdlculo son aplicables y que
nuestras funciones son super diferenciables.

Empecemos nuestra bisqueda. Primero, tomemos un intervalo (zg, 1) C € tal que 0  m > 0y partamos
el dominio 2 en tres subintervalos no disjuntos I; := (a, 1), Is := (xo,21) e I3 := (x0,b).

La idea es hallar funciones positivas u; : I; — R que cumplan la desigualdad Lu; < Tmu? en sus intervalos
de definicién y que se “peguen bien”. Por lo pronto, pegarse bien significard que se crucen en dos puntos
2y y T1 de forma que podamos definir una funcién por partes w como en (7.22) y que, en los puntos de
cruce, la derivada de la funcién a la izquierda sea menor que la derivada de la funcién a la derecha. Estas
condiciones sirven para que la funcién u sea una subsolucién (ver Lema 7.5). Para garantizar esto pedimos
ciertas propiedades sobre las u; como las enunciadas bajo el item 1 en las demostraciones previas. Es decir,

» u1(a) =0, u; >0 en (a,z1], uy es estrictamente creciente y u1 (1) = |Ju1l]oo < 1,
w ug(xg) =0, ug(x1) =0, ug > 0 en (zg, 1) y ||ulleo = 1,
» u3(b) =0, ug > 0 en [zg,b), us es estrictamente decreciente y ||ug||oo < 1.
Veamos ahora c6mo hallar las funciones en cada caso particular. Comencemos por el intervalo I5. Alli tomamos
la autofuncién con ||ug||o = 1 del problema
Luy = — (|u’2|pf2 u’2)/ + (@)™ = mAy(m, Ip)ub ™" en Iy

ug =0 en Ols.

Entonces vale Luy = mAy (m, I)ub™" < rmul ppz en I siempre que exista 7 cumpliendo

/\1(777,, Ig) S T. (732)

Esta eleccién de ug es la razén por la cual trabajamos con 7m en lugar de m y pedimos ||ug|loc = 1 ¥
0 <m #0 en (zg, ). Las condiciones sobre la norma de us y el signo de m garantizan que mub ! < mul
ya que p — 1 > q. Pedir 7m surge de que sélo logramos Lus < A\ymud y no podemos a priori deshacernos del
A1

En el intervalo I;, proponemos una funcién del estilo

up := f¥ (Con f y k a determinar).
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Queremos que
LI == (I P2URY) 4 eff ) < —rmm fR < rmphe,

Desarrollando esta expresién y asumiendo f, f’ > 0, obtenemos

~(p = DR [( = DR g DD (2]

(7.33)
+effPD frmT fR < 0.

Notemos que el lado izquierdo de esta expresién consta de 4 términos, algunos de los cuales podemos saber su
signo de antemano y otros no. Esto nos permite crear sistemas de ecuaciones “asociando” y/o “descartando”
términos. Por ejemplo, podriamos pedir

—(p = DR k= )RR (P 4 efEeD <0
—(p— DR A (P2 e fha <,

Simplificando un poco queda

—(p = DRk = 1)(f)P +cf? <0
—(p — DEP=L(f)P=2f" 4 m~ fra—kpthtr—1 <

Eligiendo adecuadamente k podemos simplificar ain mas la expresién, sobre todo el exponente kg — kp + k +
p — 1 en la segunda ecuacién. Por ejemplo, tomando kg —kp+k+p—1=0,k=(p—1)/(p — 1 — ¢q) nos
queda un sistema “f4cil de resolver”. Una solucién de la segunda ecuacién, con condicién inicial f(a) =0y

f'(a) = er T (para garantizar uq(a) = 0), podria ser

LY rmT (o) po1 . :
fz) = de +e dy (Sale cambiando el < por un = y resolviendo). (7.34)

Notemos que efectivamente f’ > 0y més atin f”/ > 0. Luego podemos deducir f(z) < (z—a)f'(z). Utilizando
esto en la primer ecuaciéon nos queda que debemos pedir

1 q(p —1)P

elw) < (x—a)P (p—1—q)P

Va € (a,21). (7.35)

Por 1ltimo, sélo hace falta recordar que necesitamos que las funciones propuestas se crucen. Para ello tomaba-
mos ||u1||eo < 1, lo cual vale siempre que exista 7 que cumpla

1
o1 Yrm™ () po1
/a (l Fdl’ —+ 5) dy S 1

Como € puede ser tomado tan pequefio como se quiera, lo anterior es equivalente a que

o Y rm~(z) T
/a (/a T dx) dy < 1.

Teniendo en cuenta (7.32), notamos que para hallar simultaneamente u; y us debemos pedir que exista un

7 cumpliendo
1
o1 Y'm~(z) p=T 1 1
dx dy < —— < : (7.36)

kp—1 -1 =T
TP p
Al

Esto es lo que solemos poner como hipétesis en nuestros teoremas. El proceso para hallar us es andlogo al
de uy y agregarfa dos condiciones del estilo (7.35) y (7.36) cambiando bdsicamente a por xg y 21 por b.
Obviamente, una vez que hemos hallado todas funciones u;, habria que garantizar que se cumplen todas las
reglas del calculo necesarias para que u sea subsolucién. Es por ello que se pide u; € WP(I;) N Wlicl (I;) (ver
ftems 2 y 3 en la demostracién del Teorema 7.8 para tener una idea de como se comprueba este hecho). De
verificarse esto ultimo, obtenemos un nuevo teorema de la forma
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Teorema 7.14. Sea m € L”/(Q) y supongamos que existen a < xg < 1 <bcon0Zm >0 en I := (xg,x1).
Si se cumplen simultaneamente

L qp—1)P
c(z) < G p—1—qF YV € (a,x1),
c(x) < ! alp = D" Vo € (z9,b)

(b—2)P (p—1—q)

misd [ ([ ) [ </ m(‘r)dz) < P G

entonces existe solucion de (7.1).

Notemos finalmente que para hallar la subsolucién dada por la f definida en (7.34) hemos elegido asociar
los términos de la expresién (7.33) en una forma particular y hemos fijado un k a voluntad. Modificando
la forma de asociar los términos y tomando distintos valores para k podemos hallar subsoluciones distintas
que daran condiciones suficientes distintas. A su vez, también podria intentarse un procedimiento similar
tomando u; = g o f, con distintas opciones para g y f a determinar. Obviamente los sistemas que queden
dependersn de la eleccién de g. En nuestro caso, tomando g(z) = z¥, quedaban ecuaciones, dentro de todo,
faciles de resolver. Con lo dicho hasta aca, el lector ya esta capacitado para armar su propia subsolucién con
teorema incluido. Diviértase.
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Capitulo 8

Problema singular para ecuaciones
con el p-Laplaciano

En este capitulo trabajaremos con problemas singulares de la forma

—Apu =mu™" en )
u>0 en {2 (8.1)
u=>0 en 01,

donde © C R™ es un conjunto abierto y acotado, v € (0,1) y m € L4(£2) (con ¢ a determinar) es una funcién
que cambia de signo en (). La nocién de solucién de este tipo de problemas es ligeramente diferente de las
que hemos utilizado hasta el momento pues exige distintas condiciones de regularidad.

Definicién 8.1. Por solucién de (8.1) nos referimos a una u € C1(Q)NC(Q), u > 0 en Q, u = 0 en IO, que
cumple la ecuacion en el sentido de las distribuciones, o sea,

/ WP g = / mul¢ Vo e CX(Q). (8.2)
Q Q

Este tipo de problemas aparecen en aplicaciones como teoria de fluidos no newtonianos o flujo de un gas
en un medio poroso (ver por ejemplo [RST, GR]). En el caso p = 2 y para m no negativo han sido estudiados
ampliamente (citamos entre otros a [WG, LOA, ALO1, ALO2, LZ, MHC, SG]). También para el caso p = 2
pero con m que cambia de signo, estos problemas han sido considerados recientemente en [GK3]. Por tiltimo,
resultados para un p general y m > 0 en ) pueden encontrarse en [LS, Secciones 5 y 6.

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar la existencia y no existencia de soluciones de (8.1) para
1 < p < oo cuando no se piden restricciones sobre el signo de m en 2. Notamos en particular que algunos de
los resultados de esta tesis mejoran los encontrados en [GK3] para el caso del Laplaciano.

Trabajaremos principalmente con el método de sub y supersoluciones para problemas singulares (ver
Teorema 4.10). Como ha sucedido en los problemas presentados en capitulos anteriores, la mayor dificultad
serd encontrar subsoluciones estrictamente positivas. Para hallarlas utilizaremos el Teorema de punto fijo de
Schauder aplicado a ciertos problemas relacionados. Dividiremos el capitulo en dos secciones. En la seccién
sobre el problema unidimensional los resultados principales son el Teorema 8.4, Teorema 8.8 y Teorema 8.10.
El primero da una condicién suficiente que asegura la existencia de soluciones de (8.1) siempre que v > 0 sea
suficientemente pequeno. El segundo es una condicién suficiente donde se determina explicitamente si dado
un ~y particular existe solucién de la ecuacién en funcién de otros parametros. Finalmente, el Teorema 8.10
da dos condiciones necesarias. Cabe mencionar que la primera de las condiciones suficientes (Teorema 8.4)
resulta ser “casi” necesaria, ver Observacién 8.11.

Finalmente, en la seccién sobre problemas en mayores dimensiones los resultados principales son el Teore-
ma 8.15 y el Teorema 8.16 . Respectivamente, una condicién suficiente y una necesaria. Estos resultados son
los analogos al Teorema 8.4 y Teorema 8.10 de la seccién unidimensional. Sus demostraciones, como podran
observar, son adaptaciones de sus versiones en dimensién uno, pero requieren hipotesis distintas sobre la
funcién m para garantizar las mismas condiciones de regularidad. Por completitud y para que se observen
los cambios que deben realizarse al pasar de una a mayores dimensiones, escribimos las demostraciones en
ambos casos.

7
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8.1. Resultados en una dimension

Durante toda esta seccién consideraremos €2 := (a,b) un intervalo abierto y acotado de R y se entenderd el
problema dado en (8.1) como el caso unidimensional. Comenzamos dando un lema que garantiza que siempre
existe supersolucién arbitrariamente grande de tal problema.

Lema 8.2. (Emistencia de supersolucion arbitrariamente grande) Sea m € LI(Q), con ¢ > 1 y mt #
0. Entonces, el problema (8.1) tiene una supersolucion arbitrariamente grande. Es decir, dada cualquier
subsolucion v € C*(Q) es posible encontrar una supersolucién w > v en ).

Demostracion. Sea 1) := S(m™) y elijamos 8 € (0,1) y o > 0 satisfaciendo

-1 (o=
B = pf‘l +7’ o:=p a (83)

Notemos que, por el Teorema 3.2 y regla de la cadena, tenemos
Y e Cl(Q), WPy e Wh(Q), (8.4)
Ay = m*  ppr en Q,
WP e (nC@)y
P =0 en 99.

Msés atin, por el Principio del Méximo Fuerte (Teorema 3.15), se cumple que v, 1? > 0 en Q. Calcularemos
ahora cuanto vale —Ap('(/J’B ), para ello primero vemos

(W) = gy~
’(1/)B)’]p_2 wﬁ)/ _ 6;0—2,(/}([3—1)(;0—1) |w/|p—2 BW‘%’
= 5(?-1)¢(5—1)(p—1) |w/|p72 W'

Si bien las derivadas anteriores se entienden en sentido débil y clésico, las proximas que calcularemos se
entenderdn en sentido débil. Ahora, por (8.4) y tomando en cuenta que, por regla de la cadena, PpB-D@=2) ¢

Wzlocl (€2), aplicando la Observacién 1.20, calculamos

-2
=Ap(@7) = =([@")[" @)Y
= — (5(?*1)1/}(,6’71)(1771) |¢/|P*2 1//)/
= — gD (DD P
_ﬁ(P—l)w(ﬁ—l)(p—l)(|,¢/|I)—2 wl)/
= B8 = 1)(p— DYHET T P )
,6(1’*1)11)(5*1)(17*1)(|w/|P*2 1/}/)/~
Usando lo anterior, (8.3) y (8.5) obtenemos, en el sentido de las distribuciones,
—Ap (7)) z BTV
> Jflfvwfvﬁ’
entonces
—Ap(a?) > (o9”) " Tm.

Luego, 01® es supersolucién en el sentido de las distribuciones de nuestro problema. Finalmente, utilizando
el Lema de Hopf para ¢, sabemos que la derivada es no nula en la frontera. Esto nos dice que la derivada
de 9? es infinita y por lo tanto dada cualquier v € C*(Q), eligiendo o suficientemente grande tenemos que
v < o). O
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Observacién 8.3. Notar que a diferencia del caso sublineal, aqui pedimos que v € C1(Q) y no C(Q). Esto se
debe a que para problemas singulares utilizaremos el Teorema 4.10 (Sub y Super para problemas singulares),
que exige a la supersolucién ser exactamente cero en la frontera del dominio. Esto no nos permite hallar
supersoluciones que superen a la norma infinito de la subsolucién en todo Q. Pedir, en cambio, v € C*(Q)
nos dice que la derivada normal serd acotada en la frontera. Usando el Lema de Hopf se vio que con eso es
suficiente para poder hallar supersoluciones arbitrariamente grandes.

El siguiente teorema nos dard condiciones suficientes para que exista solucién de (8.1). Para enunciarlo
precisamos antes de dos definiciones.

Denotaremos por dq la funcién distancia al borde del dominio ©Q, es decir, dg(x) := dist(z,0). En
particular, ya que 2 = (a,b) es un intervalo abierto y acotado de R, tenemos que dq(x) := min{z — a,b— z}.

Ademaés, denotaremos por

P? := interior del cono positivo en C§ (), (8.6)

esto es, las funciones v € C1(Q2) con v(a) = v(b) =0, v >0 en Q, v'(a) > 0y v'(b) < 0.

Una pequena relacién entre ambas definiciones es la siguiente. Notemos que, dada una funcién f en el
interior del cono positivo, existen 0 < ky < ko constantes tales que ki1do < f < kodq. El reciproco también
es cierto siempre que f € C1(Q).

Teorema 8.4. Sean  un intervalo abierto y acotado de R, m € L1(Q2), con1 < g < oo, yv > 0. Supongamos
que se cumple

S(m) € P°, donde S es el inverso del p-Laplaciano,
entonces existe vo > 0 tal que el problema (8.1) tiene solucion uw € P° para todo v € (0,7o].

Observacién 8.5. (Esquema de la demostracién)

Probaremos que existe una solucién por medio del Teorema de Sub y Supersoluciones (Teorema 4.10) y
luego veremos la regularidad de la misma usando el Teorema 3.2.

Para la primera parte, debido al Lema 8.2, ya contamos con una supersolucién arbitrariamente grande
de nuestro problema. Entonces, s6lo hace falta hallar una subsolucién.

Para determinar una sobsolucién de (8.1) aplicaremos el Teorema de punto fijo de Schauder. Si, para
algin  suficientemente pequeno, hallamos una solucién del problema

—App=mt —mv7  en
v >0 en )
v=20 en 0f)

que tenga norma infinito menor que 1, entonces habremos encontrado una subsolucién del problema original.
Por lo tanto, querremos (para 7 chico) un punto fijo del operador 7 (v) := S(m* — m~v~7). Necesitamos
entonces garantizar las hipétesis del Teorema de Schauder, esto es, dar un conjunto C que sea convexo,
cerrado y acotado, tal que T(C) C C (i.e. que C sea T —invariante) y que el operador T : C — C sea continuo
y compacto. Propondemos

C={veC@):fi<v<fo}
con funciones f y fo a determinar. Como queremos que C sea T —invariante miramos 7 (C(2)). Por Principio
de Comparacién (Lema 3.14) se puede ver que T es creciente. Entonces, como 7 (v) = S(m™ —m~v™7) <
S(m™) para toda v (y para todo 7), tomaremos fo = S(m™). La cota por abajo serd méas dificil de hallar
y para darla se necesitard asumir v suficientemente chico. Anticipamos que f; estard dada por la funcién
distancia al borde dq multiplicada por una constante. Esto se debe a que siempre existe un nimero £ > 0 tal
que
e6o < S(m™)

por Lema de Hopf para el p-Laplaciano (Lema 3.16). Luego bastard ver que, si 7 es suficientemente pequeno,

se tiene
edg < S(m™ —m™(edg) 7).

Podremos entonces tomar

C={veC@):edg <v<8mt)}
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ya que, como 7T es creciente, se verifica
edg < T(e6q) < T(v) < T(S(mT)) < S(m™) Yv € C,

quedando asi C invariante por el operador 7.
Por ltimo, aclaramos que, para garantizar que siempre podemos conseguir una subsolucién cuya norma
infinito sea menor que 1, usaremos la homogeneidad del operador p-Laplaciano.

Demostracion. Notemos que el problema es homogéneo en el sentido que tiene soluciéon para m si y sélo
si también lo hace para 7m con 7 > 0. En efecto, una funcién u es solucién de (8.1) si y sélo si Ty
es solucién de (8.1) con 7m en lugar de m, donde T es una constante. Podemos trabajar entonces con mm
en lugar de m y asumir S(rm™*) = IS (m™) < 1 eligiendo 7 suficientemente pequefio. Por comodidad,
seguiremos denotando m a 7m y asumiremos S(m™) < 1.

Para hallar la subsoluciéon procedemos en varios pasos que iremos demostrando en caso de ser necesario.
Fijamos ¢ tal que 1 < ¢p < gq.

1. Como S(m) € P° podemos fijar 0 < ¢ < 1 tal que edg < 1y S(m) > 2edq en Q.
2. Se cumple que ||[m — (m™ — (edq) " "m™)||gy — 0 siy — 0.
D. Definamos

gy i=m— (m* = (edg)"m”) =m” ((eda)"7 —1).

Probemos que g, — 0 en [|-||4,, cuando v — 0. Para esto usaremos el Teorema de Convergencia
Dominada de Lebesgue.

Por un lado, |(edq) ™" — 1| — 0 para todo x € §, cuando v — 0. Por lo tanto también |g,|? — 0 tiende
a 0 ppz en €.

Por otro lado, se puede ver que dado 1 < r < oo, existe 7y suficientemente pequeiio tal que (dg)~7 €
L"(Q) para todo v < 9. En nuestro caso considerando r = _£L resulta que lg4|% € L*(Q) a partir

de un 7. En efecto, usando desigualdad de Holder con q% y (q%)’ = ﬁ, se tiene

a—4a9

fimren o s ()7 (o)

q0
= (Im=llalle00) ™ = 1 s ) -
q9—4q0

(Notar que si ¢ = oo, entonces, como {2 es acotado, m™~ pertenece a L"(2) para todo r > 1 y se puede
usar la prueba anterior.)

Como se cumplen las hipétesis del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue para |g,|?, queda
probada esta parte.

3. Existe g tal que, para todo v € (0,70, se verifica m™(edq) ™7 € LY (Q) y S(m™ —m ™ (edq) ™) > edq.
D. Como m € L9(2) (por hipétesis), se cumple que
m~ € L1(Q) C L?(Q). (8.7)
Ademds, por 2, existe vy tal que, si v < 70, ||gv|lqo < € ¥ por lo tanto
gy € LT (Q). (8.8)

Usando (8.7) y (8.8) se desprende que m™ (edg) ™Y = gy +m~ € LT(Q)) si v < 7.

Para ver que S(m™ — m™(gdq) ") > edq notemos que

a) m™ —m~(edq)”" — m en L?(Q). (Por el punto 2.)

b) S: L%(Q2) — C*(Q) es continuo. (Teorema 3.5)

c) S(m* —m™(edq)™7) — S(m) en norma C'(Q), cuando v — 0. (Por a) y b))

d) Como 8(m) > 2edq, se tiene que S(m™ — m™(edq)~7) > edq para 7 suficientemente pequeno. (Por
lyc))
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4. Tomemos v € (0,70]. Sean

Entonces,
e <S(mT —m (edg) ") <u=8(m" —m v7) <S(mh). (8.9)

D. La primera desigualdad sale del punto 3. Para la segunda y tercera desigualdad notemos que,
mt —m (e6q) Y <mt —m v <m* Yv € C,
entonces, por Principio de Comparacién (Proposicién 3.14),

S(mt —m ™ (e6a) ) < S(mT —mTv77) < S(mT) Yov e C.

5. La aplicacién v — m™ —m~v ™7 es continua de C en L% ().

D. Obviamos esta demostracién ya que es muy similar a la realizada en el punto 2. La diferencia es que
ahora debemos probar que ||m~ (v™7 —w™7)||4, — 0 si v — w uniformemente en  para v, w € C.

6. El operador T definido en el punto 4 cumple 7(C) C C. Ademds, 7 : C — C es compacto.

D. T es la composicién de la aplicacién definida en el punto 5 y el inverso del p-Laplaciano. La primera
es continua y el segundo es compacto de L% () — C(2) (Teorema 3.5). Entonces, 7 : C — C(Q) es
compacto. Para ver que T (C) C C sélo falta usar la desigualdad (8.9). Finalmente, es ficil ver que C es
cerrado en C(Q) y por lo tanto se concluye que 7 : C — C es compacto. Notar que 7 (C) C C(Q2) por
la misma demostraciéon que la compacidad.

7. Existe solucién v € C1(Q2), en sentido de las distribuciones, de

—Apv = mt—m~v™ en
v=>0 en 0f).

D. Schauder. 7 : C — C es compacto y es facil ver que C cumple las hip6tesis del Teorema de Schauder
(ver Teorema 4.11). Entonces, existe un punto fijo del operador. Es decir, existe v € C tal que v =
S(m™ —m~v™7). Ademés, por el punto 5, m* —m~ v~ € L?(Q). Usando la regularidad del inverso
del p-Laplaciano (Teorema 3.2), se obtiene que v = S(m* —m~v=7) € C}(Q).

8. La funcién v hallada en el punto anterior es subsolucién en el sentido de las distribuciones de nuestro
problema.

D. Por definicién del conjunto C y lo dicho al principio de esta demostracién, v < S(m™*) < 1. Entonces,

+ +

mT—m v T < (mT—m" v 7.

Usando el punto 7 tenemos que
/ /[ ¢ da < / (m™ —m™ v " ¢dx
Q Q
= / mv Y¢dr Vo € C°(Q)
Q
y esto es la definicién exacta de subsolucién en el sentido de las distribuciones.

Para finalizar la demostracién del Teorema sélo falta un paso mas.

Aff. Existe solucién u € C*(Q) de (8.1) para 7 suficientemente pequefio.
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D. Sabemos que existe supersoluciéon arbitrariamente grande de nuestro problema por Lema 8.13. Por el
punto 8 existe subsolucién, luego podemos aplicar el Teorema de Sub y Supersoluciones (ver Teorema
4.10). Entonces, obtendrfamos una solucién u € C1(2) N C(Q2) con u > edg en Q.

Usando esto y eligiendo vy suficientemente pequefio podemos probar que m*Tu~7 € L% (Q), con 1 <
qo < g para todo v € (0,70]. En efecto, aplicando la desigualdad de Holder de forma similar a la prueba
de la parte 2, se tiene

a—4a9

q
/ (mtu=)% < (Jlm*|]y)" (/ u”’q%;0> < 00 si 'yﬂ < 1.
Q Q

q—4q0

Ahora, como m~u~" € L%(Q) (ver punto 5 e hipétesis sobre m), tenemos que mu~" € L%(Q), con
1 < go < q. Por Teorema 3.2, se ve que u = S(mu~7) € C*(Q2) como querfamos.

O

Se podria considerar que el teorema anterior es, en cierto sentido “cualitativo”, ya que, si bien da con-
diciones suficientes, deja varios parametros de las hipétesis no “cuantificados”. Por ejemplo habla de -y
suficientemente pequeno. En lo que sigue, trataremos de dar condiciones exactas sobre dichos pardametros. Es
decir, daremos una férmula que nos dird cuando «y califica como “suficientemente pequeno”. La idea bésica es
la misma que en el teorema anterior, pero esta vez definimos explicitamente el conjunto C tomando un ¢ fijo.
Como el lector habra notado, el operador solucién o inverso del p-Laplaciano, denotado S, ha tenido un rol
fundamental en la demostracion del teorema anterior. Es por ello que antes del préoximo teorema daremos un
lema, que nos serd de utilidad, donde encontramos estimaciones a priori de las soluciones S(h) del problema
quasilineal asociado al p-Laplaciano.

Lema 8.6. Sean 1 <p < oo yh e L1(Q) con g> 1.

(i) (Cota por arriba) Si h > 0, entonces en Q se cumple que

h) < (/bh(t) dt>pl 5o (8.10)

(ii) (Cota por abajo) Sea I = (z9,x1) C Q y tomemos x; = LF*. Si
inf(h) > Ay (1) méx{(er — a)?~ 1/ h=(t) dt, (b — z1)"~ 1/ () dt}, (8.11)
entonces en Q se cumple que
S(h) > (min{H,, Hy})7 bq, (8.12)
donde
infr(h /
H, = h~
/\1([)(1‘] - a
infr(h /b
Hy = h™
D ICEETE

Notar que la hip6tesis requerida en (i) pide, en particular, que h restringida al intevalo I sea estrictamente
positiva (en simbolos, hj, > 0).

Observacién 8.7. El inciso (i¢) se traduce graficamente a que, para ciertas hipétesis sobre h, S(h) se ve
encerrada por miltiplos (que dependen de h) de la funcién distancia al borde de Q. Esto guarda una gran
similitud con lo que observamos sobre las funciones del cono positivo antes del enunciado del Teorema 8.4.
En particular establece un Principio del Maximo Fuerte y un Lema de Hopf para el operador p-Laplaciano,
incluso cuando h cambia de signo.
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Demostracion. (i) Supongamos, sin pérdida de generalidad, que h # 0, pues si h = 0 entonces S(h) =0y
se cumple (¢) trivialmente. Luego, con h > 0, por el Principio del Méximo Fuerte, tenemos que S(h) > 0.
Ademas, notemos que, por la formula para S ( ), su derivada
x
(St (@) = ¢ e~ [ h(e) ) (5.13)
a

es no creciente pues h > 0y go;l es no decreciente. Por lo tanto, S(h) es céncava y positiva en 2 y debe
cumplirse

(S(h))'(b) <0< (S(h)) (a). (8.14)
De aqui se deduce ,
0<ep < / h(t) dt (8.15)
pues como ¢, es creciente,
0<(S(h)(a) =9, (ch) = 0<ecp y
b b
0> (S(h)'(4) = 3 (en — / W) dt) = on < / h(t) dt.

Utilizando esto (y la hipétesis h > 0) obtenemos,

) , o
(S())(a) = w3 (en) < 03 \( / h()dt)—( / 0 dt) v

(S 0) = ¢; ch—/h dt) > o7l /h ) dt) (/h dt)ll.

_1_
—1

b P
(S(h)' (b)] < (/ h(t) dt) . (8.16)

1

Por lo tanto,

Luego, considerando la funcién lineal a trozos ( fab h(t) dt) T s y usando la concavidad de S(h) obtenemos

1

S(h) < (/bh(t) dt> a 5 (8.17)

=42),

puesto que para todo punto x € (a, %3

1
=1

b p—1 ! b p—1
(/ (1) dt) 5o <x>=</ 0 dt) > (S()Y(a) > (S ()

L .
y, similarmente, para todo y € (b, %),

b EREEN b -
(/ () dt) 50 <y></ () dt) < (SWY®) < (S ).

Veamos ahora (ii). Consideramos I := (zg,21) C Qysean A\;([) >0y ® > 0, con ||®||z (1) = 1, el autovalor
principal y su autofuncién (normalizada) positiva correspondientes al p-Laplaciano en I. Si se cumple la
hipétesis (8.11), en particular vale inf;(h) > 0y consideramos A* := A;(I)/ inf;(h). Empezamos construyendo
alguna 0 < u € W, ?(Q) tal que —A,u < A*h en sentido débil en € (subsolucién). Su construccién esté
inspirada en algunos de los computos realizados en las pruebas de los Teoremas 5.14 y 7.8. Primero notemos
que, como 0 < ® <1,

— AP =\ (NP <Nh enl. (8.18)
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Por otro lado, notando que A*h~ < A\*h, procedemos a construir las siguientes funciones. Sea x; := (zo+x1)/2.

Definimos en [a, z]
z y 1/(p—1)
v(x) ::/ (ca+)\*/ h_) dy,

1 o
Cgi=———— —A* h™.
(xr —a)p=t /a

Notemos que ¢, > 0 por (8.11). Es ficil verificar que v creciente, convexa y es solucién del problema

donde

—Apv = —N\"h" en (a,zr)
v>0 en (a,xr)
v(a) =0

v(zr) < 1.

La ultima desigualdad vale porque la hipdtesis (8.11) implica que h > 0 en I y entonces

T To 1/(p—1)
[V Loe (a,er) < v(z1) = / (ca + )\*/ h‘) dy = 1.

Similarmente, definimos en [z, b] la funcién

1/(p—1)

w(x) := /: (cb + A" /yb h) dy,

1 b
= )\ h™ .
Cp b—z)r 1 /w >0

1

con

Tenemos que w es decreciente, convexa y es solucién del problema

—Apw = —X\*h~ en (zr,b)
w>0 en (z7,b)

Ademés, se cumple que v(a) = w(b) = P(z9) = P(z1) = 0y ||v]]oos ||W]|oo <1 =]|P||sc ¥ que P es creciente
en [xg, x| y decreciente en [z,21] (ver Lema 3.10). Aplicando el Lema 7.6, hallamos un z, € (zg,2s) y un
T € (x1,21) tales que
v(zg) = B(zp), (1) = w(@),
v'(zg) < P'(zg),  P'(T1) < w'(T0).

Definimos una funcién u de la siguiente forma

(8.19)

v en [a,z]
u:=4q® enzy,T]
w  en [T1,b)].
(Mencionamos que si g = a, a la hora de construir u sélo utilizamos ® y w, si 1 = b no precisamos de

w, y si I = Q simplemente definimos v = ®.) Teniendo en consideracién el parrafo previo, (8.18), (8.19) y
realizando una simple integracion por partes se arriba a —Apu < A*h en sentido débil en Q. Més atin, como
v'(a) = c,ll/(pfl) y w'(b) = c;/(p71)7 por la convexidad de v y w y por las ya mencionadas propiedades de
monotonia de ®, se sigue -

u > (min{cq, cp )P Vig  en Q.
Por el Principio de Comparacién Débil (Lema 3.14) la misma estimacién es védlida para S(A\*h). Més atin,
por la homogeneidad del operador p-Laplaciano obtenemos

i 1/(p—1) _
(mln{caasi}) 5o en .

que a la vez produce (8.12) y esto concluye la prueba. O

S(h) >
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Teorema 8.8. Sea m € Lp’(Q) y v > 0. Supongamos que m~dy" € LI(Q) con ¢ > 1. Si para algin
I = (zg,z1) C Q se cumple

-1

inf, mt)p—1+v Zo B b B P

(m(IfT)Jr) > €y p,0,1 MAX (/ m‘éQW,/ m”=og" , (8.20)
a m R a 1

- (r=1) —
p=1\"(p=1+9\"""7 (b—a)’ _ p—lty
o (2 (525 (52

entonces el problema (8.1) tiene una solucién u € C*(Q)NC(Q), y u € P° siempre que m* g € L"(Q) con
r> 1.

donde

Demostracion. Seguiremos a grandes razgos la demostracion del Teorema 8.4, pero como estamos tratando de
cuantificar, todos los pardmetros que vayan apareciendo deberan ser explicitados. Por ejemplo, comenzamos
trabajando con el problema equivalente para 7m, donde

7= <b3a>p1 (/abnﬁ)_l. (8.21)

Como 6 < (b—a)/2 en Q, empleando (8.10) se puede comprobar que S(rm™) < 1 en Q.

Asumiremos que
) b xo
max / mfég_z'y,/ m”= o 2/ m”=ég ", (8.22)
a 1 a

ya que el otro caso es completamente analogo. Definimos entonces

C:={velCQ):=redg <v<S(rm") en Q},

donde,

inf] m+ o =
Cl = —————7 Co 1= m 59 s
a

(@)t

(Tcz'y ) 1/(p—1+7)
g = .
p—1

(Mencionemos que si (8.22) no es vélida tomamos cg := ffl m~dg,"). Se puede verificar que (8.20) implica

_ —1 v p_1+'7 p—1+y _
FHr s (P P 2
e () (28 ; (5.23)

Tomando en cuenta esto y la definicién de ¢y, observamos que

M (D) @y — a)P=! / " (260) " < M (IRt / " mms

et (=) o)
— Al T - 2

-1
<MD e L
= 1()[ C1p71+7

< irIlf m™
= ir}f(m+ —m™(edq)™7).

Entonces podemos aplicar la cota (8.12) con m* — m~v™7 en lugar de h, y también con 7(m™ —m~v™7),
obteniendo

S(r(m* —m™edg) ™)) > (1(c1 — cae 7))/ PV, (8.24)
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si usamos la igualdad (8.22).
Dado ahora v € C, definimos, de forma andloga al teorema previo, u := T (v) := S(t(m* — m~v™7)).
Podemos deducir

S(rm™) > u > T((€60)™7)) > (t(cr — ce™ )Y/ P76 > edq,

pues la primera y segunda desigualdad valen por Principios del Méximo (como ya usamos en el teorema
anterior), la tercera estd dada por (8.24) y la dltima desigualdad es una consecuencia de (8.23). Por lo tanto

u="T()eC.
Ahora la prueba puede ser terminada como en el teorema anterior usando primero el Teorema de Schauder
y luego el Teorema Sub y Supersoluciones. O

Observacién 8.9. (Aclaraciones sobre la demostracion)

Dado 7 fijo, este teorema nos garatiza que si se cumple la condicién (8.20), entonces obtendremos solucién
de nuestro problema. Ahora bien, ;Cémo hemos hallado tal condicién suficiente? La prueba del primer
teorema de esta seccién nos aporté un método para encontrar subsoluciones de (8.1) y asf poder usar el usar
el Teorema de Sub y Supersoluciones.

Recordemos que al inicio de la prueba del Teorema 8.4 mencionamos que necesitdbamos una constante 7
tal que S(Tm™) <1 (y luego habfamos renombrado 7m por m). En la demostracién del Teorema 8.8 dimos
explicitamente un nimero 7 que sélo dependia de €2, m y p. Pero, ;Cémo lo determinamos? Gracias al Lema
8.6 tenemos siempre (sin requerir hipétesis extra) una cota por arriba de S(tm™). Entonces podemos pedir
que dicha cota sea menor que 1, esto es,

1
—1

S(rm™)(z) < (/b ™ (t) dt) ' da(z) <1 Y € [a,b].

Luego buscamos 7 tal que

T < ! Va € [a,b].

" @ala)pt (frmt (1) di)

Como la funcién de la derecha de la desigualdad anterior alcanza su minimo cuando dg es maximo, pedimos
7 como en la férmula (8.21).

Por otra parte, si rastreamos en la prueba del Teorema 8.4 y en el esquema de su demostraciéon (Obser-
vacion 8.5), la parte que usa que v sea suficientemente pequeno es la que necesita garantizar

edg < S(r(m™ —m™ (e6q)77)).

Entonces dado v podemos preguntarnos, ;Cudndo existe £ que cumpla la desigualdad anterior (con 7 dado
por (8.21))? Para resolver esto asumamos que vale la hipétesis del segundo inciso en el Lema 8.6 tomando
h := 7(m*T — m~(edq) 7). Esta parte nos aporta una cota por abajo de S(t(mt — m™(edq)™7)). Asi,
buscamos ¢ tal que

N it (h)
S(r(m* —m™(e00)™) 2 Ty — g

—/ h~ (t) dtdg > €dq

(asumiendo, sin pérdida de generalidad, que el minimo en la cota (8.12) es alcanzado por H,). Utilizando la
notacién de la demostracién del Teorema 8.8 estamos buscando ¢ tal que

Pl 4 70T < Tey. (8.25)
Por ejemplo, podemos determinar ¢ como el minimo de la funcién f(z) = 2P~! + 7coz 77, esto es

1/(p—1+7)
TC27Y
= . 8.26
: (p—l) (8.26)

Falta ver que efectivamente dicho minimo cumple la desigualdad deseada y que ademaés era “legal” aplicar
el lema. Veamos primero que para dicho € se cumple la hip6tesis del lema dada por la férmula (8.11). En
efecto,

iy = m(200) ) 2 00 (= 0 [ ¥ 0) = ()8 (0) 7))
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se satisface si y sélo si se cumple

‘ p— R - -1 p_1’+7
inf(m*) > A (I)(z1 - a) 1(/ m (#)oa(t) ‘“) (77 fofi(t)&z(t)dt) '

Reemplazando 7 por la férmula (8.21) y haciendo pasajes de términos, queda la condicién

(fnf;(m™))P~1+7

Py 2 (M () (@ — a7 (bf)wp_l) (;;71>7 </ m(t)aﬂ(twdt>p_l .

Esta es similar a la condicién que pide el teorema, solamente falta, en el lado derecho, el factor (%)p_“‘"ﬂ
que es mayor que 1. Por lo tanto las hipétesis del Teorema 8.8 implican que se cumple la desigualdad anterior.
Por tdltimo veamos que con el € elegido se satisface (8.25). Si reemplazamos (8.26) en (8.25) queda que se

debe cumplir
p—1 -
TC p—1+vy TC p—1+~
(fy 2) -l-(7 2) TCcy < TC1.
p—1 p—1

Dicha desigualdad se satisface si y sélo si

JTC2
p—1

. S
yTco \ P HEY
p—1

que, haciendo pasajes de términos, se cumple si y sélo si

— 1)1 v 1 p—1+y
(7—62)1)71 S (Tcl)p71+’y (p ) ’71 _ (Tcl)pfljt'y < Y ) < p > )
(p—1+y)p-tt7 p=1) \p—1+v

+ TCo
<71y

Como podemos notar, aqui aparecié el factor (p;%l”’)p_“'y. Si reemplazamos T, ¢1 y co por sus respectivas
férmulas llegaremos a la condicién (8.20) requerida por el teorema.

A continuacién damos un resultado que provee condiciones necesarias para obtener solucién de (8.1).

Teorema 8.10. Supongamos que (8.1) tiene solucién u € C*(Q) tal que p,(u') € WH(Q). Entonces,
Sim)>0 enQ y (8.27)

Lm>& (8.28)

Demostracion. Sea u > 0 solucién de (8.1) y fijemos

p—1l+y

g=2T

(Notar que (B—1)(p—1) =~ > 0).
Tomemos 0 < ¢ € C°(Q) y sea ' un abierto tal que supp(p) C Q' CC Q. Por los célculos hechos en la
demostracién del Lema 8.2, sabemos que
—Ayuf = —BPY(B —1)(p — 1P DE=D=1 P
+ BP=1)y(B-1)(p—1) (=Apu)
< BNy B=DE=D (1) ™7
< P Vim(z) ppren .

Multiplicando a ambos lados por ¢, obtenemos
LIy @y <7 [ mwo
Q Q

Por otro lado, sea 0 < v € W, *(Q). Entonces, existe una sucesién {¢;}jen C C°(Q) con ¢; > 0 en Q y tal
que ¢; — v en WHP(Q) (ver Lema 1.40). Utilizando la ultima desigualdad con ¢; en lugar de ¢ y pasando
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al limite obtenemos que —A,(u?) < BP~Im(z) en sentido débil en 2. Notando que 8 > 1 y por lo tanto
u? € C1(Q), podemos aplicar el Principio de Comparacién (Proposicién 3.6) para deducir 0 < u? < 3S(m)
en 2. Esto demuestra la primer desigualdad.

Para probar la segunda desigualdad trabajamos sobre Q. := (a +¢,b—¢). Notar que . CC Q. Multipli-
cando (8.1) a ambos lados por u” e integrando obtenemos

b—e b—e
- Apuu’ = / m.
a+e a+e

Notar que (—Apu)),_ esta bien definido como funcién. Ademds, u” € C'(Q.) y [/ [P%u e Wh(€,) por lo
que vale la regla de integracién por partes. Entonces, la desigualdad anterior se transforma en

b—e b—e
(a7 (@ + €) — p(u)u?) (b — €)) + 7 /+ P < /+ m.

Como u = 0 en 91, haciendo tender ¢ a cero en la ultima desigualdad, obtenemos lo que queriamos. O

Observacién 8.11. Notemos que las condiciones (8.27) y (8.28) no son comparables. De hecho, supongamos
p=2,ysea Q:=(0,31) y m(x) := sen(z). Entonces, m = S(m) y f037r m > 0, pero S(m) < 0 en (m,27).
Por otro lado, integrando (3.1) (con m en lugar de h) obtenemos que

b
p (S(m)'(a) = @p (S(m)'(b)):/ m, (8.29)

de lo cual se sigue que podriamos tener S(m) > 0 en 2 pero f: m = 0. (Tomar por ejemplo p = 2, Q := (0, 7),
m(x) = 2(sen?(x) — cos?(x)) y S(m)(z) = sen?(z).)

Lo que es cierto de (8.29) es que S(m) > 0 en  implica que f;m > 0. Més aun, del Teorema 8.10 y
(8.29) tenemos que si (8.1) tiene solucién, entonces o bien S(m)’(a) # 0 o bien S(m)’(b) # 0. Es ain una
pregunta abierta si es necesario que ambas derivadas sean no nulas. O

Concluimos esta seccion mostrando un resultado de existencia para problemas singulares unidimensionales
de la forma
Lu=—(u'[P"? ) =m(z)f(u) enQ
u>0 en g (8.30)
u=20 en 0q,

donde Q = (a,b) y f: (0,00) = (0,00) es una funcién continua cumpliendo ciertas hipétesis. Explicitamente,
pedimos la siguiente hipdtesis.
(H) Existen ¢y, Cy > 0y v > 0 tales que

&7 < f(€) < Cp¢T7 para todo € > 0.

Corolario 8.12. Sea m € L (), sea f satisfaciendo (H) y supongamos que (8.1) tiene una solucién con
cym™ — Cypm™ en lugar de m. Entonces existe una solucidn de (8.30).

Demostracion. Sea u una solucién de (8.1) con cgm™ — Cym™ en lugar de m. Usando (H) encontramos que
Lu= (cgm™t(z) — Cpm™ (x))u™ <m(z)f(u) en Q.
Por otro lado, sea v := S(m™*) > 0 y fijemos 3 € (0,1) y o > 0 satisfaciendo

p—1 oY/ =1+
f=—— o>——.
p—1+y Bs
Agrandando ¢ de ser necesario, recordando que 3 < 1 y que por el Lema 8.6 se cumple S(m™) (a) >
0 > S(m%)'(b), podemos asumir que o1® > u en Q. Ahora, procediendo como hicimos para hallar una
supersolucién y teniendo en cuenta (H), obtenemos
r (mpﬁ) > (aﬁ)p_ler(a:)w(ﬁ_l)(p_l) >

Cym*(z) (0v®) " <mF (@) f (ov?) > m(x)f (0¢®) en @

para todo ' CC Q, y de aquf se desprende el corolario. O
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8.2. Resultados en ) C R"

Durante toda esta seccién consideraremos {2 un conjunto abierto, acotado y C*!' de R"™. Ademds, se
entenderd el problema dado en (8.1) como el caso en dimensién n. Comenzamos, al igual que en la seccién
anterior, dando un lema que garantiza que siempre existe supersolucion arbitrariamente grande de nuestro
problema.

Lema 8.13. (Ezistencia de supersolucion arbitrariamente grande) Sea m € L>®(Q) y m™ # 0. Entonces,
el problema (8.1) tiene una supersolucion arbitrariamente grande. Es decir, dada cualquier subsolucién v €
CL(Q) es posible encontrar una supersolucion w > v en Q.

Demostracion. Sea 1) := S(||m™||o) y elijamos 3 € (0,1) y o > 0 satisfaciendo

-1 (o=
= pf%ﬂ 0= (8.31)

Notemos que, por el Teorema 3.12 y regla de la cadena, tenemos
v e CH @), VU2V € Wi2(9), (8.32)
Ay =|ImT |l ppzen Q,
et )nc@)y
P =0 en 0.

Msés atin, por el Principio del Méaximo Fuerte (Teorema 3.15), se cumple que t,1? > 0 en Q. Calcularemos
ahora cuanto vale pr(@/JB ), para ello primero vemos

VP = By,
‘V¢ﬁ’p_2 V¢ﬁ — 5p—2¢(ﬁ—1)(p—1) |V¢|P—2 ﬁw(ﬁ—l)vw
— B(p—l)w(ﬁ—l)(p—l) |V¢|p—2 Vi

Ahora, por (8.32) y tomando en cuenta que, por regla de la cadena, 1(P~D(P=2) ¢ VVllocl(Q), aplicando regla
de diferenciacién del producto, calculamos, en sentido débil,

9 (B(P—l)w(ﬂ—l)(p—l) i 2 &p) BP= 1)w| V[P 2 (81&)

ox; Ox; T
p—2
+ﬂ(p*1)q/)(ﬂfl)(p*1) ol vyl Bl’z]
(’)xi
_ 1) o (O
— gl _ _ (B-1)(p—1)-1 p=2 [ Y%
B0 (8 - 1)(p— 1 vor (52)
o vylP? Bd’]

+ B(pfl)q/,(ﬂfl)(p*?) 5
g

Sumando sobre todo ¢ nos queda
—div (|07 "7 Vi) = =800 (8 = 1)(p — Dyl Ty
— BP=Dy(B=1r=1) gy (|vw|p72v¢) )
Usando (8.31) y que ¢ = S(||m™||o) obtenemos

—A,(17) > BPTVY m |
> 0—1—71!}—%87

entonces

~Ap(a?) > (o9?) " "m



88 CAPITULO 8. PROBLEMA SINGULAR PARA ECUACIONES CON EL P-LAPLACIANO

Luego, 01/® es supersolucién en el sentido de las distribuciones de nuestro problema. Finalmente, utilizando
el Lema de Hopf para 3, sabemos que la derivada normal unitaria es no nula en la frontera. Esto nos dice
que la derivada normal unitaria de 1? es infinita y por lo tanto dada cualquier v € C*(Q), eligiendo o
suficientemente grande, tenemos que v < gb”. O

Mas abajo daremos el Teorema 8.15, que es el andlogo al Teorema 8.4 y nos da condiciones suficientes
para la existencia de soluciones de (8.1) en el caso de dimensiones mayores a uno. Antes de enunciarlo
recordaremos dos conceptos que dimos para el caso unidimensional y tienen pequenas variaciones aqui.
También enunciaremos un resultado de andlisis (Teorema de Dini) que se utilizard en la demostracion.

Denotaremos por dq la funcién distancia al borde del dominio €, es decir, dq(z) = dist(z,0Q). A
diferencia del caso unidimensional, ahora no contamos con una expresion cerrada para esta funcién.

Adems4s, denotaremos por

P° := interior del cono positivo en Cg(€2), (8.33)

esto es, las funciones v € C1(Q) que cumplen v(x) = 0 para todo z € 9, v > 0 en § y poseen derivada
normal exterior unitaria negativa en la frontera. Es decir,
v
—(x) <0 Vze€oQ, (8.34)
on
donde 7 es el vector normal exterior unitario.
La misma relacién que antes se cumple entre ambas definiciones. Dada una funciéon f en el interior del
cono positivo existerL 0 < k1 < ko constantes tales que k10 < f < kodq. El reciproco también es cierto
siempre que f € C*(9).

Teorema 8.14. (Teorema de Dini) Sea X un espacio topoldgico compacto. Sea {g,} una sucesion mondto-
namente creciente o decreciente (es decir, gn(x) < gn+1(x) para todos x y n) de funciones definidas en X,
continuas, a valores reales, que converge puntualmente a una funcion continua f. Entonces, la convergencia
es uniforme sobre X.

Teorema 8.15. Sean 2 un subconjunto abierto y acotado de R™, m € L>*(Q) y v > 0. Supongamos que se
cumple

1. S(m) € P°, donde S es el inverso del p-Laplaciano,

2. 3p0 >0y Q,, :={x € Q:da(x) < po} tales que m™ € C(Q,,) y Im~| < Cdq(x)* para todo x € Q) y
a>1-— %

Entonces existe 7o > 0 tal que el problema (8.1) tiene solucion u € P° para todo v € (0, 7).

Demostracion. La demostracion sigue los mismos pasos que la anterior (Teorema 8.4) cambiando L9 y L%
por L™ en todos lados excepto en la parte 9 (como aclararemos més abajo). Solamente cambian las pruebas
de las partes 2 y 5 asi como el remate final. De hecho, las partes 2 y 5 requieren de la hipédtesis 2. que se ha
adicionado a este enunciado. Para ser mas claros daremos el esquema de la demostracion y explicitaremos
las pruebas de las partes que cambian respecto del teorema en R con g > 1 arbitrario.

1. Como S(m) € P° podemos fijar 0 < ¢ < 1 tal que edg < 1y S(m) > 2edqg en Q.

2. |jm — (m* — (eda) "M )|| — 0 siy — 0.

D. Definamos,
gy(@) :i=m— (m" = (e6a) "m”) =m™ ((e6a) 7 —1) sizeQ
g(x) :==0 six € 00

y probemos que g, — 0 uniformemente, cuando v — 0. Para ello, partimos el dominio en dos. Elijamos
0 < po < 1. Consideremos x € Q — €, entonces dqo(z) > po ¥

1
(epo) ™

siy— 0.

|m* ((e0g)™" — 1)| < |7 |eo ‘ — 1‘ — 0 (Recordar que €6 < 1)
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Como el lado derecho de la desigualdad no depende de z, la convergencia es uniforme en este subcon-
junto.

Tomemos ahora x € Qipo y usemos el Teorema de Dini para probar que g, — 0 uniformemente. Verifi-
quemos las hipétesis necesarias.

a) Las funciones g, son continuas. En efecto, por como estén definidas se ve que lo son en Qipo — 0N0.
Sélo falta ver qué pasa cuando z — 9€). Calculemos,

L, _ 1-— (659)7
s 92 (@)l = A ™ (@) < (edq)”
1= (edq)” . . _
< ¥ a—vy .
< Tl_l%lﬂ (da) (( BE (Por hipdtesis sobre m™)
=0 (Pues puedo tomar v < ).

Por definicién de g, esto concluye a).
b) gy(x) — 0 para todo z € (2,,. Calculemos,

/ / _ (1 —(ebq)”
a—7y _—
%gv(x)lsgg)‘@ﬂ) ( (Ce)r )‘

i < oo ()|
— 0 (Pues (£po)” — 1),

Esto concluye b).

Como el resto de las hipétesis del Teorema de Dini se cumplen trivialmente, tenemos que g-(x) — 0
uniformemente en €1, . Juntando esto con la convergencia uniforme sobre el complemento de este
conjunto hemos probado 2.

. Existe o tal que para todo v € (0, o], se verifica m™(edq)™7 € L®(Q) y S(m™ —m™(edq) ") > edq.

. Para ver la parte S(m™ — m™(dq)™7) > dq, notar que
¥

a) mT —m~(edq)”Y = m en L>(Q). (Por el punto 2)

b) S: L°°( ) = C1(Q) es continuo. (Teorema 3.13)

c) S(mt —m~(gdg) ™) — S(m) en norma C*(Q), cuando v — 0. (Por a) y b))

d) Como 8(m) > 2edq, se tiene que S(m™ —m™(edq) ™) > edq, para v suficientemente pequeno. (Por
lyc))

. Tomemos 7 € (0,7o]. Sean,

C={veC):ebqg<v<Sm")en Q} y

w:="T()=8m" —m v7).

Entonces,
g <S(mT —m (edg) ™) <u=8(m" —m v7) <S(mh). (8.35)

. La aplicacién v — m™ —m~v ™7 es continua de C en L>(2).

. Esta demostracién es muy similar a la realizada en el punto 2 y por eso la obviamos. (La diferencia es

que ahora hay que ver que ||[m~ (v™7 — w™7)||oc — 0 si v — w uniformemente en Q para v, w € C.)

. El operador T definido en el punto 4 es compacto y cumple 7 (C) C C.

. T es la composicion de la aplicacién definida en el punto 5 y el inverso del p-Laplaciano. La primera

es continua y el segundo es compacto de L>(Q) — C(Q) (Teorema 3.13). Entonces, T : C — C() es
compacto. Para ver que T (C) C C sélo falta usar la desigualdad (8.35). Finalmente, es facil ver que C
es cerrado en C(Q) y por lo tanto se concluye que 7 : C — C es compacto. Notar que 7 (C) C C(Q) por
la misma demostracién que la compacidad.
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7. Existe solucién v € C1(€2), en sentido de las distribuciones, de

—App=mt —m v™7 enQ
v=0 en 0N).

D. Schauder. T : C — C es compacto y es facil ver que C cumple las hipétesis del Teorema de Schauder
(ver Teorema 4.11). Entonces, existe un punto fijo del operador. Es decir, existe v € C tal que v =
S(m™ —m v~ 7). Ademés, por el punto 5, mT —m~v™7 € L>(Q). Usando la regularidad del inverso
del p-Laplaciano en R™ (Teorema 3.12), se obtiene que v = S(m* —m~v™7) € CY(Q).

(Notar que también es posible probar que m* — m~v™7 € L*(Q2) de otra manera ya que, por la
definicién de C y el punto 3, se puede ver que existe un M > 0 tal que

~M <mt —m (e0g) T <mT —mTv <mT < M)

8. La funcién v hallada en el punto anterior es subsolucién en el sentido de las distribuciones de nuestro
problema.

Aff. Existe solucién u € C*(Q) de (8.1) para 7 suficientemente pequefio.

D. Por lo dicho al principio de la demostracién y el punto 8 podemos aplicar el Teorema de Sub y Super-
soluciones (ver Teorema 4.10). Entonces, obtendriamos una solucién v € C*(2) N C(Q) con u > edg en
Q.
Usando esto y eligiendo g lo suficientemente pequefio podemos probar que m*™u~" € LI(2), con ¢ > n
para todo v € (0,7]. Pues,

mt _
|y < s, [ < (P [ g7 <o sing <n

Q e

Ahora, como m~u~Y € L>(£2) (ver punto 5 e hipétesis sobre m), tenemos que mu~" € L%(Q), con
q > n. Por Teorema 3.12, se ve que u = S(mu~") € C*(Q) como querfamos.

O

Teorema 8.16. Supongamos que (8.1) tiene solucién u € C*(Q) tal que |Vul? "> Vu € VVﬁ)Cl(Q,]R") Enton-
ces,

Sm)>0 enQ y (8.36)
(/m>0. (8.37)
Q

Demostracion. Sea u > 0 solucién de (8.1) y fijemos

p—1l+y

g=2"7

(Notar que (B—1)(p—1) =~ > 0).

Tomemos 0 < ¢ € C°(Q) y sea £ un abierto tal que supp(¢p) C Q' CC . Por los célculos hechos en la
demostracion del Lema 8.13, sabemos que

—Apuﬁ - _5(17—1)(5 —1)(p— 1)U(B—1)(p—1)—1 |Vul?
+ BP=1y(B-1)(p=1) (—Apu)
< BP=Dy BNy (1)~
< P YVm(z) ppxen Q.

Multiplicando a ambos lados por ¢, obtenemos

Lav vt o) < 7t [ mae.
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Por otro lado, sea 0 < v € W, *(Q). Entonces, existe una sucesion {¢;}jen C C°() con ¢; > 0 en Q y tal
que ¢; — v en WHP(Q) (ver Lema 1.40). Utilizando la ltima desigualdad con ¢; en lugar de ¢ y pasando
al limite obtenemos que —A,(u”) < BP~Im(z) en sentido débil en 2. Notando que 8 > 1y por lo tanto
u? € C1(Q), podemos aplicar el Principio de Comparacién (Proposicién 3.14) para deducir 0 < u? < 8S(m)
en 2. Esto demuestra la primer desigualdad.

Para probar la segunda desigualdad trabajamos sobre Q. = {x € Q : dist(xz,09) > e}. Notar que
Q. cC Q. Multiplicando (8.1) a ambos lados por «” e integrando obtenemos

—/ Apuu"*:/ m.
QE QE

Notar que (—Apu)),,_ estd bien definido como funcién. Ademds, u” € C* () y VP~ Vu € WHHQ,R?)N
L>(Q,R™), por lo que vale la regla de diferenciacién del producto. Mds ain, vale el Teorema de la Diver-

gencia (Teorema 1.44) pues |Vul’ ™ Vu u? € Wh1(Q.,R")NC(Q,R™). Entonces, la desigualdad anterior se
transforma en

/ m(z) > / (IVulP~* Vu, Vu) — / div (|Vu|pf2 Vu u"*)
Q. Q

€ QE
_ 0
:/ yuv_l\VuF”—/ [VulP~? u a
Q. 00 877
>-C u?.
o0,

Como u = 0 en 912, haciendo tender € a cero en la ultima desigualdad obtenemos lo que queriamos. O
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