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Resumen

Este trabajo analiza la estabilidad de los conjuntos factibles de un problema de
optimizacién lineal cénica en dimensién infinita y de su dual asociado. A través
del concepto de coderivada se establece una caracterizacién de la propiedad de tipo
Lipschitz de las aplicaciones conjunto factible de ambos problemas. Se obtiene una
férmula para el cédlculo de la constante Lipschitz de la aplicacién factible del pro-
blema primal en cierto punto, que coincide con la norma de la coderivada en dicho
punto. El caso del dual es méds complejo y se obtienen estimaciones de esta cota. Por
otro lado se utiliza la nocién de derivada grafica para estimar la cota lipschitziana del
problema dual en dimensién finita. Se comparan los resultados obtenidos al calcular

la constante Lipschitz utilizando la coderivada y la derivada gréfica.
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Glosario

Glosario

N conjunto de enteros positivos.

R conjunto de mimeros reales.

loo(T) conjunto de las funciones acotadas de T en R.

loo s cono no negativo del espacio de las funciones acotadas en N.

L . -1
aplicacién que asigna a cada x* no nulo, el valor ||z*||".

Q° cono dual de Q.

By cono pre-dual de B.

By bola unitaria abierta en el espacio normado Y.

By clausura fuerte de la bola unitaria en el espacio normado Y.
RS espacio lineal de las funciones de S en R

R®) espacio de funciones A € R con soporte finito.

RSFS) cono no negativo en R®) donde A\; > 0 para todo s € S.
(P) problema primal.

(P) (b, c*) problema primal con perturbaciones b y c¢*.

(D) problema dual.

(D) (b, c*) problema dual con perturbaciones by ¢*.

N(z; Q) cono normal a Q en 7.

T(z;Q) cono tangente a ) en 7.

1y, 7, 1 convergencia con la topologia débil estrella.

Tj— T convergencia con la topologia de la norma.

sup supremo.

inf infimo.
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Glosario

max maximo.

min minimo.

dom f dominio efectivo de f.

gph f grafico de f.

epi f epigrafo de f.

conv €2 cdapsula convexa de (2.

cone ) cépsula conica de Q.

w-1im lfmite con la topologia débil.

w*-lim limite con la topologfa débil estrella.

lim inf limite inferior.

lim sup limite superior.

int interior topolégico de (2.

clQ clausura de €) con respecto a la topologia de la norma.
cl” Q clausura de €2 con respecto a la topologia débil.

cl* Q clausura de €) con respecto a la topologia débil estrella.
fr funcién conjugada de f.

dist(y,2) distancia de un punto y a un conjunto 2 .

s.a. sujeto a.

lip F' cota lipschitz de F.

regl’ modulo de regularidad de F.
surF’ tasa de suryeccién de F.
D*F coderivada de F.

DF derivada gréfica de F.

AT matriz traspuesta de A.

| H|™ norma exterior de H.

| H|~ norma interior de H.

X espacio dual de X.

X+ espacio dual de (X*,||||), donde ||| es la norma operador.
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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo analiza la estabilidad de un problema de optimizacién lineal cénica

en dimensién infinita dado por:

(P) Sup (c¢*, x)
<GI,ZL‘> S[_)t’ t S Ta
T € Q,

S.a.

y de su dual asociado:
(D) Inf (u,b)
A*,u ce — QO
p =0,

S.a.

donde T es un conjunto de indices arbitrario, posiblemente infinito, ) es un cono
convexo cerrado en un espacio real de Banach X, b, t € T, son nimeros reales y
ay,t € T, y ¢ pertenece a X* (espacio dual topoldégico de X). Finalmente A* es el
operador adjunto del operador lineal A : X — ((7T") definido por Az := ({a},7)),c7 »
donde (o (T') es el espacio real de Banach de todas las funciones acotadas en 7' con

la norma supremo.



Capfttulo 1. Introduccion

El andlisis de la estabilidad se llevard a cabo a través del estudio de los conjuntos
factibles de ambos problemas considerando perturbaciones b € ((T) y ¢* € X*,
respectivamente, ademas se realizara un andlisis cuantitativo a través de la estimacion

de cotas lipschitzianas de las respectivas aplicaciones conjunto factible.

A través del concepto de coderivada se establece una caracterizacién de la propie-
dad de tipo Lipschitz de las aplicaciones conjunto factible de ambos problemas. Se ob-
tiene una férmula para el cdlculo de la constante de Lipschitz de la aplicacién factible
del problema primal en cierto punto, que coincide con la norma de la coderivada en
dicho punto. El caso del dual es més complejo y se obtienen estimaciones de esta
cota. Por otro lado se utiliza la nocién de derivada gréfica para obtener el cdlculo de

la cota lipschitziana del problema dual en dimensién finita.

La coderivada es una suerte de derivada de multifunciones, provee extensiones
del operador derivada adjunta a aplicaciones no suaves y multivaluadas. En el caso
de funciones (univaluadas), ésta se reduce al cldsico operador derivada adjunta en el
punto en cuestion. Mientras que la derivada generalizada tangencialmente extiende

el concepto de derivada clésica a aplicaciones arbitrarias (multivaluadas).

Mordukhovich [18], estudia la diferenciacién generalizada de aplicaciones multi-
valuadas empleando la aproximacion geométrica/grifica, que relaciona construcciones
tipo derivada en aplicaciones con aproximacién infinitesimal de sus gréficos. Tales
aproximaciones gréficas surgen en la diferenciacién clésica cuando Fermat (1636) usa
la nocién original de derivada de una funcién polinomial en un punto dado via la
pendiente de la tangente a su gréfica. La aproximacién geométrica de Fermat fue
fuertemente desarrollada en el contexto moderno por Aubin [2], quien defini6, en
1981, una nocién de derivada para una aplicaciéon multivaluada via el cono contin-
gente a su gréfico en el punto en cuestion, y también por Pshenichnyi [20],[19] para

sus primeros desarrollos.
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Por otro lado Mordukhovich encara otra linea de aproximacién gréfica para la
diferenciacién generalizada e introduce en 1980, [17], la nocién de coderivada para
aplicaciones multivaluadas a través del cono normal bésico a su gréfico. Este es con-
ceptualmente diferente de la derivada tangencial en la linea de Aubin y Pshenichnyi
debido a la ausencia de dualidad entre conos tangentes y normal en contextos no
convexos, claro que, para aplicaciones suaves y graficas convexas, los dos enfoques
son equivalentes. La coderivada provee extensiones del operador derivada adjunta a
aplicaciones no suaves y multivaluadas, mientras la derivada generalizada tangen-

cialmente extiende el concepto de derivada clédsica a aplicaciones arbitrarias.

Una diferencia entre aproximaciones tangenciales y normales es que la primera
provee aproximaciones locales a conjuntos en el espacio primal y la otra en el espacio
dual e incluye informacién dual en el estudio del comportamiento local. Aplicando
este concepto a gréficos de aplicaciones multivaluadas, las aproximaciones tangen-
ciales generan derivadas direccionales de funciones y derivadas gréaficas de multifun-
ciones mientras que las aproximaciones normales se relacionan con los subdiferen-

ciales de funciones y coderivadas de multifunciones.

Las aplicaciones mutivaluadas son de especial interés en el andlisis variacional
y en el campo de la optimizacién, en particular ante la necesidad de analizar el
comportamiento de los conjuntos de soluciones factibles y de soluciones 6ptimas
con respecto a perturbaciones de sus pardmetros. Aqui se utilizan las nociones de

estabilidad lipschitziana.

Una extension apropiada de la clésica propiedad de Lipschitz a aplicaciones mul-
tivaluadas fue desarrollada por Aubin [3], motivado por aplicaciones del anélisis de
estabilidad en problemas de optimizacién convexa. La propiedad de Aubin (asi lla-
mada en [22]) es una localizacién del comportamiento lipschitziano en un entorno de
un punto dado del grafico de la aplicaciéon. Mordukhovich, en [18], utiliza el término

de Lipschitz-like para nombrar a esta propiedad, ya que considera que refleja mejor



Capfttulo 1. Introduccion

su naturaleza. En este trabajo, acordando con Mordukhovich, la llamaremos de tipo

Lipschitz.

Esta propiedad trae aparejado el cdlculo de una constante que se utiliza a menudo
para cuantificar la estabilidad de soluciones de un problema o en la tasa de conver-

gencia de algun método numérico para determinar una solucién.

La propiedad de tipo Lipschitz alrededor de un punto estd relacionada con la
acotacién local de la norma de la coderivada, lo cual hace que esta propiedad se
estudie en el contexto del andlisis variacional. Las referencias més cercanas que llevan
esta relacion al andlisis de la estabilidad de un problema de optimizacién, y en las

cuales se inspira este trabajo, se encuentran en [4], [15] y.[14]

Este trabajo consta de 5 capitulos, el presente, introductorio. El Capitulo 2 desa-
rrolla conceptos preliminares sobre las topologias débiles, las funciones convexas, las
aplicaciones multivaluadas, la propiedad de tipo Lipschitz y su relacién con la regu-
laridad métrica. Luego, el Capitulo 3 se enfoca en el problema primal y se establece
una caracterizacion de la estabilidad lipschitziana para la aplicacién conjunto factible
en cierto punto de su grafico, bajo cierta condicién (fuerte de Slater) para el punto
en cuestién. El resultado principal de este capitulo (ver Teorema 23) es calcular la
cota lipschitziana de dicha aplicacién con una férmula que depende de los datos del
problema, e igualarla a la norma de la coderivada. En la Seccién 3.3 se muestra
un ejemplo donde se calcula la cota lipshitziana a través de esta férmula. El Capi-
tulo 4 se enfoca en el problema dual asociado. La representacion de éste dependera
de cierto conjunto generador del cono de restriccién. En la Seccién 4.1 se obtienen
condiciones que garantizan la independencia de la elecciéon de este conjunto gene-
rador, asf como también caracterizaciones de la estabilidad lipschitziana similares a
las obtenidas en el capitulo anterior. La Seccién 4.3 se centra en el cédlculo de la cota
lipschitziana de la aplicacién conjunto factible del problema dual, pero esta vez no

se obtiene una igualdad sino una estimacién de esta cota a través de una férmula de
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célculo en funcién de los datos del problema, aparecen constantes que dependen de
las caracteristicas del cono de restrccién y del conjunto generador elegido. También
aqui se establece una relacion entre la cota lipschitziana y la norma de la coderivada.
En la Seccién 4.4, retomando el ejemplo de la Seccién 3.3, se encuentra el problema
dual asociado y se calcula la cota lipschitziana utilizando la férmula hallada. En el
Capitulo 5 se presenta la derivada grafica como herramienta alternativa para obtener
la cota lipschitziana, se analiza sélo el caso del problema dual en dimensién finita y
se encuentra una estimacién de la cota Lipschitziana en funcién del cono tangente.
Se verifican los resultados utilizando el ejemplo dado en la Seccién 4.4 y se comparan

las ventajas y desventajas de estos cdlculos a través de las distintas herramientas.

En el articulo [16] aparecen algunos resultados del Capitulo 3 (enunciados, sin
demostracién) y otros del Capitulo 4. En dicho articulo también se estudia sobre la
teorfa de la dualidad y se establece que, bajo ciertas condiciones, no existe salto de
dualidad (es decir el valor éptimo del problema primal coincide con el valor 6ptimo

del problema dual), lo cual potencia las posibles aplicaciones de estos problemas.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Preliminares

El problema primal estd definido en un espacio de Banach real X, el cual puede
ser de dimensién infinita, admitendo infinitas restricciones indexadas por un con-
junto arbitrario T' y con coeficientes acotados. Mds precisamente, los elementos del

problema primal son los siguientes:

» Un conjunto no vacio {a}, t € T} C X*, donde X* es el espacio dual topolégico

de X con el par canénico (-, -) entre X* y X.

Si no hay confusién, usaremos la misma notacién || - || tanto para la norma en X

como para la norma en su dual X* definida por
27 :=sup{(a", ) |z € X, [Jz]| <1},

para z* en X*. Asumimos que el conjunto {a}, t € T'} es fijo, arbitrario y acotado en

X*. Como consecuencia de esto y de la desigualdad generalizada de Cauchy-Schwarz
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tenemos, para cada z € X,

({ats 2))ier € Loo(T),

donde /(T es el espacio de Banach de todas las funciones acotadas en T' con la

norma de Chebyshev
[lloe : loo(T) — R, [|blloo := sup [by]
teT

(el subindice “co"serd omitido cuando no exista confusién). Cuando el conjunto de
indices T es compacto y los coeficientes a* son funciones continuas en 7', o (T) se

reduce al cldsico espacio C'(T") de las funciones continuas sobre conjuntos compactos.
= () es un cono convexo cerrado con interior no vacio en X, que define un orden
en X dado por: x1 > x5 si y sélo si vy — x5 € Q.
n b= (bt)teT es fijo y arbitrario.

s ¢* € X* es fijo y arbitrario.

El problema primal estd definido por:

(P) Sup (", x)
(af,x) <b, teT,
x € Q.

S.a.

Si introducimos el operador lineal A : X — ((T) definido por Az := ({a;,z)),cr ;

podemos re-escribir el problema primal como
(P) Sup (",z)
Ax < 5, (2.1)
T € Q.

S.a.
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Gracias a la acotacién del conjunto {af, t € T}, el operador lineal A es acotado,

ademsés

|Al| = sup ||Az|| = sup sup [(a;,z)| < sup sup ||la;]| [|z]| = sup [|a;||,
lzl|<1 || <1teT lzl|<1teT teT

y, para cada t €T,

lagll = sup |{a.2)| < sup sup [(a},x)| = | Al
llzll<1 llz||<1teT

por lo tanto ||A]| = sup ||a]]| .
teT

Introducimos ahora el problema dual asociado de la siguiente manera:
(D) Inf (p,b)
Apec —Q° (2.2)
p =0,

s.a.
donde p € loo(T)*, espacio dual topoldgico de lo(T). A* : loo(T)* — X es el ope-
rador adjunto de A, es decir

(A", x) = (u, Az) , para cada pu € £(T)" y cada z € X.
Q" es el cono dual de Q

Q" :={¢" € X*| (¢",¢q) <0 para todo q € Q}. (2.3)
Los conjuntos factibles asociados a estos problemas son

Fp::{wGX] AazggnyQ}, y

Fp={pelo(T) | Apee -Q° y pn>0};
sus valores 6ptimos son

vp := sup (¢",x vp := inf (u,b),
P x€£< ) Y Up MGFD<N )

por tltimo, los conjuntos éptimos son,

Sp={xeFp| (¢ ,z)=vp}, v Sp:={pne€Fp| <M7Z_)>:UD};

respectivamente.
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2.2. Notaciones basicas y definiciones

2.2.1. Topologias

Sea Z un espacio de Banach y Z* su espacio dual, los simbolos w y w* indican
la topologia débil y débil estrella, respectivamente, w-lim y w*-lim representan los
limites débil y débil estrella, respectivamente. A su vez, int 2 y cl€2 son el interior
y la clausura de un subconjunto €2 C Z con respecto a la topologia de la norma,
respectivamente, cl” 2 indica la clausura de €2 en la topologia débil y cl* ® denota
la clausura con respecto a la topologia débil estrella de un subconjunto & C Z*.

Recordemos que, para conjuntos convexos, su clausura fuerte y débil coinciden.

Enunciamos a continuacion algunas propiedades y el Teorema de Alaoglu que
nos seran 1til a lo largo de este trabajo. Sus respectivas demostraciones pueden
encontrarse en [5, p. 235]

» La funcién norma z —— ||z|| es w-semicontinua inferiormente en Z.

» La funcién norma z* — ||2*|| es w*-semicontinua inferiormente en Z*.

» La funcién z* — (2*,Z) es w*-continua: para cada z € Z. (Se cumple por

definicién de topologia débil estrella)

Teorema 1 (Teorema de Alaoglu) Sea Z un espacio de Banach, entonces la bola
unitaria cerrada

S={zeZ || <1}

es w*-compacta. Por lo tanto un subconjunto de Z* es w*-compacto si y solo si es

w*-cerrado y acotado.
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Asimismo, trabajaremos con diferentes pares duales {Z, Z*}, Z dotado con la
topologia original de la norma y Z* con la topologia débil estrella. En particular,
(ver en [8, IV.5.1]), existe un isomorfismo isométrico entre o (7")* y el espacio de las

medidas acotadas y aditivas
ba(T) = {u: 27 — R: y acotada y aditiva} ,
determinado por la identidad

(n,p) = /T pep(dt)  conp = (pe)ier € loo(T).

La norma dual en /. (T)* es la variacién total:

€ loo(T)" — ||puf| == jlél;u(/l) — Inf u(B).

*

, esta norma coincide con ||u|| = sup |[{u,b)|, donde
[[bll oo <1

Si consideramos p € £ (T)

b e lo(T).
Cuando u > 0 tenemos ||u|| = u(T), ya que p(0) = 0.

2.2.2. Conjuntos convexos

Dado un conjunto arbitrario de indices S, denotamos por R® al espacio lineal
de las funciones de S en R, por R al espacio de funciones A = (As)ses € R® con
soporte finito, es decir, A, # 0 para a lo sumo finitos s € S, y por ]RSFS) al cono

positivo en R(®) donde A, > 0 para todo s € S.

Dado un subconjunto €2 C Z de un espacio de Banach Z, la cdpsula convexa de €2
es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a €). Esta se denota
por conv {2 y coincide con el conjunto de todas las combinaciones convexas de sus
elementos, si  # (). Es decir, z € conv (2 si y sélo si existe A = (A\y),,cq € R(B) con
Yowea M = Ltal que z =) o A,w. La cdpsula cénica de € es la interseccién de

todos los conos convexos conteniendo el origen, se denota por cone €2 y coincide con

10
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el conjunto de todas las combinaciones no negativas de sus elementos. (Entendemos
por cono a un conjunto no vacio que contiene todos los rayos {Au | A > 0} siendo u
un vector no nulo cualquiera de este conjunto).Si = (), adoptamos la convencién

cone ) = {0} .

Para Q C Z, convexo, no vacio y T € €2, denotamos por N(7;2) al Cono Normal

a 2 en 7 definido por:
N(@;Q)={2* € X* | (", 2 —T) <0 para todo = € Q}. (2.4)

Este cono coincide con el Cono Normal (bésico, limitante) dado en [18, Definition

1.1] por ser © un conjunto convexo (ver [18, Proposition 1.5]).

También utilizaremos la siguiente propiedad de separacién fuerte (ver [24, Theo-

rem 1.1.7]):

Teorema 2 (Teorema de separacién fuerte) Sea Z un espacio localmente con-
vezo, sean A y B C Z dos conjunto convexos no vacios, entonces 0 ¢ cl (A — B) si,

y solo si, existe z* € Z* tal que

sup (%, z) < inf (2%, 2) .
Z€A< ) < Inf (% 2)

2.2.3. Funciones convexas y multifunciones

Para una funcién convexa f : X — R U {400}, el dominio efectivo, grafico y

epigrafo de f son:

dom f = {re X: f(r) <+4oo},
gph f = {(z,f(x)) e X xR:x €dom f}, vy
epif = {(z,r)e X xR:xedomf y f(x)<r},

11
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respectivamente. Si ademéds f es una funcién propia (es decir, que tome valor finito

en al menos un punto), la funcion conjugada f* de f estd dada por:

ff: X" > RU{+00}, donde

f*(v) =sup{{v,z) — f(z): x € dom f}. (2.5)
Para un conjunto convexo C' C X, la funcidn indicatriz Ic : X — R U {400} esta
dada por
0 sizel
lo(x) =
+oo si x ¢ C,

en particular, la funcién conjugada I}, : X* — R U {+oc} coincide con la funcidn

soporte del conjunto convexo C":
It.(v) =sup{(v,z) :x € C}. (2.6)
Ademss, cuando C' es un cono convexo, tenemos

0 si ve(C?
Ieo(v) = I (v) = . - , (2.7)
oo siov

donde C° es el cono dual definido en (2.3).

La notacién F' : Z =% Y indica que para cada elemento z de Z, F(z) es un
subconjunto de Y. Esta aplicacién la llamamos aplicacion multivaluada (o multifun-
cion). Denotamos, respectivamente, su dominio, imagen o rango, grifico y aplicacion

1nversa por:

domF = {z€Z]|F(z)+#0},
ImF = {yeY|ye F(z) paraalgin z € Z} = LEJZF(Z)

gph F' = {(z,y) € ZxY [y € F(2)},
F' . Y=Z Fly)={2€Z]|(zvy) €gphF}.

12
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Recordemos que una multifuncién es a valores convexos si F'(z) es un conjunto con-
vexo en Y, para cada z € Z, es homogénea positiva cuando su grifico es un cono y

es grifico convero si su grafico es un conjunto convexo en Z x Y.

2.3. Propiedad de Lipschitz y regularidad métrica

Si Z e Y son espacios normados, decimos que F' : Z == Y es de tipo Lipschitz
alrededor de (Z, %) € gph F (" Locally Lipschitz-like" segun [18, pdg. 47]) con médulo

¢ > 0 si existen entornos U de zZ y V de ¥ tal que
F(z1)NV C F(2) +{||z1 — 2| By, para cualquier 21,2, € U (2.8)

donde By representa la bola unitaria cerrada en el espacio Y. El infimo de los
médulos ¢ sobre todas las combinaciones {¢, U, V'} que cumplan (2.8) se llama cota

exacta lipschitziana de F' alrededor de (Z,y) y se denota por lip F' (Z,7) .

La propiedad local de tipo Lipschitz es también conocida como propiedad seudo
lipschitziana o propiedad de Aubin de multifunciones. Notar que (2.8) nos muestra
que esta propiedad es estable con respecto a pequenas perturbaciones del punto de
referencia. Debido a esto cumple un papel importante en lo referido a la estabilidad
de soluciones con respecto a perturbaciones, tasa de convergencia en aproximaciones,
procedimientos numéricos, etc. La cota exacta lipschitziana, que se utiliza a menudo
para cuantificar la estabilidad de soluciones de un problema o en la tasa de con-
vergencia de algun método numérico para determinar una solucién, por ejemplo el

método de Newton (ver [1]).

Es conocido que la cota exacta lipschitziana de F' alrededor de (%, %) admite la
siguiente representacién via la funcién distancia de un punto a un conjunto:

dist(y, F(2))
dist(z, F~1(y))

lip F(Z,y) = limsup

(z9)—(Z9)
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donde inf ) = co y 0/0 := 0. Acordamos que lip F' (Z,y) = oo si F no es de tipo

Lipschitz alrededor de (Z,y)

Se dice que M : Y = Z con dom M # (), es métricamente reqular alrededor de
(y,2) € gph M con médulo p > 0 si existen entornos V' de y y U de Z tal que

dist(y, M~1(z)) < pdist(z, M(y)), para cualquier y € V y z € U. (2.9)

El infimo de los médulos p sobre todas las combinaciones {u, V,U} que cumplan
(2.9) se llama cota exacta (tasa/mddulo) de regularidad de M alrededor de (¥,2) y
se denota por regM (7, 2) .

Se dice que M : Y = Z con dom M # (), tiene la propiedad de cubrimiento local
o es abierta con tasa lineal alrededor de (7, 2) € gph M con médulo k > 0 si existen

entornos V de y y U de Z tal que para cada y € V y cada r > 0

[M(y) +kr BzlNV C M (y +r By) (2.10)
o equivalentemene

Bz(M(y),rk) NV C M(By(y,7))

donde By y By representan las bolas unitarias abiertas en los espacios Y y Z res-
pectivamente y Bz(z,r) = x 4+ rBy. El supremo de los médulos k sobre todas las
combinaciones {k, V, U} que cumplan (2.10) se llama cota exacta de cubrimiento (tasa

de suryeccion (ver [15, p.256]) ) de M alrededor de (¥, Z) y se denota por surM (7, 2) .

La regularidad métrica es una propiedad de multifunciones que garantiza local-
mente cierto tipo de comportamiento suryectivo. Es equivalente a la propiedad de
cubrimiento (ver [18, Theorem 1.52]) que nos indica que el radio de un cubrimiento
por bolas en el codominio (cubrimiento formado por bolas de un mismo radio llama-
do radio del cubrimiento) es proporcional al radio de un cubrimiento por bolas en el

dominio. Adem4s se establece la relacién

regM (7, %) = [surM (,2)] "

14
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0}
el
r---.

F R =z R e:detipo ipschiz en (0, Fix') x)

lipF(0,0) = 2

Figura 2.1: F es de tipo Lipschitz en (0,0)

Por otro lado, la propiedad de tipo Lipschitz de una aplicacién arbitraria F': Z =Y
entre espacios de Banach con dom F' # () es equivalente a la propiedad de regularidad
métrica de la aplicacién inversa F~! : Y = Z (ver [18, Subseccion 1.2.3], y sus

referencias) con el mismo médulo. Asi,

-1

lip F (2,9) =regF " (7,2) = [swF ' (y,2)] (2.11)

A continuacién enunciamos parte del cldsico Teorema de Robinson- Ursescu [7, The-

orem 5B.4]

Teorema 3 Sea M :Y = Z una multifuncion grafico convexo cerrado y sea (y,z2) €
gph M, entonces son equivalentes:
(1) y € int(Im M).

(i1) M es métricamente regular alrededor de (y,Z) .

15
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FoR=2R noesdetpo ]igsc:hjz en (0,00

iz} ” Fx')
vl .1

Figura 2.2: No se cumple la propiedad de tipo Lipschitz en (0,0)

2.4. Coderivada

Para F : Z = Y con dom F # (), llamamos coderivada de F en (Z,7) € gph F’

(Normal Coderivative segin [18], pdg 41) a la multifuncién homogénea positiva
D*'F (z,9): Y= Z*

definida por:
D*F(Zy) (y) ={z" € 2" | (=", —y") e N((Z. ) ;eph F)}, y €Y7, (212)

donde N((Z,%);gph F) es el cono normal al gph F' en (Z,¥) definido en [18, Defin-
ition 1.1], que, en nuestro caso, coincidird con el cono normal dado en (2.4) ya que
trabajaremos en un contexto en el cual el gréfico de F' es convexo. La norma de esta

coderivada estd definida por

ID"F Z 9l = sup {2l [ 2" € D*F(Z,9) ("), |yl <1} (2.13)

16
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En [18, Definition 1.32] se denota por Dy F (Z,y) a esta coderivada haciendo refe-
rencia a su construccion a través del cono normal (bésico limitante) y ademds para
diferenciarla de la coderivada mixta D}, F (Z,y), la cual lleva este nombre por con-
siderar en su construccién la convergencia de norma en el espacio Y y la convergencia
débil estrella en el espacio Z. A continuacién enunciamos un teorema obtenido de

[18, Proposicién 1.37 y Theorem 1.44 (i)], cuando F' tiene grafico convexo, adaptando

la notacién a la del presente trabajo.

Teorema 4 Sea F': Z =Y con z € dom F. Si el grifico de F' es convexo y F' es de
tipo Lipschitz alrededor de (Z,y) € gph F entonces

ID*F (z,y)ll <lip F (2,7) < o0 (2.14)

D'F (2,5) (0) = {0}

Teniendo en cuenta [15, Theorem 3], para una aplicacién multivaluada £~ : Y =
Z a valores convexos, se dice que F~! es perfectamente reqular en (y,%z) € gph F~!

si, y sélo si,

surF =1 (3,2) = inf {y"|| | v* € DF(5.2) (=), |lz"[| = 1}.

La siguiente proposicién se demuestra en [16, Pag. 4] y nos muestra que bajo

ciertas condicioes se obtiene la igualdad en (2.14).

Proposicién 5 Si F~! : Y = Z es a valores convezos y perfectamente reqular en

(7,2) € gph F~1, entonces

lip F(z,y) = [|D"F (z, 9)|

17
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Una condicién suficiente para que una aplicaciéon multivaluada sea perfectamente
regular en un punto de su gréfico se encuentra en.[15, Proposition 5], la cual serd

utilizada en el capitulo 4 y la enunciamos a continuacién

Proposicién 6 Sea F': Z = Y a valores convezos, con int F(Z) # (). Sea (Z,7) €
gPh F' y Sepon r—(z) (27, y*) la funcion soporte del conjunto convexo gph F' — (Z,y) en
el punto (2*,y*) € Z* x Y*. Si existe un subconjunto w*-compacto Q de la esfera
unitaria en Y* tal que y* € Q, siempre que ||ly*|| = 1 y Sgphr-(z5) (25, y") < o0,

A

entonces I es perfectamente regular en (Z,y)

2.5. Aplicaciones conjunto factible

Si admitimos perturbaciones b € o (T) del término independiente b fijo, y ¢* €
X* del elemento que define la funcién objetivo ¢*, podemos considerar los problemas

primal y dual perturbados
(P)(b,c*):  Sup (¢"+c*,x)
<6LI71‘> Sgt+bta tGT, (2]‘5)
T € Q,

S.a.

(D) (b,c*):  Inf (u,b+0)
A*/I/EE*‘i‘C*_QO
p = 0.

S.a.

Para estudiar la estabilidad del par dual consideraremos las aplicaciones conjunto

factible Fp : loo(T) = X y Fp : X* = loo(T)* definidas como:
Fpb):={zxecX| Az <b+b, z€Q}, vy (2.16)

Fo(c) ={pela(T) |A*pec+c—Q°% pn>0},

18
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cuyas respectivas aplicaciones inversas son

Az — b+ lo(T)y, siz€Q,
0, siz ¢ Q,

A*M_E*—{—QO? Sl,uzoa
0, de otro modo.

Nuestro objetivo es caracterizar las propiedades de tipo Lipschitz de las aplicaciones
conjunto factible Fp y Fp, alrededor de los puntos (0,%) € gph Fp y (0, 1) € gph Fp
respectivamente, y obtener, para ambas aplicaciones, cotas exactas lipschitzianas. A
través de este trabajo, el pardmetro principal de la aplicacién conjunto factible del
problema primal es la funcién cero b = 0 en ((T'), y el pardmetro principal de la

aplicaciéon conjunto factible del problema dual es la funcién ¢* = 0 en X*.

2.6. Una representacion mas conveniente de los

problemas

De forma similar a la definicién de cono dual dada en (2.3), para un conjunto no

vacio B C X*, definimos el cono pre dual
By :={r € X | (2", x) <0, para todo z* € B}.

Por otro lado, para A C X, llamamos bi dual de A al cono (A%),. Es conocido que
(ver por ejemplo [24, Theorem 1.1.9], 6 [6, ChapterV, Theorem 1.8, Corollay 1.9]),

si X es un espacio localmente convexo, ) # A C X y () # B C X*, entonces

(A%), = cl(cone(4)), vy
(Bo)? = cl*(cone(B))

19
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en nuestro caso, como () es un cono no vacio convexo cerrado en X, se cumple que

Q = cl(cone@) = (QO)O.

Ahora, por ser Q° un cono, si (¢*,z) < 1 para cada ¢* € Q°, entonces A (¢*,x) =
(\g*,z) <1, para todo A € R, A > 0, luego (¢*, ) < 0. Reciprocamente (¢*,z) <0

implica (¢*, ) < 1. Asi quedan probadas las equivalencias

roc Q:(Qo)o
& {¢*,x) <0 para todo ¢* € Q"

& (¢*,x) <1 para todo ¢* € Q°. (2.17)

Similarmente, para el cono w*-cerrado W = {u € ¢oo(T)* | p > 0} del problema dual,

se cumple la igualdad W = (W;)° y la equivalencia
peW =(Wo)° < (p,u) <1 para todo p € Wy,

donde Wy = {p € loo(T) : p <0} = loo(T) _.

Por otro lado, si consideramos un conjunto @ C @, cerrado, acotado, que no
contenga el vector nulo y genere al cono @, la condicién A*u € ¢ + ¢* — Q° es
equivalente a que (i, Aq) > (¢* + ¢*, q) para todo ¢ € Q,

Asi, podemos reformular los problemas perturbados como
(P)(b,c*):  Sup (¢"+c", )
{a*,x) <b +b, t€T, (2.18)
(¢,7) <1, ¢ € Q"

S.a.

(D) (b,c*):  Inf (u,b+0)
(1, Ag) > (@ +¢*.q), q€Q (2.19)
(,p) > =1 pelo(T),.

20
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Notemos que la nueva representacién de (D) (b, ¢*) depende de @ y deberia denotarse
(D) (b, c*,@) , haremos abuso de notacién para facilidad de lectura. Esta repre-
sentacién es mds conveniente que la anterior porque nos permite utilizar resultados
sobre estabilidad que ya han sido obtenidos para problemas con restricciones lineales
o convexas, como los lemas que presentamos en esta seccién ya que, en el caso del
primal, la restricciéon z € () se representa a través de restricciones de desigualdades
lineales. Lo mismo sucede con el problema dual. Por otro lado, la ventaja de utilizar
la equivalencia (2.17) es que se puede trabajar con la conocida condicién de Slater

que presentamos a, continuacion.

Definicién 7 Fp satisface la condicion fuerte de Slater en b = (b;),.p i ewiste

T eQ tal que

sup ({(a;, ) — b, — by) < 0. (2.20)

teT

Se dice que T € Q) es un punto fuerte de Slater para Fp en b= (b;),.; i T satisface

la condicion (2.20).

Nota 8 Observemos que si xy € QQ es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, y st
0 < ¥ <1 es tal que sup,ep ((af,xo) — l_)t) < —1 < 0, entonces, para b = (b),.p €
loo(T) con [Ib] < 3,

(af, xg) — by — by < —0—b < —9+|b]
U 9

< —P+=-=—= :

< +2 2<0

Ast zo es punto fuerte de Slater para Fp en b con b € Uo(T) suficientemente cerca

de 0.

Definicién 9 Fp satisface la condicion fuerte de Slater en c* si existe i > 0 tal

que

inf ({4, Aq) — (¢" + ", ¢)) > 0. (2.21)
qeQ
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Se dice que 11 > 0 es un punto fuerte de Slater para Fp en c* si ji satisface la

condicion (2.21).

Observemos que, a diferencia del problema primal, la condicién fuerte de Slater
para Fp en ¢* depende de la eleccién del conjunto @ Sin embargo, en Nota 33 de
la Seccién 4.1 veremos que bajo ciertas caracteristicas del cono (), esta condicién es
independiente de la eleccién de @ e incluso se conservan los mismos puntos fuertes

de Slater.

Como resultado precedente utilizaremos el siguiente lema de [9, Theorem 4.1] el

cual dice que:

Lema 10 (Lema Asinté6tico de Farkas) Sea o = {fi(z) <0, te€T; € C} un
sistema consistente, donde C' es un conjunto convexro cerrado no vacio de X y f; :
X — RU{+o0} es una funcién propia, convexa, semicontinua inferiormente (lsc)
para todot € T. Sea z* € X* ya € R, entonces son equivalentes:

(i) Six € Cy fi(zr) <0 para todo t € T, entonces (z*,x) < a. (Es decir, (z*,x) < «
es una consecuencia de o).

(it) (z*,a) € cl* cone {J,cpepi f7 Uepi I5:}.

2.7. Areas de aplicaciéon de la optimizacién lineal

El problema (P) se lo llama también problema de optimizacién cénica lineal y
se encuentra dentro de los llamados problemas de optimizacién cénica. Esta es una
forma universal de programacién convexa ya que cada conjunto convexo es la inter-
seccién de un hiperplano con un cono apropiado en un espacio de mayor dimension.
Una de las ventajas de la forma cénica es que la mayoria de los problemas con-

vexos con interesantes aplicaciones pueden ser reformulados como problemas cénicos
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resolubles en tiempo polinomial, aunque en muchos casos ellos sean problemas no

suaves.

Llamamos programacién lineal semi-infinita (PLSI) cuando la dimensién del es-
pacio X de las variables de decisién 6 el conjunto de indices 7' (pero no ambos) del
problema (P) sin restricciones al cono es infinito. Observemos que, si la dimension del
espacio X es finita, la representacién dada en (2.18) corresponde a un problema de
PLSI. Algunos modelos de ésta surgen en la economia matemética, teorfa de juego,
probabilidad y estadistica (ver [12]).También tiene grandes aplicaciones reales en
programacion semidefinida, telecomunicaciones y problemas de control. Un resumen

actualizado de estas aplicaciones se encuentra en [11] y [13].
Mencionaremos en particular dos tipos de aplicaciones:

Problema de los momentos: En [23] se discute en detalle una aplicacién de la teoria
de la dualidad abstracta de problemas lineales cénicos al problema de los momentos.
Alli se presenta un problema original de la forma (2.1), donde la variable de decisién p
estd en cierto espacio X de medidas signadas de dimensién infinita, mientras que Apu
estd en un espacio de dimension finita, () es el cono convexo generado por el conjunto
de medidas de probabilidad {¢ € X | x>0 y u(T) =1}) y se busca maximizar el
valor esperado de una funcién particular con respecto a las medidas de probabilidad.
El problema dual asociado queda representado como un PLSI y se prueba que bajo
ciertas condiciones no hay salto de dualidad ( es decir, el valor 6ptimo del problema

primal coincide con el valor éptimo del problema dual).

Control 6ptimo: En [10] se establece que los problemas de control 6ptimo prome-
dios a largo plazo (problemas de horizonte infinito) son asint6ticamente equivalentes
a los problemas de programacién lineal en dimensién infinita, a su vez, éstos pueden
ser aproximados por problemas de programacion lineal finita, cuyas soluciones pueden

ser usadas para construcciones numéricas de control éptimo.
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Estabilidad de la aplicaciéon
conjunto factible del problema

primal

En [4] la estabilidad de la factibilidad del problema primal y la existencia de
un punto fuerte de Slater para Fp estan relacionadas con cierto conjunto llamado
conjunto caracterfstico. En nuestro caso, también debemos considerar la condicién
x € Q. Por lo tanto, a partir de la representaciéon (2.18), definimos, como en [4],
el conjunto caracteristico de Fp (b) (o del problema primal (P) (b, c*)) como el sub-
conjunto convexo de X* x R generado por el conjunto de coeficientes del sistema de

restricciones:
Cp (b) :==conv ({(aj, b+ b)) |t € T} U{(q",1) | ¢ € Q"}). (3.1)

Con respecto a este conjunto se considerard la topologia producto en X* x R. La
siguiente proposicién establece algunas equivalencias con la propiedad de que Fp sea
de tipo Lipschitz alrededor de (b, z) para todo z € Fp (b), en particular la equivalen-

cia (iii) se traduce como “el problema primal P (b, c*) es establemente consistente”,
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de aqui es que al estudiar las propiedades de tipo Lipschitz de Fp estamos a la vez

estudiando la estabilidad de la consistencia del problema primal.

Proposicién 11 Sea b € dom Fp para el problema primal P (b, c*). Las siguientes
afirmaciones son eqivalentes:

(i) Existe T € Q) que es punto fuerte de Slater para Fp en b.

(i) (0,0) ¢ cl* Cp (b) .

(iii) b € int (dom Fp)

(iv) Fp es de tipo Lipschitz alrededor de (b, x) para todo x € Fp (b).

Ademds, si (Q tiene interior no vacio, todas las condiciones anteriores son equiva-
lentes a:

(v) Existe un punto T € X tal que (b,T) € int (gph Fp) .

Demostracién. La demostracion de (i)<(ii), es una aplicacién directa de [4, Lemma

2.3] al sistema
o= {<atf,x> < b + by, te f, xGX},
donde T = T'U Q* (unién disjunta),

aj sit=teT ~ b sit=teT
¢ sit=q €@V YUT sit=g e Qv

cuidando de perturbar sélo b; para t=teT, (e.d. by = 0 para t= 7 € Q%) y, por
(2.17), observando que si 7 € @ es un punto fuerte de Slater para Fp en b en nuestro
problema, también lo es para el sistema o. Reciprocamente, si 7 € X es un punto
fuerte de Slater para el sistema o en b, con by = 0 para t=q* € Q° entonces, T € Q

y es un punto fuerte de Slater para Fp en b.

(i)<=(ili)<=(iv) y (v)=-(iii) Las demostracions son las mismas que las dadas

en [4, Lemma 2.3], considerando T € Q.
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(i)=(v) Sea ¢ € int @ fijo. Si T € @ es un punto fuerte de Slater para Fp en b, sea

sup ((a;, @) — b — by) < —9 <0,

teT

para algin ¢ > 0. Sea

M :=sup |la;]| < +o0
teT

0,
6 (1 + M) ([lgll +1)

T+ Aq € int Q, (por ser () cono convexo, si B(q,¢) C @, entonces B(AG,\e) C Q y
por lo tanto B(Z + A\q, Ae) =T + B(Aq, Ae) C Q).

> 0.

Ahora sea r > 0 tal que T+ A\g+u € Q para ||ul]| < 7. Siu e X y ¥ € U (T)

cumplen que ||u|| < min {r, 6(1\/}9“ } y V'], <2, entonces

(ay, ) + llag [l (M@l + [Jull) — b — b = b;

<
24l 9 9
< ‘“M< 6 ) (-1 6 <1+M>)+6

<a2‘,/x\+)\f1\+u> —Bt—bt—b;

para todo t € T'. Por lo tanto (b,%) € int (gph Fp) paraT =7 + Aq. ®

Nota 12 Observemos que en la demostracion (i)=(v), si T € int(Q), se puede elegir

p >0 tal que T+ u € int(Q) para ||ul] < p. Si ||u|| < H”R}if} yb €l (T) con

6]l < 5. luego

(af,T+u) =b = b= b, < (a;, @) + [la7|| [Ju] — b — b, = b;
9 9
< wwrM—Y Y
= UM GIED T2
< 0
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para todo t € T'. Por lo tanto podemos concluir que si T es un punto fuerte de Slater

para Fp en b, y ademds es un punto interior de @, entonces (b, T) € int (gph Fp) .

3.1. Caracterizacion de la coderivada

A partir de ahora se utilizard d,, para denotar la “medida de Dirac” en ¢y € T,

la cual cumple que

(045, b) = by, para cada b = (by),cr € loo(T).

Para (b,x) € loo(T) x X y (1, 2%) € loo(T)" x X*, se considerars el producto

<(:u’ :E*) ) (b’ ZL‘)> = <M7 b) + <:E*, $> . (32)

Se hara uso de ambas notaciones, la primera cuando se trabaja en el espacio producto

y la segunda para cuestiones calculatorias, generalmente.

Proposicién 13 Sea (E, E) € gph Fp y sea (u,x*) € oo(T)" x X*. Entonces

(u,z*) € N ((g, f) ;gph]:p) (3.3)

sty solo si
(u,x*, <u,/b\> + <x*,§:\>> € cI* (cone { (=6¢,a;,b;), t € T} +{0} x Q° x Ry). (3.4)

Ademds, (p,x*) € N <</b\, fE) ;gph fp) implica que p < 0.

Demostraciéon. Esta demostracién se desarrollard siguiendo los mismos argumentos

que en [4, Proposition 3.1]. Observemos que en nuestro caso

gph Fp = {(b, 1) € loo(T) x X | {(=0y,a}),(b,x)) < by, t €T; (b,x) € loo(T) x Q}
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Aplicando el Lema Asintético de Farkas (Lema 10, Seccién 2.6 ) a C' = (. (T) X Q y a
fi(b,x) == (=64, a}), (b,x)) — by, para cada t € T, obtenemos que (3.3) es equivalente

a
(u, ", <M,E> + (2%, f)) € cl” cone {Uerepi f; Uepi I/}, (3.5)
(en (3.5) utilizamos la notacién del lado derecho de (3.2)). En vista de (2.5) y (2.7)

ft*(u7 .I‘*) = Sup{«lu’vx*) ’ (bv Q})> - <(_5t’a:) ; (b’ l‘)> +l_)t : (b7 .I‘) € EOO<T> X X}
= sup{{p+ 6, b) + (x* —al,x) + b : (b,7) € Loo(T) x X},

e I (s %) = Iroyxgo(p, ),
luego

epili = {0} x Q° xRy y  gphfy={(=0nai,b)}, (3.6)
entonces

cone {Userepi ff Uepi I} = cone{Uier gph f; Ugph I, U{(0,0,1)}}

= cone {Uergph f Uepi I/} .

La clausura débil estrella de este tltimo conjunto, por [9, Lemma 2.1] (ya que epi I

es un cono convexo no vacio) y (3.6) es

cl* cone {Uier gph f Uepi I} = cl" cone{Uiergph f; +epill}
= Cl* (Cone{(—5t, a:,gt) s t - T} + {O} X QO X R+) .

Reemplazando en (3.5) obtenemos la expresion deseada. Ademés de (3.4) es evidente

que 4t <0. m

A continuacién establecemos una caracterizacién de la coderivada de Fp en un

punto (0,7), siendo ¥ una solucién del problema nominal.
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Teorema 14 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : lo(T) = X.
Entonces p € D*Fp(0,7)(z*) si y sdlo si

(n, —x*, — (z*,2)) € cl*cone ({ (=0, a7,b;), t € T} +{0} x Q° x {0}). (3.7)
Demostracién. (<) Sigue inmediatamente aplicando la Proposicién 13 a b=0.

(=) Seaz € Fp(0) y p € D*Fp(0,7)(x*), entonces, por la definicién de coderivada
dada en (2.12), (u, —z*) € N ((0,Z) ; gph Fp) y por Proposicién 13,

(u, —z*, — (", 7)) € cl” (cone {(—5t,a:,l_)t) .t e T} + {0} x Q" x R+)

(observemos que (u, —z*, — (z*, %)) = (u, —x*, (11, 0) + (—x*,7))),

luego existen redes {\"},_\ C R, {€},en CQ%y {7} e C Ry tales que

(3.8)

(u, —z*, — (2", 7)) = w* hm [Z)\ —0s,a;,be) + (0,45, 7,)

teT

Aplicando esta expresion a (0,7, —1), queda

0 = 0—(z"7)+ (2", 7) = lim [Z M ({af, @) = b)) + (g, T) — %] (3.9)
Y Leer
< liminf (—v,)

<0
ya que {(a’,7) — b, <0, para todo t € T y (¢, %) <0, para todo v € N. Luego
liminf (—v,) =0,
y como cada 7y, > 0, obtenemos que

lim~, = lim (—v,) = 0. (3.10)
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Por (3.8) y (3.10) tenemos que

(/L,—$*,—<SC*,/$\>> = w"1lim Z)\V 5t,at7bt (quzvvu)

v
tET

= wlm | YN (=0ra;,By) (o,q;,o)+%(0,0,1)]

v
tGT

= w*-lim Z)\” 5t,at7bt +(0,¢;,0)

v
LteT

(3.11)

Ast (p, —2*, — (2%, %)) € cI*cone ({ (=6, a7, b)), t €T} +{0} x Q" x {0}). m

Corolario 15 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : {oo(T) = X.
Si € D*Fp(0,7)(x*) entonces existe una red {(N”,q})},cn C RSFT) x QY tal que

—(L‘* — w*_gl’erjr\lf (Z )\?CL: +q§> s

teT

—(@"7) = lm ) \b
teT

Il = (=p.e) = lim D N,
teT

donde e € Uoo(T), con e, = 1, para todo t € T. En particular si T es un punto fuerte

de Slater para Fp en 0, entonces ||u|| = 0.

Demostracién. Las dos primeras igualdades se obtienen directamente de (3.11) del

Teorema 14, ademas
ES ’. 14
— = w*- lim Ay
H veN Z £5
teT

Ahora, sea e € (o (T), tal que e, = 1, para todo ¢t € T, entonces

Z)\;’ = <Z)\;’5t,e> — (—p,e).

teT teT
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Ya que la norma en el espacio dual X* es w*-semicontinua inferiormente, tenemos

que

o]l < lminf | > A6,

tel

< limyinfz A = (—p,e), (3.12)

teT

por otro lado, por la definicién de norma, tenemos

[pll = sup [(u,b)] > (1, —e), (3.13)
blloc<1

de (3.12) y (3.13) concluimos que ||u|| = (—p,e) .
Ahora, si T es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, sea 9 > 0 tal que
sup (a3, ) — B) < —9 <0,
teT
luego similar a (3.9) en la demostracién del Teorema 14, aplicando (—z*, — (z*, 7))

a (,—1), tenemos que

0=1fm | Y N ((af,2) = ) + (g, T) — v, | <liminf -0 A/ <0,

teT teT

yasi 0=1m, > , A/ =[u|. =

Lema 16 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : loo(T) = X.

(i) Si T es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces el conjunto
Sp = {z" € X*| (2", (x*,Z)) € cI"Cp (0)}

es vacio.

(ii) Si T no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces el conjunto Sp es
no vacio y w*-cerrado.

(iii) Si T no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0 y Fp satisface la condicion
fuerte de Slater en 0, entonces 0 ¢ Sp y la funcion x* — Ha:*”fl alcanza un maximo

en Sp.
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Demostracién. (ii) Si Z no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces
existe una sucesion {t;},cy C 7 tal que limy, ({a} ,Z) — by, ) = 0. Como {a;, t € T}
es acotado en X* entonces, por el Teorema de Alaoglu, el conjunto cl*{a;, t € T'}
es w*-compacto, luego existe una subred {az‘u}ye v de la sucesién {afk} rey due w'-
converge a algtin elemento u* € cl*{a}, t € T}. Asf (u*,Z) = lim, (a} ,T) = lim, by,

por lo tanto
(u*, (u*,7)) = w*-lim (aj,, by, ) € cl' {(a},b) , t € T}.
Como
*{(a;,b;), te T} Ccl*conv [{(af,b;), t € TYU{(¢", 1), ¢ € Q°}] =" Cp (0),

concluimos que Sp es no vacio. Queda probar que Sp es w*-cerrado, pero Sp es la
preimagen de cl* Cp (0) bajo la aplicaciéon w*-continua: x* —— (z*, (z*, 7)) y asf es
w*-cerrado en X*.

(iii) Supongamos que z* = 0 € Sp, entonces (0,0) € cl* Cp (0), lo que contradice
la equivalencia (i)<(ii) de la Proposicién 11 ya que por hipétesis b = 0 € dom Fp
y Fp satisface la condicién fuerte de Slater en b = 0, por lo tanto 0 ¢ Sp. Como,
ademds, por (i) de esta proposicién, Sp es no vacio y w*-cerrado, entonces la funcién
z* — ||z*|| 7" alcanza un méximo en Sp (ver Proposicién 68 en Anexo).

(i) Si & es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, consideremos 0 < ¥ < 1 tal que

sup ((a;f,f) —l_)t) < -9 <0,
teT

0
si (z*,8) € cI"Cp(0) entonces existen redes {\"}, .\, C Rf) y {7 }en C RJ(F )

tales que >, A + X o Vo- = 1, para todo v €N, y

(:C*aﬁ) = w*_h,gn Z)‘It/ (a’:agt) + Z ’}/Z* (q*7 1)

teT q*€QO0
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Aplicando esta expresién al vector (7, —1) queda

(@8 B = i | SN (@3 ~5) + 3 A (0".5) - 1)

teT q*€QO

IA

—J lim sup Z)\é’ + Z Yo | = -0 <0,
v teT eqQo
va que (¢*,7) — 1 < —1 < —1) para todo ¢* € Q°. Luego (z*,7) # B y asi Sp es

vacio. m

El siguiente lema nos provee una especie de reciproco del Corolario 15 en el
sentido de que, en éste tltimo, partimos de p con p € D*Fp(0,7)(z*) y obtenemos
una red que converge a —x*, en cambio en el lema partimos de z* que es limite de una
red (similar a la del Corolario 15) y obtenemos p € D*Fp(0,7)(—z*). El hecho de

que esta red esté formada por determinadas combinaciones convexas nos garantiza

el = 1.

Lema 17 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : b(T) = X y
sea Sp el conjunto definido en el Lema 16. Si T no es un punto fuerte de Slater para
Fp en 0, entonces para cada x* € Sp, existe u € Lo (T)" tal que p € D*Fp(0,7)(—x*)

y llplh=1.

Demostracién. Sea z* € Sp = {z* € X*| (z*, (z*,7)) € cI* Cp (0)}, entonces exis-

v (T) o (v (@°)
ten redes {\"}, . CRY 7y {77} e CRYT 7 tales que

DN+ D =1, (3.14)

teT q* GQO

para todo v € N, y

(x, (x*, 7)) = w*—li;rn Z)\t” (ai, b)) + Z Yo (@5, 1) | (3.15)

teT q*€QO
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Aplicando esta expresién al vector (7, —1), queda

0=1tim | SN ({0 ®) = B) + 3 A (g ) — 1)

teT g eQ®

de forma similar a (3.9)-(3.10), en la demostracién del Teorema 14, obtenemos

lfim Y 4. =0. (3.16)
v q*eQO
Por otro lado, tomando p,, € {o(T)* dado por p,, == — Y, A0, v € N, tenemos

<—Zx\?5t,b>‘ = sup

I = sup [{n,. b} = sup SN ()
blleo<1 Ioleo<t |\ feF bleo<1| o
= sup Z)\t”bt < Z)\t" sup ||b]]oc = Z)\;’ <1,
lloo <1 | 4 teT lbllo<1 o7

para todo v € N. Por el teorema de Alaoglu la red {1}, ., estd dentro de una bola
w*-compacta, luego existe una subred (supongamos que es la misma) y p € €oo(T)"
tal que p,, v, 1y, de la misma manera que se demostro en el Corolario 15, se cumple

que

Il = (—p,e) = lm D A7,

teT

En vista de (3.14) y (3.16) obtenemos

el = 1.

Ahora de (3.15), (3.16) y de la definicién de p,,, tenemos que

(", (0 0) = w'tim | 3N (=000, B) + D vy (0,47,0)

teT q* GQO

e o cone ({(=6n,a;,Br), t € T} + {0} x Q° x {0}),

luego aplicando el Teorema 14, pn € D*Fp(0,7)(—x*). m
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El lema anterior relaciona z* € Sp con u € D*Fp(0,7)(—a*), esta relacion se vera
reflejada en el siguiente teorema y nos permitird obtener una férmula para calcular
la norma de la coderivada en (0, Z) utilizando un conjunto definido en funcién de los
datos del problema primal (observemos que Sp se construye a partir del conjunto
caracteristico). Esta férmula nos servird posteriormente para el célculo de la cota

exacta lipschitziana de Fp alrededor de este punto.

Teorema 18 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : {o(T) =2 X.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Si T es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces || D*Fp(0,7)| = 0.

(i) Si Fp satisface la condicion fuerte de Slater en 0 y T no es un punto fuerte de

Slater para Fp en 0, entonces ||D*Fp(0,Z)|| > 0 y estd dada por

ID°Fp0.3)] = méx{[l*] " | (2", (", 7)) € cI" Cp (0)}

= méx{”x*H_l | z* € Sp},

donde Sp es el conjunto definido en el Lema 16.

(iii) Si Fp no satisface la condicion fuerte de Slater en 0, entonces

ID*Fp(0,2)]| = oo = sup {[|2*[| " | (2", (2", 7)) € I"Cr (0)} . (3.17)
Demostracién. (i) Si T es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, por Corolario
15, ||| = 0 cuando p € D*Fp(0,7)(x*), luego

|1D*Fp(0,2)|| = sup{[lull | p € D*Fp(0,2)(z"), [la*|| <1} =0.

(ii) Si Z no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, por (ii) del Lema 16, el
conjunto Sp = {z* € X*| (z*, (z*,7)) € cI"Cp (0)} es no vacio y para cada z* € Sp,

por Lema 17, existe pu € £o(T)"* tal que

w € D*Fp(0,7)(—a") con ||u|| = 1. (3.18)
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Ademas, z* # 0 ya que por (iii) del Lema 16, 0 ¢ Sp. Como gph D*Fp(0,7) es un
cono (por ser la coderivada una multifuncién homogénea positiva), (3.18) implica

que
|7 p € D*Fp(0,2)(— |27 27,

luego

I1D"Fp(0,2)[| = sup {llull [ ne D*Fp(0,7)(z%), [|z%] <1}

121" ]

-1
= [la7|,

v

como esta desigualdad es valida para cualquier z* € Sp y (por (iii) del Lema 16) la

. -1 o
funcién z* — ||z*||” alcanza un maximo en Sp, obtenemos que

ID*Fp(0,7)] > méx{||lz"| " | 2" € Sp} (3.19)

= mémx{”x*”_l | (z*, (2%, %)) € I*Cp (0)} .

Resta probar la desigualdad opuesta. Por las definiciones de coderivada y cono normal

dadas en (2.12) y (2.4) respectivamente, tenemos que

W DEA0,3)(~o)
< (") € N((0,7); gph Fp)
& (g, "), (b,x) — (0,7)) <0 para todo (b, z) € gph Fp

< (u,b) + (%, x) < (2z*,7) para todo (b,x) € gph Fp.
En particular, cuando z* = 0, la tltima equivalencia da (u,b) < 0 para todo

b € dom Fp. Ahora bien, por hipétesis, 0 € dom Fp y Fp satisface la condicién fuerte

de Slater en b = 0, luego, la equivalencia (i)<(iii) de la Proposicién 11 asegura que
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0 € int (dom Fp), por lo tanto u € D*Fp(0,7)(0) si, y sélo si, 4 = 0. Asi, podemos

separar el supremo en la férmula del médulo de la coderivada de la siguiente manera:

I1D"Fp(0,2)[| = sup{llpll | € D*Fp(0,7)(2"), [|7] < 1}
= sup{|lpll | p#0,u € D*Fp(0,7)(2"), 0 <|[la"]] <1},

considerando por convencién, para ) C R, sup( = 0.
Supongamos que p € D*Fp(0,7)(—x*), pu # 0,0 < ||z*]] < 1, por Corolario 15
existe una red {(A\", ¢})}, e C RSFT) x Q° tal que

teT
—(@"3) = lm ) \b,
teT
Il = <—u,6>=}g}\}2%-

Definamos 7}, := ), . A/a; + ¢, y consideremos la red

n, ::Z/\t”+sy tal quee, >0 y ¢, — 0,
teT

luego 1, — |[p]| , ademds,

1 — Ve v — A+ v
— (x”,j,Z)\;’btJre,,) = (Z a4 ;—(s”) Y Y S+ 5—) € Cp(0)

Ty T ver v v ver v U

pues, de (3.1), Cp (0) = conv ({(af,l_)t) it e T} U{(g*1):q* € QO}) y

Z/\—ty—i—g—'/:i(Z)\;’—ks,,) =1

0, n, M

teT
Luego
—(lel ™ 2, (el 2%, 2)) = =l (2, (27, 7))
1 _
— w*-lim — (I;,Z)\;’bt —|—5V> € cl* COp (0),
7 teT
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y como 0 < ||z*]| < 1,

P<max {27 (25 (2 E) € Cp(0)) . (3.20)

—1 *
el < [[= Nl
Ya que (3.20) vale para cualquier pn € D*Fp(0,7)(—2*), con p # 0y 0 < ||z*[| <1,

tenemos

I1D*Fp(0,7)]| = mdx{0,sup{|lp]| p# 0, € D" Fp(0,2)(z%), 0 <|[lz”[ <1}}
max {[[z°] 7" | (=%, (=%, ) € I Cp (0)},

IA

con esta desigualdad y la dada en (3.19), queda probada la igualdad deseada.

(iii) Si Fp no satisface la condicién fuerte de Slater en 0, la equivalencia (i)« (ii) de
la Proposicién 11 asegura que 0 € Cp (0), por lo tanto 0 € Sp y asi el supremo en
(3.17) es co. Ademds, por el Lema 17, existe u # 0 tal que p € D*Fp(0,7)(0), luego
A€ D*Fp(0,7)(0) para cada A > 0 (por ser gph D*Fp(0,Z) un cono), asf

1D*Fp(0,2)|| = sup {{|ull| n € D*Fp(0,7)(x7), [|2"[| < 1} = oo.

3.2. Estabilidad de tipo Lipschitz y calculo de su

cota.

Teorema 19 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : {o(T) = X,
entonces Fp es de tipo Lipschitz alrededor de (0,7) siy sélo si D*Fp(0,2)(0) = {0}.

Demostracién. (=) La demostracion es la misma que [18, Teorema 1.44]. Allf se
prueba que D3}, Fp(0,7)(0) = {0}, pero en este caso, por ser gph Fp convexo, se

cumple que D*Fp(0,7)(0) = DyFp(0,7)(0) = D3, Fp(0,7)(0) (ver (2.14)).
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(<) Sea D*Fp(0,7)(0) = {0} y supongamos que Fp no es de tipo Lipschitz alrededor
de (0,%) . Por hipétesis b = 0 € dom Fp, por las equivalencias (i) < (ii) < (iv) de
Proposicién 11, Z no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0y (0,0) € clI* Cp (0).
Asi 0 € Sp = {z* € X*| (2%, (x*,7)) € cI"Cp(0)} y por el Lema 17 existe p €
loo(T)*, con ||u]| = 1, tal que p € D*Fp(0,7)(0) = {0} . Esta contradiccién vino de
suponer que Fp no es de tipo Lipschitz alrededor de (0,7), por lo tanto Fp es de

tipo Lipschitz alrededor de (0,7). =

Presentaremos ahora varios lemas que nos permitirdn luego establecer una for-
mula para el cédlculo de la cota exacta lipschitziana. A continuacién establecemos
una extensién de la férmula de la distancia de Ascoli, aplicada a un sistema con

restricciones conicas.

Lema 20 Supongamos que Fp satisface la condicion fuerte de Slater en 0. Para
cada x € X yb € Uo(T) suficientemente cerca de 0, tenemos la siguiente féormula de

Ascoli

[<$*> 'T> - Oz]+

Y

dist (z, Fp(b)) =

max
(z*,0)ecl* Cp(b) ||l’*||

donde [], = méx{0,~} cony € R y bajo la convencién 3 := 0.

St ademds X es reflexivo,

dist (z, Fp(b)) = lfe*,z) — o,

max
@ e)ecr®) |
Demostracién. Es una aplicacién directa de [4, Lema 4.3] a

Fpb):={rv e X :{a],z) <b+b,tcT; (¢r)<1, ¢ €@’}

Lema 21 Para cada b € {o(T),z € X con (b,z) ¢ gph Fp, y Fp'(x) # 0, tenemos

la formula de distancia

0 < dist (b, Fp'(2)) = sup [(a}, z) — b — bth = sup [(z*,x) — a]
teT (z*,a)ecl* Cp(b)

4+ -
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Demostracién. En primer lugar dist (b, F5'(z)) > 0 ya que (b,z) ¢ gphFp.
Observemos que b* € Fp'(z) si, y s6lo si, existe p € £o(T) 4 tal que {a}, x) —b;+p; =

bl, luego

0<dist(b,.7—";1(:c)): inf Hbl—bH: inf sup‘(af,x>—5t+pt—bt|
)

beFy!(z ploo(T) T teT
Si (a¥,x) —b, — b, <0 para algin t € T se puede tomar p, de manera que {(a}, z) —
by +p; — by = 0, y el nuevo b* asf obtenido satisfaga b' € F5'(z). Por lo tanto, al

tomar fnfimo sobre p, queda

0 < dist (b, Fp'(2)) = sup [{a}, ) — b, — thL :
teT
Como (a;‘,l_)t + bt) € cl* Cp (b) para todo t € T, tenemos

sup [(a;, ) — by — thr < sup [(z*,x) — a]

.
teT (z*,a)ecl* Cp(b)

Para obtener la desigualdad opuesta, veamos que si (z*, a) € Cp (b) , entonces existen

A e RO R(?) tal A —1
ey L yyekky al que |} cr t+2q*eQ07q* y

(", a) = Z)\t (a:,l_)t + bt) + Z Vo (¢*, 1),

teT q*EQO

luego

(" z) —a = Z%((Cb:,@—gt—bt)"’ Z Yo (g 2) = 1)

teT g eQO
< A *x)y—by—b
< ; (Sup [(a, @) = b =i,
= ) Adist (b, Fp'(x))

teT

IN

dist (b, Fp' (2))

(en la primera desigualdad se utiliza que z € Q ya que F5'(z) # 0).
Como para cada x € X la funcién z* — (2%, x) es w*-continua, tomando w*-limite

se cumple la desigualdad

(z*,2) — a < dist (b, Fp' (2)) (3.21)
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para cada (z*,a) € cI* Cp (b).

Como Fp'(x) # 0y (b,x) ¢ gph Fp (yasix € Q,y v & Fp(b)), existe to € T tal
que (aj,z) — by, — by, > 0, tomando supremo en (3.21) y teniendo en cuenta que
(aj,, by, + byy) € cI* Cp (b) , tenemos

0< sup [(z*,z) —a] = sup [(z*,z) — a], < dist (b, Fp'(2)),
(z*,0)€cl* Cp(b) (z*,0)€cl* Cp(b)

con lo que queda probada la igualdad deseada. m

Lema 22 FEl grdfico de la aplicacion multivaluada que asigna a cada b € loo(T)
el conjunto cl*Cp(b) C X* x R, es cerrado en la topologia producto (norma) X

(débil estrella) x (euclidea) de loo(T) x X* x R.

Demostracién. La demostracion es la misma de [4, Lema 4.5]. m

A continuacién presentamos el teorema principal de este capitulo, el cual nos
provee una férmula de cédlculo de la cota lipschitziana de la aplicacién factible del
problema primal en cierto punto y nos muestra como esta cota puede ser nula, positiva
o infinita, dependiendo de la condicién fuerte de Slater tanto del problema como del

punto en cuestion.

Teorema 23 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : lo(T) =2 X.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Si T € Q, es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces lip Fp(0,7) = 0.
(i) Si Fp satisface la condicion fuerte de Slater en 0 pero T no es un punto fuerte de
Slater para Fp en 0, entonces la cota exacta lipschitziana de Fp alrededor de (0,7)

estd dada por

0 < lip Fp(0, ) = méx {||2*]| 7 | (2", (z",7)) € eI Cp (0)} < 0. (3.22)
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(iii) Si Fp mno satisface la condicion fuerte de Slater en 0, entonces Fp no es de tipo

Lipschitz alrededor de (0,%) y

lip Fp(0,7) = co = sup {Hx*H_l | (z*, (2%, %)) € I*Cp (0)} . (3.23)

Demostracién. Para demostrar (i) y (ii), como = € Fp(0) y Fp satisface la condi-
ci6én fuerte de Slater en 0, por la Proposicién 11, 0 € int (dom Fp) y Fp es de tipo
Lipschitz alrededor de (0,7) , luego lip Fp(0,7) < oo y podemos encontrar una suce-

sién
(bj,zj) — (0,7), con b; € dom Fp, (3.24)

tal que

lip Fp(0,3) = lim 5t (25, 7 ﬁ@j)) .
i—oce dist (by, Fp'(;))

(3.25)

Sea M := sup ||af||

(i) Supong;;r:;os que T € Fp(0) es un punto fuerte de Slater para Fp en 0. Sea
0 <9 < 1 tal que sup,er ({af, ) —b;) < —9 < 0. Tomemos j lo suficientemente
grande de manera que ||z; — 7| < m y [lo;]] < 2.

Si Fpl(z;) = 0, dist (bj, Fp'(z;)) = Infd := 0oy 0 < dist (2;, Fp(b;)) < co (pues
x; ¢ Fp(b;) y b; € dom Fp).

Si Fp'(z;) # 0, entonces 7; € Q y

(a7, 2;) = by — (bj), = (ay,x;—Z)+ (aj, %) — by — (by),

< Mz —zf| =9+ (b

9 g9
< M—2 _ _yil< Vg
S Miiyy Ytis T

luego x; € Fp(b;) y dist (z;, Fp(b;)) = 0 = dist (bj, Fp'(z;)) .
Asi, en ambos casos, bajo las convenciones é =0y % := 0, el cociente es

dist (!Ej, fp(bj))
dist (b, Fp'(z;))

=0,
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para j suficientemente grande, por lo tanto lip Fp(0,7) = 0.

(ii) Supongamos que Fp satisface la condicién fuerte de Slater en 0 y que ¥ € Fp(0)
no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0. Aplicando (iv) en la Proposicién 11,
tenemos que Fp es de tipo Lipschitz alrededor de (0,Z) por el Teorema 4, se cumple
que 0 < [|[D*Fp(0,2)|| <lip Fp(0,7) < oc.

Asi, por la representacion dada en (ii) del Teorema 18, tenemos la desigualdad:
0 < méx {||x*||_1 | (z*, (2%, %)) € I*Cp (0)} <lip Fp(0,2). (3.26)

Para obtener la desigualdad opuesta consideremos la sucesiéon dada en (3.24), como
lip Fp(0,7) > 0 podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que (b;,z;) ¢ gph Fp y
Fr'(z7) # 0 (de lo contrario, al igual que en (i), el cociente de (3.25) quedarfa igual
a cero), y tomar j suficientemente grande, de manera que Fp satisfaga la condicién
fuerte de Slater en b; (ver Nota 8).

Si tomamos (z*, ) € Cp (b;), existen A € RELT) yyE ]REFQO) tales que

St X a1y @) = A b) 4 3 2 6D,

teT 7*€Q° teT 7 €Q0

Luego para cada j, aplicando (z*, ) a (z;,—1), se tiene

(@ z)—a = Y N((af,2) = b —bp) + Y v (7250 — 1)

teT q*€QO
< SOn(lafay — B) + (a,B) — b — by)
teT
< D N (M [y — 2|+ [lbs])
teT
< Mz, — 2] + by (3.27)

(la primera desigualdad proviene del hecho de que x; € @)). Ya que, para cada x € X,
la aplicacién z* —— (z*, ) es continua con respecto a la topologia débil estrella, la

desigualdad anterior se cumple para (z*, o) € cI* Cp (b;). Ahora si tomamos supremo
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sobre cl” Cp (b;) (al igual que en la demostracién del Lema 21, podemos asegurar que

el supremo es positivo), tenemos

0<  swp (@t a)—al, < Mla;— 7+l (3.29)
(z*,a)ecl* Cp(by)

Consideremos el conjunto

C (bj, x5) = {(a", ) € I"Cp (b) : (2", ;) — > 0},
el cual es no vacio, pues (b;, ;) ¢ gph Fp, y denotemos

My 1= sup {[la" " | (2", 0) € Oy (b}

Si (0,a) € Cy (bj,z;), tenemos que —a = (0, ;) — a > 0 pero por otro lado, como
(0,a) € cI"Cp (bj) y b; € dom Fp, por Lema 10, para z € Fp(b;) se cumple que
0= (0, z) < a, lo cual es una contradiccién, por lo tanto (0, «) ¢ C (bj, x;).

Luego 0 < [|z*]| " < M; < oo si (#%,a) € Cy (bj, x;), y por los Lemas 20 y 21,

sup [(z"zj)—al,

dist (Ij, fp(bj)) o (z*,a)ecl* Cp(bj) =1l
dist (bj7flgl(xj)> sup [<x*7$j> - O(]+
(.Z‘*,OC)ECI* Cp(bj)
(z*,z5)—a
N A
_ (z*,a)€C (bj,x5)
sup  ((z*,25) — a)
(.Z‘*7OC)EC+(I)J',.Z‘]')
< sup ")
(z*,a)€C (bj,x;)

-
En vista de (3.25), haciendo j — oo, podemos obtener la estimacion:

. R . dist (25, Fp(b;)) ,
lip Fp(0,7) = 1 pZPO)) M, = K 3.29
ip 7p(0,7) Jggo dist (bj,}"gl(xj)) - Hjiigp / ( )

Desde ahora imitaremos los pasos dados en la demostracion del Teorema 4.6 en [4].

Ya que lip Fp(0, %) > 0, existe una sucesién {Bj} L C R, tal que 0 < 3; < M; para

Jje
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JENy limpg, = K >0.
j—00

Para cada j € N, tomemos ahora (a:;,aj) € Cy(bj, ;) con f; < ‘ ! (esto es

*
L

posible por la definicién de M; y la eleccién de ;). Como la sucesién {x;‘} L6
Jj€
1

< ﬁi y la sucesion {ﬁ—} es convergente), se puede
J J

* * 4 * *
extraer una subred {z}}, .\ que w*-converge a algin z* € X*.

acotada (pues K > 0, ‘

k
Lj

Denotemos por {b,},{z,},{a,},{5,} a las correspondientes subredes. De (3.27)
(2, 20) — o, < M|z, —Z|| + [|b,]],

luego, por (3.24), (z},x,) — a, — 0.

Por otro lado
(x%,7) —a, = (2" — 2, %) + (2,7 — 3,) + (2, 7,) — a,

considerando que {||z} ||}, s acotada, x, — T, (z},2,) —a, — 0 ¥

*

s (3.30)

x
se obtiene que
a, — (7). (3.31a)

Por el Lema 22, en vista de (3.30), (3.31a), como b, — 0, y (z, ) € cI*Cp (b))
para cada v € N, tenemos (z*, (z*,T)) € cI* Cp (0), pero la Proposicién 11 asegura
que (0,0) ¢ cI*Cp(0), luego z* # 0. Por la w*-semicontinuidad inferior de [-|| y
como B3, < ||z*]| "y Vh;rgoﬁl, = K, tenemos
0 < |lz¥|| < lminf|z}] < h'mi = i (3.32)
veD v K

14

, .. ., 1 L.
Ademds, de (ii) del Lema 16, la funcién a* — ||z*||7 alcanza un méximo en el

conjunto Sp = {z* € X*| (z*, (z*,7)) € cI" Cp (0)}, asi de (3.29) y (3.32) obtenemos

lip Fp(0,7) < K < ||z*|| 7" < mfc'u({||z’"||_1 | (2%, (z*,Z)) € I*Cp (0)} . (3.33)
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En vista de (3.26) y (3.33) queda probada la igualdad indicada en (3.22).

(iii) Si Fp no satisface la condicién fuerte de Slater en 0, la equivalencia (i)<(iv)
de la Proposicién 11 asegura que Fp no es de tipo Lipschitz alrededor de (0,7),
luego lip Fp(0,7) = oo. La ultima igualdad de (3.23) se obtiene en forma similar a

la demostracién de (iii) del Teorema 18. =

Corolario 24 Sea T € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : loo(T) = X.

Entonces

Demostracién. La igualdad (3.34) se obtiene directamente comparando los Teo-
remas 18 y 23, ya que si ¥ € @ es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, tanto
la cota exacta lipschitziana como la norma de la coderivada valen 0, si ¥ no es un
punto fuerte de Slater para Fp en 0 pero Fp satisface la condicién fuerte de Slater
en 0, ambas tienen la misma férmula de cédlculo, y por 1ltimo, si Fp no satisface la

condicién fuerte de Slater en 0, ambas valen co. m

Nota 25 El Corolario anterior se puede obtener también como consecuencia de que
Fpl es perfectamente reqular en (7,0), siguiendo argumentos similares a los usados

en [14, Proposition 5].
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3.3. Ejemplos: Cotas lipschitzianas para el primal

Ejemplo 26 (A) Sea X = R? con la norma euclidea, T = {1,2,3} y sea P(b,c*)
el problema primal dado por
(P) (b,c*) : Sup 1+ X2 + 111 + Caxo
r1+ 229 < 14 by,
—21 + 22 < 2+ by,
To <3+ b

x1 > 0,290 >0,

S.a.

donde © = (1,1); b= (1,2,3); aj = (1,2); a3 = (=1,1); a5 = (0,1); Q =R%; y

1 2
A=1] -1 1
0 1

Observemos que T = (1,0) € Fp(0) pero no es un punto fuerte de Slater para Fp en
b =0, sin embargo Fp satisface la condicion fuerte de Slater en b =0 (por ejemplo

para T = (3,0)), ast, podemos aplicar la férmula dada en (ii) del Teorema 23. Por

otro lado

Cp (0) = conv [{(1,2,1); (-1,1,2);(0,1,3)} U (R* x {1})],
ya que R? x {1} es un conjunto convezo, podemos decir que

(27, (2%, 7)) = (a7, 73, 27) € c1Cp (0)

st, y solo si,

at 1 ~1 0 o
vy [ =lm A 2 | EN | 1 [ AR L | A ag (3.35)
o 1 2 3 1
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x5 < 0.
Como

1D*Fp(0,3)]) = méx {[lo"[| " | (2, (", 3) € el Cp (0)} .

deseamos obtener un vector x* = (x3, %) de menor norma que satisfaga (x5, x5, x7) €
clCp (0). Ademds, en vista de la dltima igualdad de (3.35), la componente x; debe
ser mayor o igual a 1. Este vector es x* = (1,0), el cual se obtiene en (3.85) con,

por ejemplo, N} =L NP =\l =g =0, N} =1 20 = —2n.

n ’ n’

Luego
lip Fp(0,7) = | D*Fp(0,2)|| = (1,00 = 1.

El siguiente ejemplo no aporta diferencia con el ejemplo anterior pero servird para

futuras comparaciones con el caso del problema dual.

Ejemplo 27 (B) Retomamos el ejemplo anterior, pero ahora consideramos el espa-

cio X = R? con la norma
I, : R* = R, donde |z|,=|z1]+ |za] para z = (21,75) € R%
Su espacio dual es X* = R? con la norma
|l : R =R, donde ||z*|,, =méx{|z}],|2}|} para z*= (2} 23) € R%.

Observemos que se conserva el mismo conjunto caracteristico Cp (0) por lo tanto se

deben satisfacer las condiciones dadas en (3.35) y de la misma manera obtenemos

lip Fp(0,%) = | D*Fp(0,2)|| = [I(1,0)] 0 = L.

Nota 28 Observar que la constante de Lipschitz del problema primal depede de la
norma elegida en el espacio X, por lo tanto las constantes obtenidas en los ejemplos

(A) y (B) no tienen por qué coincidir.
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Capitulo 4

Estabilidad de la aplicaciéon
conjunto factible del problema

dual

Analizaremos ahora las propiedades relacionadas a la estabilidad lipschitziana
de la aplicacién conjunto factible del problema dual. Mostraremos que éstas son
similares a las encontradas en el capitulo anterior, referidas al problema primal. Una
diferencia importante entre ambos problemas es que aqui las perturbaciones (c*, ¢)
del lado derecho de las restricciones dadas en (2.19) no estan libres, responden a una
estructura y por lo tanto no se puede aplicar directamente la teorfa desarrollada en

[4]-

Trabajaremos con la siguiente representacion del problema dual dada en (2.19)

de la Seccién 2.6

(D) (b,c*):  Inf (u,b+0)
(1, Ag) > (@ +c*.q), q€Q
(,p) > =1 pelo(T),.

49



Caprtulo 4. Estabilidad de la aplicacién conjunto factible del problema dual

Recordemos que @ es un conjunto cerrado, acotado, que no contiene el vector nulo
y genera el cono ). En este caso, el conjunto caracteristico de Fp(c*) (o del pro-
blema dual (D) (b, ¢*)) depende de la eleccion del conjunto Q y estd definido como

el siguiente subconjunto convexo de £ (7") x R:

Cp (¢*) = conv ({ (Aq, & + ¢, @) g € QU {(p.~1) s p € Lue(T), })
Si bien una correcta notacién serfa C'p (c*; @) , para simplificar la notacién y en vista

de los resultados de la siguiente seccién, prescindiremos de la especificacién de Q).

4.1. Independencia de Qv

El siguiente lema nos permitird luego elegir libremente un conjunto @, para la
representacién del problema dual, sin temor a perder la condicién de estabilidad de

éste. (Ver Nota 33).

Lema 29 Dado un cono convexo cerrado no vacio @), si existe un conjunto generador
cerrado y acotado @ con 0 ¢ clconv @, y Q1 es otro conjunto cerrado, acotado que
genera al cono QQ y que no contiene al origen, entonces 0 ¢ clconv Q1. Es decir, la

condicion 0 ¢ clconv @ es independiente de la eleccion de @

Demostracién. Sea z € clconv )1, luego existe una sucesién {z,} C conv Q) tal

que

z = lim z,, (4.1)

n—0oo
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donde para cada n € N existen {\"} € Rin) y A, tal que

Zn = Z AZQ?
gE€AR
A, C @1 es un conjunto finito,

Ay >0 para cada q € A, y

S = L

qEAn

Por otro lado, para cada q € @1 existe ay > 0y v, € @ tal que

q = 0yUy.
Llamemos
N ~
My = Z /\Z@q >0 Y Un = Z . qvq € COHVQ7
qEA, qEA, My,
luego
n
_ )\n o )\n _ /\q O[q _
Rn = Z qq - Z qOéqu =Ty Z Vg = NpUn.
qEAn qEAR qEA, nn

(4.2)

(4.3)

(4.4)

Como {v,,} es una sucesion acotada y 0 ¢ clconv Q entonces {1, } es acotada supe-

riormente. Ademads por ser () es acotado, para cada n € N tenemos

)\nOé )\na
lvall = || 3 =L, || < sup o]l 3“2 = sup |jv]| = R.
qEAn n veQ qEAR n veQ
Sea
N := fnf [lqf],
qeQn

N > 0 por ser Q; cerrado en un espacio de Banach y0¢& Q1. Luego, de (4.2)

0 <N < lgll = g llvgll < agRR,
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para cada g € @1, y asi

N N
= Y M > Y A= s,
7] QEZAn @ R qEZATL I R

para cada n € N, luego {n,} C R es acotada inferiormente, por lo tanto existe
0 < 7 < oo y una subsucesién {n, } de {n,} tal que n, — 7. Sean {z, } vy {vn,}

las correspondientes subsucesiones de {z,} y {v,}, de (4.1) y (4.4) obtenemos que

1

Unk - =z

ya que 0 ¢ clconv @ y en vista de (4.3) obtenemos que %’z # 0, por lo tanto z # 0.
Asi hemos probado que 0 ¢ clconv @1. [ ]

Al igual que en el problema primal, establecemos, entre otras, una equivalencia
que relaciona el conjunto caracteristico con la existencia de un punto fuerte de Slater

para Fp en c*.

Proposicién 30 Sea ¢* € dom Fp para el problema dual D (b, c*), entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe i > 0 que es punto fuerte de Slater para Fp en c*.

(14)(0,0) ¢ cl* Cp (c*) .

(iii) ¢*€ int (dom Fp) y 0 ¢ clconv Q.

Demostracién. (i)<(ii) y (i)=-(iii) se obtienen siguiendo los mismos pasos que en
la demostracién de la Proposicion 11. Ademads si 0 € cl conv @, entonces es evidente
que ningun /i puede ser punto fuerte de Slater para Fp en c*.

(i13)=(1) Si ¢*€ int (dom Fp) entonces ¢* + ¢* € dom Fp para ||| < e cone >0
suficientemente pequeno. Como 0 ¢ cl conv @, por la propiedad de separacién fuerte,

existe z* € X*, con ||z*]| =1y S € R tal que

(x*,q) > B > 0 para todo ¢ € Q.
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Para ¢* = ex*, existe 11 > 0 tal que
— (i, Aq) + (& + ¢ + ¢, q) <0 para todo ¢ € Q.

Ya que (*,q) = e (x*,q) > ¢ > 0 para todo ¢ € Q, se tiene que
—(, Aq) + (T + c*,q) < — (", q) < —ef <0,

asi
inf ((11, Ag) — (¢" + ", q)) >0

q€Q

y 11 > 0 es punto fuerte de Slater para Fp en c¢*. m

Nota 31 En la condicion (ii), como (0,0) € lo(T) x R y Cp (c*) es un conjunto
convexo, se puede reemplazar (0,0) € cl* Cp (¢*) por (0,0) € c1Cp (¢*). La eleccion
de esta notacion se debe a que siempre consideraremos la topologia débil estrella en

loo(T)*™ (ver Proposicion 66 en Apéndice A).

A continuacién establecemos también una equivalencia entre la propiedad de tipo

Lipschitz de la aplicacién Fp y la estabilidad de la consistencia del problema dual.

Proposicién 32 Sea ¢* € dom Fp. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(i) c¢*€ int (dom Fp) .

(ii) Fp es de tipo Lipschitz alrededor de (c*, ) para todo p € Fp (c*).

Demostracién. (i)<(ii) Es consecuencia de que la propiedad de tipo Lipschitz de
una aplicacién arbitraria F' : Z = Y entre espacios de Banach con dom F' # () es
equivalente a la propiedad de regularidad métrica de la aplicacién inversa F~!': Y =

7 y del Teorema 3 (Teorema de Robinson- Ursescu) ya que Fp' : lo(T)* = X*
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estd definida entre espacios de Banach (con la topologia de la norma) y es una

multifuncién con grafico convexo cerrado en £o(7)* x X*. m

En vista de las Proposiciones 29, 30 y 32, concluimos que las condiciones (i) y
(ii) de la Proposicién 30 también son independientes de la eleccién de @ Queda
asi justificado el abuso de notacién al utilizar (D) (b,c*) en la representacién del
problema dual y no indicar en dicha notacién la elecciéon de @, lo que se resume en

el siguiente Corolario.

Corolario 33 St ) es un cono convexo cerrado para el cual existe un conjunto
generador @ cerrado y acotado tal que 0 ¢ clconv @, entonces, para c¢* € dom Fp,
las condiciones

(i) Fp satisface la condicion fuerte de Slater en c*,

(i)(0,0) & cI" Cp (¢*)

son independientes de la eleccion de CNQ y equivalentes a la propiedad

(i1i) Fp es de tipo Lipschitz alrededor de (c*, p) para todo p € Fp (c¥).

Presentamos ahora una equivalencia a la condicién 0 ¢ clconv @ que utilizaremos

luego para estimar tanto la norma de la coderivada como la cota exacta lipschitziana.

Proposiciéon 34 Dado un conjunto @ acotado en un espacio real de Banach X,
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) 0 ¢ clconv Q.

ii) Eziste un nimero real v > 0 y T5 € X*, con ||| = 1 tal que r < (T*,q) para

todo q € @

Demostracién. i)=-ii) Es inmediato de la propiedad de separacién fuerte.

ii)=-1) Se deduce del hecho de que T* es lineal y continuo. m
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Nota 35 La existencia de un conjunto @ generador de ) con 0 ¢ cl conv@ implica
que el cono Q tiene vértice (es decir, si ¢ € Q, entonces —q ¢ Q). En dimension
finita, por el teorema de Caratheodory, se cumple la equivalencia entre estas dos
caracteristicas del cono @), sin embargo en dimension infinita no es ast, como lo

muestra el siguiente ejemplo.

Presentaremos ahora un sistema definido sobre un cono con vértice (), y un con-
junto @ generador, cerrado y acotado, tal que 0 € cl conv @ y ¢ =0 ¢ int (dom Fp),
por lo tanto Fp no es de tipo Lipschitz alrededor de (0, i) para ningin pu € Fp (0).

Ejemplo 36 Sea T = {to} y X = co el espacio de Banach de las sucesiones reales
acotadas convergentes a 0, con la norma supremo. Entonces X* = (1 (N) = (1 y
X =Ly (N) =Vl.
Sean Q el cono con vértice {g € cy| g, >0, n € N} ya; =¢" = (%)20:1 € l.
El conjunto @ ={q € Q| |lq|| =1} es cerrado, acotado, no contiene al vector nulo y
genera el cono @, sin embargo 0 € cl conv @, en efecto, sea e* = (0,...,0,1,0,...) € @
para cada k € N tal que ef =1 yej?:()sz'j;ék:, Y sea

Zp = zn: lek € conv @,

k=17

luego ||zn|| = % y ast z, — 0. Ademds, en vista de la Proposicion 29, no existe otro
conjunto @ cerrado, acotado, con 0 ¢ @ y generador de Q) tal que 0 ¢ clconv @
Por otro lado, como A* = A = aj, para I = 1 € U ({to})” = R, se tiene que
An=A1=a, =€t —-Q% asifi=1€ Fp(0) ={peR, | A*pec — Q.

Ademds 0 ¢ int (dom Fp) . Efectivamente, para ¢ > 0, consideremos

1 o > 1
=" €ly, donde e= —
e \(n—1)!

n=1

(n_ll)! =Se=¢ ysip€ Fp(c), entonces p € Ry y

QM
18

luego |cz]| =
1

n

p{ai,q) > (@,q) +(ct,q), para todo g € Q,
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como ay = c*se tiene que
(u—1)(c", q) > (ci,q), para todo q € Q.

En particular, para e* = (0,...,0,1,0,...) € Q, obtenemos que (n—1) % > ﬁ, Y
ast

ek!

=12 (k — i)!e

ek
= —, para todo k € N,
e

lo cual es un absurdo, por lo tanto Fp(ct) = 0 para todo € > 0 y esto implica que
0 ¢ int (dom Fp).
En vista de la Proposicion 32, Fp no es de tipo Lipschitz alrededor de (0,1) .

4.2. Caracterizacion de la coderivada

En esta seccién presentaremos una caracterizacién del cono normal al grafico
de Fp en (c*, 1), la que nos facilitard el célculo de la norma de la coderivada.
Tengamos en cuenta que, tanto en la siguiente proposiciéon como en el Teorema 38,
si (z™,0) € X X £(T) entonces se puede reemplazar en (4.5) y (4.6) la clausura
débil estrella por la clausura fuerte porque estamos considerando conjuntos convexos

(ver Proposicién 66 en Apéndice A).

Proposicién 37 Sea (¢*,7i) € gph Fp y sea (z**,0**) € X** x Lo(T)*". Entonces
(™,b™) € N ((¢", 1) ;gph Fp)
Sk

si y solo si — (x**,b™, (¢*, ™) + (1, b™*)) pertenece a

o' ({(—=q,Aq, (¢, q)), q€Q} + {0} x loo(T), x (Ry)). (4.5)
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Demostracién. Se siguen los mismos pasos que en la demostracion de la Proposicion

13 considerando el conjunto

gph Fp = (C*vﬂ) c X* x goo(T)* ’ (e p), <_QaAQ)>>Zl<E*7Q>7 q€Q

y ("), (0,p)) p € lo(T),

Al igual que en el problema primal, establecemos una caracterizacion de la coderi-

vada de Fp en un punto (0, iz), siendo i una solucién del problema dual nominal.

Teorema 38 Sea i € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : X* = loo(T)*
donde X es un espacio de Banach. Si (z**,0**) € X** x {(T)™, entonces z** €
D*Fp(0,12)(b*) siy solo si

(**, 6™, (11, 0*)) € I* ({(q, Aq, (¢".q)), ¢ € Q} + {0} x lo(T), x {0}) (4.6)

Demostracién. La demostracién sigue los mismos pasos que la realizada en el

Teorema 14. m

Corolario 39 Bajo las condiciones del teorema anterior, si x** € D*Fp(0, 1) (b**)

entonces existe una red {(qy, Py, \v)},en C @ X Loo(T) . X Ry tal que

= w -llerjr\lfx\yqy, (4.7)
b= wi-lim (A AG +p), (4.8)
(1, 67) = lim (@A) - (4.9)

En particular, si i es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces x** = 0.

Demostracién. A partir de (4.6) del teorema anterior y teniendo en cuenta que @

es un conjunto generador de (), obtenemos (4.7)-(4.9)
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Supongamos que zi es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, y sea 6 > 0, tal que

Combinando (4.7) y (4.9) obtenemos
ilenj\lf <M7 A Ag, +p1/> = <,U/7 b > = llen/\l/’ <C 7>\l/q1/> ) (411)

de (4.10) y (4.11)

0 =l (B AAG +p) — @ M)

> limsup), ((i, Aq,) — (¢*,q.))
veN

0 limsupAl,.
veN

v

Como # > 0y A\, > 0, tenemos que 11'1}\1/)\,, = 0. Ahora, por ser @ un conjunto
I4S

acotado, de (4.7) y de la w*-semicontinuidad inferior de la norma en X**, obtenemos

| <liminf ||\, ¢, || = iminfA, ||¢ || < [ im A, gl ) =0.
o < tim it 0] =t ] <t ) (sup 1 )

Por lo tanto z** = 0. =

Lema 40 Sea 11 € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : X* =2 Lo (T)*

(i) Si i es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces el conjunto
Sp = {0 € Lo (T)™| (0™, (11, 0™)) € cI"Cp (0)}

es vacio.

(ii) Si ;i no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces el conjunto Sp es
no vacio y w*-cerrado.

(iii) Si p no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0 pero Fp satisface la condicion
fuerte de Slater en 0, entonces 0 ¢ Sp y la funcion b — ||b**||”" alcanza un

mdximo en Sp.
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Demostracién. La demostracién es similar a la del Lema 16, en este caso, para (ii)

usamos que /o (7")*, con la topologia de la norma, es un espacio de Banach, luego

IAqll,, = sup{[{p, Aq)| | p € loc(T)", |||l < 1}
= || Aqll
= sup{|[{(a;,q)| |t €T}

sup {llall | 4 € @ psup {la; | | t € T},

IA

para cada q € @ [

En el siguiente lema se intenta reproducir los resultados del Lema 17 en el contexto
del problema dual, es decir, partir de cierto b** € (o (T)** que es limite de una red
y obtener x** € X** con x** € D*Fp(0,1)(b*). Pero, a diferencia del caso primal,
para garantizar ** # 0 debemos pedirle una condicién al conjunto @, ademsds, al no
conocer cudl es exactamente el espacio X**, no podemos asegurar ||z**|| = 1, debido

a esto, solo se obtiene una estimacion de ella.

Lema 41 Sea 1 € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : X* = Uoo(T)* y
Sp el conjunto definido en el Lema 40. Si i no es un punto fuerte de Slater para Fp
en 0 entonces para cada b** € Sp eziste 2™ € X** tal que 2™ € D*Fp(0,1)(b™).
Ademds si 0 ¢ clconv @, existen dos constantes positivas r y R que dependen sdlo

del conjunto Q tal que r < 2| < R.

Demostracién. Sea b** € Sp = {b** € {(T)**| (b**, (11, b)) € clI* Cp (0) } entonces

segtin la definicién de Cp (0), existen redes {\"}, .\ C R(ﬁ), (7"} ,en C R(foo(T)J

tales que
Z)\Z + Z'yg =1, paratodov € N, y (4.12)
7€Q p=0
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(b, {7, 0)) = w'- lim DN (Ag. &)+ D (e 1)

¢€Q pEloo(T),

De forma similar a (3.9) en la demostracién del Teorema 14, tenemos que

0=1lm » 7. (4.13)
pefoo(T)7L
Ahora, sea qy € @ fijo y para cada v € N definamos «,, := quQ Ay Y
= Z Agq + (1 —a,)qo € conv Q, (4.14)
9€Q
si llamamos R := sup||q||, entonces
9€Q
Izl < D Asllall + (1= ) llaoll < @R+ (1 =) R = R,

9€Q
por el teorema de Alaoglu, la red {z,},.,, estd contenida en una bola w*-compacta,
luego, existe una subred (supongamos que es la misma) que w*-converge a algin

2 € X** y por la w*-semicontinuidad inferior de la norma en X**
|27l < liminf ||z, || < R. (4.15)
veN

Ahora, en vista de (4.12) y (4.13) a,, — 1, por lo tanto z*™* = w*-lim,¢cpr quQ aqy

asi tenemos que

(Z**, b**, <ﬁ7 b**>) = w*- ll’enj\lf Z )\Z (q7 Aq’ <E*’ q>) + Z f'y; (07]), —1) y

qeQ pEZoo(T)_,r

luego

(27, 0™, (1,07)) € 1" ({(q, Ag. (€, 0)) . ¢ € @} + {0} x (T x {0})

y, aplicando el Teorema 38, obtenemos que z** € D*Fp (0, 1) (b**).
Ademss, si 0 ¢ clconv CNQ, por la Proposicién 34, existe un nidmero real r > 0 y

T* € X*, con ||T*|| = 1 tal que r < (%, ¢) para todo ¢ € Q. De (4.14) se cumple que

(T*, 2,) ZX’ T q)+ (1 —a,) (T q) >ar+(1—a,)r=r.
a€Q
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Ya que z** = w*-lim,ep 2, y por la w*-continuidad de (T*,.) en X** tenemos que
(T*, 2**) > r. Ast

|Iz*|| = sup (x*,z*) > (T*, ") > r,
[lz*[|<1

de esta desigualdad y de (4.15) se deduce que r < [[z**|| < R. m

El siguiente teorema nos provee una estimacién de la norma de la coderivada en
un punto (0,71) € gph Fp que nos servird, al igual que en el caso del primal, para

una estimacioén para la cota lipschitziana en dicho punto.

Teorema 42 Sea i € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : X* = Uoo(T)*.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Si i es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces || D*Fp(0, )| = 0.

(ii) Si Fp satisface la condicion fuerte de Slater en 0 y i no es un punto fuerte de
Slater para Fp en 0, entonces |D*Fp(0,1)|| > 0 y existen dos constantes positivas

r y R, que dependen de clconv @, tal que
rA < ||D*Fo(0,7)] < RA

donde A = méx{||b**||_1 | (b**, (11, b™)) € I*Cp (0)} .

(iii) Si Fp no satisface la condicion fuerte de Slater en 0, entonces

1D*Fp(0,70)]| = o0 = sup { o] " | (b, {75, 0™*)) € 1" Cp (0)} .

Demostracién. La demostracién de (i) y (iii) se obtiene siguiendo los mismos pasos
que en el Teorema 18.

(ii) Si 7z no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, por (i) del Lema 40, el
conjunto Sp = {b** € loo(T)**| (b**, (1,b**)) € cI*Cp (0)} es no vacio y por Lema
41, para cada b*™* € Sp existe z** € X** tal que z** € D*Fp(0,1)(b*). Ademds

como Fp satisface la condicién fuerte de Slater en 0, de la equivalencia (i)<(iii)
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de la Proposicién 30, tenemos que 0 ¢ clconv é, luego por la equivalencia de la
Proposicién 34 y por Lema 41 existen dos constantes positivas r y R que dependen

s6lo del conjunto @ tal que r < ||z**|| < R. Asf 2** # 0 y de (ii) del Lema 40
16717 = € D*Fp(0, m) (||~ ™),

entonces

10" Fp(0, )l = sup{|z"[| [ ™ € D*Fp(0, 1) (b7), [0} <1}

> bt

Tomando mdximo sobre Sp (éste se alcanza por (ii) del Lema 40), obtenemos que
1D*Fp (0, )| = rméx {[|o™]| 7" | (0, {1, 0™)) € cI" Cp (0) } - (4.16)

Para obtener la otra estimacion, con los mismos argumentos que en la demostracién
de (i) del Teorema 18, utilizando en este caso (i)=-(iii) de la Proposicién 30, podemos

expresar || D*Fp(0, )| como
sup{0, sup{||z™|| 2™ #0, 2™ € D*Fp(0,2)(b*"), 0 < ||b™] <1}}. (4.17)

Para cada ™ € D*Fp(0, 1) (b*), ** # 0, con 0 < ||b**|| < 1, aplicando el Corolario
39, existe una red {(Gy, pv, A\v) e C Q x loo(T), x Ry tal que

™ = w'-lm\,q,,
veN
b = i )\VA~V v) s
w-lim (A Ag, + py) y

w, by = lim (¢, \,q,) .
(7)) = lm (@A)
Si llamamos 7 := lim }\Pf Ay, entonces 77 < oo pues 0 ¢ clconv @ y n > 0 pues
ve

kk < g : -~ — g : -~ < .
0 <[z < lminf [ A,q, ]| = lminf A, [lg.]| < Ry
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Supongamos que la propia red {\,}, ., converge a 7, con los mismos argumentos
que en la demostracién de (ii) del Teorema 18 para obtener (3.20), tomando en este
cason, =\, +¢, talquee, >0 y ¢, — 0, se tiene que

(=10, (i, '™)) € " Cp (0)
y que

ok - k% -1 7 *xk || — *%k -~ ok *
™| < R ||n~"b < Rméx {||b™) 7" | (0™, (5, 0")) € " Cp (0) }..

Finalmente de (4.17), concluimos que
1D*Fp (0, )| < Rméx {[[o™(|7" | (5", (1,6™)) € eI Cp (0)} .

Con esta desigualdad y la dada en (4.16), se completa la demostraciéon. m

4.3. Estabilidad de tipo Lipschitz y estimacion de

su cota.

Teorema 43 Sea i € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : X* = loo(T)*
y supongamos que 0 ¢ clconv @ . Entonces Fp es de tipo Lipschitz alrededor de (0, 1)

sty solo si

D*Fp(0,1)(0) = {0} .

Demostracién. Idem a la demostracién del Teorema 19. En este caso, en (<)
utilizamos la equivalencia en la Proposicién 32, luego, junto con la hipdtesis 0 ¢

cl conv @ aplicamos las equivalencias en la Proposicién 30 y el Lema 41. m

Observar que de acuerdo a la Nota 35, si X es un espacio de dimensién finita,
la condicién 0 ¢ cl conv@ es equivalente a que () tiene vértice. Si no se cumple la
condicién 0 ¢ clconv Q, se puede tener D*Fp(0,7)(0) = {0} atn cuando Fp no sea

de tipo Lipschitz alrededor de (0, 1) , como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 44 Retomando el Ejemplo 36, recordemos que T = {ty}, X = co,
X =4t, X" =lg, a, =c = (#)20:1 €el, Q={q€c|q. >0, neN},
Q={q€Q]|ll¢ =1}, 0 € cleconvQ y Fp no es de tipo Lipschitz alrededor de
(0,72). Sin embargo, D*Fp(0,11)(0) = {0}. En efecto, si x** € D*Fp(0,1)(0), en-
tonces por el Corolario 39, existe una red {(qy, pu, Av)},enr C Q x loo(T), X Ry tal

que

= w*—lie%/\yay, (4.18)
0 = wi-lim\Ag +p),  y
0 = lm (e Ag).
Luego 0 = lmyep (@, \,G) = limyey 20, 2%m > Jiminf,cp 2k > 0 para
cualquier entero positivo k y asi Um,eny NGy = 0. Ahora, sea & € X* = (,

tal que ef = 1y ef =0 sij # k para cada k € N, de (4.18) se tiene que

air = (eF ™) = limyen (e, A\gy) = limyen MGy = 0. Por lo tanto ™ = 0, y

ast D*Fp(0,72)(0) = {0}.

A fin de obtener una estimacién para la cota exacta lipschitziana para Fp alrede-

dor de (0, 1), utilizaremos, como en el caso del primal, la férmula de la distancia de

Ascoli

dist (1, Fo(c) = max 20Tl

lor— {57y 419
(b**,a)ecl* Cp(c*) ||b**|| ( )

la cual es vdlida cuando Fp satisface la condicién fuerte de Slater en ¢* y se obtiene
por una aplicacién directa de [4, Lema 4.3]. También utilizaremos la siguiente cota

inferior para dist (¢*, Fp,' (1)) -

Lema 45 Sea ¢* € X* y u € loo(T)* tal que (c*, 1) ¢ eph Fp y Fpl(p) # 0. Si
R >0 es tal que ||q|| < R, para todo q € @, entonces

dist (c*, Fp'(p)) > R_lsug [— (1, Ag) + (€ + ¢, q)], > 0. (4.20)
9€q
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Demostracién. Como Fp'(1) # 0, se cumple que {u,p) > —1, para todo p €

Fpt(p) = {d* € X" | {n,Aq) — (¢c",q) — (d*,q) >0, paratodoqe @}~

Si d* € F5' (1), entonces (recordemos que ||Rq| < 1 para todo ¢ € Q C X)

|¢* = d|| = sup [(¢",z) — (d,z)]
zll<1
> sup|(c¢*, R 'q) — (d",R7'q)|
7€Q
> R_lsulg (¢ q) — (1, Ag) + (T, q)) -
q€qQ

Ademss, como ¢* ¢ Fp(u), existe gy € Q tal que
- <:u7 Aq0> + <E* + C*a QO> > 07
por lo tanto

dist (¢, Fp'(p)) =  inf )HC* —d*|| > R 'sup ({¢*, ¢) — (1, Aq) + (€",¢)) > 0,

1
d*cF, (u qeQ

teniendo en cuenta que [vy], = max {0,~} para 7 € R, obtenemos (4.20). =

_l’_

Lema 46 FEl grdfico de la aplicacion multivaluada que asigna a cada ¢* € X* el con-
gunto cl* Cp (¢*) C loo(T)*™* xR es cerrado en la topologia (norma) x (débil estrella)x

(euclidea) de X* x loo(T)** x R.
Demostracién. La demostracion es similar a la dada en [4, Lema 4.5]. m
Teorema 47 Sea ji € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : X* =2 loo(T)*

con un espacio X de Banach. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) Si i es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, entonces lip Fp(0, 1) = 0.
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(i) Si Fp satisface la condicion fuerte de Slater en 0 y 11 no es un punto fuerte de
Slater para Fp en 0, entonces lip Fp(0,11) > 0 y existen dos constantes positivas r y

R, que dependen de cl conv @, tal que
rA <lip Fp(0,11) < RA,

donde A = max {||b™[| " | (b, (i, b)) € cI* Cp (0)} .

(i1i) Si Fp no satisface la condicion fuerte de Slater en 0, entonces

lip Fp(0, f2) = oo = sup {|[b™|| " | (6, (1.6")) € cI" Cp (0)} .

Demostracién. La demostracion de (i) y (iii) es similar a la realizada en el Teorema
23.

(ii) Supongamos que Fp satisface la condicion fuerte de Slater en 0 y que i € Fp(0)
no es un punto fuerte de Slater para Fp en 0, aplicando las Proposiciones 30 (i)« (iii)
y 32 (i)« (ii), tenemos que 0 € int(dom Fp) y Fp es de tipo Lipschitz alrededor de
(0,71), por [18, Teorema 1.44] y en vista de (2.14), se cumple que

Asi, por la representacién dada en (ii) del Teorema 42, se obtiene la desigualdad
0< 7”I11éx{||b’”"||_1 | (6™, (11,b™)) € cI* Cp (O)} < lip Fp(0, 1), (4.22)

donde r es la constante obtenida en la Proposicién 34.
Por otro lado, ya que 0 € int(dom Fp) y 0 < lipFp(0,1) < oo, podemos elegir,
sin pérdida de generalidad, una sucesién (c;f, ,uj) suficientemente cerca de (0, 1), de

manera que c¢; € int(dom Fp) para todo j, (ast Fp satisface la condicién fuerte de

Slater en ¢5), (¢;, ;) & gph Fp , Fp'(u;) # 0 (luego p; > 0) y

dist (j1;, Fo(c;
lip Fp(0,7) = lim =t (o FD(S)
j—oodist (cj»,]:D (uj))
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@ |

Para cualquier (™, «) € cl*Cp (c;‘) podemos conseguir redes {\"} .\, C R}

(to(T))

{7 }en CRY tales que

Z/\g—i— Z v, =1, para todo v € N,

7€Q PEloo(T) 4

(*,0) = w*lim <2A3<Aq,<e*+c;,q>>+ > vZ(p,l)),

7€Q pELloo(T)

entonces

a—{p;,b") = lim (ZAZ(<M’AQ>+<E*+C}%Q>) > %’;(<uj,p>+1))

qE@ pefoo(T)+
< 11msupz)\y ,uj,Aq + (e +Cj7q>)
€@

< hmsupZA MJ7AC1> + <C +c],q>}
7€Q

lo cual, junto con (4.20) del Lema 45, implica que

o = (up by lmsup, 3eg Ay (- Ag) + (& + 6 a)],

dist (c5, Fpl(py)) R! squg [(—p;, Ag) + (& + c*,9)] ,
q€
< R lim supz Ay
7€Q
< R.
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De estas desigualdades y de la férmula de la distancia de Ascoli (4.19), obtenemos

[o—(ps:07)]
: Sup -
dist (,uj, ]:D(c;‘f)) o a)edt Cp(er)
dist (c7, Fp' (1)) dist (c7, Fp' (1))

o = (0],

= sup — —
(b**,a)ecl* Cp(c}) |b**|| dist (ijfDl(“j))
< R sup o=~
(b**,@)€cl* O (c;,,uj)

— RM]

donde

My= s [p)
(b= a)ecl” Cf (ct.p;)
y

CH(cs ) = {0, ) € " Cp () | v = (1, 6*) > 0} .
El hecho de que u1; ¢ Fp(c}), implica la existencia de algin q € Q tal que
{1y, A7) = (€ + ¢5,7) <0,

asf, para b™ = A7 y «a = <E* + c}f,@ , se tiene que (b**,a) € Cp (c;‘) y
o — <uj, b**> > 0, por lo tanto Cg(cj,uj) # ().
Haciendo j — oo, obtenemos
0 <lipFp(0,1) < R limsup M; = R K.
j—o0
Aqui observamos una expresion similar a (3.29) dada en la demostracién del Teorema
23. Ahora, siguiendo los mismos pasos de dicho teorema, obtenemos la estimacion

deseada

lip Fp(0,7) < R K < R max {|[b™|| " | (0™, (3,b™)) € I"Cp (0)} . (4.23)
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Caprtulo 4. Estabilidad de la aplicacién conjunto factible del problema dual

En vista de (4.22) y (4.23) se completa la demostracién. =

Si bien el siguiente teorema nos proporciona una estimacion para la diferencia
entre lip Fp(0, 1) v || D*Fp(0, 12)]], no se logra la igualdad entre estas dos constantes
como en el caso del primal (Teorema 24). Sin embargo, en vista de la Proposicién 5

del Capitulo 2, la igualdad se obtiene cuando F 51 es perfectamente regular.

Teorema 48 Sea i € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : X* = loo(T)*
con un espacio X de Banach. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(i) Si Fp satisface la condicion fuerte de Slater en ¢* = 0, entonces existen dos cons-

tantes positivas v y R, que dependen de cl conv @, tal que
0 < lip F (0, )= | D* Fo (0, )| < (R — r) mi {5 | (5, (5, 5™)) € I’ Cp (0)}

(i) Si Fp'(ls(T)*) tiene interior no vacio para la topologia de la norma en X* y

{¢€ Q] |lql| =1} es w*-cerrado en X**, entonces

lip Fp(0,) = [[D*Fp(0, )]
Demostracién. (i) Como consecuencia directa de los Teoremas 42 y 47 6, tanto
I|D*Fp(0,12)]| como lip Fp(0, i) son nulas, o satisfacen la desigualdad

rA < |[|D"Fp(0,p)| <lip Fp(0, 1) < RA

donde A = mébx{||b**||71 | (b, (1, b)) € cI*Cp (0)} v la segunda desigualdad se
cumple en vista de (4.21) del Teorema 47.

(ii) La demostracion estd dada en [16, Theorem 19 ii)]. m

Aplicando la Proposicién 6 obtenemos que Fp' es perfectamente regular en (7, 0)

y en vista de la Proposicién 5 del Capitulo 2, se obtiene la igualdad deseada.

Nota 49 La condicion de que {q € Q | ||q|| =1} sea w*-cerrado en X** se cumple

automdticamente si X es el espacio Fuclideano. En el contexto de dimension infinita

69
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también se cumple cuando, por ejemplo, X es reflexivo y Q) estd finitamente generado.
También en este caso, cuando int Q° es no vacio, Fp' (foo(T)*) tiene interior no vacio

para la topologia de la norma en X*.

4.4. Ejemplos: Cotas lipschitzianas para el dual

Ejemplo 50 (A) Retomando el problema primal dado en el ejemplo 26, analizare-

mos ahora el problema dual asociado:
(D) (b,c*):  Inf (pu,b+0b)
(. Ag) = (& + ¢ q). q€Q
(,p) > =1 p € loo(T),.
En este ejemplo X = R? con la norma euclidea, ¢ = (1,1), b= (1,2,3), {o(T) =
(R, [[-llo) s LoolT)* = (R, |I-]l1) y

1 2

A= -1 1

0 1
Consideremos el conjunto generador @ = {q € Ri el = 1}, los mejores valores

que podemos obtener para r y R son r = \% yR=1.

Observemos que p = (fiq, fg, f13) € Fp(0) si p € RS y

p (@1 +2g2) + 11y (—q1 + q2) + pisq2 > 1 + G2, para todo q € @

En particular p = (1,0,0) € Fp(0) pero no es un punto fuerte de Slater para Fp en
c¢* = 0. Sin embargo Fp satisface la condicion fuerte de Slater en ¢* = 0 (por ejemplo
con = (2,0,0)), asi podemos aplicar la férmula para estimar la cota lipschitziana

de Fp(0, 1) dada en (ii) del Teorema 47.

rA <lip Fp(0,11) < RA,
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Caprtulo 4. Estabilidad de la aplicacién conjunto factible del problema dual

donde A = max { b 71| (b, (7,5")) € cI* Cp (0)} .

Cp (0) = conv H(ql +2¢2,—q1 + G2, 92,1 + @2), q€E @} U (Ri X {—1})} ,
como Ri x {—1} es un conjunto convezo, podemos decir que

(b, (1, b)) = (b1, ba,b3,b1) € clCp (0)

si y solo si, existen \" € Rﬂo’”) y B >0 tal que

( )

by ¢+ 2¢2 Py
b —q1 + o
et { s o [ TR | P2 (4.24)
bg o0 | 0<g1<1 q2 pg
by L g1+ qo -1/
con qo = /1 —¢2, y para cadan € N, y
> A, B =1 (4.25)
0<q:1<1
Restando la cuarta fila a la primera obtenemos
0=1lm | > MNag+8"(@+1)
e 1 0<qi<1
como (pf +1)>1y > A g2 >0 para cada n, tenemos que
0<q:1<1
g*—0, B"pf—0, y > ANag@—0, -cuandon — oo. (4.26)

0<q:1<1

Luego, de (4.24), (4.25), (4.26) y en vista de que g1 +2q2 = q1 +2+/1 — ¢ > 1 para

cada 0 < ¢1 < 1, podemos deducir las siguientes acotaciones

by = lim 37 A (1 +2g) >1 (4.27)
n00 0<g<1

b, = lim (— > )\Zlq1+6"p§> > —1 (4.28)
n—o0 \ L 0<gi<1

by = lim g"p% > 0. (4.29)
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Al igual que en el caso del primal, deseamos obtener un vector b de menor norma

que satisface (4.27),(4.28) y (4.29). Este vector es b = (1,0,0), el cual se obtiene

cuando, por ejemplo X" = n-l gn— %, py =n, ypy =0, para cada n € N. Luego

n ?

A = méx o7 | (0, (7, 07)) € " Cp (0)} = [[(1,0,0)[| . =1 (4.30)

y L =rA<lipFp(0,1) < RA =1.

S

El siguiente ejemplo nos muestra que dado un mismo problema se puede obtener

mejores resultados si elegimos @ adecuado, dependiendo de la norma en X.

Ejemplo 51 (B) Retomamos el ejemplo anterior, pero ahora consideramos el espa-
cio X = (R%||-||,) como lo hicimos en el Ejemplo 27 del problema primal. Su espacio
dual es X* = (R%||-||.)-

Consideremos el conjunto generador @ = {q € Ri Nally =g +¢ = 1} . En este
caso podemos obtener r = R = 1.

Observemos que se conserva el mismo conjunto caracteristico Cp (0) que en el ejem-
plo anterior, por lo tanto se deben satisfacer las condiciones dadas en (4.24) y
se pueden realizar los mismos pasos hasta llegar a (4.30). En este caso por ser

r= R =1, obtenemos

lip Fp(0,) = [D*Fp(0,7)]
= max {|[bl| 7" | (b, (71, b)) € 1 Cp (0)}
= [(1,0,0)||2
= 1.

lo que mejora los resultados obtenidos en el ejemplo anterior.

Igual que en los ejemplos (A) y (B) del problema primal (Capitulo 3, Seccién
3.3), las constantes de Lipschitz obtenidas en los ejemplos de esta seccién coinciden,

esto es sélo casualidad ya que ésta depende de la norma elegida en X.
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Capitulo 5

Derivada grafica

5.1. Cono tangente y derivada grafica

Presentaremos a continuacién el concepto de cono tangente generalizado para con-
juntos no convexos que nos permitird definir la derivada tangencial como herramiena

alternativa a la coderivada.

Dado un conjunto €2 no vacio en un espacio de Banach Z y cualquier punto € €2,

el cono tangente T'(7;2) a 2 en T, es el conjunto de los limites

{L‘k—/l‘\

v = lim
k—oo Tk

para todas las sucesiones zpy — T en Q y 75 \, 0 en R ({74} sucesién decreciente de

términos positivos), cuando k£ — oo. En particular, cuando €2 es convexo,
T(z;) = clcone (2 — 7),

en este caso, el cono normal N(Z; () definido en (2.4) es el polar T'(7;)° del cono

tangente T'(Z; Q) vy, a su vez, T'(; ) es el cono polar de N(7; ) (ver [18, Pdg.159]).
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Capfttulo 5. Derivada gréfica

T(%.0)

Figura 5.1: Cono tangente para {2 no convexo.

Siguiendo la idea del cédlculo elemental donde la derivada se puede visualizar en
términos de tangentes al gréfico de una funcién, se adopta el concepto de derivada
para multifunciones en espacios de dimensién finita (ver [7, Chapter 4]) y se extiende

a espacios de Banach en general.

Definicién 52 Sean X e Y espacios de Banach, F : X = Y wuna multifuncion,
y (7,y) € gph F, la derivada gréfica de F' en (Z,7y) es la multifuncion homogénea

positiva DF(Z,7y) : X =Y cuyo grifico es T((Z,y); gph F), es decir,

v € DF(Z,7)(u) < (u,v) € T((Z,7); gph ).
Al igual que con la coderivada, estamos interesados en la relacién entre la norma
de la derivada grafica de una multifuncién y la cota Lipschitz de ésta. A continuacion

se presenta un concepto de norma y cierta propiedad que determina esta relacién.

Definicién 53 Para una multifuncion homogénea positiva H : X =Y, con X eY

espacios de Banach, la norma exterior y la norma interior estdn definidas respecti-
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Capitulo 5. Derivada gréfica

T((2.5 ). gph )

MI(Z.5 ), gph )

aph DRy 2%

gph DF(Z,¥)

¥ | / z

Figura 5.2: Coderivada y derivada gréfica en espacios reflexivos

vamente por

|H|I" == sup sup [yl y  [H[| := sup inf ||yl
lzl|<lycH(z) ||| <1¥EH (2)

con la convencion: inf ) = oo ysup® =0 (considerando ) C R, ).

Cuando H es un operador lineal en dimensién finita, ambas |H||™ y ||H||~ se

reducen a la norma usual |H| = sup ||[Hz|. Sin embargo se debe notar que ni
ll=]]<1

|H||™, ni||H| satisfacen la definicién de una verdadera norma, especialmente si se

observa que el conjunto de todas las multifunciones no forman un espacio vectorial.
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Capitulo 5. Derivada gréfica

Sin embargo estas definiciones resultan adecuadas ya que la norma exterior coincide
con la norma definida para la coderivada en (2.13) y, en dimensién finita, la norma
interior nos permite calcular la cota lipschitziana a través de la derivada grafica, como
lo muestra el siguiente teorema, cuya demostracién se encuentra en [7, Theorem 4B.2].
La extensién de este teorema a espacios de Banach en general es, hasta ahora, un

problema abierto.

Recordemos que se dice que un conjunto C' es localmente cerrado en x € C' si

existe un entorno U de z tal que C' N U es cerrado.

Teorema 54 ([7], Theorem 4B.2) Sea S : R* == R™ una multifuncion tal que
gph S es localmente cerrado en (Z,7) € gph S. Entonces
lip S (z,y) = limsup [[DS(z,y)| .

(z,y)—(Z,9)
(z,y)Egph S

5.2. Estimacion de la norma interior de la deriva-

da grafica

La siguiente proposicion, que se inspira en [7, Example 4A. 3] y se extiende al
caso de dimensién infinita, nos ayudard a estimar la norma interior de la coderivada
para la aplicacion factible del problema dual, como mostraremos en el ejemplo de la

Seccién 5.3.
Proposicién 55 Sea Fp : X* = l(T)* la aplicacion factible del problema dual y
sea Fp' : loo(T)* = X* definida por

* 0 =% 0 .
fl;l(/,l/) — AM c +Q ) 82”207
0, de otro modo.
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su aplicacion inversa. Si (i, ¢ ) € gph Fp', entonces para cada pu € loo(T)* se cumple
que

DFp'(p.e)(p) C A u+T (" +¢ — A Q°) . (5.1)

En particular, si p > 0 se satisface la igualdad.

Demostracién. Sea (7i,¢ ) € gph Fp' v p € loo(T)*, luego ¢t € DF (T, ¢ ) (1)
si, y s6lo si, (u,c*) € T((1, §*>; gph ‘7:51) si, y sélo si, existen sucesiones {(,uj, c;‘)} C
gph Fp' y {75} C Ry, con (u;,¢;) — (7,¢) y 75\, 0 tales que

~’C>‘f - :)E* .’A* —E*+ * . :75*

j—00 T j—o0 T

para alguna sucesién {¢} C Q° tal que
c;=A"p; —¢ +gqj (5.2)

(pues ¢} € Fi! (uj) para cada j). Luego

p=1lim
J—=oo Ty
y
A, = +q5) —¢
o .1im( 2 7;)
J—0o0 T
A, — A+ [ — (¢ +¢ — AR
g A A g )]
j—o0 T
T f— (4T - AT

* (o :*_A*:
= A'u+ lim % (C e M).

j—00 Tj

Como (y;,¢;) — (1, € ), de (5.2) se tiene que ¢} — ¢ +¢ — A™T, asf

w = limqj _(E i _Aﬁ)
j—oo Tj

eT(c¢"+¢ — A, Q°)
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Capitulo 5. Derivada gréfica

con lo cual queda probada la inclusién (5.1).

Ahora sea u > 0,si ¢* € A*u+T (E* +¢ — AT QO), entonces existen sucesiones
{q;} c Q% y{rj} CR,, con q — ¢ +C — ATy 75\, 0 tales que
(e +¢ — AT

¢t = A*pu+ lim 7~ ( )

Jj—oo Tj

A - g T

Y

Jj—o0 T
si llamamos
pj + =Tip+E >0,y
c; 1 =A(u;) - +qj,

tenemos que

— 0 ct—¢
{(Mj,6§)}cgphf51; ,u:h'mﬂj M, y ¢ = lim :

J—00 Tj J—00 Tj

ast ¢* € DFp' (71, ¢ )(1) con lo cual queda probada la igualdad. m

Nota 56 En el caso que consideremos el cono tangente con la topologia débil esta

proposicion sigue siendo vdlida.

Ya que el grafico de una aplicaciéon F' puede ser convertido al gréfico de su inversa

F~! por un cambio de orden de sus variables, tenemos que
D(F ) (7.3) = [DF(@,§)". (5.3)

Esta propiedad junto con la proposicién anterior nos permite obtener una férmula
para estimar la norma interior de la derivada gréafica de la aplicacién factible del

dual.
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Proposicién 57 Sea Fp : X* = (T)* la aplicacion factible del problema dual y

sea (€, i) € gph Fp, entonces

9

sup < inf || | ) < ||DFp(E,m)|| < sup inf ||y

leI<1 \ A*p € —TE ) fleI<1 \ a*p e c*>—0T(%*,ﬁ>
n=

donde T(¢", 1) :=T (E* LT AT QO) .

Demostracién. Sea (¢ ,7i) € gph Fp, de (5.3)

p € DFp(c R)(c") & ¢ € DFy (i, (n),
y en vista de la Proposicién 55

¢ € DFpH () (p) = ¢ € A'u+T(C, ),
en particular, si >0

¢ € DFNE,T)(p) & ¢ € A'u+T(@ 7).
Ahora considerando que

e Au+TE 0 < A'pecc —T(E, ),
para c¢* fijo, se obtienen las siguientes inclusiones

{p>0]Apec—T@E, 0} C {p|peDFpE ()}
c {plApec 1@, 0},

si calculamos el infimo de ||u|| sobre cada uno de estos conjuntos obtenemos las si-

guientes desigualdades

nfllp]| < iffp] < Wffpl

A*p € c*—T@E i)  peDFp@E ) (c*)  A*ne c*>—0T(%* )
=
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para cada c¢* fijo. Luego, en vista de la definicién de norma interior, obtenemos las

siguientes acotaciones

swp [ il | < |DFE B < sup | imf |yl
lerl<t \ Ay € e+—T(F F) leeli<t \ 4w 1@
N

La siguiente proposicién nos proporciona una condicién suficiente para obtener

la igualdad en el lado derecho de las desigualdades dadas en la Proposicién 57.

Proposicién 58 Sea Fp : X* =3 (oo(T)* la aplicacion factible del problema dual,

sea (c*,ﬁ) € gph Fp y supongamos que Ag > 0 para cada q € QQ, entonces

[DFp(E R = sup | mffu] |, (5.4)
le*I<1 \ A*pe Z*ZBT(i*ﬁ)

donde T(¢',n) =T (" +¢ — A" 1;Q°) .

Demostracién. Sea (¢ ,7i) € gph Fp, en vista de la Proposicién 57 se tiene la

siguiente acotacion

IDF@. D < swp | it (55)
lle <1\ A*n e ex—1(E* 5
n=>0

Para probar la desigualdad opuesta, llamemos

o= |DFE P = sup [ e (56)

le*lI<1 \ € DFpE E)(c*)

y

B:= sup inf ||| : (5.7)

le*I<1 \ a*p e *-TE" D)
n=>0
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por (5.5) tenemos que 0 < o < S.
Si av = oo se obtiene la igualdad en (5.4).
Si v < 00, supongamos que a < [3, luego por definicién de j3, existenn > 0y ¢ € X*,

con ||cf|| <1, tal que

a<n< inffpul] (5.8)
A*p € c*—T(T* 1)
n=>0

ademds, de (5.6), se tiene que

ffp  <a<n
u € DFp(E m)(ct)

Sea j1y € loo(T)" tal que p1; € DFp(C, T)(c}) y

[l <m (5.9)

(tal p, existe porque de lo contrario inf () = oo, lo que contradice que o < 00), luego

¢t € DF,MNT, T ) () y en vista de (5.1) en la Proposicién 55,
Ay € ¢ =T R). (5.10)

Considerando que p; € ba(T'), por la descomposicién de Jordan, de medidas signadas,

existen uj, uy € ba(T) tal que
P = =
donde pi” > 0, p1y > 0y [lpy|| = g (T) + iy (T), ademas, de (5.9),
[ || < il < m, (5.11)
y de (5.10),
A (uf —py) €6 =T(C ),
ast

A'pf € ¢+ Ay =T ().
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Luego por definicién de T(¢, ) = T (¢*+¢ — A*[1;Q°) , existen {or} c Q% y
{7j} CRy, con ¢} — " + ¢ — Ay 7; \,0, tales que

r—(er+¢ — AT
At = G+ A = tim T )
J—00 T
g G T — (@ 4 - AR
- 1 .

J—00 T

(5.12)

Observemos que {q;k — TjA*ILLl_} C @Q°, ya que para cada ¢ € ), y para cada j, se

tiene que

(q; — 1A, q) = (¢5.q)+71; (A"i,q)
= {q.q) — 75 {pi,Aq)

< 0

pues ¢g; € Q% 7; > 0, para cada j, 7 > 0y por hipétesis Aqg > 0. Luego, en vista

de (5.12) y por definicién de cono tangente, se cumple que

A'uf € ¢t =T, h). (5.13)
y como uj > 0, por (5.8)

n< inflp] <[],
A%y € T )
u>0

lo que contradice (5.11), por lo tanto o = 3, y se completa la demostracién. m

Nota 59 Observemos que, para p < 0, al ser Fp'(n) = 0, puede suceder que
DFp'(71,2) () = 0 mientras que A*u+T (" +¢ — A*; Q) es siempre un con-
Junto no vacto, por lo tanto no se cumple la igualdad en (5.1) de la Proposicion 55.

Por ejemplo, para Fp,' : R = R definida por Fp* (1) = A — ¢ + Q° con A* = [1];
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¢t=—-1 y Q= (—00,0], tenemos que

p+[l,00) sip=0,
0, de otro modo.

gph 7' = {(n.c) €ER* | 2 p+1, p=0}.

con lo cual para p < 0, obtenemos que DFp' (T, € )(u) = 0, mientras que A*p +
T (¢t +¢ — A*; Q) # 0. Por otra parte,

—% —

TE,p) = T(@+¢ —ARQ%) =T(10,0))

R gy (5.14)
A'u+TE 0) = A'u+T(1;]0,00)) =R.

Por lo tanto,

pwe DFp(E () & ¢ € DFMEE) W)

& (p,c*) € T((,T);gph Fph)

< p=0,

luego, por la definicion de norma interior,

le*I<1 \ yeDFp(E*

|DFp(E,H)|| = sup < nf ||| )—O.
)(c*)

por otro lado, de (5.14) se obtiene

sup inf || p = sup |ff|u]|] =0,
le*[[<1\ A*u e c*—1E R [lex]|<1 nER
n=>0 n=>0

con lo cual se verifica la igualdad de la Proposicion 58 a pesar de que mo se cumple

la condicion Aq > 0.
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A continuacion se muestra una condicién suficiente para que la norma de derivada

grafica sea cero.

Proposicién 60 Sea Fp : X* = (o(T)* la aplicacion factible del problema dual,
con un espacio X de Banach reflexivo. Sea (C,7i) € gphFp y supongamos que

T+ — AT € int Q°, entonces

|DFp(E, m)|| =0 (5.15)

Demostracién. Sea (¢ ,7i) € gph Fp tal que
T+ T — AT € int Q°. (5.16)

Para c* fijo, con ||c¢*||] < 1, consideremos las sucesiones {7;} C R, {ZJ*} C X*y

{1;} C l(T)* donde, para cada j € N,

p=n, zZ=c+1;c" ¥y TiE (5.17)

luego, p; — 1, z; — Ty 7; "\ 0, ademds, por (5.16), para j suficientemente

grande se cumple que ¢* + 2} — A*p,; = ¢ + ¢ — AT+ 7ict € Q0 es decir
(25, 1;) € gph Fp.

Por otro lado, de (5.17), para cada j € N
My — M —0 v
Tj Tj

x =%
Zj Cc .

=cC.

Asi, por la definicién de cono tangente,

(¢*,0) € T((¢", 7i); gph Fp),

o, lo que es equivalente, 0 € DFp(Z,%)(c*). Como esto vale para cada ¢*, con

|lc*|] <1, en vista de la definicién de norma interior, obtenemos (5.15). ®

En el caso de dimensién finita, podemos aplicar el Teorema 54 dado en la seccién
5.1 y obtener estimaciones de la cota lipschitziana para la aplicacién factible del dual,

la cual resumimos en la siguiente proposicién.
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Proposicién 61 Sea i € Fp(0) para la aplicacion conjunto factible Fp : R™ = R™,

entonces

1{m sup < sup ( inf || p| )) <lip Fp(0, i) (5.18)
VD)

@ m—on \lel<1 \ ATy € ex—1(
(¢",m)€gph Fp

Yy
lip Fp(0,72) < limsup | sup | inf |u] , (5.19)
G- \etI<T\ A%y e 1@ 7
(E*,ﬁ)egph}'D n>0

donde T(¢', ) =T (c*+¢ — A 1;Q°) .
Ademds, se satisface la igualdad en (5.19) si Aq > 0 para cada q € Q.

Demostraciéon. Es consecuencia directa del Teorema 54 y la Proposiciéon 57. Por
otro lado, si Aq > 0 para cada ¢ € (), por Proposicién 58 se satisface la igualdad en

(5.19). m

5.3. Ejemplos: Cotas lipschitzianas con derivada
grafica para el dual

El siguiente ejemplo mejora el resultado obtenido en la estimacién de la cota

lipschitziana en el Ejemplo 50 de la Seccién 4.4 y muestra que la condicién Ag > 0

para cada g € () de la Proposicién 58 es suficiente, pero no necesaria para obtener

la férmula dada en (5.4).

Ejemplo 62 (A) Vamos a analizar el Ejemplo 50 de la Seccion 4.4 a través de la

derivada grifica.
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Recordemos que X = X* = (R%,|I-|l,) {lo(T)" = ®R3|-]l,); ¢ =(1,1); b=
(17273>; Q:Ri Yy

1 -1 0
2 1 1

A*:AT:

Queremos estimar lip Fp(0, 1), donde i = (1,0,0), utilizando las formulas (5.18)

y (5.19) dada en la Proposicion 61, es decir, vamos a estimar HD]:D(E*,ﬁ)H_ para

(¢, 7) € gph Fp con (T, T) lo suficientemente cerca de (0, 7i).

Como ¢ +¢ — Al = (1+¢, — fiy + iy, 1 +Co — 201, — 1y — 13) ¥y Q° = R? entonces
TE,p) = T(e+¢ — A Q"%

= T((14+¢ — [ + T, 1+ 6 — 201, — 1, — 113); R2) .
Por otro lado

gph Fp = {(¢p) |Apec +c¢ —-Q° peRi}
= {(,p|e+F—ApuekR, peRi}

= {(C*’M)|1+61_M1+M2S071+C2_2M1_M2—M3§0,M€R§_},

(5.20)

donde (c*, 1) = (c1, Ca, iy, g, 13). Por lo tanto, podemos considerar (¢ , i) € gph Fp
con @ = (¢,,¢) lo suficientemente cerca de (0,0) y i = (Fiy, o, fi3) lo suficiente-
mente cerca de i = (1,0,0) , de manera que 1+ Ty — 201, — i — iz < 0 y asi analizar
los dos siguientes casos:

CASO 1: Si1+7¢, — i, + i, < 0, entonces ¢ +¢ — A'fi € int (R?) = int Q°, luego

por Proposicion 60

|DFp (@, R)|| =o0.
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CASO 2: Si1+7¢ — i, + iy =0, entonces T(¢ , 1) = T(0,71) (ver Fig. 5.3), donde

TO.i) = T(c+0-A7Q")
= T((0,-1);R?)
= {((1,‘17:[‘2) € R? |z < O} =R_ xR,

luego para ¢* = (c1,c2) Y 11 = (f1y o, pi3) € R3, se cumple que A*p € ¢ —T(0,71) si,

y solo s, jiy — iy > 1, Y ast

inf {{lull, | A*p e =T@ @)} = mf{|lul, | A'pec —T0,0)}

= inf {{[ull, | po < py — 1}

---------------- o —

T(0,F) = T((0,-1);R2):

...................

Figura 5.3: Si 14 ¢, — i, + iy = 0, entonces T, ) = T(0, i)
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_

= (g, f45,0) ,uaE iy —€1 }

Figura 5.4: Caso 2.2:  inf {||ull, | po <ty —c1} =

CASO 2.1: Si c; <0, entonces u = 0 satisface que A*p € ¢* —T(0, 1), luego

inf {lul | A'p e ~TE. D} = 0 y (5.21)
fof {[lul, | A € ¢~ T@ 7). p=0} = 0 (5.2

CASO 2.2: Sic, > 0, entonces

if {|lully | e <y =1, peR’} =i (5.23)

el cual se obtiene cuando = (c1,0,0) (ver Fig. 5.4). Ast, de (5.21) y (5.23)

sup inf |||, = max {O, sup cl} = 1.
le <1 \ AT peer—T(F F) 0<c1<1

Por otro lado

mf {|lully | e Spy—cr, peRI}=a (5.24)
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o~
Mg
""""""""""""""" l——-------------____l____________
=

: P RN :
1 - ks , !
1 E " '
! - . 1
: .-"-; \'\ h
: e \W{#|FQEP"|_ELP2:—}H'#SZD}

1 2 By

Figura 5.5: Caso 2.2: inf {||u|l, [ po <py —c1, peRY}=¢

el cual se obtiene cuando j1 = (¢1,0,0).(ver Fig. 5.5). De (5.22) y (5.24),

sup f ||l = mé‘x{ou sup 01} =1.
le*I<1 \ a*pe cx—T@E ) 0<cr1 <1
n>0

Luego en vista de la Proposicion 57
L< |[DFpE m| <1,

ast
|IDFp(E B =1,

para cada (T, i) € gph Fp lo suficientemente cerca de (0,71) y en vista de (5.18) y

(5.19) de la Proposicién 61 concluimos que

lip Fp(0,711) = 1,
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lo cual mejora el resultado obtenido para lip Fp(0, 1) en el Ejemplo 50.

Observamos que se cumple la formula

|DFp (@, R)|| = sup fnf |||,
le*I<1 \ a*pe c*;OT(i*,i)
w2z

dada en (5.4) de la Proposicion 58, aunque no se verifique la condicion Aq > 0 para

cada q € Q.

Ejemplo 63 (B) Retomamos el ejemplo anterior, pero ahora consideramos el espa-
cio X = (R?,||-]|,) como lo hicimos en el Ejemplo 51 del problema dual. Su espacio
dual es X* = (R?, ||-|| ). Como se sigue considerando el espacio l(T)* = (R, [|-],)

se realizan exactamente los mismos pasos que en el ejemplo anterior y ya que

méx{(), sup cl} =1
0<c1<1
tanto si consideramos c* = (c1,c2) con ||c*||, < 1 6 con ||c*|, < 1, se obtiene el

mismo resultado. Es decir

lo que verifica el valor obtenido para lip Fp(0, 1) en el Ejemplo 51.
Nota 64 Aqui sucede lo mismo que en los ejemplos (A) y (B), ambos realizados para
el problema primal y dual (Capitulo 3, Seccion 3.3 y Capitulo 4, Seccion 4.4), es sélo

casualidad que las constantes de Lipschitz de los ejemplos (A) y (B) de esta seccion

coincidan, ya que éstas dependen de la norma elegida en el espacio X.
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5.4. Comentarios

Si bien vemos que la cota lipschitziana se puede calcular tanto a través de la
coderivada como a través de la derivada gréfica, los resultados obtenidos son maés
amplios utilizando la coderivada como herramienta, ya que en el caso del problema
primal, la cota lipschitziana en cierto punto coincide con el valor de la norma de la
coderivada en ese punto (Corolario 24) y estas constantes se pueden obtener a través
del conjunto caracteristico construido en funcién de los datos del problema (Teorema
23). En cambio, no se ha obtenido hasta el momento una férmula para el cdlculo
de la norma interior de la derivada grafica para la aplicacién conjunto factible del
problema primal. En el problema dual, la cota lipschitziana en cierto punto coincide
con el valor de la norma de la coderivada en ese punto cuando X es reflexivo, ()
estd finitamente generado e int Q° es no vacio (Teorema 48 y Nota 49). Aun sin la
hipétesis de reflexividad, se obtienen estimaciones para la cota lipschitziana de la
aplicacién conjunto factible del problema dual, en funcién de los datos del problema
(Teorema 47). Mientras que los resultados a través de la derivada gréfica sélo se
obtienen cuando X es un espacio de dimension finita y 7" es finito (Teorema 54). En
este caso, bajo ciertas condiciones, se logra una férmula para la norma interior de
la derivada grafica, y, sin condiciones extras, estimaciones de ésta (queda pendiente
obtener una igualdad en (5.4) de la Seccién 5.2 sin la hipétesis Ag > 0 para todo
q € Q). Ademds, con respecto a la estimacién de la cota lipschitziana, no se obtienen
con la norma interior de la derivada gréfica en el punto, sino que se debe evaluar la
norma de la derivada en un entorno del punto y luego evaluar el limite superior, lo

que dificulta notablemente los cédlculos.

Por otro lado, si bien se puede extender la definicién de derivada grafica y obtener
una expresion como la de (5.5) de la Seccién 5.2 para el caso de dimensién infinita,
no hay hasta ahora una extensién del Teorema 54 para un espacio X de dimensién

infinita y 7" infinito. Queda como problema abierto obtener una extensién de este
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teorema.

Otras de las ventajas de la férmula de la cota obtenida en el Teorema 47 a
través de la coderivada es que, trabajando con ciertas normas, se puede manipular
el conjunto caracteristico Cp (¢*) eligiendo un conjunto generador @ adecuado, de
manera que se faciliten o los cdlculos o se mejore su resultado. En el mejor de los
casos, si se encuentra un conjunto @, donde las constantes r y R del Teorema 47

coincidan, se obtiene una férmula exacta para el calculo de la cota (Ejemplo 51).

Agradecimientos 65 Agradezco a Luis Ridolfi por su colaboracion con los grificos.
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Apéndice

Recordemos que si X espacio de Banach, entonces X* es un espacio de Banach
con la norma operador y podemos considerar X como un subespacio de X**, siendo
este ultimo el espacio dual de X*. Ademss, la topologia débil estrella en X™**, relativa
a X, coincide con la topologfa débil en X. También recordemos que para conjuntos

convexos, su clausura fuerte y débil coinciden.

Proposiciéon 66 Sea X un espacio de Banach, A C X un conjunto convexoyz € X,

entonces z € cI* A C X** si, y sélo si z € cl A C X.

Demostracién. z € cl” A, si y sélo si existe una red {2,},.,, C A tal que
z =w"-lim z,,
v

si, y s6lo si (por definicién de convergencia débil estrella), (z*, z,) — (x*, z) para cada
x* € X*, si, y s6lo si (por definicién de convergencia débil y por ser z,, z elementos

de X), existe una red {z,} C A tal que

z = w-lim z,,
14
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si, y solo si, z € cl A si, y s6lo si (por ser A convexo), z € clA. =

Recordemos que una funcién f : X — R U {—o00,+00} en un espacio topolégico

X es

= semicontinua inferior si para cada ¢ € R el conjunto {x € X : f(x) < ¢} es
cerrado o equivalentemente si liminff(z,) > f(zo) siempre que {z,} _ sea
veN v

una red con z, — .

= semicontinua superior si para cada ¢ € R el conjunto {x € X : f(z) > ¢} es
cerrado o equivalentemente si limsupf(z,) < f(xo) siempre que {z,} _  sea

veN
una red con z, — xo.

La siguiente propiedad generaliza el Teorema de Weierstrass sobre valores ex-

tremos de funciones continuas (ver [5, Theorem 2.43]).

Proposicién 67 Una funcion a valores reales semicontinua inferior en un conjunto
compacto alcanza un valor minimo . Similarmente una funcion semicontinua superior

en un conjunto compacto alcanza un valor mazrimo.

Proposiciéon 68 Sea X un espacio de Banach y B C X* un conjunto no vacio,

> -1 o
w*-cerrado, tal que 0 ¢ B. Entonces la funcion x* +—— ||z*||”" alcanza un mdzimo

en B.

Demostracién. Observemos primero que la funcién z* —— ||z*||”" estd4 bien
definida y es w*-semicontinua superior en B. Esto se debe a que 0 ¢ B, y que el
conjunto {z* € B : ||z*|| " > ¢} es w*-cerrado para cada ¢ € R (ya que para ¢ > 0,
{z* € B: ||lz*||"" > ¢} = {2* € B:|jz*|| < ¢!} y es w*-cerrado por ser la funcién
2* — ||2*|| w*-semicontinua inferior y, para ¢ < 0, {z* € B : ||z*|| " > ¢} = B).

Fijemos ahora z* € B, sea r := ||2*|| y By, := BN rB, donde B es la bola unitaria
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cerrada en X*. Luego B; es un conjunto no vacio w*-compacto (por ser w*-cerrado
. . -1

dentro de una bola w*-compacta). Por la proposicién 67, la funcién z* —— ||z*||

alcanza un maximo en Bj, pero para cada z* € B, con ||z*|| > r se cumple que

|7 < et < )y ast
sup{||x*||71 | z* € B} < mzix{||x*||71 | z* € Bl},

. -1 (-
como B; C B, la funcién z* — ||z*||”" alcanza un méximo en B. =
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