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Acerca de esta tesis

Publicaciones asociadas

Las publicaciones asociadas a esta Tesis Doctoral son:

)

[1] “Spherical and non-spherical bubbles in cosmological phase transitions’
[2] “Gravitational waves from the electroweak phase transition”

[3] “Hydrodynamics of phase transition fronts and the speed of sound in the plasma”
[4] “Hydrodynamics of ultra-relativistic bubble walls”

[5] “Gravitational waves from a very strong electroweak phase transition”

(Para la referencia completa ver la seccién Bibliografia)

Objetivos y antecedentes

La cosmologia estandar junto con los modelos de la Fisica de Particulas predicen
varias transiciones de fase en la historia del universo. Una transicion de fase cosmolégica
de primer orden ocurre mediante la nucleacion y expansion de burbujas de la fase
estable, en el plasma primordial que poblaba el universo temprano. En esta tesis se
estudia la generacién de ondas gravitatorias durante una transicién de fase cosmoldgica.

Las ondas gravitatorias se producen principalmente por colisiones de las paredes de
burbujas o por la turbulencia que el movimiento de las paredes causa en el plasma, ver
por ejemplo [6-13]. Este tema fue ganando interés desde la década del 2000, ya que
se vio que las ondas gravitatorias que podrian generarse en la transicion electrodébil
tendrian frecuencias en el rango de sensibilidad del entonces planeado interferémetro
espacial LISA [14]. Se han propuesto varios interferémetros para ondas gravitatorias,
actualmente funcionando, en construccién, o planeados. Estos experimentos se creen
que pueden detectar fuentes de origen cosmoldgico, abriendo una nueva ventana de
exploracién para el universo temprano [15].

Un problema importante es saber cual es realmente el modo de propagaciéon de la
pared de la burbuja. Antes de esta tesis, ya se entendia que la hidrodinamica permite
dos tipos de soluciones para el movimiento de las paredes de burbujas: detonaciones,
que son supersonicas, y deflagraciones, generalmente subsonicas. No obstante, en esta
tesis se muestran posibles otros casos. Cabe destacar que, mientras en los célculos
de ondas gravitatorias se solia suponer la propagacién como una detonacion, para los
calculos de bariogénesis electrodébil siempre se venia suponiendo propagacién como
deflagracién [16, 17]. El cdlculo de la velocidad, teniendo en cuenta la friccién y la

vil
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hidrodinamica, no es simple pero previo a esta tesis ya se han obtenido resultados
[18, 19] aplicables a la generacién de ondas gravitatorias.

La radiacién gravitatoria habia sido estudiada principalmente en el caso de las deto-
naciones [6-11, 13]. Este caso resultaba relativamente simple, principalmente porque se
suponia que la velocidad de la pared dependia sélo del calor latente de transicién. Esta
es la llamada detonacion de Jouguet. El caso de las deflagraciones es mas complicado y
habia sido poco estudiado (ver por ejemplo [11, 20]) debido a que la velocidad de la pa-
red depende del sobreenfriamiento y de la friccion de la pared con el plasma. Ademas,
se crefa que las ondas producidas por detonaciones tenian que tener mayor amplitud,
debido a la mayor velocidad de las paredes (en esta tesis se ve que no necesariamente
es asi).

Sin embargo, la utilizacion de la detonacién de Jouguet ha sido cuestionada por
no ser realista [18, 21, 22]. En particular, resulta evidente que la velocidad deberia
depender de la friccién. Esto fue estudiado por el director de este trabajo [18], mos-
trando numérica y analiticamente que las detonaciones no son en general de Jouguet
y que ésta es una mala aproximacion. La generacién de ondas gravitatorias mediante
deflagraciones fue también investigada por el director de esta tesis [20], quien obtuvo
una aproximacion analitica para la amplitud de las ondas en funciéon de la velocidad
de la pared y otros parametros de la dindmica de la transicién. Estimaciones simples
mostraron que una transicién electrodébil que proceda mediante deflagraciones puede
producir ondas gravitatorias detectables por LISA.

Entonces, en lineas generales, la tarea realizada en esta esta tesis ha sido la de
estudiar la hidrodindmica involucrada en transiciones de fase cosmoldgicas, para aplicar
luego esos resultados a la generacion de ondas gravitatorias y evaluar la posibilidad que
tienen de ser observadas.

Durante la realizacién de esta tesis el acelerador LHC encontré el bosén de Higgs
(protagonista de la transicién electrodébil), el detector LIGO registré la primer senial
de radiacion gravitacional debida a una colisién de agujeros negros y la agencia espacial
europea (ESA) comenzé las primeras etapas para la construccion del detector espacial
de ondas gravitatorias LISA (lanzamiento del LISA pathfinder [14] en diciembre de
2015), con el que se podrian registrar senales de origen cosmoldgico. Probablemente el
desarrollo de esta tesis no hubiese variado demasiado si estos descubrimientos y avances
se hubiesen demorado, pero legitiman y refuerzan el interés en los temas que se discuten
aqui.

Constitucion de esta tesis

En el capitulo 1 se conectan los conceptos de la termodinamica de transiciones de
fase con los resultados de teoria de campos a temperatura finita y del calculo de ondas
gravitatorias. Me ha parecido conveniente hacer un rapida mencion al principio de
minima energia, indicar como se derivan distintas magnitudes termodinamicas a partir
de la energia libre (ecuacién de estado), pero principalmente se repasan los conceptos
que permiten entender qué es una transicién de fase y por qué sucede. Luego de eso, se
da una prescripciéon de calculo derivada en la teoria de campos a temperatura finita para
obtener la ecuacion de estado del plasma primordial en las diferentes fases involucradas
durante la transiciéon. También se expone de qué modo se puede calcular a qué tiempo
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(o temperatura) comienza la transicién, cuanto dura y otras estimaciones. El capitulo
se completa con una enumeracion de los principales conceptos y resultados de qué son
y cémo se calculan las ondas gravitatorias de origen cosmoldgico. Al capitulo 1 se lo
titula Termodindmica, Campos, Cosmologia y Ondas Gravitatorias .

Nuestras publicaciones [1, 3, 4] abarcan aspectos de la hidrodindmica presente du-
rante la transicién de fase. En cada una se podria decir que se realizan dos tipos de
trabajos. Por un lado se discuten conceptos y conveniencias de ciertas definiciones,
incluso proponiéndose alternativas inéditas, por otro lado se realizan calculos semi-
analiticos con el fin de establecer los perfiles de fluido posibles y encontrar para estos
una dependencia simple respecto a unos pocos parametros. Esto tltimo resulta til
para calcular de qué forma se distribuye la energia liberada durante la transicion de
fase, que a su vez es relevante para el cdlculo de senales de ondas gravitatorias. En
lugar de una exposicion, tal vez més estandar, en la que se confecciona un capitulo por
cada publicacién asociada, me ha parecido mas conveniente separar estos dos aspectos
en dos capitulos, integrando el contenido de las publicaciones para una lectura que,
espero, resulte mas fluida y didéctica.

De ese modo, en el capitulo 2 se plantean las ecuaciones de movimiento para el
frente de transicion y para el perfil de fluido arrastrado por ese movimiento. Se analiza
cualitativamente la forma de las distintas soluciones, se las clasifica, se expone el modelo
del Bag para las ecuaciones de estado que simplifica el tratamiento de la hidrodindmica,
y se define el factor de eficiencia (una fraccién de energia 1til para generacién de
ondas gravitatorias). A este capitulo se lo titula Hidrodindmica en transiciones de
fase: Definiciones y discusiones generales.

A su vez, en el capitulo 3 se discuten las limitaciones del Bag, se propone una
generalizaciéon de éste, a la que aqui se llama Modelo cy, se estudia en qué rangos de los
parametros de esos modelos se tiene cada tipo de soluciéon, se encuentran las soluciones
de los perfiles de fluido para distintas geometrias de burbuja (en particular soluciones
analiticas para frentes de transicién planos), y se calcula el factor de eficiencia. A
este capitulo se lo titula Hidrodindmica en transiciones de fase: Cdlculos numéricos y
analiticos.

En las publicaciones [2] y [5] se abarcaron aspectos relacionados con la deteccién
de ondas gravitatorias que pueden haberse generado durante la transicién de fase elec-
trodébil. Aqui también me ha parecido conveniente integrar estos contenidos juntos en
el capitulo 4. En este se estudia como los espectros de ondas gravitatorias dependen
de la hidrodinamica, se discute como evaluar los parametros requeridos para computar
esos espectros (recurriendo a los cdlculos hidrodindmicos de los capitulos previos), se
calculan las posibles senales para distintas extensiones del Modelo Estandar de la Fisica
de Particulas y se las contrasta con las curvas de sensibilidad de distintos detectores
proyectados o en construccion. A este capitulo se lo titula Ondas gravitatorias de la
transicion de fase electrodébil.

En el capitulo 5, se enumeran los principales resultados de esta tesis y se discuten
posibles lineas de investigacion que pueden continuar este trabajo.

Esta tesis adopta el sistema de unidades naturales, en el que se toma la velocidad
de la luz y las constantes de Planck y Boltzmann iguales a la unidad: ¢, h, kg = 1.






Capitulo 1

Termodinamica, Campos,
Cosmologia y Ondas Gravitatorias

1.1. Contenido del capitulo

El principal propdsito de este capitulo es conectar conceptos de la termodinamica
(y/o mecanica estadistica) de transiciones de fase, resultados de teorfa de campos a
temperatura finita, formas de estimar comienzo y finalizacién de la transicién, genera-
cion de ondas gravitatorias.

En la seccion 1.2 se repasan las ideas principales del principio de minima energia,
definicion de energia libre de Landau, transicién de fase, concepto de parametros de
orden, clasificacién de transiciones, magnitudes y parametros relevantes para el estudio
de la hidrodinamica, herramientas principales del formalismo de mecanica estadistica.
En la seccion 1.3 se explica como se integra la mecéanica estadistica con la teoria de
campos para el calcular la energia libre. En la secciéon 1.4 se enumeran las expresiones
que se suelen utilizar para estimar el ritmo de nucleacion, la temperatura a la cual
sucede una transicion de primer orden y cuanto dura esta tultima. Finalmente en la
seccién 1.5 se explica qué son las ondas gravitatorias, como se calcula su espectro, y
con qué se podrian medir la senales que se generan durante una transicién de fase
cosmologica.

1.2. Termodinamica

El seguimiento histdrico sobre el desarrollo de la termodinamica conduce a un con-
junto de conceptos como los de energia y entropia, también a principios que establecen
su conservacion e incremento respectivamente. La exposicion mas frecuente es introdu-
ciendo progresivamente con ejemplos la primera y la segunda ley de la termodindmica.
Del analisis de esos principios surge otra formulacion mas axiomatica, como la que se
puede encontrar en el libro de Callen [23]. Esa formulacién resulta conveniente para la
comprension de las transiciones de fase.

1.2.1. Principio de minima energia

En termodinamica, las transiciones de fase suceden como consecuencia directa del
principio de minima energia [23]. La idea bésica es la siguiente. La relacién entre energia

1



2 Termodinamica, Campos, Cosmologia y Ondas Gravitatorias

interna y entropia se postula de tal forma que siempre es posible invertirla, poniendo
cualquiera en funcién de la otra. Cuando se considera a la entropia en funcién de la
energia y demas variables naturales extensivas, se postula que aquellas sin ligaduras
toman la configuracién tal que maximizan la entropial. Equivalentemente este principio
se puede enunciar considerando a la energia interna en funcién de la entropia y demas
variables naturales. En tal caso la configuracion de los parametros sin ligaduras a
entropia constante es la que minimiza la energia.

Las variables naturales mas elementales y comunes de la energia E son magnitudes
extensivas como el volumen V', la entropia S, las cargas® Q; (i enumera cada especie).
Es bien conocido que sus variables conjugadas son, respectivamente, la presiéon P =
—JFE/0V | la temperatura T = OE/0S y los potenciales quimicos u; = OFE/0Q); .
También es sabido que cuando la magnetizacion M es una variable, su conjugada es el
campo magnético B. Més en general [23], se puede tener una “fuerza” o densidad de
“corriente” externa® J afectando el valor de una propiedad representada por un campo
¢, que se interpreta como un campo promedio a escala termodinamica de otro que actia
a un nivel mas elemental como parte constituyente del sistema. La interaccion entre
J v ¢ es en un sentido analogo a una densidad de flujo magnético B que atraviesa a
un sistema y altera su densidad de magnetizaciéon natural m, que es efecto promedio
de una fluctuante densidad de dipolos presentes a nivel microscépico. Por lo tanto, al
igual que con M = V' m, la magnitud ® = V¢ es una variable natural extensiva de la
energia interna.

Idealmente en un laboratorio, con los mecanismos de control adecuados (ligaduras)
que permitiesen ajustar cada variable natural independientemente, se podria ubicar al
sistema en diferentes estados de equilibrio termodinamico que no necesariamente serian
los minimos de energia. Todos los puntos del espacio de configuraciones representan
estados del sistema donde tiene sentido y es posible determinar los valores de las di-
ferentes magnitudes termodinamicas, cada uno corresponde a un estado de equilibrio
termodinamico diferente. Pero en general el sistema no permanece en cualquiera de
esos estados cuando se apaga, desactiva o relaja alguna de esas ligaduras. El principio
de minima energia establece que el sistema solo es estable en aquel estado que minimice
la energia interna a entropia constante. Es en ese sentido de estabilidad que se habla
también de un estado de equilibrio en ausencia de alguna ligadura.

Ademas el principio de minima energia debe entenderse no en un sentido estricto
sino como una tendencia natural del sistema, algo que posiblemente ocurre cuando se
deja pasar suficiente tiempo. A nivel microscopico se entiende que esta configuracion se
alcanza como consecuencia de distintas fluctuaciones estadisticas sobre el estado de los
constituyentes del sistema. Se sabe que en ciertas condiciones algunos sistemas pueden
quedar “estancados” en minimos locales de energia, que sin ser minimos absolutos se

'En el formalismo expuesto por Callen [23] este postulado reemplazarfa al segundo principio de la
termodinamica.

2En cursos y textos introductorios de termodindmica o mecénica estadistica puede que solo se hable
de numero de particulas de distintas especies, como podrian ser dtomos de distintos elementos. Lo
importante es que sean magnitudes conservadas en la teoria o modelo considerado. Esa conservacién
se refiere al cumplimiento de una ecuacién de continuidad, o a una conmutacién del operador corres-
pondiente con el Hamiltoniano en el caso cuantico. En las teorias de campos la cantidad de particulas
no es una magnitud conservada pero si la cantidad de carga asociada a corrientes de Noether. Por
ejemplo, el niimero neto de particulas menos antiparticulas de una dada especie.

3Pero atin en ausencia de influencias externas deberfa poder definirse un J en el sistema, al igual
que en una distribucién de dipolos magnéticos que es fuente de campo magnético en el sistema.
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encuentran contenidos entre barreras energéticas cuya altura supera las fluctuaciones
energéticas caracteristicas.

Frecuentemente lo conocido o controlado de un sistema es la presion, la tempera-
tura, los potenciales quimicos, etc. Entonces para calculos y consideraciones tedricas
resulta mas préctico trabajar con una transformada de Legendre. A la energia interna
de un sistema se le pueden realizar distintas transformadas de Legendre dependien-
do de la variable natural que se cambie por su respectiva conjugada. Las distintas
funciones que se obtienen en cada caso se denominan “potenciales termodindmicos”
o “energias libres”. Mas aun, el principio de maxima entropia o de minima energia
tiene uno equivalente para estas energias libres, donde se postula que las variables ex-
tensivas no ligadas alcanzan la configuraciéon de minimo potencial termodindmico en
contacto con un reservorio que mantiene constantes las variables conjugadas (aquellas
que correspondan al potencial considerado).

1.2.2. Energia libre de Landau
Las energias libres que mas comtinmente se definen son las siguiente:

Entalpia: W = E + PV
Enegia libre de Helmholtz: A = E — TS
Enegfa libre de Gibbs: G = E—TS+ PV =H-TS=A+py (11

Enegia libre de Landau: FF = E —-TS — Z 10 Q; = A — Z i Qi

En particular F' es de interés, ya que es la energia libre que naturalmente se obtiene por
consideraciones estadisticas (como se ve en la seccién 1.2.4). También suele aparecer
bajo el nombre de potencial de Landau, o gran potencial, o potencial gran candnico, o
potencial macro candnico . Las definiciones (1.1) no presentan ambigiiedad, pero si el
sistema depende de alguna variable adicional ® o J = 0F/0® se tienen variantes de
cada uno de estos potenciales. Por ejemplo:

AT) = A@) - T ® 12)
F(J)=F(®) - J® '

Dependiendo el contexto puede denominarse de la misma manera a los potenciales
aqui tildados que a los de (1.1). Es decir, A y A son ambas “energias de Helmholtz”, o
Fy F son ambas “energias de Landau”. No obstante, el principio de minima energia
del caso tildado se postula bajo la ligadura J = cte, a diferencia del caso sin tilde
donde ® puede quedar libre para adoptar la configuracion que minimiza.

También existen situaciones en las que puede resultar necesario tratar a las va-
riables y potenciales termodindmicos como no homogéneos. En tal caso, por ejemplo,
tomando E = [dVe y F = [dVF, se definen e y F como densidades de energfa
interna y energia libre de Landau respectivamente. Estas se relacionan mediante una
transformada de Legrende de la forma:

]:Ee—Ts—Z,uiqi

N (1.3)
F=F-J¢,
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donde s y g; son densidades de entropia y carga.
Suponiendo un sistema homogéneo y extensividad de las variables naturales de E
se llega a la ecuacion de Fuler para la energia interna:

E=-PV+TS+> wQi+J®

(1.4)
€:—P+T3+ZHiQi+j¢

A partir de esta expresién y las definiciones (1.1) se pueden escribir las energias libres
también en una forma de FEuler, por ejemplo:

F=-P+J¢

F__p (1.5)
Puesto que J = 0F/0¢, si ¢ se encuentra libre adopta la configuraciéon de minima
energia libre donde J = 0 y entonces también coincide con la presion: F|ymm = —P.

Notar que, como en cada pequeno entorno localmente homogéneo las densidades
deben cumplir una relacién de la forma F = F— %j , la generalizacion de la trans-
formada de Legendre al caso de campo ¢ y corriente J no homogéneos resulta de la
forma funcional

~ OF
Flo|=F|TJ| - | — 1.6
o =Fl) - [ 557, (16)
donde ¢ = —6F /0T y la integracién se hace sobre toda la extensién del sistema.

1.2.3. Transiciones de fase

Si bien las transiciones de fase son explicadas en un gran niimero de textos usando
variados enfoques, el principal objetivo de esta seccion es remarcar aquellas ideas y
denominaciones que sirven como base conceptual en las posteriores secciones.

En general cuando a partir de ciertos valores de variables termodindmicas el siste-
ma experimenta un cambio cualitativo de manera mas o menos abrupta, involucrando
algin cambio de ordenamiento a nivel microscopico, se refiere a ese proceso como una
transicion de fase. En un dado sistema mas de un potencial termodinamico, estudian-
do su forma funcional, puede servir para identificar la misma transicion de fase. No
obstante, uno puede aportar una interpretacién mas clara del proceso que el otro. En
general, para el estudio de transiciones de fase se supone que es posible identificar un
potencial termodinamico adecuado que sea univaluado, posea varios minimos los cua-
les a diferentes temperaturas (o presiones, potenciales quimicos, etc. .. ) experimenten
variacion de sus alturas relativas. Las distintas fases estan asociadas a los entornos de
esos minimos. Esto es consecuencia directa del principio de minima energia, hay una
tendencia natural a que el sistema escoja la configuracién que lo minimiza.

Se esperaria que en todo sistema donde compiten la disipacién térmica con la in-
yeccion de energia debida a fluctuaciones aleatorias del entorno, en un tiempo lo sufi-
cientemente grande el sistema gane brevemente la suficiente energia para superar una
barrera del potencial y pasar al minimo mas bajo. Luego de sucedido eso, el exceso
de energia se disiparia, siendo mucho menos probable obtener energia para superar un
salto aun mayor en el sentido contrario. El cumplimiento de esto seria el cumplimiento
del principio de minima energia. No obstante, en la realidad, cuando la barrera es lo
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suficientemente alta el sistema puede quedar estancado en la vecindad de un minimo
local metaestable. En consecuencia se observan estados sobreenfriados (o sobrecalen-
tados segin sea el caso). Cuando la temperatura (o presion, potencial quimico, etc)
es tal que los minimos de ese potencial se encuentran a la misma altura, al sistema le
resulta energéticamente indistinto encontrarse en una fase u otra, se dice que toma un
valor critico®.

En muchos casos hay una fase mas simétrica (y en algin sentido més desordenada)
y otra menos simétrica (mds ordenada). Junto con la identificacién del potencial que
resulta mas adecuado para estudiar la transiciéon se obtiene también aquella variable
respecto de la cual este se minimiza si se la deja evolucionar libremente en contacto
con un reservorio. Si esta variable crece al aumentar el ordenamiento (y disminuir la
simetria) del sistema se la denomina pardmetro de orden®. En general el pardmetro de
orden es un campo, definido en cada punto de la extensién del sistema, y puede constar
de cualquier cantidad de componentes.

En otros contextos, diferentes al de esta tesis, pueden llegar a discutirse transicio-
nes de fase donde el parametro de orden se encuentra ligado. Por ejemplo, cuando el
parametro de orden es la densidad de un gas y con un piston se lo comprime a tem-
peratura constante. O cuando el parametro de orden es la magnetizacién y se varia
un campo magnético externo a temperatura constante. Entonces, si externamente se
varia el parametro de orden, incluso pasando el sistema de la fase que sin esa fuente
externa seria mas estable (menor energia libre) a otra menos estable (mayor energia
libre), se puede tener una transicién de fase en sentido contrario al que sucederia en
forma “espontdnea”®. No obstante, las transiciones de fase consideradas en esta tesis
solo son las que suceden en forma espontanea dejando libre el parametro de orden.

1.2.3.1. Transiciones de primer orden

Las transiciones de fase se clasifican segin qué tan violentamente suceden. Cuando
para un potencial termodindmico las diferentes fases estan claramente identificadas con
minimos respecto a una de sus variables naturales extensivas, para otro que reemplaza
esa variable por su conjugada existe un punto donde sus derivadas son discontinuas.
Ese punto justamente representa el pasaje de una fase a otra. Cuando pega un salto la
derivada primera, es debido a que en el otro potencial el sistema cambia entre minimos
separados por una barrera. En tal caso se habla de una transicion de primer orden o
discontinua. Cuando el salto es en derivadas de segundo orden o superior, debido a
un cambio suave entre minimos donde la barrera no esta presente, la transicién es de
sequndo orden o de orden superior o continua. Las de primer orden son aquellas que
suceden mediante la nucleacién y crecimiento de inhomogeneidades, mientras que las

4Es la acepcién de ese término que en este trabajo se considera. No obstante, en otros contextos
se llama temperatura critica a aquella en la cual justo desaparece la regién no estable en el potencial
termodinamico, y entonces no hay separacion de fases.

5En caso de no cumplir eso 1ltimo, sin perdida de generalidad siempre se puede definir, a partir
de esa variable, otra que si lo cumpla. También en diferentes bibliografias se ve que a este parametro
se lo adimensionaliza y reescalea (a temperatura critica) para que tome el valor cero (0) en el minimo
asociado a la fase més desordenada, y el valor uno (1) en el minimo asociado a la fase més ordenada.

6M4s atin, al forzar externamente valores del pardmetro de orden, el sistema no necesariamente
pasa de un minimo a otro, también a partir de un minimo puede “trepar” un poco la barrera antes
de perder homogeneidad y nuclear dominios de la fase asociada al otro minimo. En tal caso también
se dicen metaestables a esos estados apartados del minimo.
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de orden superior corresponden a cambios globales simultdneos en todo el sistema. Por
lo general, teniendo en cuenta un proceso espontaneo en el que las variable naturales
no estan ligadas, las de primer orden suceden luego que el sistema se ha sobreenfria-
do/sobrecalentado por debajo/arriba de la temperatura critica, cuando se encuentra
en estados metaestables asociados a un minimo local no absoluto. Esa diferencia de
energia entre minimos es liberada durante la transicién, en forma térmica recalentando
el sistema y en forma cinética macroscopica generando movimientos masivos del medio.

Con el fin de ilustrar el comportamiento de una transiciéon de primer orden, similar
a las que interesan en esta tesis, en la figura 1.1 se considera una densidad de energia
libre de la forma (versién simplificada de un modelo realista)

F==-CoT"+Cy (T* —T5) ¢* — C5T¢* + Cy 9", (1.7)

donde Ty y C; > 0 estarian dados por la teoria. Un potencial de esta forma tiene dos
minimos correspondientes a valores finitos de ¢, uno ubicado en ¢ = 0. Si, como en el
caso de aplicacién de esta tesis, solo tienen sentido fisico valores ¢ > 0 entonces el tramo
de curva representado a trazos en la figura no estd presente. A la curva F(¢) del panel
izquierdo le corresponde su transformada de Legendre F (J) en el panel central, que
es multivaluada’. En particular, el valor J = 0F/9¢ = 0 (ubicacién del eje vertical)
corresponde a los minimos y la cima de la barrera. La curva que resulta de considerar
solo su valuacién de menor valor experimenta un salto en la derivada para algin valor
de J . El entorno a dicha posicién corresponde a un estado mixto con més de una fase
asociada a los minimos de F(¢) , uno estable y el otro metaestable. La transicion de fase
al variar la temperatura se entiende como resultado de lo ilustrado esquematicamente
en el panel derecho. En este, para facilitar la visualizacion, se normalizan las curvas
correspondientes con la temperatura y se considera

AF(T,¢)= F(T,¢)— F(T,0), (1.8)

para mantener la misma altura del minimo ¢ = 0 (en general a mayor temperatura
maés negativo se vuelve F(7,0) = —P). A temperaturas por arriba de la critica (7})
hay un unico minimo, pero al acercarse a esta aparece una barrera que lo separa de
un minimo local. Si contintia disminuyendo la temperatura por debajo de la critica, la
barrera se reduce y el minimo absoluto cambia®. Cuando la diferencia de alturas es lo
suficientemente grande y la barrera lo suficientemente chica, el sistema cae entorno a ese
otro minimo y el parametro de orden pega un salto. Ese salto es el que estd emparentado
con la discontinuidad en la derivada de la menor valuacién de F(J).

1.2.3.2. Magnitudes termodinamicas en la transiciéon de fase

De la discusion previa, se concluye que si se tiene una densidad de energia libre
F(T, i, @), donde ¢ cumple el rol de un pardmetro de orden, y respecto a este F
tiene minimos separados por una barrera, puede suceder una transicion de fase de

"Pero, suponiendo que el principio de minima energia se cumple estrictamente, si externamente se
fuera variando J en todo punto deberia observarse solo la minima valuacién de 7. Como resultado
F tendria una curva quebrada, con un salto en la derivada.

8Si en la expresion (1.7) es Ty > 0, para un valor T = Ty la barrera desaparece completamente.
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T=Tc
g "_ T<<Tc

T
. /\

Figura 1.1: Comportamiento cualitativo tipico de la energia libre en transiciones de
primer orden. En este ejemplo se toma uno de los minimos en un valor de ¢ fijo (¢ = 0).
Cuando solo tienen sentido fisico valores de ¢ a la derecha de ese minimo (¢ > 0), el
tramo de curva a trazos no esta presente. Izquierda: Potencial F(¢) con dos minimos
y una barrera. Centro: La transformada de Legendre F (J) resulta ser multivaluada.
Luego, su menor valuacién presenta derivada discontinua. Derecha: Bajando tempera-
tura hacia el valor critico, aparece una barrera y un nuevo minimo local. Bajando atin
mas desde el valor critico, la barrera se reduce y se invierte relacién de altura entre

minimos. Como resultado el parametro de orden ¢ experimenta un salto al pasar de
una fase a otra.

primer orden. Aquf esos minimos se denotan ¢ (T, i1;) y ¢— (T, j1;) respectivamente® (en
general en este trabajo se usa un indice “+” para la fase dominante a alta temperatura
y un indice “—” para la dominante a baja temperatura). La temperatura critica T, se
define como aquella en la que los dos minimos tienen exactamente la misma densidad
de energia libre. Por lo tanto, para 7" > T, el sistema esta en la fase estable dada por
el minimo ¢, mientras para T" < T, esa fase se vuelve metaestable. La transicién de
fase de primer orden tipicamente se desarrolla via nucleacion y expansion de dominios,
usualmente llamados burbujas, a cierta temperatura 7' més baja que 7. Es decir, suele
suceder un cierto sobreenfriamiento antes que se de la transicién de fase (mirar, por
ejemplo, para transiciones de fase cosmoldgicas [24-26]). A su vez, también sucede un
recalentamiento no homogéneo, en el interior de la burbuja y en sus inmediaciones por
afuera, debido al calor latente liberado.

En el contexto de las transiciones de fase cosmoldgicas, macroscépicamente se mo-
dela al sistema de estudio como el conjunto constituido por un campo ¢ acoplado a
un fluido relativista en estado plasma. Las ecuaciones de fluido (ver mas adelante la
seccién 2.4) que describen la dindmica de ese plasma involucran magnitudes termo-
dindmicas como e, P, T, etc...que deben ser calculadas a partir de la energia libre.
Se supone que cualquiera de esas cantidades estd bien definida en el sistema propio
de cada pequenio elemento de fluido con volumen estadisticamente macroscépico'?. La
burbuja nucleada es una configuracién ¢ = ¢ (r,t) con simetria esférica, tal que en su
centro el sistema esta en la fase dominante a baja temperatura y lejos de ésta el sistema

9Si bien el campo ¢ es una variable independiente de y; v T, los minimos que se estdn considerando
varfan con estas variables asi como la forma de la curva F en general.
19Cuando tiene sentido la denominacién, a un elemento de fluido aqui se lo entiende como aquella
region maévil sobre una linea de flujo que contiene ciertas cantidades de cargas fijas y que se mantiene
lo suficientemente pequena durante un trayecto de estudio.
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estd en la fase dominante alta temperatura. Entonces se tiene ¢ (r =0) = ¢_ (T, ;) vy
¢ (r =00) = ¢, (T, ;). Hay una region, la “pared de la burbuja”, en la cual ¢ varfa en
forma continua de ¢_ a ¢,. Més adelante, en la seccién 1.4.5, se ve que dicha pared
puede considerarse de espesor despreciable para la mayoria de los calculos. Por lo cual,
esencialmente se tienen dos regiones del espacio donde el parametro de orden toma solo
los valores ¢, vy ¢_ . Para cada fase, todas las cantidades termodindmicas pueden ser
derivadas a partir de las densidades de energia libre F, (T, p;) = F (T, pi, ¢+ (T, 115)) v
F (T, ;) = F (T, pi,o— (T, ;) . Por ejemplo, reiterando la expresion (1.5), la presion
estd dada por (considerando J(¢+) = 0)

P=—-F(T p,¢) + Tp = Pr = —Fo(T, ;) (1.9)
Puesto que dF = —sdT — > Q;du; + Jd¢ la densidad de entropia es

) OF

=2
oT pidp=¢+(T)

_ <_ oF|  _oF

or iy 9¢

_O0Fe| 0P

or | — oT

(1.10)

s
T dT

i

¢=0¢+(T)

i

donde es tenido en cuenta que 0F /0¢ se anula evaluado en los minimos ¢ . Usando la
presién (1.9) y la densidad de entropia (1.10), la densidad de energfa interna se obtiene
usando la férmula de Euler (1.4)!!

e+ :_Pi+T3:t+ZMiQii; (1.11)

donde si fuese necesario se podria invertir las dependencias para obtener T' = T'(s, ¢;) vy
wi = wi(s, ¢;) dejandola en sus variables naturales como e(s, g;). Con otra transformada
de Legendre se tiene la densidad de entalpia

w:e+P:Ts+Z,uiqi (1.12)

que también si fuera necesario podria dejarse expresada como una funcién w(P, s, g;),
aunque en este trabajo no llega a ser requerido.

A temperatura critica, la presion en las dos fases es la misma, porque las energias
libres de los minimos son las mismas. Entonces esa temperatura puede determinarse a
partir de la ecuacién

P (T.) = P_(T.) (1.13)

Sin embargo, las otras cantidades como la energia, entropia, y entalpia son diferentes
en cada fase incluso a 7' = T.. Una magnitud ttil para representar la energia libera-
da durante una transicion es el calor latente, que se define como la diferencia entre

"1 También se necesitaria una expresiéon para las densidades de cargas que se derivaria similarmente
a (1.10). De todos modos, més adelante en la seccién 1.2.4.2 se explica que el término asociado a los
potenciales quimicos pu;q; puede despreciarse en los casos de interés de esta tesis.
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densidades de energia a temperatura critica
L=Ae(T.) =Aw(T,) =T,.As(T,) , (1.14)

Si la transicion sucediera justo a T = T, toda esa diferencia de energia se liberaria
en forma térmica, ya que la pared tendria un avance cuasi estatico sin perturbar el
plasma. En la transiciéon de primer orden tipica, a T' < T, , la nucleacién es un proceso
violento debido al salto de F (salto de presion entre fases), se entiende entonces que
parte de la energia liberada contribuye a la aceleracion del plasma. Aunque también
en ese caso L puede no resultar un buen indicador de la energia liberada por que la
transicion sucede a una temperatura distinta de 7T, .

1.2.4. La mecanica estadistica

La exposiciéon de las secciones anteriores marca los limites que abarca la teoria
termodindmica. Gracias al principio de minima energia la termodindmica permite es-
tablecer propiedades de las magnitudes intensivas y extensivas, relaciones entre ellas,
requisitos de estabilidad, propiedades de las fases de una transicion en funcién de los
minimos de energia libre, etc. Pero para obtener formas funcionales y curvas explicitas
se requiere disponer de ecuaciones de estado. Una ecuaciéon de estado es una relacién
entre las diferentes magnitudes termodindmicas. La ecuacion de estado que resulta
de remplazar explicitamente la forma funcional de un potencial termodinamico en su
respectiva forma de Euler contiene toda la informaciéon macroscopica accesible del sis-
tema. Sin embargo la teoria termodinamica no provee una prescripcion para obtener tal
ecuacion explicita. Para obtenerla hay dos caminos, por ajuste empirico o modelando
tedricamente y recurriendo a la teoria de mecanica estadistica.

1.2.4.1. Ensamble gran candnico

Si se considera un sistema que esta en contacto con un reservorio, donde es posible
el flujo de energia y de cargas, la teoria termodindmica establece el estado de equilibrio
como aquel en que la temperatura y los potenciales quimicos conciden con los del reser-
vorio. El conjunto estadistico en ese caso constituye el llamado ensamble gran candnico
o ensamble macro canonico. El operador densidad correspondiente al ensamble gran
candnico es

e—,BI{V e—ﬁ(ﬁ—zi lh@z)

zZ Z (1.15)
Tr <€—,3ﬁ'>

F
Z

Donde 8 = 1/T, los operadores Hamiltoniano y de cargas son H y QZ Ademas se
puede argumentar que en un sistema homogéneo la funcion de particién es de la forma
Z(V) = ZV/Y donde V; es el volumen de una celda elemental o de referencia, y
entonces In(Z) es lineal en el volumen. El valor de expectacién estadistico de cualquier
operador O es

(O) = Tr(pO) (1.16)

En general se puede ver que el concepto de entropia termodindmico es compatible
con la de definicion S = —Tr(pln(p)) = — (In(p)) . Utilizando el operador densidad
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(1.15) y calculando la entropia y los valores de expectacién dados por (1.16) para las
cargas y la energia se tiene:

5 =~ (m(p)) = 2502
A olTIn(Z
Qi = <Q> = % (1.17)

<H> = —TWn(2) + TS+ 3 pQi.

Hasta este punto nada se debié decir sobre ninguna otra dependencia adicional de
7. Estos resultados son en general validos para cualquier sistema homogéneo donde
In(Z) depende de un conjunto de variables de la forma (V, T p;, ... ). En caso que en el
Hamiltoniano también hubiese dependencia explicita respecto a una corriente J , segin
la discusién de la seccién 1.2.2, se deberfa identificar E(J) = (H). Si se compara E
con la forma de Euler dada en la expresién (1.4) pero sin el término “J &7, y ademés
se tiene en cuenta (1.5), también se identifica

F=-T(Z|J]) — Z[J) = e P (1.18)
Maés atn, en general, si H’ depende de una variable cualquiera 19, independiente de f3,

se corrobora que:
OH'\  9-Thn(Z)]
< 59 > = 59 ) (1.19)

En particular si ¥ = J se verifica

_OF _9-Twm(2) [oH
_(I)_ﬁ_ 57 _<8j>' (1.20)

Mads adelante, en la seccién 1.3.1, se realizan las identificaciones (1.18) y (1.20) en el
contexto de la teoria de campos a temperatura finita.

1.2.4.2. Los potenciales quimicos en la transicion electrodébil

Si la cantidad neta de carga (cantidad de particulas menos antiparticulas) es cero,
el potencial quimico se anula. Se puede ver que si la cantidad de carga neta es chica,
el potencial quimico serd chico. Concretamente, la cantidad de particulas (N;;) o an-
tiparticulas (NV;_) por separado va como ~ T° mientras que la cantidad de carga neta
(Q; o< AN; = N;y —N;_) va como ~ T?pu; [27]. Por conservacién de carga AN, tiene que
haber sido el mismo en el universo temprano que en la actualidad, pero se entiende que,
al menos en la escala electrodébil, N,y era mucho mayor. Y que para dar la cantidad
de materia que hay en la actualidad, se necesitaria que en el momento de la transicién
electrodébil haya habido una asimetria AN;/N;, ~ 107%. Esa pequena diferencia es
aun importante para el estudio de la bariogénesis, donde se quiere entender cémo se
forma una densidad neta (bariones menos antibariones) no nula. Pero esta tesis no se
ocupa de esa cuestion. A todos fines practicos aqui se puede considerar que en la escala
electrodébil AN; < N,; y entonces p; < T = fu; < 1, que vuelve muy pequeno
el aporte a la exponente del factor de Boltzmann en el ensamble macro candnico, y
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en consecuencia la dependencia respecto de pu; en la energia libre de Landau es com-
pletamente despreciable para, por ejemplo, evaluar la “fuerza” de la transicién de fase
electrodébil o consideraciones de la hidrodindmica. De aqui en adelante se desprecia la
dependencia con el potencial quimico p; . Esto no implica que se esté considerando el
ensamble candnico'?, sino simplemente evaluar p; ~ 0 en el gran candnico.

1.3. Teoria de campos y potencial efectivo

En esta seccién se enumeran conceptos y resultados cuyo detalle y cédlculo puede
encontrarse mas profundamente tratado en el apunte [28-30]. Aqui no se ahonda en
cuestiones muy técnicas de la teoria de campos, aunque en la subseccion 1.3.2 se indi-
can algunas de las aproximaciones consideradas para llegar a una expresion tutil de la
energia libre. En lineas generales, se sobreentiende que la cuenta completa se realiza
en el contexto de la teoria perturbativa recurriendo a todo el andamiaje matemaético
relacionado con diagramas de Feynman a distintos érdenes en nimero de lazos.

1.3.1. Potencial efectivo a temperatura finita

El potencial efectivo para la teoria cudntica de campos fue originalmente introducido
por Euler, Heisenberg y Schwinger [31, 32|, y aplicado a estudios de ruptura esponténea
de simetria por Goldstone, Salam, Weinberg y Jona-Lasinio [33, 34]. Célculos del po-
tencial efectivo a 1-lazo fueron inicialmente hechos por Coleman y E. Weinberg [35], y a
mayor orden por Jackiw [36] y Iliopoulos, Ttzykson y Martin [37]. El formalismo usado
en teoria de campos es adecuado para describir observables (como secciones eficaces)
medidos en un espacio-tiempo aproximadamente vacio. Es el caso de interacciéon de
particulas en un acelerador, que interactian “solas” sin chocar con nada mas. Pero en
el universo temprano, a alta temperatura, el entorno tiene una densidad de materia y
radiacién no despreciable. En ese contexto, los métodos de la teoria de campos conven-
cional deben ser reemplazados por otros mas cercanos a los de la teoria termodindmica
o estadistica, donde el estado de fondo es un bano térmico. Esa es la teoria de campos
a temperatura finita. Sobre este tema pueden consultarse distintos articulos [38, 39],
revisiones [28-30, 40, 41] y libros de texto [42, 43].

Considerando el valor de expectacion de mecanica estadistica (1.16) se puede definir
las llamadas funciones de Green térmicas tomando una prolongacién analitica sobre
el plano complejo de la dependencia temporal del campo ¢. Para una curva C en el
plano complejo serfan de la forma G (zy, ..., x,) = (Te@(x1),. .., H(x,)), donde el
ordenamiento T¢ significa que los campos deben ordenarse a lo largo de ese camino.
De este modo los valores de expectacion termodindamicos podrian expandirse en fun-
ciones de Green térmicas usando el formalismo de tiempo imaginario. En un sistema
a temperatura T = 7!, se pueden reciclar resultados de la teorfa de campos (que
en este contexto se la llama teoria de campos a temperatura finita) remplazando las
dependencias temporales por un “tiempo” t = ¢7. En particular puede verse que la

12F] ensamble canénico, a diferencia del gran canénico, corresponde a un conjunto estadistico don-
de la cantidad de cada carga estd fija. La funcién de particién gran candnica Zgc se relaciona
con la del ensamble candnico Z¢ para cada conjunto de valores de cargas posibles {Q;} mediante
Zac = Y eB i miQi Zc(1q.p)- Esto tltimo evidencia la diferencia entre el ensamble candnico y
tener potenciales quimicos nulos en el ensamble gran canénico, donde aiin se suma sobre diferentes
configuraciones de carga.
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funcion de particién Z en la representacion de integral de camino, para una teoria en
la que solo hay un campo escalar'®, es de la forma (teniendo en cuenta y ~ 0 por la
discusién dada en la seccién 1.2.4.2):

7 = /Dgp e el (1.21)

donde la llamada accién euclidea es Splp] = [d*zLg(p), con [d'z = foﬁ dr [d*ry
denotando L a la llamada densidad Lagrangeana euclidea. Estas expresiones aparecen
aqui siguiendo el formalismo de mecénica estadistica, pero son las mismas que salen en
teorfa de campos a temperatura cero reemplazando dentro del exponente iS[p], de la
traza del operador de evolucion temporal, toda aparicién del tiempo real por t = ¢ 7.
En ese caso la métrica queda ds? = —dt? + dr? = dr? + dr? con una forma “euclidea”
y, en consecuencia, también las expresiones de la accion y la densidad Lagrangeana. A
7 se lo suelle llamar tiempo imaginario o tiempo euclideo.

A su vez, el funcional generatriz de las funciones de Green térmicas se define como
la funcién de particién de una teoria con corriente J acopladal4:

ZJ| = /Dgp e-Selelt[die e (1.22)

Estas expresiones son similares a las que se utilizan en modelo de campo medio (ver por
ejemplo [44, 45]) pero en lugar de tener en el exponente un factor (3, este constituye la
duracion de un intervalo de integracién temporal para la densidad Lagrangiana euclidea
con término J ¢ (y hay dependencia “temporal” del campo en el cuadro de Heisenberg),
que coincide con una densidad (cuadridimensional) de energia.

A partir de aqui se procede calcando los pasos de la teoria a temperatura ce-
ro, definiendo el funcional generatriz de las funciones de Green conectadas mediante
WI[J| = In(Z|J]), y el funcional generatriz para las funciones de Green 1PI como la
transformada de Legendre

WIT
L[p] = W|JT] —/d%ﬁj (1.23)

0T
donde se hace el cambio de variable J — ¢, siendo ¢ = IW|[J|/0J y valiendo
0'[p]/0¢p = —T . Estos funcionales generatrices estdn emparentados con las energias de

Landau definidas en la seccion 1.2.2. En particular cuando se considera una corrien-
te independiente del tiempo J(7,7) = J(7) para temperatura homogénea'® se puede

13Para més campos presentes es lo mismo pero integrando funcionalmente sobre cada uno. Ademés
la integracién funcional se hace con condiciones de contorno en los limites 7 = 0 y 7 = 3, periédicas
para bosones y antiperiddicas para fermiones (en los dltimos son integrales de Berezin-Grassman).

UNotar que Plp] = e~ Selel+[d's T2 /7[ 7] es una densidad funcional de probabilidad para la
configuracion de campo ¢, cuando el sistema se encuentra sujeto a una corriente J. Con esta se
puede, por ejemplo, calcular el valor de expectacién (@) = [ Dy ¢P[g].

5En general hay una diferencia con la transformada de Legendre definida en la seccién 1.2.2,
en particular la relacién entre F'y F' dada por (1.6). Aqui la integracién se hace también sobre
la variable temporal de la que pueden depender ¢ y J. Este formalismo que reutiliza resultados
de teoria de campos a temperatura cero requiere considerar derivacion funcional para una corriente
genérica 0/0J (7, 7) [que no es igual a §/6J(7)] pero si luego de derivar se impone la evaluacién
J(7) todas las expresiones coinciden con las introducidas para la teorfa termodindmica. Se ve que
o) = (gé)j(ﬁﬂ, es el valor de expectacién del campo “ajustado” por la corriente J . A su vez si
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hacer la identificacién:

W(J] = -BF|J],
Tl¢] = —BF¢].

También se puede demostrar que ¢ = (¢) , donde ese valor de expectacién estadistico es
calculado en presencia de una corriente externa. Cuando esa corriente se anula se tiene
el ¢g = (p) | 7=0. Esa condicién, cuando ¢y # 0, para los casos de interés representa al
sistema ubicandose en una fase dominante a baja temperatura, asociada con la ruptura
de simetria en el mecanismo de Higgs.

El T'[¢] es una accion efectiva a temperatura finita. En efecto, de modo similar
a como puede verse en teoria de campos, la teoria sin corriente acoplada es la que
corresponde a aquel ¢y que extrema I'[¢] (pues 6I'[¢]/dp = —T = 0). Es decir, el que
satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange para esa “accion”. Es posible expandir la
accién efectiva como suma de términos con derivadas de distintos érdenes:

(1.24)

1ol = [ ate |-Vie) + 500000+ | (125

donde se identifica el potencial efectivo a temperatura finita Vf; como el tinico término
que no depende de derivadas. O también, mediante una configuracién de campo cons-
tante ¢ se define el potencial efectivo:

Cigud == [ d' Vi6a) = =BV Vilow). (1.26)

En el caso homogéneo I' = —3F = —V F, de donde se tiene que F(¢ue) = Vﬁ(qﬁcm),
el potencial efectivo es la energia libre de Landau evaluada en un campo constante. En
general este potencial puede descomponerse en un aporte de temperatura cero Ver (que
es el mismo que se obtiene en teorfa cudntica de campos) y una correccién térmica,
Vﬁf = Vet + AVg. Si ¢ es el valor de expectacion del campo de Higgs, la ruptura se

simetria electrodébil sucede para un ¢.. # 0 tal que

B
8F<¢Ct€) _ avef<¢ct€) =0. (127)

a¢cte a¢cte

El calculo de F se realiza mediante un desarrollo perturbativo, que truncado al or-
den més bajo suele aparecer denominado como método (o aproximacién) de “de onda
estacionaria” (en el contexto de temperatura cero) o “steepest descent” (en el con-
texto de temperatura finita), o la llamada “saddlepoint approzimation” de las teorias
de Guinzburg-Landau. Alternativamente se puede llegar al mismo resultado teniendo
en cuenta que a temperatura finita vale la expresion, util para calculos del potencial
efectivo,

F(¢cte) - ¢cte = Z ¢cte ) (128)

J(7,7) = J () es posible reescribir [ d*z <p(r I (7, 7) = [ d*z Bp(7)T () [con el promedio temporal
o(7) fo dr o(7,7)/B] y, definiendo F a partlr de (1.24), se tiene que —0F /87 (F) = <é>‘7(r~).
Es facil ver que [d'z (@) g7y T (1) = [Pz B{p ©) 7(r) J (7). A temperatura homogénea (8 = cte),
introduciendo en (1.23) esas igualdades junto con (1.24) y cancelando los § se reobtiene (1.6).
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donde a su vez cada funcién 1PI, I'™ | se calcula perturbativamente sumando diagra-
mas de Feynman hasta un cierto orden en lazos.

De aqui en adelante solo se escribe ¢ sin explicitar con la etiqueta “cte”. En caso de
tenerse dependencia con la posicién, si es necesario remarcarlo, se escribe explicitamente
¢(7'). En general para estudiar la ecuacién de estado en una fase concreta se entiende
que ¢ es una constante que se encuentra en un minimo del potencial efectivo.

1.3.2. Calculo del potencial efectivo

La densidad Lagrangeana L que resulta de interés en esta tesis es la de las interac-
ciones electrodébiles para alguna extension del Modelo Estandar (o SM, por sus siglas
en inglés'®). Esquemdticamente, la densidad lagrangiana electrodébil del SM es de la
forma

~ 1 - ~ ~ ~ A A A ~ |2 ~
£ = =3B P+ it Dyl + b, + ity + hue. + ‘DMH‘ VoA, (1.29)

donde el tensor de campo F),, engloba todos los campos de gauge de SU(2) x U(1),

que luego de la ruptura se descomponen en los campos fl# (electromagnético), Wf, y

ZA/r El segundo término en (1.29) engloba todos los términos cinéticos de los fermiones,
donde 7 son las matrices de Dirac y D, la derivada covariante. El siguiente término
con fermiones es la interaccion de Yukawa, que da masa a los fermiones, y en general
mezcla distintas especies ¢, 5. Luego sigue el término cinético del campo de Higgs, y
finalmente el potencial responsable de la ruptura espontanea de simetria,

Vo(H) = —m?*H'H + X (H'H)?, (1.30)

El campo de Higgs es un doblete de SU(2), H = (ZZ) La componente H, es
la que desarrolla un valor de expectacion en el vacio, y es usual definir el campo de
Higgs ¢ = V2HO (los demés grados de libertad son bosones de Goldstone). El valor de
expectacién de vacio (vev) de ¢ se denota (@) = v.

Los fermiones sin masa tienen quiralidad definida. Los izquierdos son dobletes de
SU(2) y los derechos son singletes. Por ejemplo, (lo que luego serd) la componente
izquierda del electron forma un doblete junto con su neutrino, I, = (Zﬁ), mientras
que la componente derecha del electrén es un singlete, ég (en el SM no hay neutrino

derecho). Similarmente para los quarks u y d, se tiene ¢, = (ZZ) , UR Y dr. Por tanto,

en (1.29) se tiene por ejemplo los términos cinéticos z'l_Lfy“DulAL y i€ry"D,ér, pero los
términos de Yukawa necesariamente involucran un fermién izquierdo y uno derecho, ya
que el doblete esta “contraido” con el doblete de Higgs. Se tiene entonces, por ejemplo,
un término de la forma yZLﬁéR = yﬁLéRﬁH + yéLéRFIO, que en particular tiene un
término (y/v/2)pérér + h.c. Similarmente aparecen para todos los fermiones (salvo
los neutrinos) términos de la forma'” hi@@mﬁi r + h.c., que cuando ¢ toma el vev v,

16 Standar Model (SM).

17En realidad, como se expresa en la forma esquemética (1.29), las interacciones de Yukawa mezclan
distintos campos (y en lugar de una constante h; para cada especie se tienen constantes h;; que mezclan
distintas especies), lo que da matrices de masa. Esto se resuelve redefiniendo los campos de modo de
diagonalizar esas matrices, lo cual cambia la parte cinética del lagrangiano.
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dan los términos de masa mii)im@m + h.c, con m; = h;v. Por otro lado, los bosones
de gauge (salvo el electromagnético) adquieren masa debido a su interaccién con ¢ (a
través de la derivada covariante). Las masas de nuevo son de la forma m; = h;v, donde
h; depende de los acoplamientos de gauge'®. Por tanto, esta h; de gauge se conoce. Las
masas también se miden, de donde sale el valor v = 246GeV . Los acoplamientos de
Yukawa de los fermiones pueden entonces ponerse en funcién de la masa de la particula
y del pardmetro v: h; = m;/v.

Si se agregara una nueva especie al SM, por ejemplo un escalar x que tenga una
interaccién con el Higgs h?($*X?, este campo adquirird una masa m, = hv. Por otro
lado, si ese campo ya tiene un término de masa uif(Q, la masa serd m, = /u2 + hiv2.
También se puede agregar fermiones al modelo, los cuales tendran masas como ésta o
mas complejas. En esta tesis solo se considerardan especies extra con masas de la forma

m;(v) =/ u? + hiv?, (1.31)

donde las p; suelen denominarse masas invariantes respecto a la simetria del sistema
y en el SM (minimo) son nulas.

Interesa tomar el valor de expectacién estadistico (1.16) del campo ¢ = (¢) como
pardmetro de orden. La energfa libre (potencial efectivo a temperatura finita) F(¢) se
calcula perturbativamente con la féormula (1.28). A orden cero en lazos (nivel drbol),
estd dado por el potencial (1.30)?,

2
W(9) = ~T2 ¢ + 26, (1.32)

Las correcciones térmicas aparecen recién a un lazo, asi que éste es también el potencial
efectivo nivel arbol de temperatura cero. Tiene un maximo en ¢ = 0 y un minimo en
¢ = v, que a este orden estd dado por v = m?/\. La masa del Higgs H° a temperatura
cero estarfa dada, a este orden, por m% = 2m? = 2\?. En realidad, lo que tiene
sentido es expresar los parametros del potencial m, A en funcién de los parametros
fisicos medibles v & 246GeV, my ~ 125GeV [46]. También se puede elegir sumar un
término constante tal que el minimo de energia (el llamado vacio verdadero) sea igual
a cero, que es el valor observado (o, mejor dicho, es un valor despreciable frente a la
escala e ~ v%). Se tiene entonces

2
Vo (¢) = —m7 ¢2+2¢4+%v4 = 2 (6% —v?)*. (1.33)

Las contribuciones de orden superior a (1.28) se separan en dos términos. Uno de
ellos es la contribucion de temperatura cero y el otro tiene la parte que depende de la
temperatura. Asi, el potencial efectivo de temperatura finita es de la forma

Vi (6) = Vet (0) + AV (9) (1.34)

donde Vg es la contribucién a temperatura cero y AV@ es la correccién térmica.

18Por ejemplo, para el W se tiene un término (g/2)2®?W,W*, que da my = gv/2, donde g es la
constante de acoplamiento de SU(2).

Y Aqui ya se lo expresa reemplazando el valor de expectacién termodindmico del campo, ¢, en la
misma forma funcional, con un leve abuso de notacion, Vo(¢) = Vo(¢/v/2) .
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1.3.2.1. El potencial efectivo a temperatura cero

A orden 1 lazo, el término de temperatura cero es divergente y hay que regularizarlo.
Para regularizar la teorfa con un cutoff?°, se descomponen los pardmetros del potencial
(1.33) en una parte fisica (el valor que se mide) y otra que cancela las divergencias
provenientes del cdlculo a 1 lazo. Por tanto, el potencial efectivo a orden 1-lazo esta dado
por

Vet (¢) = Vo (¢) + V1 (), (1.35)

donde V, y V; ya estan renormalizados®'. La correccién a 1 lazo depende de ¢ sélo a
través de m;(¢), donde m; son las funciones definidas en (1.31). Se imponen condiciones
de renormalizacion tales que el minimo del potencial, la masa del Higgs, y la densidad
de energia del vacio, no cambien respecto a su valor a nivel arbol (ver [25]):

vy, eV

La contribucién resultante a 1-lazo estd dada por [28-30]

%0 =30 52 ko) (1og (2 ) - 2) s amianmito) - 2] am

6472 mz(v)

donde g; es el nimero de grados de libertad de cada especie de particula, m; (¢) es la
masa dependiente de ¢,

Vl (U) = O,

%

m;(9) = hio” + i, (1.38)

donde los signos + y — corresponden a bosones y fermiones respectivamente, y las p;
son masas independientes de ¢ que estan presentes incluso a altas temperaturas cuando
la simetria no esta rota (en el SM son cero).

Para los cédlculos, finalmente las especies relevantes son aquellas con mayor acopla-
miento al Higgs. En el SM, son los bosones Z (g7 = 3, hy ~ 0,37) y W (gw = 6,
hw =~ 0,33), el quark top (g = 12, hy = 0,7), y los bosones de Higgs y Goldstone. Por
simplicidad, es usual ignorar el sector de Higgs en estas correcciones?.

1.3.2.2. El potencial efectivo a temperatura finita

La densidad de energia libre de Landau resulta de agregar la contribuciéon a tem-
peratura finita al potencial efectivo,

F(3,T) = V5 (¢) = Vet (8) + AV, T) (1.39)

20T¢érmino técnico en inglés, cominmente utilizado en el formalismo de teorfa de campos. Implica
imponer algin corte o saturacién en la teoria. En este caso se tienen integrales (respecto a médulos
de momentos) que se extienden hasta infinito pero se cortan a una cierta escala lo suficientemente
“alta”. Como resultado la integracién depende de esa escala y puede separarse en una parte divergente
(con la escala) y en una parte finita independiente de la escala. Tal separacién es arbitraria y requiere
condiciones de renormalizacién como, por ejemplo, las que se imponen en la expresién (1.36)].

21V es la misma funcién que en (1.32), pero aqui ya depende de los pardmetros fisicos m, A que
dan los valores medidos de v, my. El abuso de notacién es haber expresado antes como m? y A a
las magnitudes m? + §(m?) y A + 6\ donde los términos con §(m?) y §\ cancelan los infinitos de los
ordenes superiores.

22105 escalares, salvo que tengan acoplamientos muy fuertes con ¢, no contribuyen significativamente
a la “fuerza” de la transicién, como se ve més adelante
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donde la correccién térmica AVg = Fi1+ F2 + ... se expande como una suma de
términos a distinto orden en lazos. La contribucién a 1-lazo es®?

giT4] [mi (Cb)] ,

F1(¢7T) = 27T2 F T

(1.40)

i

y las integrales térmicas I_, I, corresponden para las contribuciones de bosones y
fermiones respectivamente

I (x) = i/o dy y* log (1 FeV y2+z2> : (1.41)

Las integrales I (z) tienen expansiones en potencias de x. Para bosones se tiene

- s (1.42)
—27r7/2;( )I%F (l+%) <%> ,

donde ay, estd dada por loga, = 3/2 — 2y + 2log (47), v es la constante de Euler; C es
la funcién zeta de Riemann, y I' es la funcion Gamma. La expansion para fermiones es

I ( ) 77T4+7T2 +x41 x?
r) = — —— — — 10 —_
* 360 247 32 %4

7/2 o0 g 2l+1) 1 1 T\ 20+4
l
T e S () T (e 5) (BT

=1

(1.43)

donde ay estd dado por logay = 3/2 — 2y + 2log w. También existen expansiones para
grandes valores de z (ver [25]), que son ttiles para evitar el cdlculo numérico de las
integrales.

1.3.2.3. Energia libre a alta temperatura

Aunque no es el caso mas general que se considera en esta Tesis, vale la pena
discutir la aproximacién de alta temperatura, m;(¢) < T, que da una forma simple
para la energia libre y ayuda a entender la restauracion de la simetria. Para ¢ ~ T,
esto es valido para todas las particulas del SM. Mas aun, la mayoria de ellas cumplen
m;(¢) < T'. Teniendo en cuenta las aproximaciones anteriores, para esas particulas muy
livianas se pueden aproximar las integrales térmicas por el primer término en (1.42) y
(1.43), que da la energia libre de radiacién, F oc T%. Para las mds pesadas, como el
top y los bosones de gauge, se puede truncar la expansiéon de las integrales térmicas a
orden cudrtico en m;/T. Para masas dependientes de ¢ con la forma m? (¢) = h?¢? se

obtiene -
F = —%9*T4—|—V(¢ )+pfv, (1.44)

23Esta expresién ya trabajada, sale de una previa, que puede verse en [28-30], de la forma F1 (¢, T) =

>oi(£g:)T f log (LFe /7)) con & = \/p> + m?(¢) . En un sentido histérico, para la estadistica
de muchos cuerpos cudnticos, cada sumando separadamente corresponde a la energia libre de un gas
de bosones o fermiones multiplicado por la cantidad de particulas de la misma especie g; .
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con

V(¢,T)=D(T* -T;) ¢ — ET¢* + @gﬁ‘l. (1.45)

En la ecuacién (1.44), py, = Av*/4 es una constante (cuyo significado se ve a continua-
ci6én) y el pardmetro g, es el niumero efectivo de grados de libertad “livianos”,

go= Y gi+£ > g (1.46)
bosones fermiones

donde las sumas son solo sobre particulas con masa m; < T. Los pardmetros en V (¢, T)
estan dados por [47]

72 = % (mT%f = j;g;?v?) (1.48)
ANT) = ;”—z% -y l;g;hf log (;Zf) (1.50)

(para el SM los bosones son el W y el Z, y el fermién es el top).

En esta aproximacion se ve facilmente que, a alta temperatura, ¢ = 0 es el mini-
mo absoluto de la energia libre F (¢, T), correspondiente a la llamada fase simétrica,
mientras que a bajas temperaturas hay un minimo absoluto ¢,,(T") # 0, asociado a la
fase de simetria rota. Por tanto, la constante ps, da la densidad de energia del falso
vacio, y V (¢, T) da la diferencia de densidad de energia libre entre un valor ¢ y la fase
simétrica. En el caso E = 0, al variar la temperatura se pasa con continuidad de una
fase a la otra (a la temperatura Tp). Se tiene en este caso una transicién de fase de
segundo orden. En cambio, si £ # 0, hay un rango de temperaturas (entre Ty y otra
temperatura 77) en las que estos dos minimos coexisten, separados por una barrera.
En este caso la transicién es de primer orden (ver la figura 1.12%).

Los dos minimos son degenerados a la temperatura critica T, es decir, F(0,7T,) =
F(pm,T.). A las fases de simetria no rota y rota les corresponden las densidades de
energia libre® F,(T) = F(0,T) y Fp(T) = F(¢n(T),T). Aqui, si se reemplaza u por
+ y b por — vale todo lo que se expone en la seccién 1.2.3.2.

Se dice que la transicién de fase es mas fuertemente de primer orden cuanto mayor
sea el “salto” ¢. = ¢, (Te). Se puede tomar el valor de ¢./T. como parametro de orden
adimensional. En la aproximacion (1.45), es ficil ver que dicho salto (y en consecuencia
el tamano de la barrera) es proporcional al coeficiente E. Es importante notar que un
tal término cubico en el potencial efectivo es producido solo por bosones con masas
de la forma m(¢) = h¢. En efecto, notar que sélo la integral térmica bosoénica tiene
un término cibico en el desarrollo (1.42), y que este término es m(¢)3. Para m(¢) =
/112 4+ h2¢?, esa contribucién no se comporta como ¢* salvo que i < h¢. En tal caso

2 Notar que en la ecuacién (1.7) es esencialmente la misma F que en (1.44-1.45), con la simplificacién
de \(T') = cte
La “u” y la “b” por unbroken y broken, no roto y roto en inglés.
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se tiene ' ~ h®. En el modelo estdndar, esto lo cumplen los bosones de gauge Z y W,
pero el coeficiente E resulta demasiado pequeno, es decir, la transicién es débilmente
de primer orden (¢./T, < 1)?°. Por ese motivo, es usual considerar extensiones del SM
con bosones extra, para tratar de lograr una transicién fuertemente de primer orden.
No obstante, conseguir un coeficiente ctibico grande no es facil, dado que aparece una
masa “térmica” ~ T, como se ve a continuacion.

1.3.2.4. Mejora al potencial efectivo

Debido a un problema infrarrojo, para los bosones hay ciertas correcciones de orden
superior en lazos que deben ser tenidas en cuenta: para ciertos diagramas, llamados
margaritas, cada lazo agrega una potencia de T?/m(¢)?. Es necesario “resumar” este
tipo de diagramas a todo orden. Para esto se usa la aproximacion de alta temperatura,
y el resultado es que en el término ciibico [m?(¢)]*/? se debe hacer el reemplazo

m*(¢) — M?*(¢) =m’ (¢) +TI(T), (1.51)

donde I (T) es la auto energfa. Esta IT es genéricamente ~ h?T?, y se interpreta como
una masa efectiva debida al apantallamiento del plasma. Como consecuencia, se pierde
el importante término de la forma —ET¢3.

Solamente los 2 grados de libertad de la polarizacién tranversal de los bosones de
gauge tienen IT = 0 (de los 3 grados de libertad fisicos que tiene el vector masivo). Por
tanto, en la aproximacién (1.49), es usual simplemente descartar las demds contribu-
ciones, es decir, sumar solo sobre campos de gauge y corregir con un factor 2/3,

EF=- =, 1.52

bosones
de gauge

Maés en general, se debe reemplazar m por M (sélo en el término cibico), lo que se
hace susbstrayendo el término m? y agregando el correspondiente con M? a la integral
térmica:

A
Fi(o, T) = ;i%ﬂ/o dyy* log [13F8Xp (—\/y2+m?(¢)/T2)1

+ 2 fi—T[m?(cﬁ)—M?(@}- (1.53)

bosones i

Para bosones de gauge transversales, la segunda suma en (1.53) no tiene efecto, ya
que M = m. Notar que el primer término en (1.53) (el resultado a un lazo) es exacto,
mientras que el segundo (la mejora del resultado a un lazo) tiene la aproximacién
m/T < 1. De todos modos, cuando esa aproximacién deja de valer (i.e., para T' < m),
el término térmico T'm? deja de tener importancia. Por ejemplo, para un bosén escalar
extra con m = h¢ y h suficientemente grande, la expansion en potencias de m deja de
valer, pero la transicién de fase puede ser fuertemente de primer orden gracias a los
términos de temperatura cero (1.37), como se ve més adelante en un caso especifico en
el capitulo 4.

26Como consecuencia del pequefio valor de ¢,,, el célculo perturbativo en realidad no es vélido, y
se demuestra con calculos lattice que la transiciéon no es ni siquiera de segundo orden, sino superior.
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1.4. Nucleacion, expansion y percolacién

En esta seccién se introducen las técnicas de calculo para el desarrollo de la transicion
de fases. Es decir, el seguimiento de como evoluciona la nucleacion de dominios en la
fase nueva. Para completar la implementacion de los calculos es, por supuesto, nece-
sario recurrir al tratamiento hidrodinamico que se detalla en los siguientes capitulos,
especialmente en lo que se refiere a conocer la velocidad a la se expanden las burbujas.

1.4.1. Cosmologia y espacio-tiempo

La cosmologia estandar modela la evolucion del espacio-tiempo mediante la Fcua-
cion de Campo de Finstein (ECE). Hay numerosos libros del tema, por ejemplo [48-51] .
La ECE en componentes se escribe

Gy = —87G T, (1.54)

donde se tienen en cuenta las relaciones y/o definiciones:

1
(Stmbolos de Christoffel) T, = 590'0{81/9/)# + 0uGpr — OpGuv}

(Tensor de Curvatura de Ricci) Ry, = 0,17, — 0,1, + I, 17, — T T0. (1.55)
(Escalar de Curvatura de Ricci) R = ¢7" Ry« .
1
(Tensor de Einstein) G, = Ry, — 59WR
siendo G la constante gravitacion universal, g y T son los tensores métrico y de energia-
momento respectivamente. Alternativamente, considerando la definicién de un tensor
S cuyas componentes son S, = T}, — % 99”1y , la ecuacion (1.54) puede reescribirse

Ry, = —87G S, . (1.56)

La ecuacién (1.54) establece la relacién entre g,,, y T}, . En particular, como primera
aproximacién, el modelo de Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker (FLRW) supone un
universo cuya distribucién de materia y energia (o mejor dicho su tensor de energia-
momento) es homogénea e isétropa, lo que conduce a la solucién para la métrica [51]

o, r'xd
o0 , (1.57)
goo = —1

Conocida como métrica de FLRW, que aqui se expresa en coordenadas espaciales cuasi-
cartesianas (con indices latinos y “0” para la componente temporal), donde a(t) es un
factor de escala dependiente del tiempo, el parametro K = 1,0, —1 corresponde a
universos cuya curvatura espacial es positiva, nula, o negativa respectivamente. En
esta tesis se considera unicamente la hipdtesis de universo espacialmente plano K = 0.
La evolucién del factor de escala la da la ecuacién de Friedmann [51]

H = /87Gp/3, (1.58)
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que relaciona el ritmo de expansién (H = a/a), también llamado ritmo de Hubble,

da
— = Hdt, (1.59)
a
con p = e, la densidad de energia (homogénea) en el universo. Ademads, de la conser-
vacion del tensor de energia-momento, también se obtiene, en un universo de LEFRW

plano, la ecuacién (expansién adiabatica) [51]

de = —3w — . (1.60)
a
Igualando da/a entre (1.59) y (1.60) se tiene Hdt = —de/(3w) . Teniendo en cuenta un
fluido ultra relativista (radiacién), con ecuacién de estado P =~ e¢/3 y e ~ T, se tiene
una ecuacién aproximada para estimar la evolucién de la temperatura 7'(t)

T T

T. 1.61
dt 3 ( )

A los fines practicos de esta tesis, conviene mejorar este resultado. En una etapa inicial
de la transicion, cuando domina la fase “+” | la variacién de la temperatura la determina
la ecuacion (1.60) tomando la densidad de energia e = e . Entonces, usando w = sT,
e=Tdsys=—dF/dT, se tiene

dF,/dT da

AT = —3- 22+ 004
d2f+/dT2 a

(1.62)

La evolucién del factor de escala la da (1.59) evaluada con el ritmo de expansién
de la ecuacién de Friedmann (1.58) evaluando e = e, . Si la fase dominante a alta
temperatura se constituye solo de radiacién y energia de vacio, F, ~ T*, entonces la
ecuacion (1.62) se vuelve dT' = —T'da/a, la cual da el bien conocido resultado (1.61). No
obstante, algunos de los modelos que se consideran en el capitulo 4 tienen particulas
con masas ~ T en la fase “+”. En general la expresiéon (1.62) da una mds correcta
dependencia de la temperatura con el tiempo y es la que optamos utilizar en nuestros
célculos numéricos en vez de (1.61).

En general se entiende que la homogeneidad solo se cumple para escalas lo suficien-
temente grandes pero existen inhomogeneidades de diferentes fuentes. Las tinicas que
interesan en este trabajo son las que pueden asociarse a las transiciones de fases. Por
ejemplo, los dominios se nuclean de forma aleatoria rompiendo cualquier homogeneidad
previa si la hubiese (por simplicidad se desprecia cualquier otra fuente), lo que resulta
en flujos hidrodinamicos en diferentes direcciones y regiones del espacio. El efecto que
esas perturbaciones tienen en la métrica se manifiesta como ondas gravitatorias, cuya
posibilidad de deteccion se discute en el capitulo 4.

Si el universo fuera completamente homogéneo habria un sistema de referencia
comévil con todo el fluido, pero en general no es posible definir tal sistema salvo que se
consideren promedios de velocidades en regiones lo suficientemente grandes. La longitud
de escala de esas regiones tiene que ser mucho menor que la escala de Hubble ~ H~!
para que el modelo de FLRW resulte vélido, cosa que al menos en la actualidad se
verifica observacionalmente. Aqui, las burbujas se supone que nuclean y expanden con
centros fijos respecto al marco de referencia comovil (promedio).
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1.4.2. Ordenes de magnitud en la transicion de fase

La escala de la transicion la da v = (), , el valor de expectacién del vacio. Desde
un punto de vista dimensional

T (1.63)
e~ vt (1.64)

A su vez T fija la escala de los procesos microfisicos, como la friccién experimentada
por el frente de transicion al colisionar con las particulas del plasma.

En el sistema de unidades con ¢,i = 1 la masa de Planck es Mp = 1/ VG ~
10" GeV . Entonces, por la ecuacién (1.58), H o< v/G e, se tiene

’U2

H~— 1.65
A (1.65)

A su vez H7! fija la escala de tiempo caracterfstico a la cual sucede la transicién y
tamanos o distancias relevantes en ese proceso.
Con estas expresiones, para la escala electrodébil (v ~ 100 GeV) se puede estimar

la magnitud adimensional

H v
—~—~ 107" 1.66
T , (1.66)

que aparece en distintas estimaciones de 6rdenes de magnitud mas adelante.

1.4.3. Encuentro de burbujas y percolacion

En principio, inmediatamente que la temperatura desciende por debajo de T, existe
probabilidad no nula que las burbujas comiencen a nuclear y expandirse. No obstan-
te, al inicio hay muy pocas burbujas. Hay cierta ambigiiedad en determinar cudl es
el momento en que comienza la transicién, pero como referencia ese “comienzo” es
usualmente tomado en el momento en que el sistema alcanza a tener una burbuja por
volumen de Hubble Vi = H~3. En lo que sigue se toma este como el tiempo de nuclea-
cion de las “primeras” burbujas. Estas resultan ser luego las burbujas que alcanzan el
mayor tamano y, en consecuencia, las que mas perturben el plasma.

Por otro lado, el encuentro entre paredes de distintas burbujas pueden comenzar
tan pronto como hay probabilidad no nula de tener un par de burbujas en un volumen
causal (que aqui es del orden de un volumen de Hubble). No obstante, al comienzo
las burbujas son muy pocas y muy pequenas, por lo que esos encuentros son muy
improbables. El sistema comienza a ser afectado apreciablemente por el encuentro
de burbujas una vez que la densidad y tamano de estas llegan a ser suficientemente
grandes. Primero, se forman clusters (racimos en inglés) de unas poca burbujas, luego
clusters méas y mas grandes. La percolacién®” sucede cuando un cluster de tamaiio

27La palabra percolacidn, originalmente asociada al fenémeno de filtracién de un fluido en un mate-
rial poroso, desde un punto vista estadistico, también se utiliza para indicar que se tiene una cantidad
suficiente de poros distribuidos aleatoriamente tal que existe un camino de flujo en el medio. En
fenémenos de conduccién puede verse usada indistintamente para referirse a la cantidad de resisten-
cias presentes a partir de la cual la conduccién no es posible, como a la cantidad por debajo de la cual
la conduccion es posible. En un sentido puramente matematico la percolacién implica que se alcanza
a constituir una linea de dominios que atraviesa cierto volumen.
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infinito se extiende a través del medio o, equivalentemente, cuando hay un cluster
extendiéndose de lado a lado en una caja del tamano de Hubble. La percolacién ha
sido estudiada numéricamente para esferas (de igual tamano) en una gran caja. Con
esferas distribuidas al azar y permitiendo superposicién, una cadena infinita se establece
cuando la fraccién del espacio cubierta por las esferas es 0,29 [52, 53]. En lo que sigue
se supone que ese es el momento de mayor “colision de burbujas”, que es lo que interesa
para la generacién de ondas gravitatorias.

1.4.4. Ritmo de nucleacion

La nucleacién de burbujas [54-58] estd gobernada por la accién del “instantén”
tridimendional?®
© |1 fde?
S3 = 47r/ redr | = (—) +AF (p(r) |, (1.67)
0 2 \ dr
donde AF es el dado por (1.8). La solucién con rebote? de esta accién, la cual se
obtiene extremando S5, da la configuracién radial de la burbuja nucleada, suponiendo
que esta tiene simetria esférica. El integrando de la accién (1.67) es esencialmente la
densidad de energia libre teniendo en cuenta gradientes de energia debido a variaciones
del campo. En este caso que se extrema, la accién del rebote coincide con la energia
libre necesaria para crear una burbuja critica en equilibrio inestable entre expansion y
contraccién. La solucién obedece la ecuacién

Py 2dp  dAF

- = — 1.68
a? T rdr T dp (1.68)

con condiciones de borde 16
%(0) =0, Tlirgo o(r) = 0. (1.69)

La probabilidad de “efecto tiinel térmico” (o “activacién térmica”)3° para la nucleacién
de burbuja por unidad de volumen y unidad de tiempo es [56-58]

D(T) ~ A(T) e~ 5M/T (1.70)

con A(T) = [S5(T)/(2xT)**T*. A la temperatura critica, T = T, Ss diverge y el
ritmo de nucleacién se anula. A medida que T decrece por debajo de T, S3 decrece
y I' crece. En la temperatura a la cual la barrera entre los minimos de F desaparece,
Ss se anula, por lo que, cerca de ese punto, la nucleacién se vuelve I' ~ T%, que es
extremadamente alta comparada con H* [ver (1.66)].

28Esta denominacién de “instantén”, heredada de la teorfa de campo a temperatura cero, se debe a
que, si bien el célculo se realiza en el formalismo de tiempo imaginario, todo “sucede” en un instante
sin variar el tiempo real.

29Es bounce solution en inglés, terminologia que proviene de interpretar, en el formalismo de tiempo
complejo, que se tiene una accién euclidea donde el potencial queda dado vuelta y la regién de
barrera de potencial se convierte en un pozo donde hay una solucién con rebote (como en el caso
de una particula rebotando en un pozo). A partir de esa solucién cldsica se suelen realizar célculos
perturbativos, tipo WKB o steepest descent, para calcular amplitudes de probabilidad de transicién
por “efecto tunel” a través de la barrera.

30A diferencia de la teorfa de campos a temperatura cero, aqui son importantes las fluctuaciones
térmicas que hacen al sistema “trepar” la barrera de energia libre. El “efecto tinel” (de mecénica
cudntica) domina mds bien a bajas temperaturas cuando dichas fluctuaciones son mas pequenas.
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1.4.5. Aproximaciéon de pared delgada

Desde un punto de vista dimensional, para la microfisica los tiempos y longitudes
caracteristicas vienen dados por la temperatura. Si la configuracién del campo en torno
al frente de transicion depende de la microfisica, el espesor de la “pared” de burbuja
tipicamente serfa dr ~ T~!. A su vez, el tiempo de duracién de acontecimientos cos-
molégicos viene dado por la escala de Hubble H~! al momento en que estos suceden. En
particular, la duracién de la transicién de fase cosmoldgica es el tiempo que tarda un
volumen de Hubble en llenarse con burbujas hasta la percolacién. Entonces, la escala
caracteristica de las burbujas se espera que sea desde R, ~ H~! a unos pocos érdenes
de magnitud menor, por ejemplo R, ~ 10~ H~!. Como aqui interesa principalmente
la aplicacién a la escala electrodébil, teniendo en cuenta (1.66) se estima la relacién
de escalas como dr/R, ~ 10717-1071% | la pared es muy delgada frente al radio de la
burbuja.

Para interpretar (1.67), a continuacién se supone que vale la aproximacién de pared
delgada en la configuracién inicial con la que se nuclea una burbuja. En esta aproxima-
cién se cumple que AF = 0 fuera de la burbuja y AF ~ —(P_ — P,) = —AP dentro
de la misma. Entonces, la (1.67) puede reescribirse como

4
Sy~ An R2o — %R}f AP, (1.71)

donde la magnitud o = [ dr (d¢/dr)? se interpreta como una densidad de energfa su-
perficial (se ve més en detalle en la seccién 2.3). En la (1.71) se ve la competencia de dos
términos, uno es la energia que se acumula en la pared al expandirse (asociado a tensién
superficial) y el otro es el trabajo que le hace la presién al expandirla. La burbuja solo
puede expandirse cuando la presion realiza suficiente trabajo para “crear” méds super-
ficie. La ecuacion equivalente a (1.68) sale de extremar (1.71) haciendo dSs;/dR, = 0,
que representa el caso limite en que las fuerzas de tensién y presién se igualan®'. En
tal caso se despeja el radio inicial de la burbuja

g

AP’

R;)nicial ~ (172>
Notar que previamente se justifica la aproximacién de pared delgada considerando radio
de burbuja caracteristico, bastante desarrollado, luego de cierto tiempo en expansion.
Aqui en cambio, en (1.71) y (1.72), se hace referencia al radio inicial con el que se
nuclea la burbuja, que segin (1.72) va como ~ 1/AP . Cerca de la temperatura critica,
donde vale AP (T, — T'), ese radio es muy grande, lo que es compatible y respalda
considerar la aproximacién de pared delgada®?. En ese caso, al reemplazar (1.72) en
(1.71) se tiene

0.3

Sz, ~ APz (1.73)

31Es facil ver que las fuerzas netas de presién y tensién superficial sobre media burbuja (una semi-
esfera) son WR%AP y 27 Rpo . Igualdndolas se tiene la misma condicién que haciendo dSs/dR, = 0.

32En general, como la configuracién inicial la dicta (1.67), que depende de la energfa libre, donde
el valor de expectacién v fija la escala de la barrera, se espera que RiMcal ~ =1 (al igual que
§r ~ T71 ~ v~1). Entonces, a temperaturas alejadas de 7., en las que R™ ~ §r  la expresion
(1.72) ya no es una buena estimacién, tampoco la (1.71) pero sirve para una interpretacién cualitativa.



1.4 Nucleacién, expansion y percolacién 25

1.4.6. “Primeras” burbujas

Se define el tiempo de nucleacion de las primeras burbujas, t;, por la condicion
n(t;) Vg =1, (1.74)

donde la densidad de niimero de burbujas nucleadas es

n(t) = /:dt/r(Tl) (%)3 fa(t), (1.75)

donde t. es el tiempo en el cual el Universo alcanza la temperatura critica T,.. Aqui todas
las magnitudes primadas representan el valor que toman a tiempo t'. Los factores de
escala se colocan al tener en cuenta que la burbujas nucleadas a tiempo ¢’ con una
densidad de numero dt' I'(T”), se diluyen hasta el tiempo ¢ debido a la expansién del
universo. En esta etapa inicial de nucleacion, la variacion de temperatura se determina
por la ecuacion (1.62). Ademsds el factor de f, , la fraccién de volumen correspondiente
a la fase “47, se coloca para tener en cuenta que las burbujas solo nuclean en esa fase.
No obstante, en el calculo del tiempo de nucleaciéon para la primer burbuja se puede
tomar f, ~ 1. M&s aun, en la literatura a veces se establece la condicién (1.74) de
forma mas rudimentaria aun, directamente

D(t)H ™ ~1. (1.76)

A partir de esta expresién se puede tener una buena idea del valor de S3/7T" al momento
de nucleacién de la “primeras” burbujas. Haciendo I' ~ T#e=%3/T y considerando (1.63)
y (1.65), se tiene S3/T ~ 4log(Mp/v). Evaluando con (1.66) se tiene que para la
transicién electrodébil S3(7)/T ~ 150. Si se usa en cambio la ecuacién (1.74), da un
poco menor [59], S3(7")/T ~ 140 . En general resulta una buena estimacién considerar
que

S3
-2 ~ 140-150. 1.
- 0-150 (1.77)

t~t;

1.4.7. Fraccién de volumen ocupada por burbujas

Suponiendo una nucleacién homogénea a lo largo de la region de fase “+7, la fraccion

de volumen ocupada por las burbujas es f_ =1 — f,, donde f; es [60]
4 [P A% ;3
fi(t) =exp 3 ' T(T") ” Ry (t', )| . (1.78)
te

El radio de una burbuja que se nuclea en el tiempo ¢’ y se expande hasta el tiempo t es

t

Ry(t',t) = RZ-(T’)% + / vW(T”)%dt”, (1.79)

¢

donde R; es el radio inicial de la burbuja, que inmediatamente se vuelve despreciable en
comparacién al segundo término en (1.79). La velocidad es funcién de la temperatura y
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por tanto, en un dado tiempo ¢, todas las paredes de burbuja avanzan con velocidad??
vw(T'), donde T evoluciona de acuerdo a la ecuacién (1.62). Los factores que involucran
a’s en las ecuaciones (1.78) y (1.79) tienen en cuenta el hecho que la densidad de nimero
de burbujas nucleadas se diluye y el radio se estira por la expansion del Universo a
partir de ¢’ hasta t. El exponente en la ecuacién (1.78) daria un resultado ingenuo para
f— suponiendo un ritmo de nucleacién homogéneo a lo largo del espacio (incluyendo
las regiones de fase “—"). Asi, la ecuacién (1.78) evita recontar el volumen superpuesto
entre burbujas que colisionan y permite descartar la nucleacién en la regién dentro de
una burbuja ya existente®*. Este resultado se puede obtener, por ejemplo, considerando
la probabilidad que un dado punto del espacio caiga fuera de cualquier burbuja. Notar
que la ecuacién (1.78) supone que la nucleacién es homogénea en la fase “+”, no
obstante pueden haber perfiles de temperatura que se extiendan fuera de las burbujas.
Mas adelante, en el capitulo 4, se explica como se tienen en cuenta esos casos.

1.4.8. Duracion de la transicion

Como se explica en la subsecciones 1.4.3 y 1.4.6, el tiempo de percolacién ¢, se
estima como aquel tal que f_(¢,) = 0,3 y el de nucleacién de las primeras burbujas ;
como aquel que cumple la condicién (1.74). La duracién del intervalo de tiempo entre
ambos eventos, t, —t; , deberfa ser una buena estimacién de la duracién de la transicién,
aunque su calculo requiere una evaluacion explicita de la energia libre y un seguimiento
de la hidrodinamica de la transicion. Ese céalculo recién se realiza en el capitulo 4.

Respecto a una estimacién simple, a orden de magnitud, del tiempo que dura la
transicién, se encuentra ampliamente extendido considerar la que se obtiene en la re-
ferencia [61, 62], cuya idea se expone a continuacién. Suponiendo que en el ritmo de
nucleacién (1.70) la variacién de la exponencial es mucho mayor que la del prefac-
tor A(T) y que el exponente S3(T")/T tiene que ser de orden mayor que la unidad
[ver la expresién (1.77)], a partir de algin tiempo de referencia ¢, se puede aproximar
A(T) = ctey S3(T)/T =~ S3(T.)/T. — 5(t — t.), lo que conduce a

D(t) ~ T, Pt (1.80)

donde*® B/H, = [T d(S3/T)/dT)|r=r, y en general cualquier magnitud con indice “x”
significa que se evalia a t = t,. El valor de [ conviene estimarlo numéricamente,
para evitar propagacion de errores en la exponencial (1.80). Sin embargo, para tener
una idea de su valor, se puede usar una aproximacién analitica que vale cerca de T, .
Considerando que ya hay burbuja nucleada, la estimacién (1.73) de S3|rr., ¥ que cerca
de T, la diferencia de presién entre fases es AP o< T. — T, se tiene S3/T o< (T. — T)~2
(donde se ve la divergencia a T = T.). De ahi sale que d(Ss5/T)/dT ~ 2(S5/T)/(T.—T)
y, entonces, 5/ H, ~ 2(Ss3./T\) Ti/(T. — T.) . Teniendo en cuenta la estimacién (1.77),
valida para t, ~ t;, y considerando T, entre 0,997, y %Tc les decir, (T, — T.) entre

33Subindice “w” por wall (pared, en inglés). En general esta velocidad, como se ve en los siguientes
capitulos, depende de la temperatura porque, por ejemplo, la diferencia de presién entre fases (que
impulsa a la pared) depende de a qué temperatura ocurre la transicién.

34 Ademsés, aqui se considera que cada parte de la pared atin no colisionada contintia moviéndose
del mismo modo independientemente a si tal colisién ya se encuentra sucediendo en algin punto.

35Gale de considerar (1.61) y hacer d(—S3/T)/dt = dT/dtd(—S3/T)/dT = HT d(S3/T)/dT .



1.5 Ondas Gravitatorias 27

~ 10727, y ~ T.], se estima que el rango de posibles valores es*

B
7]

*

~ 10%-10%. (1.81)

No obstante, més adelante en el capitulo 4 se senala que el parametro § también puede
hacerse cero y volverse negativo.

Utilizando la expresion (1.80) en la integral que aparece en (1.78), despreciando la
expansion del universo (luego la variacién del factor de escala), tomando velocidad de
pared de burbuja vy, constante y remplazando t. — —oo (afecta poco el resultado por
la supresién exponencial) se obtiene

F1(t) ~ expl—8m0,* T(1)/] (1.82)

A pesar de toda la ambigiiedad que existe para definir los momento en que comienza y
termina la transicion, a groso modo se puede tomar como inicio algiin tiempo minimo
tm en el que fi(t,) =e ™ ~ 1 (luego m < 1) y un tiempo méximo t,,; para el cual
fr(tar) = e ™ =~ 0 (luego M > 1). Entonces, la duracién de la transicién debe ser

5t =ty —tm =1In <%> g, (1.83)
m

que depende solo logaritmicamente respecto a esas definiciones imprecisas de comienzo
y finalizacién de la transicién de fase®”. Es por este resultado de [61, 62] que en la
literatura se estima la escala temporal para la duracion de la transicion como ot ~
7L, Por consistencia con las aproximaciones que llevan a su derivacién (despreciable
expansién del universo) se requiere que al menos respecto al tiempo de Hubble se
cumpla: 87! < H~! [compatible con la estimacién (1.81)].

M4s adelante (seccién 4.3.2) se discute que la aproximacién 6t ~ 571 puede afectar
apreciablemente la estimacion del tamano de burbuja, relevante en la generacién de
ondas gravitatorias, por lo que se propone una correccién.

1.5. Ondas Gravitatorias

Como se ve en la seccion 1.4.8, en general la transicion sucede en una escala de
tiempo 0t ~ 87! mucho mas chica que la edad del universo al momento que esta sucede,
t ~ H~1. Esto justifica, en el tratamiento de los préximos capitulos 2 y 3, considerar
un espacio tiempo como el de relatividad especial para el estudio de la hidrodindmica
involucrada en la transicién. No obstante, para describir la historia del universo resulta
méas adecuado, en vez de una métrica de Minkowski, considerar la FLRW (ver seccién
1.4.1). En la idealizaciéon de FLRW se supone un universo homogéneo e isétropo. Sin
embargo, durante una transiciéon de fase fuertemente de primer orden, el tensor de
energia momento del plasma y las paredes de burbuja pueden presentar inhomogenei-
dades lo suficientemente fuertes como para ser fuentes de Ondas Gravitatorias (OG o

36 Aqui se barre un rango muy amplio. Si ya hay nucleacién a T, = 0,997, implica una transicién
muy débilmente de primer orden (tal vez demasiado para ser de interés en esta tesis). Mientras que
una transicién que aun sucede a Ty = %Tc implica que comenzé con bastante sobreenfriamiento.

37Como ejemplo, tomando m = 0,01 y M = 4 se tiene fi(t,,) ~ 0,99 y fi(tr) = 0,02, lo que
implica In (M/m) = In(400) ~ 6, que no afecta al orden de magnitud de S~ 1.
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GW por sus sigla en inglés®®) que perturban el espacio tiempo de FLRW. Es decir,
el estudio de OG de origen cosmoldgico (y especificamente un fondo estocéstico) re-
quiere perturbar la métrica de FLRW??, en contraste con las fuentes astrofisicas que
corresponden a perturbaciones en la métrica de Minkowski.

Si bien en esta seccién se exponen varias nociones sobre el tema, en general el
estudio de perturbaciones de la ecuaciones de campo de Einstein tiene un conjunto
de dificultades y sutilezas que no se tratan a fondo en esta tesis. Aqui también se
toman resultados de célculos para distintas fuentes de OG que pueden estar presentes
durante la transicion. A su vez, esta fuentes se identifican de descomponer el tensor de
energia-momento total en distintos aportes. El estudio de las mismas esta plagado de
aproximaciones en general bastante groseras y que tampoco se discuten extensamente
en esta tesis. Es de esperarse que, con el futuro refinamiento de estos célculos y la
construcciéon de detectores cada vez mas sensibles, eventualmente sea posible censar e
incluso medir parametros de modelos de Fisica de particulas mediante el espectro de
OG primordiales, o también podrian identificarse propiedades de las transiciones de fase
para, por ejemplo, poder respaldar algin modelo de bariogénesis. En las publicaciones
de actualidad, incluso aquellos calculos que dan como resultado un espectro completo
de OG deben ser ain tomados inicamente como bocetos, todavia muy mejorables. De
todos modos es importante comenzar a realizar ese estudio y el capitulo 4 apunta en esa
direccion aplicando los resultados de espectros de OG que se compilan a continuacién.

1.5.1. ;Qué es una Onda Gravitatoria?
1.5.1.1. La aproximacién de onda corta

Como primera hipotesis se supone que el tensor métrico puede separarse en fre-
cuencias, es decir sus componentes son la suma de dos aportes que varian a diferentes
escalas espaciales:

G = g,lf;” + gﬂiygh (1.84)
El aporte g}fVW es el que varfa en las escalas mas grades (bajas frecuencias) y gziygh es

el que lo hace a escalas pequenas (altas frecuencias)’’. En la llamada aproximacién
de onda corta se supone que se tiene un espacio-tiempo con una métrica de fondo

B .
cuyas componentes son*! gfw) = g}f,j” y que en este existe y se propaga la onda (con
longitud de onda relativamente corta) de un campo tensorial cuyas componentes son
h — high

Ky — Juv

Definiendo adecuadamente una variedad de cinco dimensiones, foliaciones de cuatro
dimensiones (que se interpretan como distintos espacio-tiempo 3+41) y ciertos difeomor-
fismos (pullback y/o pushfoward), es posible establecer formalmente la relacién entre
el tensor métrico g del espacio tiempo “perturbado” y los tensores g(® (métrico) y h
(campo propagandose) del espacio-tiempo “sin perturbar” de fondo (ver, por ejemplo
[63]). Si bien poder hacer eso no es algo que se suela tener en cuenta para el tipo de
calculos que aqui interesan, es lo que le da sentido a interpretar una contribucion de

38 Gravitational Waves (GW).

39Gi bien 87! « H™!, la agitacién turbulenta del plasma, fuente de OG, podria continuar mucho
después de la transicién, lo que hace necesario considerar la expansién del universo no solo para tener
en cuenta el corrimiento al rojo.

408on low y high, por alta y baja en inglés.

41La etiqueta (B) es por background, fondo en inglés.
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la métrica como si fuera la onda de un campo de gauge que existe en un universo con
otra métrica distinta. No obstante, como se ve a continuacién, g% y gin&" en general
no son independientes ni ninguno de los dos es conocido a priori.

Esta separacion en frecuencia se supone que también esta presente en las compo-
nentes de los distintos tensores involucrados en la ECE,

_ low high
R, = R;w + R;w

" : (1.85)
Sy = SLOV + S/lj,ﬂgh,
lo que permite separar la ecuacién (1.56)
Rlow ~ —87(} Slow
high high (1.86)
R2 ~ =81G S
low/high Ny low/high .
Notar que en general R, no se expresa en funcién de g del mismo modo

que R, se expresa en funcién de g,, en la expresién (1.55). Esta dltima involucra
producto de términos cruzados con distintas frecuencias. Puede suceder, por ejemplo,
que el producto de dos términos que varian en una escala pequena tenga un aporte que
varfa en una escala grande?. En general, la separacién (1.86) no representa un sistema
de ecuaciones desacopladas para g% y gme" . Es decir, en general las dos ecuaciones de
la expresién (1.86) dependen de hy,, .

Si se trabaja perturbativamente, considerando h,, o b, donde h < 1 se interpreta
como la amplitud tipica de la onda, tiene sentido la expansién en potencias de hy,, .
Por ejemplo, para el tensor de Ricci es

— p) (1) 2) (3) 4)
Ry, =R, + R, +R)+R)+R,+..., (1.87)

donde R,(fl,) contiene solo términos con las potencias j-ésimas de hy,, . A partir de g,, =
gfff) + hy, se pueden expresar los términos de la expansion gt = g g
g? " 4 en funcién de contracciones entre los g%V # = ¢(®# (las componentes de
la versién contravariante de la métrica g(B)) y los hy, . Con estos se pueden calcular
los distintos términos en potencias de hy, para los I'}, y los R, . El célculo es simple
aunque algo tedioso.

Por otro lado, la aproximacién de onda corta implica que si la longitud de onda
tipica (determinada por la fuente) es A y la escala de variacién tipica de la métrica de
fondo es L, entonces A\/Lp < 1. En general h y A\/Lp podrian ser independientes, lo
cual en general implica que el orden de magnitud de los distintos términos en (1.87)
no es completamente evidente salvo que se tengan en cuenta ambas magnitudes. Por
ejemplo, si se cumple A\/Lp ~ b se tiene que R,(g,) ~ Rl(f,,) . Para ver esto, se debe tener
en cuenta que las derivadas de la métrica de background van como |0gP)| ~ 1/Lp vy
las de la perturbacién como |0h| ~ h/A. Ademas, Rl(fl,) se constituye con términos de
la forma (Oh)? y hd*h, ambos de orden ~ (h/)\)?; mientras que REL?,) se constituye con
términos de la forma (9g%))?, ¢B192¢(B) v (gB)9gB))2  todos de orden ~ 1/Lg* Es
decir, si A\/Lg ~ b, tanto REPV) como R&QI,) son de orden 1/L% . A continuacién se discute

42Una analogfa simple: si se tuviese el producto de dos funciones, como senos, con escalas de variacién
A1 2 A2 muy parecidas, seria algo como Sen(2m /A1) Sen(2w x/A2) < Cos(2m z/A\*) — Cos(2mz/N),
donde \* &~ (A1)?/|Aa—A1| y X &~ A1 /2. En tal caso \* puede llegar a ser muy grande cuando A; ~ .
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la validez e interpretacion de tal situacién.

En general para cada j > 2 vale la separacion RW = R(] Jlow R(j ) bigh , donde
ambos términos dependen de h,, y se estima que tienen una “amplitud” del mismo
orden de magnltud pero con frecuencias de oscilacién bien diferenciadas. Por otro lado,

es claro que RW = R,SOV) ow y R;(}V) = R,(}V) el porque en ausencia de términos huw y
(B)

solo con g, se tiene unicamente variacion en grandes escalas, mientras que teniendo
B . .,
solo productos entre un h,, y un g,(w) solo hay altas frecuencias. Entonces, la expresién

(1.86) se puede reescribir como

R(O) low _ _R(Q) low R(S) low R(4) low + ... — 871G S(low)

mx ' iny . v ‘ v ' n '7 (188)
R/(}y) high __ _RLQV) high R/(ji) high R,(ﬁ/) high 4= 87(y SL(lellgh) ]

A la fuente Sy, también le corresponderia una expansiéon pero aqui no se la escribe
explicitamente. Notar que, en virtud de la estimacion anterior para los ordenes de
magnitud, si se cumple A\/Lp ~ b es consistente con el caso en que es posible tomar
la primera expresién de (1.88) hasta potencias cuadraticas de h,, para una regién sin

fuentes S, . Como caso limite opuesto, si el tensor de energia-momento esta presente

R(2 ) low

y domina respecto en lo que se refiere a “curvar” el background (donde esa

curvatura se manifiesta en R,(LOV) 1OW), deberia ser \/Lp > bh. En casos intermedios, en
los cuales la onda contribuye a esa curvatura atin en presencia de materia, se tendria
A/Lp Z . Teniendo en mente esos casos moderados y con el fin de reducir a un solo
pardmetros relevante (ver por ejemplo [64-66]), se suele considerar el reemplazo 1/ ~
1/(hLp) al estimarse los érdenes de magnitud de las derivadas |9g®)| ~ 1/Lp ~ O(1),
|0h] ~1/Lp ~ O(1) y [0°h] ~ b~ /Lp* ~ O(h™).

Teniendo en cuenta las derivadas de la métrica de fondo y la pertubacion, y los
6rdenes de magnitud que estas implican (para la suposicién h ~ A/Lg), se tiene ng,) ~
o(1), RE}V) ~ Oy R,(?,,) ~ O(1). Entonces puede truncarse la expansién en cada
ecuacién de la expresion (1.88) al orden de magnitud dominante,

R(O) low _R( )low 87TGS low

uv uv
R(l) high e S(hlgh (189>
uv

Aqui los S, también se suponen implicitamente expresados al orden dominante. Es

interesante notar que la primera de las ecuaciones en (1.89), donde R,(g,) low R(O) =

(B) (B) pv

R,(f) se construye con gy’ y ¢ de la misma forma que en la definicién de (1.55), e

en definitiva la ECE (1.56) para el background g,w interpretando que todo lo que se

encuentra del lado derecho es la fuente total que genera esa métrica. En las aplicaciones
. - B
que aqui interesan, se supone que cuando h,, = 0 la solucién gfw) corresponde a las

componentes de una métrica de FLRW (suponiendo SSSW) homogéneo e isétropo)*

. . B .
Pero en general, cuando la fuente tiene un aporte de alta frecuencia, g,(w) no es conocida

a priori. No obstante, lo usual es aproximar g,(fj) con la solucién de FLRW en la

segunda de las expresiones (1.89) para asi poder tener una ecuacién tinicamente con

43Podria parecer que, dada la suposicién h ~ A/Lg, la condicién h — 0 requiere A — 0, es decir
frecuencia infinita, que seria poco realista. Lo que realmente sucede es que en ese limite se modifica
Lp — oo (el FLRW tiene una curvatura homogénea). Esto sucede porque en general gfff) (y entonces
Lg) no es independiente de la amplitud de la onda, debido a la primera (1.89). Fuera de ese limite

probablemente es una buena estimacién considerar Lp > H~!.
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h, (la ecuacién de onda). La “utilidad” aqui de la primer ecuacién es la de servir para
identificar RLQV) ' como una fuente de curvatura del background debido al paso de la
onda. Es decir, gracias a la primer ecuacién de (1.89) se puede interpretar
e identificar el tensor de energia-momento de la onda gravitatoria, que se
define en funcién de R,(fy) ow (como se ve en la siguiente subseccién). Una vez hecha
esa identificacién se aproxima el background con el FLRW (1.57) para hacer todas las

cuentas.

Antes de continuar, corresponde hacer una observacion sobre el alcance de las
suposiciones anteriores en el caso de transiciones de fase cosmoldgicas. Las compo-
nentes del tensor de energia momento (version covariante) pueden separarse como
T, = T\ + AT,,, donde T\ = T y AT, = Tne" son respectivamente las
componentes el tensor de fondo, que de estar solas generarian un universo de FLRW, y
las del tensor que, a nivel perturbativo, se interpreta como fuente de h,, . Es decir, en
ausencia de AT, no se generan ondas. Notar que esta separacién no necesariamente
implica diferentes escalas de energias involucradas, solo diferentes escalas de variacion
espacial. De hecho, en una transicion de fase cosmoldgica, se esperaria que tanto 7, ,55)
como AT, tengan mayor amplitud a més alta temperatura (que a su vez va como la
escala de la transicién ~ v). En cuanto a la aproximacién de onda corta, la escala de
tiempos y longitud del plasma perturbado se espera que vaya como ~ 371, luego es
razonable que estas escalas sean las heredadas por las ondas teniéndose A ~ 371, La
escala de variacién del background deberia ser al menos ~ H~'. Entonces, por (1.81),
el cociente es \/Lp ~ 71/H~' ~ 107-10"2 compatible con la aproximacién de onda
corta. Otro punto a remarcar es que, si bien en la discusién que conduce a la expresion
(1.89) se supone h ~ A\/Lp, en realidad una estimacién rapida para transiciones de fase
cosmolégicas indicarfa que h ~ (A\/Lp)? durante la generacién de la onda*. Esto im-
plica que no necesariamente son iguales los 6rdenes magnitud de todos los términos en
la primera expresién en (1.89). No obstante, no afecta la forma de la segunda ecuacién
en (1.89) para obtener los h,, . En cualquier caso, la energfa de la onda gravitatoria al
orden mas bajo se puede calcular a partir de Rf?l,) bw, si tiene o no alguna intensidad
apreciable se evalia de lo que resulta esa cuenta.

1.5.1.2. Tensor de energia-momento de OG

Convenientemente se define

1 1
- - 2)low _ - (B) ,(B)ok R(2)1 W
T.Ul/ — 87TG {Ruy ¢ 2g,u1/ g oK ¢ } (190)

con simples manipulaciones algebraicas se obtiene

1
RLQV) low __ ST (T#V _ ig,t(fj) g(B) ok Tgﬁ) (].91)

4 Teniendo en cuenta la ecuacién de onda dada por la segunda expresién de (1.89), se tiene que
O?h ~ GS. A suvez G ~ 1/M3, 8°h ~ h/A? y, como la fuente de perturbaciones deberfa ir
como la densidad de energia liberada en la transicién, S ~ v*. Con esto y teniendo en cuenta que
L ~ H™ '~ Mp/v? (ver seccién 1.4.2) se tiene h ~ (\/Lp)?.
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Respecto a 7, , lo que se encuentra entre paréntesis tiene la misma forma que tiene
S, respecto a T}, al orden mds bajo*. Entonces la ECE para el background dada por
la primera (1.89) se puede escribir como

Rl(fj) ~ 881G | (T + Téf)) — %gff) gtBon (Tow + Téf)) ) (1.92)
Es decir, se interpreta que el tensor de energia-momento que genera la métrica de back-
ground es la suma 7, +17, ,Ef) , donde T, ,55) es el tensor de energia-momento que generaria
el background en el limite h — 0 (ausencia de onda gravitatoria), pero para b # 0 hay
un aporte adicional 7, debido a la onda gravitatoria. Luego se interpreta a 7,, de
(1.90) como las componentes del tensor de energia-momento de la onda gravitatoria.
Obtener una expresién para el tensor con componentes 7, requiere entonces cal-
cular RLQI,) " Dicho célculo consiste esencialmente en dos partes. El primer paso es
expandir R, en potencias de h,, y quedarse con los términos cuadraticos (cuya suma

constituye a R,(fy)) Luego de eso se debe “promediar” ese resultado en un volumen
lo suficientemente grande como para eliminar las variaciones de alta frecuencia. Una
forma rigurosa de definir ese promedio puede encontrarse en [48; 64, 65]. En lineas
generales consiste de una integracién usando una funcién de ponderacién, que toma
valores # 0 en un entorno el cual contiene varias veces la escala de longitud de variacion
caracteristica de la perturbacién (o muchos periodos de oscilacién) y que se anula fuera
de este. A modo esquemadtico puede entenderse ese promedio como (...), o [(...f),
donde f serfa la funcién de ponderacién, la cual se anularia para un radio R tal que
A < R < Lp. En el célculo de ese promedio se pueden promediar/integrar términos
que contienen derivadas Oh o 9?h. Haciendo integracién por partes se tiran los inte-
grandos que son derivadas totales y, por ejemplo, de tener un integrando 0h f se pasa a
otro hdf . Como resultado algunos términos bajan su orden de magnitud y se vuelven
despreciables ante otros que lo preservan. Esto simplifica considerablemente la forma
.. (2) (2) low ‘ . .
original de R;, al pasar a R, , . El calculo es algo largo y requiere fijar el gauge
de Lorentz, dado por las condiciones D,h*, = 0y h*, = 0 (donde D, es derivada
covariante)?0, para llegar a expresar [48, 64, 65]

1
T % o (Duhos D)

90 (1.93)

low
Aqui debe entenderse que los indices suben y bajan con g'%/# y gfff) (y no con g" y
guv) , €s decir, se interpreta al campo (onda) y el tensor de energia-momento como si
“vivieran” en el espacio tiempo con métrica g(B) .

(B)

1.5.1.3. OG de origen cosmolégico

Para el estudio de ondas gravitatorias de origen cosmoldgico (transiciones de fase),
el orden mas bajo de g,(f,f) se aproxima por las componentes de la métrica de FLRW
plano. Las componentes de la perturbacién h,, (cuadridimensional) se pueden poner

en funcion de cuatro 3-escalares, las componentes de dos 3-vectores y las componentes

4>Teniendo cuenta que en la expansién de la métrica (versién contravariante), como no aparecen
derivadas, los érdenes de magnitud son los que usualmente se esperarian (&) 7% = g0 7% ~ O(1),
gM 7~ O(h) y g@ 7" ~ O(h?).

46En general este gauge todavia puede dejar alguna libertad residual.
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de un 3-tensor, como se ve, por ejemplo, en [51]. Se obtienen asi ecuaciones para modos
escalares, vectoriales y tensorial. El modo tensorial es la parte tranversa y sin traza
(T'T por las siglas en inglés, Tranverse-Traceless) de las componentes espaciales de
h,., mas concretamente es un aporte aditivo al sector espacial de la perturbacion,
hi; , de la forma a? h;f';-T que obedece la ecuacién (en el sistema comévil del plasma sin
perturbar??)

VRIT — a?hTT — 3a6hTT = —167Ga*ATIT

. . 1.94

transverso y sin traza: h'7% =0y & hiTjT =0, (1.94)
donde AT" es el aporte al sector espacial de la fuente, ATj; , que cumple {ATST =0y
ATIT = (. Esta ecuacién es equivalente a la segunda de (1.89) pero solo considerando el
aporte del modo tensorial. La ecuacién a derivadas parciales (1.94) puede llevarse a una
ecuacién diferencial ordinaria mediante transformadas de Fourier de la forma f(7,t) =

[ dk?/(2m)? e(F™) (K, t). Inmediatamente se ve que resulta correcto interpretar a k =

|k| como el nimero de onda comdvil y a kgs = k/a como el nimero de onda fisico [67].
En tal caso la ecuacién (1.94) quedaria como

KT 4 I 4 3HATT = 167G ATET (1.95)

y se verifica que, cuando la expansién del universo es despreciable (kgs > H) y se puede

ignorar el término con hiTjT , queda con la misma forma que la transformada de Fourier
de una clasica y usual ecuacion de onda de d’Alembert que se propaga a la velocidad

de la luz: k%sﬁij + BgT ~ 167G AT;—QT )

Puede verse también en [51] que la ecuacién (1.94) es invariante de gauge, a diferen-
cia de las ecuaciones para modos escalares y vectoriales. Con la adecuada eleccién de
gauge (por ejemplo, gauge sincrono) se puede eliminar las partes hg, de la perturbacién.
En el caso que fuera h;; = a* h{;" y ademés

=0, K™ =0, n" =0, (1.96)

se cumple la condicion del gauge de Lorentz para h,, , necesario para expresar 7, en la
forma (1.93). Cuando se estudian ondas gravitatorias con un Minkowski de background,
en una regién donde AT;; = 0, las condiciones (1.96) fijan el llamado gauge transverso
y sin traza, ver por ejemplo [66], pero para el background de FLRW esas condiciones
son mas restrictivas que una fijacién de gauge, implicarian que se estan despreciando
los modos distintos al tensorial. En particular, como puede verse en [51], los modos
vectoriales no se suelen tener en cuenta en cosmologia porque las combinaciones fisicas
relevantes de estos decaen con 1/a*, y a su vez hay fijaciones de gauge que permiten
eliminar dos modos escalares no fisicos. Comtunmente se refiere al modo tensorial como
el modo de radiacion, ver por ejemplo [51], y la senal de ondas gravitatorias se calcula
con (1.93) considerando solo el hg;-T dado por (1.94), ver por ejemplo [11, 67, 68].

47Es decir, el sistema en que la velocidades de fluido se harfan cero si no hubiese perturbaciones del
tensor de energia-momento.
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1.5.1.4. OG en funcion del correlador de la fuente

En virtud de la subseccion previa, para el FLRW plano, evaluando la version con-
travariante de (1.93) se tiene la densidad de energfa®

00 1 TTjTT

TR (h hij ) (1.97)
Este resultado en principio corresponde a una onda cualquiera generada en algin mo-
mento por una dada fuente AT;;. En lo que sigue se ve que es posible poner hg;T en
forma lineal (en un funcional) respecto a esa fuente. Dada la naturaleza de la transicién
de fase, la fuente resulta estocastica. Un instrumento de medicion, a lo largo del tiempo,
va recibiendo senales generadas en distintas regiones del universo donde, ante condi-
ciones similares, hay distintas realizaciones de la fuente. Resulta entonces razonable
definir la densidad de energia de la onda gravitatoria con un promedio estadistico
poc = (1%, . O también, directamente la expresién (1.97) se puede re-interpretar,
considerando que el promedio que aparece en la misma corresponde tanto a un pro-
medio de baja frecuencia como a un promedio estadistico, que ademas se supone que
pueden conmutar, (...) = ((.. )ow)ese = (- est)1on - L@ Primera igualdad correspon-
de a promediar lo que censaria un detector, mientras que la segunda corresponde a
promediar algo que representa la fuente.

La ecuacion a derivadas parciales (1.94) se lleva a la ecuacién diferencial ordinaria
(1.95) mediante transformadas de Fourier. Por comodidad en el cdlculo, también se
puede hacer un cambio de variable dt = a dt donde ¢ es un tiempo conforme. El ritmo
de Hubble conforme se define como H = (da/dt)/a = a H. En era de radiacién y
depreciando cambios en el nimero de grados de libertad relativistas se ve que H ~
1/t. De la ecuacién (1.58) se tiene que 87G = 3H?/(pa®) ~ 3/(pa*t?), que puede
reemplazarse en el lado derecho de (1.94) y usar el factor 1/p para adimensionalizar la
fuente®. Si ademds se hace otro cambio de variable z = k¢, la ecuacién a resolver se
simplifica atin més

~ ~ 2~

donde, como se explica arriba, ﬁij(lg, x)y ATM resultan de transformar por Fourier, y
hacer los reemplazos t — t(t) y t — x/k, a h'(F,t) y ATE(7,t)/p(t). Ademés, la
prima indica derivacién respecto de x .

La (1.98) se resuelve en, por ejemplo, [11, 68]. En esa resolucién se supone que
existe un intervalo (Zii, T4,) en el cual la fuente AT}; estd activa (y antes de iy no hay

48La derivada covariante Dh es suma de una derivada ordinaria dh ~ O(1) y de contracciones
con los simbolos de Christoffel, que van como ¢(B)9gB)h ~ O(h) . A su vez se tiene h;; = azhiTjT
y h = a*2hg;T. Siguiendo mismo andlisis que conduce a (1.93), se tiran términos no dominantes y
queda solo el promedio de hTTORTT (los factores con a se cancelan). En [66] sin separar en modos
le da directamente esto porque supone que la senal llega a un detector operando en una region del
espacio-tiempo aproximadamente minkowskiana (donde D,, = 0,, y a = 1). En realidad, primero se
deberfa calcular la sefial hy,, , evolucionando en un FLRW, y luego computar (1.93) haciendo esas
aproximaciones durante la deteccién (donde a =~ cte). En la préctica suele resultar mds cémodo
calcular (1.97) en un momento inmediato al cese de la generacién y luego correr al rojo la sefal hasta
el presente (ver [11, 68]).

49En [68] adimensionalizan la fuente con la entalpfa en el supuesto de radiacién, cuando w ~ 4/3 p.
Esto tiene algin sentido cuando la fuente es la parte del tensor de energia-momento de un fluido donde
aparece un factor w=p+ P.
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ondas)50. Para la etapa de generacion, en la que zj,; < * < g, , la solucién se obtiene
encontrando la funcién de Green. Para x > x5, se tiene una ecuaciéon homogénea y los
coeficientes de su solucién se fijan pegandola con la anterior a “tiempo” = = xg, . Esa
ultima solucién, de la senal que queda propagandose luego de la generacion, resulta de
la forma

- sin(x — zgy) cos(x — Tgn)

+B,

tj
- Tin cos(Xhy — 2 - o
Aij(k) = / dz % 6AT;(k, 2) (1.99)

Bi;(k) :/ ndZWMT}j(E, 2)

Como AZT es real, se puede re-escribir (hWLTAIT) = (RETHET*) y, en la expresién de
la derecha de esa igualdad, se reemplazan los hTT por las transformadas de Fourier de

los l~1ij . Eisto conduce a

it it ) = ([ [ Gt @<f1;j</2,x>hzj*<q*,y>>est>m (1.100)

(donde las primas en cada caso representan derivaciones % = %% Y iy = 4 dt)
plazando la solucién (1.99) en (1.100), se distribuye el promedio (. ..) ., entre términos

con los productos Aij(E)Aij*(J), Aij(/;)BZ-j (q), Bl-j(/;)Aij (@) y Bw(k)B” (7). En
todos ellos aparece

Reem-

—

<ATi (k, 2) AT} (G, zg)>est = (27)35(k — q) Tk, 21, 2) (1.101)
Siempre se obtiene la forma expresada del lado derecho cuando se supone que el lado iz-
quierdo es la transformada de Fourier de una funcién que depende solo de la separacién
entre dos puntos, es decir, <ATTT(T1,t1)ATTT*(7’2,t2)> = f(|ry — 7|, t1,t2) (homo-
geneidad e isotropia estadistica). A T(k, 21, z2) se lo denomina correlador a tiempos
distintos de la fuente®. La delta de Dirac de (1.101) elimina la dependencia espacial
en (1.100) y la integral respecto ¢'. Ademés, como T solo depende del médulo de k se
puede integrar la parte angular en [d®k(...) =4n [dkE*(...).

El promedio de baja frecuencia en este caso se reduce a un promedio sobre un
intervalo centrado en un “tiempo” x, de ancho Az, lo suficientemente grande como
para que pasen muchas longitudes de onda tipica por un dado punto pero no tanto

como para que sea relevante la expansién del universo. Se supone que Azx/z, < 1y
Tin S .. Entonces es (...),, ~ Az~ [ AAX/; dr(...) y en el integrando valen las
aproximaciones a ~ a, y ¥ /x ~ ¥ /1, [que simplifica los productos de derivadas

de sin(z — xg,) /2 y cos(z — xgn)/x].

De ese modo se calcula (1.100), que se reemplaza en (1.97) para tener la densidad

%0La descomposicién espectral permite considerar distintos tiempos de inicio y finalizacién para
cada modo por separado. Es decir, Zini = Tini(k) v Zan = xan (k) .
5ITraduccién del inglés, unequal time correlator.
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de ondas gravitatorias a un tiempo t, justo después de la generacion®

Zfin dz Tfin dz ~
POGx = Too = 1 pR*/ dk kz/ / —COS (21 — 20) T'(k, 21, 29), (1.102)

ini

donde pg. , la densidad de energia de radiacion, aparece cuando se hace la manipulacion

k2 /(a.2.)? = 1/(a.t,)? = (H,/a,)? = H? = 87G pp. .

1.5.2. Deteccion de Ondas Gravitatorias

Puesto que las ondas gravitatorias se diluyen como radiacién (es decir, son ondas
“sin masa”, grados de libertad relativistas), la sefial de origen cosmolégico que puede
llegar a registrarse en la actualidad se obtiene corriendo al rojo la expresion (1.102)
mediante pogo = poa«(a«/ap)*. El mismo factor se debe aplicar del lado derecho de
(1.102) teniendo en cuenta que pr o< g7* y que, en la era dominada por radiacién,
la conservacién de la entropia en un volumen que se expande con el universo implica
T.a./(Toag) = (go/g-)"®. Se hace entonces pr. (a+/ao)* = pro (9+/g0)[Tea/(Toao)]* =
pro (90/g:)"/? . Se definen las magnitudes adimensionales Qx = px/p., donde p, es la
densidad critica actual, definida por p, = 3HZ/(87G), siendo Hy el ritmo de expansién
actual. De ese modo la senal en la actualidad es

0 1/3 Thin ] Tfin d ~
Qotal — 34 R ( > / dk k> / icos (21 — 22) T(k, 21, 22) . (1.103)

Tini ini

La etiqueta “Total” es para diferenciarla de otra magnitud (que se define a continua-
ci6n) la cual es comunmente denotada con Qog. En general, aqui la notacién suele

3 Total dk 1.3 _ dk dQoa
ser algo confusa y/o abusiva. Se puede re-acomodar QE& = [ k3 (...) = [ 4 g
donde se define %)gﬁk = k3(...), que debe entenderse como una notacién (sino habria

una argumento con dimensiones en el logaritmo®?). M4s atin, esta se expresa en funcién
de k no de “logk” , no obstante, al graficarse con el eje k en escala logaritmica cobra
cierto sentido la notacién. En definitiva es una forma de expresar la densidad espectral
de la senal actual®,

df} 34 Tz [T dzg .
dlo(;(z - 47; (go) K /w L —COS (21— 22) T(ky 21, 20) . (1.104)

ini

También, mediante el reemplazo k = a kss = a. (27 f.) en el lado derecho de (1.104) se
tiene el espectro en frecuencias, pero expresado con las frecuencias f, al momento ¢, jus-
to después de la generaciéon. Haciendo el reemplazo f, = fyag/a. = fo T./To (9+/g0)">
(donde fy = f es la frecuencia medida en la actualidad) ya queda establecida la llama-
da densidad de energia de las ondas gravitatorias por frecuencia logaritmica que puede

52No puede ser mucho después por que en varias de las aproximaciones anteriores se supone que no
varian significativamente los grados de libertad relativistas.

3Se puede solucionar esta incongruencia definiendo[68] K = k/(27/Ls) donde Lg es la longitud
caracteristica de la fuente (esencialmente es lo mismo que al principio de esta seccién se llama \) y
entonces dk/k = dK/K = dIn(K) .

4Es la misma ecuacién (2.11) de [68] solo que el factor cambia por que ahf se considera la adimen-
sionalizacion de la fuente con la densidad de entalpia en vez de la densidad de energia.
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aparecer expresada como

_ Q¢ _ 1 dpoc
dlog f  pedlogf-

El espectro de OG también suele darse en términos de la llamada amplitud caracteristica
he o de la raiz de la densidad espectral v/'S, que se relacionan con Qo¢ mediante [15]

f h ’
hQog = [t 1.106
07706 (Hz1,263><1018) ’ (1.106)

he = \/2fS, (1.107)

donde hq es la adimensionalizacién del ritmo de expansién actual, que se identifica en
la expresién Hy = 100 hokms'Mpc~t. En esta tesis se considera hg ~ 0,72 [69].

Qoal(f) (1.105)

La expresion (1.104), o alguna muy similar, es el punto de partida para el calculo
de ondas gravitatorias en transiciones de fase cosmoldgicas. En general, usando la
expresion (1.104), el problema de determinar el espectro de ondas gravitatorias se
reduce a modelar la fuente T'(k, 21, z;) . Ese modelado involucra el estudio de cémo
evolucionan durante la transicién el campo ¢, el plasma, campos magnéticos, etc. En
la seccion 1.5.3 se enumeran resultados de la literatura, correspondientes a tratamientos
donde se consideran distintas aproximaciones y aportes a T (k, z1, z2) por separado. Esos
resultados no se expresan para T (k, 21, z2) sino directamente para Qog(f) , pero quedan
en funcién de parametros de la fuente, que deben determinarse para cada modelo de
Fisica de particulas que se desee estudiar. Es esa determinaciéon, en gran medida, la
tarea que corresponde a esta tesis.

1.5.2.1. Estimaciones rapidas para la escala electrodébil

Como se menciona previamente, para OG generadas en un tiempo t,, el corrimiento
al rojo de f, a la actualidad lo da fy = f.a./ap, donde el cociente entre los factores
de escala puede expresarse en funcién de la temperatura y el nimero de grados de
libertad relativista actual y a tiempo ¢, (usando la conservacién de la entropia en un
volumen que se expande adiabaticamente con el universo). Los valores actuales pueden
evaluarse y ese cociente queda

. 1 1/3 4
T 8 x 10710 (ﬂ> 100 eV (1.108)
Qo Jx T*

Aqui convenientemente T, y ¢, aparecen con factores que son del mismo orden de
magnitud que se espera para la transicién electrodébil. Como la longitud de onda
tipica es una fraccién del tamafno de Hubble H_ !, es conveniente considerar f, /H.,,
donde el ritmo de Hubble viene dado por la ecuaciéon de Friedman (1.58), y en era
de radiacién se puede aproximar la densidad de energia p, ~ pr. = m2¢.72/30. Asi,

multiplicando y dividiendo por H, , se puede expresar la frecuencia de las OG actuales,

6 /T f
—16x10°Hz (L LI L 1.109
Jo=16x ? (100) (1OOGeV) o, (1.109)
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La frecuencia caracteristica es determinada por la escala de longitud tipica de la fuente®®
Ls. De ese modo, se espera que el pico del espectro esté en una frecuencia f, ~ 1/Lg.

La densidad de energia de las ondas gravitatorias viene dada por (1.97) y va como
poc ~ OhOh/G . La ecuacién (1.94) para h es de la forma §*h ~ G AT. De un anélisis
dimensional, para una longitud tipica de la fuente del mismo orden que la longitud
de onda tipica Lg ~ A y llamando e, a la densidad de energia del fluido debido a
campos de velocidades no nulos (energia cinética), se espera que la magnitud de h
vaya como ngh ~ Ge, . Por el mismo motivo, se espera dh ~ Ge,Lg. Por lo tanto,
se tiene pog ~ G e2L%. Usando la ecuacién (1.58) y considerando indistintamente la
notaciéon p, = e, , en era de radiacién (p, & pr«) esto da poas ~ (€y/€x)*(LsH,)*ppe.
Aplicando a ambos lados de esta relacién el factor de corrimiento al rojo (a./ag)*, en
la actualidad se tiene pogo ~ (go/g+)"?(eys/ex)?(LsH,)?pro . La densidad de energfa de
radiacién actual estd dada por pro/p. = Qr ~ 5 x 107° [69]. Esta estimacién da, para
la amplitud del espectro de OG actual,

1/3 2
Qog ~ 5 x 107° (?) (Z—) (LsH.)? . (1.110)

Si en (1.109) se toma, para la transiciéon electrodébil, g, ~ 100, T, ~ 100 GeV ,
f« ~ 1/Lg, donde ademds se supone que Lg ~ 371 (la escala de tiempo y longitud
tipica), teniendo en cuenta la estimacién (1.81) la frecuencia tipica deberia ser

fo~10"%10"2Hz. (1.111)

En (1.110) se puede considerar lo mismo y ademés estimar que la energia cinética
que gana el fluido va como la energia de vacio liberada (ver seccién 1.3.2.1) e, ~
Avt/4 . donde A = (my/v)?/2 (coeficiente de ¢* en Vi), v la energia casi total®®
ex ~ 2. /30T* ~ 72g,/30v*. Eso da que la intensidad tipica seria

Qog ~ 107110712, (1.112)

Estas estimaciones suministran una primera nocién de por dénde, en un grafico 2o¢g
vs. f, se deberia encontrar el pico del espectro de OG generadas durante la transicién
electrodébil. Haciendo eso, se puede comparar con las sensibilidades de los detectores de
OG que se exponen en la siguiente subseccién, para evaluar cuales son las expectativas
de observacion.

1.5.2.2. Deteccion de OG de transicién electrodébil: LISA y mas alla

Como se ve en la estimaciéon (1.111), en general una sefial de OG originada en
la escala electrodébil produce un fondo estocastico de OG en el rango de los mHz.
Esa senal cae lejos de la sensibilidad de los detectores terrestres como LIGO o sus
sucesores Advanced LIGO y LIGO III, con picos en f ~ 100 Hz. Por lo tanto, aqui solo
se consideran detectores espaciales, proyectados a construirse en un futuro cercano.

En nuestra publicacién [2] comparamos la posibilidad de deteccién en varios detec-
tores espaciales: LISA, eLISA, BBO y DECIGO. Posteriormente, luego que la NASA

%La S es por source, fuente en inglés.
%6Esta expresién sale de suponer que en el F de la expresién (1.44) domina el aporte de radiacién
(lo cual también implica que e = 3P = —3F).
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Figura 1.2: Curvas de sensibilidad aproximadas correspondientes a varios proyectos
de deteccién espacial de ondas gravitatorias basados en interferometria laser.

abandonara el desarrollo de LISA, y al ser el proyecto europeo eLISA el mas viable
(actualmente rebautizado LISA y con la colaboracién de la NASA), en [5] nos con-
centramos exclusivamente en variantes de disenio de eLISA. En [2] se consideraron las
curvas de sensibilidad aproximadas que se ilustran en la figura 1.2 (confeccionada a
partir de datos disponibles en 2012). Mientras que en [5] las que se ilustran en la figura
1.3 (confeccionada a partir de datos disponibles en 2016) .

En la figura 1.2, la sensibilidad de eLISA (linea azul superior) se calcula usando la
aproximacién analitica dada en [70-72]. Las otras sensibilidades se calculan a partir de
las especificaciones de los detectores, siguiendo el método descripto en la referencia [73].
Las especificaciones para LISA (linea azul inferior) se pueden encontrar en [73, 74], la
de BBO (linea pturpura superior) se pueden encontrar en [75-78] y las especificaciones
para DECIGO (linea naranja superior) se puede encontrar en [79, 80]. BBO y DECIGO
siendo una composicion de varios detectores tipo LISA, seran capaces de hacer un
analisis de correlaciones entre dos detectores independientes, lo cual se espera que
incremente la sensibilidad para fondos estocasticos. En el caso de BBO un incremento
de cuatro érdenes de magnitud [68, 81-83] (linea pirpura inferior). Por otro lado, la
tiltima sensibilidad de DECIGO se estima que serfa h3Qgw ~ 10720 alrededor de 0,1 Hz
[79, 81] (linea naranja inferior).

Al momento de escritura de esta tesis, el detalle fino de la arquitectura de eLISA
se encuentra aun en debate y varios disenos estan bajo investigacién. El detalle acerca
de estas cuestiones se explica en la referencia [86]. Las curvas de sensibilidad para un
fondo estocastico (fuentes cosmoldgicas) son diferentes para aquellas correspondientes
a fuentes localizadas (astrofisicas). Aqui se consideran las curvas para los disefios que se
discuten en la referencia [84]. La hoja de datos puede encontrarse en [85]. Estos disenos
se denotan por lo general como N2ASM5L6, N2ATM5L6, N2A2M5L4 and N1TA1M2L4.
En la figura 1.3, y en las que aparecen a lo largo de la seccién 4.5, les corresponden
curvas de sensibilidad en rojo, magenta, azul y verde respectivamente.
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Figura 1.3: Las areas coloreadas representan regiones de deteccién para configuracio-
nes mas finamente especificadas de eLISA, dadas en [84] y [85]. A la denotada como
N2A5M5L6 le corresponde corresponde rojo, a N2ATM5L6 magenta, a N2A2M5L4 azul
y a NIAIM2L4 verde. La tltima de estas es la mas parecida a la considerada en la
figura 1.2, sacada de la aproximacién analitica [70-72].

1.5.3. Mecanismos de generacion

Histéricamente primero se estudio la transicién de fase de vacio, es decir, el caso de
un campo escalar sin plasma en el que la parte relevante del tensor es de la forma 0;¢0;¢
[61, 62, 87]. Pero como el campo solo varfa en la “pared” de la burbuja, una delgada
region entre las dos fases donde ¢ toma el valor de cada minimo local, la fuente de OG
se concentra en esa delgada region. En ese caso se muestra que el sistema de paredes
de burbujas colisionantes puede ser aproximado por un set de esferas superpuestas
con intefaz infinitamente delgada [62]. En la aprozimacion envolvente®, solo las partes
no colisionadas de las paredes esféricamente simétricas se tienen en cuenta para el
calculo de OG. En ausencia de un plasma que ejerza friccion, las paredes rapidamente
se aceleran a la velocidad de la luz, y la energia cinética y de gradiente de la pared
de burbuja se vuelven iguales. Entonces, la cantidad relevante es la energia total de la
pared, que para una transicién de fase de vacio corresponde a la energia total de vacio
liberada por la burbuja [62].

Como se ve mas adelante en el capitulo 2, en una transicion de fase térmica las
paredes de burbuja alcanzan una velocidad terminal debido a la friccién con el plasma.
Generalmente, esto sucede en un tiempo muy corto comparado con la duraciéon de
la transicién de fase. En consecuencia, la pared se mueve con velocidad constante
y la energia que libera en la transicién va a parar a recalentamiento del plasma y
a movimientos masivos de fluido. Estos movimientos de fluido, ya sean turbulentos o
acusticos, también producen OG. En este caso, la parte relevante del tensor de energia-
momento es cuadratica en la velocidad del fluido, oc v;v;. Asi, en general, la cantidad
relevante para la generacién de OG es la energia en un “cascarén” alrededor de la pared

5 , ; .
5TEs envelope approzimation, donde envelope es envolvente en inglés.
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de burbuja, EFy, + Eg, donde E, es la energia acumulada en la pared y Ejg la energia
de movimiento del fluido arrastrado por el avance de la pared.

En la transicién de fase térmica la fuente de OG ya no puede modelarse tinicamente
con la aproximacion envolvente. No obstante esta atin se utiliza para describir una etapa
de la produccién de OG, considerando solo las partes no colisionadas de los cascarones
de fluido. Lo cierto es que, luego de la colision de los cascarones, el plasma queda
perturbado y también es fuente de OG. A continuacién se ve que en general el espectro
de OG puede escribirse como una funcién del cociente®® (Ey + Fg) /Fiot , siendo Eig
la energia total de la regién abarcada por la burbuja. Es notable que, como se ve mas
adelante, la estimacién de este cociente se puede realizar estudiando la hidrodinamica
involucrada en la expansion de una sola burbuja. Y es de hecho ese estudio el que
incumbe a los capitulos 2 y 3.

1.5.3.1. Generaciéon por colision de burbujas

El mecanismo que se describe utilizando la aproximacion envolvente suele denomi-
narse en las publicaciones del tema como mecanismo de “colisién de burbujas”. Una
simulacién con un gran nimero de burbujas se lleva acabo en la referencia [88] usando
la aproximacién envolvente. En esos cédlculos, la transicion de fase se simula nucleando
burbujas esféricas en posiciones aleatorias, despreciando las regiones superpuestas de
las burbujas colisionantes y computando solo la evolucién de las paredes no colisiona-
das (suponiendo delgados perfiles de fluido). En la referencia [88] consideran un ritmo
de nucleacién de la forma (1.80) y para la pared de burbuja se supone una velocidad
de expansién de la pared constante vy, .

En esta tesis se usan los ajustes de las simulaciones de la referencia [88] para el
espectro que deberia observarse en la actualidad,

- (100\? (HN\? [ By + Eq\* [ 01103 3.8 (f/ fomv) 2"
h2 Qeny = 1,67 x 1075 — d W ’ oy . (1113
0 8 < Jx > ( /8 ) ( Etot ) <0542 + U%) 1 + 278(f/fenv)3’8 ( )

donde H, es la escala de Hubble evaluada en el momento de la transicién y fe,, es la
frecuencia pico en la actualidad, que se obtiene por corrimiento al rojo de la frecuencia
pico fenvs €n el momento de la transicién de fase. Como caso particular, la intensidad
pico de esa simulacion es

100\ ? fHN\? (B, + Eq\% [ 01103
h2QP =1.67x107° * il oW ) 1.114
0 e = 200X (g*> (6) ( Eo ) <0742+’03v> ( )

La frecuencia pico estd determinada por la escala de tiempo 37!. M4s precisamente, es
Jonvs 22 0,62/(1,8 — 0,1v,, +v2) B, lo que da, usando la expresién (1.109),

) G\ [T, 0,62 3
v >~ 1,65 x 107°H ( ) , 1.115
J “\100 (100 Gev ) \1.8— 0,10, + 02 ) H. (1.115)

El resultado (1.114) estd en acuerdo con la ecuacién (1.110), excepto por una leve
diferencia en la dependencia respecto a vy,. En efecto, en vez de (1.115), para (1.110)

58En realidad, Fy, suele ser despreciable respecto a Eg salvo en casos ultra relativistas donde la
pared se mantiene acelerada y con velocidad v, = 1 (ver la seccién 2.6).
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se considera f, ~ 1/L,, que a su vez puede suponerse igual al didmetro tipico de una
burbuja Lg ~ 2v/371, ya que la escala de tiempo de esa simulacién se estima con 371.

Notar que los factores con H, en estas expresiones se introducen para normalizar la
constante 3, ya que se puede obtener el cociente 5/ H, de la dindmica de la transicién de
fase. En general todas estas expresiones estan manipuladas pensando en la transicion
de fase electrodébil donde T, ~ 100GeV y g, ~ 100. Las cantidades g, y 7. aparecen
por suponer que luego de la transicion de fase toda la energia de vacio se convierte en
radiacion. No es estrictamente cierto, pero es compatible con esa suposicién estimar
H, tomando ey =~ (g.72/30)T.* (aporte de radiacién dominante) en la ecuacién de
Friedmann (1.58). En el capitulo 4 se discute la forma més conveniente de estimar T,

Y G« .

1.5.3.2. Generacion por turbulencia Magneto-Hidrodinamica

Los movimientos de fluido ocasionados por el avance de las paredes de burbuja
pueden durar un largo tiempo luego que la transicion de fase termina. Esto provee
mecanismos mas eficientes para la generacién de OG. Si el movimiento de fluido es tur-
bulento, los remolinos actiian como una fuente de OG luego que la colisién de burbujas
terminé. En particular, como el plasma estd completamente ionizado, la turbulencia
Magneto Hidro Dindmica (MHD) puede ser fuente de OG durante varios tiempos de
Hubble. Se espera que los torbellinos dados a una escala Lg generen OG con frecuencia
dada por f. ~ 1/Lg y densidad de energia dada por la ecuacion (1.110).

La distribucion de tamanos de torbellinos, asi como la distribucion de energia de
la turbulencia, es dificil de determinar. En general se supone una unica escala de
agitacion Lg. Por debajo de esta escala, se establece un espectro de Kolmogorov, segin
el cual los remolinos de un dado tamano se rompen en otros de tamano mas pequeno.
Esto genera una cascada de energia que termina en una escala de disipacién térmica,
mucho mas chica, relacionada con la viscosidad del fluido. Por arriba de la escala de
agitacion, el espectro es determinado por causalidad®. En la referencia [10], estos dos
comportamientos se suponen a cada lado de la escala de agitacion. En este caso, el
resultado para el pico coincide con el estimado (1.110). M4s recientemente [68], la
turbulencia se modela con una interpolacién suave entre el comportamiento a escala
grande y a escalas pequenas. Ademas, el hecho que la turbulencia dura varias veces el
tiempo de Hubble es tenido en cuenta. En [68] el pico es a frecuencia fiymp« >~ 3,5/Ls.
Un ajuste a esos resultados para el espectro de OG se da en la referencia [89] (ver
también [67, 84]),

100>1/3 < Ejq )3/2 Lg H, (f/fturb)3 (1.116)

hZ Qb = 3,35x1074 ( ;
0 % turb Jx Etot 2 (1+f/fturb)1l/3 (1—|—87Tf*/H*)

®Para una turbulencia homogénea (infinitamente extendida), en principio estdn permitidos todos los
modos k del aporte al tensor de energia-momento cuadrético en las velocidades, o< v;v; . El promedio
estadistico de la transformada de Fourier es proporcional al denominado espectro de la turbulencia. Se
puede argumentar, como en la referencia [10], que en un proceso causal debe haber anulacién asintética
para k — 0, concretame el espectro tiene que ir como una potencia (al menos cuadratica) de k en ese
limite. Eso establece el comportamiento del espectro de la turbulencia a grandes escalas.
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donde el pico de frecuencia actual es

1/6 T 2
wb = 2,7 x 107 Hz (= ‘ T
Jourb = 2,7 % z (100) <100G6V> (LSH*> ( )

En el denominador de la ecuacién (1.116), f. es la frecuencia al tiempo de gene-
raciéon. En términos de la frecuencia corrida al rojo f, se puede escribir f,/H =
(3,50)/(LsH frurb)-

Las ecuaciones (1.116-1.117), por motivos de comparacién con las (1.113-1.115) de
colisiones, usualmente son dadas en funcién de los parametros v, y 5 en vez de Lg.
No obstante, hay que remarcar que en [68] el espectro se calcula como una funcién de
la escala de agitacién Lg. Esta escala se estima como Lg = 2R, ~ 204,371, es decir,
el tamano tipico de radio de burbuja R; se supone determinado por la velocidad de
la pared y la escala de tiempo 3~!. Més adelante, en la seccién 4.3, se ve que para
transiciones de fase muy fuertes la cantidad § no da una correcta estimacién de la
escala de tiempo. Esto obliga a tener mas cuidado al evaluar Lg en las expresiones
(1.116-1.117).

La determinacién de la escala Lg tiene ambigiiedad, principalmente por pretender
que solo existe una escala caracteristica en la turbulencia. Si esa escala viniese dada
por el radio de las burbujas se podria reescribir Lg = 2Ry, para dejar los valores pico
en funcién del tamano tipico de radio de burbuja’ R, , quedando la frecuencia y la
intensidad pico como

1/6 T 1
P =27x10"H ( h ) - , L.118
Jouro “\100 100 GeV ) R, H, (1.118)
100\? / E4 \*? R, H,
h2QP =26 %1077 ( ) ( 1 ) b (1.119)
G« Elot 1+ 375m

Como se ve, la dependencia paramétrica cambia con respecto a la estimada (1.110). No
obstante, notar que, como (R,H ). < 1, la dependencia respecto a la escala espacial en
la ecuacién (1.119) es précticamente la de la ecuacién (1.110), QU™ oc (R, H)?.

1.5.3.3. Generacion por ondas de sonido

En la reciente publicacién [90, 91] se realizan simulaciones numéricas en lattice! del
sistema campo-fluido, no encontrando indicios de fluido turbulento pero si que ondas
de sonido en el plasma son fuente de OG de larga duracién. En ese trabajo se considera
un potencial efectivo simplificado, que permite relacionar facilmente sus parametros a
cantidades termodindmica como la temperatura critica, el calor latente, o la tension
superficial (energia que se almacena en la pared). Es importante senalar que, en la
simulacién, limitada por el poder de célculo, se utiliza una eleccién de parametros
poco realista. En primer lugar, se nuclean todas las burbujas al mismo tiempo (o
temperatura de nucleacién) fijado a mano y, entonces, alcanzan aproximadamente el
mismo tamano R;, al momento de la colisién de frentes. La discretizacién es dx = 2/T
con 24003 puntos, que da un volumen de (4800/7)® cuando el tamaiio de Hubble seria

60Que también tiene ambigiiedad, porque hay una distribucién de burbujas con distintos tamanos.
81Es lattice, por enrejado o reticulado en inglés, una técnica de modelado que consiste en discretizar
posiciones del espacio, generalmente con el fin posibilitar un calculo numérico.
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(ver seccién 1.4.2) H=3 ~ (Mp/T?)3, muchos érdenes de magnitud mayor. Ademsés, la
cantidad de burbujas (también colocada a mano) que meten en ese pequeno volumen es
~ 1000 . En consecuencia, no se llega a alcanzar un régimen estacionario y la transicion
termina muy rapido.

El parametro libre de la simulacién es la densidad de niimero de burbujas nucleadas
n. Un ajuste del espectro resultante se da en la referencia [84] en funcién de la escala
de longitud vy3~!, aunque B no es realmente un parametro libre en la simulacién de
la referencia [90, 91]. Para obtener las expresiones de [84] se debe poner n en funcién
de S mediante la expresion

n=1/[87(ve87")%] . (1.120)

Este resultado puede obtenerse despreciando la expansion de universo y consideran-
do las expresiones (1.82) para f; y (1.80) para I' en el célculo de n definido por
(1.75), lo cual lleva a que la densidad de burbujas nucleadas a un tiempo “final” ¢p
es n(trp) = — f+ if / [87(ve871)%], donde f,(t.) =~ 1y se supone que tr es tal que
fi(tr) < 1. También se puede traducir n a una escala de longitud, estimando el
didmetro caracteristico de burbuja (o distancia promedio entre centros de burbujas) al
momento de mayor colision como

d=n"13, (1.121)

En esta tesis, se expresa el espectro en funcién de d, entendiendo implicitamente que
este se define con (1.121) en funcién de n, que se computa con la expresién (1.75).
Asi se escriben los resultados de OG para ondas de sonido como

100 1/3 Ejq 2 dH, 77/2(f/fsonido)3
) (EtOt) (87T)1/3 [4 + 3(f/fsonido)2]7/2 . (1122>

h Quonido = 2,65 x 107° <

s

La frecuencia pico fionidox S€ estima como fionidox = (2/v/3)(87)/3 /d. Luego del corri-
miento al rojo, se tiene

B 1/6 T (8m)/2
I ——y 1.12
fsonldo 79 x 10 z <100) (100 GGV) dH* ( 3>

y la intensidad pico

100\ ? / B4 \* dH
2 _ —6 *
h2QP =265 x 10 ( . ) ( m) i (1.124)




Capitulo 2

Hidrodinamica en transiciones de
fase: Definiciones y discusiones
generales

2.1. Contenido del capitulo

Este capitulo junto con el siguiente abarcan lo tratado dentro de los trabajos que
hemos publicado sobre la hidrodindmica involucrada en las transiciones de fase [1, 3, 4].
Mientras que este se concentra en conceptos, definiciones y discusiones lo més generales
posibles, en el capitulo 3 se detallan céalculos y resultados en funcién de diferentes
parametros.

Como se explica en el capitulo 1, en principio el sistema de estudio es un universo
constituido por campos. En este capitulo se discute qué le sucede al sistema una vez
que comienza la nucleacion y hay crecimiento de dominios, en una transicion de fase
de primer orden. En términos efectivos el sistema puede suponerse como una sopa
de particulas altamente energéticas que macroscopicamente se modela como un fluido
relativista. En particular esa fase nucleada puede ser la de simetria rota en la transicion
de fase electrodébil. Se pretende un estudio con la mayor generalidad posible pero sin
perder de vista tal aplicacion. Todas las propiedades termodinamicas de ese plasma
se derivan de la energia libre (ver la seccién 1.2.3.2), que a su vez se calcula con
la teoria de campos a temperatura finita (ver la seccién 1.3.2). Ademads, a partir de
estas se pueden calcular magnitudes representativas de los procesos hidrodindmicos que
ocurren durante la nucleaciéon y que pueden generar ondas gravitatorias. Por ejemplo,
la fraccién de energia que se libera durante la transicién (por el paso de un minimo
local a otro) que va a parar al movimiento del plasma. La valuacién de esa energia
se encuentra presente en expresiones para la determinacion de intensidad pico de las
ondas gravitatorias generadas, e incluso de estimaciones del espectro, como se ve en el
capitulo 4.

Ese tipo de magnitudes se obtienen de calculos hidrodinamicos en torno a los frentes
de transiciéon que avanzan al crecer los dominios nucleados. La necesidad préctica de
simplificar esos calculos no se limita a considerar el potencial efectivo hasta un cierto
orden en lazos. Ademds, la manipulacién analitica de expresiones hidrodinamicas (algo
deseado en esta tesis) requiere que las propiedades termodindmicas se relacionen de
forma simple. Para que eso sea posible debe aproximarse la misma ecuacién de estado
dada por el potencial efectivo. Es decir, mediante el potencial efectivo de teoria de

45
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campos se deben calcular ciertos parametros que alimentan alguna simplificacién de la
ecuacion de estado utilizada para consideraciones hidrodinamicas. Numéricamente, en
un punto a mitad de camino de lo que seria realizar una simulacion, es posible hacer
un seguimiento temporal de la evoluciéon hidrodindmica del sistema y con el potencial
efectivo recalcular paso a paso los parametros de esa ecuacién de estado aproximada.
No obstante ese refinamiento no conduce a resultados generales e independientes del
modelo como los que se presentan en este capitulo (pero si se recurre al mismo en el
capitulo 4).

En la seccion 2.2 se exponen las ecuaciones dinamicas basicas de fluido y campo que
establecen el comportamiento macroscopico del sistema. En la seccion 2.3 se muestra
como la ecuacion de campo en la regiéon que separa las fases se puede reemplazar e
interpretar como una ecuaciéon de movimiento para esa interfaz sometida a la compe-
tencia entre una fuerza impulsiva y una fuerza de friccién. En la seccion 2.4 se evalian
las ecuaciones diferenciales de fluido para el caso correspondiente a flujos generados
por la nucleacién de dominios con cierta simetria. En la seccién 2.5 se describen las
caracteristicas generales de los perfiles de fluido que resuelven esas ecuaciones!' cuando
la pared de interfaz avanza con velocidad constante. En la seccién 2.6 se comparan
similitudes y diferencias entre regimenes estacionarios y acelerados en el limite ultra
relativista. En la seccién 2.7 se describe la aproximacion del Bag para la ecuacién de
estado y se enuncia la definicién del factor de eficiencia, una magnitud asociada a la
energia que puede ir a fuentes de ondas gravitatorias.

2.2. Sistema Fluido-Campo

El crecimiento de la burbuja puede estudiarse considerando las ecuaciones de las
variables ¢ (pardmetro de orden), u* (cuadrivelocidad del fluido) y 7' (temperatura).
La dinamica de las variables del fluido puede obtenerse de la conservacién del tensor
de energia-momento. Se supone al plasma como un fluido perfecto relativista con un
campo de cuadrivelocidad® u* = (y,vv), siendo v = 1/4/1 — v2. El tensor de energia-
momento es de la forma [92, 93]

T} = (e + P)u'u” — Pg"” (2.1)

con g" = diag(l,—-1,-1,—-1), P=—-F yw=e+ P =Ts=-TOF/IT . Ademas, el
tensor de energia-momento de un campo escalar libre ¢ es de la forma?:

. 1
TH = 060" ¢ — g 50up0" ¢ (22)

'En general cuando en este trabajo se habla de perfiles, pueden ser de velocidades, densidad de
entalpia, densidad de energia cinética, etc.

2 Aqui se hace una simplificacién, se realizan todos los célculos en el contexto de relatividad especial.
Si la duracién de la transicion es relativamente corta la expansién del universo podria despreciarse y la
métrica resultaria ser casi minkowskiana. No obstante, como se ve en el capitulo 4, se realiza un leve
refinamiento a esta aproximacion cuando se calcula numéricamente la evolucién de la transicién, ha-
ciendo reajustes en cada paso de tiempo en funcién de la variacién de la temperatura por la expansion
del universo.

3 Asi escrito con ¢ es un operador tensor de energia-momento de mecédnica cudntica que permite
definir, por teorema de Noether, la energia (Hamiltoniano de campo libre) H= J[av Tho o las com-
ponentes del momento P, = f dV Ty; . Pero en la siguiente expresién (2.3) se considera el valor de
expectacion ¢ = (@) y se tiene un tensor efectivo definido a temperatura finita.
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Para el sistema fluido-campo se considera, como primera aproximaciéon, que el acople
del campo con el fluido se encuentra ya incorporado en la dependencia F(¢,T) (e

incluye el potencial efectivo a temperatura cero), y entonces se tiene (ver, por ejemplo
[22])

T = 39 ) — g Eaaw% - Flo. T)} —u T 61), (23
La conservacién de TH da
Oy [Tg—;—:u“u” — }"g"”} =0p 0" ¢. (2.4)

Estas ecuaciones gobiernan la dindmica del fluido y también contienen la interaccion
del fluido con el campo escalar ¢ (mediante la dependencia de F). Ademas, la evolucién
de ¢ es gobernada por una ecuacién de movimiento a temperatura finita la cual, dentro
de las aproximaciones que se consideran en la referencia [94, 95|, es de la forma

oOF dm? d®p

D¢+a—¢+ 930 Gr)2E,

7

donde la sumatoria es sobre cada especie i-ésima de particula, con g; grados de libertad,
energia F; = /P;* + m,;2 y masas m; dependientes del campo de Higgs ¢, de la forma
(1.38). El potencial efectivo (F) a temperatura finita tiene en cuenta las correcciones
cuanticas y térmicas a la ecuacion de campo nivel-arbol. Las correcciones térmicas a un
lazo equivalen a considerar funciones de distribucién de equilibrio f{%(p) = 1/(e®/T ¥
1). Por otro lado, las ¢ f; son desviaciones a esas distribuciones de equilibrio. El tltimo
es un término de disipacién debido a la presencia del plasma. Calcular 0 f; generalmente
implica resolver un sistema de ecuaciones de Boltzmann que tienen en cuenta todas
las interacciones entre particulas. Teniendo en cuenta solo los dos primeros términos,
comparar la expresion (2.5) con la (1.68), ambas extreman una accién (que en definitiva
es la energia libre con términos de gradientes), solo que la solucién que se considera
aqui tiene una dependencia temporal a diferencia del instantén en (1.68). También
esa dependencia temporal es responsable de la aparicion del término disipativo por el
“movimiento” de la configuracién del campo a través del plasma.

Para tener una més clara interpretacién de la ecuacién (2.5), se considera la des-
composicién del tensor (2.3), T = T;” + 73", y que su ecuacién de conservacién
0, T" = @LT(;;V + 0,14 = 0, puede desdoblarse en dos ecuaciones no conservadas,
donde aparece un termino ¢” asociado al intercambio de energia y momento entre el
plasma y el campo de Higgs

9,T}" = +6"

2.6
0TI = —o" (26)

Como 8NTQ’;” = 0¢0"¢, si tiene sentido tomar 6 = Q0”¢, con un Q a definir, se
pueden simplificar los factores comunes en la ecuacion superior de (2.6) y expresar

o d 8»Cqﬁ—free . 8‘C¢—free o
o= (o)~ s = >0

donde L4 free = %f)ugzﬁ(?“gb tiene la forma de la densidad Lagrangiana de un campo
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escalar libre pero evaluado en un campo ¢ termodinamico, es decir, seria una den-
sidad Lagragiana efectiva térmica, y la expresién (2.7) coincide con una ecuacién de
Euler-Lagrange cuando actiia una fuerza generalizada Q . Teniendo en cuenta esa inter-
pretacion, es posible desdoblar @ en una suma de dos “fuerzas” de distinta naturaleza,
una debida a un “potencial” y otra disipativa. Teniendo en cuenta la (2.5), tiene que
ser Q = —%—g —K,con £ =), gi% %(ﬁi representando la contribucion
disipativa. Se puede reescribir

d 8£¢+]: B 8£¢+]: _
aX<\0(0,6)) ~ 00

donde Ly r = Ly_ee — F serfa la densidad Lagrangiana efectiva térmica agregando
un potencial efectivo. El término K, solo es no nulo fuera del equilibrio (limite termo-
dindmico comprometido), situaciéon por lo general debida a la presencia de gradientes
elevados (por ejemplo, en frente de transicién). Esto respalda asociarlo a algin tipo de
disipacién energética, como la friccién debida a las particulas del plasma que colisionan
contra la pared de una burbuja de transicién. Se interpreta entonces que (2.5) coincide
con la ecuacién de Euler-Lagrange térmica (2.8) en presencia de una friccién?.

El campo solo varia dentro de la pared. Como consecuencia, lejos de la pared, las

ecuaciones (2.4) dan ecuaciones para el fluido solo

K, (2.8)

0, TH =0 (2.9)

Y cuando solo se estudia la hidrodinamica, sin considerar el interior de la pared de la
burbuja, como la pared puede ser supuesta con delgadez infinitesimal se evita recargar
la notacién expresando el tensor de energia-momento tinicamente debido al aporte de
fluido ideal dado en (2.1)

T ~T§" (2.10)

Se puede simplificar el estudio del sistema considerando la ecuacién de fluidos (2.9)
junto con una ecuacién de movimiento para la pared [en vez de una para el campo
dada por (2.5)] como se ve en la seccién que sigue.

2.3. Ecuaciéon de movimiento para la pared

Como la burbuja de radio R, tiene una “pared delgada” de espesor ér < R, (ver
seccién 1.4.5) se puede lidiar con la ecuacién (2.5) aplicando algunas simplificaciones
compatibles con esta aproximacién. Puesto que en términos dimensionales es de espe-
rarse que J,¢ ~ Ag¢/dr, y en consecuencia 92¢ ~ A¢/dr?, como 1/(Rydor) < 1/6r?
también deberfa ser r~! 9,¢ < 0?¢ en la regién donde ¢ varfa (dentro de la pared, con
r ~ Ryp). En general, por movimientos en el plasma o colisién entre distintos frentes
de transicién, la simetria esférica no se preserva. En la ecuacién (2.5) para el campo ¢
aparece un operador D’Alembertiano que se reduce a J = 92 — 2r=1 9, — 9%, cuando
se aplica a un ¢ que solo depende de la coordenada radial r (es decir, con simetria
esférica). En cambio, para simetrfa plana no aparece ningin término oc r~1d, (pero

4Algo de esperarse ya que (2.5) sale de calcular el valor de expectacién termodindmico de la ecuacién
de Euler-Lagrange para el operador de campo ¢ en la teoria cudntica de campos. En las referencias
[94, 95] no toman dicho valor de expectacién directamente sobre £(¢), lo cual tal vez permitiria
identificar el “potencial” dependiente de d,¢ del cual se derivaria K.
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si para la cilindrica). Cuando este no se anula, en algin sentido caracteriza localmente
el apartamiento respecto del caso plano. Como en la aproximacién de pared delgada es
despreciable se toma entonces [ = 92 — 92 . En general, cada elemento de pared puede
considerarse localmente plano, para burbujas de cualquier forma cuando ¢ solo varia a
lo largo de la direcciéon normal dada por el eje r.

Al reemplazar el D’Alembertiano en la ecuacién (2.5), para la aproximacién de
pared delgada en un elemento de pared, se tiene

(ag—af)cwra—jrwczo (2.11)
99
Donde I, al igual que en la ecuacién (2.8), coincide con el iltimo término de la ecuacién
(2.5) y se asocia a una disipacion energética. Como se argumenta en la seccién 2.2, la
ecuacion (2.11) se puede interpretar como una ecuacién de Euler-Lagrange (2.8) para
un campo ¢ que, en ausencia de fuerzas disipativas, le corresponderia una densidad
Lagrangiana efectiva térmica

[(009)* = (0,0)°] = F (2.12)

| —

Lorr =

Y a esta a su vez le corresponderia una densidad de energia (Hamiltoniana) térmica
1
Horr =1100p — Ly 7 = 3 [(D09)? + (0r¢)?] + F (2.13)

Donde IT = 0L/0(0y¢) = 0y es la densidad de momento generalizado. Teniendo en
cuenta solo las expresiones (2.3) y (2.4) se indaga o escarba menos profundamente en la
microfisica que al considerar también la ecuacién (2.11), pero las primeras son vélidas
para analisis hidrodindmicos desentendiéndose de lo que sucede dentro de la pared.
No obstante, para cerrar el sistema de ecuaciones hidrodindmicas (2.4), se requeriria
establecer forma y evolucion de ¢ al menos aproximando la ecuacién (2.11). Como se ve
a continuacion, se hace eso al reemplazar la ecuacién de campo (2.11) por una ecuacién
de movimiento para la pared.

Yendo hacia ese enfoque, primero se analiza el caso en completo equilibrio, que es
el de una pared completamente quieta separando las dos fases. Estrictamente hablando
dicha situacion solo podria darse a temperatura critica 7T, , si mediante algun mecanismo
se evitara el sobreenfriamiento y se realizara la transicion de manera cuasiestatica.
En tal caso la ecuacién (2.11) no posee derivada respecto al tiempo, ni término K
dependiente de apartamientos 0 f; respecto a las distribuciones de equilibrio. Por lo
tanto, se reduce a —9%¢y + F /0y = 0, donde ¢y = ¢o(r — ry) es la configuraciéon
de campo para una pared en reposo, tal que fuera de ésta solo toma valores ¢_ y ¢,
constantes. A su vez la posicion de la pared se define para un r = r,, de su interior,
tal que cumpla la condicién [(r —ry)(9,¢0)*dr = 0. A la ecuacién de Euler-Lagrange
se la puede multiplicar por 9,¢q e integrar entre un punto en la fase “+” y otro en el
interior de la pared, obteniéndose

T AF (T, do(r — 1y
%(arqso)?:/ a4 QZ’?{T rw)) — F(To, $(r — 1)) — Fos . (2.14)

+

donde F,., = F(T., ¢, ) y se tiene en consideracién que esta situacién no hay gradientes
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de temperatura y toda la dependencia de F con respecto a la posicion se debe exclu-

sivamente a la dependencia del campo ¢o(r — ), es decir, se cumple ‘3—{;% = CU%.
Juntando las expresiones (2.14) y (2.13), se tiene que para el caso de completo equilibrio

con pared en reposo la densidad volumétrica de energia es

Ho = (0r¢0)* + Fer (2.15)

Como en este caso estatico F.. es la energia libre a ambos lados de la pared, pues
F_(T.) = F(T.), resulta ser un valor de fondo homogéneo respecto del cual se puede
discriminar la densidad de energia de la pared (9,¢g)? . Si a esta se la integra respecto de
la posicién a través de la pared se tiene la densidad de energia superficial del elemento
de pared. Dejandolo expresado en funcion de la variable ( = r — r,, queda

70= /j [0c0(¢)]? dC, (2.16)

siendo fj la integracién entre puntos a cada lado de la pared (donde 0¢¢¢ se anula).
Volviendo al caso general, la ecuacién (2.11) “de movimiento” para ¢ se puede llevar
a una ecuacién de movimiento para la pared. En el sistema propio de un elemento de
pared en reposo se considera un eje perpendicular a la superficie (es decir, en la direccién
del movimiento) y se representa cualquier posicién sobre este con una coordenada (
cuyo origen esta en algin punto interno de la pared. Con el fin de simplificar las
expresiones se considera el siguiente ansatz para ¢, como aproximacion se supone que
en el sistema propio vale el perfil de equilibrio (pared en reposo) ¢(¢) , independiente
del tiempo propio, que varia entre los valores ¢_ y ¢, dentro de la pared. Entonces,
para la pared en movimiento respecto al centro de la burbuja, ese perfil toma la forma

¢(r; 1) = ¢o(w (1 = 1w)); (2.17)

donde, como la pared corresponde al rango de r en que ¢ varia, se define la posicion
de la pared ry(t) (o la posicién ¢ = 0 en el sistema comdvil) mediante la condicién
J(r —rw)(8,0)*dr = [((dc¢o)?d¢ = 0. Con esta misma posicién se definie el radio
de la burbuja, R, = ry . Ademéds se denota vy, = 7y ¥ Y = 1/4/1 —v2 . Entonces,
multiplicando la ecuacién (2.11) por 9,¢ e integrando a través de toda la pared, se
obtiene la ecuacion

+ +
%iow/ (Depo)? d¢ = / af(% /K%dr (2.18)

Para intepretar el lado izquierdo de la ecuacién (2.18) se tiene en cuenta lo siguiente.
Suponiendo que la pared es realmente de ancho infinitesimal, el tensor de energia-
momento para un elemento plano de pared, en el sistema comovil de dicho elemento,
tiene una forma Ty = 09 6(¢) diag(1,0,...), donde la delta de Dirac se anula salvo
en la posicién exacta en la que se encuentra (¢ = 0)°. Para obtener el tensor de
energia-momento T,/ en el sistema de referencia del centro de la burbuja se debe
transformar el del sistema comovil. Considerando que este ultimo coincide con un

5Por sencillez en la exposicién, sin afectar las conclusiones, se considera el tensor de energia-
momento para una distribucién superficial plana sin acotarlo en las direcciones paralelas, como co-
rresponderia cuando solo en una regién pequena se tiene un elemento de superficie plano.
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sistema localmente inercial, la transformacién conduce a la densidad volumétrica de

energia T,,%Y = 00(r — vyt), donde 0 = 00 es la densidad superficial de energia®.

También, la densidad volumétrica de momento es T,y = ovy0 (r —vyt), siendo ovy, la

densidad superficial de momento. Luego, la fuerza neta por unidad de area sobre el

elemento de pared es

d(ovy)
dt

y si se reemplaza og por la expresién (2.16), el lado izquierdo de (2.18) se interpreta
como la fuerza neta por unidad de drea Fy. . Entonces, los términos en el lado derecho
representan una descomposicion de fuerzas por unidad de area actuando sobre la pared.
Como la fuerza que comanda el movimiento de la pared tiene que ser finita, el factor
3 implica que, respecto del centro de la burbuja, @, decrece a medida que la pared
alcanza la velocidad de la luz.

Fret = = 0072 Uy (2.19)

Los términos de fuerza a la derecha en la ecuacién (2.18) dependen no solo del perfil
del Higgs sino también de los perfiles del fluido. El primer término es muy sensible a
la hidrodindmica. En general F (T, ¢) puede depender de una temperatura 7'(r) que
varia con la posicién. Para una temperatura contante, este término da la diferencia de
presion AP = P_ — P, | y en general es de esperarse que sea siempre igual a AP mas
alguna correcciéon que no le cambiaria el signo. Como siempre seria positivo, es decir,
radialmente saliente, se interpreta como la fuerza por unidad de area que comanda el
movimiento de la pared Fy, 7 (de aqui en mas llamada fuerza impulsora o fuerza de
driving). El término que contiene K, como se discute en la seccién 2.2, representa el
apartamiento microscopico del equilibrio causado por el movimiento de la pared, lo que
implicaria una disipacién energética. Se espera entonces que sea negativo y dependiente
de la velocidad vy, . Se refiere a este término como fuerza de friccion por unidad de
area Fy, y, en la seccién 2.3.2, se muestra que para el limite no relativista coincide con
la forma que usualmente se esperaria para una friccién (proporcional a la velocidad
relativa de la pared respecto al fluido). Asi, la ecuacién (2.18) puede escribirse como el
segundo principio de Newton para cada elemento de pared localmente plano

+
Fdr = / af a¢ dr

¢ Or
+
&:/K%w (2.20)
d(ovy
Fnet: (dt ):Fdr+Ffr

En las subsecciones (2.3.1) y (2.3.2) se dan los lineamientos generales para deter-
minar las fuerzas de driving y friccién, del mismo modo que proponemos en nuestro
trabajo [4]. El detalle fino, incluyendo aproximaciones a la ecuacién de estado, se com-
pleta en la seccién 3.5.

6Notar, entonces, que en esta aproximacién la densidad de energia superficial no varia en el sistema
propio de la pared, pero si hay una acumulaciéon de energia en el sistema del centro en reposo si la
velocidad aumenta en el tiempo.

"Subindice “dr” por driving (conductor o impulsor, en inglés).
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2.3.1. Fuerza impulsora y obstruccion hidrodinamica

_ OF 06 | OF AT . . .
Si bien 4£ d = %¢or T oT or ademas es posible reemplazar la dependencia en T" por
OF OT _ OF 8T
T?, es decir, 575 = %72 - » lo cual resulta 1itil [96] porque aproximaciones analiticas

de F (como el Bag, que Se ve mas adelante en la seccion 2.7.1) suelen ser cuadraticas
en T'. Entonces, la fuerza impulsora dada en (2.20) puede escribirse en la forma

Fp=P — P, — / gjz dT?, (2.21)

por teorema del valor medio puede escribirse

OF

Foo =P — Py — 972

—(T? - T?), (2.22)

y en los calculos puede aproximarse el valor medio de F /OT? dentro de la pared como

oF 1 (0F, OF-

— x| =+ = 2.23

g 2(3T3+8T2> (2.23)
Como P = —F y a temperatura cero F coincide con la densidad de energia en cada

fase, en la expresién (2.21) la diferencia de presiones siempre puede escribirse como la
diferencia de minimos del potencial efectivo a temperatura cero (energia de falso vacio)

A&z Vet(¢+) — Ver(¢—) mas un aporte térmico. Por otro lado, el resto proporcional

a aT2 también es puramente térmico. Luego, la fuerza impulsora se descompone como®

Far = AV + Foya(Ty T2 (2.24)

De no haber sobrenfriamiento significativo respecto Tt , serfa Fyyq ~ —AVes pues la
pared casi no se moveria. Por el contrario, si fuese mayor el sobreenfriamiento, Fiyq
seguiria siendo negativo pero tendria que ser en médulo algo menor a AV para que
fuese Fy, > 0.

“_»

Para T' < T, , el minimo de energia libre asociado a la fase es menor que el de
la fase “+” y la barrera de potencial entre minimos decrece al bajar T'. Pero si hay
recalentamiento la diferencia entre minimos F, — F_ no es tan grande, y la altura de
la barrera entre ¢, y ¢_ es mayor, luego eso significa que la transicién es menos fuerte,
la pared no avanza empujada por un gran valor de Fy, y, en consecuencia, Fjyq tiene
que ser mayor en moédulo.

Por lo tanto, Fiyq, llamada fuerza de obstuccion hidrodindmica [97] (ver también
[18, 98]), es opuesta al movimiento de la pared (negativa) y depende indirectamente de
su velocidad vy, (mediante alguna relacién entre esta y la temperatura). No obstante,
no se comporta como una friccion del fluido ya que decrece a partir de cierto valor
de velocidad. En efecto, una pared acelerada con v, — 1 acumula parte de la energia
liberada y, como se ve en la seccién 3.4.1, la hidrodindmica se vuelve mas débil en
ese limite, lo que implica menos recalentamiento y, en consecuencia, reduccion en la
intensidad de Fjyq -

8EI subindice “hyd” por hydrodynamics (hidrodindmica, en inglés).
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2.3.2. Fuerza de friccién

Como consecuencia de la friccién presente en la ecuacién (2.20), la pared puede
alcanzar un régimen estacionario con velocidad constante. No obstante, es sabido que
tal estado estacionario no necesariamente se alcanza para cualquier situacion, ya sea
debido a inestabilidades que hacen al movimiento de la pared turbulento [96, 99-104],
o solo porque la friccién no es suficiente para evitar que la pared huya (o runaway,
en inglés) [105]. En tal caso, la velocidad rapidamente alcanza un valor ~ 1, con
alto y creciente factor relativista 7, . En cualquier caso, como las fuerzas involucradas
dependen de la termodinamica o la microfisica, la temperatura fija la escala de tiempo
0t ~ T~! en que se alcanza un régimen vy, ~ cte. Si la duracién de la transicién se
estima con At ~ 71 usando (1.81), se tiene que la escala de Hubble fija la duracién
de la transicién en el rango At ~ H~! 107*-1072. Entonces, usando el resultado (1.66)
la relacién de tiempos en la transicién electrodébil serfa 6t/At ~ 107'5-10713. Esto
justifica concentrarse uinicamente en el estudio de lo que ocurre luego del transitorio
0t , cuando ya se ha alcanzado un régimen estacionario o runaway y transcurre la mayor
parte de la transicion.

Tomando la definicién (2.20) de la fuerza de friccién en el sistema de referencia del
centro de la burbuja, pero expresando el integrando con las magnitudes referidas al
sistema localmente inercial de la pared en reposo (w.f.)?, se tiene Fy = f_+ KO0 dC .
La magnitud IC depende de los apartamientos del equilibrio d f; , y estos dependen de la
velocidad relativa entre el plasma y la pared. Si no hubiese tal desplazamiento relativo
la pared no chocaria con las particulas apartandolas del equilibrio y tanto los ¢ f; como
K se anularian. Para velocidad relativa pequena la dependencia puede aproximarse a
orden lineal. La velocidad relativa de la pared respecto del fluido coincide con —vy¢.,
el opuesto a la velocidad del fluido en el sistema de la pared en reposo, luego a primer
orden se tiene I =~ f VUw.f. , donde f es un factor de proporcién que depende de la
posicién por intermedio de alguna dependencia respecto a la configuracién del campo
®0(C¢) . Ademds, como el apartamiento respecto del equilibrio sucede principalmente
en la pared, f deberfa ser no nulo solo donde ¢y varfa, es decir donde Ocpp no se
anula. Esto implica que razonablemente se podria esperar'® f = f Oc¢o, con f > 0 atn
preservando alguna dependencia respecto de ¢q. Se toma f@cqﬁo = [ (0cto)* =nP(C),
donde se define P({) > 0 tal que su integracién en el ancho de la pared da 1, es
decir, cumple el rol de una funcién de peso o ponderacién, mientras que n > 0 es una
constante que resulta de discriminar esa normalizacién. Se tiene entonces que la friccion
es Fi, =1 f_+ P oy dC =n(vys ). Al expresarla en el sistema de referencia del centro
de la burbuja para velocidad de pared pequena se tiene Fy ~ —n (vy, — v), 0 bien

Fy = =1 (vw = 0), (2.25)

donde v = (v) puede aproximarse como el promedio entre las velocidades del fluido justo
por delante y detrds de la pared. La friccién (2.25) es el resultado cldsico usualmente
esperado y a n se lo denomina coeficiente de friccion entre la pared y el plasma.

El coeficiente de friccion (o la fuerza Fy,) se obtiene de consideraciones microfisicas,

9Las siglas “w.f.” por wall frame (sistema de la pared, en inglés).

10Puesto que en el sentido de integracién en la expresién (2.20) con 7 (o () creciente, — — +, se
tiene Jc o < 0 y la fuerza de friccién es negativa (apunta hacia el centro de la burbuja), tiene que ser
K > 0. Como la pared es la que arrastra al plasma su velocidad siempre es mayor a la de este y en el
sistema de referencia de la pared se tiene vy ¢ < 0. Entonces f <0y f>0.
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que implican calcular las desviaciones del equilibrio d f; mediante la resolucién de las
ecuaciones de Boltzmann teniendo en cuenta todas las interacciones entre particulas. La
friccién no relativista, a bajas velocidades, se calcula en varios estudios de la microfisi-
ca [16, 17, 106-110]. Algunas aproximaciones generales son derivadas en las referencias
[19, 47]. El coeficiente de friccién recibe contribuciones de las particulas térmicas, es
decir, aquellas que cumplen la ecuacion de transporte de Boltzmann, y contribuciones
de bosones infrarrojos, es decir, excitaciones infrarrojas de campos bosonicos, que de-
ben ser tratadas cldsicamente. Para masas de la forma m;? = hi2¢2 + ;2 se tiene la
contribucién de particulas térmicas!!

ihi o=
Tn = gf TT/ crom/n” (¢/T)* V2AF dep, (2.26)
3 / b+

donde AF(¢,T) es el de la definicién (1.8) y los limites de integracién (minimos de
energia libre) se toman ¢, =0y ¢_ = ¢., donde ¢, es por que se evalia a T' = T, '2,
la funcién ¢; viene dada por

1 o e¥
— 2 _ g2 — 2.2
c1(x) ) L dy Yy xz (ey - 1)2 ) ( 7)

y I' es un ritmo de interaccion promedio que surge del término de colisiéon en una
ecuacion de transporte de Boltzmann. Para la transicién de fase electrodébil, I' es
tipicamente ~ 1072. La contribucién de bosones infrarrojos es

4 2 ¢—(Te)
Me= Y %#T L b(mi/T) (¢)T)> V2AF do , (2.28)

bosones

donde mp es la masa Debye (la masa térmica que viene de la autoenergia), dado por
mp? = (11/6)g*T? para los bosones W y Z del modelo estdndar, y mp? = h*T?/3 para
un singlete escalar. La integral en (2.28) tiene un cut-off infrarrojo ¢, para p; pequena,
dado por ¢, = \/0r=2 — u;2 /h para p; < or~' |y ¢, =0 para pu; > or~', donde or es
el ancho de la pared. En la aproximacién de pared delgada, 7 se puede estimar como®?

or ~ fo(),’lg(;;c do/V2AF . La funcién b viene dada por

b(z) = — /wd—ye—y (2.29)

Cada una de esas contribuciones domina en un diferente rango de parametros, y se
puede usar 7 = m, + 7. Aproximaciones analiticas para my, y 7, para diferentes
limites se pueden encontrar en la referencia [19].

HSubindice “th” por thermal (térmico, en inglés).

12Esto es una simplificacién, ya que la transicién en general sucede a T = T'(t;) < Te..

13Si a la ecuacién (2.5) en un elemento de pared a temperatura critica, 9?¢ = 0F/0¢, se la
multiplica por 0,¢ e integra en r, entre un punto en la regién por delante de la pared (donde 9,¢ = 0)
y otro dentro de la misma, se tiene %(87«(;5)2 = AF . Esto implica que, como primera aproximacion,
do/V2AF = dr y su integracién en la regién donde ¢ varia sirve para estimar el ancho de la pared. No
obstante, se ve, ¢(r) posee una curva similar a la de una tangente hiperbdlica, con limites asintéticos
(en la bibliograffa, a menudo directamente se usa una tanh como ansatz). Para identificar a la pared
como la regién en la cual se tiene el mayor gradiente, en esta tesis se fija a grosso modo los limites de
integracién entre el 10 % y 90 % de la variacién total de ¢ al pasar de una fase a otra.
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Las expresiones anteriores para el coeficiente de friccion se derivan en un régimen de
velocidad pequena, no relativista (NR). Es sabido que la aproximaciéon NR comienza
a fallar cerca de la velocidad del sonido [111]. En principio la friccién Fy més alla del
limite NR deberia calcularse con similares consideraciones microfisicas, pero en vez de
eso se suele utilizar una extrapolacion. Originalmente, en la bibliografia sobre el tema,
esa extrapolacién se model6 agregando tinicamente un factor ¢ en la expresiéon NR
y obteniendo K = f VwtVws. = f OcPoVwitUws , que puede expresarse en una forma
invariante relativista. Esto se logra teniendo en cuenta que, en el sistema de referencia
de la pared, la cuadrivelocidad contravariante es u = 1. (1,0,0,vy¢) y la derivada
temporal de ¢ = ¢o(() es nula. Entonces, se reescribe como (igual que en [22])

K=fuds, (2.30)

Se verifica que para vy, ¢, pequeno se re obtendria el K del régimen NR. Integrando se
llega a Fi, = 0 (Vw.t.Uw.r.) , que también conduce a la expresion (2.25) si las velocidades
del fluido y la pared son pequenas. Al factor {7y vywr.) se lo puede aproximar como
el promedio entre las valuaciones usando las velocidades del fluido justo por delante y
detras de la pared, en el sistema de pared en reposo.

Mas recientemente en la referencia [105] se considera el régimen ultra relativista
(UR). Notablemente, el estudio del caso UR se vuelve mucho més simple que el NR.
En este limite la friccion no depende de la velocidad. Esto es porque las particulas
que cruzan la pared UR no tienen tiempo para interactuar, y no hace falta considerar
las ecuaciones de Boltzmann para obtener los d f;. En este caso, es mas facil calcular
las ocupaciones completas f; en vez de las desviaciones 0 f;, es decir, considerar los
términos segundo y tercero en la ecuacién (2.5) simultdneamente. Macroscépicamente,
estas cantidades sirven para calcular la fuerza total que actia sobre la pared. La fuerza
total por unidad de drea actuando sobre la pared UR (con factor v ~ 10%) viene dada
por!4

Foow = —(F- = F4), (2.31)

donde F(¢,T) se obtiene conservando solo los términos cuadraticos en una expansién
de Taylor para la parte de temperatura finita de F(¢, T') alrededor de ¢ = 0 [105, 112],

dF,

7 _ 2 2
F(o,T) =Vo(o) + Vi(9) + El [mi*(¢) —m;i~(0)] amiZ |,y (2.32)
Para el caso de bosones con masas de la forma m; = h;¢ (es decir p; = 0)15, el dltimo
término en la ecuacién (2.32) se vuelve
gihz’2 2 .2
—T ) 2.33
T (233

7

Para fermiones hay un factor adicional 1/2. En ese caso la fuerza neta es de la forma'®

TEmi(¢-)

2.34
e (2:34)

Fnet = A1)ef - Zgzcz

UNotar que (2.31) es como una diferencia de “presiones”, P = —F , entre fases.
15Lo cual da transiciones de fase més fuertes por producir un término o< —¢2 en el potencial efectivo.
16Compararla con las ecuaciones (2.20) y (2.24).
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donde ¢; = 1 (1/2) para bosones (fermiones), y T’y es la temperatura del fluido sin
perturbar en la fase “4” donde el plasma ain no ha sido alcanzado por el frente de
transicién!”. Notar que, como esta fuerza no depende de la velocidad de la pared, si
se alcanza este régimen UR con una fuerza neta F. > 0, entonces ya se encuentra
en régimen runaway. Puesto que Foo = Fy, + F, a la expresion (2.34) se le puede
restar Fy, , dado por (2.22) evaluada con la aproximacion (2.23), lo que conduciria a la
expresion de Fp, en régimen UR.

El hecho que F,. se vuelva independiente de la velocidad de la pared en el limite
UR implica que la fuerza de friccién satura como funcién de la cuadrivelocidad (que
tiene un factor relativista divergente). Entonces, la extrapolacién dada por la expresién
(2.30) no resulta ser adecuada. Un modelo fenomenoldgico para la fuerza de friccion,
que interpola entre los regimenes NR y UR, se introduce en la referencia [113],

futo,é
1+ [gurd, ¢l

(2.35)

donde f y g son funciones escalares que pueden ser elegidas adecuadamente para dar
la correcta dependencia respecto a ¢ en la friccién. En particular, tomando g = 0 se re
obtiene el modelo (2.30) que solo extrapola el resultado NR sin considerar la saturacién
UR. En cambio, con g # 0 se ve que ese término da una fuerza de friccion que satura
para velocidad UR pero que tiende al modelo (2.30) si la velocidad es lo suficientemente
pequena, luego contiene el limite NR correcto.
Con el modelo (2.35) la fuerza de friccién definida en (2.20) se escribe como
+ futo,o

F = o, dr. 2.36
i +[9U“3u¢]2 ¢dr ( )

Para el perfil de campo (2.17), se tiene

u' 0,0 = Y(Oo9 + v0, ) = 8§¢0lg:»yw(rfrw) Y (V= V) + Y (7 — 7y)] (2.37)

El término 4, (r —ry) se anula en el caso estacionario, pero también se puede despreciar
en el régimen runaway ya que solo se integra en rangos con |r — ry| < dr = 6¢/vy 18
y ademads, por (2.19), 4w = vy Fret/00, luego |Yw(r — ry)| < vy (0¢/Yw) (Fuet/00) — 0
para vy, — 1 si la Fle se mantiene finita. Se tiene entonces!®

v — ) f(Ocdo)” d 2.38
/ww -0 P G (2:38)

Notar que, si bien se hace el cambio de variable que parametriza la posicién r(¢) con
la coordenada en el sistema de referencia de la pared, las velocidades siguen siendo
las referidas al sistema del centro de burbuja en reposo. Es facil ver que en el limite
Yw — 00 se tiene Fy ~ constante, mientras que para v < vy, < 1 es |Fp| ~ vy . Del

ITEn general, siendo un régimen ultra relativista extremo, el frente de transicién se mueve casi a la
velocidad de la luz y ninguna ubicacion en la fase “+” se perturba hasta que este la alcanza.

185¢ es el espesor de la pared en sistema propio del elemento de pared. Es una constante al menos si
se usa la aproximacion de considerar, en dicho sistema de referencia, la solucion ¢q del caso estatico.

19E] resultado (2.38) es equivalente al de la referencia [113], como puede verse de la transformacién
desde el sistema de referencia de la pared al del centro de la burbuja, Y f.Vw.t. = YYw (Vv — V) .
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mismo modo que se indica anteriormente, se define n = fj J (0c¢0)*dC , y luego una
funcién de ponderacién dentro de la pared P a partir de nP = f (O:¢0)? . La integral
en (2.38) es de la forma [T F(Q)Pd¢ =n (F) = nF(C), donde (, el valor de una
posicién interior de la pared. Se define entonces A\* = (g 9¢¢)?| c—¢ v el factor 4 como
aquel evaluado con v, la velocidad del plasma en el sistema del centro de la burbuja,
correspondiente a la posicién interna de la pared identificada con ¢ = . Entonces, de
esa integracion, la friccion resulta con la forma

_ n’YW’?(@_'UW)
VIHX27,272 (0 — vy)2

donde 1 y A quedan como pardmetros ajustables. Ademas, a v se lo puede aproximar
como el promedio de velocidades del fluido justo por delante y detras de la pared, en
el sistema del centro de la burbuja?.

La velocidad de la pared respecto al plasma para rangos que incluyen el régimen

(2.39)

fr

relativista viene dada por v = (v, — 0)/(1 — Vvy) . Incluso més alld del limite NR
tendria sentido expresar la fuerza de friccion como “proporcional” a esa velocidad rela-
tiva, es decir, Fip = =1y, vl siempre que se tomase como definicién del “coeficiente”
de friccién a la funcion 1, ) = —F /vie'. Si0 < vy < 1, se tiene que 1,,) — Nvg = 1.

Mientras que para v < vy, — 1, se tiene 7,y — nur = 1/ . Reescribiendo la expresién
(2.39) en funcidon de esos coeficientes limites se obtiene

_ NRTUR YWY (v — D)
Viur? + e 7% 72 (vw — 0)?

Fr = (2.40)

El célculo de nyg se realiza mediante la suma de los aportes dados por las expresiones
(2.26) y (2.28). A su vez, en el limite UR se tiene que Fy, — —nyg, luego para evaluar
nur basta calcular la fuerza neta dada por (2.31) o (2.34) y restarle la fuerza de driving
como se expone previamente. Se remarca que, si bien descomponer la fuerza neta en
fuerzas de driving y fricciéon no es relevante para el régimen runaway, determinar el
valor UR de la componente de friccién es necesario para utilizar la ecuaciéon (2.39) a
todo régimen, como una interpolacién entre los casos NR y UR.

2.3.3. Velocidad de pared estacionaria

El caso estacionario corresponde a tomar la fuerza neta igual a cero en la ecuacion
(2.20). La ecuacion resultante puede simplificarse con la aproximacién (2.23), para la
fuerza impulsora (2.22), y la (2.40) para la fuerza de friccién. Se tiene entonces una
ecuacion algebraica para la velocidad de la pared vy, en funcién de los parametros del
modelo fisico considerado

1 (OF, 8.7-") 9 9 NNRNUR VoY (Ve — D)
O P.—Pp— -2+ ) (T2 -T%) - , (241
T2 <3Ti or7 ) 15 1) Vitr + 0 727 (0w — )2 240

que en general solo es posible resolver numéricamente. Cabe aclarar que, si bien la
ecuacion (2.41) se considera como la méas adecuada para el rango completo de veloci-

20En la referencia [113], en vez tomar v({) ~ v = (vy + v_)/2 para evaluar el integrando F((),

se considera F'(¢) ~ (Fy + F_)/2. Ha sido chequeado que proceder de una u otra forma no implica
diferencia numérica significativa.
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dades, en uno de nuestros trabajos (ver [2]) se utiliza una ecuacién algo distinta. En
lugar de considerar para K el modelo (2.35) se toma la extrapolacién (2.30) la cual no
satura y conduce a una friccién proporcional a (V. vw.r.) . Esto es por que en [2] no
estudiamos modelos de Fisica de particulas que conduzcan a transiciones tan fuertes
como para tener paredes ultra relativistas y los resultados obtenidos bajo la aproxima-

cién (2.30) deberfan seguir valiendo. Ademads, al escribir la fuerza de driving, en vez

+ OF g2 +0F yp _ _OF _ :
G d1” se usa — I SFdT = —5%(T. — T_), la cual se aproxima como

2(s— +s4)(Ty — T_) . En consecuencia, en [2] consideramos

de tomar —

1
O0=P =P —S(sy +s)(Th =T) +

! (oelys +lo-ho) . (242)

N3

2.4. Ecuaciones para régimen estacionario

En esta seccion se exponen todas las ecuaciones y asunciones generales necesarias
para determinar de qué forma el plasma es perturbado por y durante el avance del frente
de transicion al expandirse una burbuja. La propagacion de un frente de transicion en
el plasma ocasiona tanto recalentamiento como movimientos masivos de fluido. En
lo que resta de este capitulo y el siguiente, el interés es en estos efectos y no en la
backreation de la perturbacion de fluido sobre la pared de burbuja. Por lo cual ese
tipo de efecto no entra en consideracién para el siguiente planteo, y la velocidad de
la pared v, se trata como un pardametro libre. En la seccion 2.4.1 se expresan las
ecuaciones de Euler que establecen el perfil de velocidades y entalpia. En la seccion 2.4.2
se exponen e interpretan las condiciones de contorno que deben cumplir las soluciones a
esas ecuaciones. También en la seccién 2.4.3 se dan condiciones adicionales que deben
cumplirse donde esas soluciones poseen discontinuidades, asi como la clasificacién y
principales caracteristicas de dichas discontinuidades.

2.4.1. Ecuaciones de Euler relativistas

Las ecuaciones de Euler relativistas se obtienen de imponer la conservacion (2.9)
al tensor de energia-momento (2.10). Lo més general que se considera aqui es una pa-
red de burbuja infinitesimalmente delgada, y que la simetria del problema es tal que
la velocidad del fluido es perpendicular a la pared. En esta tesis solo se considera la
resolucién para simetrfas plana, esférica y cilindrica con flujo radial?!. Asi, el fluido
esta caracterizado por dos variables, la temperatura 7" y una velocidad monocompo-
nente (radial), v. Si se denota con r la distancia al punto, eje o plano de simetria, y
con t al tiempo desde la nucleacion, las ecuaciones (2.9) en las variables libres** (r y

21La razén de considerar estos casos es porque en la secciones 3.3.2 y 3.6.2 se comparan tres tipos de
geometrias, burbujas con pared esférica, cilindrica y plana, para evaluar la sensibilidad de magnitudes
hidrodindmicas ante variaciones en la forma de los frentes de transicion.

22 Aqui se estd expresando la ecuacién covariante (2.9) en un sistema de coordenadas particular,
cartesiano, polar (cilindrico) o esférico segin el caso. Y cualquier perfil de fluido, armado con las
soluciones de la ecuacién (2.43) o (2.47), que se muestre en este trabajo estard visto en ese sistema de
coordenadas (salvo un factor temporal de reescaleo debido a la definicién de & = r/t).
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t) son [114]

O [(e+ Pv*) ] + 0, [(e+ P)v*v] = —=[(e+ P)y*v]

O [(e+ P)vv] + 0, [(ev? + P)7*] = —=[(ev®+P)y] , (2.43)

S S 3 [~

donde j =0, 1 o 2 para la simetria plana, cilindrica o esférica respectivamente.

Antes de continuar al caso de aplicacion que interesa en este trabajo, es instructivo
aprovechar estas ecuaciones para repasar rapidamente el caso de pequenas perturba-
ciones. En el plasma en reposo las magnitudes termodinamicas consideradas tomarian
valores uniformes eqg, Py, wg, So,...que dependerian enteramente de las condiciones
termodindmicas del entorno y la ecuacién de estado. Ante una perturbaciéon pequena
que lo dotara de un campo de velocidades v < 1, esas magnitudes también serian
levemente perturbadas como e = eg+dey P = Py+ 0P . La densidad de energia en sus
variables naturales es e(s) , y con esta se puede expresar P(s) = %s—e. Si s = so+0s,
a primer orden vale de =~ %|0 0sy 0P ~ %’0 ds . Esto permite expresar de ~ dP/cy?,

donde ¢y? = %‘0 / %| 0= %} , (derivada implicita). Entonces, para una perturbacién
plana, la linealizacién de la expresién (2.43) es

or0e + wy 0,v =~ 0

1
wo Oyv + 0,0 P ~ 0 } = 0za0P — Oude =0 = Opu0P — ?8&613 =0 (2.44)

La ultima es una ecuacion de onda de D’Alembert. En este caso la onda es de presién
o “de sonido”, donde el pardmetro ¢ resulta ser la velocidad de propagacion, también
llamada velocidad del sonido. En lo que sigue se ve que esa cantidad ademas de encon-
trarse en la ecuacién para pequenas perturbaciones (2.44) también aparece al reescribir
las ecuaciones més generales (2.43), pero siendo una funcién de la posicién y el tiempo
a la que se la sigue interpretando como una velocidad del sonido local?® [92, 93]

~ [oP

Adiabico

Como en el sistema de estudio que aqui interesa no hay escala de longitud (o tiempo)
caracteristica, es usual suponer la condicion de similaridad, en la que e, P y v dependen
solo de la combinacién & = r/t. También se llama régimen estacionario cuando a
cualquier tiempo ¢y se obtiene la misma curva v(r,tg) vs & = r/to. Ambas condiciones
son equivalentes, pues requieren v(r,t) = v(r/t). Ademds estas son compatibles con
una pared de burbuja avanzando a velocidad constante. De las ecuaciones (2.43) se
tiene entonces

E-v)y = Jg+ -,
(1-v§) s = (-0, (2.46)

ZSuele senalarse que la derivada de la expresién (2.45) es en un proceso adiabético. Eso no quiere
decir que la densidad de entropia s sea constante, sino que la entropia S = sV}, en el volumen propio
V, del elemento de fluido debe serlo. Cabe sefialar que en la referencia [92] se dice que la entropia
por particula se conserva en ese elemento de fluido, porque supone conservacién de particulas en su
interior, que en ese contexto equivale a decir entropia constante en el elemento de fluido.
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donde la prima esta indicando derivadas con respecto a £ . De acuerdo con la ecuacién
(2.45), se tiene una derivada implicita debida a la parametrizacién en £ que, segin
(2.45), coincide con el cuadrado de la velocidad del sonido: P’'/e’ = dP/de = ¢,*. Con
esta relacion, y dividiendo entre si las ecuaciones (2.46) se obtiene la ecuacién del perfil
de velocidades

2
G2 =42 (1 — vE) M 1| (2.47)
§ Cs
donde lo que coincide con una “suma relativista” de velocidades se denota como?*
v—_¢§
= 2.48

Si j =1 o0 2 la ecuacién (2.47) se resuelve numéricamente. Si j = 0 (caso plano)
queda una simple ecuacién algebraica con soluciones analiticas?®

Caso j =0 :4qv(§) = vine(§) = p (=&, —cs) (2.49)

Estas soluciones asi escritas demuestran ser de gran utilidad para interpretar distintas
situaciones fisicas. A saber, para un dado elemento de fluido ubicado en la posicién e
instante r y t, observado desde un sistema con velocidad & = 7/t respecto al centro de
la burbuja se veria a ese elemento de fluido moviéndose con la velocidad del sonido,
en sentido hacia el centro o alejdndose de este si vale la solucién viye(€) 0 Vsup(§)
respectivamente.

A modo de ejemplo y como referencia, en la figura 2.1 se grafican algunas solucio-
nes?% para j = 0, 1y 2, considerando velocidad del sonido relativista?” e independiente
de la posicién ¢ = 1/ V3. Esto tltimo no influye en las siguientes observaciones. El
caso plano admite cualquier solucion constante, las otras simetrias solo admiten v = 0.
En los casos cilindrico y esférico existen soluciones multivaluadas (de hasta tres ramas
en la figura). Es facil demostrar que por los puntos |[v/| = oo, donde las ramas de
valuacién se pegan, pasan las curvas de las soluciones planas no constantes® (ver las
tenues lineas a trazos en los gréficos). También es fécil ver, a partir de la ecuacién
(2.47), que toda solucién (no nula) que llega a v = 0 lo hace en un punto que cumple
¢ = ¢4(€). Las distintas ramas de soluciones en la figura 2.1 son bien comportadas

248 ¢ y v son las velocidades de un sistema de referencia y de un elemento de fluido respecto del
centro, entonces p (£, v) es la velocidad de ese elemento de fluido respecto del sistema mévil. Es decir,
como v = v(§), u (&, v) es la velocidad observada de un elemento de fluido en el sistema de referencia
que se mueve con el perfil en la ubicacién de dicho elemento.

Z5Estas soluciones valen en general incluso cuando podria tenerse ¢, = c4(€) si las propiedades
termodindmicas del medio varian con la posicién.

26S0lo soluciones v > 0 (radialmente salientes) interesan en este trabajo (ver seccién 2.4.2). Perfiles
més complejos aparecen al considerar dos burbujas nucleadas a cierta distancia entre si (ver [115]).
En tal caso podrian tenerse regiones donde el fluido se moviera con velocidades en distintos sentidos,
resultado de la colision de las burbujas, pero también esa separacién introduciria una nueva escala de
longitud en el problema y ya no valdria la condicidn de similaridad ni la ecuacién (2.47) .

27 Relativista en el sentido de particulas con energia mucho mayor que la correspondiente al término
de masa (si lo hubiese), donde vale la ecuacién de estado P = ¢/3 y trivialmente c,2 = OP/de = 1/3.

Z8Basta dividir por v’ la ecuacién (2.47) y luego tomar el limite |v'| — oo para obtener una relacién
entre v y £ igual a la solucién de (2.47) para j =0y v’ #0.
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Figura 2.1: Soluciones positivas (velocidad radialmente saliente) a la ecuacién (2.47)
para distintas geometrias de burbujas considerando ¢, = 1/4/3. Izquierda: burbuja
plana. Centro: burbuja cilindrica. Derecha: burbuja esférica. Las lineas a trazos pasan
por puntos donde se pegan ramas de valuacién (donde |v'| = 00) y coinciden con las
soluciones v" # 0 del caso plano.

dentro de ciertos rangos. Para distintas condiciones de estudio, corresponden solucio-
nes que pueden presentar discontinuidades. Por ejemplo, perfiles de velocidad que se
construyen pegando tramos de estas soluciones bien comportadas. Cabe remarcar que
en los tres casos se pueden construir perfiles muy parecidos, incluso con las soluciones
del caso plano?.

También es util determinar el perfil de algin potencial termodinamico, como la den-
sidad de entalpia w(§), ya que a partir de este puede encontrarse el perfil de cualquier
otro potencial o propiedad termodinamica [e(§), P(§), T(§), etc]. Al despejar €' /w y
P’ /w de las ecuaciones (2.46), y luego sumarlas [considerando que w =e+ P y jv/¢
sale de (2.47)] se obtiene la ecuacién diferencial para el perfil de entalpia,

w' 1 5

que siendo integrada [6] da

wy & 1 ) )

— = exp {—/ (1 + 6—2) v (€, v)v df] (2.51)
&a s

Wq

Esta expresion es la misma para las tres geometrias propuestas. No obstante, el perfil
de velocidad en el integrando depende de 7.

2.4.2. Condiciones de contorno y de régimen estacionario

Las condiciones de contorno, dadas lo suficientemente lejos por delante o detras del
frente de transicién®’, son las de fluido en reposo con velocidad nula. La primera porque
el fluido lejos por delante se encuentra todavia sin perturbar, a una temperatura de

29En efecto, un perfil plano evoca cierta imagen de bosquejo esquemético del perfil en las otras
geometrias (ver la seccién 3.3.2).

30De aqui en més donde se mencionan posiciones por delante o por detrds de un punto se refiere
respectivamente al lado mas alejado o més cercano al centro de la burbuja.
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nucleacién Ty 3! atin sin perturbar por la burbuja en expansién. La segunda porque en
el centro de burbuja la simetria asi lo requiere. Las condiciones de contorno establecen
los perfiles de fluido a partir de las soluciones a la ecuacion (2.47). En el medio el
sistema puede verse forzado a experimentar discontinuidades en los perfiles, ya sea por
discontinuidad de la ecuacion de estado en el frente de transiciéon, o por las mismas
condiciones de contorno que solo pueden satisfacerse si se cambia abruptamente de
solucién dentro de una misma fase. Como se ve en la siguiente seccién 2.4.3 | se requieren
entonces nuevas condiciones de empalme®? sobre los valores que pueden tomar las
soluciones donde hay discontinuidades.

Si no hubiese un frente de transicion alejandose de un centro se supone fluido estati-
co. Aqui, cuando lo hay, se considera una unica pared de burbuja que no choca con
ninguna corriente o flujo avanzando en sentido contrario. Siendo esa la unica fuen-
te de perturbacion se espera que en general el fluido se mueva radialmente saliente
(alejandose del centro). En general, por la hipdtesis de flujo estacionario seria absurdo
que la posiciéon de cualquier discontinuidad se estuviera contrayendo hacia el centro.
Ademas, las velocidades de las distintas discontinuidades deberian guardar una rela-
cién creciente hacia afuera (alejandose del centro) por tratarse de régimen estacionario
donde estos frentes no pueden rebasarse en ningin momento. En general, cualquier
punto de referencia &, del perfil v(£) se mueve con velocidad v, = &, y todo elemento
de fluido deberia recorrer completamente de adelante hacia atrds todas las posiciones
¢ del perfil donde las velocidades son no nulas, v(£) # 0. Si asi no sucediera habria
una regién intermedia delimitada por algin 0 < £, < 1 con fluido en movimiento, que
serfa cada vez mas grande (de radio v.t), pero a la que no estaria llegando nunca el
plasma de un punto inmediato & > &, justo por afuera de esa regién. En tal situacién
la energia en el interior se diluirfa, disminuirian las velocidades y entonces el perfil
cambiaria de forma contraria a lo esperado en un régimen estacionario. Esto implica
que ningun perfil de fluido permitido tiene puntos donde la velocidad supera al valor
de la posicion &, por lo tanto las velocidades de todo perfil estacionario se encuentran
por debajo de la linea v = £ . En consecuencia el fluido entorno a una discontinuidad
tiene menor velocidad que esta. En conclusion, en un régimen estacionario solo serian
admisibles perfiles de velocidad v(§) con 0 < v(§) < £. Notar que, por ejemplo, en un
gas relativista (P = e/3) se pueden armar esos perfiles solo con los tramos de solucién
de la figura 2.1 que se encuentran por debajo de la diagonal v = .

2.4.3. Discontinuidades

Si bien el siguiente andlisis se podria hacer de forma muy similar para cualquier
régimen hidrodindmico, en esta seccion en particular es de interés el caso estacionario,
para el cual siempre existe un sistema inercial donde la discontinuidad se encuentra

31En esta tesis, siempre que se desprecie el enfriamiento del universo por su expansién durante la
transicidn, se refiere a la temperatura del medio (fase “4+” lejos de la burbuja) como T .

32En inglés suelen usarse las denominaciones boundary conditions y matching conditions para lo que
aqui se identifica como condiciones de contorno y empalme respectivamente. En general, matemética-
mente hablando ambas son condiciones de contorno, también llamadas de borde, entendiendo que cada
“borde” delimita una region donde las soluciones son lo suficientemente bien comportadas. Incluso
la velocidad de la pared y la temperatura de nucleacién son condiciones de contorno suministradas
por consideraciones no hidrodindmicas. Mas atn, la hipétesis de flujo estacionario se podria traducir
a una condicién de contorno sobre las soluciones de las ecuaciones (2.43), més generales que las de
(2.46-2.47). La distincién aqui presente al denominarlas se basa en la naturaleza fisica de cada una.
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quieta®3. Por la aproximacién de pared delgada (ver seccién 1.4.5) la discontinuidad es
localmente plana, y ademas aqui solo se consideran simetrias de flujo en las que dicho
plano es atravesado perpendicularmente por el plasma. Para expresar las condiciones
de empalme a continuacién se denota con subindices “A” y “B” a los valores de las
diferentes magnitudes en los entornos inmediatos a cada lado de la discontinuidad.
Por ejemplo, en el sistema de referencia de la discontinuidad, ubicada en & = gjsc , las
velocidades de cada lado son v4 y vg. Y de aqui en mas, en el sistema de referencia del
centro de la burbuja (también llamado sistema del plasma>*), donde la discontinuidad
tiene velocidad vgise = aise , @ las velocidades del fluido a cada lado se las denota con
una tilde: Ua=p (—vdisc,vg) .

Requerir la conservacién de energia-momento para los elementos de fluido que atra-
viesan la discontinuidad es equivalente a requerir la continuidad de las componentes
normales a la superficie de T"" | el tensor que establece los flujos de esas cantidades.
Haciendo eso en el sistema propio de la discontinuidad se tiene que [92, 93]

wavivi + Pa = wpvpyh + Po, (2.52)

WAVAYE = WpUBYE (2.53)

O equivalentemente

PB—PA 'U_B:eA_'_PB (254)
€B—EA’ VA €B+PA '

UBUA =
Notar que estas ecuaciones no dependen de la simetria de la burbuja (por ejemplo, no
aparece dependencia alguna en j). Esto es por que la superficie de discontinuidad es
localmente plana®®.

De acuerdo con la ecuacién (2.53), v4 y vp tienen el mismo sentido®. Esto justa-
mente es la consecuencia de tener un flujo, entrante por un lado y saliente por el otro,
de alguna magnitud conservada que no se acumula en la discontinuidad. Mas atn, el
sentido debe ser hacia atras (hacia el centro) porque son los valores relativos a la dis-
continuidad, que se mueve a mayor velocidad que el fluido como se argumenta en la
seccion 2.4.2 .

Cuando se lidia con discontinuidades, consideraciones sobre la entropia pueden ser
utiles para descartar posibles procesos (ver por ejemplo [116, 117]). Se considera una
porcién de fluido que pasa a través de una superficie de discontinuidad. Si esa porcion
de fluido tiene un volumen propio V,, en un sistema no comdévil donde se mueve con
velocidad v transforma como V' =V, /v. Considerando el sistema de referencia de la
discontinuidad y un paralelepipedo con caras de area .7 , paralelas a su superficie, que
la atraviesa en un tiempo At a velocidad v, entonces el volumen de éste es V' = v At.

33Las soluciones runaway de la seccién 2.6 no cumplen esto por estar aceleradas, e incluso aunque
Uy ~ 1 es casi constante no es posible fijar un sistema inercial comoévil a la velocidad de la luz.

34En ese sistema estd en reposo (sin perturbar) el plasma que se encuentra lejos por delante del
frente de transicion.

35La, ecuacién para las componente paralelas a la pared son sencillamente las condiciones de conti-
nuidad para esas componentes. El caso en que estas son no nulas es importante cuando se considera
la estabilidad hidrodindmica del movimiento estacionario [92, 93, 96, 99-104].

36Entendiendo igual signo como igual sentido, ya que U4 y s son paralelos en direccién perpen-
dicular al plano de la discontinuidad. Los signos son iguales pues la densidad de entalpia preserva su
signo en todo punto, como se verifica en la ecuacién (2.51). Mds ain, por la relacién de Euler en un
sistema con potenciales quimicos o cargas netas nulas esta simplemente es w = sT > 0, ya que s > 0
y en equilibrio estable también T' > 0.
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La entropia S, siempre definida en el sistema propio, se puede escribir en funcién de
la densidad de entropia s y la velocidad v, mediante S = sV, = syV = syva/ At.
Por la sequnda ley de la termodindmica el proceso de atravesar la discontinuidad desde
una regién entrante “in” a la saliente “out” (explotando la brevedad del idioma inglés)
solo puede conservar o aumentar la entropia, lo que implica SouVoutYout = SinVinYin -
Usando s = w/T y la ecuacién (2.53), esta condicién implica

7jz'n/jﬂout Z f)/out/%n (255>

donde la igualdad solo valdria en procesos reversibles, que no es en general el caso
considerado aqui®’. Se cumple entonces que

T'in < Tout = ’Uznl > |Uout| (256>

Es decir, en el sistema de referencia de la discontinuidad, si la temperatura del lado
entrante es menor que del saliente, entonces el flujo entrante es mas veloz que el saliente.

Si las velocidades son iguales vy, = Vo, la condicién (2.53) implica wy, = Woy -
Teniendo en cuenta ambas igualdades la condicién (2.52) implica que deberia ser
Py, = P,; y, como w = e+ P, entonces e;, = €, . Si la discontinuidad fisica consi-
derada es una regién donde sucede un proceso irreversible, el incremento de entropia
representado por la desigualdad (2.55) implica en este caso T;, > Ty . Entonces solo
serfa patolégicamente posible la continuidad®® de e, w y P (que dependen de T') en el
caso de un frente de transicién, donde la ecuacién de estado varia. En cualquier otra
situacion las velocidades no pueden ser iguales a ambos lados de la discontinuidad.

La aplicacion, donde corresponda, de estas condiciones o restricciones de empalme
generales junto con condiciones de contorno resuelve el problema de determinar la
forma de un perfil posible. Los dos tipos de discontinuidades que puede aparecer en un
perfil son las que se listan a continuacién.

2.4.3.1. Frente de transicion:

En este trabajo cuando se considera justo la posicién del frente de transicién, se
usan los subindices “+” y “—” para hacer referencia a magnitudes de cada lado de ese
frente. Por ejemplo la temperatura de cada lado es 7. y 7" . Hay un minimo riesgo
de confusién entre las ecuaciones de estado en las respectivas fases ey (T), P.(T),
wx(T),... (las cuales se pueden llegar a expresar omitiendo la dependencia en T)
y los valores que esas magnitudes toman justo a ambos lados del frente de transicién
ex =es(Ty), Pr = PL(Ty), we = wx(T),... pero por el contexto en el que aparecen
unas u otras tal ambigiiedad no deberia ser inconveniente.

En el eje £, la pared de la burbuja esta en la posicion &, = vy, . La entalpia y otras
cantidades son discontinuas en &, , y por ende también la velocidad del fluido. En el
sistema de referencia de la pared, el fluido pasa de la fase dominante a alta temperatura
con velocidad v, , hacia la fase dominante a baja temperatura con velocidad v_ . En
general, valen las ecuaciones (2.52-2.56) reemplazando por v, (entrante) y v_ (saliente)
a cada lado de la discontinuidad. Como se explica arriba, si vale v, = v_ entonces

37Una transicién de fases en principio es reversible, pero el proceso en si solo lo serfa sucediendo
cuasiestaticamente a temperatura T, , que no es el caso de una transicién de primer orden a Ty < T,

38Efectivamente patoldgica aunque no imposible para cualquier ecuacién de estado, como se muestra
en la seccién 3.3.3.4 en el limite entre detonaciones y deflagraciones.
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P, =P y T, >T_.Sisolo la diferencia de presion constituyera a la fuerza impulsora
sobre la pared de burbuja Fjy, , esta no podria avanzar en forma estacionaria porque la

friccién la frenaria. Pero como hay otras contribuciones [ver expresién (2.22) teniendo
en cuenta que generalmente % < 0] tal situacién no queda descartada. No obstante,
en el caso particular de doble anulacion v+ = 0, las unicas soluciones admitidas de
cada lado solo serfan idénticamente nulas (ver seccién 2.5.1). Pero que el fluido no
esté perturbado ni delante ni detras implicaria que toda la energia liberada en la
transicién va a parar a recalentamiento, en contradiccion con (2.55) que establece
enfriamiento T_ < T, = Tx*. Es entonces imposible tal situacién, el fluido no puede

estar en reposo a ambos lados del frente de transicion.

2.4.3.2. Frente de choque:

La presencia de discontinuidad en la misma fase puede también ser necesaria para
satisfacer las condiciones de contorno. Por ejemplo, si lejos delante de la pared el fluido
se supone sin perturbar en reposo, v = 0 respecto al centro, las soluciones posibles
(como las ejemplificadas en la figura 2.1) no permiten una atenuacién completa para &
creciente y el sistema se ve obligado a pegar un salto abrupto para reducir la velocidad a
cero. Tal tipo de discontinuidad es llamada frente de choque. También al perfil de fluido
entre el frente de transicién y el frente de choque se lo suele denominar onda de choque.
En este trabajo se denota la velocidad del frente de choque como vy, ° y a su posicidn
en el eje & como &, = vy, ; ademas se usan los indices “17 y “2”7 para las variables
de fluido en & = &, justo por detras y delante del frente de choque respectivamente.
La ecuacién de estado es la misma de ambos lados de la discontinuidad. Aqui también
se aplican las condiciones (2.52-2.56) reemplazando por vy (entrante) y v; (saliente) a
cada lado de la discontinuidad.

Cuando un elemento de fluido atraviesa un frente de choque en la fase “+7 y
llega a ubicarse por detras de este, se acerca mas al frente de transicién, fuente del
recalentamiento. Entonces deberia haber pasado mas tiempo recalentandose y tener
mayor temperatura que otro elemento de fluido aun ubicado por adelante del frente,
es decir, Ty > Ty. Por la desigualdad (2.56) el flujo proveniente de 2 es més veloz
que el emergente en 1 respecto al frente de transiciéon. En consecuencia, respecto del
centro de la burbuja se tiene 7 > 05, el flujo en 1 es radialmente saliente y con mayor
velocidad que en 2. Es decir, hay un salto negativo de velocidad de atras hacia delante
en un frente de choque (en la fase +). Es lo mismo que decir que un elemento de
fluido se acelera abruptamente hacia adelante cuando lo alcanza el frente de choque. Si
delante de ese frente el fluido esta sin perturbar en reposo respecto al centro, entonces
Uy =0 < 01 < vy V¥ U = —Vg. Ademas, en la secciéon 2.5.1 se argumenta que no
puede haber mds de una onda de choque y solo se propaga por delante de un frente de
transicion (la fase “+7).

39Es necesariamente T'y = T por condiciones de contorno y porque no es posible una discontinuidad
de temperatura sin discontinuidad de velocidad en la misma fase “4”, como también se muestra
previamente.

40Subindice “sh” por shock (choque, en inglés).
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2.5. Soluciones estacionarias

En esta seccién se expone con la mayor generalidad (hasta donde es posible) cuéles
son los perfiles de fluido que pueden llegar a darse en casos realistas. Estos depen-
den de distintos parametros, que a nivel mas fundamental son dados por los distintos
modelos de particulas en la teoria de campos considerada. A su vez, esos parametros
fundamentales fijan otros a un nivel macroscépico, como pueden ser la temperatura a
la cual sucede la nucleacion y la velocidad estacionaria que llega a desarrollar la pared
de la burbuja. Otro parametro, previamente no considerado en la bibliografia especia-
lizada es la velocidad del sonido*!, lo cual podria ocultar un posible tipo de solucién
(ver secciones 3.3.3.3) que se encuentra incluida en el tratamiento més general de la
presente seccién, inspirado en la discusién que hemos dado en nuestro trabajo [3].

Primero, en la seccion 2.5.1 se discute sobre la ubicacién y cantidad posible de los
frentes de choque, asi como el tipo de perfil que puede haber detras de la pared de
transicion. En la seccién 2.5.2 se expone una forma de clasificar tipos de soluciones
basada en la nomenclatura utilizada para el estudio de frentes de combustion. En la
seccién 2.5.3 se listan dentro de esa clasificacion los tipos de soluciones que, segtn la
bliobliografia sobre el tema, estarian prohibidas. En la seccion 2.5.4 se deduce la forma
que deberian tener los perfiles de las soluciones permitidas y se discute como habria
que calcularlos.

2.5.1. Algunos argumentos heuristicos adicionales

Para ganar intuicién y sin entrar a evaluar ecuaciones de estado particulares, se
pueden dar algunos argumentos que justifican qué clase de perfiles deberian esperarse
como solucion al problema hidrodinamico considerado.

2.5.1.1. Velocidades en torno a frentes de choque:

Un elemento de fluido en la fase “+” experimenta una abrupta aceleracién al ser
rebasado por el frente de choque. Luego de eso sigue siendo empujado por fluido que
venia detras de ese frente. Si mas atras del frente de choque, mas cerca del de transicion,
hay mayor recalentamiento, entonces hay mayor presién. Luego, el gradiente de presion
es decreciente hacia adelante. Al ser un fluido perfecto el que se esta considerando se
descarta disipacion por viscosidad. Por lo tanto ese elemento de fluido no deberia
disminuir su velocidad, esto incluso parece més evidente en el caso plano donde las
lineas de flujo no se separan transversalmente. A su vez, si durante al menos un breve
intervalo ese elemento de fluido mantiene una velocidad 9; que no puede ser mayor que
la del frente de choque, entonces se alejara de este ubicandose en una posicién & < &, ,
donde su velocidad no decrece. Es decir, en el entorno detras del frente de choque solo
estarfan permitidas soluciones v(£) que no decrecen al alejarse de este (no crecen con
¢ creciente), las cuales son como las que se encuentran entre las lineas a trazos en
la figura 2.1 [dadas por vine(§) ¥ vsup(€) introducidas en (2.49)]. Teniendo en cuenta
esa restriccién detréas del frente de choque se tiene que 01 > vine(&n) = p(—&sn, —¢s)

41El tratamiento histérico del tema se ha limitado a considerar en ambas fases la velocidad del
sonido de un gas relativista ¢, = 1/4/3, lo cual no siempre podria ser una buena aproximacién. En la
seccion 3.2.2 se discute sobre las implicaciones de considerar a ¢s como un parametro en cada fase.
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equivalente a v; > —cy, equivalente a:
1] < ¢ (2.57)

La condiciéon (2.54) implica |vq||va| = (P — P3)/(e1 — e3) . La presion en funcién de la
energfa interna P(e) admite expandir P, = P(e;) en potencias de Ae = e; — ey . A pri-
mer orden ese cociente es (P — P)/(e; —e3) &~ OP/del|y = ¢, . Entonces |v;||ve] & ¢ 2.
Esto es una buena aproximacion solo si el choque es débil, es decir, si el salto en las
perfiles es lo suficientemente chico. En el supuesto que algunos més de los principa-
les términos del desarrollo sean positivos (o bien todos nulos) valdria la desigualdad
lu1||va] > ¢, . Notar que un siguiente término irfa como £ (dc,?/de)Ae , donde por reca-
lentamiento Ae > 0, y ademés dc,?/0e = c,? Dc® /OP es de esperarse que sea positivo,
ya que a mayor presion el medio es més “rigido” y la velocidad de propagacion deberia
aumentar. Combinando con (2.57) se tiene:

cs < |ug] (2.58)

También en algunos casos es posible obtener estos resultados de forma mas directa
a partir de condiciones sobre la entropia. Por ejemplo, para una ecuacién de estado
de la forma: e = aT* + b, “radiacién+vacio”, se tiene ¢, = \/ig y ademds wq/w; =
(Ty/T1)*, que junto con la desigualdad (2.55) se puede insertar en la condicién (2.53)
para obtener |vy|(1 — |v|?) < |v1](1 — |v;1]?) . Usando la condicién (2.54) en ese modelo
se tiene |1)1H1)2i — 1/3, juntando con esa desigualdad se llega a que (|v|2 — 1/3)> < 0
v (Jva]* = 1/3)” > 0, donde la igualdad solo vale si no existe salto y ambas velocidades
son iguales. Por lo tanto, en el frente de choque se cumple que |v1| < ¢5 < |v2], los
mismos resultados (2.57) y (2.58), pero en esta ultima derivacién no se restringe el
estudio a la fase “+” ni a choques débiles.

2.5.1.2. Perfil detras del frente de transicidon:

Se podria suponer que existen frentes de choque detras del frente de transicion, en
la fase “—”. Las condiciones de contorno implican que en el centro de la burbuja la
velocidad es cero. Si en algtin valor & = &, hubiese un salto, se tendria que &y, = |v1].
Para este analisis en la fase “—” se consideran verdaderas las desigualdades (2.57) y
(2.58), que en el apartado anterior se demuestran en esta fase para el caso simple de
“radiacion+vacio”. Entonces se deberfa cumplir &, = |vi| < ¢ < |vg|, en particular
vy < —&, implica v < 0, lo cual es incompatible con un régimen estacionario, donde
todas las velocidades tienen que ser radialmente salientes (positivas). La imposibilidad
de comenzar el perfil con un salto, requiere que v(§ < ¢5) = 0 (ver, por ejemplo,
en la figura 2.1 las soluciones que comienzan en v(cs) = 0). En £ = ¢, esa solucién
podria empalmarse con una de las soluciones por debajo de la curva vi,¢(€) , pues estas
comienzan con velocidad nula en £ = ¢, . Todavia podria suponerse que existe un salto
més adelante, pero en tal caso 07 < vine(&n) = p(—&mn, —¢s), lo que implica |vy| > ¢,
contradiciendo la desigualdad (2.57). Por lo tanto no es posible esa discontinuidad. Cabe
aclarar que en el caso plano es posible pegar una solucién creciente, la curva vi,e(§),
a una solucién constante sin pérdida de continuidad (en las magnitudes consideradas
para estos razonamientos). Tal composicién entre dos soluciones tiene el mismo “efecto”
que considerar en las otras simetrias una de las soluciones suaves que une los puntos
(£ =c,v=0)y (£ =&,v =10_). A esa solucién creciente detrds de la pared se la
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llama onda de rarefaccion o cola de rarefaccion.

2.5.1.3. Cantidad de frentes de choque:

Se podria suponer que existe un segundo frente de choque (de adelante para atrés)
en la fase “+” con velocidad &, < & , llamando 2 al entorno inmediato por delante y
1’ al entorno inmediato por detras. Por lo ya argumentado, entre &, y & solo estarfan
permitidas soluciones v, (&) > v(§) > vine(§) , por lo tanto 0y > vine(&an) , equivalente
a |vy| < cs. No obstante, si también vale la desigualdad (2.58) se tiene ¢5 < |vy|
que implica un absurdo. Entonces no es posible la existencia de multiples frentes de
choque en la fase “+” 42, A su vez, si hay solo un frente de choque, las condiciones de
contorno implican que delante suyo el fluido se encuentra sin perturbar y la desigualdad
cs < |vg] = & implica que éste avanza supersénicamente.

2.5.1.4. Perfiles posibles:

Como conclusion de los anteriores apartados, la figura 2.2 ilustra esquematicamente
las formas del perfil de velocidad que se pueden dar en la practica cumpliendo esas
restricciones que se argumentan previamente. Cudl finalmente se da depende de la
ecuacion de estado, la velocidad de la pared y la temperatura de nucleacién, que no
se obtienen por consideraciones enteramente hidrodindmicas. Una representacion mas

¢ 3 3 3 ¢

Figura 2.2: Forma esquematica de los perfiles de velocidad posibles. La linea a trazos
representa la posicion del frente de transicion o pared de burbuja. Las condiciones de
contorno imponen que vale la solucién v = 0 en £ — 1 (el “infinito” a fines practicos) y
a lo sumo puede haber un frente de choque con velocidad &, > ¢, seguido detras por
una onda de choque correspondiente a una solucién no creciente [aqui se esquematiza
con una linea plana horizontal pero puede ser decreciente en &]. Detrds de la pared
corresponde la solucién v = 0 desde £ = 0 y a lo sumo se admite una onda de rarefaccion
desde (£ = ¢5,v = 0) [aqui se esquematiza con una tunica linea oblicual. Ademds,
como no es admisible la doble anulacién v4 = 0, al menos una de las dos, choque o
rarefacciéon, tiene que estar presente en el perfil.

realista de los perfiles se puede ver para el caso de calculo concreto graficado la figura
3.20 de la seccion 3.3.3.4.

42Incluso, més alld de la ecuacién de estado que valide a la desigualdad (2.58), si hubiesen varios
frentes de choque deberian empalmarse soluciones que crecen cada vez mas yendo hacia el centro,
cuando las velocidades de los frentes deberian ir disminuyendo. Pero a su vez estos siempre deberian
moverse con una velocidad superior al valor que tome la solucién por delante y detras. Tal configuracién
parece cuando menos intuitivamente muy restrictiva en términos de rangos de £ y v.
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2.5.2. Clasificacion de soluciones

Haciendo uso de la condiciones de empalme (2.52) y (2.53), o (2.54), y la ecuacién
de estado en el frente de transicion, en principio es posible eliminar la temperatura
T_ y obtener ecuacién para |vy| como funcién de |v_| y T . No obstante, algunas
caracteristicas generales de estas relaciones termodinamicas no dependen de la ecuacién
de estado. Identificindolas se pueden clasificar las soluciones a las ecuaciones de fluido
con bastante generalidad.

Una primera clasificacion se realiza teniendo en cuenta que, a partir de las ecuacio-
nes (2.52) y (2.53), es inmediato llegar a*?

jos| ~Jo_| _ P~ P,

ol wegeR

(2.59)

Por lo tanto, se ve que, para un dado valor de v, y 7', se tienen en general dos
soluciones para el fluido saliente. Una de ellas con |v_| < |vy| y Py < P_, llamada
detonacion, y otra con |v_| > |vy| y Py > P_, llamada deflagracion. Estas denomina-
ciones se heredan del estudio de combustiones, donde también hay interfaces, que en
ese caso separan fluido quemado y sin quemar.

En segundo lugar, notar que wariaciones de cantidades termodindmicas estan en
general relacionadas mediante la velocidad del sonido. Por ejemplo, de las definiciones
(1.12) y (2.45) se tiene

dP = dw/(1 + ¢;?) (2.60)

Por lo tanto, diferenciando las ecuaciones (2.52) y (2.53) se puede recopilar toda la
informacion que suministra la ecuacién de estado dentro de la variable c_ , la velocidad
del sonido en la fase “—”, que en general no es constante y depende de las variables
termodindmicas. Para realizar la diferenciacién se debe considerar que T, (o w,) se
fija como condicién de contorno (o sea, es constante) y entonces v_ y T_ dependen solo
de v, . En tal caso se puede expresar

2
<v272 + . j__ 2) dw_ + 2wiv iy dv = 2wivyidug, (2.61)
c_
v_y? dw_ + wJﬁiy%Z—Jr(l + v )dv_ = w1+ 03 )dvy, (2.62)
donde, para obtener estos resultados, se usan las relaciones d(v?4?) = 2vyidv y

d(vy?) = v*(1 + v?)dv, se reemplazan las apariciones de w_ usando la ecuacién (2.53),
y por estar fijado w; se toma dw,; = 0. Combinando las ecuaciones (2.61-2.62), se
obtiene [96]

v A2 v2 —c 2 v ’ '
+ 7, = - +

1 Ow_ 2u_~+v2~+2(1 (1 — _ —_

w_ vy 7, v: —c_ o

43

Se aprecia que la velocidad del sonido en la fase “—” juega un rol relevante dentro
de las ecuaciones (2.63-2.64). Por ejemplo, la ecuacién (2.63) diverge para |v_| = c_

Notar que (vy —v_)/vy = (Jug| — [v_])/|v4]|, y ademés w > 0, como se explica en la nota n° 36.
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y, por lo tanto, dvy/Ov_ = 0. Esto significa que la curva v, como funcién de v_
(para un T, fijo) tiene un extremo. Asi, el caso |v_| = c_ separa dos comportamientos
diferentes, se llaman soluciones débiles cuando v, crece con v_, y soluciones fuertes
cuando vy decrece con v_ . El caso limite |[v_| = c¢_ es llamado punto de Jouget. El
extremo de v, en funcién de v_ ubicado en el punto de Jouguet puede ser un maximo
o un minimo, dependiendo del signo de (v; —v_)/vy . Asi, para detonaciones se tiene
un minimo, mientras que para deflagraciones se tiene un méximo*!. En este trabajo se
denota el minimo |vy| = v4* > ¢_ para detonaciones y el maximo |vy| = vl < c_
para deflagraciones, donde el subindice J se debe a que en esos casos el proceso es
llamado detonacién o deflagracion de Jouguet respectivamente. Usando las condiciones

(2.52-2.53) y la ecuacién de estado de puede poner v; en funcién de T, .

La interpretacion fisica de estas definiciones es la siguiente. Se sabe que deben haber
soluciones con valores pequenos de v_ y v, , correspondientes a una pared lenta. En
el limite de pared quieta, se deberia tener v_ = v, = 0, mientras que si la velocidad
es pequena pero no nula, ambos v_ y v, serdn no nulos (y tendrian el mismo signo).
Entonces, esas soluciones corresponden a la parte débil de la curva (es decir, Qv /Ov_ >
0). Si se incrementa bastante la velocidad, se alcanza el punto de Jouget |v_| = c_,
donde |v,| tiene un extremo. En este caso, el extremo tiene que ser un méximo, y
|vy| tiene que decrecer para |v_| > c¢_ (soluciones fuertes). Asi, esa curva resulta
ser la de deflagracién. Por otro lado, debe haber una solucién con |v_| =~ |vy| =~ 1,
correspondiente a pared muy rdpida?®. A medida que velocidad de la pared disminuye
desde el limite vy, — 1, ambos |v,| y |v_]| tienen que decrecer. Por lo tanto, se esté de
nuevo en la parte débil de una curva. Esta curva tiene un minimo en el punto de Jouget
|lv_| = c_ vy, asi, corresponde a soluciones detonantes.

Entonces en el sistema de referencia de la pared, para detonaciones, el fluido en-
trante por delante es supersénico, mientras que para deflagraciones el fluido entrante
es subsoénico (siempre respecto del ¢_ al que tenderia continuamente |v_| para llegar al
minimo o maximo respectivo). Notar también que para soluciones débiles corresponde
un valor més pequenio de |v, — v_| que en soluciones fuertes y, entonces, a menores
perturbaciones del fluido. Més en concreto, cuando el proceso hidrodindmico es débil
las velocidades v, y v_ son ambas supersonicas o subsénicas. Las detonaciones débiles
son con |v4| > |v_| > c_ y las deflagraciones débiles con |vy| < |v_| < c_. Por el con-
trario, cuando el proceso hidrodinamico es fuerte una de las velocidades es subsénica y
la otra supersonica. Este hecho permite entender la denominacién de procesos fuertes
y débiles, como aquellos en los que el fluido experimenta mayor o menor perturbacion
al atravesar la pared.

44Histéricamente, al realizarse estas clasificaciones, tanto para combustiones como para transiciones
se supone que la velocidad del sonido no posee una gran variacién y esencialmente es una constante.
Pero en general depende de variables termodindmicas que varian con la posicién, como la tempera-
tura (ver el capitulo 3). En este capitulo se pretende mantener la discusién lo mds general posible,
suponiendo que ¢y y c_ estan bien diferenciados. Pero por simplicidad, no se tiene en consideracion
cémo varfan, sacrificando cierto detalle fino (por ejemplo, vﬂet y vﬁef no necesariamente se dan para
el mismo |v_]). Y de hecho en esta tesis solo se consideran ecuaciones de estado con cy constantes.

45En efecto, una pared con vy, — 1 no puede perturbar el fluido delante, con lo que |vy | = vy, — 1.
Tampoco se espera que pueda arrastrar el fluido detras mas alla de un cierto limite, luego se mantiene
9_ < 1. Por lo tanto, también |v_| — 1.
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2.5.3. Soluciones excluidas

No todos los procesos de la clasificacién dada en la seccion anterior se llegan a
realizar en una transicion de fases. Es sabido que detonaciones fuertes no son posibles,
ya que no pueden satisfacer las condiciones de contorno [21, 92, 93, 118]. Ha sido
argumentado en la referencia [118] que detonaciones débiles son también imposibles,
como en el caso de combustiones quimicas [92, 93]. Como consecuencia, solo habrian
detonaciones de Jouguet, y la velocidad*® v, = v; estaria completamente determinada
por la hidrodindmica y no dependeria de la microfisica. No obstante, se ha mostrado
[21] que esto no es cierto en las transiciones de fase, donde la situacién es similar a
las discontinuidades de condensacién [92, 93] en vez de combustiones quimicas. En
consecuencia solo detonaciones fuertes estan prohibidas.

Deflagraciones fuertes no parecen realizarse tampoco. En la referencia [21] se argu-
menta que, como en el caso de combustiones quimicas, estan prohibidas por conside-
raciones sobre la entropia [92, 93]. No obstante, en la referencia [119], se muestra que
esa prueba no es valida para transiciones de fase cosmologicas. De todos modos, un
argumento sobre inestabilidad mecdanica contra las deflagraciones fuertes [92, 93] pare-
ce ser vélido también para transiciones de fase cosmoldgicas [119]. Célculos numéricos
[22, 119] apoyan esta afirmacién. También se muestra esto en trabajos mas nuevos co-
mo [96, 100, 104]. Por otro lado, en la referencia [119] se muestra que las deflagraciones
supersonicas de Jouguet pueden existir.

Como consecuencia, cuatro tipos de soluciones estacionarias parecen posibles en
transiciones de fase cosmoldgicas, las detonaciones débiles, las deflagraciones débiles y
los procesos de Jouguet (tanto para detonaciones como deflagraciones). En la seccién
3.3.3, para el caso plano y una ecuacién de estado aproximada®’, se demuestra que esas
son las tnicas soluciones posibles (facilmente se generalizaria para otras simetrias). En
el resto de esta seccion, se describen generalidades de esas soluciones y como deberia
encararse el célculo de perfiles, que luego se llevan a cabo en el capitulo 3.

2.5.4. Perfiles asociados a las soluciones permitidas

A continuacién se analizan los distintos perfiles de las soluciones permitidas (no
excluidas) sin considerar una ecuacién de estado particular y teniendo en cuenta las
restricciones que se concluyen en la seccién 2.5.1. Se hace explicita distincién entre
velocidades del sonido en cada fase, ¢, y c¢_, pero sin considerar como varian. Esto
repercute en las curvas vinst+ ¥ Usupt para cada fase. Estrictamente hablando las con-
clusiones a las que aqui se llega estarian demostradas para el caso con velocidades
de sonido constantes en cada fase (ver también la seccién 3.2.2). En cualquier otra
situacién deberian considerarse como nociones aproximadas. Se explica de qué forma
deberian empalmarse las soluciones teniendo en cuenta que la velocidad de la pared v,
y la temperatura de nucleacién Ty (o en su lugar la densidad de entalpia wy %®) son

46Se ve en la seccién 2.5.4.1 que para detonaciones débiles vy, = |v|.

4TY un caso particular de esa ecuacién de estado, la del modelo (o aproximacién) del Bag (ver
seccién 2.7.1), es la que se considera en las referencias mencionadas donde se analizan las posibles
soluciones. En particular, el caso esférico ha sido estudiado numéricamente usando esa aproximacion
en la referencia [112].

48La densidad de energfa interna en cada fase solo depende de la densidad de entropia s, es decir
e = e(s). Luego puede escribirse T'(s) = 0e/Jds = de/ds (como derivada total). Por estabilidad
termodindmica, dT'/ds = 8%¢/ds? > 0 = ds/dT > 0. Entonces s crece en forma mondtona respecto a
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parametros que quedan libres para ser calculados a partir de la microfisica en la pared
y la teorfa de campos a temperatura finita®®.

2.5.4.1. Detonacion débil:

Por definicién se cumple |vy| > |v_| > ¢_. La condicién |v_| > c_ es equivalente a
- < Vinf— (&), lo cual implica que la pared tiene una velocidad mayor a la del sonido
en la fase “—” y aparece la posibilidad que detras haya una cola de rarefaccién dada por
alguna solucién de la ecuacién (2.47) por debajo a la curva viys—(€) (si j = 0, un tramo
de perfil puede coincidir con esa curva pero nunca superarla). Si hubiese un frente de
choque 0, seria parte de una solucién v(§) > v (€) en la fase “+7, lo que implica
lvg| < eyp. Siep < co se tiene un absurdo (|vy| < |v_|, que no es una detonacién).
Si ¢y > c_, con las condiciones |v_| > c_ y |vy| < ¢4 el perfil seria posible pero es
inestable®. Por lo tanto, la detonacién débil no puede tener un frente de choque.

Vale un razonamiento reciproco. Imponer 0o, = 0 (Jvy| = vy = &) conduce a que,
para tener solucién (no-idénticamente nula) compatible con las condiciones de contorno
tras la pared, es decir, una cola de rarefaccién, solo puede ser |v,| = &, > ¢_ . Ademas
esas soluciones son U < vir_(§w) = |v_| > ¢_. Por lo tanto es un proceso débil ya
que |v_| y |vy| son ambos supersénicos. Si fuera vy, = |v4| < |[v_| = 0 = 04 > O
caso descartado porque no se estan considerando situaciones donde sean posibles las
velocidades negativas. Entonces se tiene pared supersénica (v, > c¢_) en el rango
vt (wy) < vy < 1y el régimen es una detonacién débil pues |vy| > |v_| > c_, donde
la primer igualdad seria un caso limite entre detonacion y deflagracién, y la segunda
caso limite de Jouget.

Entonces se tiene la situacién del quinto panel en la figura 2.2, la pared se mueve
supersénicamente (al menos respecto a c¢_), afuera de la burbuja detonante el fluido
no se encuentra ain perturbado (no hay frente de choque), la velocidad del fluido se
anula y la temperatura permanece en la que se nucle6 la burbuja, es decir v, = 0y
T, =Ty . Por lo tanto se tiene

Vy = —Uy, Wy =Wy . (2.65)

La pared de burbuja es seguida por una cola u onda de rarefaccion, solucion de la ecua-
ci6én (2.47) la cual se anula en £ = c_ y llega hasta v (&) = 0_, donde 0_ se relaciona
con v_ involucrando el pardmetro vy, y v_ se relaciona con v, = —v,, [mediante las
condiciones (2.52 y 2.53) o (2.54) ] involucrando el pardmetro wy .

El perfil de entalpia w(§) es dado por la integracién (2.51) desde justo detras de la
pared en &, = &, hasta un &, = £ tal que c. < £ < &, considerando que en & = &,

T, y lo mismo sucede con la densidad de entalpia, w = T's.

49Por ejemplo, usando (2.41), que involucra informacién microfisica en los términos de friccién, se
puede calcular v,, vy a partir de lo que se discute en al seccién 1.4, que involucra a los ritmos de
nucleacién y expansién del universo, se puede establecer una Ty con la cual calcular wy . En ambos
casos se requiere conocer la ecuacién de estado, que se puede aproximar a partir de los métodos de
teoria campos a temperatura finita.

*0Esas condiciones son las mismas que las del anélisis de las referencias [96, 104], el cual muestra
que este tipo de frente no es evolutivo. En breve, significa que el niimero total de modos inestables es
mayor que las condiciones de empalme en la interfaz, y la solucién es trivialmente inestable.
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toma el valor w = w_ relacionado con w; = wy a través de la ecuacién (2.53),

- %w]v. (2.66)

Segun la expresion (2.51), integrando hasta un £ < c¢_, donde la velocidad del fluido
es nula, no varfa el valor respecto de w|e—. . A su vez, como tampoco hay frente de
choque, en todo £ > &, se tiene fluido sin perturbar con densidad de entalpia w)y .
Reforzando lo argumentado en la nota n°45, al considerar la ecuacién (2.63), y
que en una detonacién débil es |vy| = vy [04 = 0], tomando vy, — 1 la tnica forma

que la derivada gZ—; se mantenga finita (fuera del punto de Jouget) es que también
Ty

|lu_| — 1. Es decir, en torno a ese limite, aumentan tanto |v,| = v, como |v_| y
tienden a uno [pero en general es U_ = pu(—vy,v_) # 0, incluso en el limite].

2.5.4.2. Deflagracién débil:

Por definicién se cumple |v, | < |[v_| < ¢_. Si &, > c_ las unicas soluciones admiti-
das por detréds de la pared implicarfan 0_ < v (&), que es equivalente a |v_| > c_
contradiciendo la definicién. Por lo tanto la pared es subsénica, &, = v, < c_, por
detras no admite cola de rarefaccién y el fluido se encuentra sin perturbar. Como no
es admisible la doble anulacién vy = 0 el perfil debe tener una onda de choque.

Vale un razonamiento reciproco. Imponiendo o_ = 0 (Jv_| = vy, = &), y en con-
secuencia la presencia de una onda de choque, si fuera v, = |v_| < |vy| implicarfa
0 = v_ > v,, caso descartado porque no se estan considerando situaciones donde
sean posibles las velocidades negativas. Entonces solo es posible |v4| < |v_|. Si fuera
vy > ¢ = 04 < vinr— (&), pero con esa restriccion no hay soluciones decrecientes
(o constantes) respecto ¢ para constituir una onda de choque. Por lo tanto deberia ser
|vy| < c_. Sila pared fuera supersénica, vy, = |v_| > c_, implicaria deflagracion fuer-
te, pero las referencias que se citan en la seccién 2.5.3 indican que estarian prohibidas
ese tipo de soluciones. Por lo tanto, se tiene pared subsénica, vy, = |v_| < c_, en el
rango 0 < v, < c_ y el régimen es una deflagracién débil pues |v, | < |v_| < c_, donde
la primer igualdad es caso limite entre detonaciéon y deflagracion, y la segunda caso
limite de Jouget.

Entonces se tiene la situacion del primer panel en la figura 2.2 . En general no es tan
simple como en detonaciones encontrar cuél es solucién a la ecuacién de fluidos (2.47)
correspondiente a la onda de choque, porque simultaneamente se deben encontrar los
valores que ésta toma en sus extremos, e incluso la posicién de uno de ellos. Se tienen
dos condiciones de empalme en la pared y otras dos en el frente de choque [dadas por
(2.52 y 2.53), o (2.54)], que involucran cuatro magnitudes relevantes cada una. En la
pared se relacionan v_, v, , w_ y w, , mientras que en choque se relacionan vy , vy, wy
y we . Son necesarias entonces otras cuatro ecuaciones mas. Trivialmente se tienen dos
debidas a que el fluido esté en reposo en la fase “—” y sin perturbar por delante del
choque:

V_ = —Vy, Wy = Wy . (2.67)

Mientras que las otras dos ecuaciones faltantes las brindan la del perfil de velocidades
(2.47) y la de entalpia (2.51), que vinculan v con vy y wy con w;. Ademas, sin alterarse
el conteo de incognitas, la velocidad vy puede reemplazarse por la del frente de choque
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Ush , puesto que el fluido por delante estd sin perturbar (03 = 0), lo que implica

gsh = VUgh = |’U2‘ (268)

Una forma general de proceder es la siguiente. De las condiciones de empalme [més
la aplicacién de las (2.67) y la ecuacién de estado consideradal, en la pared hay una
relacién entre |vy| vy wy (que ademds involucra a vy ), mientras que el choque hay
otra que relaciona a |v1| y wy (involucrando a wy). Para utilizar las ecuaciones de
perfiles de velocidad y entalpia, resulta mas practico reemplazar |v, |y |vi| por 74 y
U1 . El cambio de sistema de referencia involucra a vy, y vg, respectivamente. Donde vy, ,
segun lo expresado en (2.68), coincide con |vg| y, como este ultimo con las condiciones
de empalme puede expresarse en funcién de |v;| y w; (con wy involucrado), conduce
al reemplazo v; = v1(01, w;1) que sale de invertir ¥, = p [—vg, (v1, wy), v1] . Junto con la
ecuacién del perfil de velocidades (2.47) constituyen un sistema de ecuaciones acopladas
para w(&) y v(€). Las condiciones que deben cumplir sus soluciones en los extremos
estan acopladas por dos ecuaciones (al menos implicitas) que relacionan o, con wy y
01 con wy (y que involucran a los parametros vy, y wy). Resolviendo ese sistema se
tiene el perfil de la onda de choque®!.

2.5.4.3. Proceso de Jouguet:

Por definicién |v_| = c_, equivalente a 7_ = vy (&), que en el caso no plano
(7 > 0) se cumple justo donde las soluciones cambian la rama de valuacién cortadas por
Uint— (§) (como se ilustra en la figura 2.1). En el caso plano requiere tomar vi,— (£) como
solucion tras la pared. En cualquier situacion implica que hay una cola de rarefaccién
presente, luego &, > c_, salvo el caso limite con &, = ¢_. A partir de las condiciones
(2.52 y 2.53) o (2.54) se pueden relacionar |vy| con |v_| y el pardmetro w, . Al fijar
|lv_| = ¢_, dependiendo si se trata de una detonacién o una deflagracién, v, toma
el valor v4°(T,) o v (T) respectivamente, que depende solo de T, a determinar
(o equivalentemente w,) y pardmetros de la ecuacién de estado (como, por ejemplo,
velocidades del sonido de cada fase). Solo puede haber un frente de choque por delante
de la pared si 0y > vines (&) 5 es decir vy (T)) = |vg| < ey .

Detonacién de Jouguet Por definicién v3(T,) = |vy| > |v_| = c_, que implica
Uy < U- = vt (&), la velocidad decrece delante de la pared (cuarto panel en la
figura 2.2). En el caso limite sin cola se cumpliria |v,| > c¢_ = |v_| = vy, en particular

|vy| > vy implica 0, < 0 velocidad negativa, hacia el centro de la burbuja, incompatible
con régimen estacionario. Por lo tanto no existen detonaciones de Jouguet sin cola. Si
no hay un frente de choque se tiene vy, = |vy| = vI¥(Ty), es decir, solo se da esa
situacion para una velocidad de la pared particular que coincide con la de Jouguet
evaluada en Ty = Ty (el cual no depende de v, °2).

Deflagracién de Jouguet Por definicién v3(T,) = |vy| < |v_| = c_, que implica

Uy > vins— (&) = 0_, la velocidad se incrementa delante de la pared (segundo panel

51Un algoritmo de resolucién: probar un valor de ¥; (lo que automéaticamente fija a w1 y vgp);
resolver numéricamente la ecuacién (2.47) para v(§) desde &y, = vy hasta & = vy; usando w; y
la expresién (2.51) calcular la w(&y); verificar si 04 = v(&y) con wy = w(&y) satisfacen la relacién
requerida dentro de una precision deseada; si no se verifica probar un nuevo valor de ¥; y repetir. ..
52A diferencia de T, en general, que podria depender de vy, si hay frente de choque.
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en la figura 2.2). Si no hubiese un frente de choque serfa &, = vy, = |v4| < |v_| = c_,
pared subsonica, lo que contradice la presencia de la cola de rarefaccion, es un absurdo.
Por lo tanto la deflagracion de Jouguet siempre tiene frente de choque.

Vale un razonamiento reciproco. Como se ve en los apartados previos, imponer
vy = 0 conduce a detonaciones débiles, e imponer v_ = 0 a deflagraciones débiles.
Luego, para cubrir las combinaciones restantes se deben buscar soluciones con ambos
vy > 0y v_ > 0. Teniendo en cuenta las soluciones no nulas permitidas de cada
lado de la pared, onda de choque y cola de rarefaccién, de la primera se tiene v, >
Vit (&) = |vy| > ¢y %%, mientras que de la segunda v < vy (&) = |v_| > c_.
Ademas, siempre vy, > 0+ > 0 = vy > |vL| > 0. Pero en la referencia [96, 104]
se establece que un régimen con |vy| < ¢ y |v_| > c¢_ no es estable. Entonces solo
es posible si se cumple |v_| = c¢_ (proceso de Jouget). Y a este corresponden las
posibilidades |[v_| = ¢ > ¢y > |vy| (deflagracién) o ¢, > c¢_, que a su vez puede ser
cr > co = |v_| > |vy| (deflagracion) o c¢; > |vy| > |u_| = ¢ (detonacién). Notar
que aqui el caso limite |v_| = |v;| podria interpretarse tanto como una deflagracién
o una detonacion. La razon es que asi es util para discutir a continuacion cémo los
perfiles barren las distintas configuraciones de deflagraciones y detonaciones variando
con continuidad el parametro v, .

Similarmente a la situacién del frente de choque en deflagraciones, fijado wy (o
Ty) para cada & = v, hay una solucién a la ecuacién de fluidos, que es una on-
da de choque v(§), la cual incluye al punto {&,,01} que satisface las condiciones de
contorno y las propias de un proceso de Jouget [ver (2.70) mds adelante]. Esa solu-
cién queda asf univocamente determinada, por lo tanto el valor 0, = v(&,) también®?.
Dependiendo si este valor es mayor o menor que v_ sera una deflagracién o una deto-
nacion. Ademas v_ y v, tienen una relacién uno a uno en el régimen de Jouget ya que
lv_| = c_ = 0_ = pu(—vy, —c_). Todo esto implica que, fijando Ty , para cada valor
de vy, hay solo una solucién estable y que, variando vy, , se pasa de deflagraciones a
detonaciones. Mientras que los rangos que toma v,, para deflagraciones y detonaciones
débiles estan bien determinados en general. Los rangos que corresponden a deflagra-
ciones y detonaciones de Jouget deben determinarse en cada caso concreto. El rango
de vy, en todos los procesos de Jouget lo da la region excluida para deflagraciones y
detonaciones débiles. Es decir, teniendo en cuenta la discusiéon en apartados anteriores,
c. < vy <v¥(Ty), o equivalentemente 0 < - < vjp (vﬁet(TN)) )

Cuando hay frente de choque hay recalentamiento y 7y > Ty . En cambio, sin
frente de choque, se tiene T, = Ty . En deflagraciones de Jouget vi(T,) = |vy| <
lv_| = c_. En detonaciones de Jouget c_ = |v_| < |vy| = v3(T). Como siempre,
sea deflagracion o detonacién, |vi+| < vy y la cota superior en procesos de Jouget es

53En principio cuando la onda de choque se achica tienden a ser ve, — ¥y ¥y, en consecuencia,
01 = Uy y w1 — Wy . Pero el caso U4 = vingt (&w) (0 |v4| = ¢4) corresponderfa a un frente de choque
ubicado en la misma posicién que la pared. Es decir, en el limite no hay onda de choque, no estan
definidos los valores {1, w1} y en general no tienden a coincidir con o4 =0y wy = wy , salvo en el
caso muy particular de vy, — vy = c4 .

®La ecuacién (2.47) es una ecuacién diferencial ordinaria, donde vale el teorema de existencia y
unicidad, dado un punto {&, , 91 } hay una tnica solucién que pasa por este. Lo mismo se aplica para
el punto {&y , 04} . Luego, la curva que los une es tnica, independientemente de la forma en que son
determinados los valores &, , 01 y 94 . No obstante, dados vy, y wx podria haber, por ejemplo, més de
un vy posible a tener en cuenta. Esas valuaciones extra se ha visto que corresponden a configuraciones
inestables, como las citadas en la seccién 2.5.3, las cuales no se consideran aqui.
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vy < 09(Ty) , luego vale

05Ty < el <viN(Ty) < vy <05 (Ty), (2.69)

para el T’y que se obtiene, via ecuacién de estado, a partir del w, = w(&,), si hay un
perfil de onda de choque w(§), o directamente tomando T, = Ty cuando no lo hay.
Reiterando, en la desigualdad (2.69), para proceso de Jouget, [v_| = c_ y |vy| = v3 o
lv;| = v9° si es una deflagracién o una detonacién respectivamente. Como se argumenta
previamente, en los procesos de Jouget siempre hay cola de rarefaccion, salvo en el caso
limite de deflagraciones débiles donde v, = c_. En general la existencia de onda de
choque implica vy < ¢, .

Si ¢y < c¢_ no hay detonaciones de Jouget con onda de choque, ya que no se cumple
v3t (T, ) < ¢, pero en principio no queda descartada la detonacién de Jouget sin frente

de choque al tener v, = v(Ty ), ni las deflagraciones de Jouget (con choque) cuando

vIH(T,) < ¢ < e < vy <v¥YTy). En particular, el limite v3{(T,) = ¢, < c_ no
es posible, ya que en ese caso deberia ser vy, = ¢, cuando ¢, < ¢ < vy, un absurdo.
Entonces, variando vy, se pasa de deflagraciones a detonacién con una discontinuidad
en la altura de la onda de choque respecto de vy, . Si ¢; = ¢_ la tinica detonacién de
Jouget posible sigue siendo para v, = v (Ty) y solo en la singular situacién en la que
cy = v9(Ty) desaparece la discontinuidad en la altura de la onda de choque cuando
se pasa de deflagracion a detonacién. Si c_ < ¢, , son posibles detonaciones de Jouget
con frente de choque, puede haber un valor de vy, para el cual se pase por el caso limite
entre deflagracién y detonacién donde se cumple v3f = ¢_ = v9°* (sin salto en la altura
de la onda de choque), pero si cy > v3(Ty) se tiene discontinuidad de detonacién
de Jouget con onda de choque al limite de detonacién débil en v, = v9(Ty). Las
condiciones para que dicha discontinuidad no esté son extremadamente particulares.

Entonces, en general, un proceso de Jouguet tiene ambas, cola de rarefaccién y onda
de choque. El caso limite sin cola es una deflagracion de Jouget con vy, = c¢_, el caso
limite sin frente de choque es una detonacién de Jouget con vy, = v3¢(T) > c_ . En las
deflagraciones de Jouget la velocidad v(§), en £ = &, , tiene un salto positivo al pasar
de la fase “—” a la fase “+”, mientras que en las detonaciones el salto es negativo. El
caso de pasaje continuo es cuando |vy| = |v_| (tercer panel en la figura 2.2). En la
figura 3.20 de la seccién 3.3.3.4 se ilustra un calculo concreto en el que se barren todas
las soluciones variando v,, desde deflagraciones débiles, pasando por deflagraciones de
Jouget, luego detonaciones de Jouget y finalmente detonaciones débiles. En general
siempre hay un v, = v¥(Ty) al que le corresponde una detonacién de Jouget sin
frente de choque, pero solo resultan posibles las detonaciones con frente de choque si
c_ < ¢4, pues solo cuando viye— > Ve se admiten choques mas bajos que el valor
detras de la pared 0; = viyr_ (&) . Fuimos nosotros quienes nos percatamos de este tipo
de solucién en nuestro trabajo publicado [3], ya que la misma se pierde al tomar ¢ = ¢
en la aproximacion del Bag usualmente considerada por la bibliografia especializada
(ver seccion 2.7.1).

Se obtiene el perfil como en la detonaciéon o deflagracién débil, salvo que en las
condiciones (2.65) o (2.67) deben hacerse las modificaciones:

Vo= —C_, Wy =Wy (2.70)

%5 Reiterando, la igualdad representa solo el caso patolégico que se explica en la nota n°53.
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Ademas, en el caso limite sin cola &, = c¢_ y en el caso limite sin frente w, = wy . Para
el proceso de Jouget se debe integrar a ambos lados de la discontinuidad para tener la
entalpia.

2.6. Solucién no estacionaria runaway

Como se anticipa en la seccion 2.3.2, si la friccion que experimenta la pared no llega
a igualar la fuerza impulsora, la velocidad de la pared rapidamente alcanza un valor
vy =~ 1, con alto y creciente factor relativista v, . Como la fuerza neta ultrarelativista
(2.34) no depende de la velocidad de la pared, si se alcanza ese régimen UR con una
fuerza neta F, > 0, la pared y la hidrodinamica en su entorno quedan en régimen
runaway sin posibilidad de volverse estacionarias. En lo que resta de este capitulo y
el siguiente, se considera a Fp (en vez de v, usado en caso estacionario) como un
parametro libre para estudiar sus efectos en la hidrodindmica (y el impacto de esta en
la generacién de ondas gravitatorias). Luego, esos resultados hidrodindmicos pueden
evaluarse mediante la ecuacién (2.34) para dejarlos en funcién de pardmetros del modelo
concreto que se esté considerando.

En las siguientes subsecciones, para comparar con casos ultra relativistas estacio-
narios (Fne = 0), solo interesan las paredes supersénicas, es decir, con v, > ¢, .
Concretamente, solo se consideran velocidades de la pared que son tan grandes que el
fluido delante de la pared se encuentra sin perturbar. Por lo tanto, en la fase “+” la
velocidad del fluido v, se anula y la temperatura T coincide con la de nucleacién.
También se supone que el fluido detras de la pared estd en equilibrio local, y que
entonces las variables T' y v estan bien definidas en todos lados.

Dentro de la burbuja, la evolucion espacial y temporal de las variables del fluido
estan dadas por las ecuaciones (2.9), 9,7" = 0. Como se vio en la seccién 2.4.3, los
valores v_ y T_ inmediatamente detras de la pared pueden obtenerse integrando las
ecuaciones 9,T"" = 0 a través de la interfaz, lo cual en definitiva para una pared delgada
que no acumula energia implica considerar la continuidad de los flujos representados
por T" . Pero cuando la pared acumula energia, como en el caso runaway, esos flujos
tienen una discontinuidad. Ademas, como condicién de contorno la velocidad del fluido
se tiene que anular en el centro de la burbuja. En el caso estacionario, es usual considerar
el marco de referencia de la pared, donde la condiciéon de empalme queda més simple,
sin dependencia explicita en vy, . En tal caso la pared tiene velocidad constante y el
marco de referencia es inercial, pero cuando es runaway el sistema ya no es inercial.
Incluso a pesar que vy, es aproximadamente constante, el valor ronda la velocidad de la
luz y se torna conflictivo considerar un sistema inercial propio si se aproxima v, = 1.
En esta secciéon en cambio, para interpretar expresiones identificando la fuerza sobre
la pared Fye y tomar mas facil el limite v, — 1, se considera el marco de referencia
donde el centro de la burbuja o plasma enfrente de la pared estd en reposo. Asi se
obtienen v_ y T_ como funciones de vy, y Ty a partir de las condiciones de empalme
en la pared.

2.6.1. Perfiles del régimen runaway

Al igual que con las detonaciones débiles, puesto que la velocidad de la pared es
vy &~ 1, no es posible que se transmita informacion por delante de la pared y el fluido
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debe encontrarse sin perturbar a temperatura Ty . Los perfiles de v y T detras de la
pared son una solucién de las ecuaciones (2.9) con condiciones de contornov = v, T' =
T_ justo detras de la pared. Igual que en régimen estacionario (ver seccién 2.4.1), para
un sistema con simetria esférica, cilindrica o plana, el problema es 141 dimensional, ya
que el perfil del fluido depende solo del tiempo y de la distancia r al centro, eje o plano
de simetria. En principio las ecuaciones (2.47) y (2.51) valen para régimen estacionario,
pues la condicién de similaridad es compatible con una pared la cual se ubica en un
valor fijo de &, &, = v, . Para una pared acelerada, esta condiciéon no es compatible,
en general, con las condiciones de contorno en la interfaz. No obstante, en el limite
ultra relativista, la posicién de la pared esencialmente corresponde al valor &, ~ 1.
De hecho, como se muestra en la seccién 2.6.3, los valores de T y ©_ son constantes
en el limite para una F}, constante. Por lo tanto, como en el caso de detonaciones,
el perfil de fluido de una solucién runaway también puede obtenerse de
las ecuaciones (2.47) y (2.50) de régimen estacionario, donde las condiciones
de contorno/empalme para la pared (con velocidad casi constante) se toman en la
posicion & &~ 1. Ademas, en la seccién 2.6.3, se aprecia que las condiciones de empalme
sobre estos perfiles en la posicién de la pared son similares a los de detonaciones ultra
relativistas, y de hecho coinciden cuando la fuerza neta sobre la pared tiende a cero.
Como consecuencia, no se espera diferencias cualitativas importantes en la forma de
los perfiles respecto al caso de detonaciones débiles.

2.6.2. Condicion de empalme en detonacién ultra relativista

En la seccién 2.4.3 se expresan las condiciones de empalme en el sistema de refe-
rencia de la discontinuidad. Lo mismo puede hacerse respecto a cualquier sistema de
referencia inercial, en particular interesa en el sistema de referencia del centro de la
burbuja.

Con cierta generalidad, en el sistema de referencia del centro de la burbuja, se toma
el movimiento de una discontinuidad en una direccion radial r positiva con velocidad
v, . De ese modo solo se necesitan considerar las componentes temporales y en la
direccién r del tensor T" . En un tiempo pequeno At la discontinuidad se mueve una
distancia Ar = v,At. Durante ese tiempo, en un pequeno volumen imaginario quieto
respecto al centro de la burbuja, en forma de caja con caras de area .&/ paralelas a la
discontinuidad®, se tiene un flujo entrante que viene por detrds de la discontinuidad
siguiéndola, dado por T, y también hay un flujo saliente debido al flujo empujado
por delante de la discontinuidad (por ejemplo, en deflagraciones), dado por 79" . Por
lo tanto, una energfa neta (T — T9").o/ At estarfa entrando a ese volumen de plasma
a menos que una parte de esta cantidad se acumule en la pared. Siempre, el cambio de
energfa del plasma en un volumen & Ar estd dado por (T% — T9%)e/v,At. Para una
discontinuidad en estado estacionario no se acumula energia en la misma y el balance

da

T — T = (T® — TO)... (2.71)

Similarmente, considerando al densidad de momento 77 y el fluyjo de momento 77",

56F] siguiente razonamiento también puede hacerse, dado un cierto sistema inercial, considerando a
cada instante un volumen infinitesimal mévil con velocidad constante que contiene a la discontinuidad
(en ese instante), con caras planas paralelas a la superficie de la discontinuidad. La tnica consideracién
adicional es tener en cuenta que el flujo efectivo que atraviesa cada una de esas caras tiene un aporte
adicional debido a su propio movimiento.



2.6 Solucidén no estacionaria runaway 79

se obtiene
T —T7 = (T7° — T, (2.72)

Notar, por el camino considerado en la deduccion, que estos resultados son validos
para cualquier sistema de referencia inercial, no solo respecto al centro de la burbuja.
Si se estd en un régimen estacionario, la discontinuidad se mueve con velocidad cons-
tante, y existe un sistema inercial donde dicha velocidad es nula (el sistema propio).
En tal sistema las ecuaciones (2.71) y (2.72) se reducen a 7% = TV y T = T
respectivamente. Es decir, se obtienen la condiciones de continuidad que conducen a
las ecuaciones expresadas en la seccion 2.4.3.

Se pueden trabajar estas expresiones para el caso particular en que la discontinuidad
considerada es la pared de la una burbuja detonante. En tal situacién se tiene que
Uy = Uy, Uy = 0 (seccién 2.5.4.1) y 9_ > 0. Teniendo en cuenta esto en la expresion
(2.10) para el tensor de energfa-momento de fluido a cada lado de la pared, se tiene
que en el sistema del centro de la burbuja

T—‘?O =€+, T—?—T = T—T-O = 07 T—Ti:r = P+, (273)

T =w 3?2 — P, T =T"=w_73%0_, T =w_39>+ P_. (2.74)

Insertando las ecuaciones (2.73-2.74) en (2.71-2.72), se obtiene el sistema de ecuaciones

w_(vy —0_) = (P.+ey)vg(l—32), (2.75)
w_(vy —0_)0_ = (P.—Py)(1—19), (2.76)
del cual facilmente se obtiene
P —-P U_ e
Gog=-c o+ 2 _ET % (2.77)

es +P.7 v, e_+ P

Estas expresiones son andlogas, pero diferentes, a las (2.54) para v, = —vy, y v_ en el
sistema de referencia de la pared detonante.

Ya que las variables w, P, e y T estan relacionadas por la ecuacién de estado, las
ecuaciones (2.77) pueden resolverse para, por ejemplo, w_ y v_ como funciones de w
v vy . También se podrian obtener las ecuaciones analogas a las (2.63-2.64)57 y ver que
las derivadas Qw_ /Ovy|r, ¥ 00— /Ovy|r, divergen para v, tal que

Uy — V_

— =cC_ 2.78
1 —ogo. (2.78)

que es equivalente a v_ = p(vy,0_) = —c_, la condicién para que la detonacién sea de
Jouget. Luego, en detonaciones débiles, v_ tiene un maximo para el punto de Jouget
y el proceso se vuelve méas débil, es decir, v_ decrece, para velocidades de pared mas
grandes (ver también las secciones 2.5.4.1 y 3.4.1). En el limite v, — 1, las ecuaciones
(2.77) tienden a

P_—P+_€_—€+

= . 2.
€++P_ €++P_ ( 79)

67—P7:€+—P+7 v =

5TEsto puede hacerse diferenciando las ecuaciones (2.75-2.76) para un dado T, fijo y usando la
relacién dP_ = dw_ /(1 +c_?).
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La primera de estas ecuaciones da la temperatura 7" como funcién de T, y la segunda
da la velocidad del fluido detras de la interfaz, ambas para una solucién estacionaria
ultra relativista. Ademas, puesto que dicha solucién es caso limite de una detonacion
débil, la cual no tiene frente de choque (seccién 2.5.4.1), se cumple que T, = Ty .

2.6.3. Condicién de empalme en pared runaway

Previamente solo se considero el régimen estacionario, es decir, velocidad de pared
constante. En general puede tenerse una pared acelerada. En tal caso se debe tener
presente que una parte de la energia se acumula en la pared [105]. En el tiempo At,
una cantidad de energia o/ Ao se acumula en la superficie de la interfaz de area o7,
donde o es la densidad superficial de energia. Entonces, el balance de energia [andlogo
a (2.71)] en este caso da

T — T = (T% — T®) v, + —. (2.80)
Similarmente, como el momento de un elemento de pared estd dado por < o v, (ver
seccién 2.3), se tiene

d(vy0) ‘

T =T = (T — T, + y7

(2.81)

Luego de cierto periodo de tiempo (generalmente corto), la pared acelerada alcanza
una velocidad terminal o contintia acelerando indefinidamente tendiendo a velocidades
ultra relativistas. El régimen de aceleracién ultra relativista es similar al de estado
estacionario en el sentido que la velocidad de la pared es esencialmente constante,
vy =~ 1 (aunque vy, y o varian). En este limite se tiene

do _ d(vyo)
dt — dt

= Foet, (2.82)

donde F, es la fuerza neta por unidad de area actuando sobre la pared, acorde a la

definicién (2.19) que en limite relativista toma la forma (2.34). Insertando las ecuaciones
(2.73-2.74) en (2.80-2.81) se obtiene

W — w4

e__P_:6+—P+—2Fnet, '17_: .
w7+w+

(2.83)

Para F,o = 0, las ecuaciones (2.83) coinciden con las del caso de detonacién ultra
relativista, de la ecuacién (2.79). De las ecuaciones (2.83) se pueden obtener la tempe-
ratura 7_ y la velocidad v_ como funciones de Fyo; v 1)y . Se ve que, para una fuerza
neta constante, v_ y 7" son constantes, como en el caso estacionario.

2.7. FEl Bag y los factores de eficiencia

En la seccion 1.3 se exponen los resultados de teoria de campos a temperatura finita
que permiten obtener la ecuacion de estado en cada fase. Como se explica en la seccién
1.2.3.2, con esa forma explicita de la densidad de energia libre F se pueden calcular
todas las magnitudes ttiles para el estudio de la hidrodindmica durante la nucleacion
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y expansion de burbujas de fase. Pero por conveniencia de calculo o para realizar un
tratamiento semi-analitico donde aun pueda hacerse un seguimiento de las distintas
dependencias, la ecuacion de estado debe ser simplificada. La informaciéon distintiva
propia a cada modelo considerado de Fisica de altas energias (teoria de campos) so-
brevive en los parametros de los cuales depende la ecuacién de estado simplificada.
Estos atin pueden ser calculados correctamente a partir de la teoria de campos. Incluso
recalculados paso a paso si numéricamente se sigue la expansion de las burbujas.

En esta seccion se expresa la ecuacion de estado del Bag, de amplia utilizacién en la
bibliografia especializada, asi como la definicién de los factores de eficiencia, los cuales
son de gran importancia para el calculo de ondas gravitatorias.

2.7.1. Ecuacion de estado del Bag

Una aproximacion simple para la ecuacién de estado en cada fase es dada por el
modelo del Bag donde densidad de energia, entalpia y presién suelen escribirse como®®

1 4
e+ :aiT4+5i, P, = gaiT4—5i, Wy = gaiT4 (284)
donde todas estas expresiones corresponderian a las derivadas a partir de una energia

libre de la forma .
Fi(T) = —gaiT4 +ex (2.85)

Esta ecuacién de estado estd basada en el modelo del Bag para hadrones®. Fisicamente,
en la transicion de fase de la escala QCD, la aproximacién representada por la ecuacién
(2.85) corresponde a suponer que las dos fases consisten de un gas de particulas sin
masa, cada una con diferente nimero (y tipos) de especies de particulas (como quarks
y gluones en la fase “+”, y piones en la fase “—”). Estos nimeros de grados libertad
son proporcionales a las constante a.. .

Con el objetivo de simplificar el tratamiento de la hidrodindamica, la ecuacién del
Bag suele ser considerada como una aproximacién que describe transiciones de fase a
altas energias en general, incluida la transicién electrodébil (ver, por ejemplo, [6, 97,
112, 118, 122]). Esta ecuacién de estado puede ser interpretada del siguiente modo.
Para T > T, , el sistema estd en un falso vacio y se tiene un cierto nimero de grados de
libertad asociados a particulas sin masa. Por lo tanto, se tiene una densidad de energia
de vacfo €, y una densidad de energfa de radiacién a,T*. En T = T., un ntimero
de grados de libertad (proporcional a Aa = a; — a_) repentinamente se vuelven muy
masivos y desaparecen del plasma. Al mismo tiempo, es liberada una densidad de

energia de falso vacio Ae = ¢, — ¢_ . Inmediatamente se aprecia que el calor latente,
dado por la definicién (1.14), aqui es L = 4A¢.

58 Aunque no estan expresadas en su variables naturales, pero si en las de F de la cual pueden
derivarse todas ellas. La variable natural de e es s, pero puede ponerse en funciéon de la temperatura
con una relacién biunivoca, T o s'/3 .

%9El nombre viene de la referencia [120], donde suponen una regién del espacio a la que llaman “Bag”
(“Bolsa” en inglés), que es capaz de contener campos hadrdnicos y tiene una energia potencial por
unidad de volumen constante, y que aqui corresponde al término constante en la ecuacién de estado
(2.84-2.85). Esa descripcién ha sido usada para describir una transicién de fase que inicialmente se
supuso de primer orden en la escala de QCD (quark-hadron), aunque posteriormente célculos en lattice
[121] muestran que es de hecho un crossover (orden superior).
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2.7.2. Uso del Bag

Es claro que, este tipo de aproximacion, solo sirve para describir cada fase, pero
de ninguna manera para describir lo que pasa dentro de la pared, ni en el ritmo de
nucleacion. En esta seccién, se discute como pueden aproximarse modelos realistas, en
cada fase, utilizando la ecuacion de estado del Bag. Para eso es necesario identificar
la adecuada forma de parametrizar resultados hidrodinamicos obtenidos con el Bag en
funcién de magnitudes termodinamica que tengan una clara interpretacion en cualquier
modelo. De ese modo, se calculan dichas magnitudes usando la ecuacién de estado
correcta (forma explicita de F) y se las usa para evaluar los resultados obtenidos
considerando el Bag.

2.7.2.1. Parametrizacion del Bag

La ecuacién de estado del Bag ha sido frecuentemente usada como una aproximacion
para los modelos realistas. En general, se espera que la fase “4” se aproxime muy bien
con el Bag. Por ejemplo, en (1.44-1.45) se ve que F, = F(¢ = 0) = —g—;g*T4 + pry -
En cambio la ecuacién de estado real en la fase de simetria rota (fase “—") no es de
la forma (2.85), al utilizarse resultados de consideraciones hidrodindmicas hay alguna
ambigiiedad en la definicién de los parametros e_ y a_ .

Los resultados de calculos, usando la ecuacién del Bag, generalmente dependen de
la diferencia Ae = ¢, —e_ . Algunas formas de realizar el ajuste de este parametro son:

x En general para cualquier modelo que se desee aproximar se podria ajustar e, =
e+|r—0 = Ver(¢+) e interpretarla como la energia de vacio o falso vacio (minimo
local no absoluto asociado a la fase considerada). Entonces la densidad de energia
de vacio liberada en la transicion de fase puede evaluarse del potencial efectivo
a temperatura cero como Ac = V(¢4 (T)) — Ver(¢—(T)) (donde usualmente,
por simetria, corresponde ¢, = 0), aunque el minimo ¢, como depende de la
temperatura, deberia aproximarse en torno a alguna temperatura como la critica
T. o, mejor ain, la de nucleaciéon Ty . A pesar de que la cantidad Ver(¢p+(T))
generalmente no se comporta como una densidad de energia de vacio (depende
de T'), la cantidad Ae representa la energia de vacio liberada a la temperatura T’

(de un total Ver(0) — Ver(v) = pgp — 0).

x Para la ecuacién de estado del Bag se tiene la relacion L = 4Ae. Entonces,
alternativamente se podria definir la constante del Bag como Ae = L/4, con
L =e (T.) —e_(T.) calculada con el potencial efectivo realista, de modo que la
aproximacién del Bag da el valor correcto del calor latente. Notar que para un
modelo general se tendria e, (T,) —e_(T,) # 4(Vet(d1) — Vet(¢_)) , y no se pueden
ajustar las dos cantidades con la ecuacién de estado del Bayg.

x En las referencias [90, 91, 112] se propone tomar e. = (ex — 3Py)/4, lo cual
se satisface para la ecuacién de estado del Bag. Esto da Ae = (Ae — 3AP)/4,
con Ae = e, —e_ y AP = P, — P_. Para un modelo general, la cantidad
Ae asi definido depende de la temperatura. En T" = T, se tiene P. = P, vy,
asi, Ae = Ae/4 = L/4, mientras que en T' = 0 se tiene ex = —Py y, asi,
Ae = Ae = Ver(¢1(0)) = Ver(¢—(0)) = py, . Entonces, para una transicion de fase
con poco sobreenfriamiento (es decir, T' ~ T.), definiendo Ae por este camino
se tendria una ecuacion de estado del Bag con el mismo calor latente que en el
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modelo real, mientras que en una transicion de fase con fuerte sobreenfriamiento
(es decir, T' <« T.), esta definicién de Ae darfa el valor correcto de la diferencia
de densidad de energia de vacio.

Para elegir una de estas definiciones del parametro del Bag Ae , se necesita considerar
cual de estas cantidades (el calor latente o la densidad de energia de vacio) es mas
relevante para la dindmica. El calor latente representa la energia que es liberada por el
frente de transicién a temperatura critica, mientras que la diferencia de energia de vacio
se libera a temperatura cero. El calor latente recalienta el plasma, lo cual afecta signi-
ficativamente el movimiento de la pared si T" es cercano a T, pero no para T’ < T, . Por
otro lado, la diferencia Ver(¢p4) — Ver(¢— ) da la fuerza neta que comanda el movimiento
de la pared en T' = 0 y es asi relevante para el caso de gran sobreenfriamiento. Como
aqui se consideran transiciones de fase con diferentes cantidades de sobreenfriameinto,
es conveniente adopta el tltimo de los ajustes que se sugieren para la constante del
Bag, a saber,

Ei:(ei—?)Pi)/Ax (2 86)
= Ae = (Ae — 3AP)/4, '
donde se computa e = Fy — TdFy/dTl y P = —F4 con el F de un modelo realista.
Para fijar un valor constante, cuando ese ajuste es bueno deberia ser buena aproxima-
cién evaluar a una temperatura de nucleacién T' = Ty en un rango de T'(¢;) a T'(t,) %,
que para transiciones poco sobre enfriadas es ~ T, .
Igualmente, no hay un tinico modo de ajustar la constante efectiva de radiacién a. .
Algunas de las més frecuentes formas de hacerlo son las siguientes:

x Habiendo definido €. , se podria definir una densidad de energia térmica como
ere(T) = ex(T) —ex [19] (La “R” es porque en el Bag coincide con el término
de radiacién), y aproximar la “constante de radiacién” como ay = ey /T?.

* Para la ecuacién de estado del Bag se tiene la relacién AaT?/3 = Ae. Asi, si se
usa la definicion Ae = L/4, se puede también definir Aa = 3L/(4T%) .

* Se puede definir la constante de radiaciéon con la densidad de entalpia [112],
ay = 3wy /(4T1) (que en T = T, coincide con la definicién anterior). A un dado
T esta definicién, junto con aquella que se adopta para 4 en la expresion (2.86),
permite descomponer la presion y densidad de energia realistas en la forma del
Bag Py = —ex +asT1/3, ex =ex +as T} (con g1 y ax dependientes de T').

Resulta entonces mas adecuada (y englobadora) la tercer forma de ajuste, tomando
ax = 3wy /(4T%) (2.87)

donde se computa wy = —TdFi/dT con el F de un modelo realista y, para fijar un
valor constante, cuando ese ajuste es adecuado deberia ser buena aproximacion evaluar
a una temperatura de nucleacién 7' = Ty en un rango de T'(¢;) a T'(t,) .

60Si se sigue la evolucién de la transicién en cada paso de tiempo se puede realizar el ajuste en
funcién de la Ty en ese momento.
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2.7.2.2. Variable «(T)

Evidentemente, los resultados hidrodinamicos pueden expresarse en funcién de los
parametros libres del Bag y de la temperatura. En varios resultados estos elementos
aparecen conjuntamente de forma que constituyen una tnica variable térmica la cual
relaciona densidades de energia. Es decir, naturalmente aparece una variable que con-
tiene toda la dependencia en la temperatura y la informacién ajustable del modelo.
Entonces, en aquellos resultados, en vez de ajustar los pardmetros del Bag usando
(2.86) y (2.87) se puede directamente ajustar esa variable (pero manteniendo un crite-
rio similar). Histéricamente, se toma como definicién de esa variable

Ae

(2.88)

Dependiendo de la forma en que se ajusten los parametros del Bag, se le puede
dar a esta variable diferente interpretacion desde el punto de vista de una ecuacion de
estado general. Por ejemplo, en el Bag siempre se la podria reescribir como

Ae

o(T) = )’ (2.89)
o bien .

o(T) = Ten(T) (2.90)
o bien .

a(T) = o (T (2.91)

Tomando siempre (2.88) como la referencia, la expresion (2.89) serfa consistente con
el ajuste ex = V(1) y ay = (e, —e,)/T* = epy/T*. Si se considera la expresién
(2.90), que podria corresponder a la asignacién e =0, Ae = e, = L/4, se tiene una
forma de calcular esta variable en cualquier modelo. No obstante, ez, puede diferir
considerablemente de un término de radiaciéon y no tiene una interpretacion clara. A
su vez la magnitud (2.91) parece tener la mas clara interpretacion fisica en cualquier
modelo, esto sugiere que quizas convendria expresar

o(T) = o, (%)4
L

"3 wi(Te)

(2.92)

%

pues los pardmetros L y wy (T.) estan claramente definidos en cualquier modelo, ademas
de la cantidad de sobreenfriamiento 7'/T.. Para esta forma de expresar «, cuando
Tn ~ T, es consistente con los ajustes que establecen las expresiones (2.86-2.87). Si se
toman esos ajustes a cualquier temperatura [como funciones e (T) y a+(T)] y se los
reemplaza en la definicién (2.88), se tiene la generalizacién

Ae(T) — 3AP(T)

a(T) = 3w (1)

(2.93)

donde todas las magnitudes involucradas se deben calcular a partir del & de un modelo
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realista. En cualquier resultado hidrodinamico obtenido mediante la ecuacion de estado
del Bag puede reemplazarse cada aparicién de « por la expresion (2.93).

En los calculos numéricos que se realizan en esta tesis, siguiendo la evolucién de la
transicion, se reajustan instante a instante los parametros del Bag € y a con (2.86-2.87)
para la temperatura T' = Ty que tiene el universo en ese momento lo cual es equivalente
a evaluar (2.93) instante a instante con esa temperatura.

Si el modelo realista estd bien aproximado por la ecuacion de estado del Bag, todas
estas formas de interpretar y ajustar a (o de ajustar los pardmetros del Bag) no
conducen a resultados significativamente diferentes. En distintas publicaciones fuimos
progresivamente adaptando la definicién adoptada hasta converger a la que se expone
aqui. En general las asignaciones que hemos tomado, en los rangos de validez que hemos
considerado, resultan ser compatibles con las dadas en las expresiones (2.86 ,2.87,2.93).
En aquellos puntos de esta tesis, donde se exponen resultados evaluados para modelos
realistas, se senala explicitamente qué definicién se tuvo en cuenta en la publicacién
asociada.

A lo largo de esta tesis aparecen valuaciones a distintas temperaturas que se denotan
como oy = a(Ty), a1 =a(Th), as = a(Th), a. = o(T,), any = o(Tx), ete.

2.7.3. Factores de eficiencia

Como se ve en la seccion 1.5.3, los calculos de ondas gravitatorias conducen a
expresiones que pueden ponerse en funcién de la energia acumulada donde el campo
varia (la pared) o donde hay movimientos masivos de fluido. Esa energia, para el
campo escalar, corresponde a la integracién de (9,¢)?. Como también se menciona
en la seccién 1.5.3, histéricamente primero se estudié la transicion de fase de vacio,
donde la fuente de OG se concentra en la pared de burbuja y la energia total de la
pared corresponde a la energia total de vacio liberada por la burbuja [62], es decir,
Ey =4 [ drr*(0,¢)? = AeV}, siendo el volumen de la burbuja Vj, = 473 /3. Para una
transicion de fase térmica, una parte de la energia que se libera en la transicién va a
parar a recalentamiento del plasma y a movimientos masivos de fluido. En un régimen
estacionario la energia almacenada en la pared es despreciable y solo es relevante la
energia de movimiento del fluido. Esta tltima se expresa como una fraccién de la
energia total que se hubiera aprovechado en una transicion de vacio, Ey = kgAeVj,
siendo el volumen de la burbuja V, = 4mv3t3/3 v el factor de eficiencia kg es la
fraccion de energia de vacio liberada que va a parar a movimientos de fluido. En el
caso de paredes runaway se tiene vy, ~ 1 como en una transicién de vacio. Para una
pared runaway, una importante fracciéon de la energia liberada (pero no toda) va a la
pared de la burbuja, es decir, una cantidad E,, = k,AcV}, con un factor de eficiencia
kw . El resto de la energia de vacio va a recalentamiento y a movimientos de fluido.
Entonces, si hay un delgado “cascarén” de fluido en movimiento avanzando con la
pared, la cantidad relevante para la generacion de OG es Ey, + Eg = (ky + kq)AeV,.

2.7.3.1. Factor de eficiencia hidrodinamico tradicional

Al encontrarse porciones de plasma aceleradas por el crecimiento de diferentes bur-
bujas, se pueden alcanzar configuraciones en las que ya no es buena aproximacion
considerar al fluido como ideal y, teniendo en cuenta la viscosidad del plasma, es po-
sible que se desarrolle un régimen turbulento. Se espera que la energia de porciones
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macroscopicas de fluido puestas en movimiento por el avance de la pared de burbuja
sea esencialmente la que va a parar a los procesos turbulentos. Por ese motivo, directa-
mente del estudio de la hidrodinamica involucrada en la expansion de una sola burbuja
(considerando fluido ideal en esa etapa), se puede estimar cudnta energia contribuye a
la turbulencia.

La densidad de energia del fluido ideal esta dada por la componente 00 del tensor de
energia-momento que en el caso de la expresién (2.10) puede descomponerse de varias
formas:

T®(w) =wy’ — P = (e+ Pv?)7* = e + wv*y” (2.94)

La cantidad que aparece en el tiltimo término,
ey = wy*v? (2.95)

es esta expresion la que se vuelve relevante para el calculo de ondas gravitatorias.
Concretamente By = FE,, donde E, = f e, es la integral en el volumen donde el
plasma se encuentra perturbado. Como se tiene 7% (v = 0) = e, se puede escribir

ey = T (v) — T (0) (2.96)

En consecuencia, es frecuente asociar esta cantidad a la densidad de energia cinética en
movimientos macroscopicos de fluidos (ver, por ejemplo, [6, 112, 123]). Sin embargo,
como lo hacemos en nuestra publicacién [3], es importante mencionar que, en el limite
no-relativista (es decir, un fluido con constituyentes microfisicos no-relativistas y baja
velocidad macroscépica v < 1), la cantidad e, se vuelve pv? en vez de % pv? . Por otro
lado, es bien sabido [92, 93] que la densidad de energia total T%(v) da el valor limite
esperado p + %pv2, donde p es la densidad de masa en el sistema de referencia del
“laboratorio”%!. Esta discrepancia se debe a que e, se obtiene como la diferencia de
dos densidades de energia. Considerando un dado elemento de fluido el cual tiene un
volumen V'(0) cuando estd en reposo y un volumen V'(v) cuando se mueve con velocidad
v, si se define la energia cinética de este elemento de fluido como Ey;, = E(v) — E(0) =
T%(v)V (v) — T°(0)V(0) , entonces se podria tomar como densidad de energfa cinética
a exn = Eiin/V(v) = T®W) — 4yT%(0), que da el limite no-relativista correcto®.
No obstante, trabajar con una densidad que involucra dos volimenes diferentes no es
del todo cémodo tampoco. Como la ecuaciéon (2.94) suministra una descomposicién
natural de la densidad de energia en un término independiente de la velocidad [la
densidad de energfa interna e(7')] y otro que se anula para v = 0 [dado por e,], en
el contexto relativista e, parece mas apropiada para cuantificar el aporte asociado al
movimiento macroscopico. No es un abuso de lenguaje excesivo decir directamente que
e, s la densidad de energia cinética del fluido, y que su integracién volumétrica F, es
la energia cinética del fluido en el volumen de integracién. En cualquier caso, sea o no
conceptualmente correcto identificarlo con la energia cinética, en general el espectro

61En (2.94) y (2.95) se debe tener en cuenta que la densidad de energfa interna coincide con la
densidad de masa propia e = p, = p/7v, donde p es la densidad de masa en el sistema de laboratorio.
En el limite con velocidad no relativista se preserva solo hasta orden cuadratico en v y la microfisica
no relativista implica P + p ~ p. Otra forma es tomar el limite por partes, considerando primero
P/e < 1, luego expresar en funcién de p y finalmente tomar el limite para v pequeno.

62Se puede ver que en referencias como [10] y [68], implicitamente se usa la definicién ey, = Fwv??,
que también da el limite correcto y es proporcional a e, . Mas atin, en realidad eluden toda esta
discusién porque simplifican los calculos tomando v = 1.
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de onda gravitatoria depende de esta magnitud (ver seccién 1.5.3). Lo relevante es que
quede clara su definicién matematica, para aplicar correctamente cualquier resultado
donde aparezca.

Entonces, los distintos resultados de cdlculos para generacion de ondas gravitatorias
donde aparece E, suelen expresarse en funcién del factor de eficiencia, que relaciona
la energia cinética del fluido luego de la transicion con la energia de vacio liberada.
Considerando una burbuja de volumen V; en torno a la cual® hay una energfa cinética
neta E, , el factor de eficiencia se definir como [6]

AV,

(2.97)

R

Si bien esta es la definicion del factor de eficiencia, a continuacion se lo reescribe
en una forma ma&s conveniente para su calculo en funcién de los perfiles de fluido,
valida con los regimenes estacionario y runaway. En la seccién 2.6.1 se muestra que
el régimen runaway esta esencialmente descripto por las mismas ecuaciones de perfil
que en los casos de expansion estacionaria pero tomando v, &~ 1, en consecuencia
para reescribir kg basta considerar la pared avanzando a una velocidad constante®* y la
validez de la condicién de similaridad (introducida en la seccién 2.4.1). A tiempo ¢ desde
la nucleacion, la pared moviéndose con velocidad vy, se encuentra a una distancia R, =
vt de un punto, eje, o plano de simetria central, y el volumen de la burbuja es de la
forma V}, = chZH /(j+1),donde j = 0,1, 02 para el caso plano, cilindrico o esférico
respectivamente (El factor ¢; se cancela en los siguientes célculos). Integrando (2.95) en
el volumen con la simetria correspondiente, se obtiene la “energia cinética” de porciones
macroscopicas de fluido E, = ¢; [ wv*y*ridr, donde 7 es la coordenada “radial”.
Como vale la condiciéon de similaridad cada punto de los perfiles de fluido avanza
también con velocidad constante. Entonces se puede escribir el factor de eficiencia

, 1
J+1 2 244
K = ———— wv d. 2.98
0= e | e (2.98)
donde ¢ = r/t queda como variable muda de integracién®®. Notar que kg no depende
de t. El pardmetro rq definido en la expresién (2.97), o la (2.98) més practica para
calculos, es el que historicamente se consideraba en la bibliografia especializada para
expresar F, , que a su vez luego se utiliza para calculos de ondas gravitatorias.

63Ese entorno puede ocupar un volumen mayor a V, si el frente de transicién empuja fluido en la
fase “+”, como es en el caso de las deflagraciones. En tal situacion E, se obtiene integrando en ese
volumen extendido.

54En una situacion realista incluso luego de alcanzar un régimen estacionario la velocidad de la
pared puede variar debido al enfriamiento del universo y a la liberacién de calor latente [98, 124, 125].
En este trabajo se considera esa variacion al calcular el desarollo de la transicion en el capitulo 4. Sin
embargo, se calcula kg a un dado momento “final” de la transicién (el tiempo de percolacién t,), para
usar los resultados de OG. Ademaés en ese cilculo de kg se supone v,, = cte para obtener resultados
analiticos utilizables.

65 Adems4s en la integracién € < 1 por que razonablemente se supone un soporte compacto para v(r)
a todo t y ningiin punto (dado por r) de ese perfil puede avanzar més rapido que la luz.
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2.7.3.2. Factor de eficiencia hidrodinamico alternativo

Reproduciendo también aqui parte de la discusion que hacemos en nuestra pu-
blicacién [3], es importante senalar que suele interpretarse mal el factor kg . Esto no
implica necesariamente que se obtienen resultados incorrectos, siempre que la cantidad
kq Ae sea correctamente usada en los cdlculos de, por ejemplo, ondas gravitatorias. De
acuerdo con la ecuacién (2.97), el factor kg da el cociente entre la energia cinética y
la energia de vacio liberada. La energia de vacio suele confundirse con la energia total
disponible o el calor latente (ver, por ejemplo, la referencia [6]). En consecuencia, kg
es generalmente interpretada como la fracciéon de energia liberada que va a parar a la
energia cinética macroscopica del fluido, y una fraccién 1 — kq se supone que va a parar
a energia térmica (ver, por ejemplo, [112]). Sin embargo, AeVj no es la energia total
liberada en la transicién de fase, pues la energia interna del sistema no esta constituida
unicamente por energia de vacio. Por ejemplo, para la aproximacion del Bag, el calor
latente L = e, (T,) — e_(T.) estd dado por L = 4Ae, es decir, la energfa liberada en
T =T, es bastante mas grande que AeV, . Entonces, la proporcion de energia que va
a incrementar la energia interna serd mas grande que 1 — kg .

Una definicién més apropiada para el factor de eficiencia seria tal vez kg — E, /(L V}) .
Sin embargo, la transicion de fase no ocurre exactamente en 1" = T, pues siempre hay
cierta cantidad de sobreenfriamiento. A una temperatura Ty < T,., la diferencia de
energia entre las dos fases esta dada por

Aey =e(Ty) —e_(Ty) (2.99)

mas que por L = e, (T,.) —e_(T.) . Aunque la temperatura Ty es en muchos casos muy
cercana a T, , para una transicion de fase extremadamente sobreenfriada ocurriendo en
Tn = 0 se tendria Aey = Ae. Para una burbuja expandiéndose en T' = Ty, se puede
suponer que la energia liberada estda dada por AeyVj .

En la practica, la temperatura en la fase “—” nunca esta dada por la temperatura
T, pues la energia que es liberada durante la conversion de fase en torno a la pared
de burbuja causa recalentamiento (en general a ambos lados, dentro y fuera de la
burbuja) al igual que movimientos de fluido. En un estado estacionario se tienen perfiles
estacionarios para la temperatura y la velocidad del fluido. Asi, cuando el volumen de
la burbuja cambia un 0V}, la diferencia de energia Aey 0V, va instantdneamente a
mantener el perfil del fluido. En lo que sigue se muestra que la energia liberada AeyV},
naturalmente se separa en la energia F, y en la cantidad AF, que puede interpretarse
como la energia usada para recalentar el plasma.

Se considera conservaciéon de la energia en el volumen V' que contiene a la burbuja
y la region del fluido siendo perturbada. La energia en ese volumen la da la integral
de la ecuacién (2.94), Ey = [, e + E,, mientras que inicialmente, justo antes de la
nucleacién, es E; = e, (Ty)V . Despreciando por simplicidad la perdida de energia
debida a la expansién adiabatica del universo, por conservacion se tiene que cumplir
E; = E;, lo que conduce a

E, +/V[6(T) —ey(Tn)] =0 (2.100)

De acuerdo con esta ecuacion, la integral [, [e(T) — e;(Tw)] es negativa y no puede
interpretarse como la energia que va a recalentamiento. Como la ecuacién de estado es
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diferente en las dos fases, es conveniente separar esta integral,

B, + /V e-(T) = es(Ta)+ [ len(T) = es(Tn)] =0 (2.101)

donde V4 v V; son el volumen de la burbuja y su complemento, dentro del volumen
total V. La ultima integral cuantifica la energia usada para cambiar la temperatura
desde T uniforme a un perfil 7(7") en la fase “+”. Por otro lado, la primer integral
no puede interpretarse de este modo, ya que involucra un cambio de fase. Restando
y sumando e_ (Ty), se descompone esta integral en —AeynV; + be le_ (T) —e_ (Tw)].
El primero de esos términos puede interpretarse como la energia que el sistema tiene
que perder para cambiar la fase en T' = T, mientras que el integrando del segundo
cuantifica la densidad energia usada para recalentar el sistema desde Ty uniforme a un

perfil T'(7") en el volumen V;, con fase —. Asi, la ecuacién (2.101) se vuelve
E, + AE, = AenV, (2.102)
donde
AE, = /V e (T) —e(TW)] + /V e (T) — e+ (Tw)] (2.103)
b

— [ le(r) - e(t) (2:104)
\%

Teniendo en cuenta la ecuacién (2.102), en [3] hemos propuesto definir un nuevo

factor de eficiencia:
E,

AenVj

que cuantifica la fraccion de energia liberada que va a movimientos masivos de fluido.
De la ecuacién (2.102) se tiene

Fg = (2.105)

AFE,
AGNVb

1—Rq = (2.106)
que puede interpretarse como la fraccion de energia liberada que va a parar a recalen-
tamiento®. Andlogamente a la ecuacién (2.98),

. 1 1 '
g = 1 / wv~2¢1 de (2.107)
0

Aen vyd 11

con el que obviamente también se puede despejar E,, y que se relaciona con kg me-
. ., Ae(T . % , ’

diante un factor de proporcién %. A continuacién, se expone algtin detalle mas

sobre el contraste entre la interpretacion errénea que se le suele dar a kg y como kg

si se ajusta mejor a las expectativas intuitivas.

56De acuerdo a la discusién que se desarrolla a continuacién de la ecuacién (2.95-2.96), podria usarse
una densidad de energfa cinética alternativa ey, = wv?y? + e — ve, ya que la densidad de energia e
corresponde al sistema en reposo del elemento de fluido. Similarmente, se podria usar ve(T) en vez
de e(T) en la ecuacién (2.104). Esto da una definicién alternativa de AE, la cual, junto con [ ey,
da una descomposicién de AenV}, alternativa a la de la ecuacién (2.102).
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b 2

Energia de recalentamiento e interpretacion de “1 — kq” vs “1 — kq

Notar que Rq, expresado en (2.105) y (2.107), estd bien definida en cualquier mo-
delo, pues la cantidad Aey se define sin ambigiiedad en cada modelo, en contraste con
el parametro Ae que solo parece tener una interpretacion clara en el modelo del Bag y
que se define forzadamente en cualquier otro caso. Para la ecuacién de estado del Bag
y para Ty cercano a T, , se tiene la relacion kg ~ rkq/4 (v Aey ~ L).

Para el Bag, la ecuacién (2.100) puede reescribirse en la forma

E, + / % [w(T) —wy(Tn)] = AcVy (2.108)
lo cual conduce a [112]
L= / () — wi(T) (2.109)

De acuerdo con la discusién previa, la integral en las ecuaciones (2.108) y (2.109) no
deberia interpretarse como la energia de recalentamiento. De hecho, de acuerdo con la
definicién dada en (2.103), que en el Bag conduce a AE, = [, 2 [w(T) — w(Ty)] (notar
la ausencia de un indice + en esta expresion), la expresion (2.106) puede reescribirse
en forma similar a la (2.109)

] 1 3
e s /V = [w(T) = w(Ty) (2.110)

En la referencia [112] a la integral que aparece en la ecuacién (2.109) la escriben co-
mo [ 2 [w(T) — w4 (Tw)] = [ [e(T) — e (Ty)], la cual es entonces interpretada como el
aporte que incrementa la energia térmica. Sin embargo, esta ultima igualdad no es co-
rrecta y de todos modos, acorde a la ecuacién (2.100), [ [e(T) — e (Ty)] = —E, < 0.
Debe remarcarse que las ecuaciones (2.109) y (2.110) son equivalentes. Las diferencias
estan en el modo en que la energia es acomodada y en la interpretacién. Fuera de la
burbuja, los integrandos en las ecuaciones (2.109) y (2.110) coinciden. Dentro de la bur-
buja, el integrando en la ecuacién (2.109) estd dado por 2 [w_(T') — w4 (Ty)], mientras
que en la ecuacién (2.110) se tiene 2 [w_(T) — w_(Ty)]. En esta tesis se interpreta a
la ultima como una densidad de energia involucrada en el cambio de temperatura de
Tn a T en la fase “—”, y toda la integral en la ecuacién (2.110) como la parte de la

energia total liberada AeyV, que va a parar a recalentamiento.

Dejando de lado esos problemas de interpretacion, la cantidad kg obtenida usan-
do la ecuacién de estado del Bag es ttil (por ejemplo, para célculos de ondas gra-
vitatorias) porque es relativamente facil calcular en funcién de las cantidades vy y
ay = Ae/(a,Ty) . Sin embargo, como se discute en la seccién 2.7.2.1 (y mas adelante
en la 3.2.2.3), la cantidad Ae no esté claramente definida en cualquier modelo general,
y debe tenerse cuidado al aplicar los resultados para kg (vy, ) . Por otro lado, la defi-
nicién (2.105) es tan 1til para aplicaciones como la definicién en la ecuacién (2.97). De
hecho, la cantidad F, se puede obtener tanto de kg AeV}, como de kq Aey V;, . Para el
Bayg, la relacién entre estas cantidades estd dada por kg/fg = Aen/Ae = 1+ 314 /T2,
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2.7.3.3. Factor de eficiencia de la pared

Como se expone en la seccion 1.5.3, ademas de los movimientos turbulentos del
fluido, hay otro mecanismo posible de generacién de ondas gravitatorias, denominado
como colision de burbujas. Esencialmente en este la fuente son las paredes de burbujas
deformadas durante el encuentro de los frentes de transicién. La energia que se atribuye
al entorno de la pared es en parte debida al fluido acelerado por esta (que previamen-
te a la colisiones constituye un cascaron de dimensiones comparables al radio de la
burbuja), y se podria estimar con el factor de eficiencia hidrodindmico igual que para
la turbulencia (la cual se desarrollaria completamente un tiempo después). También
contribuye a esa fuente la energia superficial ¢ contenida en el interior de la pared, de
espesor microscépico respecto al radio de la burbuja. A temperatura finita, en procesos
estacionarios o es constante y despreciable, pero en transiciones a temperatura cero
la pared se moveria a la velocidad de la luz y toda la energia liberada se concentraria
en un o creciente. Como caso intermedio, en el régimen runaway (ver seccién 2.6),
una porcion de la energia liberada va al o de la pared acelerada. Este incremento en la
concentracion de la energia favorece la generacién de ondas gravitatorias por colisiones.
Es 1til entonces definir un factor de eficiencia que involucre ese incremento de energia
en la pared.

Para ello se debe considerar que el volumen total de la burbuja, V}, se incrementa
una cantidad AV} al mismo tiempo que la energia total contenida en la pared, F, , se
incrementa una cantidad AFE,, . El factor de eficiencia de la pared se define como

AL (2.111)
Ky = . .
YT AeAY,

Notar que, a diferencia de kg , este factor de eficiencia no es exactamente una fraccién
de la densidad de energia de vacio liberada durante todo el crecimiento de la burbuja,
sino mas bien una fraccién de potencia liberada (basta dividir numerador y denomi-
nador con el tiempo At en que se realizan esos incrementos). No obstante, en caso de
expansiéon a velocidad constante (estacionario) resulta coincidir AE,,/AV, = Ey/V}.
Ademas, a continuacién se muestra que cuando la pared de la burbuja posee velocidad
ultra relativista AEy/AV, & Fet, entonces, si en la mayor parte de su expansién se
encuentra en ese régimen con fuerza neta constante, también AE /AV, ~ Ey/V, .
Considerando un elemento de interfaz delgada (pared) de drea 647, avanzando a
velocidad vy, , en un pequeno intervalo de tiempo At la densidad superficial de energia
se incrementa en una cantidad Ao mientras que el incremento de la energia en ese
elemento de pared estd dada por § (AEy) = Ac do/ y corresponde a una fraccién
de la liberada en la transicién de un volumen 6 (AV;) = v, At 67 . Por lo tanto,
AE,/AV, =§ (AEy) /6 (AV,) = (do/dt) /vy, . Y por la expresion (2.19) se tiene

Fne - dv_w
Twet T g O (2.112)

Ky =
Aev2

dv . J
?W = 0) se anula y en régimen runaway
dow

= — 0) se reduce a

que en un régimen estacionario (Fyee = 0y
(vw — 1y, por ser temporalmente asintdtico,

Ko — Foet /A (2.113)

donde esa fuerza neta ultra relativista constante viene dada por la expresién (2.34).






Capitulo 3

Hidrodinamica en transiciones de
fase: Calculos numéricos y
analiticos

3.1. Contenido del capitulo

El contenido de este capitulo integra analisis y resultados obtenidos en tres traba-
jos que hemos publicado sobre hidrodindmica de la transicién de fase [1, 3, 4]. Con
estos se cubren soluciones estables estacionarias y runaway, asi como discusiones sobre
sensibilidad de resultados respecto a geometria de la burbuja o simplificaciones en la
dependencia de los pardmetros hidrodinamicos.

En la seccién 3.2 se discuten las limitaciones de la ecuacién de estado del Bag y se
introduce una generalizacion de la misma que se analiza exhaustivamente. En la seccion
3.3 se calculan los perfiles de fluido en régimen estacionario para esas ecuaciones de
estado. Esto incluye estudio de sensibilidad respecto a la geometria de la burbuja,
y soluciones analiticas para el caso de paredes de burbuja planas. En la secciéon 3.4
se calculan los perfiles para régimen runaway y se lo compara con las detonaciones
ultra relativistas. En la seccion 3.6 se calculan los factores de eficiencia para la pared
y para el fluido en regimenes estacionarios y runaway. También en esa seccion, se
exponen resultados de estudiar como dependen de las aproximaciones consideradas
(principalmente la sensibilidad con la velocidad del sonido), y de qué forma se distribuye
la energia liberada durante la transicion.

3.2. Modelando la ecuacion de estado

Una primera simplificacion a la ecuacion de estado, que permite un tratamiento
semi-analitico de la hidrodindmica, es la del modelo del Bag que se introduce en la sec-
cién 2.7.1. No obstante, como toda simplificacién, tiene limitaciones y pierde informa-
cion. Es de interés estudiar el alcance del Bag, sus limitaciones, y alguna generalizacién
del mismo.

Se estudian las limitaciones del Bag en la seccién 3.2.1, en particular senalando
como la velocidad del sonido en el plasma varia respecto de esa aproximacién (y que
esa velocidad a su vez es una medida de como se desvia el Bag de la verdadera ecuacién
de estado). En la seccién 3.2.2 se describe una aproximacién que generaliza al Bag y
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que hemos introducido en nuestra publicacién [3], la cual admite un tipo de solucién
hidrodinamica que no se manifiesta con el Bag.

3.2.1. Limitaciones del Bag

Para comparar la ecuacién de estado del Bag (2.7.1) con un caso realista, en el
contexto del mecanismo de Higgs, se puede considerar un sistema simple en el que
algunas de las masas de particulas dependen del campo de Higgs ¢, y la densidad
de energia libre es dada (a orden un lazo) por el potencial efectivo a temperatura
finita, que puede descomponerse como se muestra en la expresién (1.39) en el aporte
a temperatura cero mas una correccién térmica. Esa correccién, a 1-lazo, juntando las
expresiones (1.40) y (1.41), tiene la forma:

2

d 2 m: 2
AV(6.7) ~ Fi(0.T) = Y ()T [ D tog [L5 e V] (3

T2

)

(es la expresién (1.53) pero por simplicidad se omite el segundo término que es irrele-
vante en esta discusion).

Para m; = 0, las especies contribuyen con un término —c;g;(72/90)T* a AV,
donde ¢; = 1 para bosones y 7/8 para fermiones. Por otro lado, para m;/T > 1,
la exponencial en la integral de la ecuacién (3.1) se suprime, y las especies dan una
contribuciéon nula. Asi, la ecuacion del Bag es obtenida en el limite en el cual to-
das las particulas son muy livianas en la fase dominante a alta temperatura, es decir,
m;(¢+)/T ~ 0, mientras que algunas adquieren masas muy grandes en la fase dominan-
te a mas baja temperatura, es decir m;(¢_)/T > 1, y el resto permanece relativista.
De hecho, en tal caso se tiene

2
s

Fi(T) = Vef (¢i) — gi%T‘l, (32)

donde g4y = >, ¢;g:, con i corriendo sobre todas las especies de particulas, mientras

g- = Y. .cigy, donde i’ corre solo sobre las particulas que permanecen livianas en

la fase “—”. En la mayoria de los casos de interés se tiene ¢, = 0,y Vet (¢4 ) es una

constante. En algunos casos, ¢_ esta cerca de su valor a temperatura cero, y es también
aproximadamente constante. Entonces, se tiene la ecuacién (2.85), con ex = Ver (¢4) v
a+ = g+7?/30. Si algunas de las condiciones anteriores no se cumplen, se espera una
desviacién del comportamiento de la ecuacién del Bayg.

Como en general se tiene ¢, = 0, las masas m;(¢) son constantes en la fase “+7.
Asi, se espera una desviacién de la ecuacion (2.85) solo para aquellas particulas con
m; ~ T (de otro modo las particulas también se comportan como radiacién o desapare-
cen del plasma). Una medida de esa desviacion la provee la cantidad adimensional dada
por la ecuacién (2.45) para ¢2 = dP; /dey = P} (T)/€¢/.(T), donde la prima indica una
derivacion respecto T'. Suponer, por ejemplo, que se tiene un nimero gy, de grados de
libertad, y solo g de estos tiene una masa (constante) m en la fase + , mientras que el
resto son de masa nula. Se obtiene la velocidad del sonido ¢, por integraciéon numérica
de la ecuacién (3.1) en funcién de m/T . El resultado se muestra en la figura 3.1. La
figura corresponde al caso de distintos grados de libertad fermiénicos; la contribucion
bosénica es cualitativamente y cuantitativamente muy similar. Se ve que, como se es-
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perarfal, para muy pequeiios o muy grandes valores de m /T se obtiene el resultado
para el caso de radiacién ¢, = 1/ V3. Notar también que el apartamiento de ese valor
nunca es demasiado grande, incluso si una fraccion importante de grados de libertad
tiene masa m ~ T'.
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Figura 3.1: La velocidad del sonido para un sistema con g grados de libertad, de los
cuales ¢g tienen una masa constante m y el resto son de masa nula. La linea horizontal
indica el valor 1/ V3.

Por otro lado, en la fase dominante a menor temperatura se tiene ¢_ ~ 7' (a menos
que la transicién de fase sea muy débilmente de primer orden, en cuyo caso ¢_ < T'),
y algunas de las masas cumplen la relacion m(¢_) ~ T'. Mas ain, en caso general
el valor del minimo ¢_ depende de la temperatura. Esto ocasiona una funcién c¢_(T')
dependiente del modelo. En el caso m; < T, se puede expandir la ecuacién (3.1) en
potencias de m; /T . A orden cuadrético se tiene [segin las expansiones (1.42) y (1.43) |

A : T4 & ’TQ :
Vi Z gi { + iy (3.3)
donde ¢; = 1 para bosones y 1/2 para fermiones. Asi, para pequeno m;(¢,)/T y
moderado m;(¢_)/T, se tiene
T
Fi(T) = Ver(oy) — 9+%T ) (3.4)
FAT) = Vulo) —g%T‘wa? (3.5)

donde gy = >, ¢ig9;, con 4 corriendo sobre todas las especies de particulas, y b =
> gincim3(¢-) /24, donde ¢’ corre solo sobre particulas que adquieren masa. Notar
que la componente de radiacién es la misma en ambas fases, es decir, el término ~ T
es proporcional a g, incluso en la fase —, ya que esta aproximacién es apenas una
correccién al régimen relativista. Por otro lado, se tiene una correccién ~ T2 a la

'Pues m/T < 1 corresponde a altas temperaturas, luego velocidades relativistas, mientras que con
m/T > 1 las particulas de la especie considerada serian muy masivas y se desacoplarfan del plasma.
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ecuacién de estado de radiacion solo en la fase — ; ya que dicha correccion es de orden
m? y se anula en la fase +. Si se desprecia la dependencia de ¢_ en T', se tiene P_ =
—&_+a,T*/3—bT?, mientras que en la fase + se puede suponer P, = —¢, +a,T*/3.
En términos de los parametros termodinamicos 7T, y L definidos en la seccién 1.2.3.2,
se tiene en este caso

P(T) = P,(T) + g (1 - g—z) e (T) = eu(T) - g (1 + g—z) (3.6)

Esta aproximacién provee una simple ecuacién de estado? con algunas interesantes
diferencias respecto al modelo del Bag. Una de ellas es que la velocidad del sonido en
la fase — es distinta, es decir c_(T) # \/Lg :

Este modelo (3.6) puede ser util para estudiar los efectos de una velocidad del
sonido dependiente de la temperatura en la hidrodinamica de los frentes de transicién.
Como la ecuacion de estado puede apartarse significativamente de la ecuacion del Bag

(particularmente en la fase —), el valor de cy puede apartarse del valor del Bag ¢ =
1/4/3. Para el modelo (3.6) se tiene

1—3a, (%)
o=t ?”"—C(T)w (3.7)
N\ 10 (5)

T
donde a. = L/(4a;T}) = 5L/w,(T,) es similar a la variable del Bag dada por (2.90),
o por (2.91) a T = T.. Asi se ve que la ecuacién (3.7) da c. < 1/v/3 = c;, y en
particular para T" = T, con a, = 0,1 se tiene c_(T.) ~ 0,51.

El que la ecuacién de estado (3.6) se pueda obtener de la energfa libre a un lazo
a través de potencias de m/T en vez de tomar el limite m/T > 1, indica que este
modelo puede ser mas realista que el Bag en varias situaciones fisicas. Por otro lado,
esta ecuacion de estado tiene esencialmente el mismo nimero de parametros libres que
la ecuacion del Bag, y por lo tanto es en principio tan limitado como este ultimo en
reproducir el modelo general. No obstante, a pesar de la simplicidad de la ecuacién
de estado, la variacién espacial de la temperatura implica una velocidad del sonido
dependiente de la posiciéon que dificulta evitar un tratamiento numérico. Aqui no se
utiliza esa aproximacién. En este trabajo se deprecia la dependencia de c. de T'. Esta
es una aproximacion razonable si la temperatura varia en un rango pequeno alrededor
de T. (o incluso Ty), lo cual es cierto para la mayorfa de las transiciones de fase®.
Para considerar valores generales de las cantidades ci pero eludiendo el tratamiento
numérico de la hidrodinamica, se introduce en la seccién 3.2.2 un modelo en el cual
esas dos cantidades son parametros libres constantes.

Volviendo al caso general, considerando (3.1) en vez de la aproximacién (3.3), la
dependencia con la temperatura del minimo ¢_(7T') puede hacer al valor de c¢_ sepa-
rarse significativamente del de ¢, , dependiendo de las caracteristicas del modelo. Para
explorar los posibles valores de la velocidad del sonido en un caso realista, a conti-
nuacion se considera el caso de la transicion electrodébil, para algunas extensiones del
Modelo Esténdar. La transicidn electrodébil ocurre a 7. ~ 100GeV . El nimero de

2Un modelo de esta forma ya fue usado en la referencia [100].

3 Algunas cantidades son muy sensibles a la variacién de T' en rangos que contienen a T, y T (por
ejemplo, el ritmo de nucleacién de burbujas o la velocidad de la pared de burbuja), pero no es el caso
de la velocidad del sonido.



3.2 Modelando la ecuacién de estado 97

grados de libertad del SM es g, =~ 107. Las masas dependientes del Higgs son de la
forma m; = h;¢ y se tiene ¢, = 0. Entonces, en la fase estable a alta temperatura las
particulas son de masa nula. En la fase dominante a baja temperatura, en torno a la
transicion, la mayoria de las particulas permanecen relativistas, es decir, efectivamente
sin masa, puesto que los acoples con el Higgs son h; < 1 excepto para el quark top
y los bosones W y Z . En el SM la transicion de fases ni siquiera es de primer orden,
pero en extensiones del SM se pueden tener transiciones fuertemente de primer orden
(¢4 = T). Aqui se van a considerar modelos con bosones extra y fermiones con masas
de la forma m(¢) = h¢ (para detalles de estos modelos mirar la referencia [19], también
se utilizan mas adelante en la seccion 4.4).

En la figura 3.2 se muestran los valores de c¢_(T.) en funcién del acople h. La
linea sélida que es més cercana al valor ¢ = 1/ V/3 corresponde a agregar un campo
escalar con g = 2 grados de libertad al SM. La otra linea sélida corresponde a un
campo escalar con g = 12. La lineas a trazos-puntos corresponden a fermiones extra
fuertemente acoplados con el Higgs*. Nuevamente, se consideraron grados de libertad
extra g = 2y g = 12, y el caso ¢ = 2 es aquel con el apartamiento mas pequeno
respecto del caso de radiacién. También se considerd un caso de bosones y fermiones
extra (linea a trazos) con el mismo acoplamiento h y el mismo nimero de grados de
libertad, g = 12.
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X \ ; ]
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C \ I ]
- \ i ]
035 \ i —— bosones extra 7
r ‘.\ " - fermiones extra 1
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Figura 3.2: La velocidad del sonido en la fase dominante a baja temperatura de la
transicion de fase electrodébil, para algunas extensiones del Modelo Estandar, en fun-
cion del acoplamiento de particulas extra con el Higgs. La linea horizontal indica el

valor de c_ = 1/v/3.

Es interesante comprobar que la velocidad del sonido se aproxima al valor relativista
en los dos limites esperados; a saber, para pequenos y grandes valores de h. De hecho,
cuando h — 0 la masa de la particula extra se anula y la especie se comporta como
radiacién. El valor exacto c. =1/ /3 en ese limite no es alcanzado debido a que aun se

4Este modelo también tiene bosones con el mismo acoplamiento pero con masas mas altas debidas
a términos independientes de ¢ (es decir, los p? en m? = h?¢* + u?). Entonces, esos bosones estas
desacoplados del resto de la fisica a T' = T, [126].
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tienen las particulas masivas del Modelo Estandar. Para h grande, las particulas extras
se vuelven muy masivas y decaen desapareciendo del plasma. Ademads, en algunos
casos la transicién de fase se vuelve muy fuerte, con grandes valores de ¢/T', e incluso
particulas del SM adquieren valores grandes de m/T (esencialmente, porque T, se
vuelve pequeno). Ese es el por qué la lineas sélidas en la figura 3.2 rapidamente se
aproximan al valor ¢ = 1/ V3 a medida que h crece. De hecho, para valores mas
grandes de h que los considerados en la figura, la transicion se vuelve tan fuerte que
este modelo se hace no fisico (la transicién se queda trabada en la fase metaestable).

Se observa que el apartamiento de la ecuacion de estado de radiaciéon es mas sig-
nificativo para el caso de fermiones fuertemente acoplados. No obstante, notar que
incluso con solo dos grados de libertad bosénicos extra se puede tener un aparta-
miento de la radiacién que es comparable con el caso mas fuerte considerado en la
figura 3.1 para una masa constante. Esa diferencia entre los posibles valores de c_ y
¢y es debida a la dependencia con la temperatura que tiene el minimo ¢_(7"). Esto
induce una masa dependiente de la temperatura m(¢_(7")) asi como una densidad de
energia de “vacio” dependiente de la temperatura Ver(¢_ (7)) . Ambas afectan el valor
de c® =p' (T)/e (T).

Notar que los grados de libertad livianos del SM se comportan como radiacion, y
sus contribuciones a la densidad de energfa libre es del orden de 1007 . Por otro lado,
la contribucién de las particulas con masas dependientes de la temperatura [el término
bT? en la expresion (3.5)] es mds pequeinia porque es proporcional a su nimero de grados
de libertad, g . Desde un punto de vista dimensional, esta contribucién es de orden g T:* .
Del mismo modo, la parte de “vacio” es de orden T:}. Como se consideraron valores de
g < 10, la parte de radiacién de la densidad de energia libre deberia ser un factor 10
mas grande que la parte que no es de radiacién, y uno podria preguntarse por qué las
desviaciones de ¢ = 1/3 son tan grandes en algunos casos. De hecho, la velocidad
del sonido involucra derivadas de estas contribuciones. Entonces, las particulas livianas
contribuyen en términos de orden 40077 mientras que las particulas que se vuelven muy
pesadas contribuyen con términos ~ g(d¢_/dT)T? . La tltima derivada es en muchos
casos grande para T = T, , y en algunos casos incluso se tiene d¢_/dT ~ 100. Como
consecuencia, esta ultima contribucién puede ser mas grande que la contribucién de las
particulas livianas®. Para mostrar este efecto, en la figura 3.3 se considera el gréfico de
la diferencia AF (¢, T) = F(¢,T)—F(0,T) (normalizada a T*), es decir, sustrayendo la
contribucion de radiacion a la densidad de energia libre. El panel izquierdo corresponde
al caso de 12 fermiones extra fuertemente acoplados con h = 1,5 (el cual, de acuerdo
a la figura 3.2, tiene un gran apartamiento respecto al caso de radiacién). Se ve que,
de hecho, el minimo a baja temperatura tiene una variacién d¢_ ~ 0,17, en un rango
de temperatura 6T ~ 10737, (por lo tanto, d¢_/dT ~ 100). Por comparacién también
se muestra el caso de h = 2 (panel derecho), correspondiente a una transicién de fase
mas fuerte. En este caso el minimo ¢_ estd mas cerca de su valor a temperatura cero
y varfa muy poco en un rango mas grande de temperatura. En tal caso se tiene una

SMs4s precisamente, los términos proporcionales a d¢_ /dT se cancelan en la derivada dP_/dT e
incrementan la derivada de_ /dT', ocasionando un valor menor de c2 . De hecho, notar que F_(T)
estd dado por F(¢,T) evaluado en ¢ = ¢_ . Entonces se tiene s = dP_/dT = —dF_/dT =
—(0F /0¢)(dep— /dT) — OF /0T . Como ¢_ es el minimo de F, se obtiene s- = —IF/IT [es facil
verificar, de los dos paneles en la figura 3.3, que el tamano de la variaciéon de F_ con T no esta co-
rrelacionada con la de ¢_]. Por otro lado, para de_ /dT = T ds_/dT, los términos proporcionales a
gd¢_/dT (y dimensionalmente ~ T%) no se cancelan sino que dan una contribucién positiva.
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Figura 3.3: Gréfico de AF/T* en funcién de ¢/T para la extensiéon del SM con 12
fermiones extra fuertemente acoplados, para h = 1,5 (panel izquierdo) y h = 2 (panel

derecho).

desviacién mds pequena respecto a ¢> = 1/3.

Asi se concluye que en un caso realista lo més probable es que c_ < ¢y ~ 1/ V3. En
particular, el potencial efectivo a 1-lazo da la velocidad del sonido acotada ¢s < 1/ V3.
Esto parece ser una cota general para la velocidad del sonido en cualquier medio,
incluido teorfas de campo con fuertes acoplamientos como QCD [127, 128], aunque no
hay razén fundamental para esta cota [129]. Respecto a la relacién ¢ < ¢, , aunque
es el caso mas probable, también se puede tener ¢. = ¢, o incluso ¢ > ¢, . Por
ejemplo, considerando una especie de particula que tenga una masa dada por (1.38).
Para u ~ T y h suficientemente grande se tiene m(¢,) ~ T, m(¢_) > T. La sola
contribucion de esta especie al potencial efectivo puede hacer la transicion de fase
fuertemente de primer orden. Por otro lado, en la fase “+” esta contribucién tiende a
bajar la velocidad del sonido respecto a su valor de radiacién, mientras que en la fase
“—" la particula desaparece del plasma, el cual se comporta como radiaciéon. En tal

caso se tiene ¢, < 1/\/§, c_ ~ 1/\/§

3.2.2. Una generalizacion del Bag: Modelo c.

El contenido de esta seccién 3.2.2 con sus respectivas subsecciones, se basa en el
modelo/aproximacién que hemos propuesto en el trabajo publicado [3].

Se desea tener en cuenta la posibilidad de que la velocidad del sonido tenga valores
arbitrarios ¢, y c_ en cada fase. No obstante, por simplicidad, aqui solo se consideran
los casos de c4 constantes. Esta condicion implica una ecuacién de estado que es casi
tan simple como la del Bag, pero tiene un parametro libre extra para cada fase. En
posteriores secciones se refiere a este modelo, que aproxima la ecuacion de estado de
forma un poco mas realista, como “Modelo c4”.



100 Hidrodinamica en transiciones de fase: Calculos numéricos y analiticos

3.2.2.1. Ecuacion de estado cuando la velocidad del sonido es constante

Imponiéndose la condicién dP/de = c¢* =cte queda restringida la ecuacién de
estado a la forma® P = c?e+cte. Reemplazando en este resultado las expresiones
(1.10) y (1.11) para s y e respectivamente, se tiene una ecuacién diferencial simple,
P = (TOP/OT — P), que da P en funcién de T. Una vez resuelta y teniendo en

cuenta las expresiones (1.11) y (1.12) para e y w se concluye que
e=aT’ +e, P=cal’ —¢, w=(1+c)aT” (3.8)
donde a y ¢ son constantes, y el exponente v estd dado por
v=1+1/¢. (3.9)

Esta ecuacion de estado es la més general con velocidad del sonido constante, y corres-
ponderia a la que se derivaria de una energia libre

F=-caT’+¢ (3.10)

que podria usarse para aproximar una J realista fijando adecuadamente a, ¢; y €.

Un sistema descripto por esta ecuacion de estado tiene dos componentes: una den-
sidad de energia de “vacio” (la constante €) y una densidad de energia “térmica” (la
parte dependiente de la temperatura aT"). El exponente v puede tomar cualquier va-
lor entre 2 (correspondiente a ¢; = 1) e 0o (correspondiente a ¢ = 0). Por ejemplo,
para ¢ = 1/3 se tiene e = aT* + ¢, densidades de energia de vacio y radiacién. Para
2 # 1/3, el coeficiente a es dimensional. Se puede tratar de dar una interpretacién
a esta ecuacion de estado considerando un a efectivo que depende de la temperatura
dado por a(T') = aT*~*. Tal interpretacién podria ser 1itil si se suministrara una forma
de elegir el valor de v tal que a(T") se comporte de alguna manera fisica. Sin embar-
go, similarmente a lo discutido en la seccion 2.7.2.1 el comportamiento general de tal
a(T) efectivo no es claro a priori®. Al igual que en el caso del Bag, se puede fijar los
parametros para que den ciertos valores requeridos de cantidades fisicas. Ademas, en
este caso también se puede fijar la velocidad del sonido.

3.2.2.2. Estructura de fases

Buscandose describir una transicién donde las velocidades del sonido entre las fases
pueden llegar a ser claramente distinguibles pero con una variabilidad relativamente
pequena respecto de si mismas, se puede utilizar una ecuacién de estado de la forma
(3.10) para aproximar la energia libre en cada fase. La ecuacién del modelo del Bag
serfa un caso particular de este otro modelo, correspondiendo a v = 4 en ambas fases.
Previo a interpretar el rol de cada una se denotan a esas fases como I y II. El sistema

SReescribiendo P/de = % % e igualando a una constante c? respecto de s, se despeja OP/ds y
se lo integra respecto a s para obtener esa ecuacion de estado.

"Como T o s , son constantes tanto respecto de T como de s (variable natural de e).

8Eso en lo que respecta a ajustar los parametro de esta aproximacién a partir del potencial efectivo
realista. Es ilustrativo ver que, si se tuviera en cuenta el criterio dado en (2.86-2.87) para ajustar el
v/4—1 v
v—1 a’TC +e
Y Qpag = %VzlaT:*‘l , una forma maés de evidenciar que a y € no se interpretan como en el Bag salvo
que v = 4 en cada fase.

Bag a partir de este modelo (que ya es una simplificacién), los pardmetros serfan €, =
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es descripto por

Fi=—c’arT" + e

3.11
Fiu=—cran T + ey ( )

Las cantidades €1 y ey dan la densidad de energia de vacio en cada fase. Teniendo
en cuenta el principio de minima energia, a muy baja temperatura, la fase estable
serd aquella con el menor valor de €, mientras que a muy alta temperatura la mas
estable serd la de mayor exponente v . Sin embargo, a temperaturas intermedias, pue-
den tenerse distintas situaciones, dependiendo de los valores de los parametros. Para
identificar las fases “+”7 y “—” en cada una de esas situaciones, es necesario estudiar
mas profundamente la estructura de este modelo.

Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue se considera v; < ;. Se verifica que la
dindmica de la transicién de fases depende de €1 y €11 solo a través de el valor relativo
err — €1. Por ejemplo, en particular, la temperatura critica, segun la expresién (1.13),
esta dada por la ecuaciéon

CHQCLHTCVH — CIZCZITCVI = &1 — €1 (312)

2

En la siguiente discusién, una vez que se identifican las fases “+”7 y “—
en vez de cada e por separado, el pardmetro

se considera,

Ae=e, —e_ (3.13)
Del mismo modo también resulta 1til definir

Aac=a; —a_ (3.14)

Caso A (c¢; = c¢_): Considerando primero el caso v; = vy, se puede suponer €1 < ey
sin perdida de generalidad. En consecuencia, para aj; < ay la fase I es siempre la estable
(mirar la figura 3.4). Por lo tanto, habrd una transicién de fases solo si aj; > a;. Para
esta transicién, a la cual aqui se refiere como Caso A, la situacién es similar a la
del Bag. Para T > T se tiene Py(T') > P(T), mientras que para T < T, se tiene
Pu(T) < P(T) . Por lo tanto, la fase II domina a alta temperatura y la fase I domina
a baja temperatura. Se denotan entonces con un “+” y un “—”, respectivamente. La
velocidad del sonido es la misma en ambas fases, ¢, = ¢_ = ¢, solo que ahora se puede
tener ¢, # 1/4/3. La temperatura critica esté dada por T, = [As/(c?Aa)}l/V. En este

caso el calor latente definido con la expresién (1.14) estd dado por

L =vAe = v’ AaT? (3.15)

Caso B (c; < c¢_): Si los exponentes son diferentes, como vy < vy, se tienen varias
situaciones, dependiendo de los valores relativos entre €1 y e11. Para e < eyy (ver figura
3.5) hay una transicién de fases para cualquier configuraciéon de valores de ay y arr, lo
cual ocurre a la temperatura dada por la ecuacién (3.12). A esta transicién aqui se la
refiere como Caso B1. Entonces se denota a la fase II (la dominante a alta temperatura)
con un “+” y a la fase I (la dominante a baja temperatura) con un “—". Por lo tanto,
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=
Vi =V, €r<€n, ap<d Vi =V, €1<€m, ag>dr (caso A) //

p— EI
—€n

Figura 3.4: La presién P = —F en funcién de la temperatura para las dos fases dadas
por la ecuacién (3.11), con v; = vyp y 1 < epp. Para a;p > a; el modelo tiene una
transicién de fases.

se tiene v_ < vy y ¢4 < c—. El calor latente estd dado por

2

2 —c?
L= Ya T 4 v_Ac (3.16)

c?
Se tiene una transicién de primer orden (es decir L > 0) incluso en el caso Ae = 0 (ver
la figura 3.5, panel derecho). De hecho, si se consideran valores negativos de Ae , aiin se
2 —¢c2
L
(ver la figura 3.6, el panel derecho es justo el caso Aep,). Esta transicién de fases
con Ae < 0 ain corresponde al caso B (c; < c¢_), y aqui se la refiere como Caso B2.
Evidentemente, si se acepta que Ae < 0y solo se desea modelar una unica transicién de

tiene una transicién de primer orden, debido a que L > 0 hasta Aejy = —

Vi<V, €<€g (caso Bl) K El caso particular e;=€p
p

—ar——— -7
—egb=m—==—==—~

-

Figura 3.5: La presién P = —F en funcién de la temperatura para las dos fases dadas
por la ecuacién (3.11), con vy < vy y €1 < 1. Hay una transicién de fase para cualquier
valor de ay y a_ .

fase se esta renunciando a utilizar esta aproximacién en temperaturas demasiado bajas,
porque en tal situacion e, ~ e, < e_ ~ e_ no se estaria denominando correctamente
a la fase — como la que domina a baja temperatura. También queda mas manifiesto
que los € no deben interpretarse como densidades de energia de vacio.
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Caso C (c_ < c¢y): Como se puede ver en la figura 3.6, para vy < vy egp — e < 0
se pueden tener dos transiciones de fase?, es decir, la ecuacién (3.12) puede tener dos
soluciones T, y 77 . La transicién en T' = T, corresponde al caso B2, y a la transicién que
sucede a menor temperatura 7. aqui se la refiere como Caso C. En éste, la transicién
es de vuelta de I a IT. Como aqui solo interesa utilizar esta aproximacion en torno al
punto de cruce para describir la transicién de una fase 4+ a una fase —, se denota a la
fase I con un “4” y a la fase II con un “—". Es decir, los roles de las fases se invierten
con respecto a la transicién que sucede en T,. A diferencia de los casos anteriores
aqui corresponde Ae = e, —e_ = g1 — ey positivo. El calor latente estd dado por

2 —c
7—2+CL+T(§ vt + V_Ag (3].7)
C

L' =

Esta es la misma expresién dada en la ecuacién (3.16), pero la temperatura critica
estd ahora dada por otra solucién de la ecuacién (3.12), y se tiene Ae >0, 2 —¢2 <0,
mientras que en la ecuacién (3.16) se tiene Ae < 0, ¢2 — & > 0. El Caso C es
caracterizado por la relacion ¢ < ¢, . Esta transicién de fases existe solo para v < vy
y €1 > €11, siempre que €1 — €11 no sea muy grande, como puede apreciarse en la figura
3.6. Para e —ep = 0, se tiene 7" = 0 (figura 3.5, panel derecho). Cuando se incrementa
e1 — €11, las dos transiciones se aproximan, juntdndose en un solo punto (figura 3.6,
panel derecho). Esto ocurre parat®

4! 2, \vin ﬁ _
(61 — €1) pax = {(ﬂ) M} T (3.18)

v (eramn)”t Vi

Para valores mas altos de €1 — 11, no hay transiciones de fase.

Vi<V, €>€g (casos B2y C) 1 €1—€ = €1 —€m)max /

A,
- T, T,
T T
Figura 3.6: La presién P = —F en funcién de la temperatura para las dos fases dadas

por la ecuacién (3.11), con vy < vy1 y €1 > 1. Bajo la condicién ey —eyp < (61 — eq1)
hay dos transiciones de fase.

max ’

Es importante senalar que con este modelo simple, como el del Bag, no se pretende
describir una situacion fisica realista en el rango entero de temperaturas. Por ejemplo,

9En cada caso, como la temperatura del universo decrece se tiene, primero una transicién en 7' = T,
y, luego, una segunda transicién en T' = T}, .

0Esta expresién se puede obtener imponiendo, ademés de P; = Py para temperatura critica, la
condicién sy = syp (es decir, dP;/dT = dPy/dT), que ademds implica w; = wyr y luego e; = ery.
Entonces el calor latente de ese inico punto critico en el limite es nulo (L = |e; — egz| = 0).
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en el caso v < v, €1 > €q1, se tienen dos transiciones de fase, de la fase [T ala I,y
luego de regreso de la I a la IT. Aunque transiciones de fase en dos pasos son posibles en
Cosmologia (ver por ejemplo [130]), por lo general involucrarian tres fases diferentes.
A pesar de esto, cada uno de los casos mencionados proporciona aproximaciones ttiles
para transiciones de fase realistas, al menos en un rango pequenio de temperaturas
en el cual la transiciéon ocurre. En particular, de las discusiones de la secciéon 3.2.1
parece probable que en un caso realista se tenga que c_ < ¢y, lo cual es descripto
en este modelo para el caso C (la transicién en T' = T7). Si se extrapola a mds altas
temperaturas, este modelo podria dar otra transicién de fases en 7' = T, (caso B2),
pero esto no ocurrira en el modelo fisico que esté siendo aproximado en tornoa 7l =T .

3.2.2.3. Parametrizacion de resultados hidrodinamicos

Al igual que en el Bag, se ve en la siguiente seccion, hay resultados hidrodinamicos
que se expresan en funcién de una magnitud a(T'), generalizacién de la definida en
(2.88). Entonces, en vez de e+ y ay, directamente queda o como magnitud ajustable
a casos realistas'!. En este apartado se discute cudl es el modo més conveniente de
generalizar en este modelo la definicién de a(T") y qué interpretacién tiene.

Se pueden comparar las distintas expresiones que en el Bag resultaban equivalentes
para expresar « . La magnitud eg definida en la seccién 2.7.2.1 , evaluada en este modelo
es ery(T) = a T+ . Entonces el lado derecho de la expresion (2.89) toma la forma

Ae o (TN 5 a T
2 (i) 2 Ll 3.19
er+(T) “ (T) “ ap T (3.19)

A su vez la expresién (2.90) involucra la cantidad

T\ a_ T~
e+ () )i 3.20
er(T) S (T) (1+c) ay T+ (3.20)
También la expresion (2.91) contiene
L T\ 1+ c? _ T
() ()l (3.21)
wy (T) T 1 + C+ a Ter

En el llamado Caso A, introducido en la seccién 3.2.2.2 y que incluye al Bag, todas

. . Aa_ v .
estas expresiones son proporcionales a —L— = 22 (TT) y da lo mismo una u otra

para expresar resultados hidrodinémieos?ﬁg)obsta?ﬁte, la situacion cambia en los casos
By C no considerados previamente en la bibliograffa. En general cuando tal magnitud
se desea calcular a partir de un modelo de energia libre realista, lo preferible seria
elegir aquella cantidad entre (3.19), (3.20) y (3.21), cuya interpretacién fuera clara
para cualquier modelo considerado.

La interpretacién de Ae como la energia de vacio que es liberada en la transicion de

fase esta lejos de ser clara, lo mismo al interpretar a a, 7%+ como un término de energia

HTa prescripcion que se da en las secciones 2.7.2.1 y 2.7.2.2 tiene una generalizacién natural to-
mando la definicién (3.22) de a(T) que se adopta en el Modelo cy y reemplazando la aparicién de los
pardmetros por las funciones e4(T) = (ex —c+ 2 Py)/ve v a+x(T) = e+ 2wy /(ve TL"*), donde
todas esas magnitudes deben ser calculadas a partir de un Fi realista. En este caso, los resulta-
dos hidrodindmicos ademas de o dependen de las velocidades ¢+, que en un modelo realista no son
constantes, y también deberian ajustarse de algiin modo a partir de valores realistas.
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térmica (que claramente no es de radiacién). La razén de esto es, por ejemplo, que para
poder darle significado a €. se debe confiar en la ecuaciéon de estado de este modelo
a toda temperatura, llegando a T = 0, y como se discute en la secciéon 3.2.2.2 solo
tendria sentido utilizarla en torno de T, o T para aproximar una transicion realista.
Asi, la variable mas fisica seria el cociente de cantidades fisicas #(T) .

No obstante, en el Modelo c4. , a pesar que las magnitudes involucradas en su calculo

no tienen una interpretaciéon clara, se define

Ae T\ " a_ T/
T) = =2 [ = - === 3.22
o= (7)) e (322

La razén de esta eleccién es que, en este modelo igual que en el Bag, los resultados
de la hidrodindmica dependen directamente de este pardametro. A su vez, la cantidad
wf(T) mantiene (respecto del Bag) una propiedad interesante: la de ser una magnitud
que cuantifica en algin sentido la fuerza de la transicion. En efecto, es proporcional a
la discontinuidad de la energia, y crece con el sobreenfriamiento (al decrecer T'). Por

ese motivo es 1til definir el parametro L relacionado con esa magnitud, mediante

w+L<T> - ijc) (?) =L (?) ) (3.23)

donde (T./T)"+ caracteriza el sobreenfriamiento. En cambio a, como se observa en la
seccién 3.3.1.1, puede tomar valores negativos. Sin embargo, mantiene una relacion de
orden: mayor « implica mayor perturbaciéon del fluido. En la siguiente seccién se ve de
qué forma L se relaciona con a o, dicho de otro modo, cémo la fuerza de la transicion
(discontinuidades debidas al alto y ancho de la barrera de energia libre) estd relacionada
con la fuerza de la hidrodindmica (perturbaciones del fluido por el avance del frente de
transicién).

También se definen las valuaciones a distintas temperatura o, , ay, as, a., ay,
etc del mismo modo que en el Bayg.

3.3. Calculo de perfiles estacionarios

En esta seccion se lleva a cabo el calculo concreto expresado en la seccién 2.5, para
el Modelo cy introducido en la seccién 3.2.2. En la subseccion 3.3.1 se analizan las
distintas situaciones posibles en los frentes de transicion y de choque. En la subseccion
3.3.2 se exponen los calculos (numéricos) de perfiles en los distintos regimenes estacio-
narios, para distintas geometrias de burbuja (usando el Bag). En la subseccién 3.3.3 se
repiten estos célculos analiticamente para la simetria plana (usando el Modelo c4.).

3.3.1. Discontinuidades

El contenido de esta subseccién integra andlisis y calculos, referentes a condiciones
que deben cumplirse en los frentes de transicién y choque, que hemos realizado en el
trabajo publicado [3] (y, en cierta medida, también en [1] que publicamos previamente).
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3.3.1.1. Frentes de transicion

Se consideran las condiciones de empalme (2.52) y (2.53) aplicadas a la pared de
burbuja, teniendo en cuenta la forma que toma la ecuacién de estado en el Modelo c1
que implica Py w dados por las expresiones (3.8). Esto permite eliminar la temperatura
T_ detras de la pared y despejar

2 2 2
g <|v£| + 2|’“;]1|> + \/qz (‘“;' + 2|vj|> + (1 +ag)(ap —c3)

= 3.24
donde ooy = a(T}) y
1+c%
= 3.25
=11 (3.25)
Esta es la generalizacién de la relacién bien conocida para del Bag [118],
2
(5 + o) = \/('”2—' i)+ (L+ay) (s = 1/3)
o] = , (3.26)

1+Oé+

donde en ese caso es ay = ¢/ (&+Tj4r) . Notar que, si se toman ¢4 como pardmetros fijos
del modelo, las curvas de |v,| vs |v_| dependen solo de la variable térmica a .

A partir de la ecuacién (3.24) y salvo alguna configuracién muy particular de
parametros, se verifica lo siguiente. Que |vy| dentro del rango 0 < |v_| < 1 solo tiene
un extremo, minimo al considerar el signo positivo en la expresién (3.24) y maximo
con el negativo. Ademds, también se deduce que |vy| solo puede llegar a tocar a la
recta idénticamente igual a |v_| en los limites |[v_| = 0y |v_| = 1 . Lo cual implica
que la rama correspondiente al signo negativo se encuentra por debajo de esa recta
anuldndose en |v_| = 0, y la del signo positivo por encima de la recta llegando al
valor 1 cuando |v_| = 1. Esa tltima llega a 1 también para un |v_| < c_ ya que en
|v_| = 0 la expresién (3.24) presenta una divergencia. Por lo tanto, como se anticipa en
la seccién 2.5.2, se tienen dos distintos tipos de procesos hidrodinamicos dependiendo
de los signos =+ en la ecuacion (3.24). Por definicidn, los regimenes correspondientes al
signo +, donde |vy| > |v_|, son detonaciones, y para el signo —, donde |vy| < |v_]|,
son deflagraciones. Notar que para o > ¢2 solo se tienen detonaciones'.

El valor extremo que toma |v, | cuando |v_| = ¢_, viene dado por la velocidad de
Jouguet (que se menciona en la seccién 2.5.2)

o ge- + /2 — (1 +ay)(cd —ay)
vy (o) = v T o, T (3.27)

y que para el Bag toma la forma

det (o) 1+ oy (24 3ay)
(8% =
! V3(1+ay)

vy
12Esto es porque para oy = ¢ las deflagraciones en la ecuacién (3.24) dan |vy| = 0, y para valores
mayores se tendria que el signo de v, es distinto al de v_ , lo cual contradirfa a la expresién (2.53) en
funcién de lo argumentado en la seccién 2.4.3 [Notar que vale la misma (3.24) pero con la velocidades
v4+ y v_ sin tomarlas en médulo].

(3.28)
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También resulta practico expresar v_ invirtiendo la expresion (3.24):

2
o[ = (|v+](1+a+) _'_C%r_%r) n (|U+’(1+0¢+) _'_Ci—%r) — 2. (3.29)
2q 2q|v4 | 2q 2q|v4 |

que para el Bag toma la forma

o] = <|v+|(1+a+)+%—a+)i <|v+|<1+a+)+%—a+)2_1. (3.30)

2 2[v. | 2 2[v,| 3

Como puede verse en las figuras 3.7, 3.8, 3.10 (que cubren todos los casos introducidos
en la seccién 3.2.2.2), se tiene un hueco en los valores de |vy | alrededor de ¢_, lo cual
indica que la raiz cuadrada en la ecuacién (3.29) se vuelve imaginaria. Este salto separa

la rama de detonaciones de la de deflagraciones; para |v,| > v9® > ¢_ corresponden

detonaciones y para |v,| < v9f < ¢_ corresponden deflagraciones. Para cada una
de esas ramas |v_| es una funcién multivaluada de |v;|. Asi, los signos + en (3.29)
corresponden a soluciones débiles y fuertes. En el punto de Jouguet la raiz cuadrada
en la ecuacién (3.29) se anula.

A continuacién se analizan las relaciones entre |v,| y |v_| para los tres tipos de

transiciones descriptas en la seccién 3.2.2.2 (los llamados casos A, B, y C).

Caso A (c_ =c;) Esla mas simple generalizacién del Bag. Hay solo una velocidad
del sonido ¢; = ¢_ = ¢, (un solo pardmetro v = v, = v_) y ¢ = 1 [dado por la ecuacién
(3.25)]. Se grafica |vy| vs |v_| en la figura 3.7 para varios valores de a4 . El panel
izquierdo corresponde al caso del Bag, ¢, =1/ V3. La estructura general de las curvas
es similar para cualquier valor de ¢, . Las curvas superiores (|v;| > ¢;) corresponden
a detonaciones y las inferiores (|vy| < ¢;) a deflagraciones. Las detonaciones débiles
corresponden a |v_| > ¢, y deflagraciones débiles a |v_| < ¢ .

1.0p——— 1.0
0.8 0.8
06F | 0.6
= = |
2 2
0.4
0.2
040 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
lu_| [v-|

Figura 3.7: |uy| vs |v_| para el caso ¢, = c_ . Las lineas grises horizontales y verticales
indican los valores |vy| = . .
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Si la temperatura de nucleacion Ty es cercana a la critica T, el calor latente L
definido por la expresién (1.14) representa aproximadamente bien la energia liberada
durante la transicion, de la cual una parte irfa a perturbacién del fluido. Y cuanto
mayor es L se libera mas energia, se espera mayor perturbacion en el fluido, es decir,
una hidrodindmica mds fuerte. Por definicién (3.22), a; es proporcional a Ae. Y en este
caso, segun la expresién (3.15), Ae es proporcional a la discontinuidad de la densidad
de energia L. Entonces la variable a estd directamente relacionada a la fuerza de la

transicion,
(T \" L Aa [(T.\"
a, =L (=2) =2— = ci—a — (3.31)
T+ Wy ay T+

Para un dado Ty, valores més altos de o corresponden a transiciones mas fuertes,
es decir a valores mas altos de L o Aa, mientras que para transiciones débilmente de
primer orden (L y Aa pequenos) se tiene oy pequeno. Ademds, o, crece a medida que
T, decrece, es decir, a medida que el sobreenfriamiento aumenta. Notar que la energia
liberada a T' < T, es Ae > L. Por lo tanto, se espera mas fuerte apartamiento para
valores mas altos de ay . Esto se refleja en la figura 3.7. Cuando més altos los valores
de a; , mayor es la diferencia entre |v, | y |v_]| . Esto significa, como es de esperarse, que
las perturbaciones causadas por la pared de fluido son mas fuertes para transiciones
de fase més fuertes. Por el contrario, para ay — 0, las curvas (en la regién débil) se
aproximan a la linea de |vy| = |v_]|.

Aunque un 7', pequeno implique fuerte sobreenfriamiento, lo contrario no siempre
es cierto, porque puede haber recalentamiento enfrente de la pared (T, > Ty). Asi,
en algunos casos puede tenerse Ty ~ T, e incluso T > T, (que corresponderia a un
plasma con la fase “4” sobrecalentada localmente). En cualquier caso, T, nunca seria
mucho més grande que 7.. Notar que el punto exacto T, = T, que corresponde a
ay = 2Aa/a, = a., no es un caso especial para la hidrodindmica de acuerdo a las
ecuaciones (3.24-3.28). Para Ty < T, (fuerte sobreenfriamiento) se tiene ay > 1,
mientras que para T, =~ T, (pequenio o moderado sobreenfriamiento) el valor de o es
esencialmente el parametro wL ~ L. En el limite o, = 0 la curva de detonacién y la de
deflagracion se tocan en el punto de Jouguet. En principio, este limite corresponderia
a una transicién de segundo orden (pues L = Aa = 0). No obstante, si se considera
T. fijo y se toma este limite queda una sola fase (ver la figura 3.4). Entonces, en este
limite el modelo de aproximacién considerado no da ninguna transicion de fases.

Caso B: ¢ > ¢, Setiene ¢; = c_ y ¢y = ¢, . Una peculiaridad en este caso es que se
puede tener Ae < 0, luego oy < 0. A pesar de eso, de acuerdo a la ecuacion (3.16), en
este caso Ae ya no es proporcional al calor latente L . Por lo tanto, no esta directamente
relacionado a la fuerza de la transicion. Como consecuencia, en el limite oy = 0 atn
habra una transiciéon de primer orden con L > 0. Esto puede verse también en la figura
3.5 (panel derecho). Se puede escribir

_ 2 2 T vy L c2 _ 02 T Vi
(L) (L)) g TS (e 3.32
Oé+ (q - 1 + 02_ T+ qc- 'l,U+ 1 + C2_ T+ ( )
La ecuacion (3.32) muestra que a depende separadamente de L/w, y de la cantidad
de sobreenfriamiento 7,./T; (en contraste con el caso A donde se tiene oy o L/wy).

Las curvas de vy vs v_ para este caso son graficadas en la figura 3.8. Las curvas
negras corresponden a valores positivos de ay (caso B1), mientras que las curvas rojas
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1.0———

Figura 3.8: |vy| vs |v_| para c_ > c;. En lineas grises horizontales y verticales se
indican los valores vy = c4 .

corresponden a valores negativos de a (caso B2).

Como en el caso A, diferentes curvas pueden corresponder a diferentes valores de los
pardametros a, y Ae o a diferentes valores de la variable T', , debido a la dependencia en
una simple combinacién de estos tres (que resulta ser la variable oy ). El caso Bl (Ae >
0) se comporta muy parecido al caso A. Los valores altos de a; corresponden o a valores
grandes de L o a grandes cantidades de sobreenfriamiento. Como consecuencia, mayor
a, da mayor diferencia entre v, y v_ . Por lo tanto la fuerza de la hidrodinamica decrece
cuando a decrece. Sin embargo, el limite o, = 0 atin corresponde a un L finito y nada
relevante sucede a la hidrodindmica'®. En este limite, el caso B1 coincide con el caso B2.
En el caso B2 (Ae < 0) la fuerza de la hidrodindmica continda decreciendo al decrecer
a. , el cual en este caso es negativo. El limite de una hidrodinamica extremadamente
débil (correspondiente a la curva limite |v, | = |v_]|) se alcanza para ay = a, , donde'*

oy = —( ~)/(1+ ) (3.33)

Una forma simple de obtener este resultado es igualar la velocidad de Jouguet a c_ en
la expresion (3.27) y despejar ay . Notar que este resultado coincide con tomar L = 0
y Ty =T, en (3.32). No obstante, se puede llegar al limite débil también considerando

B3Para ay = 0, las relaciones vy con v_ y w, con w_ no dependen del valor de T, . Sin embargo,
otras discontinuidades no dependen solamente de a . Por ejemplo, la relacién entre 7_ y 1. , debe
2 v
obtenerse de wy = (1 + ¢3)as T .
Subindice “w” por weak (débil, en inglés).
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una temperatura Ty = T,, # T, tal que oy = a, [igualando (3.33) con (3.32)]

T vy 02(14_02)7
1— |22 e S A ) 34
{Tc] 2 —c% (3:34)

Esta expresion implica que T,, < T, si L # 0. Significa que la curva punteada en la
figura 3.8 se obtiene no solo en el limite L = 0 a Ty = 7., sino también con L > 0
para una cierta cantidad de sobreenfriamiento. Esto evidencia que cuando se habla de
la “fuerza” de la transicién o la hidrodindmica, es decir cuanto difieren |vy|y [v_]|, no
necesariamente se estd hablando de cuan grande o chico es L. En general esa fuerza
depende de la energia liberada en la transicién, pero L no representa ese valor salvo
que ésta suceda a una temperatura cercana a 7.

En general resulta mas adecuado considerar la diferencia de energias entre las fases
a la temperatura de nucleacién. Parece posible entonces que, para el caso B2, la fuerza
de la hidrodinamica en algin punto decrezca a medida que el sobreenfriamiento crece.
Esto es porque al sobreenfriar, llegando cerca de la segunda temperatura critica 77,
las fases + y — vuelven a estar asociadas a minimos de igual energia libre. Para alguna
temperatura T tal que 7. < Ts < T, la diferencia de presiones en el panel izquierdo de
la figura 3.6 es mdximal!®. En la figura 3.9 se grafica la diferencia de energfa libre, que
es equivalente. Entonces para un T por arriba o por abajo la fuerza de la transicién
seria cada vez menor cuando mas alejado de T, se encontrara. Asi, dicha temperatura
es un vinculo fisico para la temperatura de nucleacién Ty . La separacion maxima de
los valores F.(T) es dada por la condicién s1(Ts) = s2(Ts), que conduce a

1—|—C[2 ar

TSVH*VI —
1 + 0112 arg

(3.35)
Definiendo oy = Ae/(a;T"), usando la cota méxima (3.18) para |Ae| y la definicién
(3.33) de ay, se tiene que |as| < (6 — €1 )max/(arTs"") = |aw|. Esto implica que
T < Ts. Y el caso limite T, = T solo se alcanzarfa en el méximo de |Ag|, es decir, en
el limite L = 0, en el cual la transicién de fase desaparece (figura 3.6, panel derecho).
Como consecuencia, la hidrodindmica puede volverse bastante extrana (en compa-
racién al comportamiento més familiar del caso A) cerca del valor limite oy = ay, .
Notar, en particular, que para deflagraciones puede tenerse v, > c,, lo cual nunca
ocurre en el caso A. Aunque serfa interesante estudiar la hidrodinamica para T’y cerca
de T}, , se puede argumentar que es improbable para un sistema fisico alcanzar tal si-
tuacion. El sobreenfriamiento ocurre porque hay una barrera entre los minimos ¢ de
la energia libre F(¢,T') . Es importante remarcar que este modelo fenomenoldgico para
la ecuacion de estado solo describe las cantidades termodinamicas en los minimos y no
tiene informacion de la barrera que los separa. A pesar de eso, con el conocimiento de
esos minimos y una idea basica de lo que usualmente sucede en transiciones de primer
orden, es posible imaginar qué sucede con la curva F (¢, 7). En la temperatura critica
T., los dos minimos son degenerados, es decir, F_(T,.) = F.(T.), y la nucleacién es
imposible. Por debajo de T,., ¢_ se vuelve el minimo absoluto de F, y la fase + se
vuelve metaestable. Asi, se tiene F_(T") < F1(T) . Generalmente, a medida que 7" des-
ciende y el valor F_(T) se aleja de F,(T"), la barrera entre los minimos se achica y la

15Subindice “s” por la densidad de entropfa, ya que si se busca maximizar AP = P_(T) — P, (T)
se debe igualar a cero su derivada, y como s = 9P/JT eso implica igualar las densidades s.
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& Casos B2 y C
(VI <V, €1 >€11)
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7. T, T, T, T,
T

Figura 3.9: La densidad de energia libre F(T) = —P(T) correspondiente al panel
izquierdo de la figura 3.6.

nucleacion se vuelve mas probable. La nucleacién de burbujas efectivamente comien-
za cuando una cierta cantidad de sobreenfriamiento es alcanzada, tal que la barrera
es suficientemente pequena y los valores F.(T') estan suficientemente separados. En
algunos casos puede suceder que la barrera nunca se haga suficientemente pequena y
el sistema permanezca trabado en la fase metaestable. En particular si la diferencia
de energia libre entre los minimos no es muy grande la barrera no necesita ser gran-
de para “impedir” la transicién, porque las fases tendrian aproximadamente la misma
presion y esa barrera actuaria a nivel efectivo como una tensién superficial que impide
la expansion de la burbuja. En el caso B2, seria eso lo que sucede si se llega a la tem-
peratura T,. La barrera no se reduce lo suficiente al disminuir la temperatura, porque
hay otra transicién de fases a la temperatura 7. Debajo de la temperatura Ty, F_(T')
y F(T) se aproximan uno al otro nuevamente (ver la figura 3.9). Al suceder esto, la
nucleacién se vuelve menos probable, y en T' = T ésta no es posible en absoluto (los
minimos vuelven a ser degenerados)'®. Por lo tanto, esperando eso, si la nucleacién de
burbujas no comienza antes que 1" decrezca por debajo de T, entonces la transicién ya
no deberfa suceder. En este trabajo se asume que la temperatura de nucleacién (que
es un parametro libre) satisface Ty > T, entonces Ty > T > T, . Y en general, de lo
discutido en la seccién 2.5.4, T, = T en detonaciones débiles y T’y > Ty cuando hay
frente de choque, por lo que 7'y no alcanzaria el limite débil.

Caso C: ¢_ < ¢; Para una transicién de fase a temperatura 77 se tiene c_ < ¢y, con
c_ =cqycy =cr. En este caso se tiene Ae > 0 (ver la figura 3.6) y, por lo tanto, La
variable o, = Ae/(a, T,") es siempre positiva. Ademés, el limite hidrodindmico débil

16 A temperatura critica solo podria suceder una transicién de segundo orden con P, = P_ y
0Py /0T = OP_ /0T, que no es el caso que aqui se considera donde la derivadas en el cruce de la
figura 3.9 son distintas.
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v, = v_ se alcanza en este caso para un valor positivo (no nulo)!7,
ol = (& —c2)/(1+ ). (3.36)

Se puede escribir la variable a; como

2 2 N\ Y+ / 2 2 1\ Y+
9 =, €L —cCZ T 5 L g —c2 (T
= L'+ —— —= = — | = 3.37
o (qc_ i 1+02—) (T+) e w++ 1+¢2 \Ty (3:37)

Las curvas de |vy| vs |u_| para este caso estdn graficadas en la figura 3.10. Como en
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Figura 3.10: |vy| vs |v_| para ¢ < cy. Las lineas grises horizontales y verticales
indican los valores |vy| = cx .

el caso B2, se ve que la hidrodindamica se vuelve poco familiar cerca del limite débil.
Como se puede ver en las figuras 3.7, 3.8 y 3.10, en las curvas de detonaciones y
deflagraciones los valores de |vy| estan limitados por ¢_ en vez de ¢, . Esto es porque
esta cota estd dada por las condiciones |vy| = vy(ay) (el extremo de |vy|) y vy | = |v_]|
(el limite débil), lo cual implica |v,| = c_. Para el caso presente, como la velocidad
del sonido es més grande en la fase 4, se pueden tener detonaciones con |v;| < c
como puede observarse en la figura 3.10. Esto corresponderia a detonaciones que son
subsoénicas con respecto al fluido en la fase +. Tales detonaciones subsénicas son en
principio posibles cerca del limite débil. Puede verse que este limite corresponde a la

17 Aunque las ecuaciones (3.33) y (3.36) parecen iguales, los subindices & tienen diferente significado
en cada caso. Se tiene o, = —(ci2 — eii?)/(1 + a1?) y o, = (a1 — en?)/(1 + en?) . Notar que los
numeradores son opuestos y los denominadores son diferentes.
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temperatura 7'y = T > T’ como se indica en la figura 3.9. De hecho, igualando las
ecuaciones (3.37) y (3.36) se tiene

T/ Vi 2 1 + 2 -~
{?ﬂ 1= %L’ > 0. (3.38)
c — +

Estas detonaciones para las cuales el fluido entrante es subsénico (Jvy| < ¢y, como se
explica en la seccién 2.5.4), son precedidas por una onda de choque la cual recalienta
el fluido enfrente de la pared.

3.3.1.2. Frentes de choque

Para el Modelo c4., recordando que la ecuacién de estado es la misma de ambos
lados de la discontinuidad, las ecuaciones (2.54) pueden escribirse en la forma

2 v Ty 43Ty
= —_—=—= 3.39
V1V Cs s Vo le T CETQV ( )

que para el caso del Bag toma la forma

4 4
VU9 = 1, - % (3.40)
37 vy 3V H+T
donde v; y vy son las velocidades (negativas, hacia el centro) en el sistema de referen-
cia del frente de choque. Notar que la primera de las ecuaciones (3.39) implica que,
en el sistema de referencia del frente de choque, una de las velocidades del fluido es
subsénica y la otra supersonica. Como se explica en las secciones 2.4.3 y 2.5.1, como
un elemento de fluido incrementa su entropia al atravesar discontinuidades, se concluye
que la velocidad del fluido debe tener un salto negativo en el frente de choque. Tam-
bién se argumenta que un frente de choque solo puede propagarse por delante de un
frente de transicién. Ademas, respecto al centro de la burbuja, enfrente de un choque
se tiene v, = 0. Entonces, el frente de choque se propaga con una velocidad dada por
vsh = |v2] . Por lo tanto, la primera de las ecuaciones (3.39) da la relacién

2 27,2
o ovatfel -1

v = 3.41
T ci Ush ( )
(teniendo en cuenta que el choque se propaga en la fase +). Para el Bag seria
3U5h2 -1
) = ———— 3.42
v 2 VUsh ( )

Equivalentemente a la (3.41) se tiene

1 — 2 1 — 2 2
Vg = 26+61+\/( Qcﬂil) + i (3.43)




114 Hidrodinamica en transiciones de fase: Calculos numéricos y analiticos

la cual verifica que el frente de choque es supersénico, vy, > ¢y . Para el Bag seria

- N
U1 U1 1
sh = — — = 3.44
Ush 3 =+ ( 3 ) + 3 ( )
Por otro lado, la segunda de las ecuaciones (3.39) da la relacién
T/ =T, 0
(S =%y (3.45)

VI© +ALTYLT + AT

Esto confirma que efectivamente el fluido esta recalentado detras del frente de choque,
pues implica T} > T5 . Equivalentemente, se tiene

<T2)V+ _ Gl -va’) (3.46)

T vgn? — ¢yt

3.3.2. Perfiles en distintas geometrias de burbuja

Esta seccion con sus respectivos apartados contiene andlisis y calculos, referentes a
la forma que poseen los perfiles de fluido posibles en las diferentes simetrias de burbuja,
que hemos realizado en [1].

Aqui se ejemplifican los calculos descriptos con generalidad en la seccién 2.5.4.
Se contrastan las soluciones para distintas geometrias de burbuja mostrando que, a
grandes rasgos, son analogas y cualitativamente similares. Esto es un paso previo para
mostrar que, como se expone méas adelante en la seccion (3.6.2), el factor de eficiencia
también es poco sensible a la geometria de la burbuja. Para este estudio se considera
por simplicidad solo el caso del Bag, las conclusiones razonablemente se espera que
sean validas en general. Los cédlculos para las simetrias esférica y cilindrica son ineludi-
blemente numéricos. Se ve mas adelante, en la seccién 3.3.3, como obtener los perfiles
de la simetria plana analiticamente para el Modelo c. en general.

La aproximacién del Bag es dada por las ecuaciones (2.84), tomando Ae > 0 y
ay > a_ > 0. Por simplicidad en la notacién se toma ¢ = 0y e, = Ae = ¢
(ya que la hidrodindmica sélo depende de Ac). En este modelo, como se explica en la
seccién 3.2.2.2 , la temperatura critica esté dada por T, = (35/Aa)"* | v el calor latente
estd relacionado con la densidad de energia de vacio por L = 4¢. En ambas fases la
velocidad del sonido estd dada por ¢ = 1/3, y reemplazéndola en la expresién (2.51)
el perfil de entalpia queda como

w

2 xp |- [Tt (347
&a

Wq

Notar que, en este modelo, las ecuaciones para los perfiles de velocidad y entalpia son
las mismas en ambas fases. En un modelo con velocidad del sonido dependiente de
las propiedades termodinamicas, que varian punto a punto, esto no se cumple. Como
lejos, por delante del frente de transicién, la temperatura se mantiene igual a Ty, la
condicién de contorno para la entalpia en esa regién es w = wy = wy (Ty) = §a+T N
De las que se mencionan en la seccion 2.5, tres tipos de soluciones son posibles en el
caso del Bag, detonaciones débiles, deflagraciones débiles y deflagraciones supersénicas
de Jouguet. La detonacion de Jouguet como caso limite de las detonaciones débiles
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también estd incluida, pero sin frente de choque por delante, ya que no se cumplen la
condicién necesaria vy | < ¢s que se explica en la seccién 2.5.4.3.

3.3.2.1. Detonaciones débiles

De la discusion en la seccién 2.5.4 se sabe que este tipo de soluciéon debe constar
unicamente de una cola de rarefaccién, constituida por una soluciéon continua creciente
a partir de v = 0 en & = c_, y que delante de la pared el fluido se encuentra sin
perturbar. Con el modelo del Bag, la condicién delante de la pared (2.65) para w, es
equivalente a o, = ay = o(Ty) = ¢/(a,Ty) y la velocidad v_ = —|v_| detrds de la
pared estd dada por la expresién (3.30) en funcién de |vy| = vy y a4 . Siguiendo los
lineamientos detallados en la seccion 2.5.4 se calculan los perfiles. La cola de rarefaccién
es resultado de resolver la ecuacién (2.47) con la condicién v(&,,) = 0_, siendo v_ =
p(—vy,v_) . Para armar la cola en el caso plano, se requiere empalmar un tramo de
solucién v (€) entre ¢ < € < & y una solucién constante v = v_ entre &y < £ < &,
donde & se despeja de vin(§n) = - (mds detalle en seccién 3.3.3.1). La figura 3.11
(izquierda) muestra el perfil de velocidad para las tres geometrias de pared. Como
indica la definicién (2.95), para calcular la densidad de energia “cinética” e, = wv*y?
se requiere también calcular el perfil de densidad de entalpia, dado por la expresion
(3.47) y la condicién (2.66). La figura 3.11 (derecha) muestra el perfil de e, para
detonaciones en las tres geometrias de pared.

0.9

Figura 3.11: Izquierda: el perfil de velocidades del fluido en una detonaciéon con
vy = 0,8 y ay = 0,1 para una pared esférica (solida), cilindrica (a trazos), y pla-
na (punteada). Derecha: los correspondientes perfiles de densidad de energia cinética.

3.3.2.2. Deflagraciones débiles

Si la pared se ubica en &, < c¢s es precedida por un frente de choque en & > ¢, .
Detrés de la pared la velocidad del fluido se anula. Entonces, o_ = 0y (como 04 > 0)
lvy| < |v_] = vy < cs, el proceso hidrodindmico es una deflagracion débil (en el caso
limite vy, = ¢4, se tiene una deflagracién de Jouguet). Valen entonces, detrés de la pared
y delante del frente de choque, las condiciones dadas por (2.67) y (2.68): v_ = —vy,,
ay = an ¥ vsp = |ve] . Como se expone en la seccién 2.5.4, calcular un perfil con frente
de choque es lo que resulta mas laborioso. A continuacion se describen resumidamente
lo pasos de calculo niimerico seguidos para determinar forma y limites de las ondas de
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choque que se ilustran en las figuras de esta seccién'®.

De la ecuacion en el frente de choque (3.40) se obtiene

3 (1 — Ush2>
o] = gvshT]_ an . (348)

Equivalentemente, usando la ecuacién (3.44) para reemplazar vg,(01), se tiene

=2
aq 2011(171,(1/]\7) :7—31 (3%—5@%—41%“34—@%) AN . (349)

De la ecuacién en el frente de transicion (3.26) se obtiene

1 1
ay =2 (v+2 + 3 T UU- = §v+/v) , (3.50)
donde v_ = —vy, v v4 = (v, 1), lo que conduce a
F304

ay = oy (0, vy) = (2vw04 + 1 —30%) . (3.51)

3 Uy
Dada la monotonia de la solucién correspondiente al frente de choque (ver figura 2.1),
la ecuacién (2.47) para el perfil v(€) en forma inmediata se re interpreta como una
ecuacién para perfiles £(v) . Al resolverse numéricamente, para cada valor de 9; da una
solucién &(v;y), la cual contiene al punto (01, £ (01)) . Una vez obtenida la aproxima-
cién para la funcién'® £(v;01) se procede del siguiente modo: En (3.51), se reemplaza
y/o evalia vy, = & — &(04;01), lo que conduce a un a (04, 71) = oy (04, (043 01))
Ademas, como en el Bag se cumple que w,/w, = ap/a, vy en la expresion (3.47) puede
reescribirse la integral respecto v (pues g—gdg = dv) entre los limites 0; y 04 , integrando
se tiene una dependencia solo en esas variables,

= S ey {_ [)1 4% (v Br), v) dv| = F (04, 01). (3.52)

Oél er V4

Entonces, juntando oy = oy (01, an), ay = ay(04,01) y 35 = F(04,01) se despeja
0y (an, 01) con la que también se obtiene & (an, 1) = £(0y(an, 01);01) . Pero el ver-
dadero parametro libre es vy, = &, la anterior curva puede invertirse para obtener
01 (vw, an) y con esta Uy (Vy, an) = Uy (an, 01(vy, ay)). Una vez obtenidos los puntos
(&w,04) v (&n, 1) (entre los cuales se encuentra la onda de choque) se puede usar
cualquiera de ellos para calcular el perfil v(§) como solucién de (2.47).

Una vez obtenido el perfil v(§), para calcular el perfil de la densidad de energia
cinética e, definida por (2.95) solo se requiere determinar el perfil de densidad de
entalpia. Como oy /ay = wy/wy, de la expresion (3.48) se obtiene

91)5}12 —1

s - 3.53
3(1 —Ushz) o < )

wyp =

8Son los que nos resultaron de facil implementacién con el programa Wolfram Mathematica.
Independientemente de la implementacién implica reiteradas resoluciones y valuaciones para dis-
tintos valores de v1 y v.
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donde® wy/e = 4/(3an) y v a esta altura ya se encuentra calculado para cierto
valor de los pardmetros vy, y ay . Integrando (3.47) desde &, hasta cualquier posicién
¢ de la onda de choque?!, se obtiene w(€)/w; . Esto completa todos los ingredientes
para calcular el perfil de densidad de energia cinética e, .

La figura 3.12 muestra los perfiles de velocidad y densidad de energia cinética para
una deflagracién subsénica en las tres geometrias de pared.
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Figura 3.12: Izquierda: perfil de velocidades del fluido en una deflagracién con vy, = 0,4
y ay = 0,1 para una pared esférica (solida), cilindrica (a trazos), y plana (punteada).
Derecha: los correspondientes perfiles de densidad de energia cinética.

3.3.2.3. Deflagraciones de Jouguet

Si la pared se encuentra ubicada en ¢, < & < vﬁ“, el frente de transicién es

precedido por un frente de choque en &, > &, y es antecedido por una cola de
rarefaccion que se anula en & = ¢4. Por lo tanto, ambas velocidades v, y ¥_ son no
nulas (ver la figura 3.13). En este caso las condiciones de contorno que se modifican
respecto a detonaciones y deflagraciones débiles son las dadas en (2.70), v = —c_ y

as = ay . Como consecuencia la ecuacion (3.50) se vuelve ay = 42 (vy + 1/\/5)2 Y
la ecuacién (3.51) es remplazada por

ay = (T, 04) = @ [1 — VB — By (v — \/5)}2 (3.54)

A partir de este punto se procede igual que con deflagraciones débiles para obtener el
perfil de velocidades del frente de choque. El perfil de densidad de entalpia a lo largo de
la onda de choque esté determinado por (3.47) y el valor w; en el frente de choque, que
se expresa en funcién de wy (0 ay) usando la ecuacion (3.53). El perfil de velocidades
de la cola de rarefaccion es similar al de una detonacion, pero en particular para este
caso la condicién en la pared es v(&y) = 7 = pu(—vy, —c_) . El perfil de entalpia detras
de la pared se obtiene integrando (3.47) y fijando la condicién w (&) = w_ . A su vez,
la expresién (2.53) establece

w— = (2/\/§)|U+”Y+2 Wy, (3.55)

20Notar la conveniencia, en todo este célculo, de trabajar con a en vez de w, no resulta necesario
explicitar € sino hasta el punto donde debe establecerse la escala de energia.
21 Pequefio abuso de notacién, no confundirla con la variable de integracién muda.
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con vy = vy, 04 ), siendo U4 y w, obtenidos de la resolucién del frente de choque.

La figura 3.13 muestra los perfiles de velocidad y densidad de energia cinética para
deflagraciones supersonicas en las tres geometrias de pared.
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Figura 3.13: Izquierda: el perfil de velocidad del fluido en una deflagracién con vy, = 0,7
y ay = 0,1 para una pared esférica (solida), cilindrica (a trazos), y plana (punteado).
Derecha: los correspondientes perfiles de densidad de energia cinética.

3.3.3. Perfiles de burbujas planas (resolucién analitica)

El contenido de esta seccién 3.3.3 con sus respectivas subsecciones integra calculos
y resultados, referentes a la determinacién analitica de los perfiles de fluido posibles
para burbujas con simetria plana, que hemos realizado primeramente en el trabajo
publicado [1], para el Bag, y posteriormente extendido al Modelo ¢y en [3].

En esta seccién se considera la ecuacién de estado (3.8), que incluye la del Bag
como parte del caso A, el cual se introduce en la seccién 3.2.2.2. Para simetria plana se
supone un frente de transicién (pared de burbuja) plano moviéndose en una direccién
+X y velocidad de fluido solo con componente en esa direccion y sentido. Como se
muestra en las figuras de la seccién 3.3.2, los perfiles de fluido no son idénticos en las
tres simetrias (plana, cilindrica, esférica), aunque cualitativamente parecidos. Siempre
pueden resolverse las ecuaciones de hidrodinamica numéricamente, pero en el caso
de la simetria plana es posible obtener los resultados de forma analitica, reduciendo
considerablemente el tiempo de calculo y, en algunas puntos, permitiendo un mejor
seguimiento de las dependencias, lo que facilita la interpretacion fisica.

En este caso la “burbuja” de 1 4+ 1 dimensiones consiste en dos paredes planas en
las posiciones x = 4+ vy, t y posee un volumen infinito ya que formalmente se calcularia
como &/ - 2|z|, donde &7 es el drea infinita de una cara plana. El sistema es simétrico
en ambos planos, y para este estudio basta considerar solo el movimiento de una pared
moviéndose hacia la derecha (eje X | sentido positivo). Las soluciones de la ecuacién de
velocidad de fluido son las dadas en la expresion (2.49). Por lo extensamente discutido
en las secciones 2.4.2, 2.4.3 y 2.5 se descarta la solucién vg,,(§) y todos los tramos
de solucién constante por encima de ésta. Ademads, la solucién vi,e(€) representa a la
cola de rarefaccion entorno a & = ¢, . Por tal motivo resulta natural renombrarla como
Urar = Uinf - Entonces todo perfil de velocidad posible se construye a partir del empalme
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de las soluciones continuas

v(&) = cte
Urar(&) = (_67 —C,)

La primera, es una constante arbitraria la cual tiene que ser determinada por con-
diciones de contorno o de empalme en discontinuidades. En contraste, la segunda, se
encuentra fijada y parametrizada con ¢, = c_ porque esta solucion solo es fisicamente
posible por detras de la pared en la fase “—”. Estas soluciones se ejemplifican para
el Bag en la figura 2.1 (panel izquierdo), o con més detalle en la figura 3.14. Por lo
discutido en las secciones 2.4.2, 2.4.3 y 2.5, solo se necesita considerar el cuadrante
€>0y v >0 (en torno a la pared opuesta en £ = —¢&, se construirfa el perfil con las
soluciones espejadas) y por arriba de la curva punteada v(§) = £ no estan permitidas
soluciones ya que contradirian la hipdtesis de flujo estacionario. Ademas con la linea a
trazos se marca la curva 9, (&y,) dada por la expresion (3.41).

(3.56)

1.0

0.8

04 —a ,

0.2 e -

0,01

3

Figura 3.14: Soluciones a la ecuacion de velocidad de fluido en una fase con velocidad
del sonido constante (¢, = 1/4/3) para el caso plano (lineas solidas). La linea punteada
es la curva v(€) = £. Las soluciones fisicas estdn bajo esta curva. La linea guionada
corresponde a valores de velocidad de fluido 0 (&y,) en el frente de choque.

Para las soluciones v = cte se tiene entalpia constante, mientras que para la solucién
Urar S€ tiene, como caso particular de la expresion (2.51), [92, 93, 114, 118]

dg,

£
Wrar (&) = wp exp [/g (ciZ + 1) c_y? dv d&} (3.57)

donde wy = w(&), la densidad de entalpia en una posicién de referencia &, . Aqui &,
es una variable muda de integracién, y aqui se tiene en cuenta que (&, Upar(&s)) =
f(&es p(=&sy —c2)) = —c.

En un caso més general se tendria ¢s(T) (no constante) y v, tendria la misma
forma que en (3.56) pero no estaria completamente determinado hasta no conocerse
cs(€). En tal situacién con la ecuacién de estado se podrian calcular w = w(T) y
cs = ¢cs(T) , insertar la solucién v,,, (que depende de ¢;) y w(T) en la expresién (3.57)
para obtener una ecuacién integral de T'(¢). Entonces, insertando T'(§) en c¢s(T) se
obtendria ¢,(£) e insertando () en vy, se tendria v(§) completamente determinado,
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para la simetria plana con cualquier ecuacion de estado.

El caso aqui en consideracion con ¢ = ¢_ constante es mucho mas simple, porque
la expresién para v,,, en (3.56) ya da el perfil de velocidades mientras que la ecuacién
(3.57) da w(&) = w[v(¢)]. Entonces, haciendo el cambio de variable C‘%df* = dv en la

expresion (3.57), se tiene

Urar(f) d 1 5 1 C_2V_
wrar(f) = wq exp [VC/ —U] = wp ( Vo + Urar(g)) (358)
o

1 —v2 1+ 7 1 —v(é)

Insertando la ecuacién (3.56) en la (3.58), se obtiene

U}rar(f) (1—6_ ]__f)o 1+€)Cu/2

_ 3.59
wo l+c. 1+0) 1—¢ (3:59)

donde los valores wy = w(&y) ¥ U9 = vrar(&o) , para un c_ < & < &, deben suministrarse
para que esta expresién suministre el valor de la entalpia en cualquier otro punto &
donde valga la solucién v, (€) .

Las condiciones de contorno expuestas en la seccién (2.4.2) requieren que la veloci-
dad del fluido se anule lejos por delante y por detréds de la pared, y que la temperatura
lejos por delante esté dada por la de nucleacién Ty [por lo tanto, la densidad de entalpia
estd dada por wy = w(Ty)]. Por otro lado, se tienen condiciones de empalme para
la pared y el frente de choque. En la pared, los v4 estan relacionados por la ecuacién
(3.24) o (3.29). También se pueden tener frente de choque en la fase 4+ con velocidad
&n - Delante del choque la velocidad del fluido se anula, 7o = 0, mientras que detrés
01 en funcién de &, estd dada por la ecuacién (3.41). Tanto &, como 07 (en funcién de
&n ) pueden expresarse como funciones de la temperatura usando la ecuacién (3.46).
Enfrente del choque en general se tiene T, = T . Y la onda de choque solo puede
construirse con una solucién constante en el caso plano, luego la entalpia (y la tempe-
ratura) es constante. Ademads, al igual que en el Bag, se cumple a,/ay, = wy,/w, entre
dos puntos cualesquiera de cada fase. Entonces, a partir de la condicién en el frente de
transicién (3.39), se obtiene la generalizacién de (3.48) y (3.53), que en simetria plana
vale en toda la extensién de la onda de choque,

a)  wy {TT&}* _ A l—w?) (3.60)

Vgh? — ¢4t
donde a(§) = ay =ay, w(&) =wy =wy; y T(§) =T, =T para & < & < &, . Esto
permite eludir el cdlculo (3.52), donde el integrando resulta de resolver numéricamente
una ecuacion diferencial cuando se considera simetria esférica o cilindrica.

ay  w(l)

En lo que sigue se consideran diferentes tipos de perfiles que pueden construirse
usando estas soluciones y condiciones. Para ayudar la construccion, es til graficar las
soluciones v(&) junto con la curva de puntos (&, 1) que estd dada por la ecuacién
(3.41). En la figura 3.15 se realiza este grafico para los tres tipos de transiciones que se
discuten en la seccién 3.2.2.2; con ¢; = c_ (caso A), ¢y < c_ (caso B), y ¢ > c_ (caso
C). Si bien el panel izquierdo corresponde a la situacién de la figura 3.14, donde los
distintos tipos de tramos usados para armar las soluciones en ambas fases son iguales,
en los paneles central y derecho estdn juntas las soluciones de rarefaccién para la fase

13 7

—" constantes que son indistintas de la fase, y el valor que toma v; en la fase “+”
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(linea a trazos). El punto més bajo de esta linea representa el caso limite en que 93 = 0
para &, = ¢, (mientras que la curva de rarefaccién termina en c_).
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Figura 3.15: La solucién v, (§) (lineas sélidas) y la curva de puntos (g, 01) (lineas
punteadas), para ¢y = c_ = 1/4/3 (panel izquierdo), ¢y = 0,5, c. = 1/v/3 (panel
central), y ¢, = 1/4/3, ¢ = 0,5 (panel derecho). Se marcan algunas de las soluciones
constantes.

3.3.3.1. Detonacion débil

Es muy facil la obtencion analitica del perfil de velocidad para una detonacién
débil. De lo expuesto en la seccion 2.5.4 se sabe que este debe constar Unicamente
de una cola de rarefaccién, constituida por una solucién continua creciente a partir
de v =0en £ = c_, y que delante de la pared el fluido se encuentra sin perturbar.
Teniendo en cuenta las soluciones posibles (3.56) (e ilustradas en las figuras 3.14 y
3.15), la tnica posibilidad es que v = 0 en & < c_ y v = vy (§) para £ > ¢_. En
algin punto & tal que c_ < & < &, la solucién vy, (§) puede pegarse de nuevo a
una constante Uy = vrar(&) = 0_ [invirtiendo es §y = pu(—c_,0_)], o puede continuar
creciendo hasta £ = &, . En cualquier caso, se tiene - < vy (&w) = pu(—&w, —c_),
equivalente a |v_| > ¢_ (condicién de detonacién débil). Donde la igualdad es el caso
limite en que la detonacién se vuelve de Jouguet. Entonces solo se requiere conocer
- = pu(—&y,v_) y con este calcular la posicién &, donde se empalman con continuidad
la solucién constante y vy, de (3.56). Para ello se recurre a la expresién (3.29) que pone
|v_| en funcién de |v4 | y a4 , donde estos se remplazan con las condiciones de contorno.
Como 74 = 0, entonces |vy| = vy = &, y ademds oy = ay = a(Ty). Haciendo esto
se tiene el perfil de velocidad definido por los parametros vy y Ty (0 ).

En la figura 3.16 se muestran dos ejemplos de detonacién débil. El caso |v_| = c_
corresponde a un perfil limite (de Jouguet) como el mostrado en el panel derecho de la
figura 3.16. Los graficos mostrados en la figura 3.16 corresponden al caso C. Para los
otros dos casos las formas de los perfiles son similares (incluyendo aquellos del caso B
con valores negativos de ay).

A su vez, el perfil de entalpia entre c_ y & estd dado por la ecuacion (3.59), con
condiciones de contorno vg = v_ y wg = w_ en £ = & . El valor de w_ esta relacionado
con wy = wy a través de la ecuacién (2.66).
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Figura 3.16: El perfil de velocidad del fluido para una pared detonante débil con
velocidad vy, = 0,7 > v¥(ay) (panel izquierdo) y una detonacién de Jouguet con
velocidad vy, = v (ay) =~ 0,64 (panel derecho), para el caso c; = 1/v/3, c. = 0,5,
con ay =0,1.

3.3.3.2. Deflagracién débil

De lo expuesto en la seccion 2.5.4 se sabe que el perfil de este tipo de solucion
debe constar tnicamente de una onda de choque delante de la pared en la posicién
&w < ¢, que en el caso plano [con soluciones (3.56) ilustradas en la figura 3.15] solo
puede constituirse con una solucion constante hasta la posicion &, > ¢, del frente de
choque. Como v = 0, efectivamente se verifica que |v_| = v, < c_ (condicién de
deflagraciéon débil), y el caso limite donde vale la igualdad &, = ¢_ corresponde a una
deflagracion de Jouguet. No obstante la simplicidad de forma en el caso plano, ain en
este hay cierta dificultad en relacion a calcular de esa constante v, = 07 y vgp = & -

Comparando el procedimiento con el que se describe en la seccién 3.3.2.2, a partir
de la expresion (3.24) o (3.29) se obtiene la generalizacion de (3.50),

ay =72 [vﬁ +c& —q (v+v_ + 2 zi)} : (3.61)

Aqui si se reemplaza vy = p(vy, 04) y, como es una deflagracién débil, v_ = —uvy,, se
tiene la generalizacién de (3.51). Por otro lado, se puede despejar a; a partir de (3.60)
[que generaliza a (3.48) ], y si se usa (3.43) para reemplazar vg, como funcién de 0, se
obtiene la generalizacion de (3.49). Al considerar simetria plana, ademas vale 0; = 0
y ay = aq, lo que permite juntar (3.61) y (3.60) para eliminar o, y despejar

q [1-&03 Ve T ? B (R = 02) + S ]

- U
2 _ 2 W
1+c 1+4c

ay = . (3.62)

I4cyd ~ 2 14+ o (1-c3)? . o
UW|:1+2T+U+ — +U+ 1+4#+U+
2 ct cq

La valuacién particular de este resultado para c. = 1/4/3 se obtiene también a partir
de las ecuaciones (3.51) y (3.49) junto con la condicién de simetria plana. La expresién
(3.62) puede reescribirse como una ecuacién polinémica de orden cudrtico en o4 (donde
los coeficientes dependen de vy, y ay). Existen formulas conocidas para las raices de
este tipo de polinomio (encontradas mediante factorizacién de radicales). En particular
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la solucién ¥, = 0, (vy, @) es bastante engorrosa? y no vale la pena escribirla aqui.
El valor de vg, = vgn(vy, ay) se calcula con (3.43) reemplazando 01 = 0y (vy, an) -

Este perfil se muestra en la figura 3.17. Los graficos corresponden al caso C. Las
formas de los perfiles son similares para los otros casos. Para el caso B los perfiles
tienden a ser mas delgados y mas altos, como podia esperarse considerando la figura
3.15. Fisicamente, esto sucede porque el frente de choque en ese caso se propaga a una
velocidad relativamente mas baja. Como puede verse en la figura, para deflagraciones
débiles la velocidad del choque es cercana a la del sonido, vy, = & >~ ¢y .

0.15 . . . . . 0.15
0.0} : 010}
2 D
0.05 : 0.05
0.00 1 1 1 1 1 0.00 1 1 1 1 1
02 03 04 05 06 07 08 02 03 04 05 06 07 08

Figura 3.17: Los perfiles de velocidad de fluido para frente de deflagracion débil con
una velocidad vy, = 0,3 < c¢_ (panel izquierdo) y para una deflagraciéon de Jouguet con
velocidad vy, = c_ (panel izquierdo), para el caso ¢, = 1/v/3, c_ = 0,5, con ay = 0,1.

La entalpfa delante del frente de choque viene dada por wy = Ae/(civiay). La
entalpia en la regién de la onda de choque w; = w; estd dada por la expresién (3.60)
reemplazando vy, = vg,(vy, ay) . La entalpia detrds de la pared w_ estd dada por la
condicién de empalme en la pared (2.53) con v_ = —vy ¥ v = vy, 04) .

3.3.3.3. Procesos de Jouguet

Como se expone en la seccién 2.5.4; en general pueden existir dos tipos de solucio-
nes de Jouguet: la deflagracién supersénica y la detonacién subsoénica. Esto se puede
corroborar inspeccionando los tres casos ilustrados en la figura 3.15. Para cada uno
estd admitida solucion cuyo perfil tiene una cola de rarefaccion junto con una onda de
choque, en la pared (&) la solucién tiene que saltar desde la linea sélida hasta algo més
arriba de la punteada (que marca el punto mas bajo de la onda de choque). Se ve que
en los paneles izquierdo (caso A) y central (caso B) la solucién vy, cae completamente
a la derecha de la curva para v;(&y,). Para el panel derecho (caso C, c- < c¢y), no
toda la linea punteada se encuentra a la izquierda de v.,, . En los casos A y B solo se
admite que la onda de choque aparezca como un salto positivo de velocidad delante de
la pared, es decir, v < 04 = |vy| < |v_| (deflagraciones). Mientras que en el caso C,
ademas de esa posibilidad, también se admite la solucién donde el salto es negativo, es
decir, v > 04 = |vy| > |v_| (detonaciones).

Se diferencian en que la velocidad |v. | estd dada por v3f (o) y v3(ay ), respecti-
vamente. A pesar de eso, la ecuacion (3.61) permite tratar las dos soluciones de Jouguet

22]dentificar cudl raiz es la correcta no tiene mayor dificultad. Basta, por ejemplo, con chequear cudl
cumple 0 < 74 < & dentro del rango donde valen las deflagraciones, es decir, donde ay (vy, an) < ci .
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al mismo tiempo. De hecho, notar que esta expresion es valida tanto para detonaciones
como deflagraciones (es inviritiendo esta ecuacién que las dos soluciones aparecen para
vy en funcién de v_ y a4 ). En el caso de Jouguet, la ecuacién (3.61) da

oy =747 (V] + & — 2gc_vy) (3.63)

que es equivalente a ambas ecuaciones (3.27) (es decir, al invertir esta expresién se

det

obtiene v§* en funcién de o ). Procediendo como en deflagraciones débiles, se obtiene

= B0+ A= Bh0n)? +2ge (0h —vy)(1L— Byvy) (3.64)

2 2 )2
2 1+cit ~ 2 14+ci ~ (1-c1)? ~ 9
(1 —ve?) |1+ 22 U+ T o Ut L+ 2 U+

C

la cual da 7, en funcién de ay y & 23. La posicién del choque &, se obtiene entonces de
la ecuacién (3.44), teniendo en cuenta que ¥; = 0, . La onda de rarefaccién comienza
en {y = &, (no tiene tramo plano) pues como la condicién de Jouguet asi lo requiere
v_ = —c_ y entonces se tiene que U_ = p(—vy, —C_) = Vpar(&y) -

La entalpia en la region de la onda de choque w, = w; estd dada, como el caso de la
deflagracién débil, por la expresién (3.60) haciendo uso de &, previamente despejado
y wy calculado con la ecuacion de estado. Por otro lado, la entalpia detras de la pared
estd dada por (3.59), con condiciones de contorno 99 = v_ y wy = w_ en { = &, . El
valor de w_ estd relacionado al de w, a través de la condicion (2.53)

2
- %u@ (3.65)
e

Deflagraciéon de Jouguet: Para dados &, y an, cuando la v, despejada de la
ecuacion (3.64) se compara con U- = Vg (&w) = p(—vw, —c_) y resulta 0y > U_,
implica |v;| < |v_|, deflagracién de Jouguet. El perfil se muestra en la figura 3.18. A
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Figura 3.18: El perfil de velocidades del fluido para una deflagracién supersénica de
Jouguet con velocidad vy, = 0,65, para el caso ¢y = c_ = 1/v/3, y con ay = 0,1.

medida que crece la velocidad de la pared, su posiciéon &, se aproxima a la del frente
de choque &, . Como consecuencia, la méaxima velocidad de pared para este tipo de

23 Aqui también se debe identificar la raiz correcta, por ejemplo, aquella que cumple 0 < 7, < &,

dentro del rango donde valen los procesos de Jouguet c_ < &, < vget (an).
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solucién se obtiene cuando &, = &, . Para el caso A, se puede mostrar que en este limite
la velocidad de pared coincide con la de una detonacién de Jouguet v3°(ay). Asi, las
deflagraciones supersonicas de Jouguet llenan el hueco entre deflagraciones débiles y
detonaciones débiles. Esta solucion existe también en los casos B y C. Sin embargo,
en el caso C no llena todo el hueco entre c_ y v3(ay), debido a que hay también

detonaciones de Jouguet.

Detonacién de Jouguet: Igual que en el apartado anterior, para dados vy, y ay,
si despejando 0, de la ecuacién (3.64) y calculando U = vy, (&) se verifica v, < U_,
se tiene una detonacién de Jouguet. Esto solo sucede, como se ve en el panel derecho

0.10 [+ : : : : : : 0.30
008l ] 025F
020 F
0.06
2 > 0.I5F
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0.02¢ 0.05F
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Figura 3.19: La velocidad del fluido de dos detonaciones subsénicas (lineas solidas)
para el caso ¢y = 1/v/3 ~ 0,58, c_ = 0,5. Las lineas grises indican las funciones v, (&)
y 01(&n) (correspondientes al panel derecho de la figura 3.15). La solucién en el panel
izquierdo corresponde a ay = 0,07 y v, = 0,54, la del panel derecho corresponde a
ay =0,1 y v, =0,63.

de la figura 3.15, para el caso C en un limitado rango de valores de &, > c_ en los que
Vrar(&w) > 01(&n) , siempre que la velocidad del choque &, esté lo suficientemente cerca
de cy y la velocidad de la pared &, esté lo suficientemente cerca de c_. Como se ve
en la figura 3.10, en el caso ¢y > c_ el fluido entrante puede ser subsénico (vy < cy)
para parametros cerca del limite débil. Como se puede observar en la figura 3.19, se
fija & = &y , es decir, la condicion de Jouguet que también cumple la detonacién débil
como caso limite. La pared es supersonica con respecto al centro de la burbuja, pero
puede tener o &, < ¢y, como en el panel izquierdo de la figura 3.19, o bien &, > ¢,
como en el panel derecho. El calculo del perfil se realiza del mismo modo que para
deflagracion de Jouguet.

3.3.3.4. Comparativa de perfiles planos

En la figura 3.20 se grafican varios perfiles de velocidad para el caso C, para ve-
locidades de pared en un rango que contiene todas las soluciones posibles. En esta se
considera una transicion de fase lo suficientemente débil, es decir, any = 0,08, la cual
estd cerca del limite débil (ver la figura 3.10). Por lo tanto, se tienen detonaciones
subsénicas, que no existen para valores grandes de «y . El primer grafico corresponde
a una deflagracion débil. La segunda solucion corresponde a una pared moviéndose a la
velocidad del sonido c_, y es el limite entre deflagracion débil y de Jouguet. El tercer
y cuarto perfil corresponden a deflagraciones supersonicas de Jouguet (&, > c¢_). Estas
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son subsoénicas, sin embargo, con respecto a la velocidad del sonido en la fase 4. El
quinto caso es la solucién en el limite entre deflagracién de Jouguet y detonacion de
Jouguet. Los siguientes tres graficos corresponden a detonaciones de Jouguet. Estos
son supersonicos respecto a la velocidad del sonido c¢_ . El primero de ellos es subsénico
con respecto a ¢, , el segundo se mueve con velocidad c, , y el dltimo es supersénico
con respecto a ¢, . Sin embargo, la pared se mueve subsénicamente con respecto al
fluido en frente de ésta, vy = v (ay) < ¢, . Entonces, es precedida por un frente de
choque. La novena solucién esta en el limite entre la detonacién Jouguet y la débil,
y se mueve con velocidad v9°(ay) . Finalmente, el tltimo grafico corresponde a una

detonacion débil.
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Figura 3.20: Velocidad del fluido v en funcién de € para el caso ¢, = 1/v/3, c = 0,5,
con ay = 0,08 y diferentes velocidades de pared. La linea punteada indica el frente de
transicién.

Se ve que las soluciones de Jouguet son las mas fuertes, es decir, las que causan ma-
yores perturbaciones en el fluido. De hecho, para deflagraciones y detonaciones débiles
mas lentas y mas rapidas, respectivamente, que las mostradas en la figura 3.20 se tie-
nen menores velocidades de fluido. El primer perfil ya corresponde a una deflagracién
débil relativamente réapida. A medida que se incrementa el valor de &, y se alcanza
&w = ¢, la cola de rarefaccion aparece detras de la pared. Asi, el perfil de las deflagra-
ciones débiles transforma continuamente al de la deflagracién supersénica de Jouguet.
Cuando se incrementa la velocidad de la pared mas atin la deflagracion supersénica de
Jouguet continuamente se transforma en la detonacién subsénica de Jouguet. Mientras
tanto, los valores de &, y & se aproximan uno al otro. Finalmente, cuando &, alcanza
el valor v3° (), el frente de transicién se junta con el frente de choque, y la detona-
cién subsonica de Jouguet se transforma en una detonacién débil. A pesar que el perfil
parece cambiar en forma continua (respecto a la variacién de &), el cambio de hecho
es discontinuo cuando desaparece la onda de choque, pues la velocidad v, cambia de
un valor finito a v, = 0. En el caso en que las detonaciones subsonicas no existen,
de la deflagracion supersonica de Jouguet se pasa a una detonacion débil de manera
similar, como se muestra para el caso del Bag en la referencia [119].
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3.4. Calculos para perfiles ultra relativistas

El contenido de esta seccion integra analisis, calculos y resultados, que correspon-
den a las particularidades para determinar los perfiles de regimenes ultra relativistas
(en especial el régimen runaway), que hemos realizado en el trabajo publicado [4],
utilizando por simplicidad el modelo del Bayg.

Se explica en la seccion 2.3.2 que el estudio de paredes ultra relativista no solo es
de interés en si mismo, sino que es necesario para determinar el coeficiente nyr para la
aproximacién (2.40) de la friccién. De la comparativa dada en la seccién 2.6, se concluye
que si bien en regimenes estacionarios la velocidad de la pared sirve para parametrizar
resultados hidrodindmicos, en régimen runaway es buena aproximacién tomar vy, ~ 1
y parametrizar la hidrodindmica con la fuerza neta F,o sobre la pared (la cual en
régimen estacionario se anula). No obstante, el régimen runaway tiene esencialmente
el mismos tipo de perfil que las detonaciones débiles (ver seccién 2.6.1). De hecho, a
continuacion en esta seccion, se muestra que de cierto modo las soluciones runaway “se
pegan” con continuidad a las detonaciones ultra relativistas.

3.4.1. Frente de transicién y perfiles ultra relativistas

Considerando la aproximacién del Bag (2.84), de las condiciones de empalme o
continuidad (2.77) se obtienen las variables del fluido detrds de una pared débilmente
detonante,

3t —1+3(1+a4 )02 —/ [Bas —1+3(1+a )02 2 =120 (24304 Jv2

U = 2(2+3a4 ) vw (3.66)
w_— 2
o = B |1-3ay +3(1+ag)v; — 2\/(1 — 3oy +3(1+ ay)v2)? — 1202 | (3.67)

que es equivalente a la ecuacién (3.30) pero en el sistema de referencia del plasma o
centro de la burbuja. Hay también una solucién con un signo + enfrente de la raiz
cuadrada, correspondiente a detonaciones fuertes, pero no son de interés (estdn des-
cartadas como se explica en la seccién 2.5.3). Notar que la velocidad del fluido y el
cociente de entalpias dependen solo de la variable oy = a(T;) (siendo 1)y = T para
detonaciones débiles) y de la velocidad de la pared vy, . Ademés, también por (2.84),
la temperatura tras la pared T_ se despeja de

T 1 wW_

— = — 3.68
Tt 1-3a. wy ( )

El limite ultra relativista se obtiene tomando vy, — 1 en las ecuaciones (3.66-3.67), o
bien directamente de la ecuacién (2.79). Se tiene

. 3
Y C143ay, A

o _ ¥ 3ar (detonacion UR). (3.69)

Para una pared runaway se obtiene, de las ecuaciones (2.83),

_ _ 3ay — F
Y 143y - F), o oy = F)

pum = 3-70
o 3+ 3y — F) (runaway), (3.70)
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donde
Fnet . 4 Fnet

pzfoe AFa
ClT+ 3'UJ+

(3.71)

Notar que las ecuaciones (3.70) “se pegan” con las de detonaciones para Fe = 0. Por
otro lado, para Fj. mas grande, 7 y v_ son mas chicos. Entonces, la perturbacién
hidrodindmica se vuelve mas débil para una aceleraciéon mas grande. Este comporta-
miento es similar al caso de detonacién, en el cual a mayores velocidades de pared
corresponde una hidrodindmica mas débil (mirar la figura 3.21). Esto es relevante en
el hecho que la hidrodinamica obstruye el movimiento de la pared?! [18, 97]. Més atin,
se ve que para F' = o se tiene w_ = w, y _ = 0, es decir, el fluido permanece sin
perturbarse luego del paso de la pared.

Detonation Runaway

0.67\””““““\““\““““““7 L — T T T
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’ 1T —- a=0.1 *
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02f \ ]
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Figura 3.21: La velocidad del fluido detras de la pared en funcién del la velocidad de
la pared para el caso de una detonacién (panel izquierdo) y en funcién de la fuerza
neta para el caso de una pared runaway (panel derecho).

La condicién F' = «a, fija un valor méaximo para la fuerza neta, la cual estd dada
por la densidad de energia de falso vacio, Fsx = Ae. Para entender esto fisicamente,
notar que la fuerza que comanda el movimiento de la pared es esencialmente dada
por la diferencia de presién entre las dos fases. Esta fuerza se anula a la temperatura
critica y alcanza su méaximo valor a temperatura cero. En T = 0 la diferencia de
presién esta simplemente dada por el potencial efectivo a temperatura cero, y coincide
con la densidad de energia de falso vacio. En el modelo del Bag, este esta dado por
el pardmetro Ae (a temperatura finita hay también una fuerza de friccién debida al
plasma, pero a temperatura cero la fuerza de friccién desaparece). Por lo tanto, Fje
puede alcanzar el maximo valor Ae si la transicion de fases ocurre a 7, = 0. No
obstante, tal sobreenfriamiento extremo no es probable en modelos fisicos concretos?.

24 Aqui se fija a mano v,, como pardmetro libre, pero mds adelante en la seccién 3.5 se ve el efecto
de dicha obstruccién, al calcular vy, .
ZEsto es por naturalidad, Ty ~ T, ~ v. Como se menciona en la seccién 1.4.4, hay dos fenémenos



3.5 Célculo de fuerzas y velocidad de la pared 129

Para la ecuacion del Bag es relativamente simple obtener los perfiles de fluido, ya
que c_ es una constante. No obstante, excepto para el caso plano, las ecuaciones de
fluido (2.47-2.50) deben resolverse numéricamente. Detras de la pared, las soluciones
que satisfacen las condiciones de contorno de anulacion de velocidad de fluido en € =0
son ondas de rarefaccién, en las cuales v(§) se anula para 0 < & < c_ y crece para
& > c_ hasta el valor de v_ . La temperatura y la presiéon pueden calcularse a partir del
perfil de entalpia (2.51), ya que para régimen runaway valen las ecuaciones de perfil
(2.47-2.50), que son las mismas que en el régimen estacionario, como se explica en la
seccién 2.6.1. En la figura 3.22 se muestran algunos perfiles para el caso de burbujas
simétricamente esféricas.

0.5,
0.20f
;0.15f

0.10}

0.05}

ooo—~ L1 1
05 06 07 08 09 1.0

Figura 3.22: Perfiles de velocidad del fluido y entalpia para burbujas esféricas, con
a, = 0,1 y diferentes velocidades de pared. La curva més alta corresponde a la de-
tonacién de Jouguet con velocidad de pared vy(ay) =~ 0,78. Las otras curvas azules
corresponden a detonaciones débiles con velocidades vy, = 0,85 v vy, = 0,92. La curva
roja corresponde al limite de una detonacion con vy, — 1 o una pared runaway con
Fihet — 0. Las curvas negras corresponden a paredes runaway con Fye/Funa = 0,4,
0,6,y 0,8.

3.5. Calculo de fuerzas y velocidad de la pared

En las secciones anteriores se discute el calculo de perfiles en régimen estacionario
y runaway tomando la velocidad de la pared vy, v la fuerza F como pardmetros libres.
En un célculo numérico concreto estas magnitudes deben obtenerse teniendo en cuenta
la friccion, como se expone en la seccién 2.3.

que contribuyen a que la nucleacién suceda: uno es la activacién térmica, es decir, fluctuaciones de
energia que permiten al sistema “trepar” la barrera de energia libre; la otra es el efecto tunel. El
méximo de probabilidad de activacién térmica se ve que estd alrededor de T,./2, muy por debajo de
este valor la transiciéon queda virtualmente trabada ya que la nucleacion solo depende del efecto tiinel
(de temperatura cero). Ver, por ejemplo, discusién al principio de la seccién 4.5.1.1.
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La fuerza de driving y la de obstruccion hidrodindmica, pueden expresarse en térmi-
nos simples para la aproximacién del Bag. Usando la ecuacién de estado (2.85), la
ecuacién (2.22) y la aproximacién (2.23), se obtiene

77
T

L T2T*?
<1_ ——+ (3.72)

Fdr:_ T4

1 )er—As

Si se toma el parametro del Bag Ae como aproximacion a la diferencia de potencial
efectivo a temperatura cero AV, , entonces el segundo término en la ecuacién (3.72) se
identifica con el segundo término de la ecuacion (2.24), es decir, la fuerza de obstruccién
hidrodindmica Fyyq = —(L/4)T2T3 /T . Como se expone en la seccién 2.3.1, la Fiyq es
una fuerza opuesta al movimiento de la pared y depende indirectamente de la velocidad
de la pared, aunque no se comporta como una friccion del fluido, ya que a partir de
cierto punto decrece con la velocidad de la pared. En efecto, Fjyq decrece al decrecer
T_ (T, = Ty esta fija), y se ve en la figura 3.22 que el recalentamiento detras de la
pared es maximo para v, cercano al punto de Jouguet y minimo para vy, — 1. Es
importante remarcar que la aproximacién (3.72) preserva este importante efecto de
recalentamiento, mientras que una aproximaciéon mas simple como fijar T = T, en
la ecuacién (2.21) despreciando el efecto sobre el plasma debido al avance de la pared
(ver por ejemplo [112]) sobrestima la fuerza de driving.

Como se explica en la seccién 2.3.2, en un régimen UR se puede obtener la friccion
como Fy = Fye — Fy,, teniendo en cuenta el limite UR de las fuerzas neta (2.34) y de
driving, que estd dada por las ecuacion (3.72), evaluando con las (3.68) y (3.70). Como
resultado se obtiene

NUR = 1+3(ay — F)
— = —F—a, . 3.73
anf et @ \/ 1 —3a. ( )

Para un dado modelo, las cantidades oy, = L/(3w,) y F = 4F,¢/(3w,) pueden obte-
nerse en funcién de la temperatura de nucleacion T, = Ty . Luego, de esta expresion
(3.73) se obtiene el pardmetro nyg .

Vale la pena comparar con enfoques publicados anteriormente. Un modelo para la
friccién fenomenoldgico similar, pero mas simple, se considera en la referencia [112].
Aquella aproximacion involucraba un tnico parametro y es equivalente a fijar A = 1
en la ecuacion (2.39). También este modelo da una friccién que satura para valores
altos de 7y , es numéricamente correcto si correspondiera el caso nygr = nyvg (ademads,
la aproximacién T = T, es usada en [112] para la fuerza de driving; se discute esta
aproximacién en lo que sigue mas adelante). Por otro lado, el modelo fenomenolégico
(2.39) ya se considera en la referencia [113]. No obstante, en [113] la perturbacién sobre
el plasma en cierta medida se desprecia, toméandose T = T, para paredes runaway,
aunque no para las soluciones estacionarias. Esto resulta en un valor diferente de nyg,
ya que el lado derecho de la ecuacién (3.73) se vuelve a, — F — a,. La diferentes
consideraciones entre runaway y detonaciones llevan en [113] a que las soluciones esta-
cionarias no empalman continuamente con las aceleradas. Esto no es correcto ya que,
como se discute en la seccién 2.6, la hidrodindmica de la pared runaway es similar a
la de detonaciones, y empalma con estas para Fp = 0.

De las ecuaciones de movimiento para la pared (2.20), la fuerza impulsora en la
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aproximacion del Bag (3.72) y la friccién fenomenoldgica (2.40), se tiene

Fnet _ . T_E N 77/NRﬁUR (Uw - 17)

T2 a1 =v3)(1 =) + i (o — 0)?
donde se usa la notacién 7 = n/(aT}) para los dos coeficientes de friccién. En el limite
UR, la ecuacién (3.74) se vuelve

(3.74)

F=oa;—aTI?/T? — g (3.75)

Se remarca de nuevo que esta ecuacion, equivalente a (3.73), es solo una descomposicién
de la fuerza neta ultrarelativista, la cual realmente define el valor del coeficiente de
friccién ny g, mientras que la anterior (3.74) da una ecuacién de movimiento para la
pared fuera de ese limite. En particular, si el cdlculo microfisico de la fuerza neta, en la
ecuacién (2.34), da Fye < 0, significa que, de hecho, la pared nunca alcanza el régimen
UR. No obstante, incluso en ese caso el calculo ultrarelativista es aun 1util y la ecuacion
(3.75) tiene sentido. La interpretacién es que la friccién UR es tan alta que la fuerza de
driving no puede compensarla. En ese caso simplemente se obtiene 7z de la ecuacion
(3.73), y entonces se computa la velocidad de la pared para el estado estacionario
fijando Fpe = 0 en la ecuacién (3.74), lo que resulta equivalente a la ecuacién (2.41).

3.5.1. Detonaciones y runaway

Para obtener vy, a partir de (3.74) , se deben usar las ecuaciones (3.66-3.68) para 0_
y T_ . Es importante mencionar que, para detonaciones, el resultado no depende de la
geometria de la pared, ya que todas las cantidades que aparecen en la ecuacién (3.74)
son las mismas en cualquier caso. Esto es porque la relacién entre {o_, T} y {0, T, }
viene dada por la condiciones de empalme (independientes de la simetria por ser loca-
les). Ademés, para detonaciones las condiciones enfrente de la pared {7, = 0,7} = Tx}
son también las mismas (en contraste, para deflagraciones, el fluido enfrente de la pared
se perturba diferente para distintas geometrias de la pared).

Se muestran los resultados en la figura 3.23 (linea sélida) para valores fijos de
los parametros de friccién variando la cantidad «, . Para una valuacién concreta, y
para comparar con resultados previos, se considera el caso nyr = nyg (para otros
casos y diferentes variaciones de parametros, ver [113]). Las lineas verticales guionadas
delimitan las detonaciones débiles. Incrementando o, generalmente se incrementa la
fuerza de driving y, consecuentemente, la velocidad de la pared. La figura no muestra los
casos de deflagraciones, para los cuales vy, < c_ (hay discontinuidad entre deflagraciones
y detonaciones), pero mas adelante esta se extiende para incluirlas en la figura 3.25.

La linea punteada en la figura 3.23 se obtiene despreciando el recalentamiento en
el calculo de la fuerza de driving, es decir, fijando T = T, , para el cual el término
de fuerza de driving en la ecuacién (3.74) se vuelve ay — a.. Esto se usa como apro-
ximacién en la referencia [112]. Se considera esa curva aqui para apreciar el rol de la
hidrodindamica, es decir, como influye considerar o no la ecuacién de continuidad de
flujo [o condicién de empalme (3.70)] en el frente de transicién, que en general implica
T # T, . Cuantitativamente, se ve que esta aproximacién sobrestima la fuerza de
driving, obteniendo valores de velocidad més altos. Ademas, se observa una diferencia
significativa entre los resultados en el extremo inferior de la curva. Este extremo corres-
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Figura 3.23: La velocidad de la pared para a. = 0,05, iyr = 0,2, y nvr = nur - La
linea punteada corresponde a la aproximacion T = T, .

ponde al punto de Jouguet. Puesto que la hidrodinamica se vuelve muy fuerte cerca de
este punto, la ecuacién (3.74) da dos soluciones para vy , mientras que con la aproxi-
macién T = T, se pierde completamente este efecto. En la referencia [96] se muestra
que las detonaciones débiles correspondientes a la rama mas baja son inestables.

Los valores de ay para los cuales la detonacion alcanza el régimen ultra relativista
en la figura 3.23 pueden obtenerse de la ecuacién (3.75) la cual, para F = 0, da
oy = a.T?/T? +iy R . Notar que T- realmente depende de ay a través de las ecuaciones
(3.68) v (3.69), T* /Tt = (14 3a4)/(1 — 3a.) . Asi, para valores dados de . y 7y se
tiene una ecuacién cuadratica de a (o de T_), que conduce a

ap = a. T3 /T + fur = o, (3.76)

donde Tj es el valor correspondiente de 7", dado por

1+ \/1 L A+ 3or)(1 = Sac) | (3.77)

2
3o

Ty 3o,
T 2(1 - 3a,)

Si ay > ag, la ecuacion para el estado estacionario da v, > 1, lo cual en realidad
indica que la fuerza de friccién no puede compensar la fuerza de driving y se tiene
Fiet > 0, es decir, una pared runaway.

En régimen estacionario v, crece en funciéon de «. Al pasar a régimen runaway
vy =~ 1y es la aceleraciéon propia (proporcional a la fuerza neta) la que crece con
« . Es interesante calcular el valor de Fj correspondiente a la figura 3.23, que puede
obtenerse de la ecuacién (3.75) [aunque para un dado modelo, en vez de esto se puede
calcular Fje directamente de la ecuacién (2.34), y entonces determinar nyg|. Se debe
tener en cuenta la dependencia respecto T en F}. , la cual estd dada por las ecuaciones
(3.68) y (3.70),

7Tt = (14 3ay —3F)/(1 - 3a.). (3.78)

De las ecuaciones (3.78) y (3.75) se obtiene la ecuacién cuadritica para F'y T_ /T, en
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funcion de o , a., vy g - No obstante, la dependencia en «, se cancela en la ecuacion
para T, y se obtiene

T =T, F=oa,—aly/T? —iyr=a;—ap, (3.79)

con o y Ty dados por las ecuaciones (3.76-3.77). Por otro lado, si se usa la aproximacién
T_ =T, , simplemente se desprecia la ecuacién (3.78), mientras que la ecuacién (3.75)
da F = oy — a, — fyr - Este resultado puede también ser escrito en la forma F =
oy — g, pero el valor de g es diferente, ag = a. + g . En la figura 3.24 se grafica
la fuerza neta, normalizada a su maximo valor Ae, como funcién de a, para los
parametros de la figura 3.23. Se ve que despreciando la hidrodindmica da una mayor
aceleracién de la pared.
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Figura 3.24: La fuerza neta correspondiente a la figura 3.23.

Comparando las lineas sélidas de las figuras 3.23 y 3.24, se ve que la soluciéon de-
tonante empalma con la de runaway en ay = ap. En la referencia [113] este empalme
no ocurre, debido a aquella suposicién (7 = T, ) que da diferente hidrodinamica. Co-
mo consecuencia, en esa referencia, se encuentra erréneamente que las dos soluciones
coexistirfan en un pequeno rango de parametros. No se encuentra tal coexistencia de
detonaciones y runaways aqui, ya que los regimenes hidrodindmicos se suceden con
continuidad respecto a vy, y F' . En realidad, podria aparecer coexistencia de soluciones
también debido a una fuerte hidrodinamica, incluso si ocurre tal variacién continua-
mente con los pardmetros. Por ejemplo, cerca del punto de Jouguet se tienen miltiples
soluciones que son detonaciones débiles (ver en torno a oy = 0,24 en la figura 3.23),
incluso aunque v_ y T son funciones continuas de a y vy, . Esto no pasa en el limite
UR, ya que la perturbacién del fluido no solo varia continuamente respecto a o , vy
y F' sino que ademds la perturbacién hidrodindmica es més débil.

3.5.2. Deflagraciones

Correspondiente a las figuras 3.23 y 3.24 se muestra la velocidad para deflagraciones
en la figura 3.25 (caso plano). Se obtiene de la ecuacién (3.74) (con F' = 0), pero usando
las relaciones de T con T, y wv_ con vy correspondientes a deflagraciones, donde
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ademds es necesario relacionar 7'y con Ty a través del choque. En esta figura se aprecia
que hay multivaluacién, un rango del parametro ay en el que coexisten detonaciones
y deflagraciones (y de hecho también las detonaciones tiene multivaluacién donde la
curva presenta un pequenio codo).
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Figura 3.25: La velocidad de la pared para o, = 0,05, nyr = 0,2, y n"nr = Nur -
Aqui se extiende el rango que se grafica en la figura 3.23 para mostrar el salto al pasar
de deflagraciones a detonaciones y la multivaluacién de vy,

3.5.3. Seleccion de soluciones

Una vez estimados los parametros 1., TN, Nvgr, Nur, €l procedimientos sistemati-
co para determinar qué régimen hidrodinamico ocurre se puede resumir del siguiente
modo. Primero, suponiendo condiciones de detonacién, se busca v, . Si para ese caso
da vy, > 1, se considera que en realidad hay runaway y se calcula F,. . En caso de
no haber soluciéon v, para detonaciones, se plantean las condiciones de deflagraciones
débiles y se busca vy, . Y si para deflagraciones débiles da vy, = |v_| > c_ quiere decir
que se tienen que plantear las condiciones de deflagraciones de Jouguet (con |v_| = c_
y cola de rarefaccién) para buscar vy, . A continuacién se explica el porqué de estas
reglas.

Hay en general una solucién v,, para cada conjunto de parametros 1., Tx, nnr,
Nur - Pero, como se ve en la figura 3.25, también puede haber mas de una solucién. En
tal caso, solo una sucede en la transicién. Esta cuestién se discute en la referencia [122],
donde las soluciones semianaliticas (del mismo tipo que las que se exponen en la seccién
3.3) se comparan con los cdlculos numéricos [22]. Como regla general, la detonacién
débil es mas estable que la deflagracion de Jouguet, y esta a su vez es mas estable que
las deflagraciones débiles. Como ejemplo, se muestra en la figura 3.26 las soluciones
que quedan como estados estacionarios finales, en funcién de la friccién (modelo sin
saturacion), para los valores de los pardmetros considerados en la referencia [122].
Para valores grandes de friccién se tiene una deflagracion débil. Cuando se alcanza la
velocidad del sonido, es decir, en el punto de Jouget, la deflagracién débil empalma
con la deflagracién de Jouget (notar la discontinuidad en la derivada de la curva por el
cambio de solucién hidrodindmica). Para un valor de friccién bajo, aparece la solucién
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que es detonacion. Como ésta es la solucién estable, hay un salto en la velocidad de la
pared en funcion de n. La linea a trazos indica la velocidad del frente de choque. Se
tiene vy, =~ ¢, para las deflagraciones subsénicas.
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Figura 3.26: La velocidad de la pared (linea solida) y del frente de choque (linea a
trazos) en funcién de la friccién, para a, = 4,45 x 1072 y an = 7,06 x 1073,

3.6. Factor de eficiencia

El contenido de esta seccion integra procedimientos y resultados numéricos que
publicamos en [1], [3] y [4] abarcando los casos estacionarios y runaway.

De acuerdo a la definicién (2.98) o (2.107), se tiene

wy J+1
. wy j+1
Rg = A_eN U{;/Jrl (381)
donde
1w ‘
I= / — 228 e (3.82)
0o WN

La densidad de entalpia se normaliza al valor fijado (como condicién de contorno)
lejos por delante del frente de transicion wy = w4 (Tx), ya que es proporcional a ese
valor. La integral (3.82) en general se resuelve numéricamente, pero para el caso plano
(7 = 0) se puede hacer analiticamente como se muestra en la seccién 3.6.3. Se considera
el régimen runaway en la seccion 3.6.5.



136 Hidrodinamica en transiciones de fase: Calculos numéricos y analiticos

3.6.1. Dispersion de energia cinética en distintas geometrias

La energia liberada en los frentes de transiciéon se esparce en el plasma. Parte
ocasiona recalentamiento y otra parte movimientos masivos de fluido. Algunas de las
consecuencias de la transicion de fases pueden depender del espesor del cascardn de
plasma donde la energia esta concentrada. Aqui solo se centra interés en los movimien-
tos masivos de fluido, que son importantes para la generacién de ondas gravitatorias
durante la colision de burbujas. Por ejemplo, el espesor del cascarén se estudia en [112]
con esa motivacion.

Las paredes de burbuja dejan al fluido moviéndose hacia adelante con velocidades
Uy v U—. En el panel izquierdo de las figuras 3.11, 3.12, y 3.13 se observa que esas
velocidades son muy similares para diferentes geometrias de pared. No obstante, pa-
ra deflagraciones, lejos de la pared la velocidad decae mas rapido para las burbujas
més simétricas (esféricas), pues en ese caso hay mds espacio para que la energia sea
distribuida®. Con fines ilustrativos, se define el cascarén donde la energia cinética
estd concentrada como la region alrededor de la pared donde la densidad de energia
cinética se mantiene mayor que la mitad del valor maximo de cada lado de la pa-
red. Y esos valores maximos, segun las figuras 3.11, 3.12, y 3.13, corresponden a los
valores justo por delante y por detrds e,. = w1032 . Asi, ese espesor es dado por
06 =& — &, donde &, y £ estan determinados por la condicién e,(£+) = e, /2. Se
grafica el valor de ¢ en la figura 3.27 para la aproximacion del Bag. La forma de la

0.5 — . .
041 ]

03f T~ ]

0&/&

Figura 3.27: El espesor 6¢ de la regién alrededor de la pared donde la densidad de
energia cinética se reduce a la mitad de su maximo valor, para el modelo del Bag con
ay = 0,1 y en funcién de v, . Lineas solidas corresponden a burbujas esféricas, discon-
tinuas a burbujas cilindricas, y punteadas a burbujas planas. Deflagraciones subsonicas
en azul, deflagraciones supersénicas en negro, detonaciones en rojo.

curva es diferente a las dadas en la referencia [112] para el caso esférico, ya que aqui se
define 6¢ de forma diferente. A pesar de eso, la estructura general es similar: el espesor
es mayor para deflagraciones subsdnicas que para detonaciones, y es bastante menor

26Efectivamente, un elemento de fluido en la simetria plana avanza tnicamente en una direccién
transportando energia de movimiento, mientras que en la simetria esférica se va desparramando en
un angulo sélido que abarca cada vez mayor superficie a medida que avanza.
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para soluciones de Jouguet. También se ve que la energia estd mas distribuida en el
caso plano, en especial para deflagraciones.

3.6.2. Factor de eficiencia en distintas geometrias

Algunos de los remanentes comolégicos de las transiciones de fase no dependen del
espesor de la regién de fluido perturbada alrededor de la pared. Ese es el caso, por
ejemplo, cuando el mecanismo de generacion esta basado en la turbulencia producida
por la colisién de burbujas. Se forman remolinos en todas las escalas de tamarno hasta el
de las burbujas mas grandes®”. Usualmente se supone que las paredes detonantes causan
una mayor perturbacion del fluido que las paredes deflagrantes, ya que las detonantes
tienen mayores velocidades. Para detonaciones débiles, sin embargo, como se senala en
la referencia [19] y en las secciones previas de esta tesis, a partir de cierto punto cuando
mayor es la velocidad, menor es la perturbacién del fluido. Asi, las perturbaciones
maés fuertes son causadas por detonaciones de Jouguet (que es el caso usualmente
considerado en la literatura especializada sobre generacién de ondas gravitatorias). No
obstante, este es solo un caso limite, detonaciones realistas son en general mas débiles.
Ademads, como se senala en la referencia [20], deflagraciones ordinarias pueden causar
importantes perturbaciones en el fluido si estan cerca del limite de Jouguet &, = ¢; .

La figura 3.28 presentada en esta seccion corresponde a la comparativa entre fac-
tores de eficiencia en las diferentes geometrias de burbujas para los posibles regimenes
estacionarios en la aproximacion del Bag, la cual forma parte de nuestro trabajo pu-
blicado [1]. El kg dado por (3.80) se calcula numéricamente para los casos esférico y
cilindrico, y analiticamente para el caso plano (ver la seccién 3.3.3 y luego la seccién
3.6.3). Para el caso esférico (linea sdlida), los resultados estdn de acuerdo con los ajus-
tes numéricos provistos en la referencia [112]. Como se esperaba, para un ay fijo, la
eficiencia es mayor para soluciones fuertes (las que estén cerca de procesos de Jouguet).
Para deflagraciones subsénicas el factor de eficiencia se incrementa con la velocidad de
la pared, mientras que para detonaciones kg decrece con &, . El pico de eficiencia es
para deflagraciones supersénicas, que son procesos de Jouguet. Es interesante notar
que incluso las deflagraciones subsoénicas pueden dar factores de eficiencia mayores que
las detonaciones.

Se ve que diferentes geometrias dan en general valores similares de k , excepto para
el caso de velocidades pequenas (&, < 0,2). Ese caso no es de interés en general para
la generacion de ondas gravitatorias, ya que el factor de eficiencia es pequeno. Para
paredes mas rapidas, las tres curvas estan bastante cerca; solo se separan un poco en
la deflagracién supersénica (en la figura 3.28, la diferencia en el punto mas alto de
las curvas es menor a un 20 %). En cualquier caso es claro por la figura 3.28 que la
diferencia entre geometrias serd siempre a lo sumo un factor O (1), excepto para los
poco interesantes valores bajos de kg . Este resultado es importante por dos motivos:
uno es que el caso plano es mucho mas simple de calcular, y aqui vemos que en la
mayoria de los casos es buena aproximacién para el esférico. El otro motivo es que
cuando las burbujas comienzan a colisionar y unirse (que es cuando generan ondas
gravitatorias) pierden la simetria esférica. Estos resultados muestran que la forma no
es tan importante.

2"En menor medida también se pueden formar de mayor tamafo
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Figura 3.28: El factor de eficiencia kg en funcién de vy, para ay = 0,01, 0,03, 0,1, 0,3.
Lineas sélidas corresponden al caso esférico, lineas discontinuas corresponden al caso
cilindrico, y lineas punteadas corresponden al caso plano. Deflagraciones subsénicas en
azul, deflagraciones supersonicas en negro, y detonaciones en rojo.

3.6.3. Factor de eficiencia de burbujas planas

Similarmente a la seccién 3.3.3, en la presente se exponen los resultados de calculo
analitico del factor de eficiencia en simetria plana, que hemos realizado primeramente
en la publicacién [1], para el Bag, y posteriormente extendido al Modelo c4 en [3].

Como se muestra en la seccién 3.6.2, para la ecuacién de estado del Bag, el factor
de eficiencia kg para burbujas con paredes lo suficientemente rapidas difiere en menos
de un 20 % en las diferentes geometrias. Como se senala en la seccién 2.7.3.2, para el
Bag vale la relacién kg /fq = 1 + 3Ty /T que permite asegurar entonces conclusiones
similares para kg . La parte relevante del célculo analitico del factor de eficiencia para
burbujas planas, es indistinta para &g o kg . En efecto, con j = 0 las expresiones (3.80),
(3.81) y (3.82) toman la forma

_wn 1
=g 10 (3.83)
L BT
= N - 3.84
i AeN £w 7 ( )
1
10 = / 22 de (3.85)
0o WN

En los siguientes apartados se calcula la integral I | que depende del perfil de flui-
do, para el Modelo ci considerando simetria plana. En este modelo, la densidad de
energia liberada Aey = e, (Ty) —e_(Ty) puede expresarse en términos de T /T, , que
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caracteriza el sobreenfriamiento, y del parametro L = L/w, (T.) como

T.\"* A —a, (Ty\"~ "
o (E) - (?N) ] (3.86)

donde a. = «(T,) se puede expresar como

AGN_ 1
WN N 1—|—C§_

2 2 _ 2
o L+cf - cf —c2

C_1+02, 1+c2

(3.87)

A =

que en el caso del Bag se simplifica a a, = L/3.

Onda de choque: Para v(§) = cte y w() = cte, la integral (3.85) es inmediata; se
tiene w
1§ = —S 5252 (va — ), (3.88)
wN

.7 ~2 . . ~2 . ’u]_+ .7
donde se usa la notacién 77 = 1/(1 — o7) . El cociente ;= sale de la ecuacién (3.60).

Onda de rarefaccién: Para el tramo no constante con v(§) = vyar(§) , se tiene

2
_ wy 1 =i,

o 2
1= [t (3.89)

De acuerdo a las ecuaciones (3.56) y (3.59), se tiene

0 _ W- 1 1—cl—17>c_2y_—
Frar = wy [1—02_ <1+c 147 g (3:90)
j_/ED 1+¢ = Mdg (3.91)
S \1-¢ 1-& '

Luego de un cambio de variable = = (1 4+ &) /(1 — £), la integral I se vuelve

I L—c )2 2 2
I:/ EH(( ) __2 . )dE, (3.92)

2 =+1 (2412

donde

con ¥ = c_v_ . Asi, la integral I se descompone en tres integrales. La primera es trivial,
y las otras dos pueden ser expresadas en términos de las funciones hipergeométricas®
oF1 (1,99 + 1, -2) y o F1(2,9;9 + 1; —E) , donde o F; = F esté definido como [131]

6165 N G (6L +1)6 (6 + 1)

F G ) = 1 .
(%1,%2,(5372) + (5312 %3(%3_'_1)12 z2° + (393)

ZVer [131], ecuaciones 3.194-1.
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Las funciones hipergeométricas con 6, = 1 y 6, = 2 estan relacionadas?®, y también
se tiene una relacién® entre F(1,7;9 4+ 1; =) y F(1,1;9 + 1; =) . Asf se obtiene
1—c2

I= T Lf (&) — f(c)], (3.94)

fO=1 " - -0 -9F (LuiSEL )| o)

Como resultado, se tiene

c_v

l—c_ 1—70_\ 2 1
(1+C_ 1+@_) 1+CQ_ [f <€0) —f(C_)]] (3.96)

0 _ W-

rar wN

En general la integral (3.85) se puede calcular para cualquier solucién hidrodindmica
posible descomponiéndola en intervalos donde corresponden los resultados IS(}?) , Ir(SB y

el que resulta similar a ]S(I?) para el tramo constante de una detonacién débil [en el
intervalo (&g, &y) donde v(§) =0_ y w(§) = w_|.
3.6.3.1. Deflagraciones débiles

En este caso simplemente
10 =[O (3.97)

Los valores de v, y vg, se calculan como funcién de vy, vy ay del modo que se explica
en la seccién 3.3.3.2.
3.6.3.2. Detonaciones débiles

Para detonaciones débiles, el integrando en la ecuacién (3.85) es una constante entre
&0 v & = vy, mientras que en la region de la rarefaccion se obtiene de las ecuaciones
(3.56) y (3.59). Entonces, la integral se separa en dos partes
w_
1O = —=32 5_2% (v, — &) + IO (3.98)

rar

El valor de w_ estd dado por la ecuacién (2.66), y los valores de 0_ y & se calculan
como funcién de vy, y an del modo que se explica en la seccién 3.3.3.1.

3.6.3.3. Soluciones de Jouguet

Similarmente a los otros casos (pero con & = vy,),

I=13 +1{)
Wy _ o5 w_ <1—c_1—1§_>c_;_f(vw)—f(c_) (3.99)

:EU+ ’}/_,'_(Ush_vw)—i_a 1—|—C,1+67 1+C2_

2Usando las ecuaciones 9.137-2 de la referencia [131] y teniendo en cuenta que F(0,%%;%63;2) = 1.
30Ver [131], ecuaciones 9.131-1.
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con w, /wy dado por la ecuacién (3.60) en funcién de vg, y w_ /w, dado por la (3.65).
Los valores de vy, , v, etc. pueden expresarse como funciones de v, , que a su vez se
pone en funcién de ay y vy como se explica en la seccion 3.3.3.3.

3.6.4. Factor de eficiencia y velocidad del sonido

El contenido de esta seccién, referido al estudio del factor de eficiencia para dife-
rentes velocidades del sonido, lo publicamos originalmente en [3].

En las seccion 2.7.3.2 se argumenta que el factor de eficiencia kg no tiene una
interpretacion fisica intuitiva, ya que la cantidad Ae no es facil de identificar en modelos
generales. Lo mismo le ocurre a la variable térmica o = Ae/(ayT?) que naturalmente
surge en la aproximacion del Bag, y que forzadamente se usa en general. En el Modelo
¢t se la adapta con una generalizacién minima o = Ae/(a T"*). A su vez, teniendo
en cuenta la discusion de la seccién 3.2.2.3, ésta ultima podria reemplazarse por una
variable més fisica: L = L/w,(T,.). Por lo tanto, aqui se calcula el pardmetro &g en
funcién de aquellos parametros cuya interpretacion es fisicamente mas clara, aunque el
calculo es esencialmente el mismo para kg como se ve en la seccion 3.6.3.

En secciones previas de este capitulo se ve que, para una dada configuracién de
parametros termodindmicos y una dada cantidad de sobreenfriamiento, hay una so-
lucion hidrodinamica para cada valor de velocidad de la pared vy, . No obstante, en
un problema concreto vy, no es un parametro libre. La velocidad de la pared depende
esencialmente de la diferencia de presion entre las dos fases y la fuerza de fricciéon entre
la pared y el plasma (ver seccién 2.3). En general, vy, puede calcularse en funcién de los
parametros termodinamicos, la temperatura, y los coeficientes de friccién nygr v nur,
mediante una ecuaciéon como la (2.41) [ver también (3.74) para el Bag con Fpe = 0],
donde la dependencia en esos parametros no es trivial. Como resultado, dependiendo
de estos, algunos valores de vy, nunca pueden llegar a darse (ver figuras 3.23, 3.25 y
3.26). Ademds, para algunas configuraciones puede haber miiltiples soluciones hidro-
dindmicas, con diferentes valores de vy, (como también se ve en la figura 3.23). Estas
cuestiones han sido extensamente investigadas con la aproximacién del Bag (ver, por
ejemplo, [122]). Como la hidrodindmica depende de la velocidad del sonido, se esperaria
que la velocidad de la pared dependa de c; también. No se aborda esa cuestién aqui.
En lo que sigue, se mantiene v, como un parametro libre y se investiga la perturbacién
en el plasma, ignorando la backreaction en la velocidad de la pared.

A continuacién, para investigar la dependencia que la hidrodinamica tiene con la
velocidad del sonido, se computa el factor de eficiencia para un régimen estacionario
en simetria plana kg, que se detalla en la seccién anterior en funcion de los parametros
e, L, Tn/T.y vy .

Se comienza considerando el caso C, del Modelo ¢4, que probablemente es el mas
realista (al menos, de acuerdo a la energfa libre a 1-lazo, como se discute en la seccién
3.2). En la figura 3.29 se muestra el resultado para dos valores del pardmetro L , cuando
cy =1/ V3, c. = 0,5. Cualitativamente, los resultados son generalmente similares
a los de la aproximacién del Bag®' (comparar con figura 3.28). De hecho, el factor
de eficiencia es pequeno para deflagraciones débiles (v, < c_), se maximiza para las
soluciones de Jouguet (c_ < vy, < v3), y decrece nuevamente para detonaciones débiles
(v > v9°). Ademds, un calor latente mds grande o un mas fuerte sobreenfriamiento
da un factor de eficiencia mas alto.

31Notar que para el Bag, los factores de eficiencia estén relacionados por kg ~ 4%q .
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Figura 3.29: El factor de eficiencia &g en funcién de la velocidad de la pared cuando
ci =1/v/3,¢c_=0,5, con L =0,5 (panel izquierdo) y L = 0,1 (panel derecho).

Como se puede apreciar en el panel derecho de la figura 3.29, para un calor latente
pequeno y un leve sobreenfriamiento hay un cambio en el comportamiento de kg con
vy, cerca del maximo. Aparece una regién angulosa en el grafico y se vuelve mas pro-
nunciada para Ty /T, cercano a 1. Esa regién angulosa estd de hecho presente en todas
las curvas (y en todos los casos, incluido en el Bag), solo que es menos notable. Este
comportamiento es debido a la discontinuidad entre el perfil de la detonacién débil
(para el cual se tiene o4 = 0, T = Ty) y aquellos de las soluciones de Jouguet (para
los cuales se tiene v, > 0, T > Ty ). La discontinuidad en la densidad de energia
cinética ocasiona ese punto anguloso en el grafico del factor de eficiencia. La regién
angulosa se vuelve mas notable para transiciones de fase débiles debido a la aparicion
de detonaciones de Jouguet subsonicas. Relativamente, estas soluciones causan menos
perturbacién del fluido que las deflagraciones supersénicas (ya que se tiene v, < 0_),
y tiende a un valor mas bajo de kq .

Las diferencias cualitativas y cuantitativas con la aproximacion del Bag se incre-
mentan cuando c_ se separa de c, . En la figura 3.30 se consideran algunos casos
c_ < ¢4, donde la velocidad del sonido en la fase dominante a alta temperatura es la
de radiacién, ¢, = 1/v/3. El caso del Bag (c_ = c.) se grafica con una linea negra
sélida. Se observa que, para c_ < 1/ V3, la maxima eficiencia es mas pequefia que en el
Bag. Ademas, a medida que c_ decrece, el pico de la curva se mueve a la izquierda. Esto
pasa porque la eficiencia siempre es maxima entre c_ y Uf}et , v esta regién se mueve a
la izquierda a medida que c_ decrece. Como consecuencia de este efecto, el factor de
eficiencia en la region de deflagracién débil tiende a agrandarse con respecto al caso
del Bag. Para c_ pequeno se ve de nuevo el efecto de la aparicion de detonaciones

subsoénicas, con valores méas bajos de kg en la regién de Jouguet.

De acuerdo a la discusion de la secciéon 3.2, los casos A y B no parecen ser tan
probables como el caso C, pero no ciertamente imposibles. En el panel izquierdo de la
figura 3.31 se consideran diferentes valores de la velocidad del sonido cuando ¢, = c_
(caso A). Se observa que la posicién del maximo se desplaza, como es de esperarse
debido a que esta siempre en la regién de Jouguet. Ademas, se ve que la produccion
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Figura 3.30: El factor de eficiencia kg en funcién de la velocidad de la pared cuando
cy =1 / V3 y para diferentes valores de c_, con un sobreenfriamiento Ty /T. =095y
para L = 0,5 (panel izquierdo) y L = 0,1 (panel derecho).

de la energia cinética es més eficiente para un fluido con mayor velocidad de sonido.

En el panel derecho de la figura 3.31 se consideran algunos ejemplos del caso B.
Est4 fijada la velocidad del sonido al valor de radiacién en la fase dominante a baja
temperatura y se consideran diferentes valores de c,, con ¢, < c_. Se observa que
en este caso la eficiencia es mas grande que en el Bag para el rango de velocidades de
pared que maximiza el factor de eficiencia. Por otro lado, deflagraciones o detonaciones
débiles generalmente dan factores de eficiencia mas chicos que en el Bag. A pesar de
eso, se ve que en este caso los resultados no se apartan significativamente de los del
Bag, en contraste a lo que pasa en el caso c_ < ¢, (comparar con la figura 3.30).
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Figura 3.31: El factor de eficiencia kg en funciéon de la velocidad de la pared, para

L=05,Ty/T.=0,95, y varios valores de la velocidad del sonido. El panel izquierdo
corresponde al caso A (c; = c_), y el panel derecho al caso B (¢ < c_).



144 Hidrodinamica en transiciones de fase: Calculos numéricos y analiticos

En todos estos ejemplos, se limita la velocidad del sonido en las dos fases a valores
cs < 1/4/3. Considerando valores de c; mayores que esta cota da generalmente valores
del factor de eficiencia mas grandes, y las curvas de kg vs. vy, se mueven a la derecha.

3.6.5. Factor de eficiencia en régimen ultra relativista

El contenido de esta seccién se basa en los calculos del factor de eficiencia para el
régimen ultra relativista, y demés discusiones sobre distribucién de energia liberada
en la transicién, que hemos publicado en [4]. Por simplicidad, el tratamiento se lleva
a cabo con el modelo del Bag, considerando tanto paredes planas como cilindricas y
esféricas.

Como se discute en la seccion 2.6.1, los perfiles de soluciones runaway corresponden
a las mismas ecuaciones de régimen estacionario que dan la velocidad v(§) parametri-
zada respecto a £, cuando se toma &, ~ v, ~ 1 como la posicién de la pared [més
las condiciones (2.83) o (3.70)]. En general, para detonaciones débiles o paredes ru-
naway, v(§) = v(&; vy, 0_) queda determinado por los parametros vy, y 0_ . Ademads,
para esos regimenes, de la ecuacién (2.51) se ve que tomando extremos de integracién
entre &, = vy [con v(&,) = U_, justo tras la pared en la fase —| y £ (entre c_ y vy), el
perfil de w/w_ no depende de w_ , s6lo de ese v(&; vy, v_) . Como consecuencia, resulta
practico reescribir un poco las expresiones (3.80) y (3.82) para detonaciones UR

g+l 4w

KA = —04 ——
1
ve 3oy wy

I(vy,7_), (3.100)

con

Vw
I(vy, ) :/ de &l 22 (3.101)
o w_
Donde aqui se normaliza el integrando con w_ en vez de wy , por el motivo anterior y
porque las ecuaciones UR para detonaciones (3.69) y runaway (3.70) suministran una
expresion simple de w_ /w, .

Para detonaciones v_ y w_/w, son funciones de oy y vy, y por lo tanto el factor
de eficiencia solo depende de esas cantidades, kg = x3(a, vy ). Por otro lado, para
paredes runaway se tiene v, = 1, mientras que w_/w, y 9_ dependen de o, y F'. De

las ecuaciones (3.100) y (3.70), para este caso kg es de la forma

_ 4+ 1 4(1 4+ 3ay — 3F
/ﬁ)gun(OéJr,F):j—'_ (+ ay )

; - L(o.) (3.102)

donde I(vo_) = I(1,0_).

Para el caso plano la integral (3.101) puede resolverse analiticamente como se mues-
tra en la seccién 3.6.3, teniendo en cuenta la leve diferencia en la normalizacion con
respecto a (3.85), mientras que para paredes cilindricas o esféricas debe ser calculado
numéricamente. Notar que ain cuando w_ y ©¥_ sean los mismos para todas las si-
metrias, los perfiles de rarefaccién difieren. En la figura 3.32 se muestra el valor del
factor de eficiencia para paredes esféricas y planas. El caso cilindrico cae entre los otros
dos. Para paredes en estado estacionario se grafica kq en funciéon de la velocidad de
la pared (panel izquierdo), mientras que para paredes runaway se grafica en funcién
de la fuerza neta (panel derecho). Para el rango de valores mostrado en la figura, la
diferencia entre las dos simetrias de pared es siempre menor al 10 %, esta diferencia
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Figura 3.32: El factor de eficiencia para paredes esféricas (negro) y planas (rojo), para
varios valores de a, . De abajo hacia arriba, o, = 0,003, 0,01,0,03,0,1,0,3,1,3,10.

relativa es sélo superada para F. muy cerca de Fi s, = Ae, donde kg — 0. Como se
discute previamente, no es probable que tales valores de F¢ se alcancen en un modelo
fisico. Esta diferencia pequena es interesante, ya que para paredes planas se obtienen
resultados analiticos.

Para la ecuacién de estado del Bag, los valores de v_ y w_ estan dados por las ecua-
ciones (3.66-3.67) para detonaciones y por las ecuaciones (3.70) para paredes runaway.
Para esos perfiles, en el caso plano, la integral I(vy,9-) en (3.100-3.101) es similar a
la expresada en (3.98),

3(2—V3)V {1—5_

I = 7—20—2 (UW - 50) + 4 1 + @

%
] FE) -], (3103

2
donde f (§) = (%) Ve {\% —14+(1-¢) [2 —F(1,1, \% +1, 1%5)} } . Los factores de
eficiencia /fgegl y Ky bara el caso plano se obtienen insertando la ecuacién (3.103)
en la ecuacién (3.100) (con j = 0) o directamente en la ecuacién (3.102) para el caso
runaway. Ya que los resultados plano y esférico son similares, se puede construir un
ajuste para el caso esférico solo aproximando la diferencia entre los dos resultados. De
hecho, corrigiendo el resultado plano con un factor 1,03+ 0,14/vy — vs( ) resulta ser

una buena aproximacién. Asi se tiene

Kt ng;(aﬂ Vy) <1,03 + 0,1/ vy — UJ(a+)> , (3.104)
g~ (o, F) (1034 01y = op(ay)). (3.105)

En la figura 3.33 se comparan estos ajustes con los resultados numéricos. En todo el
rango de detonacién, y para Fye/Ae < 0,9 en el caso sunaway, el error relativo es
menor a un 3 %.
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Figura 3.33: Ajuste del factor de eficiencia para paredes esféricas, correspondientes a
(de abajo hacia arriba) oy = 0,003,0,01,0,03,0,1,0,3,1,3,10. Los puntos negros indi-
can valores del resultado numérico. Las lineas rojas guionadas al ajuste de la ecuacién
(3.106), y las lineas verdes a los ajustes de las ecuaciones (3.104-3.105).

En el régimen runaway es facil encontrar un ajuste simple (que no se basa en las
férmulas analiticas del caso plano), ya que la integral I;(v_) = I(1,9_) depende solo
del parametro v_ . En todo el rango 0 < v_ < 1, esta funcién se aproxima bien por el
polinomio /1(7_) ~ 0,15 v_ 20,1320 + 0,0650% , con un error relativo que es menor
aun 3% para 0_ > 1072 . Insertando en la ecuacién (3.102), se tiene

KR~ (4/a,)(1 4 3ay — 3F)(0,15 52 — 0,1328% + 0,0655% ), (3.106)

con ¥_(a, F') dado por la ecuacién (3.70). El resultado se muestra en el panel derecho
de la figura 3.33.

Por comparacion, en la figura 3.34 se muestra el valor de kg en todos los regimenes
hidrodinamicos, para algunos valores del parametro o, . Los diferentes tipos de solu-
ciones estacionarias estdn divididos por los puntos vy, = ¢ y vy = vy(ay). Como se
discute previamente, la hidrodinamica de las detonaciones débiles se vuelve mas débil
para valores mas grandes de la velocidad de la pared, y se vuelve incluso mas débil para
paredes runaway. Esto se refleja en el factor de eficiencia, que decrece mondétonamente
en ese régimen. Por otro lado, para pequenas velocidades de la pared (es decir, para
deflagraciones débiles) el factor de eficiencia crece con la velocidad de la pared, y es
maximo para deflagraciones supersonicas de Jouguet.

Como se expone en la seccién 2.7.3.3, cuando el régimen es runaway parte de la
energia se acumula también en la pared acelerada. Para el factor de eficiencia de la
pared, se puede obtener una expresién que dependa de los mismos pardmetros que xkj™
en la ecuacién (3.102). Tomando la expresién (2.113), la definicién (3.71) y ay dado
por (2.88), se tiene

F, net F

o=t T 1
Kw = As = (3.107)
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Figura 3.34: El factor de eficiencia kg para burbujas esféricas. Las curvas azules co-
rresponden a deflagraciones débiles, las curvas rojas a deflagraciones de Jouguet, y las
curvas negras a detonaciones débiles o paredes runaway.

cuyo calculo es atin més simple que en (3.102) pues no depende de la integracién I .

Asi, se calcula la fraccion de energia de vacio liberada que va a parar a movimientos
masivos de fluido y a la energia transportada en la pared de burbuja, como funciones
de las cantidades vy , F' = (4/3)Fpet/wy , v ay = L/(3w,). Para un dado modelo, la
temperatura de nucleacion y las cantidades termodindamicas L y w, pueden calcularse
con el potencial efectivo a temperatura finita (1.39), y la fuerza neta puede facilmente
calcularse de la ecuacién (2.34). Esto da los valores de o y F'.

La velocidad de la pared en estados estacionarios puede obtenerse de la ecuacion
(3.74), luego de determinar los coeficientes de friccién nygr v nvg . Los valores de nyg
pueden obtenerse facilmente de F usando la ecuacién (3.73), mientras que nyp sale
de resultados microfisicos que se expresan en (2.26) y (2.28). En este capitulo, solo
se considera la distribucién de energia entre el fluido y la pared para la variacion de
parametros de la figura 3.23 y 3.24. Como previamente se discute, esta variacion de
parametros se vuelve bastante artificial en el régimen runaway. Es 1til, no obstante,
para una comparacién con resultados previos en la bibliografia.

Como indica la expresién (3.107), la fraccién de energia acumulada en la interfaz,
Ky, estd dada por Fpe/Ac, la cual se grafica en la figura 3.24. En la figura 3.35 se
considera un rango més amplio de soluciones runaway, y se grafica separadamente (en
el panel derecho) los resultados obtenidos usando la aproximacién 7_ = T, en el calculo
de la fuerza de driving. El valor de k,, esta representado por la altura de la regién en
gris claro. Asi, las curvas delimitando esta regién en los paneles izquierdo y derecho
de la figura 3.35 corresponden, respectivamente, a las lineas sélida y punteada en la
figura 3.24. Siguiendo la referencia [112], se grafican los valores de kg (para burbujas
esféricas) agregados al de k, . Esto da las curvas superiores delimitando las regiones
en gris oscuro. Entonces, la fraccion de Ae que va a movimientos masivos de fluido
(0 sea kq) esta representada por el espesor de la regién gris oscura. En concordancia,
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Figura 3.35: La fraccién de energia de vacio que va a la pared y al fluido, para el
mismo caso de las figuras 3.23 y 3.24. El panel derecho corresponde a despreciar el
recalentamiento en el célculo de la fuerza de driving (tomar 7_ = T7,).

la regién blanca indica la porcién de Ae que va a recalentamiento®. La linea vertical
separa los regimenes de detonacién y runaway. Se incluye todo el rango de detonacion
(que es diferente en los dos paneles).

El panel derecho de la figura 3.35 concuerda con los resultados de la referencia
[112]. Los valores de los pardmetros nyg = nvr = 0,2, a_/ay = 1 — 3a. = 0,85,
corresponden al caso considerado en ese trabajo en el panel izquierdo de su figura
12. Se observa que los dos paneles de la figura 3.35 son cualitativamente similares,
particularmente para el régimen runaway, donde la hidrodinamica es més débil. La
diferencia es mas notoria para detonaciones, donde la hidrodindmica es mas fuerte.
De hecho, el punto de Jouguet nunca se alcanza en el panel izquierdo. La diferencia
cuantitativa entre los dos calculos es mejor apreciada en las figuras 3.23 y 3.24. Para
un dado a , despreciar la hidrodindmica da mayores velocidades y aceleraciones de
pared, y entonces, un mayor kK, y un menor kg. Vale la pena hacer énfasis en que la
discrepancia se origina en el calculo de vy, v F'.

Para el caso runaway se pueden obtener expresiones seminaliticas simples para el
factor de eficiencia en funcién de las cantidades o, , a., vy Nygr. De las ecuaciones
(3.107) y (3.79), se tiene

Ky =1 —ap/ay. (3.108)

Esto es valido para los dos gréficos de la figura 3.35, con diferente valor de ag(av, Tur) -
Ya que Ky, da la fraccion de Ae que va a la energia cinética de la pared, la ecuacion
(3.108) indica que una fracciéon /o, va al fluido (ya sea a movimientos masivos o
recalentamiento). Mdas atin, usando la ecuacién (3.79) en las ecuaciones (3.102) y (3.70),

se tiene A(1 4+ 3 T (3 3
n — (1+ 3ay) 1(v_)’ con b = %0 (3.109)
ag 2+ 3ayp

32De hecho, se libera tanto energfa térmica como energfa de vacio (por lo cual L > Aeg). En con-
secuencia, la regién blanca en la figura 3.35 solo representa una parte de la energia total que va a
recalentamiento del plasma, como se discute en la seccién 2.7.3.2 o en [3].
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Entonces, el factor de eficiencia para el caso runaway puede escribirse como

K™ = KT R 00/ 0y (3.110)

donde k3¢, = ki®(ag, vy, = 1) es el factor de eficiencia para detonacién UR. La
dependencia funcional de las ecuaciones (3.108) y (3.110) respecto a .y concuerda con
los resultados de la referencia [112]. La diferencia cuantitativa, que se ilustra en los dos
paneles de la figura 3.35, se debe a los diferentes valores de ap y k4% (en la notacién
de [112], ag = Qoo ¥ K3% 1 = Koo). Como previamente se discute, esta discrepancia se
debe esencialmente al diferente tratamiento de la hidrodinamica en la ecuacién de la
pared.

En la referencia [112] se suministra una expresiéon para la cantidad ag en funcién
de los parametros microfisicos. Se puede obtener una expresion similiar como sigue. Si
se identifica la diferencia Ves(¢4) — Ver(¢—) en la ecuacién (2.34) con la constante del
Bag Ae (notar, no obstante, que los minimos, particularmente ¢_ , son dependientes
de la temperatura), entonces la fuerza neta UR se anula si

Ae = giciTimi () /24 =& . (3.111)

Para un dado T, , este es el valor de Ae que corresponde a «q. Asi, se tiene oy =
4e¢/(3wy ), que puede ser usado en las ecuaciones (3.108-3.110). Se remarca que este
enfoque involucra més aproximaciones que aquel usado en las ecuaciones (3.105) o
(3.106), donde se obtiene k5™ directamente en funcién de F .






Capitulo 4

Ondas gravitatorias de la transicion
de fase electrodébil

4.1. Contenido del capitulo

En la seccion 4.2 utilizando los resultados del capitulo 3 mas algunas estimaciones
razonables de la escala electrodébil, se evalian las formulas de generacion de OG y se
estudia cémo van las sefiales con la velocidad de la pared (caso estacionario), la fuerza
neta (caso runaway) y la temperatura. En la seccién 4.3 se discute cuél es la mejor
forma de estimar los parametros de generaciéon de OG, como escalas caracteristicas
de agitacion del plasma y duracion de la transiciéon. En la seccion 4.4 se estudian
distintos modelos de Fisica de particulas, que pueden dar una transicién electrodébil
fuertemente de primer orden, y se contrastan las senales de OG que éstos predicen con
las curvas de sensibilidad de los diferentes detectores. Finalmente en la seccién 4.5 se
estudian los modelos que dan soluciones runaway y detonaciones ultra relativistas, y
se contrastan las senales de OG para distintas variantes de diseno del detector eLISA
(ahora renombrado LISA), cuya construccién es inminente.

4.2. Dependencia paramétrica de las OG

Como se menciona en la seccién 2.7.3, la energia liberada en la transicién que no
va a parar a recalentamiento es la suma de la acumulada en la pared E,, (despreciable
en régimen estacionario) méas la “cinética” correspondiente a movimientos de fluido
Ey = F, . Esa energia se relaciona con los factores de eficiencia mediante E,, + Eq =
(kw + ka)AcVs . En general, como se ve en las secciones 1.5.3 y 2.7.3, la intensidad de
las ondas gravitatorias depende del cociente

Ey+Eq  (hw+Ka)Ae _ Koy Ac

Eiot Etot Etot

7 (4.1)

donde Ky, se anula para Fy,.; = 0 y corresponde a la expresién (2.113) para Fyep > 0,y
FEiot = €10tV es la energia total por burbuja. Si debido a la conservacion de la energia
se considera que ey, no varia significativamente durante la transicién de fase, se puede
aproximar por el modelo del Bag en la fase “+7, eyor = e = a T + £ (se argumenta
algo més luego en la seccién 4.3.1.1). En muchos célculos (de muchas publicaciones),
la densidad de energia de vacio se supone que se anula en la fase de simetria rota (lo
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cual no es necesariamente el caso en T' ~ T,) y se puede escribir e, = a+Tj4r(1 + a),
que da

Kot A€ . Ftot &

et l+a’

En lo que respecta a ajustar numéricamente un modelo realista, parece mas convenien-
te utilizar el lado izquierdo de (4.2) para evaluar (4.1). Desde un punto de vista de
analizar la dependencia paramétrica quizas el lado derecho de (4.2) resulta mds simple.
Independientemente de como se lo expresa, ya sea que aparezca el lado izquierdo o el
lado derecho, debe entenderse que la magnitud fisica es siempre (Ey + Eq)/Egor - A
continuacion, donde se ilustran dependencias paramétricas, conviene mas expresar los
resultados en funcién de «, mientras que en las secciones 4.4 y 4.5 (donde se consideran
distintos modelos) se ajusta Ac y se evalia ey .

Entonces, antes de evaluar extensiones concretas del SM, se puede estudiar como
van las senales de OG en funcién de vy, (régimen estacionario) y Fye (runaway) para
una transicién de fase electrodébil, donde se espera como buena aproximacién que
T. ~ 100GeV y g. ~ 100 (cantidad aproximada de grados de libertad en el SM). La
escala de tiempo de la transicién electrodébil At ~ 7! puede variar en el rango dado
por la estimacién (1.81). El calculo de los factores de eficiencia definidos en 2.7.3 se
realiza como se explica en la seccion 3.6 .

(4.2)
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Figura 4.1: La intensidad de la radiacion gravitatoria para turbulencia en la transicién
de fase con AtH, = 1072 y T, = 100GeV, para ay = 0,03; 0,1; 0,3; 1; y 3 (de abajo
para arriba). La linea a trazos corresponde al pico de sensibilidad del detector LISA.

Primero para ejemplificar soluciones estacionarias, se puede estimar la intensidad
pico de las las OG de turbulencia! en la expresién (1.119), evaluando el valor de k = kg
en funcién de vy, del mismo modo que como se hace en la figura 3.28 y reemplazando
Ry, ~ vy, At, en funcién de vy, . En la figura 4.1 se grafica la amplitud €2, que se genera
a la escala electrodébil?, para algunos valores de ay, como funcién de la velocidad v,. Se
elige At H, = 1072, que da una frecuencia pico f, ~ ImHz y se toma kg de la simetria

'Hemos chequeado que la intensidad de las OG por colisiones es un orden de magnitud menor y,
por otro lado, las perturbaciones acusticas pueden dar senales algo mds fuertes que la turbulencia,
como puede apreciarse en varias figuras de este capitulo.

2Si bien en lo que resta de este capitulo para turbulencia se consideran las expresiones (1.118) y
(1.119) que salen de [68], en la figura 4.1 se considera un resultado anterior [10] del mismo modo que
se hace en nuestro trabajo [1]. Respecto a [68] solo implicarfa alguna sobreestimacién.
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plana. Se ve que la transicién no necesita ser tan fuerte, es decir con ay 2 0,3, para
obtener intensidad por arriba del pico de sensibilidad del detector LISA (ver la seccién
1.5.2.2). Esto es importante, ya que el valor de ay se sabe que puede ser ay < 1 para
varios modelos de la transicién electrodébil [7]. Para ay ~ 1 se tiene h3QF | tan grande
como ~ 107Y.

Como histéricamente por lo general solo se consideraban las detonaciones de Jouget
en la literatura de OG, el factor de eficiencia en principio resultaba sobreestimado con
respecto a las detonaciones que realmente se pueden dar. No obstante, como se senala
en la referencia [112], el valor del factor de eficiencia de Jouget k; () se subestimaba
en la literatura, debido a que se perdfa un factor v_? en el trabajo original [6]. Ese error
compensa el que que k; (ay) sea mas grande que el factor de eficiencia x(ay, vy, ) para
detonaciones débiles. El efecto de esta compensacién en la intesidad de OG se muestra
en la figura 4.2, donde se grafica 2 , en funcién de vy, para ay = 0,3, junto con el
valor correcto (linea a trazos superior) y el erréneo (linea a trazos inferior) para el caso
de la detonacion de Jouguet. El factor de eficiencia para las detonaciones débiles cae
entre esos valores. Notar, también, que las deflagraciones supersénicas de Jouget dan
las amplitudes de OG mas grandes, y que incluso las deflagraciones subsonicas pueden

dar intensidades comparables a las de las detonaciones.
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Figura 4.2: Lo mismo que en la figura 4.1, para ay = 0,3 solo. Las lineas a trazos
indican el resultado para el valor correcto (superior) e incorrecto (inferior) de s (ay).
Los dos puntos indican los casos vy, = ¢, y vy = v9%(ay), que separan deflagraciones

subsénicas (débiles), deflagraciones supersénicas (Jouget) y detonaciones débiles.

En el caso ultra relativista, particularmente con las paredes runaway, se puede
verificar que las colisiones se vuelven més relevantes en lo que se refiere a senal de
ondas gravitatorias. Esto es porque aparece el aporte kyay debido a la energia que se
acumula en la pared acelerada. La energia involucrada en la generacién por colisiones
depende del factor de eficiencia total kot = Kwan + kg, mientras que la generacién por
movimientos masivos de fluido (como turbulencia u ondas de sonido) solo depende de
kq. A continuacion, para este caso se considera H At = 107!, correspondientes a una
transicién de fase fuerte (un poco mayor que la anterior), lo que es consistente con
tener detonaciones o paredes runaway. Esto da f, ~ 0,1mHz, que esta cerca del pico
de sensibilidad del detector eLISA. Teniendo en cuenta las férmulas para los distintos
mecanismos de generacion de las secciones previas. Para la transicion electrodébil ge-
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neralmente se tiene ay < 1, es decir, dominio de radiacién®. Entonces, para g, ~ 100,
vy ~ 1,y AtH ~ 107! se tiene A2 ~ 1078 (kipan)?, h3QP o ~ 107 8(kaan)®?, ¥
h32QP ~ 107" (kgan)?. Se ve que los valores numéricos son similares, y el resultado

sonido
preciso depende de detalles de la dindmica de la transicién de fase. En particular, los
valores de ay v los factores de eficiencia determinan cudl de esas fuentes es dominante.

El factor de eficiencia depende de a. Ademaés, depende de la velocidad de la pared
(en el caso de detonaciones) o de la fuerza neta (en el caso runaway). En la figura 4.3
se grafican las intensidades de OG (1.113,1.119,1.122) en funcién de la velocidad de
la pared y la fuerza neta, para algunos valores de ay (y los k de simetria esférica).
Se ve que las diferentes fuentes dominan en diferentes regiones de pardametros. No
obstante, en el caso de paredes estacionarias la senal de OG de colisiones es por lo
general méas chica, como es de esperarse. Ademas, en el caso de las detonaciones todas
las curvas se comportan similarmente en funcién de v,,. Esto se debe a la dependencia
de la amplitud de las OG respecto a kg, el cual decrece con v, (ver las figuras 3.32
y 3.34). En contraste, para paredes runaway, la senal de OG de colisiones crece con
la fuerza neta, mientras que las otras senales decrecen. Esto es por la dependencia
adicional respecto a Kyan = Fret/A€, que no aparece en turbulencia ni ondas de sonido.
También, como es de esperarse, todas las senales crecen con ay para un dado valor de
Uy 0 Fret/Ac.
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Figura 4.3: El pico de amplitud del espectro de radiacion gravitacional para los me-
canismos de generacién por colisiones (lineas solidas), turbulencia (lineas a trazos), y
ondas de sonido (lineas punteadas), para g, = 100,At = 0,1, y para algunos valores de
ay. De abajo hacia arriba, se tiene ay = 0,003; 0,03; 0,3; v 3. Las curvas en el panel
izquierdo solo se grafican en los rangos que el régimen hidrodindmico corresponde a
detonaciones.

Las cantidades vy, , Fret/Ae v ay en realidad no son independientes. Como se ve
en la seccién 3.5, para valores fijos de los pardmetros de friccion, vy, y Fiet/Ae son

3Segtin (1.44), en la escala electrodébil, en la fase “+7, se tiene un falso vacio e, = \/4v* ~ 0,1v*
y un término de radiacién ay T* = 72/30 g, T* ~ 30v* . Es razonable asumir que ay = Ae/(ayr T?) ~
e+/(ay T*) ~1073-1072 en la mayorfa de los casos.
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funciones crecientes de ay. En tal caso, kg realmente decrece con ayy, como se muestra
en la figura 3.35, mientras que Ky se incrementa. En la figura 4.4 se grafica la amplitud
de OG correspondiente a esa variacién de pardmetros. Se ve que la disminucién de
ka(ay) se refleja en las amplitudes de OG, incluso aun cuando estas dependen del
producto kq(an)ay. De hecho, las senales debidas a movimientos masivos de fluido
decrecen con ay, mientras que la senal por colision de burbujas crece en el régimen
runaway debido al incremento de Kyap.
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Figura 4.4: El pico de amplitud del espectro de radiacion gravitacional para los me-
canismos de generacién por colisiones (lineas solidas), turbulencia (lineas a trazos), y
ondas de sonido (lineas punteadas) como funcién de ayy, para g, = 100, At = 0,1, y el
resto de los parametros como en las figuras 3.23, 3.24, 3.35. La linea vertical separa
las soluciones detonantes de las runaway.

Es importante notar que este comportamiento de las senales de OG con la canti-
dad ay todavia se obtiene fijando varios parametros, como los coeficientes de friccién
nNgrs MUk, €l pardmetro del Bag a. = Ag/(aT?t) (que es equivalente a fijar a_/ay),
asi como la escala de tiempo At. En un modelo concreto, todas esas cantidades varian
juntas con ay, ya que todas dependen de los parametros del modelo. Se consideran
modelos concretos en las siguientes secciones. En cualquier caso, valores de apn en el
rango 0,3 < ay < 1 son posibles en una transicion de fase electrodébil muy fuerte. Asi,
la figura 4.4 muestra que las OG generadas por cualquier mecanismo en esa transicién
de fase puede llegar a ser observable por el detector eLISA (ver méas detalle de los
detectores en la seccién 1.5.2.2).

4.3. Determinacién de parametros de generacién

Para calcular todas las cantidades que aparen en las ecuaciones (1.113-1.123), en
esta Tesis se computa la evoluciéon de la transicion de fases como se explica en la seccion
1.4, con los refinamientos que se explican a continuacién en la subseccién 4.3.1. Notar
que la temperatura y todas las cantidades relevantes vy, 3, n, etc son pardametros
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constantes en las ecuaciones de OG (1.113-1.123). Esto es debido al simple modelo
de nucleacién y crecimiento de burbujas en los correspondientes calculos. Por lo tanto,
para usar estos resultados, se necesita elegir un momento representativo en el desarrollo
de la transicién de fase.

Como se sefiala en la referencia [132], determinar cudl tamano de burbuja es rele-
vante para la turbulencia es una importante fuente de incerteza. Burbujas de diferentes
tamanos estan presentes al momento en que se desarrollan la mayoria de las colisiones.
Ademas, las burbujas de un dado tamano agitan el fluido en esa escala de tamano, por
lo tanto producen remolinos de ese tamano. Burbujas méas grandes en principio gene-
ran remolinos mas grandes y una mayor intensidad pico de OG (y en una longitud de
onda mayor), mientras que burbujas méds pequenas en principio generan remolinos mas
pequenos, pero son mas abundantes. En cualquier caso, no es claro cual seria el espec-
tro de la turbulencia para varias escalas de agitacion. Aunque las ultimas burbujas en
nuclearse son mas abundantes, éstas actian durante un tiempo mas corto y, ademas,
probablemente son “comidas” por las burbujas mas grandes. Notar que, en contraste,
no hay ambigiiedad de tamano en el mecanismo de colisién, ya que el ajuste numérico
(1.113)-(1.115) se obtiene en funcién de los parametros usados en la simulacién. Si hay
alguna arbitrariedad en la temperatura a la cual el pardmetro § debe ser calculado.

4.3.1. Seguimiento numérico de la transicién de fase

En la seccion 1.4 se introducen los conceptos bésicos para el calculo de la tempera-
tura de nucleacién de las primeras burbujas, el tamano de las burbujas al momento de
generacién de ondas gravitatorias (en la percolacién) y, en consecuencia, la duracién
de la transicién. A continuacién se exponen los refinamientos que se utilizaron en esta
Tesis y en nuestras publicaciones [2, 5].

4.3.1.1. Expansién de un universo no homogéneo

Al comienzo de la transicién de fase la densidad de energia es e = e, (T'), y se tiene
una ecuacién simple para 7'(t). Pero cuando ya hay presentes burbujas de la fase “—7,
se tienen regiones con diferentes ecuaciones de estado. Aun si la temperatura T fuese
homogénea, de todos modos se tendria e_(T") < e, (7). La diferencia de energia entre las
dos fases se va a recalentamiento del plasma y a movimientos masivos de fluido. En en
el caso de frentes de transicion detonantes o runaway, la energia liberada se distribuye
detrés de las paredes, es decir, dentro de las burbujas. Por lo tanto, la temperatura 7',
fuera de las burbujas es homogénea. Como las burbujas se nuclean en la fase “+7, el
ritmo I' depende solo de esta temperatura. A pesar de esto, en la ecuacién de Friedmann
se debe tener en cuenta también la densidad de energia en la fase “—”. No obstante,
la conservacion de la energia asegura que la densidad de energia promedio permanece
esencialmente inalterada, es decir, la densidad de energia promedio é_ dentro de las
burbujas debe ser esencialmente la misma que afuera, e_ = e (7). Asi, la evolucién
de la temperatura puede tomarse como la dada en las ecuaciones (1.58) y (1.60) con
e=ei(Ty) [o F =F(T}) en (1.62)].

En general, considerando incluso perfiles con frentes de choque recalentando el
fluido de la fase “+” en sus inmediaciones, el ritmo de Hubble resulta gobernado por
la densidad de energia promedio que no se espera que se aparte significativamente de
la densidad de energia externa lejos del frente de transicién, e, (Ty), la cual decrece
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debido a la expansion adiabatica. Por lo tanto, atin en presencia de burbujas, en lo
que sigue se considera la ecuacién (1.58) evaluada con e = e (Tx), donde Tx(t) es la
temperatura de la fase “4+” por delante del frente de choque calculada con (1.62). Esta
es una buena aproximacion para las etapas de la transicion de fase que interesan aqui (es
decir, hasta el tiempo de percolacién). En cualquier caso, el factor de escala no cambia
significativamente durante la etapa inhomogénea. Hemos chequeado numéricamente
que, tan pronto como las regiones de fase “—” se vuelven apenas apreciables, por decir
algo, en un tiempo t cuando la fracciéon de volumen ocupado por las burbujas alcanza
un valor f_ ~ 1072, la transicién de fase ya estd sucediendo tan rapido (debido al valor
extremo del ritmo de nucleacién) que la fraccién de percolacién f_ ~ 0,3 se alcanza en
un tiempo 0t <t —t..

4.3.1.2. Reajuste de la hidrodinamica

La fraccion de volumen ocupado por las burbujas f- =1 — f, se calcula mediante
la expresién (1.78), que a su vez recurre a los radios de burbujas nucleados a distintos
tiempos (1.79). Como la temperatura varia con el tiempo, la velocidad de expansién
de las burbujas vy (Ty) varia. En los cédlculos numéricos de esta tesis, tomando saltos
de tiempo lo suficientemente pequenos, se hace un seguimiento de la evolucién de la
transicion. Es decir, se recalcula esa velocidad a cada instante suponiendo que, a medida
que la temperatura decrece, la hidrodinamica instantaneamente se ajusta a las distintas
soluciones discutidas en los capitulos 2 y 3 (deflagraciones, detonaciones y runaway).
Ademas, si en el proceso de expansion la soluciéon cambia, por la variacién de algun
parametro sensible con la temperatura, se aproxima cualquier variacion de velocidad
por un salto.

4.3.1.3. Volumen de nucleacion efectivo

La ecuacién (1.78) supone que la nucleacién es homogénea en la fase “+”, con un
ritmo I'(7"). Pero, de hecho, los perfiles de temperatura de frentes de choque causan
inhomogeneidades en el ritmo de nucleaciéon. Considerando las burbujas que atn no
han interactuado entre si, si la solucién hidrodinamica no tiene frente de choque, en-
tonces la temperatura en toda la fase “4” es simplemente T, = Ty, y vale la ecuacion
(1.78) donde Ty = T". Por otro lado, en el caso contrario hay una zona de recalenta-
miento enfrente de las paredes de burbuja (7', > Ty). Como el ritmo de nucleacién es
extremadamente sensible a la temperatura, la nucleacion de burbujas se desactiva en
esa regiéon. Por lo tanto, se puede asumir que el ritmo de nucleacién se anula, no solo
en las burbujas, sino también en la region hasta el frente de choque, mientras que vale
I' (Ty) mas alla de los frentes de choque. La ecuacion (1.78) no tiene en cuenta esto, y
debe ser modificada para no sobrestimar en el conteo de burbujas.

Es decir, cuando se tienen deflagraciones, en vez de suceder la nucleacién en la
fraccién de volumen f, , esta sucede en la fraccién ocupada por un volumen efectivo
de nucleacién ff. A su vez, la fraccion de volumen ocupado por las “burbujas de
choque” es fg, = 1 — f°f. La fraccién f&f resulta de reemplazar en (1.78) los
radios de burbuja R, por los radios de los frentes de choque Rg,, que se
calculan reemplazando vy, por vg, en la expresiéon (1.79). Mas aun, en el caso que
estan presente esos frentes de choque, no suele interesar f_ sino fg, para, por ejemplo,
estudiar la generacién de ondas gravitatorias por turbulencia del plasma, que comienza
ni bien esos frentes empiezan a chocar.
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4.3.1.4. Calculo de la evolucion de la transicion

En los célculos numéricos de esta tesis se sigue numéricamente la evolucion de
la transicion de fase hasta el tiempo de percolacién ¢,. A grandes rasgos, el calculo
completo es el siguiente. A partir de la ecuacién de Friedmann (1.58) evaluado en
e = e, (T), reemplazando en (1.59), y usando (1.62) se obtiene T'(t). De esas mismas
ecuaciones también se obtiene el factor de escala a(t). Se resuelve la ecuacién (1.68)
iterativamente por el método de owvershoot-undershoot para obtener ¢, que a su vez
se usa para obtener S3 integrando numéricamente (1.67), y con este se evalia (1.70)
para obtener el ritmo de nucleacién I'(T"). Teniendo I', y tomando f, = 1 en (1.75), se
puede estimar el inicio de la transicién ¢; usando la condicién (1.74). Se calculan los
coeficientes de friccion como se explica en la seccion 2.3.2, evaluando en T'= Ty a las
magnitudes ¢, b y Fyet , dadas por (2.27), (2.29) y (2.34) respectivamente. Se calculan
las relaciones de 7 con T’y y v, con v_ usando el Bag como se hace en el capitulo 3.
Con estas y los coeficientes de friccion se obtiene la velocidad de la pared vy, a partir de
la ecuacién (2.41). La determinacién del régimen hidrodindmico se establece como se
explica en la seccién 3.5.3 . En caso de haber deflagraciones se calcula también vy, de la
manera que se explica en la seccién 3.3.2.2 . Teniendo vy (T) [y vsn(T')] para detonaciones
y runaways se calcula el radio de las burbujas R, integrando (1.79), mientras que para
deflagraciones se calcula el radio de las burbujas de choque Ry, reemplazando vy, por
vgn en (1.79). Con I'y Ry, (0 Ry,) se calcula la fraccién de volumen ocupado por la fase
“+” sin perturbar, que para detonaciones y runaways es f, dado por (1.78) y para
deflagraciones es ff, también calculado con (1.78) pero reemplazéndole R}, por Ry, .
Con la condicién de percolacion f- =1—f, =0,3 (o foa =1 —fff = 0, 3) se encuentra
el tiempo ¢, , que sirve para estimar el fin de la transicion.

Las cantidades relevantes, como la temperatura 7" (¢,) o el tamano de las burbujas
(que a groso modo va como ¢, —t;) no son muy sensibles a las definiciones de ¢; y t,. De
hecho, estas definiciones involucran la densidad de ntimero de burbujas n y la fraccién
de volumen f_ o fy, las cuales, debido al comportamiento extremo de I' con ¢, cambian
varios ordenes de magnitud en un tiempo caracteristico ¢,—t,. En consecuencia, cambiar
los valores de n o f_ /sn que se utilizan para definir ¢; y ¢, (incluso a orden de magnitud)
introduce muy pequenas diferencias At; , < t;,. Hemos verificado esto numéricamente.

4.3.2. Revision de escalas caracteristicas de tamano y tiempo

Para aplicar aquellos resultados de calculos de OG que recurren a esta magnitud,
se debe ajustar § en cada caso al modelo especifico de Fisica de particulas que se desea
estudiar. En general S no depende de los detalles de la dinamica de la transicion de
fase y es relativamente facil de estimar para un dado modelo. Como se establece en la
seccién 1.4.8, cuando vale (1.61), este parametro se calcula como

d(S3/T)

8
=T, ———— 4.
. dr\p_q, =

Para computar la senal de OG debida a colisién de burbujas, solo se necesita evaluar
la velocidad de la pared, la energia cinética del fluido, y el parametro § calculado a par-
tir de (4.3). Este pardmetro se debe computar para alguna temperatura caracteristica.
A priori no es claro si esta temperatura deberia elegirse cerca de T; = T'(¢;) o bien a la
temperatura posterior T, = T'(¢,) . En la simulacién que da los ajustes (1.113)-(1.115),
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[ es una constante. Mas adelante, en esta seccion, se discute cual es la sensibilidad de
[ con la temperatura.

Se puede obtener una estimacién simple de la dispersion de tamanos de burbujas si
se supone un ritmo de nucleacién de la forma (1.80), una velocidad de pared constante,
y despreciando el solapamiento de burbujas. Las burbujas que se nuclean en un tiempo
t tienen un radio Ry(t,t,) ~ vy(t, —t) en el tiempo de percolacién t,, y ocupan
un volumen dV oc T'(t)Ry(t,t,)%. Asi, para las burbujas mds grandes, las cuales se
nuclearon a un tiempo t;, se tiene

Runi ~ va(t, — 1), (4.4)

Por otro lado, las burbujas que ocupan el volumen mas grande vienen dadas por la
condicién d(T'R})/dt = 0. Se ve que el tamafio Ry correspondiente al maximo de la
distribuciéon de volumen estd dado por

Ry = 3v, T'/T ~ 3v, /8, (4.5)

donde se usa la aproximacién (1.80) para obtener el término de la derecha. Por otro
lado, la duracién de la transicién de fase usualmente se supone At ~ 71, lo cual da
para las burbujas mas grandes

Rugx ~ vy 371 (4.6)

Esta aproximacion da Ry S Ry. No obstante, se espera Ry < Ry, debido al rédpido
crecimiento del ritmo de nucleacién. Se puede usar el valor 37! calculado a t, = ¢, , el
cual es mayor que 37! a t, = t;, en la ecuacién (4.6). Sin embargo, esto no resuelve
el problema. Como se ve en la siguiente subseccion, el parametro 5 no tiene una gran
variacién entre t; y ¢, [esto valida la aproximacién (1.80)], excepto para transiciones
de fase muy fuertes. En general, la variaciéon de (8 ni siquiera compensaria el factor 3
entre las ecuaciones (4.5) y (4.6). Para transiciones de fase muy fuertes, por otro lado,
B calculado a t, = t, puede volverse negativo. Esto indica que la aproximacién de uso
extendido At ~ B! para la duracién de la transicién de fase deberia refinarse para
esta aplicacion.

En la seccién 1.4.8 se explica la deduccién At ~ algo/( . Ese factor algo = log(M/m)
en la estimacion del radio de la burbuja puede ser importante. De hecho, la frecuencia
pico (1.117) es proporcional a 1/Ry,, mientras que la intensidad (1.119) es aproximada-
mente* proporcional a R?. Se puede estimar ese factor como sigue. Teniendo en cuenta
la definicién del tiempo inicial de nucleacién t; dado en la expresién (1.74) junto con
f+ = 1 en la densidad de burbujas nucleadas (1.75), y adicionalmente aproximando
a ~ cte y reemplazando t, — —oo, se tiene H 3 ff’oo [(t)dt ~ 1. Si se realiza esa

integral, considerando I" de la forma (1.80), se obtiene la relacién®

D(T) ~ H3 (4.7)

que a su vez puede reemplazarse en (1.82), tomando ¢, = t;,

Fo(t) ~ exp [—87r (“WH )3 eﬂ@—m] (4.8)

B

4Para RyH < 1, la desviacién respecto a la ley Q;)“rb o R? es a lo sumo un 2 %.
5Se ve que la estimacién més grosera I'(Ty) ~ H*, la cual sale de (1.76), es valida solo si 3 ~ H.
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Como se explica en la seccién 1.4, el tiempo de percolacion ¢, para los cdlculos numéri-
cos se toma con la condicién f_ = 0,3, lo cual implica un f, = 0,6, y esto a su vez
implica que el exponente de la expresién (4.8) es &~ —1/2. Es fécil ver que atin si a ese
exponente se lo tomara ~ —1 las siguientes conclusiones variarfan “poco”®. En efecto,
tal imposicion implica

87 (UVEH )3exp[5(t,, )~ 1, (4.9)

en donde el factor 1/2 que se omite del lado derecho de todos modos seria logaritmi-
camente atenuado al despejarse la cantidad”

ty —t; ~ 3log(§> x 7L (4.10)

Como se ve mas adelante (en la figura 4.5), la ecuacién (4.10) es de hecho una bue-
na aproximacién (notar que en ésta [ se calcula a t, = t;). Por lo tanto, se ve que
Rumax/Ryv ~ log(B8/H). Si el log es de orden 1, entonces se tiene ¢, — t; ~ 37'. No
obstante, este no es el caso general. En general se tiene 8 > H. El valor de 8/H
usualmente se supone® 3/H ~ 100, lo cual da ¢, — t; = 10//3. De hecho, como se ve
més adelante (figuras 4.6 y 4.7), en general se tiene R4 /Ry 2 10. Si las burbujas
mas grandes son relevantes para la turbulencia en vez de aquellas que ocupan el maxi-
mo volumen, entonces la aproximacién Ry, ~ vy,37! en la ecuacién (1.119) lleva a una
subestimacion de la senal de OG debida a turbulencia en al menos dos ordenes de
magnitud.

4.3.3. Colisiones: eleccién de

En la figura 4.5 se muestran ambos valores de [ a tiempo inicial y al momento de
la percolacién para uno de los modelos que se consideran en la seccién 4.4 . Se ve que
la diferencia es un factor O(1) (generalmente menor a 2), excepto para transiciones de
fase extremadamente fuertes (que estdn muy cerca del valor méximo del parametro hg
en la figura 4.5). Por lo general, esta diferencia es bastante menor que otras fuentes
de indeterminacién (ver en lo que sigue), y por eso en la seccién 4.4 se usa el valor
en t, = t;. En cambio, en la seccién 4.5 hay mayor variaciéon de 8 y se evalia a t,.
En la figura 4.5 también se muestra el valor de S5/T a T; y T,,. Se ve que S3(1;)/T;
toma valores alrededor de la conocida estimacion S3/T" ~ 140 [ver (1.77)]. También se
ve que la aproximacién At ~ 3log(3/H)3~" da una muy buena estimacién del tiempo
At = t, —t;. En contraste, la estimacién usando 57! es al menos un orden de magnitud
menor que At.

6Més atin, si de forma completamente “ingenua’ se sostuviera la aproximacién, valida para f— < 1,
en la que —f_ es igual al exponente de f en la ecuacién (1.78) [y en (4.8)], aqui se estarfa tomando
f— ~ 1, que se interpreta como el fin de la transicion.

TAl factor delante de B~! se le omite un sumando —log(87vy®), o mds correctamente
—log (167 vy,?), que solo es despreciable en la medida que 371 < H~!.

8En lo que sigue se discute que 8 puede apartarse significativamente de este valor.
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Figura 4.5: La inversa de las escalas de tiempo y la accion de rebote, para una extension

del SM con un singlete escalar complejo con acoplamiento hg al Higgs y una masa

invariante ps = 0. Las lineas rojas se calculan a t = ¢;, las lineas negras a t = t,, y la

linea azul corresponde a At =t, —t,.

4.3.4. Turbulencia: eleccién de Lg

Para computar la contribucion de la turbulencia a las ondas gravitatorias, se cal-
cula el promedio de la densidad de energia correspondiente a movimientos masivos del
plasma en el momento de la percolacién. Pero también es necesario elegir y calcular un
tamano caracteristico, de agitacién en el plasma, para usar los resultados expresados
en la seccion 1.5.3.2.

Una importante fuente de incerteza en el caso de las expresiones de célculo para OG
debidas a turbulencia (y también ondas de sonido) es la suposicién de una sola escala
de agitacién. Esto es, ya sea porque en los calculos que llevan a esas expresiones se
supone una sola escala de agitacion, o porque resultan de simulaciones donde todas las
burbujas se nuclean simultaneamente. En una situacién realista hay diferentes escalas
de longitud, ya que, debido a la fuerte variacion del ritmo de nucleacién, las burbujas
maés pequenas (que se forman més al final) son mucho mas abundantes que las més
grandes. A continuacién se analizan las diferencias entre varias formas de calcular la
escala caracteristica.

Se calculan los radios Ry(t;,t,) de las burbujas més grandes en el caso de las deto-
naciones, o los radios Rg (%, t,) de las més grandes burbujas de choque en el caso de las
deflagraciones, integrando la correspondiente velocidad vy, 0 vg, de t; a t,. En cuanto a
la aproximacioén frecuentemente utilizada R, ~ vy,/3~! para las burbujas mds grandes,
como se discute previamente, Ry, ~ vy, 3log(3/H)A~! da una mucho mejor aproxima-
cién®. En la figura 4.6 se muestra el radio de las burbujas més grandes al momento
de percolacion, junto con las dos estimaciones, para el mismo modelo de la seccion 4.4
que se utiliza en la anterior figura 4.5. En este ejemplo particular, la aproximacion

9No obstante, si bien vy, 37! corresponde a (4.6), una mala estimacién de las burbujas més grandes,
también corresponde a (4.5), una buena estimacién de las que ocupan mayor volumen.
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Figura 4.6: El radio de las burbujas mas grandes a t = ¢, y las diferentes aproximacio-
nes, para el mismo modelo y parametros de la figura 4.5. las lineas negras corresponden
a la pared de burbuja y las lineas rojas a las paredes de las burbujas de choque. El
parametro [ se calcula a la temperatura inicial 7T;.

At ~ 7! subestima el radio en un factor ~ 30 para la mayor parte del rango del
parametro que se considera en la figura. Luego, esto implica una subestimacion de la
amplitud de las ondas en un factor ~ 900. La figura 4.6 también muestra que considerar
velocidad constante vy, = vy (T}) es por lo general una buena aproximacién, asi como
en t, = t; . Mas adelante en la seccién 4.4, para detonaciones y deflagraciones se utiliza
Ls =2Ry(t;,t,) v Ls = 2R (¢, t,) respectivamente.

Similarmente a lo anterior, recurriendo a otro modelo (SM agregando un término
ctibico), que se ve en la seccién 4.5, se compara en la figura 4.7 tres diferentes escalas.
Una de ellas es la distancia promedio entre burbujas d, que se obtiene de la expresion
(1.121) recurriendo también al cdlculo de n dado por (1.75). Esta es la escala que
resulta mas adecuada al utilizar los ajustes de simulaciones expresadas en la seccién
1.5.3.3 para ondas de sonido. También en esta figura se grafica la estimacién 2v, 37!
para el didmetro de la burbuja, y el didmetro 2Ry(t;,t,) de las “burbujas més grandes”.
Se ve que la separaciéon promedio de burbujas es generalmente un orden de magnitud
més bajo que la escala de las burbujas més grandes, y la escala vy3~! es incluso
menor. Donde se usa la escala R, en vez de d, se obtendrian OG de bastante mas alta
intensidad pero con frecuencias mas pequenas. Por otro lado, para transiciones muy
fuertes la distancia d se aproxima a R, mientras que vy, /37! diverge.

En nuestras publicaciones [2] y [5] usamos distintos criterios para fijar la escala
Lg, lo cual se ve reflejado en las siguientes secciones 4.4 y 4.5 respectivamente. En
particular, por motivos de comparacion en la seccién 4.5 | se considera para las formulas
de generacién por turbulencia la misma escala caracteristica Lg = d, dada por (1.121),
que resulta natural utilizar con los ajustes de generacién por onda de sonido.
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Figura 4.7: Diferentes escalas de longitud presentes en la transicion de fase, para la
extension del SM con un término a nivel arbol proporcional a un pardmetro A.

4.3.5. Valuacién de g, y ei; para la generacion de OG

Como se ve en la seccién 1.5.2, las cantidades g, v T, que aparecen en los espectros
de la seccién 1.5.3 surgen de suponer que luego de la transicion de fase toda la energia
de vacio se convierte en radiacion. No es estrictamente cierto, pero es compatible con
esa suposicion estimar H, usando (1.58) y aproximando'® ey, ~ (g. 72/30) T.*.

Para transiciones fuertemente de primer orden puede haber significativo sobreen-
friamiento, lo que significa que la temperatura a la cual las burbujas se nuclean puede
ser bastante menor que la critica T,.. Al final de la transicién hay también algo de
recalentamiento, y la temperatura final T,.. luego del mismo es la que debe usarse en
las expresiones de generacién de ondas gravitatorias'!, es decir, tomar T, = T}ec . Por
conservacion de la energia se espera que la energia total antes y luego de la transicién
sea aproximadamente la misma. En lo que sigue se estima esta temperatura a par-

tir de ey ~ a7, ;} + e+ ~ a_T?. (despreciando ¢_), donde T, es la temperatura de
percolacion.

Teniendo la ecuacion (3.2) para F y comparando el término de radiacién con el del

Bag (2.85), el numero de grados de libertad g, de la fase dominante a baja temperatura
es

g. = (30/7%) a_, (4.11)

que pueden calcularse usando la ecuacién (2.87) para a_ .

0Ver la ecuacién (3.2) para F_ y comparar el término de radiacién con —(a_/3) T* del Bag, luego
la de energia es e_ ~ a_T* = (g2 /30)T*.

HEs la temperatura que se alcanza cuando la agitacién del plasma se redujo lo suficiente y todo
vuelve a estar térmicamente homogéneo.
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4.4. OG de transiciones de fase fuertes

Los resultados de esta seccién corresponden a los de nuestra publicacién [2], donde se
calcula la intensidad pico del espectro de ondas gravitatorias generado por turbulencia
para distintas extensiones del SM. En ese trabajo no se incorporé la saturacion de la
friccién para los cédlculos de velocidad de la pared, ni la hidrodinamica de una pared
runaway, que se investigd después. No obstante, para los casos considerados en esta
seccion eso no afecta significativamente los resultados. Eso se verifica luego en la seccién
4.5, donde deliberadamente se busca explorar los casos de transiciones mas fuertes, en
presencia de detonaciones ultra relativas y paredes runaway. Ahi, tal detalle sobre la
friccion se considera de la forma mas refinada teniendo en cuenta la saturacion.

También en [2] se ajusta el Bag considerando el paramero Ae = €, igual al potencial
efectivo evaluado en ¢ = 0y T' = 0, es decir, la densidad de energia de falso vacio. Esto
corresponde al primer ajuste que se sugiere en la seccion 2.7.2.1. A su vez la magnitud
a(T) se ajusta mediante la expresién (2.90). Demds pardmetros de generacién como el
momento en que comienza la transicion, su duracién, la escala caracteristicas de tamano
y demads parametros de generacién de OG se calculan como se discute a lo largo de la
seccién 4.3. Ademas, por la simplificacién de calculo que representa (principalmente
en deflagraciones), se considera una geometria de burbuja con pared plana.

4.4.1. Modelos que favorecen transiciones fuertes

A lo largo de esta seccién se consideran varias extensiones del SM que pueden
proveer transiciones fuertemente de primer orden. No obstante, el estudio de las tran-
siciones méas fuertes, como para tener soluciones runaway, se profundiza mas adelante
a lo largo de la secciéon 4.5 . Para todos los modelos que se consideran a continuacion,
se usa una masa de Higgs my = 125 GeV. La dependencia de las cantidades relevantes
en la fuerza de la transicion de fase se ilustran en la figura 4.8 (para el primero de
los modelos que se ven a continuacién). Para mas resultados sobre la velocidad de la
pared en estos modelos, ver la referencia [19]. Para resultados sobre la temperatura y
la duracién de las diferentes etapas de la transicién, ver la referencia [26]. Aqui solo
se centra la atencién en la generacion de ondas gravitatorias durante la transicién de
fase.

4.4.1.1. Escalares extra

La extensién mas simple del SM consiste en agregar escalares singletes de gauge'?
25, 133, 134], los cuales pueden variar desde un solo campo'® S [135-140] a varios
campos S [141]. En general, estos bosones constituyen un sector oculto que se acopla
solo con el doblete de Higgs H del SM a través de un término HH Zh2STS (su-
poniendo, por simplicidad, una unica constante de acoplamiento para todo el sector
hi = hs). Teniendo en cuenta los posibles términos renormalizables, en principio los
escalares pueden tener masas invariantes ante SU(2) x U(1) de la forma z2S!S; y térmi-
nos cuarticos )\5(5”3 5’2)2 . Por simplicidad, aqui se fija Ay, = 0 en los calculos numéricos.
Hemos chequeado que considerar \; # 0 no introduce diferencias cualitativas en los
resultados. Un valor negativo de 2 puede aumentar la fuerza de la transicién de fase,

PInvariantes respecto SU(2).
13 Aqui se escoge esta notacién con “S” por scalar, escalar en inglés.
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porque si |u?| ~ II la correccién (1.51) no atentia el término ciibico del potencial efec-
tivo (asociado con la barrera entre fases). Este hecho se explota en el caso del MSSM
en el escenario del stop liviano, el cual se considera en la siguiente subsecién 4.4.1.2.
Ademas, agregando un singlete real permite términos ctibicos, que respetan la simetria
SU(2) x U(1), de la forma (H'H)Sg o S% . que no pueden construirse solo con doble-
tes de Higgs. La presencia de términos ctibicos hace més facil llegar a una transicién
electrodébil fuertemente de primer orden [135, 136]. Esto puede causar un incremento
significativo en la velocidad de la pared [19] e incluso la existencia de soluciones runa-
way [105]. Como consecuencia, esos términos a nivel arbol pueden conducir a una senal
importante de OG debido al mecanismo de colisién de burbujas [67]. Para estudiar tales
efectos a nivel arbol, se deberia considerar el potencial completo de los dos campos H
y Sp (dos pardametros de orden). Eso estd fuera del alcance de este trabajo, ya que los
célculos numéricos se basan en un potencial efectivo de una sola variable V(). Por
lo tanto, se ignora la posibilidad que esos términos ciibicos existan en el potencial a
nivel arbol. Entonces, las contribuciones de escalares a la energia libre son de la forma
(1.37) y (1.53), con m? (¢p) = h?¢* + u? y g, dado por el nimero de singletes reales. La
masa térmica es IT = h27T?/3 [137].

Si s no es muy grande, la transicion de fase es més fuertemente de primer orden
para un gran ntimero de bosones gs y fuertes acoplamientos h, (ver figura 4.8). Notar
que eso no se debe a un término ctibico < —g, h3¢3T que, como se ve en la seccién
1.3.2, es apantallado por la masa térmica II que crece con h,. Lo que sucede es que,
cuando p? es despreciable respecto a h2¢? , el potencial efectivo tiene un término oc ¢?
y otros, provenientes de (1.37), que van como oc —¢*! y ¢*log(¢/v) (que es > 0 para
¢ > v). La competencia de estos términos, cuando hs es grande, hace aparecer una
barrera (a temperatura cero) que permite mayor sobreenfriamiento y, entonces, una
transicién mas fuerte). Por el contrario, para valores altos de us los bosones se desaco-
plan del plasma térmico, y la transicién de fase se vuelve mas débilmente de primer
orden. En consecuencia, la velocidad de la pared y la energia inyectada a movimientos
macroscopicos de fluido generalmente crece con g; vy hs y decrece con pg. De hecho,
incrementandose g, v hg, la separacion entre los minimos de energia libre se incrementa,
y es de esperarse que también la barrera que los separa. En consecuencia, la nucleacion
efectivamente comienza en temperaturas 7; mas bajas [26, 59]. En la figura 4.8 se ve
que para este modelo particular, la fuerza de la transicién de fase de primer orden
[valor de ¢_(T;)/T y del sobreenfriamiento (T, — T;)/v] tiene una fuerte dependencia
con el acoplamiento h, . Para valores lo suficientemente grandes de hg hay una barrera
a temperatura cero, y la temperatura inicial de nucleacion T; es muy pequena. Como
se muestra en la figura 4.8, hay un valor hy = hys, para el cual T; cae a 0 (panel arriba
a la izquierda). Més alld de ese valor la transicién de fase es demasiado fuerte para
superar la etapa de sobreenfriamiento y el Universo entra eventualmente en un periodo
de inflacién [26, 59]. Esto se refleja también en las figuras 4.5 y 4.6. El punto final en
las curvas corresponde a hs,. Cerca de este punto final, el sistema permanece trabado
en la fase simétrica “+” por un largo tiempo t; — t. > H~' (panel arriba a al derecha
de la figura 4.8). A su vez, la temperatura decrece hasta el valor T; < T,. Lo mismo le
pasa al tiempo At = ¢, — t; necesario para alcanzar la percolacién, como se puede ver
en la figura 4.5.

La generacion de ondas gravitatorias depende principalmente de la velocidad de la
pared y la energia cinética en movimientos masivos de fluido. Se muestran valores de
estas cantidades a t = t; en los paneles inferiores de la figura 4.8. El comportamiento
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Figura 4.8: Varias cantidades calculadas al principio de la nucleacién de burbujas (en
la percolacién es similar), como funcién de hy para g; = 2y us = 0: la temperatura y el
campo medio (arriba a la izquierda), el tiempo de sobreenfriameinto ¢; — t. (arriba a la
derecha), las velocidades de pared de burbuja y frente de choque (abajo a la izquierda),
y la energia cinética del fluido (abajo a la derecha).

del tiempo de percolacién es similar. Se puede distinguir un punto anguloso en estas
curvas, que indica el paso de un valor de h, para el cual las soluciones hidrodinamicas
son deflagraciones débiles, hacia el valor de h; para el cual se tienen deflagraciones
de Jouget. Similarmente, hay un salto indicando el paso de deflagraciones de Jouget
a detonaciones débiles. Notar que, aunque la velocidad de la pared para detonaciones
es mayor en el punto de discontinuidad, la detonacién es una solucién hidrodinamica
més débil que la deflagracién supersénica (Jouget) y produce menores perturbaciones
en el fluido. Por lo tanto, el salto en la energia inyectada al plasma es negativo. El
maximo local en esta discontinuidad se debe a que la energia cinética es maxima para
las deflagraciones de Jouget.

Este comportamiento se refleja en la generacion de ondas gravitatorias, como puede
verse en las figuras 4.9, 4.10 y 4.11. En la figura 4.9 se grafica el pico del espectro de
OG debido a turbulencia, como funcién de hy para diferentes valores de g5 v ps. Al
variar los parametros del modelo, el pico de frecuencia y la intensidad cambian varios
6rdenes de magnitud. Esta variacién incluye frecuencias en la sensibilidad de LISA y
eLISA, f ~ 1mHz. No obstante, el pico de sensibilidad de LISA, hZQog ~ 10712, y
el de eLISA, h2Qog ~ 1071% (marcados con lineas punteadas horizontales en la figura
4.9), se alcanzan cerca de los valores maximos de hg. Desafortunadamente, para esas
altas intensidades los espectros no alcanzan pico en frecuencia del orden de ~mHz. Para
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Figura 4.9: La densidad de energia (arriba) y la frecuencia (abajo) en el pico del
espectro de OG generado por turbulencia, como funcién de h para g, = 2 (curvas
mas a la derecha) y g5 = 12 (curvas més a la izquierda), con ps = 0 (lineas sélidas),
100 GeV (lineas a trazos), y 200 GeV (lineas punteadas). Las lineas punteadas hori-
zontales indican los valores aproximados correspondientes a la sensibilidad de LISA y
eLISA, f ~ 1mHz, h2Qog ~ 5 x 1072 para LISA, h2Qog ~ 2 x 10719 para eLISA.

valores de h, que dan frecuencias en los mHz, las intensidades estan unos pocos érdenes
de magnitud por debajo de la sensibilidad de LISA. Esto se ve mejor en la figura 4.10,
donde el valor pico €2, se muestra como funcién de la frecuencia pico f,, junto con las
curvas de sensibilidad!* para LISA y eLISA. Se predice que la sefiales cruzan la curva
de sensibilidad de LISA en f, ~ 107* Hz. Esto sucede muy cerca de los puntos finales.
Alcanzar la sensibilidad de LISA requiere entonces ajustar los acoplamientos hg cerca
de hpsx en al menos un 1%. La senal de OG no alcanza la curva de sensibilidad de
eLISA, incluso para las transiciones de fase més fuertes.

Se encuentra que la senal para generacion por colision de burbujas es mucho mas
débil que la de generacién por turbulencia. Como ejemplo, se grafica el caso g, = 2,
s = 0 en la figura 4.11. El espectro debido a colisiéon de burbujas alcanza el pico a
una frecuencia mas alta. Por lo tanto, la colision de las burbujas deberia ocasionar un
pico secundario en el espectro total de OG. No obstante, este pico no podria obser-
varse por LISA. Con el fin de comparar, se muestra en la figura 4.10 las senales pico

14Para referencias sobre las curvas de sensibilidad ver la seccién 1.5.2.2.
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Figura 4.10: El pico de la senal de OG como funcién de la frecuencia pico para los
modelos que se consideran en la figura 4.9, junto con las curvas de sensibilidad de
LISA y eLISA. Los puntos en las lineas rojas corresponden (de derecha a izquierda) a
hs =1,94, 1,943, 1,945, y 1,947 . La linea solida roja inferior es la senal generada por
el mecanismo de colisién de burbujas.

debidas a turbulencia y colision de burbujas para algunos valores de hs; que dan una
senal apreciable. Este resultado esta de acuerdo con el de la referencia [59], donde solo
consideran la senal generada por colisiones.
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Figura 4.11: El pico de la densidad de energia proveniente de generacién por turbu-
lencia (s6lido) y por colisién de burbujas (a trazos), para g =2y us = 0.

Las colisiones de burbuja pueden producir una senal mas grande si la pared de la
burbuja es runaway. En este modelo, el potencial efectivo tiene una barrera a tempe-
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ratura cero para grandes h,. De hecho, el maximo ¢ = 0 se vuelve un minimo de falso
vacio para acoplamientos fuertes. En este contexto, es importante indagar si las paredes
de burbuja pueden ser runaway. Se usan las ecuaciones (2.31)-(2.33) para chequear esa
posibilidad!®. Se muestra el resultado en la figura 4.12 para el caso g, = 2. Para obtener
las paredes runaway, es necesario alcanzar a estar muy cerca de hys (con una fraccién
Ahg/hs ~ 107%), y por lo tanto requiere un ajuste fino considerable (ademds, para
hs tan cercano a hpsx la duracién de la transicion de fase inmediatamente se vuelve
At > H™'). En conclusién, este modelo, que es el que da las transiciones més fuertes
consideradas en esta seccién, no tiene soluciones hidrodindmicas runaway.
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Figura 4.12: La diferencia de presiéon P_ — P, (a trazos) y el valor de la fuerza neta
por unidad de area F,¢; (solido), en funcién de hy para gs = 2 y ps = 0, a temperatura
T; . Las curvas se grafican hasta hy, = 1,9503. F},o; se calcula suponiendo régimen ultra
relativista mediante la expresién (2.34). Donde da valores negativos tal hip6tesis no se
cumple y no son posibles las soluciones runaway. Recién a partir de hy, ~ 1,9497 se
vuelve positiva.

4.4.1.2. El modelo estandar supersimétrico minimo

Un ejemplo interesante de agregar bosones para incrementar la fuerza de la transicién
de fase es el modelo estandar supersimétrico minimo o MSSM por sus siglas en inglés!S.
Este modelo ha sido considerado durante varios anos, ya sea en el tema de la bariogéne-
sis electrodébil (ver, por ejemplo, [142]) o en el de generacién de OG [7]. El modelo
es complejo, tiene muchos parametros libres, y lamentablemente la transicion no es
suficientemente fuerte como para que se generen OG de intensidad interesante. Aqui se
exponen las caracteristicas mas relevantes.

El MSSM contiene dos dobletes de Higgs complejos, con valores de expectacion
de vacio vy y vo. Se definen los pardametros v? = v? + v3, que es el vev observado
(v =246 GeV), y tan 8 = v9/v;. Se tienen varios grados de libertad mas que en el SM.

15 Aqui solo se considera el caso i = 0, que da transiciones de fase més fuertemente de primer orden.
16 Minimal Supersymmetric Standard Model (MSSM).



170 Ondas gravitatorias de la transicion de fase electrodébil

De estos bosones, el escalar de menor masa serfa similar al del SM (el observado en
2012 en el LHC). Se suele considerar convenientemente masas grandes para los demés,
de modo que la teoria a baja energia contiene un solo Higgs ¢. Por tanto, las masas
de las particulas del SM (Z, W, top) son de la forma m;(¢) = h;¢. Sin embargo, las
masas fisicas de temperatura cero dependen de los dos valores vy, v, por lo que los
pardmetros h; no son como en el SM. En particular, se tiene hy = mz /v, hyy = my /v,
pero hy = sin Bmy/v.

Ademas de las particulas del SM estan sus companeras supersimétricas. La que es
de interés aqui es el stop (el compatiero supersimétrico del top), que es un escalar y
tiene un acoplamiento con ¢ similar al top (que es acoplamiento mas fuerte). Hay un
stop para el top izquierdo y uno para el derecho. En principio deberian tener la misma
masa que el top, pero como la supersimetria estd rota (explicitamente, por los llamados
soft breaking terms), éstos tienen términos de masa independientes de ¢ (ademés de
los términos h¢). Por simplicidad se trabaja en el limite en el cual el stop izquierdo
es muy pesado y queda desacoplado de la teoria a la escala v (right stop scenario).
Por tanto, tenemos un escalar con masa de la forma m? (¢) ~ u% + h?¢?* (donde se
aproxima hg & hy).

Con estas aproximaciones, el potencial efectivo a un lazo admite la expansién en
potencias de m(¢) [142], por lo que queda una energfa libre similar a la de las ecuaciones
(1.44-1.45). Teniendo en cuenta el reemplazo (1.51), mg — My en el término cibico,
se tiene

(NI

V(¢,T)=D(T*—1T3) ¢* — TEsm¢® + 6T (12, + hi¢® + I (T))* + 2&, (4.12)

127
donde D y T¢ son similares a los del SM, Egys es el del SM, )\ estd esencialmente
dado por la masa del Higgs [ver las ecuaciones (1.47-1.50)], y lo importante es el nuevo
término cubico. Despreciando contribuciones menos importantes, la masa térmica del
stop esta dada por

492 K2
9 6

donde g5 es el acoplamiento de gauge fuerte.

I (7)) (1+sin®B)| 17, (4.13)

Como se explica en la seccién 1.3.2.4, la masa térmica en principio impide que
el término M3 se comporte como ¢*. En este caso, para aumentar la fuerza de la
transicién se utiliza el truco de dar un valor negativo al pardmetro p? . En particular,
para p?, ~ —Ily (T) [143], el término M3, en (4.12) es de la forma —AFE T¢?*, con
un coeficiente AE oc h?, que puede ser un orden de magnitud més grande que Egy;.
No obstante, esos valores negativos de p%, pueden inducir la presencia de minimos que
implicarian que el stop pueda desarrollar un vev. Esto trae el peligro de ruptura de
color [i.e., de la simetria SU(3) de QCD] a temperatura cero o temperatra finita [144].
Para evitar eso, solo se consideran valores de u2, para los cuales p2, + Il (Tp) > 0 [7].
Con todo esto, el escenario del stop liviano no llega a dar una transicion fuertemente de
primer orden como se desea, ni siquiera para la bariogénesis electrodébil (que requiere

6T 2 1).

Sin embargo, las correcciones a 2-lazos pueden hacer la transicion de fase fuerte-
mente de primer orden incluso sin pg < 0 [145]. Las correcciones mds importantes a
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Figura 4.13: El pico del espectro de OG en funcién de la masa del stop, Para tres

valores de tan 3.

2-lazos son de la forma [142, 145-148]

A 2
Va(6.7) ~ o log (g) | (4.14)

donde A ~ (6h} — 8¢%h?) y B ~ 100 GeV.

Aqui se consideran rangos de valores de pg correspondiente a masas del stop en
el rango Mo, ~ 130 — 180 GeV, los cuales permiten la expansién a alta temperatura
(4.12) y evitan los minimos de ruptura de color. Se encuentra que las burbujas crecen
como deflagraciones, con velocidades de pared v, ~ 0,4 — 0,5 en el momento de la
percolacién (ligeramente superior a la del inicio de la nucleacién [19]). La velocidad del
frente de choque es vy, &~ 0,58.

La figura 4.13 muestra la frecuencia e intensidad pico de las OG en funcion de la
masa del stop para algunos valores de tan 3. Los resultados son bastante insensibles
al valor de tan 3 para tan ~ 1 o superior. Para valores mas chicos de tanf, la
transicion de fase es mas débil y la intensidad de las OG decrece. Los resultados no
cambian significativamente con mg,, tampoco. La frecuencia caracteristica es f, ~
20-40 mHz. La intensidad de las ondas es bastante baja, h?Q, < 1078, varios érdenes
de magnitud por debajo de la sensibilidad de LISA. Esto principalmente se debe a
que el acoplamiento del stop con el Higgs (h; ~ 0,7) es relativamente bajo (comparar
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con 4.9). El uso de masas cuadradas negativas y la correccién a 2-lazos no hacen a la
transicion suficientemente fuerte como para producir una senal de OG significativa.

Los resultados deberian mejorar en la extensién que sigue al minimo modelo estandar
super simétrico o NMSSM por sus siglas en inglés'?, que consiste en agregar un singlete
al MSSM [7, 149-151]. Una extension con un singlete al MSSM (el casi minimo modelo
estdndar supersimétrico o nMSSM por sus siglas en inglés'®) se considera en la referen-
cia [132], encontrandose que la senal de OG es siempre demasiado baja para observarse
por LISA o BBO. Nuestros resultados para extensiones singlete son més optimistas.
Se espera en este caso un resultado similar al de agregar un singlete escalar en el SM,
el cual se considera en la seccion 4.4.1.1. La diferencia principal con la publicacién
[132] parece ser que es porque aqui se consideran las burbujas més grandes en vez de
aquellas que ocupan mayor volumen en la distribucién total. Como se ve previamente
en 4.3.2, esto da un aumento en un factor log(8/H) para el radio de burbuja. Un radio
mayor achica el pico de frecuencia como ~ 1/R;, pero incrementa la intensidad de la
OG cuadraticamente®.

Ademas, en el NMSSM pueden haber términos cuibicos, que aparecen como términos
de ruptura suave de supersimetria. En tal caso, la fuerza de la transicion de fase la
domina el término cibico en el potencial a nivel arbol, y no es necesario considerar las
correcciones a lazos o un stop liviano. Como se ve en la seccién 4.5, los efectos a nivel
arbol pueden conducir a paredes runaway y una senal mas grande para el mecanismo
de generaciéon por colision de burbujas.

4.4.1.3. Fermiones extra fuertemente acoplados

Fermiones extra fuertemente acoplados al campo de Higgs también pueden hacer
que la transicién de fase sea mas fuertemente de primer orden [126]. Fermiones fuer-
temente acoplados, no obstante, hacen el vacio inestable [el término —m? log(m?/v?)
domina para ¢ grande en (1.37)]. Este problema puede resolverse agregando bosones
estabilizadores pesados con el mismo acoplamiento pero con un gran término de masa
independiente de ¢, para que se desacoplen de la dindmica en T" ~ 100 GeV. En el
caso més simple, solo g; grados de libertad se acoplan con el Higgs, con autovalores
de masa degenerados de la forma m? (¢p) = ,u?c + hfc¢2. Para hacer perturbaciones se
requiere que hy no sea grande, puede ser hasta ~ 3,5. Los campos bosénicos estabi-
lizadores tienen el mismo nimero de grados de libertad, y una relacion de dispersion
m? (¢) = pu? 4+ h2¢?, con hs = hy. Por simplicidad, se supone II; = 0. Siguiendo [126],
aqui se ajusta ps al valor méximo consistente con la estabilidad [a partir de la ecuacién
(1.37)],

m3,8m?
12 = exp (gfl;ll—?mQ> m?c (v) — hwa. (4.15)

En la figura 4.14 se grafica la frecuencia y la intensidad pico de las OG en funcion de
h¢, para varios valores de p¢. Notar que, para valores altos del acoplamiento de Yukawa
h, este modelo da frecuencia en los mHz y senial de OG h2Q2, ~ 1071°, mds fuerte que

Y7 Neat to Minimal Supersymmetric Standard Model (NMSSM).

Bnearly Minimal Supersymmetric Standard Model (nMSSM).

9Notar también que alcanzar la sensibilidad de LISA en la seccién 4.4.1.1 requiere cierto ajuste
fino de los pardmetros. El anélisis de la referencia [132] hace un barrido de valores de pardmetros al
azar, los cuales puede que no entren en la regién de ajuste fino (grafican densidad de puntos en los
planos o-T', a-, etc.).
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el MSSM. No obstante, la senal aiin permanece por debajo de la sensibilidad de LISA.
El problema con los fermiones extras es que, comparado con el caso de los bosones,
se necesitan valores mas grande del acoplamiento h; para obtener transiciones de fase
fuertemente de primer orden. Valores mas grandes de h; ocasionan un coeficiente de
friccién mayor. En consecuencia, la velocidad de la pared es mé&s chica que en los
modelos con bosones extra. Se encuentran velocidades v, < 0,2, y tan chicas como
vy, = 0,05 para transiciones fuertemente de primer orden. Esto hace a este modelo
interesante para bariogénesis?’, pero no para la generacién de OG.
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Figura 4.14: El pico del espectro de OG en funcién de hy para varios valores de .

4.4.2. Prediccion de OG vs. detectores

En este apartado se comparan los resultados de los modelos que se mencionan pre-
viamente para el estudio de la transicién electrodébil, y se discute si son detectables
las senales de ondas gravitatorias que se predicen a partir de estos. Se muestran en la
figura 4.15 algunas curvas representativas para cada modelo, junto con la sensibilidad
proyectada para varios detectores. Para comparar, también se muestran otras fuentes

20Ya que la asimetria bariénica maxima se obtiene para vy, < 1 [152-155].
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Figura 4.15: Predicciones del valor pico del espectro Q2p¢ en funcion de la frecuencias
pico, para diferentes modelos, junto con el ruido de otras fuentes estocasticas, y las
curvas de sensibilidad correspondientes a varios proyectos de deteccion espacial de
ondas gravitatorias basados en interferometria laser (lineas azul, pirpura y naranja).
La linea verde punteada corresponde a la senal para binarias enanas blancas (WD,
por White Dwarf en inglés), y la linea verde a trazos es la maxima senal esperada de
inflacion. Las curvas negras punteadas corresponden a extensiones del SM con escalares
extra. De izquierda a derecha, se tiene g, = 2 grados de libertad con masa invariante
s = 200GeV y us = 0,y gs = 12 con puys = 100GeV. La intensidad de las OG se
incrementa con el acoplamiento al Higgs h. La curva negra solida corresponde al MSSM
para tan 8 = 1. La intensidad de las OG es mayor para menores valores de la masa del
stop. Las lineas a trazos negro corresponden a extensiones de fermiones fuertemente
acoplados con gy = 12y puy = 0 (la curva més a la izquierda) y p1y = 300 GeV (la curva
mas a la derecha). En estas curvas, la sefial de OG se incrementa con hy.

que generan un fondo estocéastico de OG, tales como binarias galdcticas y extragalacti-
cas [156, 157] e inflacién [81]. Es interesante que, para los modelos considerados aqui,
las senales de OG que son lo suficientemente altas para ser detectadas por LISA, se
separan en frecuencia respecto al ruido de binarias enanas blancas.

Las predicciones de senal para los diferentes modelos se muestran en negro en
la figura 4.15. Para todos los modelos en consideracion, a los parametros que dan
frecuencias en la sensibilidad pico de LISA (f ~ 1 mHz) les corresponden intensidades
unos pocos érdenes de magnitud por debajo de esa sensibilidad pico h2Qoq ~ 10712, Se
ve que la curva de sensibilidad de LISA se alcanza en frecuencias caracteristicas f, ~
10~* Hz, para modelos algo extremos, aquellos con escalares extra con acoplamiento a
Higgs bastante fuerte. En algiin momento futuro, detectores como BBO o el japonés
DECIGO se espera que lleguen a tener una sensibilidad pico cerca de dos 6rdenes de
magnitud por debajo de la de LISA, hiQoc ~ 107'-107!3. No obstante, este pico
de sensibilidad seria para una frecuencia f ~ 0,1 Hz-1Hz, lejos de las senales de OG
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de la transicion electrodébil para esa intensidad. Como se puede ver en la figura, ni
BBO ni DECIGO podré, en principio, mejorar la posibilidad de LISA para detectar
senal de OG proveniente de la transicion electrodébil. No obstante, luego del analisis de
correlacién, BBO posiblemente seria capaz de detectar seniales de un amplio rango de
extensiones del SM, por ejemplo, bosones extra moderadamente acoplados o fermiones
extra fuertemente acoplados. La deteccion se mejoraria mas para la iltima sensibilidad
de DECIGO. Esa parece ser la unica posibilidad para detectar ondas gravitatorias en
el caso de MSSM. Para NMSSM se espera una senal similar a la del SM con un singlete
extra.

4.5. OG de transiciones de fase MUY fuertes

Los resultados de esta seccién corresponden a nuestra publicacién [5], donde solo
consideramos variantes de eLISA. Ademas del pico consideramos el espectro completo
de OG, tanto para generaciéon por turbulencia como para generaciéon por colisiones
y ondas de sonido. Se ajusta el Bag considerando las expresiones (2.86) y (2.87). A
diferencia de la seccién anterior se toma una friccion que satura, lo cual describe mejor
la hidrodinamica en el caso de paredes extremadamente ultra relativistas. Los otros
parametros de generaciéon de OG se calculan segin la discusion dada en la seccién 4.3,
con un seguimiento numérico de la transicion similar al que se menciona en la seccién
anterior. Ademads, se considera la geometria de burbuja esférica para las detonaciones
ultrarelativistas y las runaway.

4.5.1. Modelos que favorecen transiciones muy fuertes

Como se muestra en la seccién 4.4 un modo de alcanzar una transiciéon de fase
electrodébil fuertemente de primer orden es mediante la adiciéon de bosones con gran
acoplamiento h; al Higgs. Ademés, como también se menciona en esa seccion, agregar
singletes escalares al SM permite nuevos términos a nivel arbol en el potencial escalar
(como los ctibicos), que puede inducir una barrera tanto en temperatura finita o ya en
temperatura cero (incluso sin término cibico) [105, 135, 136]. Estos modelos pueden
dar transiciones de fase electrodébil muy fuertes. Alternativamente, un término no
renormalizable?! como ¢°/A? puede hacer a la transicién de fase fuertemente de primer
orden si la escala A que suprime ese operador estd en la vecindad de la escala electrodébil
[158].

Se puede pensar que la existencia de paredes runway depende directamente de la
fuerza de la transicion de fase. No obstante, como se discute en la referencia [105], si la
fuerza de la transicion depende de las correcciones térmicas, entonces la pared no llega
a runaway, no importa cuan fuerte pueda ser la transicion de fase. Principalmente, eso
se debe a que la fuerza neta UR (2.31-2.34) se obtiene de una diferencia de “energias
libres” entre fases donde las potencias ciibicas o superiores de ¢ se truncan en la
expansion de la parte térmica (3.3). Ademds, como se ve en la seccién 4.4.1.1, en el
ejemplo del SM extendido con bosones fuertemente acoplados, a pesar de los términos
de temperatura cero ¢*log(¢/v), la existencia de paredes runaway requiere un ajuste
fino de los pardmetros (ver la figura 4.12). En lo que sigue se ve que las soluciones

ZLAqui el cutoff A no se tomaria divergente, entonces el término ¢%/A% no se anula y es una
dependencia a tener en cuenta.
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runaway son mas probables en extensiones con términos que fortalecen la transicion
ya a nivel arbol.

Se desea investigar la generacion de OG en esas transiciones de fase fuertes, y en par-
ticular comparar modelos con y sin paredes runaway. Para analizar estas caracteristicas
generales, sin evaluar un modelo especifico (més complicado), aqui se consideran mo-
delos simplificados que, se espera, representan diferentes familias de modelos.

4.5.1.1. El SM con bosones fuertemente acoplados

Ya se considera este ejemplo en la seccién 4.4.1.1. La transicion de fase es mas
fuerte para valores mas altos de acoplamiento h, y para mayor ntimero de grados de
libertad, mientras que se vuelve mas débil para mayores valores de pu, . En esta seccion,
se considera solo el caso us = 0. La diferencia principal respecto al tratamiento dado
en la seccién 4.4.1.1 (basada en nuestra publicacién [2]) es que aqui se tiene en cuenta
la saturacion de la friccién, lo cual conduce a valores algo mas grandes en la velocidad
de la pared.

Para un h, lo suficientemente grande, el potencial efectivo tiene barrerayaal =0,
lo cual se refleja en la probabilidad de nucleacién. Esto puede apreciarse en la figura
4.16 (panel izquierdo), donde se considera la accién del instantén térmico S3(7") para
unos pocos valores de hy (con gs = 2). En T' = T, ~ 100GeV, la accién del instantén
diverge, lo que significa que el ritmo de nucleacion se anula. Al descender T' por debajo
de T, , S3 decrece y el ritmo de nucleacién se incrementa. Esto es porque los minimos
ya no son degenerados y la barrera entre ellos es mas pequena. Para valores bajos de
hs, la barrera entre los minimos desaparece a una cierta temperatura 7j (ver la seccién
1.3.2.3). En tal caso, S se anula a T'= Tj (mirar la linea con puntos y trazos). Por lo
tanto, en T = Ty el ritmo de nucleacién se vuelve extremadamente alto, I' ~ T%, y la
transicién de fase termina antes que el sistema alcance esa temperatura. No obstante,
para valores de h; lo suficientemente altos, atin hay una barrera a 7' = 0. Debido a esa
barrera, la probabilidad de activacién térmica decrece nuevamente para temperaturas
pequenas. De hecho, se ve que, para valores grandes de hg, S3/T se incrementa de
nuevo por debajo de T ~ 50GeV.
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Figura 4.16: Izquierda: el instantén térmico en funcion de la temperatura, para g, = 2
y varios valores de hg. Centro: la temperatura critica T, la temperatura 7; al comienzo
de la nucleacién, y la temperatura 7T}, en la percolacién. Derecha: intervalos de tiempo
entre la temperatura 7. y la temperatura 7; (linea a trazos) y entre T, y 7, (linea
sélida).
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Como se menciona en la seccién 1.4.6, la nucleacién se vuelve efectiva para S3/T ~
142. Se ve, por ejemplo, que para hy = 1,82 la transicién de fase ocurriria a T' ~ 90GeV
y para hy, = 1,88 ocurriria a T' = 80GeV, mientras que para valores de hs cercanos
a 1,94 puede suceder en el rango 40GeV < T < 60GeV y para valores mas grandes
de hg nunca sucederia. La cantidad de sobreenfriamiento en funciéon de hy se muestra
en el panel central de la figura 4.16 (comparar con el panel izquierdo-superior de la
figura 4.8). Se ve que, de hecho, para hy ~ 1,94 la nucleacién de burbujas comienza
a la temperatura T < 50GeV. No obstante, en este punto la temperatura decrece
abruptamente en funcién de hg, y hay un valor critico hys, para el cual la transicion
de fase ocurre en T' = 0. Mas alla de ese valor maximo, el sistema permanece en la fase
metaestable y la transicién de fase nunca termina.

En el panel derecho de la figura 4.16 se muestra el tiempo que toma, a partir de la
temperatura critica, alcanzar el inicio de la nucleacién (ya graficado en la figura 4.8)
y luego la percolacion. Se ve que para hy > hpsc €l universo permanece trabado en
el falso vacio y, entonces, entra en una era inflacionaria [26, 59]. Para generacién de
OG aqui interesan las transiciones de fase muy fuertes. No obstante, esta la condiciéon
limitante hy < hpsy. Por lo tanto, considerar un valor alto de g; no cambia la situacién
significativamente. De hecho, como se ve en la seccién 4.4.1.1 , para g, = 12 se encuentra
que el valor maximo de h, es méas chico, hns ~ 1,2. En consecuencia, la maxima fuerza
de la transicién no es mas grande que para el caso de g, = 2. Ademas, la friccion es
mas grande y la velocidad de la pared méas chica. Acéa solo se considera el caso g; = 2.
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Figura 4.17: La velocidad de la pared para el SM con gs; = 2 bosones extra de masa
ms = hso.

En la figura 4.17 se grafica la velocidad de la pared en este modelo, para valores de
hs que dan velocidades supersénicas®?. En esta seccién interesan los casos con paredes
detonantes y runaway. No obstante, para comparar se muestra una parte pequenia®® del

22La velocidad, también se grafica previamente en la figura 4.8 para este modelo. Sin embargo,
ademds de una friccién que no satura, se considera una aproximacion diferente para la fuerza de
driving, por lo que una comparacion precisa no es posible. Si vale la pena notar que los valores de vy
son similares, y que el efecto de saturacién de la friccidn se ve recién para hg ~ Ay sy -

2La transicién de fase es fuertemente de primer orden (es decir, con ¢_ /T > 1) ya para hy ~ 1,2.
A pesar de eso, debajo de hy = 1,9 se tienen paredes deflagrantes. Asi, en comparacion, las soluciones
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rango de deflagraciones®!. Notar que en este rango las deflagraciones son supersénicas.
La velocidad de la pared tiene un salto de soluciones deflagrantes a detonantes en
hs ~ 1,9. Se ve que las soluciones runaway aparecen muy cerca del valor limite hy, =
hmsx- Por lo tanto, en este modelo, obtener paredes runaway requiere un ajuste fino de
parametros. Es la misma conclusién que se obtiene de inspeccionar la figura 4.12.

En la figura 4.18 se considera la produccién de OG para este modelo. En el panel
izquierdo se comparan las amplitudes pico para los diferentes mecanismos de genera-
cién?®. Notar que para transiciones muy fuertes la sefial proveniente del mecanismo
de colisién de burbujas sobrepasa la intensidad de las otras dos, y esto sucede en el
régimen detonante. No obstante, este resultado deberia considerarse con precaucién.
De hecho, se encuentra que cerca de hysy €l pardmetro § (calculado a t = t,,) se vuelve
negativo antes de alcanzar el valor hy . Asi, el crecimiento de la curva correspondiente
a colisién de burbujas es debido en parte a la explosién de 37!, mientras que la verda-
dera duracién de la transicién es ain finita. Esto sucede porque el sobreenfriamiento
es tal que la temperatura alcanza el minimo S3/7" (es la situacién de la linea a trazos
en el panel izquierdo de la figura 4.16). Esto indica que el ritmo de nucleacién ya no
es de la forma exp(ft), con constante [ (es decir, S3/T" deberia aproximarse por una
funcién cuadratica de t en vez de una funcién lineal ~ ft). Por lo tanto, los resultados
(1.113-1.115) de simular colisiones de burbuja dejan de tener validez. En consecuencia,
usando esos resultados, no se puede computar la senal debida a colision de burbujas
mas alla de cierto valor del parametro h,.

En el panel derecho de la figura 4.18 se muestra la intensidad pico vs la frecuencia
pico para el mismo rango de valores de hg, junto con las curvas de sensibilidad de las
cuatro configuraciones de eLISA que se mencionan en la secciéon 1.5.3 . Se ve que, aunque
la intensidad de la senal debida a colision de burbujas crece para transiciones de fase
muy fuertes, su frecuencia decrece significativamente (debido a la divergencia de 371),
alejandose de la sensibilidad de eLISA. Por otro lado, las senales debidas a turbulencia
y a ondas de sonido tienen frecuencias similares, pero las de sonido dominan.

Las estrellas en las curvas indican tres puntos de referencia en el rango de parametros
de hs. Uno de ellos corresponde al comienzo del rango de detonacion, otro corresponde a
una detonacion mas rapida, y el tercero corresponde a transiciones de fase muy fuertes
pero aun con [ positivo. Algunas de las propiedades de la transicion de fase para estos
puntos de referencia se muestran en la tabla 4.1. En la figura 4.19 se grafican, para esos
puntos, los espectros para las diferentes fuentes y el espectro total (suponiendo que las
correspondientes contribuciones al fondo estocédstico de OG combina linealmente?®).

detonantes existen en un rango pequenio. Esto es porque, como se ve en la expresién (2.26), al haber
fuerte acoplamiento de las particulas la friccién es grande.

24Por sencillez de calculo, igual que en la seccién 4.4, para el caso de deflagraciones se considera
pared de burbuja plana.

25En la seccién 4.4.1.1 (figuras 4.9 y 4.10) se obtienen mayores amplitudes y frecuencias més pe-
quenas para OG de turbulencia, ya que ahi se supone que la longitud caracteristica de agitacién la
dan las burbujas mds grandes, mientras que acé se toma la longitud d definida por (1.121).

26Esto no es muy correcto. En realidad cada célculo estudia diferentes particularidades y situaciones
del tensor de energia-momento total, fuente de OG, las cuales no pueden discriminarse completamente
entre si. Acd se sigue el mismo criterio que en las publicaciones del tema como, por ejemplo, [84].
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Figura 4.18: Izquierda: amplitud pico de las tres contribuciones al espectro de OG para
el SM con g, = 2 grados de libertad extra, en funciéon del acoplamiento h,. Derecha:
amplitud pico vs frecuencia pico. Las estrellas indican los valores de hy dados en la
tabla 4.1. Las lineas coloreadas corresponden a las curvas de sensibilidad de eLISA que
se discuten en la seccién 1.5.3.

he |T,[GeV]| a [B/H| Hd | vy | g« | 0_/T
1913 681 |0.057|241.5]0.0130.789 | 104 | 3.6
1.936 | 50.3 | 0.187| 23.8 | 0.075 | 0.967 | 103 | 4.85
1.937 | 483 [0.219] 7.4 [0.098]0.977 | 103 | 5.05

Tabla 4.1: Algunas caracteristicas de la transicién de fase electrodébil (la temperatura
de percolacién T}, los parametros o y 3, la distancia promedio d entre centros de
nucleacion, la velocidad de la pared, el nimero de grados de libertan en la fase “—” o
de simetria rota al final de la transicién de fase g. dado por (4.11), y el pardmetro de
orden ¢_/T en T = T,) para algunos puntos de referencia del acoplamiento hs de los

bosones extra con el campo de Higgs.
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Figura 4.19: Los espectros de OG para los puntos de referencia de la tabla 4.1. La
linea azul a tramos denota la contribucién del mecanismo de colisién de burbujas,
la linea roja a trazos al mecanismo de turbulencia MHD, la linea verde a trazos al
mecanismo por oscilaciones del plasma (ondas de sonido), y la linea negra la suma
de estas tres senales. Las areas coloreadas representan regiones de deteccion para las
diferentes configuraciones de eLISA.
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4.5.1.2. El1 SM con términos cibicos a nivel arbol

Para investigar los efectos posibles de términos a nivel arbol, aqui se agrega un
término cibico o< ¢* al potencial a nivel 4rbol. Esta extensién del SM debe considerarse
como un modelo de juguete (o toy model en inglés), ya que el término ctibico no puede
construirse con el doblete de Higgs?”. En este toy model, el campo ¢ puede representar
una trayectoria en el espacio de dos campos (el ¢ y el S de la seccién 4.4) [159].
Agregando el término ciibico solo al potencial (1.32) cambia el valor del minimo a nivel
arbol, la masa del Higgs, y la densidad de energia de vacio verdadera (en fase “—” o
de simetria rota). Asi que se agrega al potencial a nivel drbol

AVy = —A¢® + §A v? + §é¢4 — lAv?’, (4.16)
4 8v 8
con lo que Vy + AV sigue teniendo el mismo minimo en ¢ = v y “curvatura” mpyg que
Vo, que también son dejados invariantes por las condiciones (1.35) sobre V; . Ya que la
fuerza de la transicion la domina la modificacion a nivel arbol, no se necesita considerar
particulas extra fuertemente acopladas.

La velocidad de la pared para este modelo se considera previamente en la referencia
[19], donde obtienen detonaciones para A 2 20GeV, con velocidades vy, < 0,75. No
obstante, en ese trabajo no se tiene en cuenta la saturacién de la friccion. En la figura
4.20 se grafica vy, en funcién de A (panel izquierdo). Para A < 21GeV se tienen
deflagraciones subsénicas, para 21GeV < A < 32GeV detonaciones, y si A 2 32GeV
hay paredes runaway. Con A ~ 39GeV, la transicion se vuelve muy fuerte, como en el
modelo anterior. El panel derecho de la figura 4.20 muestra la fuerza neta normalizada
por la energia de vacio, que también da el factor de eficiencia k.
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Figura 4.20: La velocidad de la pared (panel izquierda) y la fuerza neta (panel derecho)
para el modelo con un término cibico, en funciéon del pardmetro A.

En el panel izquierdo de la figura 4.21 se grafica la amplitud pico del espectro en
funcion del pardmetro A. Se ve que para detonaciones la senal de colisiones es mas
chica que la de turbulencia y ondas de sonido, pero comienza a crecer tan pronto como
aparecen las soluciones runaway, y gradualmente la intensidad se aproxima a la de las
otras dos senales. En el panel derecho de la figura 4.21 se grafican la amplitud pico

. . . A A
27Es decir, no se puede armar un término o ¢ con contracciones de ( If) , donde ¢ = (v/2HO) .
0



4.5 OG de transiciones de fase MUY fuertes 181

vs la frecuencia pico para las tres senales. Aunque la amplitud €.,, explota cuando la
transicion de fase se hace muy fuerte, la frecuencia f.,, decrece debido al repentino
incremento de 371, alejandose de la sensibilidad pico de eLISA. Lo mismo sucede en el
modelo previo. No obstante, en este caso la senal proveniente del mecanismo de colision
de burbujas es mas fuerte y tiene posibilidad de ser observada por la configuracion de
eLISA més sensible. Esto es por la aparicién de soluciones runaway. Por la misma razon,
las senales de turbulencia y ondas de sonido no alcanzan la intensidad que logran en
el modelo anterior, ya que va menos energia al fluido y mas a la pared. Se consideran
de nuevo algunos puntos de referencia para esas curvas; uno de ellos en el rango de
detonaciones y los otros dos en el de runaway. Para esos puntos se muestran algunas
caracteristicas de la transicion de fase en la tabla 4.2, y en la figura 4.22 se grafica el
espectro correspondiente.
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Figura 4.21: Como en la figura 4.18, pero para el modelo con término cibico —A@3.
Las estrellas indican los puntos de referencia de la tabla 4.2.

A[GeV] [T, [GeV]| o [B/H| Hd | vy | g |0_/T
30.3 90.3 | 0.021 | 886.6 | 0.004 | 0.958 [ 103 | 2.5
36.9 65.3 | 0.079 (2149|0018 | 1 [ 100 | 3.6
38.7 498 0237|264 [0074| 1 [965] 4.9

Tabla 4.2: Algunas caracteristicas de la transicién electrodébil (como en la tabla 4.1)
para tres puntos de referencia en el SM con un término adicional —A¢?.
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Figura 4.22: Como en la figura 4.19, pero con los puntos de referencia de la tabla 4.2
para el modelo con un término ctibico a nivel arbol.
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4.5.1.3. El SM con operadores de dimensiones superiores

Finalmente se considera una teoria efectiva con un término séxtico®® de la forma

2 213
@ =) (4.17)
8A2
el cual no cambia los valores del minimo en el potencial a nivel arbol, la masa de
Higgs, v la densidad de energia de vacio. Para A < 840GeV el término cuértico del
potencial se vuelve negativo, lo cual se permite por la presencia del término séxtico.
Para A < 600GeV el término cuadréatico del potencial a temperatura cero se vuelve
positivo y se tiene una barrera a temperatura cero. Aqui no se discute el contraste
experimental (con, por ejemplo, mediciones del LHC), solo se restringe el valor del
cutoff A requiriendo que la transicién de fase se complete en unos pocos tiempos de
Hubble, como en los casos previos. Esto permite valores del cutoff tan bajos como
A ~ 550GeV.

0.5 0.0 R
550 560 570 580 590 600 610 620 630 550 560 570 580 590
A[GeV] A[GeV]

Figura 4.23: La velocidad de la pared (panel izquierdo) y la fuerza neta (panel derecho)
para el SM con un operador séxitco, en funcion del cutoff A.

Se muestra la velocidad de la pared en el panel izquierdo de la figura 4.23 y la fuerza
neta en el panel derecho. Hay un rango de detonacién? para 580GeV < A < 610GeV,
mientras que abajo de A ~ 580GeV se tienen paredes runaway. En la figura 4.24
se muestran la senales de OG. Como en el caso previo, la existencia de soluciones
runaway mejora la senal proveniente del mecanismo de colisién de burbujas, la cual se
acerca a las otras senales para transiciones de fase muy fuertes. Por otro lado, todas las
intensidades son mayores que las del modelo anterior. Se elijen los puntos de referencia
en la region de runaway. Los valores correspondientes de A y las propiedades de la
transicion de fase se dan en la tabla 4.3, y los espectros se grafican en la figura 4.25.

28Gi la palabra séztica no se encuentra incorporada en el diccionario, deberfa.
29Este rango es relativamente pequeflo en comparacién con el de deflagraciones. De hecho, para
A < 840GeV ya se tiene ¢ /T > 1, y se tiene deflagraciones hasta 610GeV.
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Figura 4.24: Como en la figura 4.18, solo que para el modelo con término séxtico ¢°/A.

Las estrellas indican los puntos de referencia de la tabla 4.3.

A[GeV] | T, [GeV] | o« |B/H| Hd |vy| g« | ¢-/T
565.5 57.5 0.09| 379 | 0.01 | 1 | 985 | 4.2
553.5 43 028 | 122 | 0.03 | 1 | 945 | 5.7
550.5 34.5 0.68 | 276 [0.08 | 1 | 91 7.1

Tabla 4.3: Algunas caracteristicas de la transicién de fase (como en la tabla 4.1) para
tres puntos de referencia en el modelo con un operador séxtico con bajo cutoff A.
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Figura 4.25: Como en la figura 4.19, pero con los puntos de referencia de la tabla 4.3
para el modelo con un término séxtico.

4.5.2.

Comparacion de la senal de OG entre distintos modelos

Para todas las extensiones del SM que se consideran a lo largo de la seccion 4.5.1,

hay un rango de parametros de nueva fisica hy, A, y A para los que la transicién de fase
tiene paredes detonantes o runaway. Se observa que los modelos con ambos tipos de
soluciones pueden dar una senal fuerte de ondas gravitatorias. Como era de esperarse,
la existencia de soluciones runaway favorece la senal proveniente del mecanismo por
colisién de burbujas, mientras que la existencia de paredes estacionarias favorece la
senal proveniente de turbulencia y ondas de sonido. No obstante, incluso en el rango
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Figura 4.26: La amplitud pico vs la frecuencia pico correspondiente al mecanismo de
generaciéon por ondas de sonido, para las tres extensiones del SM que se consideran a
lo largo de la seccion 4.5.

de soluciones runaway, la intensidad de las senales provenientes de movimientos del
fluido crece con la fuerza de la transicién. En particular, la senal proveniente de ondas
de sonido generalmente domina en el rango de sensibilidad de eLISA. Ademds, parece
que solo para las transiciones de fase con paredes runaway la senal de colisiones tiene
alguna chance de observarse.

Dado que la senal de los mecanismos de turbulencia y sonido se suprimen al incre-
mentarse la de colisiones en presencia de paredes runaway, el principal efecto de estas
ultimas es debilitar la senal de OG. Es por esto que en la extension del SM con bosones
extra, donde practicamente no hay runaway, la senal da mas fuerte. En la figura 4.26
se comparan los resultados debidos al mecanismo de ondas de sonido para los distintos
modelos.

El caso de bosones extra fuertemente acoplados claramente merece investigarse mas.
Aqui, solo se considera una masa con la forma simple m(¢) = h¢ y el caso particular
g = 2 grados de libertad. Para una masa mds general de la forma m? = h2¢? + 2,
la transicién de fase es generalmente mas débil. Por otro lado, para un nimero mas
grande de grados de libertad, la transicién es mas fuerte pero la friccién también, lo cual
impide que la pared alcance mayor velocidad. En particular, para g = 12 se obtienen
deflagraciones en todo el rango de h, (hasta hmsy). No obstante, como puede verse en la
figura Fig. 4.26, para este tipo de modelo las deflagraciones pueden generar una senal
de OG importante.



Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se realizaron las siguientes tareas:

e Se avanzo en el entendimiento de la hidrodindmica involucrada en una transicién
de fase cosmoldgica (es decir, el caso de hidrodindmica relativista). En particular:

o Se obtuvieron resultados analiticos para los perfiles de la geometria pla-
na (incluyendo las deflagraciones de Jouget) y para los factores de eficien-
cia. Estos resultados fueron contrastados con los de geometrias esféricas y
cilindricas, verificando que cualitativa y cuantitativamente son muy pareci-
dos. En consecuencia, para eficiencia y comodidad de calculos que involucren
a la hidrodinamica, se puede optar por usar los resultados, méas simples, de
geometria plana.

o Se estudié una generalizacion al ampliamente utilizado modelo del Bag para
su uso como ecuacion de estado en consideraciones hidrodinamicas, el Modelo
c+ . Aqui se senalé que puede llegar a darse una solucion hidrodinamica
“nueva’, detonaciones subsonicas con frente de choque, que con el Bag no
se predice.

o Se adapté el tratamiento utilizado en regimenes estacionarios para estudiar
y realizar calculos en el caso de pared acelerada runaeway. En particular
se calcul6 la energia acumulada en la pared (el factor de eficiencia k).
También se estudié cémo estas soluciones empalman con las detonaciones
ultra relativistas y las similitudes entre ambas soluciones en dicho limite.

e Se avanzé en el calculo de ondas gravitatorias generadas durante distintos esce-
narios de transicién electrodébil fuertemente de primer orden. En particular:

o Se evaluaron las mas actuales expresiones para el cédlculo de espectros de
ondas gravitatorias generadas por diferentes posibles fuentes: colisién de
burbujas, turbulencia y ondas de sonido en el plasma.

o Se estudio la posibilidad de deteccion, contrastando las predicciones de ondas
gravitatorias con curvas de sensibilidad de diferentes disenos de detectores,
proyectados o en via de construccion.

o Se compard el efecto de paredes estacionarias y runaway en la senal de OG.
Se observé que las paredes runaway dan menor senal (se incrementa la senal
de colisiones a costa de disminuir las de turbulencia y sonido). Por tanto,
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los modelos con bosones fuertemente acoplados son los que nos dieron una
prediccion de senal mas fuerte.

Por supuesto que en ambos temas hay mucho por hacer (y son de actualidad). Por
ejemplo, se podria continuar en esta linea con las siguientes tareas:

e Aplicar el Modelo cy a casos realistas, o directamente (motivado por lo resultados
expuestos) calcular la hidrodindmica para un modelo realista que tenga notable-
mente ¢, # c_ . Sin embargo, el caso mas general es, como se vid, c_ < ¢y , que
da menor perturbacién del fluido. En particular, si ¢ < ¢y se podrian estudiar
las detonaciones subsénicas con frente de choque (aunque probablemente no sean
interesantes para la generacién de OG porque se dan cerca del “limite débil”).

e Desde que (recientemente) comenzaron a publicarse resultados de simulaciones
para ondas gravitatorias generadas por ondas de sonido, con pardametros no del
todo realistas debido a las limitaciones numéricas de tales simulaciones, se abre
la discusién de si finalmente hay o no turbulencia u ondas de sonido. Ambos
calculos requieren bastante refinamiento. En particular, como ya se remarcé, la
turbulencia se calcula suponiendo una tnica escala de agitacién. Si bien no ha
constituido parte de esta tesis, hemos comenzado a estudiar el problema. Puesto
que los resultados que existen actualmente se basan (salvo algin refinamiento) en
el simple modelo de turbulencia propuesto por Kolmogérov (trabajo fundacional
del tema), seria deseable seguir esa linea manteniendo un enfoque con razona-
mientos similares pero con el fin de extender el tratamiento a multiples escalas y
a determinar el espectro no solo en el rango “inercial” de escalas por debajo de
la de agitacion, sino también por encima de ésta. Lo cierto es que la complejidad
del tema (abierto desde hace setenta afios) repercute en el avance con el que se
mejoran los calculos de onda gravitatorias debidas a turbulencia.

e Mas en general, tanto para turbulencia como para ondas de sonido y colisiones,
se deberia incorporar el cédlculo de OG dentro de la evolucién de la transicion de
fase, para eliminar las ambigiiedades de las escalas caracteristicas (L, d, (3, etc).

e Yendo a las expresiones mas fundamentales, también los calculos de la ecuacién
de estado realista (es decir, la energia libre F de un sistema constituido por
campos) deberian mejorarse para obtener una correcta dependencia respecto al
pardmetro de orden a todo rango.
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