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Métodos categoricos y combinatorios en teoria de homotopia de
espacios topoldgicos finitos

Resumen

El propésito principal de esta tesis es el de profundizar el estudio de la teoria de
homotopia en el contexto de los espacios topolégicos finitos utilizando tanto resultados
clésicos de la teoria de categorias como resultados combinatorios existentes o creados
especificamente para tal fin.

Es sabido que los tipos homotodpicos débiles de los espacios topoldgicos finitos coinciden
con los de los CW—complejos compactos. Asi, para todo espacio X que tenga estructura de
CW-complejo compacto existen espacios topologicos finitos débilmente equivalentes a X
llamados modelos finitos. Un problema natural que surge de este hecho es el denominado
problema de minimalidad de modelos finitos que consiste en determinar los modelos finitos
minimales de un CW—-complejo compacto dado, esto es, los modelos finitos del complejo
que tienen la menor cardinalidad posible. En este trabajo, estudiamos los modelos finitos
minimales del plano proyectivo, del toro y de la botella de Klein. En particular, probamos
la minimalidad de modelos finitos conocidos de estos espacios y caracterizamos expli-
citamente todos los modelos finitos minimales de los mismos, respondiendo preguntas
abiertas de J. P. May y J. Barmak. Maés atn, caracterizamos los espacios topoldgicos
débilmente contractiles no contractiles de menor cardinalidad y probamos una conjetura
de K. A. Hardie, J. J. C. Vermeulen y P. J. Witbooi sobre la minimalidad de un espacio
con elementos de torsién en alguno de sus grupos de homologia con coeficientes enteros.

Dada la naturaleza combinatoria de los espacios topoldgicos finitos y su relaciéon con
los tipos de homotopia débil de CW-complejos, resulta esperable y deseable obtener
caracterizaciones combinatorias de nociones clasicas de teoria de homotopia en el contexto
finito.

En este trabajo, damos una caracterizacion de las cofibraciones de Hurewicz entre es-
pacios topoldgicos finitos y desarrollamos, utilizando dicha caracterizacién, un algoritmo
capaz de determinar de manera eficiente si una funcién dada entre espacios topolégicos
finitos es 0 no una cofibracién.

Por otro lado, definimos y estudiamos una construccién topoldgica analoga a la denomi-
nada construccion de Grothendieck en teoria de categorias, y utilizamos esta construccién
para clasificar los fibrados sobre espacios de Alexandroff con fibra Ty. Adicionalmen-
te, utilizamos la clasificacion obtenida para probar que tales fibrados son fibraciones de
Hurewicz.

Finalmente, estudiamos fibraciones de Hurewicz entre espacios topoldgicos finitos T,
obteniendo numerosos resultados combinatorios sobre la estructura de las mismas. Uno de
estos resultados establece una fuerte relacion entre fibraciones de Hurewicz en la categoria
de espacios topoldgicos finitos T v bifibraciones de Grothendieck en la categoria de posets
finitos. Esta relacion caracteriza, bajo ciertas condiciones del espacio base, a las fibraciones
de Hurewicz entre espacios finitos T sobre dicho espacio.

ix



Resumen

Palabras clave: Espacio topoldgico finito, Categoria, Modelo finito minimal, Cons-
truccion de Grothendieck, Fibrado, Fibracién de Hurewicz, Cofibracién de Hurewicz.




Introduccion

Desde que se origina el concepto actual de espacio topoldgico' como generalizacién de otras
nociones de espacio mas cercanas a la geometria, se hace evidente que se pueden estudiar
conceptos geométricos como los de proximidad, limite y frontera en estructuras finitas,
algo que, en el contexto cldsico, habia carecido en gran medida de interés.

El estudio de propiedades topolégicas en espacios finitos, sin embargo, no surgié
de forma inmediata. El que puede considerarse como el primer trabajo sobre espacios
topoldgicos finitos fue el articulo [3] de P. S. Alexandroff, en que se establece una corres-
pondencia biunivoca entre espacios de Alexandroff y conjuntos preordenados. Dado que los
espacios topoldgicos finitos son trivialmente espacios de Alexandroff, esta correspondencia
permite estudiar a los espacios topoldgicos finitos como conjuntos finitos preordenados,
estructuras de gran interés en el drea de la combinatoria.

En el ano 1966 se publicaron dos articulos que hoy se consideran fundacionales en la
teorfa de homotopia de espacios finitos. En [65], R. Stong clasifica los tipos de homotopia
de espacios finitos, construyendo una forma candnica denominada core para el tipo de
homotopia de un espacio finito y demostrando que la misma estd bien definida salvo
homeomorfismo. El trabajo de Stong goza de una doble naturaleza topoldgico - com-
binatoria: el core de un espacio topoldgico finito se obtiene algoritmicamente mediante
aplicaciones sucesivas de un tipo de movimiento que preserva el tipo homotdpico del espacio
reduciendo la cantidad de puntos del mismo. Este es un primer —importante— ejemplo en
que se hace evidente la posibilidad de explotar los aspectos combinatorios de los espacios
finitos para el estudio de las propiedades topoldgicas de los mismos.

Por su parte, M. McCord demuestra en [51] que todo espacio topoldgico finito tiene el
tipo de homotopia débil de un poliedro finito y que todo poliedro finito tiene el tipo de
homotopia débil de un espacio topoldgico finito. Se deduce del trabajo de McCord que todo
CW-complejo compacto admite lo que se denomina un modelo finito, es decir, un espacio
topolégico finito que es débilmente equivalente a dicho CW—complejo. En particular, el
problema de determinar los grupos de homotopia y de homologia de un espacio finito es
al menos tan interesante como el de determinar los grupos de homotopia y homologia de
un CW-complejo compacto.

En el ano 2003, J. P. May recopila en [18, 19, 417] los resultados conocidos de la
teoria de espacios topoldgicos finitos con la intencién de dictar un curso sobre un tema
“genuinamente fascinante, genuinamente profundo, y genuinamente accesible, con muchos
problemas abiertos” [50] en la REU de la Universidad de Chicago.

La definicién actual de espacio topoldgico es atribuida a C. Kuratowski, quien axiomatiza en su articulo
[44] de 1922 lo que se conoce hoy como operador de clausura.
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Introduccion

El trabajo de May inspiré a otros investigadores y alumnos a realizar sus propios
aportes a la teoria de espacios finitos. Los trabajos de G. Minian, J. Barmak y otros
investigadores de la Universidad de Buenos Aires pusieron de manifiesto que existe una
fructifera interaccion entre la teoria de homotopia de espacios finitos y distintas ramas de
la topologia algebraica y combinatoria, que habia sido ya notada y mencionada por May
en [17]. En particular, se logran aplicaciones de la teoria de espacios finitos a la teorfa
de homotopia simple de poliedros [9], al estudio de propiedades de punto fijo en tipos
de homotopia débil [6], a la conjetura de asfericidad de Whitehead [18], a la conjetura
de Andrews-Curtis [5], a la conjetura de Quillen sobre el poset de p—subgrupos de un
grupo [5, 54], a una generalizacién de la conjetura de Webb [57], a la teoria de colimites
homotépicos [29, 30] y al desarrollo de diversas teorias como la teoria de homotopia fuerte
de complejos simpliciales [10], la teoria de Morse discreta para posets [53, 20] y la teoria
de CW-complejos h-regulares [3].

Paralelamente, y como es natural, el estudio de la teoria de espacios topoldgicos finitos
dio lugar al surgimiento de problemas y desarrollos propios de este campo, como el estudio
de modelos finitos [7, 38, 39], de métodos de reduccién de espacios finitos [5, 56], y el
célculo de homologia [53, 20], de categoria de Lusternik-Schnirelmann [32] y de complejidad
topoldgica de espacios finitos [72, 31].

Una alternativa al estudio tedrico de propiedades homotdpicas de los espacios finitos
es el estudio de sus propiedades combinatorias por el método de fuerza bruta, posible
gracias a la implementacién del uso de computadoras en el andlisis de la estructura de
conjuntos parcialmente ordenados de cardinalidad baja [14, 1]. Tal alternativa pone en
evidencia la carencia de herramientas topoldgicas y combinatorias capaces de dar cuenta
de la estructura de los espacios topoldgicos finitos por medios analiticos.

A pesar de los avances mencionados, y de otros trabajos especificos en teoria de
homotopia de espacios finitos, localmente finitos y de Alexandroff [77, (1], esta disciplina
aun se encuentra relativamente inexplorada, al menos en comparacion con otras ramas de
la topologia algebraica més relacionadas a la geometria y al dlgebra. Esto hace de la misma
un terreno extremadamente fértil a la hora de estudiar de manera sistematica las nociones
clésicas que han ocupado a la topologia algebraica desde sus comienzos hasta la actualidad.
Sin embargo, este hecho no impide, como hemos mencionado, que surjan problemas y
resultados interesantes dentro de la misma teorfa de espacios finitos, dignos de ser resueltos
y, posiblemente, relacionados con problemas y resultados de otras especialidades.

En este trabajo, hemos estudiado dos grandes problemas propios de la teoria de espacios
topoldgicos finitos, que a primera vista no parecen estar mas relacionados entre si que por
el hecho de pertenecer a la misma disciplina: la minimalidad de modelos finitos y la
caracterizacién combinatoria de nociones clasicas de teoria de homotopia en el contexto
de los espacios finitos. Como el titulo de esta Tesis sugiere, sin embargo, la perspectiva
categodrica y combinatoria desde la cual hemos abordado estos problemas nos permite
ubicar ambos desarrollos bajo un mismo marco unificador. Asi, este trabajo no debe
ser considerado como una mera compilacién de problemas dispares dentro de una misma
disciplina, sino como una apologia, tanto del desarrollo de herramientas combinatorias ad
hoc como del uso de resultados propios de la teoria de categorias, como método general
de abordaje de los mismos, y quizas, de muchos otros.

xii



Objetivos y desarrollo del trabajo

El propdsito original de este trabajo consistiéo en estudiar la posibilidad de desarrollar
herramientas que permitieran aprovechar la fuerte estructura combinatoria de los espacios
topoldgicos finitos para obtener informacién sobre sus invariantes homotdpicos débiles a
partir de otros espacios, en especial de sus subespacios y cocientes. Desde luego, pueden
aplicarse teoremas cldsicos en teoria de homotopia a espacios finitos, como el Teorema
de Van Kampen, la sucesion de Mayer-Vietoris para homologia singular, o el Teorema de
Escisién Homotépica. El inconveniente principal de este acercamiento es que un espacio
finito podria no tener subespacios adecuados para obtener informacién de interés a partir
de estos resultados.

Hemos seguido principalmente dos lineas de trabajo. La primera consistié en estudiar
lo que E. G. Minian y J. A. Barmak denominaron G-colorings admisibles de posets, que
son funtores desde un poset X en un grupo G, ambos considerados como categorias de la
manera usual. En [11], los autores utilizan G-colorings para estudiar el grupo fundamental
y los revestimientos de un espacio finito Ty, entre otros temas, obteniendo caracterizaciones
combinatorias de los revestimientos regulares de dicho espacio, y aplican estos resultados
al calculo del segundo grupo de homotopia de algunos espacios finitos.

Si bien los espacios finitos alcanzan a modelar, a través de equivalencias débiles, a los
CW-—complejos compactos, no es cierto en general que las funciones continuas entre dos
modelos finitos fijos de CW-complejos compactos alcancen a inducir, entre sus grupos
de homotopia, todos los posibles morfismos de grupos que pueden inducir las funciones
continuas entre dichos complejos. La situacién mejora cuando se consideran modelos
categdricos y se incorpora el estudio del funtor espacio clasificante. Dado que los modelos
finitos pueden considerarse, en particular, modelos categéricos, estariamos ampliando
nuestra colecciéon de modelos con el fin de estudiar un conjunto mas amplio de morfismos
inducidos entre grupos de homotopia.

Nuestros resultados muestran que si X es un espacio finito, o mas generalmente,
un espacio de Alexandroff, los morfismos de grupos entre el grupo fundamental de X
(para cualquier punto base) y un grupo G pueden realizarse, a través del funtor espacio
clasificante, como funtores de X en GG. Mas aun, las fibras homotédpicas de estos funtores
son precisamente los revestimientos regulares de X que corresponden al nicleo del mor-
fismo inducido entre los grupos fundamentales. Este resultado nos permitié estudiar los
revestimientos regulares, asi como el grupoide fundamental, de espacios de Alexandroff a
través de métodos combinatorios.

Cabe destacar que un grupo G, considerado como un grupoide con un tnico objeto,
es un modelo categérico del espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G,1). Se sigue que
los funtores de X en G inducen morfismos triviales en los grupos de homotopia de orden
mayor o igual a dos. En particular, no puede obtenerse informacién sobre los grupos de
homotopia altos de un espacio de Alexandroff X a partir de estos funtores, salvo que
puedan realizarse calculos explicitos de los grupos de homotopia de sus revestimientos
por métodos alternativos. Esto sugiere fuertemente que para generalizar los resultados de
G-colorings a grupos de homotopia altos, serfa necesario considerar modelos categéricos
adecuados, con propiedades combinatorias excepcionales, de espacios con grupos de homo-
topia conocidos. Desconocemos si existen modelos categdricos que permitan esta generali-
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Introduccion

zacién. La opinién del autor es que el contexto mas adecuado para una tal generalizacion
es la teoria de categorias superiores; se advierte, sin embargo, que los posets y espacios de
Alexandroff podrian no ser relevantes en este contexto.

Utilizando resultados combinatorios de la teoria de espacios finitos en conjuncién
con los resultados sobre revestimientos y grupo fundamental mencionados anteriormente,
hemos desarrollado una técnica denominada splitting de posets. La misma nos permitié
obtener distintos teoremas capaces de determinar informacién de un espacio finito Ty
X a partir de dos subespacios C' 'y D que cubren a X, bajo ciertas condiciones. Cabe
destacar que estas condiciones sobre los espacios C'y D suelen encontrarse con frecuencia
en espacios con pocos elementos y pueden, en muchos casos, ser verificadas a partir del
diagrama de Hasse de X. Estas caracteristicas nos permitieron utilizar estos teoremas para
estudiar problemas de minimalidad de modelos finitos logrando resolver varios problemas
que se encontraban abiertos asi como otros que habian sido resueltos con asistencia de
ordenadores.

La segunda linea de trabajo consistié en estudiar, en el contexto de los espacios
topoldgicos finitos, algunas nociones importantes de teoria de homotopia que en el contexto
clésico permiten calculos explicitos de grupos de homotopia de espacios topoldgicos a partir
de otros espacios como subespacios y cocientes. Estas son las fibraciones y cofibraciones
de Hurewicz.

Un ejercicio clasico en la teoria de las cofibraciones consiste en demostrar que la
inclusién del dnico abierto no trivial en el espacio de Sierpinksi es una cofibracién [75,
Ejercicio 4, Seccién 5.4]. En cambio, la inclusién del tnico cerrado no trivial en el mismo
espacio no lo es. Esta situacion sugiere que la teoria de cofibraciones entre espacios finitos
no es en absoluto trivial y merece ser estudiada con detenimiento. Por otro lado, dada
una funcién f: X — Y entre espacios finitos T, existe un espacio finito B(f) denominado
cilindro mapeante no Hausdorff de f, también Ty, que es una versién combinatoria del
cilindro mapeante usual. Sin embargo, desconociamos si la inclusién canénica de X en
B(f) resulta una cofibracién como en el caso del cilindro mapeante cldsico. Dado que Y
es un retracto por deformacién fuerte de B(f) [5, Lema 2.8.2], una respuesta afirmativa a
esta pregunta permitiria “reemplazar” cualquier funcién entre espacios finitos Ty por una
cofibracién a través de una equivalencia homotodpica como en el caso clasico con la ventaja
de mantener la situacién de estudio en el contexto combinatorio de los espacios finitos.

En este trabajo hemos desarrollado la teoria de bp-retractos y la hemos utilizado para
obtener una caracterizacién combinatoria de las cofibraciones entre espacios finitos Ty que
muestra, en particular, que las mismas son equivalencias homotdpicas. Damos ademéds un
algoritmo simple que permite determinar si una funcién entre espacios finitos es o no una
cofibraciéon. Ademés mostramos que si f: X — Y es una funcién continua entre espacios
finitos Ty, la inclusién canénica de X en B(f) serd una cofibracién sélo bajo condiciones
muy particulares.

El estudio de las fibraciones entre espacios finitos ha resultado un problema con-
siderablemente mas dificil. En primer lugar, notamos que los espacios finitos tienen
revestimientos, lo que permite obtener numerosos ejemplos de fibraciones no triviales
entre los mismos. Por otro lado, desconociamos si los fibrados entre espacios finitos son
fibraciones en general. Asi, en primer lugar hemos estudiado fibrados sobre espacios de
Alexandroff, probando un teorema de clasificaciéon que muestra que los fibrados con fibra
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Ty F sobre un espacio de Alexandroff B estin en correspondencia con los funtores de B en
el grupo Aut(F') de automorfismos de F' en la categoria Top. Este resultado nos permitié
probar que los fibrados de este mismo tipo son fibraciones, proveyéndonos ademés de una
fuente importante de fibraciones (en general, no triviales) entre espacios finitos Ty.

Finalmente, hemos estudiado las fibraciones de Hurewicz entre espacios finitos T
intentando obtener una caracterizaciéon combinatoria de las mismas. Si bien no hemos
tenido éxito en dar una caracterizacién completa, hemos hallado fuertes propiedades
combinatorias de estas fibraciones y, en particular, de las relaciones entre los espacios
total, base y fibras. La teoria desarrollada resulta estar fuertemente relacionada con la
teoria de tipos de homotopia de espacio finitos Ty y beat points de Stong y con nuestra
propia teoria de bp-retractos. En particular, hemos probado que las fibraciones entre
espacios finitos Ty pueden reducirse a otras equivalentes, que son ademas bifibraciones de
Grothendieck, mediante un algoritmo combinatorio simple, que resulta dual al que damos
para el caso de las cofibraciones.

Organizacion de la tesis y resultados principales

Esta tesis cuenta con cinco capitulos. En el primer capitulo exponemos gran parte de
la teoria necesaria para el desarrollo de los capitulos posteriores. La mayor parte de los
resultados, si no todos, son conocidos y pueden encontrarse, ampliarse y profundizarse en la
bibliografia cldsica. Hemos decidido separar este capitulo en tres grandes secciones: una
primera seccién dedicada a la teoria de categorias y métodos simpliciales que, ademads
de proveer un lenguaje adecuado para muchos de los resultados que desarrollaremos,
aporta herramientas combinatorias para el estudio del tipo de homotopia débil de espacios
topolégicos finitos por medio del estudio del tipo de homotopia de los espacios clasificantes
de los conjuntos preordenados asociados a los mismos; una segunda secciéon dedicada
a la teoria de espacios topoldgicos finitos, con especial atencién a la teoria de tipos
de homotopia de espacios finitos desarrollada por R. Stong y a la teoria de tipos de
homotopia débil de espacios finitos desarrollada por M. McCord; y una tercera seccién
dedicada al desarrollo de nociones clasicas en teoria de homotopia que seran estudiadas
en los capitulos subsiguientes en el contexto de los espacios topoldgicos finitos, como ser,
fibrados, fibraciones y cofibraciones de Hurewicz.

Los resultados de los capitulos subsiguientes son, en su gran mayoria, originales.
Algunos se encuentran publicados y pueden encontrarse en [21, 23, 26]. El resto de los
resultados originales de este trabajo se encuentran distribuidos en tres articulos [19, 22, 24]
disponibles en el repositorio virtual arXiv. Se encuentra disponible ademas una segunda
versién [25] de [22], donde desarrollamos algunos resultados importantes que no hemos
incluido en esta tesis.

En el segundo capitulo estudiamos problemas de minimalidad de modelos finitos. Dado
que, como hemos mencionado anteriormente, para todo CW-complejo compacto existen
modelos finitos del mismo, es un problema topoldgico-combinatorio de interés el de de-
terminar cudl es la menor cardinalidad posible de estos modelos. Para abordar este
problema, hemos desarrollado una herramienta que hemos denominado splitting de posets,
que consiste en cubrir un poset finito X (o equivalentemente, un espacio topoldgico finito
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Introduccion

To), con dos subespacios A y B a fin de determinar informacién homotépica de X a partir
de informacién homotépica de A y de B, y en especial, de los morfismos inducidos en los
grupos de homologia y de homotopia por las inclusiones de A y de B en X. Cabe mencionar
que, si bien requerimos que las inclusiones de A y/o de B en X induzcan ciertos morfismos
entre los grupos de homologia y/o de homotopia para poder utilizar nuestros resultados,
no requerimos que los espacios A y B en cuestién sean disjuntos ni que sean, en general,
abiertos, cerrados o conexos. Esta caracteristica del splitting le confiere versatilidad a la
técnica, que resulta asi una herramienta adecuada para el estudio de tipos de homotopia
débiles de espacios topoldgicos finitos por medio de herramientas combinatorias.

A continuacién mencionamos los resultados més importantes obtenidos mediante la
técnica de splitting.

Teorema 2.4.5. Sean € N conn > 2y sea (X;C,Y) una triada split tal que
o 7,.(C,co) = Hy(C) =0 para todo 2 < r < n y para todo ¢y € C,
e 7m1(C,cp) es un grupo abeliano para todo ¢y € C, y
e la inclusién C' — X induce un monomorfismo H;(C) — H;(X).

SileNestalque 2 <! <ny H;(X)=0paratodo 2 < j <[—1 entonces 7;(X,z0) =0
para todo 2 < j <[l —1y m(X,z9) = H)(X) ® Z[r1(X, x0)] para cualquier o € X. En
particular, mo(X, z¢) = Ho(X) ® Z[m1 (X, x0)].

Teorema 2.4.7. Sea X un espacio de Alexandroff Ty conexo. Supongamos que existen
subespacios no vacios C, D C X tales que X = C'UD y tales que las inclusiones de C'y D
en X inducen morfismos triviales entre los grupos fundamentales para cualquier eleccion
de punto base. Entonces 71 (X, zg) es un grupo libre para cualquier xy € X.

Proposicion 2.4.13. Sea GG un grupo y sea X un modelo finito de un espacio de Eilenberg-
MacLane de tipo (G, 1) que satisface (S2). Entonces H;(X) es un grupo abeliano libre y
H,(X) =0 para todo n > 2.

Proposicién 2.4.15. Sea X un poset finito y conexo que satisface (S2) y sea o € X.
Supongamos que (X, xg) = 0. Si existe n > 3 tal que H)(X) =0 paratodo3 <l <n-1
entonces (X, zp) = 0 para todo 3 <1 <n—1y m(X,z0) = Hp(X) ® Z[m1 (X, z9)]. En
particular, m3(X, zg) = H3(X) ® Z[m1 (X, z9)].

El siguiente teorema es uno de los resultados mas importantes de este capitulo.

Teorema 2.5.7. Sea X un espacio topoldgico finito Ty tal que #X < 12. Entonces
m1(X,xp) es un grupo libre para cualquier zyp € X. En particular, H1(X) es libre de
torsién.

Del mismo, se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.5.8 ([!, Teorema 1.2]). Sea X un modelo finito del plano proyectivo real.
Entonces #X > 13.
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Asi, el modelo finito de 13 puntos del plano proyectivo real dado en el Ejemplo 7.1.1
de [5], un espacio que hemos denominado P?, resulta un modelo minimal del mismo.

Cabe mencionar que el Corolario 2.5.8 fue demostrado por M. Adamaszek en [l]
mediante una prueba parcialmente asistida por ordenador. En este trabajo ofrecemos
una demostracién que no requiere asistencia de ordenadores.

Siguiendo el estudio de este problema, probamos que el espacio IP’% y su opuesto, que
hemos denominado IP’%, son los tinicos modelos finitos minimales del plano proyectivo.

Teorema 2.5.10. Sea X un modelo finito del plano proyectivo real tal que #X = 13.
Entonces X es isomorfo a IP’% 0a ]P’%.

Nuestro estudio de los problemas de minimalidad de modelos finitos continia con la
caracterizacién de los modelos finitos minimales del toro y de la botella de Klein. Los
resultados mas importantes son los siguientes.

Corolario 2.6.4. Sea X un modelo finito del toro. Entonces #X > 16.
Corolario 2.6.5. Sea X un modelo finito de la botella de Klein. Entonces #X > 16.

En las figuras 2.4(b), 2.6(b), 2.7(b) y 2.5(b) hemos representado espacios topoldgicos
finitos de 16 puntos que hemos denominado respectivamente por ']1‘870, ']I‘il, K1,0y Ko,1. Los
espacios T(%,o y ']T%l son los modelos finitos minimales del toro mientras que los espacios
Ko,1 ¥ Ki,0 son los modelos finitos minimales de la botella de Klein, como muestra el
siguiente teorema.

Teorema 2.6.11. Sea X un poset finito tal que #X = 16.
1. Si X es un modelo finito del toro entonces X es isomorfo a 'JI‘&O oa T%,l.

2. Si X es un modelo finito de la botella de Klein entonces X es isomorfo a Kig o a
KQ 1.

)

El siguiente teorema fue conjeturado por Hardie, Vermeulen y Witbooi en [39].

Teorema 2.7.1. Sea X un espacio topolégico finito tal que Hy(X) tiene torsién para
algin k£ € N. Entonces #X > 13.

En la figura 2.8 hemos representado un espacio débilmente contractil no contractil de
nueve puntos. Este espacio es exhibido en [62] y en el ejemplo 4.3.3 de [5]. Terminamos el
capitulo mostrando que este espacio y su opuesto resultan los tinicos espacios débilmente
contractiles no contractiles de cardinal minimo.

Teorema 2.7.7. Sea X un espacio topoldgico débilmente contractil no contractil. Enton-
ces #X > 9.

Teorema 2.7.8. Sea X un espacio topoldgico débilmente contractil no contréctil tal que
#X = 9. Entonces X es homeomorfo al espacio de la figura 2.8 o a su opuesto.

En el tercer capitulo estudiamos las cofibraciones entre espacios topoldgicos finitos. El
resultado principal es una caracterizacion combinatoria de las cofibraciones entre espacios
finitos.
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Teorema 3.3.6. Sea X un espacio topoldgico finito conexo y sea A un subespacio no
vacio de X. Entonces, la inclusién i: A < X es una cofibracion si y sélo si existe una
retraccién r: X — A de 7 tal que ir <Idy.

Probamos ademas que si X es un espacio topoldgico finito Ty, entonces las condiciones
del teorema anterior son equivalentes a que A sea lo que hemos denominado un dbp-
retracto de X, esto es, que A se pueda obtener a partir de X eliminando sucesivamente
down beat points.

Los dbp-retractos resultan objetos combinatorios interesantes en si mismos. Hemos
mostrado, por ejemplo, que dado un espacio finito Ty X y un subespacio A de X,
existe un dbp-retracto minimo X4 de X que contiene a A, y que se obtiene eliminando
sucesivamente los down beat points de X que no estdn en A. Es facil ver entonces que
disponemos de un algoritmo capaz de determinar si el subespacio A es o no un dbp-retracto
de X.

Por otro lado, probamos que una funcién subespacio entre espacios finitos es una
cofibracion si y soélo si su cociente de Kolmogorov lo es. Esto permite utilizar el algoritmo
antedicho atin en el caso en que X y A no sean espacios Ty. Se deduce de resultados
clasicos de la teoria de cofibraciones que este algoritmo se puede aplicar a las distintas
componentes conexas de X si este no fuera conexo. Asi, podemos determinar si una
funcion entre espacios topoldgicos finitos es o no una cofibracién.

En el cuarto capitulo definimos una construccién que hemos denominado construccion
de Grothendieck topoldgica que es una construcciéon sobre un funtor covariante de un
espacio de Alexandroff en Top, aniloga a la construccién de Grothendieck cldsica para
funtores covariantes de una categoria pequena en Cat. Esta construccion induce, para
cada espacio de Alexandroff B, un funtor

/: Top? — Top/B

desde la categoria Top? de funtores covariantes de B en Top a la categoria Top/B de
espacios topoldgicos sobre B.

Si B es un espacio de Alexandroff, la construccién de Grothendieck topolégica sobre
un funtor F': B — Top da lugar a un espacio topoldgico [ F'y a una proyeccidn continua
np: [ F — B. Lasiguiente proposicién muestra que el funtor [ permite construir fibrados
sobre espacios de Alexandroff.

Proposicion 4.3.1. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea D: B — Top un
funtor que invierte morfismos. Entonces 7p: [ D — B es un fibrado sobre B con fibra
D(by) para cualquier by € B.

Reciprocamente, todo fibrado sobre un espacio de Alexandroff B con fibra Ty es
esencialmente, la proyeccién asociada a la construcciéon de Grothendieck topoldgica de
un funtor F': B — Top que invierte morfismos.

Teorema 4.3.4. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F' cualquier espacio Ty.
Sea p: © — B un fibrado con fibra F. Entonces existe un funtor D,: B — Top, que
invierte morfismos tal que mp: [ D, — B es un fibrado isomorfo a p.
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La construccién de Grothendieck topoldgica induce, para cada espacio de Alexandroff
B, una correspondencia biunivoca candnica entre funtores de B en Top, que invierten
morfismos y fibrados sobre B con fibra Ty. Se obtiene asi el siguiente teorema de clasifi-
cacién de fibrados sobre B con fibra Tj.

Teorema 4.3.11. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F' cualquier espacio T.
Entonces existe una biyeccién candnica entre clases de isomorfismo de fibrados sobre B
con fibra F'y clases de isomorfismo de funtores de B en Aut(F).

La clasificacién obtenida nos permite utilizar el funtor asociado a un fibrado sobre un
espacio de Alexandroff con fibra Ty para construir una funcién levantadora de caminos
canonica para dicho fibrado. Obtenemos asi el siguiente teorema.

Teorema 4.5.5. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea F' cualquier espacio T¢ y
sea p un fibrado sobre B con fibra F'. Entonces p es una fibracién de Hurewicz.

En el quinto y ultimo capitulo estudiamos las fibraciones de Hurewicz entre espacios
topoldgicos finitos Ty. Por un lado, extendemos las definiciones de la teoria de Stong
a la categoria de espacios finitos Ty sobre B, para B un espacio finito Ty, y probamos
que muchos de los resultados de la teoria de Stong, asi como nuestros resultados sobre
bp-retractos, se extienden a la categoria FinTopy/B con estas definiciones. Luego,
estudiamos las relaciones entre fibraciones de Hurewicz entre espacios topoldgicos finitos Ty
y beat points, obteniendo numerosos resultados de espiritu combinatorio. En particular,
obtenemos la siguiente generalizacién del inciso (3) del Teorema 1.2.30, un importante
resultado de Stong:

Teorema 5.4.4. Sean FE y B espacios topolégicos finitos T, sea p: F — B una fibracion
y sea ¢: ¥ — B una funcién continua homotopica a p. Si E es minimal, entonces ¢ = p.

Por otro lado, obtenemos resultados acerca de la regularidad de funciones levantadoras
de caminos para fibraciones de Hurewicz entre espacios topolégicos finitos T.

Teorema 5.5.12. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Tg y sea p: E — B una
fibracién. Entonces:

(1) Si p es minimal, toda funcién levantadora de caminos para p es regular.

(2) Si p no tiene down beat points, existe una funcién levantadora de caminos regular
para p.

El siguiente corolario es el resultado principal del capitulo. Muestra que el dbp—
retracto minimo de una fibracién de Hurewicz entre espacios finitos Ty es una bifibracion
de Grothendieck, una condicién de indole combinatoria muy fuerte que puede ser verificada
algoritmicamente de manera muy eficiente.

Corolario 5.5.22. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion de Hurewicz. Entonces, el dbp-retracto minimo de p es una bifibraciéon de
Grothendieck.
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El resultado reciproco vale bajo ciertas condiciones, bastante restrictivas, sobre el
espacio base. En particular, una funcién continua de un espacio topoldgico finito T sobre
el espacio de Sierpinski es una fibracién de Hurewicz si y sélo si su dbp-retracto minimo
es una bifibracién de Grothendieck. Desconocemos si esta caracterizacion vale sin las
restricciones mencionadas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo exponemos nociones preliminares de diversas subareas de la topologia
algebraica que necesitaremos para los desarrollos de los capitulos subsiguientes.

En la primera seccién, desarrollaremos resultados de teoria de categorias que se utiliza-
ran a lo largo de todo el trabajo, como las nociones de conjunto simplicial, nervio y espacio
clasificante de categorias pequenas, grupos de homologia y de homotopia, localizacién,
fibraciones de Grothendieck y propiedades de levantamiento.

En la segunda secciéon haremos un repaso de la teoria general de espacios topolégicos de
Alexandroff y espacios topolégicos finitos. En particular, desarrollaremos herramientas que
nos permitiran aplicar métodos combinatorios al estudio de espacios topoldgicos finitos, asi
como los resultados de R. Stong sobre tipos de homotopia de espacios topolégicos finitos
y de M. McCord sobre tipos de homotopia débil de espacios de Alexandroff.

En la tercera seccién, haremos una superficial introduccién a importantes nociones de
la teoria de homotopia clasica, como fibraciones y cofibraciones de Hurewicz, fibrados y
revestimientos, que nos servird como punto de partida para el estudio de dichas nociones
en el contexto de los espacios topoldgicos finitos.

1.1 Categorias y métodos simpliciales

En esta seccién, realizaremos un sucinto desarrollo de algunos resultados de la teoria de
categorias que necesitaremos en los capitulos subsiguientes, siendo el propdsito principal
de esta presentacion, el de introducir la terminologia y notacién que se utilizaran en
el resto del trabajo. No es nuestro objetivo el de desarrollar conceptos basicos de la
teoria como definiciones y propiedades bésicas de categorias, funtores, transformaciones
naturales, equivalencias, adjuncién, limites y colimites. Estas nociones pueden encontrarse
en la bibliografia estandar [15, 55].

Las nociones aqui desarrolladas pueden profundizarse y ampliarse en [15, 55, 4, 35, 2,

9 9 9 }
1.1.1 Categorias

Por categoria, entenderemos categoria localmente pequena, es decir, una categoria en
que las clases de morfismos entre dos objetos cualesquiera son conjuntos. Dado que
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las categorias con las cuales trabajaremos seran en general concretas o pequenas, esta
definicién no provocara pérdida de generalidad en los resultados.

Notacion. Sea € una categoria. Notaremos por Obj(%’) o 4y a la clase de objetos de € y
notaremos por Mor(%) o 41 a la clase de flechas de %

Si A € %), notaremos por Id4 al morfismo identidad de A.

Si A, B € %y, el conjunto de flechas en ¥ de A a B serd denotado por Home (A, B),
Hom(A, B) 0 ¢(A, B). En ocasiones escribiremos f: A — B para indicar que f € € (A, B).
Denotaremos por Auty(A) al grupo de automorfismos del objeto A en %. Este sera
considerado, por un lado, como una subcategoria de ¥ con un tnico objeto A, y por otro,
como un grupo en el sentido usual (algebraico) del término.

Denotaremos por s y ¢ a las funciones (de clases) s,t: €1 — %) usualmente denomina-
das source y target, definidas respectivamente como s(f) = Ay t(f) = B para f € € (A, B)
y para A, B € %p.

Notacion. Denotaremos por:
e Cat a la categoria de categorias pequenas y funtores.

e x al objeto terminal de Cat, es decir, a la categoria que tiene un tunico objeto,
también denotado por * y un unico morfismo, Id,.

e Cat, a la categoria de categorias pequenas punteadas y funtores que respetan puntos
base.

e Set a la categoria de conjuntos y funciones.

e Set, a la categoria de conjuntos punteados y funciones que respetan puntos base.
e Top a la categoria de espacio topoldgicos y funciones continuas.

e Top, a la categoria de espacio topoldgicos T y funciones continuas.

e Top, a la categoria de espacios topoldgicos punteados y funciones continuas que
respetan puntos base.

e ATop a la categoria de espacios topolégicos de Alexandroff y funciones continuas.

e ATop, a la categorfa de espacios topoldgicos de Alexandroff Ty y funciones conti-
nuas.

e FinTop a la categoria de espacio topoldgicos finitos y funciones continuas.

e FinTop, a la categoria de espacio topoldgicos finitos Ty y funciones continuas.
e Grp a la categoria de grupos y morfismos de grupos.

e Grpd a la categoria de grupoides y morfismos de grupoides.

e Ab a la categoria de grupos abelianos y morfismos de grupos.

e Ord a la categoria de conjuntos preordenados y morfismos de preérdenes.
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e Pos a la categoria de conjuntos parcialmente ordenados, o posets, y morfismos de
ordenes.

e [n] al ordinal finito {0, 1,...,n} con el orden usual, considerado como una categoria
con una unica flecha de ¢ a j si y sélo si ¢ < 7, para n € Ng.

e S al ordinal finito [1] = {0, 1}.

e A a la categoria de ordinales finitos y funtores, o equivalentemente, morfismos de
ordenes.

e 97 a la categorfa de funtores de € a & y transformaciones naturales, para dos
categorias dadas € y Z.

Muchos tipos de estructuras pueden ser candénicamente consideradas como categorias
pequenas. Un conjunto preordenado (X, <) puede ser considerado como una categoria &
con Obj(¢) =Xy
r<y six<y,

1%} siz Ly,

para elementos cualesquiera x,y en X. En otras palabras, dados x,y € X, existe una
dnica flecha

hOIIl%(SU, y) = {

<y
r—Y

en € siy sélo si x < y. No es dificil ver que podemos considerar a la categoria Ord como
una subcategoria plena de Cat. La categoria Pos es una subcategoria plena de Ord y
por lo tanto puede también considerarse una subcategoria plena de Cat.

Por otro lado, un grupo (G,-) puede ser considerado como una categoria pequena
de dos maneras distintas. En ambos casos, se considera que G tiene un tnico objeto,
generalmente denotado por *, y que homg(*,*) = Mor(G) = G. La diferencia entre las
dos categorias esta en la definiciéon de la composicién. Si denotamos por yuxtaposicion a
la composicién de flechas en G, tiene sentido definir

gh=g-h

para todo g, h € G, o bien
gh=nh-g

para todo g, h € G.

Independientemente de cual sea la definicién adoptada para la composiciéon en G, la
categoria G resulta isomorfa a la categoria G°P via el isomorfismo (natural) que mapea a
la flecha ¢ de G en la flecha ¢~ de G°P. Por consiguiente, la definicién de composicién
que se adopte suele ser irrelevante en la mayoria de los casos.

Como en el caso de Ord, es facil ver que la categoria Grp resulta una subcategoria
plena de Cat.

Definicion 1.1.1. Sean &/, # y € tres categorias y sean 0: B — o/ y 7: € — o dos
funtores. Se define la categoria coma o | 7 como la categoria que tiene
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e por objetos a las ternas (B, C, f) € By x 6y x <4 tales que f: o(B) — 7(C).

e por flechas del objeto (B, C, f) al objeto (B’,C’, f') a los pares (8,v) € (B, B’) x
€ (C,C") tales que
(1) f = f'o(B),

es decir, tales que el siguiente diagrama conmuta

e por composicién a la composicién coordenada a coordenada.

Cuando se trabaja con categorias coma, dada una categoria &, es usual denotar por
2 al funtor Idy. Si D € Obj(Z), es comin denotar por D al funtor * — 2 que mapea a
x en Dy denotar por F/D y D\F a las categorias F' | D y D | F, respectivamente, para
cualquier funtor F' que caiga en Z.

En particular, si 4 es una categoria y C' € Obj(¥), las categorias ¢ /C y C\% son
las categorias Idy | Fo vy Fo | Idy, respectivamente, donde Fp: * — € es el funtor que
mapea * en C. La categoria € /C se denomina categoria de objetos sobre C. La categoria
C\% se denomina categoria de objetos bajo C.

La categoria € | € se denomina categoria de flechas de € y suele denotarse por €.

Observacion 1.1.2. Sean B y € categorias, sea 0: # — ¥ un funtor y sea A € %y. Los
objetos de la categoria o /A son ternas (B, x, f) donde B € %, * es el unico objeto de la
categoria * y f es una flecha en ¢ de o(B) a A. Es usual entonces considerar que esta
categoria tiene por objetos a los pares (B, f) donde B € Obj(#) y f: o(B) — A. Bajo
esta identificacion, las flechas en o/A de (B, f) a (B’, f') son flechas g: B — B’ tales que
folg) = f.

Del mismo modo, se considera que los objetos de la categoria A\o son pares (B, f)
donde B € Obj(A) y f: A — o(B), y que las flechas en A\o de (B, f) a (B, f') son
flechas g: B — B’ tales que o(g)f = f'.

Sea € una categoria y sea A € 6. Por lo expuesto en la observacion anterior, y del
hecho de que un objeto (B, f) de € | A estd determinado por f, es usual considerar que
los objetos de %’/ A son las flechas en € con codominio A. Las flechas en € con codominio
A suelen entonces llamarse objetos sobre A. Notemos que, bajo esta identificacién, una
flecha en ¥ /A de f a g no es otra cosa que una flecha h en € de s(f) a s(g) tal que gh = f.
Las flechas entre objetos sobre A se denominan flechas sobre A.

Del mismo modo, los objetos de la categoria A\% pueden considerarse como flechas
en € con dominio A denominadas objetos bajo A y las flechas entre los objetos f y g bajo
A son flechas h en € de t(f) a t(g) tales que hf = g denominadas flechas bajo A.
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Observacion 1.1.3. Un espacio topolégico punteado (X, z) se puede interpretar como una
funcién (continua) del singleton x en X que mapea % en x, o equivalentemente, como
un objeto en Top bajo *. Bajo esta interpretacion, una funcién continua que preserva
puntos base no es otra cosa que una flecha en Top bajo *. Esta observacién nos permite
identificar canénicamente a la categoria Top, con la categoria x\Top.

Maés ann, si € es una categoria con objeto terminal *, los objetos de € bajo * se pueden
interpretar como objetos punteados de € y las flechas en € bajo * se pueden interpretar
como flechas en & que respetan puntos base. Esto permite generalizar la nocién de objeto
punteado a categorias no necesariamente concretas.

Por otro lado, los objetos de €2 pueden ser considerados como flechas de €, y las
flechas en €2 de f a g resultan pares de flechas (o, ) € €(s(f), s(g)) x € (t(f),t(g)) tales

que Sf = gov.

1.1.2 Las categorias Top y Top/B

Comenzamos esta subseccién introduciendo la notacién que serd utilizada en el resto de
este trabajo.

Notacidn. Denotaremos por I al intervalo [0, 1] con la topologia usual.

Notacién. Sean X eY espacios topolégicos y sea y € Y. Denotaremos por C a la funcién
constante igual a y de X en Y. El dominio y el codominio de las funciones constantes
notadas de esta manera se indicara explicitamente en cada caso si no pudiera deducirse a
partir del contexto.

Notacion. Sean X, Y y Z conjuntos. Para cada funcién f: X x Y — Z notaremos por f*
a cualquiera de las funciones inducidas por f por la ley exponencial. Estas son

Y — Set(X, 2)
definida por f*(y)(z) = f(z,y) para todo z € X, paratodoy € Y, y
f*: X — Set(Y, 2)

definida por f#(z)(y) = f(x,y) para todo = € X, para todo y € Y.
Para cada funcién ¢g: Y — Set(X, Z) notaremos por ¢’ a cualquiera de las funciones
inducidas por g por la ley exponencial. Estas son

P XXY > Z

definida por ¢’(z,y) = g(y)(z) para todo = € X y para todoy € Y, y
P YXX > Z

definida por ¢’(y,z) = g(y)(z) para todo = € X y para todo y € Y.

Quedara claro a partir del contexto a cudl de las funciones se hace referencia en cada
caso.
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Notacidn. Sean X e Y espacios topolégicos. Denotaremos por YX al espacio de funciones
continuas de X en Y con la topologia compacto-abierta, es decir, la topologia generada por

la subbase
B={W(K,U): KCX compactoy U CY abierto},

donde el conjunto W (K, U) es el conjunto de funciones continuas de X en Y que mapean
elementos de K en elementos de U, paracada K C X y U CY.

Dado que, para espacios topolégicos X e Y, la topologfa compacto-abierta en Y es
més fina que la topologia de convergencia puntual en hom(X,Y), se sigue que Y~ es Ty,
Ty o Tq, respectivamente, si Y lo es.

Notacion. Sean X e Y espacios topoldgicos y sea x € X. Denotaremos por z}; a cualquiera

de las composiciones
Y =5 {2} xY <> XxY

Y S5V x{z} oY xX

donde las flechas Y = {z} xY yY Y x {z} son los homeomorfismos obvios y las
flechas {z} xY < X xY y Y x {z} — X X Y son las inclusiones.
Cuando no haya lugar a confusién, la funcién ¥ serd simplemente denotada por i,.
Definimos la funciéon “evaluacién”

ev Y X x X Y

como ev’ = (Idyx)’, es decir, como la funcién definida por evY (f,z) = f(z) para todo
feYX ytodo z € X. Definimos ademds

vl YX 5 Yy

como la composicion
; Y
7 ev
VY5 y¥xx Sy
Nuevamente, notaremos ev? y ev) por ev y ev, cuando no haya lugar a confusién.

Tenemos un funtor
X x —: Top — Top

que mapea a todo espacio topoldgico Z en el espacio X x Z, y a toda funcién continua
f: W — Z en la funcién continua Idx x f: X x W — X x Z inducida entre los productos
por f y Idx. Desde luego, el funtor

— X X: Top — Top

se define de manera similar y resulta naturalmente isomorfo a X x —. Tenemos, por otro
lado, un funtor
—X: Top — Top

que mapea a todo espacio topolégico Z en el espacio ZX y a toda funcién continua f: W —
Z en la funcién continua f¥ = (f oev®)f Asi, fX queda definida por fX(g) = fg para
toda g € W¥X.
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1.1 Categorias y métodos simpliciales

Un espacio topoldgico X se dice ezponenciable si las funciones —f y —° definen biyec-
ciones naturales entre los funtores

Set(X x —, —)

Set(—, —).

Esto es equivalente a que para cualquier par de espacios topoldgicos Y y Z, f* sea una
funcién continua para cualquier funcién continua f: X x Y — Z, y ¢” sea una funcién
continua para cualquier funcién continua ¢g: ¥ — ZX.

El siguiente resultado puede deducirse de la demostracién de [33, Teorema 1].

Proposicién 1.1.4 (Ley exponencial para espacios topoldgicos). Sea X un espacio to-
pologico tal que para cada x € X y para cada entorno abierto U de x existe un entorno
compacto de x contenido en U. Entonces X es exponenciable.

Dado un espacio topolégico B, resulta muchas veces conveniente estudiar las funciones
continuas con codominio B como objetos de la categoria Top/B, es decir, como objetos
sobre B. Dado que * es el objeto terminal en Top, entonces la categoria Top es candnica-
mente isomorfa a la categoria Top/*. Esto muestra que las nociones que desarrollaremos
en esta subseccién para la categoria Top/B, para un espacio topoldgico fijo B, generalizan
nociones particulares de la categoria Top.

Definicién 1.1.5. Sean E, E' y B espacios topoldgicos y sean p: £ — By p': E' -+ B
dos funciones continuas. Decimos que una funcién continua ¢: E — E’ respeta fibras si
p'¢ = p, o equivalentemente, si para todo b € B se tiene que ¢(p~1(b)) C (p')~1(b).

Observacion 1.1.6. Para un espacio topolégico B, la categoria Top/B tiene por objetos
las funciones continuas sobre By, para dos objetos p: E — By p': E' — B de Top/B,
las flechas de p a p’ son precisamente las funciones de F a E’ que respetan fibras.

Dado un objeto p: E — B sobre B, la identidad de p no es otra que la identidad de
FE considerada como flecha sobre B de p a p. Asi, cuando se considera a Idg como una
flecha sobre B tiene sentido denotarla por Id,,.

Definicién 1.1.7. Sea B un espacio topoldgico y sean p: E — By p': E' — B dos
funciones continuas consideradas como objetos de Top/B. Sean ¢g, ¢1: p — p’ flechas
sobre B de p ap’. Una homotopia (sobre B) de ¢ a ¢ es una funcién continua H: ExI —
E' tal que

e p'Hi; = p para todo t € I,
o Hig=¢o,y
L] Hi1:¢1.

Si A C E, una homotopia sobre B relativa a A de ¢g a ¢1 es una homotopia H sobre
B que se mantiene constante sobre A, esto es, tal que H(a,t) = ¢g(a) para todo t € I 'y
todo a € A. En otras palabras, H es una homotopia relativa a A si Hi;j = ¢oj para todo
t eI, donde j: A — FE es la inclusién.
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Observemos que las homotopias sobre B relativas a @ son precisamente las homotopias
sobre B.

Notaremos H : ¢ =~ ¢1 si H es una homotopia sobre B de ¢g a ¢1 y H: ¢g >~ ¢1 (rel A)
si H es una homotopia sobre B de ¢y a ¢ relativa a A.

Diremos que dos flechas ¢g, ¢1 sobre B de p a p’ son homotdpicas (sobre B) u
homotaopicas por fibras, y lo notaremos por ¢y =~ ¢1, si existe una homotopia H: ¢g ~ ¢
sobre B. Del mismo modo, diremos que ¢y y ¢1 son homotdpicas (sobre B) relativas a
A u homotdpicas por fibras relativas a A, y lo notaremos ¢g ~ ¢; (rel A) si existe una
homotopia H: ¢g =~ ¢ (rel A) sobre B.

Para un espacio topolégico A, es posible definir homotopias en la categoria A\Top
de manera dual a cémo hemos definido homotopias en la categoria Top/B. De hecho, si
f,9: X — Y son dos funciones continuas y A C X, las homotopias de f a g relativas a A
no son otra cosa que homotopias bajo A, donde las funciones f y ¢ son consideradas como
flechas bajo A de la inclusiéon A < X a la restriccién f|4.

Esta generalidad no serd necesaria y por lo tanto no desarrollaremos estas nociones.

Definicién 1.1.8. Sea B un espacio topoldgico y sean p: & — B y p': E/ — B dos
funciones continuas consideradas como objetos de Top/B. Sea f: p — p’ una flecha sobre
B. Decimos que f es una equivalencia homotdpica (sobre B) si existe una flecha g: p" — p
sobre B, llamada inversa homotdpica de f (sobre B) tal que gf ~1d, y fg ~1d,. En ese
caso, decimos que p y p’ son homotdpicamente equivalentes sobre B u homotdpicamente
equivalentes por fibras. Notemos que la equivalencia homotdpica por fibras es una relacién
de equivalencia.

Sea A C E un subespacio y sea i: A — FE la inclusién. Consideremos la funcién
continua p| = pi: A — B como un objeto sobre B.

Diremos que p| es un retracto por deformacion fuerte de p si existe una retraccién
r:p— pl, tal que Id, ~ ir (rel A).

Notemos que si p| es un retracto por deformacién fuerte de p en Top/B, entonces A
es un retracto por deformacion fuerte de ¥ en Top.

1.1.3 Nervio, realizaciéon geométrica y espacio clasificante

Existen dos tipos importantes de morfismos en la categoria A llamados inyecciones ele-
mentales y suryecciones elementales. Una inyeccién elemental es un morfismo de 6rdenes
inyectivo de [n] a [n + 1] para n € Ny, mientras que una suryeccién elemental es un
morfismo de érdenes sobreyectivo de [n + 1] en [n]. Es facil ver que existen exactamente
n+1 inyecciones elementales de [n—1] a [n]: parai =0,...,n, la inyeccién elemental §]" es
el unico morfismo de érdenes inyectivo de [n—1] a [n] cuya imagen no contiene al elemento
i. Por otro lado, existen exactamente n+ 1 suryecciones elementales de [n+ 1] en [n]: para
1 =0,...,n, la suryeccién elemental ;' es el tinico morfismo de érdenes sobreyectivo que
mapea dos elementos distintos, i e ¢ + 1, en 3.

Es sabido que las inyecciones y suryecciones elementales satisfacen una serie de iden-
tidades, llamadas identidades simpliciales, y que toda flecha en A se factoriza de manera
Unica como composiciéon de suryecciones e inyecciones elementales satisfaciendo ciertas
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1.1 Categorias y métodos simpliciales

condiciones (ver, por ejemplo, [35]). Asi, podemos considerar que las flechas en A estdn
canonicamente generadas por las inyecciones y suryecciones elementales.

Definicion 1.1.9. Sea ¥ una categoria. Un objeto simplicial en la categoria € es un
funtor contravariante de A en €, es decir, un objeto de la categoria €>°".

Un objeto simplicial K en una categoria € puede asimismo describirse como una
coleccion de objetos de ¥

K, = K([n]), para n € Ny,

junto con una coleccién de flechas

dl = K(0}'): K, » Kp—1, paran € Nyparai=0,...,n,y

n
S;

=K(o}'): K;, & Kp41, paran € Ngy parai=0,...,n,

que satisfacen relaciones duales a las identidades simpliciales mencionadas anteriormente.

Las flechas d}' se llaman operadores de cara, o simplemente caras, mientras que las
funciones s} se llaman operadores de degeneracion de K, o simplemente degeneraciones.
Para n € Ny, un (n + 1)-simplex de K se denomina degenerado si estd en la imagen de
si: Ky — Ky para algin i € {0,...,n}.

Se llama conjunto simplicial a un objeto simplicial en la categoria Set, es decir,
a un objeto de Set®” y se llama morfismo simplicial a una transformacién natural
entre conjuntos simpliciales. La categoria Set®” de conjuntos simpliciales y morfismos
simpliciales se suele denotar por sSet.

Dada una categoria pequena %, podemos considerar el funtor

hg = Cat(—,%): Cat®® — Set

que asocia a cada categoria pequena & el conjunto de funtores de Z a . Esta asignacién
permite a su vez definir un funtor

h_: Cat — SetCat””

por h_(%¢) = hy para toda € € Cat.

Definicién 1.1.10. Se define el funtor nervio (simplicial) N: Cat — sSet como la
composicion

he o o
Cat — SetC2™ 5 Set®” = sSet

donde la segunda flecha es la flecha inducida por la inclusién A°P «— Cat®P.

Asi, a cada categoria pequena % se le asocia el conjunto simplicial N (%) que esta
definido por N(%), = €™ para todo n € Ny.

Sin > 1, un n-simplex de N(%) puede interpretarse como una cadena de n flechas
componibles en %:
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Bajo esta interpretacién, podemos describir las caras y degeneraciones de N(%) como
sigue. Para n € N, la funcién d}: €l — €1l ¢s la funcién que mapea al n—simplex

co—>Cl —> " —>Cp

en el (n — 1)-simplex

‘o 11_) fi—1 i1 fit1fi Cisl fiva f_n>6n’
siie{l,...,n—1}, enel (n — 1)-simplex

sit=0yenel (n—1)-simplex

oLy ep B e
si ¢ = n. Por otro lado, paran € Ny e ¢ € {0,...,n}, la funcién s}': ¢l 5 glntl] eg 1a
funcién que mapea al n—simplex

en el (n + 1)-simplex

. Id, ) -
cof—1>-~£>ci—z>cifi>-~f—>cn.
Los n—simplices degenerados de N (%) son entonces los funtores de [n] en ¢’ que mapean
alguna flecha no trivial de [n] en una flecha trivial (identidad) de %
Es claro que el conjunto N (%) esta en biyeccién canénica con Obj(%) y que el conjunto
N(%)1 esta en biyeccién canénica con Mor(%). Para n > 2, el conjunto N(%), estd en

biyeccién canénica con el conjunto de n—uplas (f1,..., f,) de Mor(C)" tales que t(f;) =
s(fi+1) paratodoi =1,...,n — 1.
En [52], J. Milnor asocia a cada conjunto simplicial! K un espacio topoldgico |K| que

denomina realizacion geométrica de K. El espacio |K| se construye como sigue. Primero
se considera el coproducto

o
F:HKnxA"
n=0

donde, para n € Ny, el conjunto K, es considerado como un espacio topolégico discreto y
A"™ es el n—simplex estandar

n
A" = {(to 1o ty) €Y 1 =13
k=0

'En la época de la publicacién de Milnor, los conjuntos simpliciales eran denominados complejos semi-
simpliciales completos.
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con la topologia de subespacio de I"*!. Esta representaciéon del n-simplex estdndar
permite definir de manera muy simple la i—ésima cara del n—simplex

5 A" 5 AT
por
di(tos -+ tn—1) = (to,- .-, ti-1,0,ti, ..., tn_1)
para todo (tg,...,t,_1) € A" ! parai=0,...,nyparan €N, y la i-ésima degeneracion

del n—simplex
oi: AL 5 AP

por
Ji(to, o ,tn+1) = (t(], e tic1, b i1, Ty, - - ,tn+1>

para todo (tg,...,tn11) € A" parai=0,...,ny para n € Ny.2
A continuacion, se considera la relacién de equivalencia ~ en K generada por las
relaciones

(dik,x) ~ (k,0;z), parak € K, yz € A" conneNyie{0,...,n},y

(sik,x) ~ (k,o;2), para k € K, y x € A" conn € Ngy i€ {0,...,n}.

Se define el espacio |K| como el espacio cociente K/ ~. Este espacio resulta un CW-—
complejo que tiene, para cada n € Ny, una n—celda por cada n—simplex no degenerado
de K [52, Teorema 1]. M&s ain, un morfismo simplicial ¢p: K — K’ induce, de manera
funtorial, una funcién continua |p|: |[K| — |K’| definida por |p|([k,z]) = [p(k),z]. Asf,
podemos definir un funtor realizacion geométrica

|- |: sSet — Top

que a cada conjunto simplicial K le asigna el espacio |K| y a cada morfismo simplicial
¢: K — K' le asocia la funcién continua |¢|: |[K| — |K’|.

Definicién 1.1.11 ([65]). Definimos el funtor espacio clasificante B: Cat — Top como
la, composicién

Cat 2 sSet |—‘—> Top.

2En el articulo original, Milnor define el n—simplex estdndar por
A" = {(to,t1, ... tn,tny1) € R™2 . 0=ty <t; <+ <ty <tppr =1},
con lo cual las caras y degeneraciones quedan definidas, respectivamente, por

0i(toy - ytn) = (toy -y tistiy. e tn)

O'i(t()7 .. '7t7l+2) = (to, .. .,ti,ti+2, .. .,tn+2).
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G. Segal demuestra en [65] que si ¢ y D son categorias pequenas y F,G: € — D son
funtores, una transformacion natural «: F' = G induce una homotopia ay: BF ~ BG,
de donde se deduce que el espacio clasificante de una equivalencia de categorias entre
categorias pequeiias es una equivalencia homotodpica entre los espacios clasificantes de las
mismas.

En [58], D. Quillen establece a través del funtor espacio clasificante, el uso de termi-
nologia topoldgica para nociones categoricas. Por ejemplo, un funtor entre categorias
pequenas se denomina equivalencia homotdpica si su espacio clasificante lo es, y una
categoria pequena se denomina contrdctil si lo es su espacio clasificante. En el contexto
de este trabajo, esta terminologia resultaria ambigua y por lo tanto no serd utilizada.

El funtor espacio clasificante permite el estudio de categorias pequenas mediante
herramientas topoldgicas. Veremos en la subseccion 1.2.1, que todo espacio de Alexandroff
(cf. definicién 1.2.1) se puede interpretar como un conjunto preordenado, y por lo tanto,
como una categoria pequena. Tiene sentido, entonces, estudiar la relacién entre los
invariantes homotdpicos (débiles) del espacio original y los de su espacio clasificante. Para
esto, necesitamos definir de manera precisa los grupos de homologia y de homotopia de
una categoria pequena.

La definicién de los grupos de homologia de una categoria pequena es sencilla.

Definicién 1.1.12 ([58]). Sea A un grupo abeliano. Definimos el funtor
H,(—;A): Cat — Ab

como la composicién
(—4)

Cat 2, Top Hn—) Ab.

Para n € Ny, el funtor H,(—; A) se denomina n—ésimo grupo de homologia con coefi-
cientes en A.

D. Quillen observa que los grupos de homologia de una categoria pequena % con
coeficientes en un grupo abeliano A se pueden definir algebraicamente como la homologia
de un complejo de cadenas que se define en términos de cadenas de flechas componibles

de € [58, 59]. En el caso en que % es un espacio de Alexandroff T considerado como un
poset, la homologia de € definida por Quillen coincide con la P—homologia de € definida
en [20] y, en virtud del teorema de McCord (teorema 1.2.52), con la homologia singular

de € con coeficientes en A.

Para definir los grupos de homotopia de una categoria pequena, antes debemos tener
en cuenta las siguientes consideraciones. Notemos que el objeto terminal * en Set induce
un objeto terminal, que denotaremos también por *, en sSet. Este es, desde luego,
el funtor constante * de A°P en Set. Se sigue de la observacién 1.1.3, que podemos
considerar la categoria sSet, = *\Set como la versién punteada de la categoria sSet.
Como N(x) es el funtor constante *, el funtor N se extiende de manera natural a un
funtor N: Cat, — sSet, y permite extender el funtor B a un funtor B: Cat, — Top,.
Explicitamente, dada una categoria pequena % y un objeto C de €, el espacio topolégico
punteado B(%,C) es el par (B%,C) donde C' es considerado en este caso, como la 0—celda
correspondiente al 0-simplex (no degenerado) C' de N(%).

12



1.1 Categorias y métodos simpliciales

Definicién 1.1.13 ([58]). Definimos el funtor my: Cat, — Set, como la composicién

Cat, =N Top, —% Set.,

y, para n € N, definimos el funtor 7, : Cat, — Grp como la composicién
Cat, B, Top, — Grp.

Para n € Ng, el funtor 7, se denomina n—ésimo grupo de homotopia, aunque es claro
que (%, C) es en general un conjunto punteado, y no un grupo, para ¢ € Cat y C € %.

Desde luego, el funtor my se puede considerar como es usual como un funtor de Cat,
a Set de manera canodnica, componiendo con el funtor olvido canénico de Set, a Set.

Como en el caso de los espacios topoldgicos punteados, si € es una categoria pequeina
y C € %y, el grupo m1(¢, C) se lama grupo fundamental de € en C.

Los siguientes resultados proveen importantes herramientas para el estudio de los
grupos de homotopia de categorias pequenas.

Teorema 1.1.14 (Teorema A, [58]). Sean € y 2 dos categorias pequenas y sea F': € — 9
un funtor. Si B(D\F) es contrdctil para todo D € Obj(Z) entonces BF' es equivalencia
homotopica.

Dualmente, si B(F/D) es contrdctil para todo D € Obj(Z), entonces BF' es equiva-
lencia homotopica.

Teorema 1.1.15 (Teorema B, [58]). Sean € y & dos categorias pequenas y sea F: € — 9
un funtor.

Si B(u*): B(D'\F) — B(D\F) es equivalencia homotdpica para todo u: D — D’
para cualesquiera D, D" € Obj(2), donde u*: D'\F — D\F es el funtor inducido por u,
entonces F induce una sucesion exacta larga

o 5 Tps1(2, D) = T (D\F, (C,1dp)) 25 1,(%,C) £ 710(2, D) — - --

para cualquier D € Obj(2) y cualquier C € F~Y(D), donde F, es el morfismo inducido
por F' y j. es el morfismo inducido por la proyeccion candnica j: D\F — € .

Dualmente, si B(ux): B(F/D) — B(F/D’') es equivalencia homotdpica para todo
u: D — D' para cualesquiera D, D’ € Obj(2), donde us: F/D — F/D’ es el funtor
inducido por u, entonces F' induce una sucesion ezxacta larga

oo = 7041(2, D) = 1 (F/D, (C,1dp)) £ 70 (€,C) L5 70(2,D) — - --

para cualquier D € Obj(2) y cualquier C € F~Y(D), donde F, es el morfismo inducido
por F' y k. es el morfismo inducido por la proyeccion candnica k: F/D — €.

1.1.4 Fibraciones de Grothendieck

Sean E y B dos categorias pequenas y sea p: £ — B un funtor. Para cada b € By, la
fibra E, = p~1(b) es, en principio, un conjunto de objetos de E que se mapean sobre b
por p y un conjunto de flechas de E que se mapean en Idg por p. Es facil ver que p~1(b)
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es una subcategoria de FE, posiblemente vacia, para cada b € By. Surge naturalmente
preguntarse bajo qué condiciones se puede extender la asignacién b — FE, a un funtor
(covariante o contravariante) de B en Cat, que permita recuperar al funtor original p.
Esto requiere, por ejemplo, que los morfismos en B induzcan funtores entre las fibras
correspondientes de alguna manera mas o menos natural. Seria también razonable requerir
condiciones adicionales, como ser, que las construcciones involucradas sean “universales”
o “funtoriales” en algin sentido.

La teoria de fibraciones de Grothendieck da una posible respuesta a este problema. El
lector interesado puede encontrar el desarrollo de esta teoria en [37, 36, 13].

No es nuestro objetivo presentar un desarrollo profundo del tema, para lo cual haria
falta introducir conceptos y resultados de la teoria de 2-categorias. Dado que estos
resultados no son necesarios para el desarrollo del presente trabajo, nos limitaremos a
exponer brevemente algunas definiciones y resultados que, por su naturaleza combinatoria,
seran de utilidad en los capitulos 4 y 5.

Definiciéon 1.1.16. Sean E y B dos categorias pequenas y sea p: £ — B un funtor.
Una flecha en f: ¢’ — e en E se dice cartesiana (respecto de p) si para cualquier flecha
g: ¢’ — e en E y cualquier flecha h: p(e”) — p(e’) en B tales que p(g) = p(f)h existe una
tinica flecha h: e’ — ¢’ tal que fh=g y p(ﬁ) = h.

En términos informales, f es cartesiana si cualquier flecha h que haga conmutativo el
diagrama que a continuaciéon mostramos a la derecha se puede levantar de manera tnica
por p a una flecha h que haga conmutativo el diagrama de la izquierda.

f . p(f)
e —p e p(e') —» p(e)
A
" i g p " p(9)
e’ p(e”)

De manera dual, una flecha f: e — €’ en E se dice cocartesiana u opcartesiana si es
cartesiana respecto de p°P, esto es, si para cualquier flecha g: e — ¢’ en E'y cualquier
flecha h: p(e’) — p(e”) en B tales que p(g) = hp(f) existe una tnica flecha h: e’ — €” tal

que hf:gyp(h) = h.

f p(f) ,
e ———» ¢ ple) —» p(e’)
7 e h
g l 4 p p(9)
v
e’ p(eﬁ)

Definiciéon 1.1.17. Sean F y B dos categorias pequenas y sea p: £ — B un funtor.
Decimos que p es una fibracion de Grothendieck si para todo e € F, todo b € B y toda

flecha f: b — p(e), existe ¢/ € p~!(b) y una flecha cartesiana f: ¢/ — e tal que p(f) = f.
La flecha f se denomina levantado cartesiano de f a e.
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De manera dual, decimos que p es una opfibracion de Grothendieck si p°P es fibracién
de Grothendieck. En otras palabras, p es opfibracién de Grothendieck si para todo e € E,
todo b € By toda flecha f: p(e) — b, existe ¢’ € p~!(b) y una flecha cocartesiana f: e — ¢’

tal que p(f) = f. La flecha f se denomina levantado cocartesiano de f desde e.

Algunas propiedades importantes de las fibraciones de Grothendieck son las siguientes

[13]:
e La composicién de fibraciones de Grothendieck es fibracion de Grothendieck.

e Las fibraciones de Grothendieck son estables por pullbacks.

Si By F' son categorias pequenas, la proyeccion candénica np: BxX F — B es fibracion
de Grothendieck.

Sipg: Eg — Byy p1: E1 — Bi son fibraciones de Grothendieck, entonces el producto
poxpl:onE1—>B0><Bl

es una fibracién de Grothendieck.

Si C' es una categoria pequena y p: £ — B es fibracion de Grothendieck, entonces
p¢: B¢ — B¢ es fibracién de Grothendieck.

Definicion 1.1.18. Sean E y B categorias pequenas y sea p: £ — B un funtor. Un
clivage (para p) es una funcién ¢ que a cada e € Fy y a cada flecha f: b — p(e) en B le
asigna un levantado cartesiano ¢£ de f a e. El clivaje ¢ se denomina cerrado si respeta
identidades y composiciones, es decir, si ¢Iedp ) = Id, para todo e € E y ngZQ = ¢>Z d)i, para
todo e € Ey, toda flecha f: o' — p(e) y toda flecha g: b — b/ en B, donde ¢’ = s(gbg).
Un opclivaje (para p) es una funcién ¢ que a cada e € Ey y a cada flecha f: p(e) — b
en B le asigna un levantado cocartesiano gbéc de f desde e. El opclivaje ¢ se denomina

. . . - R s T
cerrado si respeta identidades y composiciones, es decir, si ¢ " = Id, para todo e € E y
Y = gf)‘Z,(bg para todo e € Ey, toda flecha f: b — V' y toda flecha g: b — b en B, donde

¢ = t(l).

Observacion 1.1.19. Por el axioma de elecciéon, un funtor entre categorias pequenas es
fibracién de Grothendieck si y sélo si admite un clivaje, y es opfibraciéon de Grothendieck
si y sélo si admite un opclivaje.

Definicién 1.1.20. Una fibracién (resp. opfibracién) de Grothendieck se denomina
escindida si admite un clivaje (resp. opclivaje) cerrado.

Aclaramos que el término fibracion escindida puede encontrarse en la bibliografia con
un significado diferente pero muy relacionado con el que damos aqui. Una fibracion clivada
se define como un par (p, ¢) donde p es una fibraciéon de Grothendieck y ¢ es un clivaje para
p. En este contexto, se suele denominar fibracion escindida a una fibracién clivada (p, @)
en que ¢ es un clivaje cerrado. Desde luego, si (p, ¢) es una fibracién (clivada) escindida,
entonces la fibracién p es escindida segin la definiciéon adoptada en este trabajo.
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Se observa en [37] que el conjunto de clivajes de un morfismo de grupos ¢: G — H
(considerado como un funtor entre categorias con un tinico objeto) esta en correspondencia
biunivoca con el conjunto de secciones de ¢ en Set, y que un clivaje es cerrado si y sélo si
la seccién de ¢ correspondiente resulta un morfismo de grupos (es decir, si es una seccién
de ¢ en Grp). Se sigue, por un lado, que todo epimorfismo de grupos es una fibracién de
Grothendieck, y por otro, que existen fibraciones de Grothendieck que no son escindidas.

Ejemplo 1.1.21 ([69]). Consideremos a los grupos Z y a Z/2Z = {[0], [1]} como categorias
con un unico objeto. Consideremos ademas el cociente candnico p: Z — 7Z/27 como un
funtor.

Supongamos que ¢ es un clivaje cerrado para p. Sea k = géLl]. Es claro que k es un
entero impar. Ahora bien,

0= Id* _ ¢Id* — ¢>[|<0] _ ¢>[|<1]+[1] _ Qb;[kl] + ng}] — 9%k # 0.
Este absurdo muestra que p no admite clivajes cerrados.

Definicién 1.1.22 ([37]). Sea B una categoria pequena y sea F': B — Cat un funtor
(covariante). La construccidn de Grothendieck de (o sobre) F es la categorfa [ F junto
con el funtor mp: [ F — B definidos a continuacién.

La categorfa [ F' tiene por objetos a los pares (b, x) tales que b € By y x € F(b)y. Las
flechas en [ F de (b,z) a (b,2') son los pares (f,g) donde f: b — ' es una flecha en By
g: F(f)(z) — 2’ es una flecha en F'(V'). La composicién en [ F estd definida por

(f 9)(f.9) = (f'f.9'F(f)(9)

para flechas (f,g): (b,z) — (b/,2") y (f',¢"): (V/,2') — (b",2") en [ F.
El funtor mp: [ F — B es la proyeccién candnica a B, es decir, mg(b, z) = b para todo
objeto (b,z) de [ Fy wp(f,g9) = f para toda flecha (f,g) de [ F.

Definicion 1.1.23. Sea B una categoria pequena y sea F': B — Cat un funtor contra-
variante. La construccién de Grothendieck de (o sobre) F es la categorfa [ F junto con el
funtor mp: [ F — B definidos a continuacion.

Como en el caso covariante, la categorfa [ F tiene por objetos a los pares (b, z) tales
que b € Byy x € F(b)o. Las flechas en [ F de (b,z) a (V/,2) son, en este caso, los pares
(f,g9) donde f:b — b es una flecha en By g: x — F(f)(2') es una flecha en F(b). La
composicién en [ F estd definida por

(9 f9) = (F f,F(f)(9)g)

para flechas (f,g): (b,z) — (V/,2) y (f',¢"): (V/,2') — (b",2") en [ F.
El funtor 7p: [ F — B es nuevamente la proyeccién candnica a B.

Observacion 1.1.24. La construccion de Grothendieck sobre un funtor contravariante de
B a Cat se proyecta (de manera covariante) sobre B, mientras que la construccién de
Grothendieck sobre un funtor covariante de B°? a Cat se proyecta (de manera también
covariante) sobre B°P. Esto muestra que las dos construcciones de Grothendieck que
acabamos de definir son esencialmente distintas y no pueden interpretarse una en términos
de la otra identificando funtores contravariantes de B en Cat con funtores covariantes de
B°P en Cat.
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Uno de los resultados principales de la teoria de fibraciones de Grothendieck se enuncia
en términos de pseudofuntores y 2—categorias. Establece que, para toda categoria pequena
B, la construccién de Grothendieck define una equivalencia de 2—categorias entre la 2—
categoria de pseudofuntores contravariantes de B en Cat y la 2—categoria de fibraciones
de Grothendieck sobre B (Ver [13, Teorema 8.3.1] y [13, 1.3.6 de seccién B1.3]).

En la seccién V1.9 de [37] se observa que la construccién de Grothendieck se restringe
a una equivalencia de categorias entre la categoria Cat?” de funtores contravariantes
de B en Cat y transformaciones naturales y la categoria de fibraciones de Grothendieck
(clivadas) escindidas y morfismos clivados. En particular, la construccién de Grothendieck
para funtores contravariantes induce una biyeccién candnica entre (clases de isomorfismos
de) funtores contravariantes de C' en Cat y (clases de isomorfismo de) fibraciones de
Grothendieck escindidas sobre C.

A continuacién damos algunos detalles de las construcciones involucradas en las equi-
valencias anteriormente mencionadas.

Proposiciéon 1.1.25. Sea B una categoria pequena y sea F': B — Cat un funtor contra-
variante. Entonces p: [ F — B es una fibracidn de Grothendieck escindida.

Demostracion. Observemos primero que si (b, z) es un objeto de [ F'y f: b — b es una
flecha en B, la flecha
(f Idp(py): (O, F(f)(2) = (b,2)
es un levantado de f a (b, z).
Ahora bien, si (by, zg) es un objeto de [ F, (g,¢): (by,zo) — (b,z) es una flecha en
[ Fyh:by— b es una flecha en B tal que g = fh, entonces

Més atin, si (W', ¢') es una flecha en [ F de (bo, zo) a (b, F(f)(x)) tal que mp(h',¢') = h
y (f’ IdF(f)(:E))(h,a 30/) = (ga 90)7 se sigue que h' =h y que
(9:0) = (£, 1dp(py@) (B, ¢') = (fh, F(W)Idp(p)@))¢') = (9, ¢")

de donde es claro que ¢ = ¢'. Asi, (h, ) es la tnica flecha de (bg, xo) a (b, F(f)(x)) que
hace conmutar el diagrama de la izquierda

7IdF x
W F(f) (@) (ldree) > (b, ) Y ey
A
(h7 90) 3 (g’ L,O) ﬂ_B" h g
(bo,‘ﬂﬂo) bo

Por lo tanto, (f,Idp(f))) es un levantado cartesiano de f a (b,x). Es facil ver que la
funcién ¢ que a cada objeto (b,x) de [ F y a cada flecha f: b’ — b le asigna el levantado
cartesiano (f,Idp(fy(z)) es un clivaje cerrado para 7p. O

Mostraremos ahora como construir, a partir de una fibracion de Grothendieck escindida
p: E — B, un funtor contravariante de B en Cat cuya construcciéon de Grothendieck es
isomorfa a p.
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Teorema 1.1.26. Sean E y B categorias pequenias y sea p: ' — B una fibracion de
Grothendieck escindida. Entonces existe un funtor contravariante F,: B — Cat tal que

iy . F . .
la proyeccion candnica 7 : [ F, — B es un objeto sobre B isomorfo a p.

Demostracion. Como hemos mencionado al principio de esta subseccion, para cada objeto
b de B tenemos una subcategoria p~!(b) de E cuyos objetos son los objetos de E que se
mapean sobre b por p y cuyas flechas son las flechas de E que se mapean sobre Id, por p.

Sea ¢ un clivaje cerrado para p. Veamos como construir, para cualquier flecha ¢: b’ — b
en B, un funtor f*: p~1(b) — p~1(¥).

Sea f: b — b una flecha en B. Para todo e € p~1(b), se tiene que f: b’ — p(e) y por
lo tanto existe un levantado cartesiano gbéc : ¢/ — ede f ae. Definimos entonces la funcién
frip Y (b)o — p~1(¥)o por f*(e) = s(gzﬁéc) para todo e € p~1(b)o.

Necesitamos ahora definir f*(a) para toda flecha o en p~1(b). Sea entonces a: ey — €1
una flecha en p~!(h). Dado que <;3£1 es cartesiana, se sigue que existe una unica flecha
a: s(qSZO) — s(gf)é) tal que ¢, a = a(;ﬂfo y p(@) =Idy. Podemos entonces definir f*(a) =
a. Es fécil verificar que f* es un funtor.

Definimos la asignacién F,: B — Cat por F,(b) = p~1(b) para todo b € By y por
F,(f) = f* paratoda f € By. Es facil también verificar que Fj, es un funtor contravariante.

Ahora bien, existe un funtor canénico v: [ F, — E definido por v(b, ) = e para todo
(bye) € [ F, y por v(f,g9) = gbi,g para toda flecha (f,g): (b,e) — (V',€') en [ F,. Por
otro lado, existe un funtor §: E — [ F, definido por é(e) = (p(e),e) para todo e € Ey y
por 6(f) = (p(f), f) para toda flecha f: e — € en E, donde fes la tinica flecha de e a
s(qﬁi,(f)) tal que qﬁi,(f)f: Iy p(f) = Id,(e)- No es dificil ver que v y ¢ son isomorfismos

. F, ., _F . :
mutuamente inversos sobre B entre 75" y p. Asi, 75" y p son objetos isomorfos sobre
B. O

Resultados analogos a los aqui expuestos valen para funtores covariantes y opfibraciones
de Grothendieck, utilizando desde luego, la construcciéon de Grothendieck para funtores
covariantes correspondiente.

En el capitulo 4 daremos una definicion de una construccién andloga que hemos
denominado construccion de Grothendieck topologica que serd de suma importancia en
los capitulos 4 y 5.

1.1.5 Propiedades de levantamiento

Las propiedades de levantamiento ocupan un importante rol en la teoria de categorias
de modelos desarrollada por D. Quillen [60], permitiendo el desarrollo de una “teoria de
homotopia abstracta” en el contexto de la teoria de categorias.

Si bien las propiedades de levantamiento no resultan esenciales para este trabajo,
haremos un breve desarrollo de algunos resultados que resultara conveniente tener a mano
a la hora de desarrollar las nociones de levantamiento y extension de homotopfias.

Los resultados de esta subseccién se demuestran mediante argumentos estdandar. El
lector interesado puede profundizar el desarrollo aqui expuesto asi como su relacién con el
estudio de teoria de homotopia abstracta en [11].
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Definicion 1.1.27. Sea % una categoria y sean i: A — By p: X — Y dos morfismos en
%. Decimos que i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p y que p
tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de i si para cualesquiera morfismos
fiA— Xyg: B— Y talesque pf = gi existe un morfismo h: B — X, llamado levantado
de g por p (a partir de f a través de i), tal que hi = fy ph = g.

Esta situacién puede ser representada en términos de diagramas conmutativos. En
efecto, ¢ tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p, si cualquier

diagrama conmutativo
A X
B Y

se puede completar, mediante un morfismo h: B — X, a un diagrama conmutativo

f

A
R/
: h
? s
B
g

Ejemplo 1.1.28. Si p: £ — B es un isomorfismo en una categoria %, entonces para
cualquier flecha i: A — X en % y cualquier par de flechas f: A - Fy g: X — B en
€ tales que pf = gi, tenemos que pp~lg =gy p lgi = p~'pf = f. Luego, p~'g es un
levantado de g por p a partir de f.

i\

|

9

i

p

b<‘

|

B > Y

Asi, todo isomorfismo en % tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de
cualquier flecha.

De manera similar, todo isomorfismo en % tiene la propiedad de levantamiento a
izquierda respecto de cualquier flecha.

Observacion 1.1.29. Es facil ver que si una flecha p: £ — B en una categoria € tiene
la propiedad de levantamiento a derecha (o equivalentemente, a izquierda) respecto de si
misma, entonces es un isomorfismo. En efecto, dado que pldg = p = Idgp, si p tuviera la
propiedad de levantamiento a derecha respecto de si misma, entonces existiria h: B — E
tal que ph =1dp y hp = Idg.
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Ejemplo 1.1.30. Sea ¥ una categoria con objeto terminal %, sea E un objeto de € y
sea p: E — * la unica flecha posible. Entonces p tiene la propiedad de levantamiento a
derecha respecto de las secciones.

En efecto, si i: A — X es una secciéon y r: X — A es tal que ri = Id4, entonces para
cualquier flecha f: A — FE se tiene que fri = f y por lo tanto fr es un levantado de la
unica flecha X — % por p desde f.

De manera dual, si € tiene objeto inicial @ y X es un objeto de %, entonces la
unica flecha de @ a X tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de las
retracciones.

Proposicion 1.1.31. Sea € una categoria, sea p: E — B una flecha y seani: X —Y y
j:Y = Z flechas en € que tienen la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de
p. Entonces ji tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p.

Demostracion. Sean f: X — E'y g: Z — B flechas en ¥ tales que pf = gji. Dado que %
tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p, existe una flecha h: Y — F
tal que hi = f y ph = gj. Por otro lado, como j tiene la propiedad de levantamiento
a izquierda respecto de p, existe una flecha k: Z — FE tal que kj = h y pk = g. Dado
que kji = hi = f, se sigue que k es el levantado de g por p desde f. Luego, ji tiene la
propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p. ]

Dualmente, se demuestra la siguiente proposicién.

Proposicion 1.1.32. Sea € una categoria, sea i: A — X una flecha y seanp: X =Y y
q: Y — Z flechas en € que tienen la propiedad de levantamiento a derecha respecto de i.
Entonces gp tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de 1.

Proposicién 1.1.33. Sea ¢ una categoria, seai: A — X una flecha en € y sea {p;: E; —

B;}jes una coleccion, indexada por un conjunto J, de flechas en € que tienen la propiedad

de levantamiento a derecha respecto de i. El producto [] pj, si existe, tiene la propiedad
jeJ

de levantamiento a derecha respecto de 1.

Demostracion. Supongamos que el producto

e [1E - 1]5B

jeJ = jeJ

existe. Para cada j € J denotamos por 7g; y por mp; a las proyecciones candnicas de
II Ej en E; y de [] Bj en By, respectivamente. Entonces p;mp, = 7p; [[ p; para todo
JjeJ jeJ jeJ

jedJ.

Sean ahora f: A — [[ Ej y g: X — [] B; flechas en € tales que | [[ p; | f = gi.
JjeJ JjeJ Jj€J
Entonces, p;mg;f = mp,gi para todo j € J y por lo tanto, para cada j € J existe
hj: X — Ej tal que pjh; = mp,g y hji = ng, f. Sea h: X — [] Ej; la flecha inducida por
JjeJ
la coleccion de flechas {h;} e
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Tenemos, por un lado, que

Hpj h =pjmgh =pjh; = 7p,g
jeJ

para todo j € J de donde se sigue que (H pj> h=
JjEJ
Por otro lado, tenemos que

ﬁEjhi = hji = 7TEjf

para todo j € J de donde se sigue que hi = f. Asi, h es el levantado de g por [] p; a
JjeJ
partir de f. O

Tenemos ademas el siguiente resultado, dual de 1.1.33.

Proposicién 1.1.34. Sea € una categoria, sea p: E — B una flecha en € y sea {ij: A; —
Xj}jers una coleccion, indexada por un conjunto J, de flechas en € que tienen la propiedad

de levantamiento a izquierda respecto de p. El coproducto [] i, si existe, tiene la propie-
JjeJ
dad de levantamiento a izquierda respecto de p.

Como probamos a continuacion, la propiedad de levantamiento a izquierda es preser-
vada por retracciones y pushouts, mientras que la propiedad de levantamiento a derecha
es preservada por retracciones y pullbacks.

Proposiciéon 1.1.35. Sea € una categoria, sean i: A — B yp: X — Y morfismos en €
y sea i': A" — B’ un retracto de i. Si 1 tiene la propiedad de levantamiento a izquierda
respecto de p, entonces i’ también la tiene. Equivalentemente, si p tiene la propiedad
de levantamiento a derecha respecto de i entonces tiene la propiedad de levantamiento a
derecha respecto de 1.

Demostracién. Sean f: A’ — X y g: B’ — Y flechas en € tales que pf = gi’. Dado
que 7’ es retracto de i, existen morfismos (s,s'): i/ — iy (r,7'): i — ¢’ en la categoria de
flechas de € tales que (r,7’)(s,s’) = Idy. En particular, i'r = r'i. Tenemos entonces que
pfr = gr'i y dado que i tiene la propiedad de levantamiento a izquierda respecto de p, se
sigue que existe un morfismo h:B— X en % tal que hz fry ph = gr'. Sea h = hs'.

Entonces hi’ = hs'i’ = his = frs=fyph= phs = gr's’ = g. El resultado se sigue. [J

Dualmente se demuestra la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.36. Sea € una categoria, sean i: A — B yp: X — Y morfismos en €
y sea p': X' — Y un retracto de p. Si p tiene la propiedad de levantamiento a derecha
respecto de i, entonces p' también la tiene. Equivalentemente, si i tiene la propiedad de
levantamiento a izquierda respecto de p entonces tiene la propiedad de levantamiento a
izquierda respecto de p'.
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Proposicién 1.1.37. Sea ¢ una categoria, sean i: A — B, p: X - Y y3:Y =Y
morfismos en € y sea p': X' — Y un pullback de p a lo largo de 3. Si p tiene la
propiedad de levantamiento a derecha respecto de i, entonces p' también la tiene.

Demostracion. Sean f: A — X'y g: B — Y’ morfismos en € tales que p'f = gi. Sea
a: X' — X el pullback de 8 a lo largo de p tal que pae = Sp’. Tenemos entonces que
Bgi = pp'f = paf,y puesto que p tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto
de i, entonces existe h: B — X tal que hi = af y ph = Bg. Existe entonces un tnico
h: B— X' tal que ah=hy p'h = g.

h
A——>x —" > X
X’LX
i p’ pull D
pull p

Y ——» Y

Para ver que p’ tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de i, falta probar
que hi = f. Ahora bien, ahi = hi = af y p'hi = gi = p'f. Por propiedad universal del
pullback, hi = f. Se sigue que p’ tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto
de 3. O

Se tiene asimismo el resultado dual siguiente.

Proposicién 1.1.38. Sea ¢ una categoria, sean i: A — B, p: X - Y ya: A — A
morfismos en € y sea i': A" — B’ el pushout de i a lo largo de o. Si i tiene la propiedad
de levantamiento a izquierda respecto de p, entonces i’ también la tiene.

1.2 Espacios Topoldégicos Finitos

En esta seccién expondremos la teoria basica de espacios topoldgicos finitos, es decir, de
espacios topolégicos con una cantidad finita de elementos.

El desarrollo de la teoria de espacios topolégicos finitos fue iniciado por Pavel Alexan-
droff en [3] al establecer una correspondencia biunivoca entre los conjuntos preordenados
v los espacios topoldgicos que hoy llevan su nombre, la cual se restringe a una correspon-
dencia biunivoca entre los conjuntos preordenados finitos y los espacios topolédgicos finitos.
Este desarrollo fue posteriormente enriquecido por los aportes de Robert Stong [6%], quien
estudi6 tipos de homotopia de espacios topoldgicos finitos mediante herramientas com-
binatorias, y Michael McCord [51], quien utiliz6 complejos simpliciales y poliedros para
estudiar invariantes homotdpicos débiles de espacios topolégicos finitos.

Hasta principios de la década del 2000, la teoria de espacios topoldgicos finitos continué
lentamente su desarrollo en trabajos como [77, 56, 39, 38]. En el anio 2003, los resultados
mas importantes de esta teoria conocidos hasta el momento fueron recopilados por J. P.
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May en [19], trabajo que inspiré a otros investigadores y alumnos a continuar con el estudio
y el posterior desarrollo de la misma.
Los principales avances en el estudio de los espacios topoldgicos finitos surgidos a
continuacién del trabajo de May pueden encontrarse en [7, 9, 8, 61, 5, 10, 53, 18, 6, 29,
, 20, 72]. Las referencias principales para esta seccién son [5] y [50].

1.2.1 Espacios de Alexandroff y conjuntos preordenados

Comenzamos esta seccién recordando la definicién de espacio de Alexandroff y mostrando,
a continuacién, una conocida equivalencia entre espacios de Alexandroff y conjuntos pre-
ordenados que utilizaremos a lo largo de todo este trabajo.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un espacio (topolégico)
de Alexandroff o A-espacio si la interseccién arbitraria de abiertos de X es un conjunto
abierto.

Ejemplo 1.2.2. Todo espacio topoldgico finito es de Alexandroff.
En un espacio de Alexandroff tiene sentido la nocién de abierto minimal.

Definiciéon 1.2.3. Sea X un espacio de Alexandroff. Para todo z € X, definimos el
abierto minimal de x en X como la interseccién de todos los abiertos de X que contienen
a z. Este conjunto, que es claramente abierto, serd denotado por U:X, o simplemente por
U, si el espacio X estd sobreentendido.

Definimos la base minimal de X como el conjunto

B={U,:z€X}.

Es facil ver que B es una base para la topologia de X y que cualquier otra base para X
contiene a B, de donde es claro que B es base minimal en el sentido de la inclusion.

Observacion 1.2.4. Sea X un espacio de Alexandroff y sea Y un espacio topolégico cual-
quiera. Si (z,y) € X x Y y U es un entorno abierto de (z,y), entonces U, x {y} CU.

Observacion 1.2.5. Si X es un espacio de Alexandroff, es evidente que U, es compacto
para todo x € X. De la proposicion 1.1.4 se sigue que los espacios de Alexandroff son
exponenciables.

Existe una correspondencia biunivoca entre espacios topolégicos de Alexandroff y
conjuntos preordenados dada por las siguientes construcciones, mutuamente inversas.

Definicién 1.2.6. Sea (X, 7) un espacio de Alexandroff. Definimos en X la relacién <,
por
r<;ye U, C Uy

para z,y € X.
Es claro que <; es reflexiva y transitiva. Asi, (X, <;) es un conjunto preordenado.
Ademsds, no es dificil ver que <, es antisimétrica si y sélo si X es un espacio Ty, en
cuyo caso, se sigue que (X, <;) es un conjunto parcialmente ordenado, o poset.
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Definicién 1.2.7. Sea (X, <) un conjunto preordenado. Decimos que un subconjunto S
de X es una seccion inicial (resp. final) de X si para cualquier x € S y cualquier y < x
(resp. y > x), se cumple que y € S.

Definimos el conjunto

7< = {5 C X : S es seccidn inicial de X}.

No es dificil ver que el conjunto 7< es una topologia en X. Dado que la interseccién
arbitraria de secciones iniciales es una seccién inicial, se sigue que el espacio (X, 7<) es un
espacio topolégico de Alexandroff. Més ain, es facil ver que (X, 7<) es Ty si y sélo si <
es un orden parcial.

Las construcciones que acabamos de definir son mutuamente inversas, esto es, para
todo espacio topoldgico de Alexandroff (X,T), se tiene que

T=r <r
y para todo conjunto preordenado (X, <) se tiene que

j:§T< .
Estas establecen, para cada conjunto X, una correspondencia biunivoca entre topologias
de Alexandroff en X y predrdenes en X, que se restringe a su vez a una correspondencia
biunivoca entre topologias de Alexandroff Ty en X y érdenes parciales en X.

Por otro lado, es también facil ver que las funciones continuas entre espacios de
Alexandroff son precisamente los morfismos de preérdenes entre los conjuntos preorde-
nados correspondientes. Asi, la categoria ATop que es la subcategoria plena de Top
cuyos objetos son los espacios de Alexandroff es isomorfa a la categoria Ord de conjuntos
preordenados y morfismos de predrdenes, que a su vez puede ser considerada una subca-
tegoria plena de Cat. Del mismo modo, la categoria ATop,, que es la subcategoria plena
de Top cuyos objetos son los espacios de Alexandroff T es isomorfa a la categoria Pos
de conjuntos parcialmente ordenados y morfismos de érdenes.

Asi, a lo largo de este trabajo, identificaremos a las categorias ATop y Ord y las
consideraremos subcategorias plenas de Top y de Cat sin volver a mencionarlo expli-
citamente. De manera similar, identificaremos a las categorias ATop, y Pos y las
consideraremos como subcategorias plenas de las anteriores.

Observacion 1.2.8. El espacio de Sierpinksi es el espacio {0, 1} cuyo tinico abierto no trivial
es el conjunto {0}. El poset asociado a este espacio es el ordinal S = [1] = {0,1} con el
orden usual. En adelante, por lo tanto, el espacio de Sierpinski serd denotado por S.

Notemos que, bajo la identificacion antedicha, los subconjuntos abiertos de un espacio
de Alexandroff corresponden a las secciones iniciales del mismo, mientras que los subcon-
juntos cerrados corresponden a las secciones finales.

Cuando no haya lugar a confusion, el orden en un espacio de Alexandroff serd denotado
simplemente por <. Como es usual, notaremos por > al orden opuesto a <, y por <y >
a los ordenes parciales estrictos asociados a < y a >, respectivamente.
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Definicién 1.2.9. Sea (X,7) un espacio de Alexandroff. Definimos el espacio X°P,
denominado espacio opuesto de X como el espacio (de Alexandroff) sobre el conjunto
X que tiene por abiertos a los cerrados de (X, 7).

Equivalentemente, si denotamos por < el orden en X y por > al orden inverso a este,
el espacio X°P es el espacio de Alexandroff asociado a >.

Observemos que si f: X — Y es una funcién continua entre espacios de Alexandroff,
o equivalentemente, un morfismo de érdenes, entonces puede ser considerada como un
morfismo de 6rdenes, y por lo tanto como una funcién continua,

foP: XOP — YOP,
Es claro que (Idx)° = Idxer para todo espacio de Alexandroff X y que (gf)°? = ¢°P f°P
para funciones continuas f: X — Y y ¢g: Y — Z entre espacios de Alexandroff X, Y y
Z. Asi, podemos considerar a —°P como un endofuntor de la categoria de espacios de

Alexandroff que se restringe a un endofuntor de la categoria de espacios de Alexandroff
To.

Definicion 1.2.10. Sea X un espacio de Alexandroff y sea z € X. Definimos
o X ={yc X :y>ua}, oequivalentemente, FX = {2} = UX™.
o CX =UXUFX.
o UX =UX —{z}.
o« FX = FX — {z}.
o« CX =CX —{z}.

Cuando no haya riesgo de confusién, notaremos FX, C:X, UX, X y CX respectivamente
por FZ‘) Cx; UZ‘) FZ‘ y CSE

Conviene tener presente que si X es un poset y x € X, entonces los elementos menores
o iguales a x corresponden a objetos sobre x, de modo que la categoria X /x es precisamente
U;. Del mismo modo, los elementos mayores o iguales a x corresponden a objetos bajo x
y por lo tanto x\ X es la categoria F.

Notacion. Sea X un poset.
e Denotaremos por mnl(X) al conjunto de elementos minimales de X.
e Denotaremos por mxl(X) al conjunto de elementos maximales de X.
e Si el conjunto X tiene minimo, este serd denotado por min(X).

e Si el conjunto X tiene méximo, este serd denotado por max(X).
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1.2.2 Algunas construcciones asociadas a espacios finitos

Las siguientes dos construcciones fueron definidas en [51] y son de especial interés en el
estudio de espacios topoldgicos finitos.

Definicion 1.2.11. Sea X un espacio topolédgico. El cono no Hausdorff de X es el espacio
CX sobre el conjunto X U {4} cuyos abiertos son los abiertos de X y el propio X U {+}.

No es dificil ver que el espacio CX es contractil para todo espacio topoldgico X.

Definicion 1.2.12. Sea X un espacio topoldgico. La suspension no Hausdorff de X es
el espacio SX sobre el conjunto X U {+,—} cuyos abiertos son los abiertos de X y los
conjuntos X U{+}, X U{—} y el propio X U{+,—}.

McCord muestra en [51] que, para todo espacio topolégico X, el espacio SX es débil-
mente equivalente al espacio XX, la suspensién cldsica de X. En particular, el espacio
S™SY es débilmente equivalente a £"S% 22 S™ para todo n € N.

La siguiente definicién de [9] puede interpretarse como un analogo discreto del cilindro
mapeante para funciones continuas entre espacios topoldgicos finitos T (ver también [5]).

Definicion 1.2.13. Sean X e Y espacios topoldgicos finitos Ty y sea f: X — Y una
funcién continua. El cilindro mapeante no Hausdorff de f es el espacio B(f) cuyo conjunto
subyacente es X LY y cuya topologia es la inducida por el siguiente orden en B( f):

z2<z en X si 2,2/ € X,
z<zZenB(f)siysélosi  f(z) <2 enY sizeXyzZeY,o
2<zZenY siz, 2z eY.

Las inclusiones canénicas de X e Y en B(f) seran denotadas por jx y jy, respectivamente.

En particular, el cono no Hausdorff de un espacio topolégico finito Ty conicide con el
cilindro mapeante no Hausdorff de la tnica funcién de dicho espacio al singleton.

En el articulo [29], se define el colimite homotdpico no Hausdor(f de posets finitos como
la construccion de Grothendieck sobre un diagrama de posets finitos indexado por un poset
finito. Es claro que esta definicién se puede extender a conjuntos preordenados, o espacios
de Alexandroff.

Definicion 1.2.14. Sea B un espacio de Alexandroff y sea F': B — Ord un funtor. Sea
t: Ord — Cat el funtor inclusién. Se define el colimite homotopico no Hausdorff de F
como la construccion de Grothendieck sobre el funtor ¢F'.

Explicitamente, el colimite homotépico no Hausdorff de un diagrama F': B — Ord es
el conjunto preordenado

Obj (/LF) ={(b,x):be Byz e F(b)}=|J{b} x F(b)

beB

con el preorden < definido por

(byz) < (W, 2y e b<b yFb<V)(z) <2
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para (b, x), (V/,2') € Obj([ ¢F).

Se observa ademds en [29] que si un diagrama D de posets finitos estd indexado por
el espacio de Sierpinski (es decir, D es un funtor de S en FinTop,), entonces el colimite
homotoépico no Hausdorff de D no es otra cosa que el cilindro mapeante no Hausdorff de
la funcién D(0 < 1). Se sigue, en particular, que el cono no Hausdorff de un espacio finito
Ty X es el colimite homotépico no Hausdorff del diagrama

X — %,

No es dificil ver que la suspensién no Hausdorff de un espacio de Alexandroff X se puede
asimismo modelar como el colimite homotépico no Hausdorff del diagrama

* — X — *.

1.2.3 Conexién y arcoconexion de A—espacios

Lema 1.2.15. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff y sean x,y € X tales que
x < y. Entonces existe un camino en {x,y} de x ay.

Demostracion. No es dificil ver que la funcién n(z < y): I — X definida por
r sit<l1,
n(z <y)(t) = .
y sit=1,
resulta continua y es, por lo tanto, un camino en {z,y} de x a y. ]

Dado que el camino definido en la prueba anterior es, de alguna manera, una eleccién
canodnica para los caminos en X de x a y, adoptaremos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.16. Sea X un espacio de Alexandroff y sean z,y € B tales que z < y.
Definimos el camino n(z < y): I — B por

it <1,
n@<y) =" "
y sit=1.

Definimos, por otro lado, el camino n(y > x): I — B por

y sit=0,
>z)(t) =
ny = 2)() {a: sit>0.

Asi, el camino n(y > x) es el camino inverso de n(z < y).

Se deduce facilmente del lema anterior, que si X es un espacio de Alexandroff, entonces
U, es arcoconexo para todo x € X. Se sigue que los espacios de Alexandroff son localmente
conexos y localmente arcoconexos. Veremos mas adelante que los espacios de Alexandroff
son localmente contractiles.

Siguiendo la terminologia clasica, diremos que dos objetos x e y de una categoria
pequeila € estan conectados (por caminos) si existen una coleccién finita de objetos {z;}1"
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de € tales que g = z y =, = y, y una coleccién finita de flechas { fi}?z_ol de ¥ tales que
fitxi = xiy1 0 fi: x;01 — x; para todo i = 0,...,n — 1. La categoria % se denomina
coneza si para cualesquiera x,y € Obj(%¢), z e y estdn conectados.

La relacién “estar conectados por caminos” es una relacién de equivalencia en Obj(%)
cuyas clases de equivalencia se denominan componentes coneras. Haciendo abuso de
lenguaje, diremos que una subcategoria plena ¥ de % es una componente conexa de
¢ si Obj(2) lo es. Es sabido que toda categoria pequena es isomorfa al coproducto de
sus componentes conexas [15, Ejercicio 7 de Seccién IV.2].

No es dificil ver entonces que un conjunto preordenado X es conexo como categoria si
y so6lo si para cualquier par de objetos x e y en X, existe una coleccién finita {x;}", de
puntos de X tal que x = xg, y = x5, y x; es comparable con x;41 paratodot=0,...,n—1.
Esta es, de hecho, una de las la definiciones usuales de conexién de conjuntos preordenados.
Asi, un espacio de Alexandroff es conexo como categoria si y sélo si lo es como conjunto
preordenado.

Proposiciéon 1.2.17. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff. Son equivalentes:
(1) X es arcoconexo.
(2) X es conezo.
(3) X es un conjunto preordenado conexo.
(4) X es una categoria conexa.

Demostracion. Es claro que (1) implica (2). Por otro lado, (3) implica (1) en virtud del
lema anterior y, como hemos observado, es trivialmente equivalente a (4).

Falta ver que (2) implica (3). Supongamos entonces que X es conexo y tomemos z € X.
Queremos probar que para todo y € X, existe una coleccién finita {z;}} , de elementos
de X tal que x = xg, y = x,, y x; es comparable con x;;; para todoi=0,...,n— 1. Sea
entonces A el conjunto de los puntos y de X para los cuales existe una tal coleccion. Es
facil ver que A es seccién inicial y seccién final, de donde obtenemos que A es abierto y
cerrado en X. Dado que z € A y X es conexo, se concluye que A = X y el resultado se
sigue. [

Corolario 1.2.18. Sea X un espacio de Alexandroff y sean x,y € X. Si existe un camino
en X de x ay, entonces existen elementos xg,x1,...,xy en X tales que

r=x9g <1222 < STy =Y.

1.2.4 Espacios de funciones entre espacios topolégicos finitos

Si X e Y son espacios topoldgicos finitos, el espacio YX también lo es. El siguiente teorema
nos dard una descripcién explicita del preorden en Y.

Proposicién 1.2.19. Sean X eY espacios topoldgicos finitos y sean f,g € YX. Entonces
f < g siy solo si f(x) < g(z) para todo x € X. En otras palabras, el preorden
correspondiente al espacio topoldgico YX no es otro que el preorden puntual.
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Demostracion. Supongamos que f < g y sea z € X. Dado que g(x) € Ug(z), tenemos
entonces que W ({z},Uy,)) es un entorno abierto de g en Y¥X. Se sigue que f € U, C
W({z},Uy)) v por lo tanto, que f(z) < g(x).

Supongamos ahora que f(x) < g(z) para todo x € X. Para todo K C X compacto
y todo U C Y abierto tales que g € W(K,U), tenemos que f(x) < g(x) € U para todo
x € K, de donde es claro que f € W(K,U). Asi, f pertenece a todo abierto de subbase
que contenga a g. No es dificil concluir que f € U, y por lo tanto, que f < g. O

Observemos que si X es un espacio topoldgico finito entonces satisface trivialmente
las condiciones de la proposiciéon 1.1.4. En particular, si X e Y son espacios topolégicos
finitos y f,g: X — Y son funciones continuas tales que f(z) < g(z) para todo =z € X,
entonces f < g en YX de donde se sigue que existe un camino en YX de f a ¢, y por lo
tanto, que f es homotdpica a g.

El siguiente resultado es una generalizacién de [5, Corolario 1.2.6] que incluye a [71,
Lema 3.4]. La prueba es, esencialmente, la de las pruebas dadas en estas referencias.

Proposicion 1.2.20. Sean X, Y y B espacios topoldgicos finitos, sea A C X y sean
p: X - B yq:'Y — B funciones continuas, consideradas como objetos sobre B. Sean
fyg: X =Y funciones continuas tales que fla = gla y qf = qg9 = p, consideradas como
flechas sobre B de p a q.

(1) Si f < g, entonces f es homotdpica por fibras a g relativa a A.

(2) Si f y g son homotdpicas por fibras relativas a A, entonces existen funciones conti-
nuas fo, f1,..., fn sobre B de p a q cuyas restricciones a A coinciden con la de f,

tales que f = fo< f1>---< fn=g.

Demostracion. Sea i: A — X la inclusién y consideremos las funciones

yiyX s y4

qX :YX - BX.

Sea Q = (YH)~1(f]a) N (¢%)~(p). Notemos que f y g pertenecen a €.

Veamos (1). Supongamos que f < g. Entonces f y g son elementos comparables de 2
y por lo tanto existe un camino 7(f < g) contenido en Q de f a g. Es facil verificar que la
homotopia 7(f < g)* inducida por 7(f < g) por la ley exponencial es una homotopia por
fibras de f a g relativa a A.

La proposicién (2) se demuestra de manera similar. Supongamos que f y g son
homotépicas por fibras relativas a A y sea H: X x I — Y una homotopia sobre B relativa
aAde fag.

Consideremos el camino H*: I — Y% inducido por H por la ley exponencial. Es claro
que Y?H" es el camino (en Y4) constante igual a f|4 y que ¢X H? es el camino (en BYX)
constante igual a p. Se sigue que H? es un camino en YX de f a g contenido en Q.

Por el corolario 1.2.18, existen fy, f1,..., fn en Q talesque f = fo, 9= fn ¥y

fo<fi> < fa

Es claro que fjla = Y'(fj) = fla y que q¢f; = ¢~ (f;) = p para todo j =0,...,n. O
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Desde luego, tomando B = « en la proposicién anterior obtenemos [5, Corolario 1.2.6]
mientras que tomando A = @ obtenemos [71, Lema 3.4].

Si bien los espacios de Alexandroff son exponenciables, no es cierto en general que
el espacio YX tenga la topologia del orden puntual. De hecho, tomando X = N con la
topologia discreta es facil ver que S¥ no es siquiera un espacio de Alexandroff.

Sin embargo, el siguiente resultado permite ver que las funciones continuas a espacios
de Alexandroff que son comparables punto a punto (en un mismo sentido) son homotépicas.

Proposicion 1.2.21. Sean X e Y espacios topoldgicos con Y espacio de Alexandroff y
sean f,g: X — Y funciones continuas tales que f(x) < g(x) para todo x € X. Sea
A={zx e X : f(x) =g(x)}. Entonces f ~ g (rel A).

Demostracion. Definimos la funcion H: X x I — Y por

1t <1,
H,ty =10
g(x) sit=1
Es claro que Hig = f, que Hi; = g y que H(a,t) = f(a) = g(a) para todo a € A.
Notemos que si U es un abierto de Y, entonces f(z) < g(z) € U para todo = € g~ (U).
Se sigue que ¢~ H(U) C f~1(U). Luego

HNU) =g ' (U) x {1} U fHU) x [0,1) =g~ (U) x TU f7HU) x [0,1)
para todo abierto U de Y. Es claro entonces que H es continua. ]

Corolario 1.2.22. Para todo espacio de Alexandroff X y todo x € X, el subespacio {x}
es retracto por deformacion fuerte de U,. En particular, todo espacio de Alexandroff es
localmente contrdctil.

Demostracion. Sea X un espacio de Alexandroff y sea x € X. Consideremos las funciones
Idy,,Cy: Uy — U,. Dado que Idy, (y) =y < x = C,(y) para todo y € U,, tenemos que
Idy, ~ C, (rel{z}) por 1.2.21. El resultado se sigue. O

1.2.5 Tipos de homotopia de espacios topoldgicos finitos

En esta subseccién expondremos algunos resultados de R. Stong sobre clasificacién de
espacios topoldgicos finitos por tipo de homotopia. La referencia original de estos resul-
tados es [08], aunque aqui hemos adoptado la terminologia de [19] y hemos seguido la
presentacion que se hace del tema en [5].
Dado un espacio topolégico X, puede definirse en X una relacién de equivalencia ~
por
x ~y < para todo U abiertoen X, x € Usiysdlosiy e U

para todo x,y € X. En otras palabras, dos elementos en X son equivalentes si no existen
abiertos que los distingan. Equivalentemente, dos elementos x e y en X seran equivalentes
siy sélo si {z} = {y}.

El cociente X/ ~ es un espacio Ty denominado cociente de Kolmogorov de X y sera
denotado por K(X). Denotaremos por gx a la funcién cociente candnica de X en K(X).
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Sean X e Y dos espacios topolédgicos y sea f: X — Y una funcién continua. Dados
dos elementos x,2’ de X cualesquiera, la preimagen por f de cualquier abierto en Y
que distinga a f(z) de f(2') serd un abierto en X que distinga a = de z/. Se sigue que
f(z) ~ f(2) siempre que x ~ 2’ y por lo tanto, que f induce una funcién continua
K(f): K(X) — K(Y) definida por K(f)(gx () = ay (f(2)).

Es facil probar que la asignacién de Top en Top, definida por X — K(X) para todo
espacio topolégico X y f +— K(f) para toda funcién continua f es un funtor. La clase de
flechas {gx } xcobj(Top) define una transformacién natural ¢: Idpep = inc o K donde inc
es el funtor inclusién de Top, en Top.

Notemos que si Y es un espacio Ty, la relacién ~ en Y es trivial y por lo tanto la
funcién cociente gy : Y — Y/ ~ es un homeomorfismo. En ese caso, toda funcién continua
f: X — Y se factoriza de manera unica a través de qx, para cualquier espacio topolégico
X. Esta factorizacién induce una biyeccién natural entre Top,(K(X),Y) y Top(X,Y),
de donde obtenemos que K es adjunto a izquierda de inc. En otras palabras, Top, es una
subcategoria reflexiva de Top [34, 2].

No es dificil ver que si X es un espacio topolégico de Alexandroff, la relaciéon ~ definida
anteriormente estd equivalentemente definida por

r~T S xgxlyxlgx.

Puede probarse fécilmente que, en ese caso, K(X) es un espacio de Alexandroff y que el
orden en K(X) viene dado por

gx(z) < qx (@) &z <.
En particular, el funtor K se puede restringir a un funtor de ATop en ATop, y a un

funtor de FinTop en FinTop,.

Observacion 1.2.23. Sea X un espacio topolégico de Alexandroff.

1. El conjunto de componentes conexas de K(X) es
{gx(C) : C es una componente conexa de X }.

Esto puede probarse a partir de 1.2.17 considerando el orden en K(X) y los cocientes
canénicos X — mp(X) y K(X) — mo(K(X)).

2. Sea A un subespacio de X y sea i: A — X la funcién inclusién. Los 6rdenes
de K(A4) y K(X) permiten ver facilmente que la funciéon K(i): K(A) — K(X) es
subespacio y por lo tanto K(A) es canénicamente homeomorfo a gx(A). Ademés,
gx(ANC) =qx(A)Ngx(C) para cada componente conexa C' de X.

Proposicion 1.2.24. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff. Entonces X es homo-
topicamente equivalente a K(X). Mds ain, existe una funcion subespacio i: K(X) — X
tal que i(K(X)) es retracto por deformacion fuerte de X .

Demostracion. Sea g = qx: X — K(X) la funcién cociente candnica y sea i: K(X) — X
una seccién de g. Notemos que i(q(z)) ~ x para todo = € X. Asi, si x,2’ son elementos de
X tales que ¢(z) < g(2'), entonces i(q(z)) <z < 2’ <i(q(2")). Se sigue que i es morfismo
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de 6rdenes y por lo tanto una funcién continua. En particular, ¢ es una secciéon en Top y
por lo tanto es subespacio.

Por otro lado, iqg < Idx y qi = Idk(x) de donde obtenemos que iq =~ Idx (reli(K(X))).
Se sigue que (K (X)) es retracto por deformacion fuerte de X. O

En particular, todo espacio finito tiene un retracto por deformacién fuerte que es un
espacio TY.

Definicion 1.2.25. Sea X un espacio topoldgico finito Ty. Sea x € X.
e Decimos que x es un down beat point de X si el subespacio (AJQ‘CX tiene maximo.
e Decimos que x es un up beat point de X si el subespacio ﬁf tiene minimo.

e Decimos que = es un beat point de X si es un down beat point de X o un up beat
point de X.

Proposicion 1.2.26. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea x un beat point de X .
Entonces X — {x} es un retracto por deformacion fuerte de X.

Demostracién. Supongamos que z es down beat point de X. Sea 2/ = max(ﬁf) y
definamos la funcién r: X — X — {z} por

r(z) = {z/ si z # ,

x sl z = x.

Es facil ver que 7 es continua. Sea i: X —{z} — X la inclusién. Es claro que ri = Idx_(a}-
Por otro lado ir < Idx y ir[x_fz3 = iri = i = Idx|x_{z). De la proposicién 1.2.21
obtenemos que ir ~ Idx (rel X — {z}). Asi, X — {z} es retracto por deformacién fuerte
de X.

Si x es up beat point, la demostracién es andloga. El resultado se sigue. O

Definicion 1.2.27. Un espacio topoldgico finito Ty se dice minimal si no tiene beat
points.

Definicion 1.2.28. Sea X un espacio topoldgico finito. Un core de X es un espacio finito
minimal X¢ que es retracto por deformacién fuerte de X.

Notemos que el core de un espacio finito es, por definicién, un espacio T.
Teorema 1.2.29. Todo espacio topoldgico finito tiene un core.

Demostracion. Por la proposicién 1.2.24, basta probar que todo espacio topoldgico finito
Ty tiene un core. Sea entonces X un espacio topoldgico finito Ty. Dada la finitud de X,
es claro que podemos eliminar sucesivamente beat points de X hasta obtener un espacio
X minimal. Por 1.2.26, es claro que X¢ es retracto por deformacion fuerte de X. Se
sigue que X¢ es un core de X como queriamos probar. ]

Teorema 1.2.30. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea f: X — X una funcion
continua.
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1. Si X no tiene down beat points y f < Idx, entonces f = Idx.
2. Si X no tiene up beat points y f > Idx, entonces f = Idx.
3. X no tiene beat points y f ~Idx, entonces f = Idx.

Demostracion. Veamos (1). Supongamos que f < Idx y definamos A ={z € X : f(z) <
x}. Si A =@, entonces f = Idx como queriamos. Supongamos, por lo tanto, que A # &
y tomemos x € mnl(A). Dado que x es un elemento minimal de A y que f(z) < =z, es
claro que f(z) € A, y por lo tanto que f(f(x)) = f(x).

Desde luego, f(z) € U,. Veamos que f(z) = max U,. En efecto, si y < x, entonces
y & Ay porlo tanto y = f(y) < f(z). Asi, f(z) = max U, como querfamos y se sigue que
x es un down beat point de X. Este absurdo muestra que A = @ y por consiguiente, que
f=1Idx.

La proposicién (2) se demuestra de manera anéloga.

La proposicién (3) se sigue de (1) y (2), y del item (2) de la proposicién 1.2.20. O

Corolario 1.2.31. Sean X eY espacios topoldgicos finitos Ty minimales y sea h: X —'Y
una equivalencia homotdpica. Entonces h es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea g una inversa homotdpica de h. Entonces gh ~ Idx. Dado que X es
minimal, se sigue del teorema 1.2.30 que gh = Idx. Del mismo modo, hg = Idy. Asi, h
es un homeomorfismo con inverso g. O

Corolario 1.2.32. Sea X un espacio topoldgico finito y sean X1 y Xo dos cores de X.
Entonces X1 y Xo son homeomorfos.

Demostracion. Los espacios X7 y X2 son homotdpicamente equivalentes a X y por lo
tanto son homotdépicamente equivalentes entre si. Se sigue que existe una equivalencia
homotépica h de X1 a Xo. Dado que X1 y X5 son espacios topolégicos finitos Ty minimales,
se sigue que h es un homeomorfismo. O

Teorema 1.2.33. Dos espacios topoldgicos finitos son homotopicamente equivalentes si y
solo si tienen cores homeomorfos.

Demostracion. Dado que un core de un espacio topoldgico finito es homotdpicamente
equivalente al mismo, es claro que si dos espacios finitos tienen cores homeomorfos entonces
son homotoépicamente equivalentes entre si.

Supongamos, por otro lado, que X e Y son espacios topoldgicos finitos homotépica-
mente equivalentes y sea h: X — Y una equivalencia homotépica. Sean X¢ e Y cores
de X e Y, respectivamente, sea i: X¢ — X la inclusién y sea 7: Y — Yo una retraccion
por deformacion fuerte. Dado que ¢ y r son equivalencias homotopicas, se sigue que
rhi también lo es. Por 1.2.31, rhi es un homeomorfismo. Asi, Xo e Yo son espacios
homeomorfos. O
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1.2.6 Tipos de homotopia débil de espacios topolégicos finitos

El trabajo de Michael McCord [51] muestra que los tipos homotépicos débiles de espacios
topolégicos finitos son precisamente los de los poliedros compactos. Este hecho da lugar a
una fructifera interaccién entre poliedros y espacios finitos: por un lado, pueden utilizarse
modelos poliédricos para calcular invariantes homotépicos débiles (grupos de homologia
u homotopia, por ejemplo) de espacios topoldgicos finitos mediante herramientas clasicas;
por otro, pueden utilizarse espacios finitos para estudiar propiedades estructurales de
poliedros y CW—complejos compactos mediante herramientas combinatorias.

Comenzamos esta subseccién recordando algunos resultados de la teoria de complejos
simpliciales que seran esenciales para el desarrollo del trabajo de McCord. La bibliografia
estdndar es [60].

Definicién 1.2.34. Un complejo simplicial es un par ordenado K = (Vi, Sk ) donde Vi
es un conjunto no vacio, llamado conjunto de vértices de K y donde Sk es una coleccion de
subconjuntos finitos no vacios de Vi llamados simplices de K que satisfacen las siguientes
dos condiciones:

e Para todo a € Vg, el conjunto {a} es un simplex de K.

e Si s esun simplex de K y t es un subconjunto no vacio de s, entonces t es un simplex
de K.

Dado un simplex s de K, un simplex ¢ de K contenido en s se denomina cara de s.
Una cara de s se denomina cara propia de s si no es igual a s.

Definimos la dimension de un simplex s de K como dim s = #s — 1. Diremos que s es
un n—simplex de K si s es un simplex de K de dimensiéon n. Definimos la dimension de
K como

dim K = sup dim(s).
sESK

Diremos que K es finito si el conjunto Vi es finito (o equivalentemente, si el conjunto
Sk 1o es).

Notacion. FEn adelante, si K es un complejo simplicial, denotaremos por Vi al conjunto
de vértices de K y denotaremos por Sk al conjunto de simplices de K.

Ejemplo 1.2.35. Sea V un conjunto no vacio y sea S el conjunto de partes finitas no
vacias de V. El par K = (V,S) es claramente un complejo simplicial.

Definicion 1.2.36. Sea K un complejo simplicial. Un subcomplejo de K es un complejo
simplicial L tal que Vi, C Vg y St € Sk. El complejo simplicial L se dird subcomplejo
pleno de K si todo simplex de Sk que estd incluido en Vg, es un simplex de St..

Definicion 1.2.37. Sean K y L complejos simpliciales. Un morfismo simplicial
p: K - L

es una funcién ¢: Vg — V, tal que ¢(s) € S para todo s € Sk.
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No es dificil ver que la composiciéon de morfismos simpliciales es nuevamente un
morfismo simplicial, que la composicién de morfismos simpliciales resulta asociativa y
que la funcién identidad Idy,, induce un morfismo simplicial

ldg: K - K

que resulta neutro a izquierda y a derecha para la composiciéon. Definimos entonces la
categoria SCpx de complejos simpliciales y morfismos simpliciales.

Definiciéon 1.2.38. Sea K un complejo simplicial. Para cada funcién a: Vi — I,
definimos el soporte de a como el conjunto

sopa = {v € Vi : a(v) # 0}.

Definimos | K| como el conjunto de funciones

a: Vg — 1
tales que:
(1) sopa € Sk.
(2) > a(v)=1.
vEVi
Definimos una métrica d: |K| x |K| — R en |K| por d(o, 8) = | Y. (a(v) — B(v))2.

vEVK
Notamos por |K|; al espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es |K| y cuya
topologia es la inducida por d.

Definicion 1.2.39. Sea K un complejo simplicial y sea s € Sk. Definimos el simplex

cerrado |s| como el subespacio de |K |4 formado por las funciones de | K| cuyo soporte estd
incluido en s, es decir,

|s| = {a € |K|:sopa C s}.

Definimos el simplex abierto (s) como el subespacio de |K|; formado por las funciones
de | K| cuyo soporte es exactamente s, es decir,

(s) ={a € |K|:sopa = s}.

Para n € Ny, consideramos el n-simplex estandar A™ como el conjunto
n
A" = {(zg,...,x,) € I"TT: Z:L‘z =1}
i=0

con la topologia de subespacio de I™*1.
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Definicién 1.2.40. Sea K un complejo simplicial y sea s = {vg, -+ , v, } un n-simplex de
K. Para v € Vi, denotaremos por x, a la funcion caracteristica de v

XUZVK—>I

definida por x,(w) = dy4 para todo w € Vi, donde ¢ es la funcién delta de Kronecker.
Observemos que [{v}]| = {xv}.
La funcion caracteristica de s sera la funcion

os: A" — |K|

n
definida por og(xo,...,2n) = D TiXy, para todo (zo,...,x,) € A™.
i=0
Es facil probar que o esta bien definida y que mapea homeomorficamente al n—simplex
estandar A" en el simplex cerrado |s|. Més ain, si n > 1, o, mapea el interior (A™)° del

n-simplex estdndar homeomérficamente en el simplex abierto (s).

Definicién 1.2.41. Sea K un complejo simplicial. Para cada s € Sk, sea is: |s| — | K|
la inclusién.
Le damos al conjunto | K| la topologia final respecto de la familia {is : s € Sk}. Este
espacio, que también denotaremos por |K|, se denomina realizacion geométrica de K.
No es dificil ver que un subconjunto F' de | K| serd cerrado en |K| siy s6lo si |s| N F es
cerrado en |s| para todo s € Sk. Se deduce de este hecho que |K| = |K|4 si K es finito.
Notemos ademas que si L es un subcomplejo de K, entonces |L| es un subespacio
cerrado de |K].
Similarmente, una funcién f: |K| — Y serd continua si y sélo si la restriccién

flispi ls| — Y
de f es continua para todo s € Sk.

Definicion 1.2.42. Sean K y L complejos simpliciales y sea ¢: K — L un morfismo
simplicial. Definimos la realizacion geométrica de ¢ como la funcién

ol [K| — [L]

definida para « € |K| por
lel(@)(w) = Y a(v)
p(v)=w

para todo w € Vy.

Es facil probar que |p| estd bien definida. Dado que las restricciones || " s| de [p| son
funciones lineales para s € Sk se sigue del lema de pegado que |p| es una funcién continua.
Se tiene ademds que |Idx| = Id|g| para todo complejo simplicial K y que |p¢| = |¢||¢]
para morfismos simpliciales ¢: K1 — Koy ¢: Ko — K3. Asi, la realizacion geométrica se
extiende a un funtor covariante

|- |: SCpx — Top.
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Definicion 1.2.43. Sea K un complejo simplicial y sea v € Vg. Definimos la estrella
abierta de v como el conjunto

st(v) ={a € |K|: a(v) # 0}.

Un resultado estdndar establece que si K es un complejo simplicial, entonces st(v) es
abierto en | K| para todo v € V. En efecto, no es dificil ver que, para todo s € Sk y toda
a € st(v) N|s|, la bola en |s| de centro o y radio a(v) esta contenida en st(v) N |s|.

La prueba del siguiente lema tiene detalles técnicos que no resultan relevantes para el
presente trabajo y por lo tanto serd omitida. Para una demostracién del mismo, referimos
al lector a la demostracién del corolario 11 de la seccién 3.3 de [66].

Lema 1.2.44. Sea K un complejo simplicial finito y sea L un subcomplejo pleno de K.
Entonces |L| es retracto por deformacion fuerte de |J st(x).
zeVy,
Definicion 1.2.45. Sea K un complejo simplicial. Definimos la subdivision baricéntrica
de K como el complejo simplicial K’ que tiene por vértices a los simplices de K y por
simplices a las cadenas no vacias de simplices de K ordenados por la inclusién.
Explicitamente, Vi = Sk y

SK/:{{50,...,5n}:siESKWE{0,...,n}/\50§---§sn}.

Dados dos complejos simpliciales K y L, un morfismo simplicial ¢: K — L induce
un morfismo simplicial ¢': K’ — L' denominado subdivision baricéntrica de o, definido
obviamente por ¢'(s) = ¢(s) para todo s € Vg = Si. Es facil probar que la asignacién
sd: SCpx — SCpx definida por sd K = K’ para todo complejo simplicial K y por
sdp = ¢’ para todo morfismo simplicial ¢ resulta un funtor covariante, denominado
subdivision baricéntrica.

Es un resultado estandar que para todo complejo simplicial K, la tnica funcién

1
lineal a trozos jgx: |K'| — |K]| tal que jx(xs) = % > Xxv para todo s € Vi, es un
S ves

homeomorfismo. En particular, |[K’| es canénicamente isomorfo a |K].

Exponemos a continuacién algunos resultados de la teoria de McCord que seran e-
senciales en el capitulo 2, en el que desarrollaremos herramientas que nos permitiran
estudiar la minimalidad de modelos finitos, un problema natural que surge del modelado
de poliedros mediante espacios finitos. La referencia principal para esta parte es [51].

Definicion 1.2.46. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff Ty, considerado como un
poset. Definimos el complejo simplicial (X)) como el complejo simplicial que tiene por
vértices a los elementos de X y por simplices a las cadenas no vacias de X.

Es claro que una funcién continua f: X — Y entre espacios de Alexandroff Ty, o
equivalentemente, un morfismo de Ordenes entre posets, induce un morfismo simplicial
K(f): K(X) — K(Y). Es facil ver entonces que se tiene un funtor

K: ATop, — SCpx

v equivalentemente, un funtor
K: Pos — SCpx.
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Definicion 1.2.47. Sea X un espacio de Alexandroff T. Definimos la funcién
px: |K(X)| — X

por
vx (o) = min(sop «)

para todo a € |[IKC(X)].

Es claro que ¢px estd bien definida.

No es dificil probar que

—1
ex (U) = U st(z)
zeU

para todo U abierto en X. Dado que st(x) es abierto en |[C(X)| para todo = € X, se sigue
que @x es continua.

Lema 1.2.48. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff Ty y sea x € X. Entonces
IC(U,)| es contrdctil.

Demostracion. Sea H: |K(Uy)| x I — |IC(Uy)| definida por
H(a,t) = (1 —t)xs + ta

Es facil ver que H estd bien definida y puede probarse que es continua. Omitimos estos
detalles.

Se sigue que H es una homotopfa entre Idx(p,) v la funcién constante Cy,. Asi,
|IC(Uy)| es contractil.

Alternativamente, puede probarse que |K(U,)| es homeomorfo al cono de [K(U,)]. O

Proposicion 1.2.49. Sea X wun espacio topoldgico de Alexandroff Ty y sea v € X.
Entonces @' (Uy) es contrdctil.

Demostracion. Es facil ver que K(U,) es un subcomplejo pleno de K(X). Se sigue por
1.2.44 que |K(U,)| es retracto por deformacién fuerte de cp)_(l(Ux). El resultado se sigue
por el lema 1.2.48. O

Para probar el teorema 1.2.53 necesitamos el teorema 1.2.52, un resultado profundo
de la teoria de equivalencias débiles demostrado por McCord en [51]. Antes, debemos
recordar las siguientes definiciones.

Definiciéon 1.2.50. Sea X un espacio topolégico y sea U un cubrimiento por abiertos de
X. Decimos que U es un cubrimiento tipo base si para cualesquiera U y V de U y cualquier
reUNV,existe Weld talquez e W CUNV.

En otras palabras, i es un cubrimiento tipo base si es base para una topologia en X
menos fina que la de X.

Definicion 1.2.51. Sean X e Y espacios topologicos y sea f: X — Y una funcién
continua. Decimos que f es una equivalencia débil si f induce isomorfismos en todos los
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grupos de homotopia para cualquier punto base considerado. Esto es, para todo = € X,
la funcién

far 71'0()(7'1‘) - 7TO(YZ f(x»

inducida por f es una biyeccién (que claramente respeta punto base) y para todo n € N,
la funcién

for (X, 2) = mo (Y, f(2))

inducida por f es un isomorfismo de grupos.

Puede probarse que si f: X — Y y g: Y — Z son funciones continuas entre espacios
topoldgicos y dos de las tres funciones f, g, gf son equivalencias débiles, entonces la tercera
también lo es.

Por otro lado, es sabido que las equivalencias débiles inducen isomorfismos en todos los
grupos de homologia y de cohomologia con cualquier grupo de coeficientes [10, Proposicién
4.21].

Teorema 1.2.52 (McCord, [51]). Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f: X —Y una
funcion continua. Supongamos que existe un cubrimiento tipo base U de Y tal que para
todo U € U, la restriccion

de [ es una equivalencia débil. Entonces [ es una equivalencia débil.
Teorema 1.2.53. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff Ty. Entonces px es una
equivalencia débil.

Adicionalmente, si Y es otro espacio topologico de Alexandroff Ty y f: X — Y es
una funcion continua, entonces fox = oy |KC(f)].

Demostracion. Es claro que la base minimal de X es un cubrimiento tipo base de X. Para
todo x € X, los espacios U, y go)_(l(Ux) son contractiles y por lo tanto,

es una equivalencia débil. Por el teorema 1.2.52 tenemos que px es una equivalencia débil.
Para la segunda parte, sea Y un espacio topoldgico de Alexandroff Tp y sea f: X — Y
una funcién continua. Entonces, para todo o € [K(X)|,

sop K(Dl(@) = {we v 3 alw) £0} -
F(o)=w
={weY:IveX/flv)=wAha(v)#0}=

={f(v) : v €sopa} = f(sopa)
y por lo tanto
fex(a) = f(min(sop o)) = min f(sop a) = min(sop [K(f)|(@)) = oy |K(f)[(a). D

Corolario 1.2.54. Sea X wun espacio topoldgico de Alexandroff. FEntonces existe un
complejo simplicial K, que resulta finito si X lo es, y una equivalencia débil p: |K| — X.
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Demostracion. Por la proposicién 1.2.24 existe una equivalencia homotépica i: K(X) —
X (es evidente ademds que K(X) es finito si X lo es). Tenemos, por otro lado, una
equivalencia débil g (x): [C(K(X))] — K(X). El resultado se sigue tomando K =
KK(X))y

Definicién 1.2.55. Sea K un complejo simplicial. Definimos el espacio X (K) como el
espacio topolégico de Alexandroff Ty asociado al poset (Sk, C).

Un morfismo simplicial ¢: K — L induce una funcién continua X (¢): X'(K) — X (L)
definida por X (p)(s) = ¢(s) para todo s € Sk.
No es dificil ver que las construcciones anteriores permiten definir un funtor

X: SCpx — ATop,

y equivalentemente, un funtor

X : SCpx — Pos.
Observacion 1.2.56. Es facil probar que sd = KX

Definicién 1.2.57. Sean K y L dos complejos simpliciales y sea f: |K| — |L| una
funcion continua. Una aprozimacion simplicial de f es un morfismo simplicial p: K — L
tal que |p|(«) € |s| para todo a € | K| y todo s € Sy, tales que f(a) € (s).

Proposicién 1.2.58. Sean K y L complejos simpliciales, sea f: |K| — |L| una funcion
continua y sea ¢: K — L una aprorimacion simplicial de f. Sea ademds

A={ae|K|: |pl(@) = f(a)}.
Entonces || ~ f (rel A).
Demostracion. Definimos la homotopia H: |K| x I — |L| por
H(a, 1) = tf(a) + (1 - D]gl()

para toda a € |K|y todo t € I. No es dificil ver que H estd bien definida. Puede probarse

ademds que H es continua (cf. [5, Prop. A.1.2] y su demostracién).
Es claro que Hig = |p|, que Hiy = f y que H(a,t) = f(a) = |¢|(«) para toda a € A.
El resultado se sigue. O

Lema 1.2.59. Sea K un complejo simplicial y sea ¢: Vi1 — Vi una funcion tal que
©(s) € s para todo s € Vir. Entonces ¢: K' — K es un morfismo simplicial y una
aprozimacion simplicial de ji .

Demostracion. Es facil ver que ¢ es un morfismo simplicial. Veamos que ¢ es una
aproximacién simplicial de jrx. Sea a € |K'| y sea s € Sk tales que jg(a) € (s).
Queremos probar que |p|(a) € |s| o, equivalentemente, que sop |¢|(a) C s. Sea entonces
w € sop |p|(a). Existe o € Sk tal que ¢(0) = w y a(o) # 0. Notemos que w = ¢(0) € 0.
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Asi, a(o) > 0, xw(w) =1, w € 0y 0 € Sk. Es claro entonces que

Jr (o) (w) = Z (iﬁZxdw)) > O;g) > 0.

Luego, w € sop ji (o) = s. O

Lema 1.2.60. Sean K y L dos complejos simpliciales y sea p: K — L un morfismo
simplicial. Entonces jr|¢'| ~ |¢|jk-

Demostracion. Si K y L son complejos simpliciales finitos, el resultado se sigue de la
prueba de [5, Proposicién 1.4.13].

No es dificil extender esta demostracion al caso general por medio del teorema 21 de
[66, Seccidn 3.1]. O

Teorema 1.2.61. Sea K un complejo simplicial. Entonces existe una equivalencia débil
or: |K| — X(K).

Adicionalmente, si K y L son complejos simpliciales y v: K — L es un morfismo
simplicial, entonces X (V)pr ~ @r|v|, es decir que el siguiente diagrama es homotdpica-
mente conmutativo:

| —2 1

o Jo

(K)o (L)

Demostracion. Por el teorema 1.2.53 tenemos una equivalencia débil

v K = K(X(K))| — X(K).

Componiendo @y gy con el homeomorfismo jf_(lz |K| — | K|, obtenemos la equivalencia
débil buscada.
La segunda parte se sigue del teorema 1.2.53 y del lema 1.2.60. O

Definicion 1.2.62. Sea X un poset. Definimos la subdivision baricéntrica de X como el
poset sd X = XK(X). Este poset también serd denotado por X’.

Los elementos de X’ son, obviamente, las cadenas no vacias de X y el orden en X’ es
el de la inclusién. La funcién max: X’ — X resulta claramente continua.

Es claro entonces que se tiene un funtor covariante sd: Pos — Pos definido por sd =
XK y no es dificil probar que max induce una transformacién natural max: sd = Idpgs.

Observacion 1.2.63. Para todo poset X se tiene que K(X') = K(X)'. Similarmente, para

/

todo complejo simplicial K se tiene que X (K') = X(K)'.

Proposicién 1.2.64. Sea X un poset. Entonces, la funcidn max: X' — X es una
equivalencia débil.
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Demostracion. Dado que X = Vic(x) y que X' = Vicxny = Vi(xy» la funcién max puede
ser considerada como una funcién de conjuntos

max: VIC(X)’ — VIC(X)
Es claro que max(s) € s para todo s € Vic(x). Se sigue de 1.2.59 que el morfismo simplicial
max: K(X) — K(X)

es una aproximacién simplicial de jg. Por otro lado, este morfismo simplicial no es otro
que el morfismo simplicial

K(max): K(X') — K(X).

Es claro entonces que |[K(max)| ~ jix. Dado que jx es un homeomorfismo, se sigue que
|C(max)| es una equivalencia homotdpica. El resultado, entonces, se sigue de 1.2.53 y de
la propiedad 2-de-3 de las equivalencias débiles. O

El siguiente es un resultado conocido y puede encontrarse en [58, (1]3.

Teorema 1.2.65. Los funtores

Pos = SCpx |—‘—> Top

Pos < Cat 2> Top

son naturalmente isomorfos.

Demostracion. Sea X un poset. Para simplificar la notacién, denotaremos por x a la
funcién caracteristica y,: X — I para todo z € X. Dado t € A", notaremos por t; a la
i—ésima coordenada de t para ¢ =0,...,n.

Para cada m-simplex r de K(X), notaremos por [, a la composicién

AT = |r| = [K(X)].

Ahora bien, para cada n-simplex w de N(X), la imagen de w considerado como un
morfismo de érdenes de [n] en X, es un simplex de K(X) que denotaremos por r,. Es
claro que si m = dimr,, entonces la factorizacién de w a través de r, induce un morfismo
de érdenes [n] — [m] que a su vez induce una funcién continua

wye: A" — A™

definida por

w*(t)k: Z tj

w(j)=ax
para todo k =0, ..., m, donde r, = {a1,...,a,} cona; < ... < a,. Notemos que si w es
no degenerado, entonces w, = Idan.
3Ver también la afirmacién al final de la seccién 1 de [52], asi como 1.3 y 1.29 de [27].
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Notemos, por otro lado, que dado que N(X),, es un conjunto considerado como un
espacio topolégico discreto para cada n € N, entonces el espacio N(X), x A" puede
identificarse con el coproducto

IT a~

wEN(X)n

Se sigue que el espacio N(X) definido en la subseccién 1.1.3 es el coproducto

T I a~

n€Ng weXx(n]

Por lo tanto, la familia de funciones {l, ws : w es un simplex de N(X)} induce una
funcién continua

[+ N(X) = [K(X)]

definida claramente por f(w,t) = > tyw(k) para todo (w,t) € N(X), x A™ para n € Ny.
k=0

No es dificil ver que f es una funcién cociente. Por otro lado, un calculo directo
muestra que
f(diw, t) = f(w7 5175)
para todo w € N(X), y todot € A" ! paran € Ny 0<i<n,y que

f(siw,t) = f(w,04t)

para todo w € N(X), y todot € A" paran € Nyy 0<i<n.

Queremos probar ahora que dos elementos de N (X) que se mapean en la misma funcién
por f son equivalentes. Veremos antes que todo elemento (w,t) de N(X) es equivalente
al elemento (@, ) donde @ es el simplex no degenerado que se mapea biyectivamente en el
soporte de f(w,t)y

L= fwh@i) = S h

w(k)=w(4)
para todo j =0,...,dimw (comparar con [52, Lema 3]).
En primer lugar, notemos que si w es degenerado, entonces existe un (dinico) simplex
w’ no degenerado y degeneraciones s;,,. .., si, tales que w = s;, ... sj,w’. Poniendo t' =

oiy - .- 04, t, es claro que

(w,t) ~ (&', ).
Si w es no degenerado, ponemos w' = w y ¢’ = t. Puesto que (w,t) ~ (W' t'), f(w,t) =
f(W',t') de donde se sigue que

= f )W 06) = Fo)@ @) = Y b
w(k)=w'(5)

para j € [dimw'].

Ahora bien, si ¢’ tiene una o més coordenadas iguales a cero, entonces existen q € Ny,
t € A%y caras d;,,... 75jp/ tales que t tiene todas sus coordenadas distintas de cero y
t = 5jp, ...0jt. Poniendo W =dj, ... djp,w’, vemos que

(W' ") ~ (©0,7).
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Si todas las coordenadas de t' son distintas a cero, ponemos w = w' y t = t'.

Notemos que, dado que X es un poset y w’ es no degenerado, @ es no degenerado y
para todo j € [dim@] existe un dnico elemento k € [dimw'] tal que w'(k) = w(j). En ese
caso, obtenemos que

tj = 1@ @) = f(W, ) (W (k) =t

Es claro que (w,t) ~ (w,t). Puede verse facilmente, ademds, que la imagen de @ es el
soporte de f(w,t) y que

4= f@H@G) = flw)@G) = Y t

w(h)=w(j)

para todo j = 0,...,dimw como queriamos.

Ahora, sean (w,t) y («',t’) elementos de N(X) tales que f(w,t) = f(w',t'). Entonces

dimw dim w’

> taw(h) = > th'(h).
h=0 j=0

Es claro que
Im@ = sop f(w,t) =sop f(w, ') = Imw’

¥y que

b = (0. 0)@0) = £, @) = 7
siempre que 0 < j < dim@. Luego
(w,t) ~ (@) = (W, ¥) ~ (W, 1).

Asi, si notamos por [w,t] a la clase de (w,t) en BX para (w,t) € N(X), vemos que la
funcion

fxi BX = (N(X)/ ~) = [K(X))

definida por fx(w,t]) = f(w,t) para todo [w,t] € BX es un homeomorfismo.
Maés atun, dados dos posets X e Y y un morfismo de 6rdenes g: X — Y, un célculo
directo muestra que

(1K@ o fx)(w, W)= > tr=(fy o Bg)(lw,t])(y)

ke(gw)~1(y)

para todo [w,t] € BX y todo y € Y. Se sigue que

\K(9)|fx = fyBg-

Esto concluye la demostracion. ]
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1.2.7 Homologia de A—espacios

En virtud de la equivalencia débil ¢ x : [K(X)| — X dada por el teorema 1.2.53, el cdlculo
de los grupos de homologia singular de un espacio de Alexandroff Ty X se reduce al célculo
de la homologia simplicial de K(X), lo cual es hoy un procedimiento estdndar en topologia
algebraica. Es inmediato que la homologia simplicial de K(X) no es otra cosa que la
homologia del poset X, que hemos definido como P-homologia en [20]. Recordaremos
aqui las definiciones involucradas.

Definicion 1.2.66. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff Ty. Para cada n € Ny,
definimos una n-cadena de X como un subconjunto totalmente ordenado de X de cardinal
n + 1. Asi, una n—cadena de X es precisamente un n—simplex de K(X). Una n—cadena
{zo,...,x,} de X en que xy < -+ < x, serd denotada por [xg,...,z,]. Si[zg,...,zy] es
una n—cadena de X, la cadena [xy,...,z,] — {x;} serd denotada por [xq,...,T;i,..., 2y,
para i € [n].

Para cada n € Ny, denotamos por Ch,(X) al conjunto de n—cadenas de X.

Definiciéon 1.2.67. Sea X un espacio de Alexandroff Ty. El P—-complejo de cadenas de
X serd el complejo de cadenas C(X) = (C,(X), dy,)nez definido por

P Z sin>0
Cn(X) = Chn(X)
0 sin <0

donde, para n € N, los morfismos d,,: Cp,(X) — C,,_1(X) estan definidos por

n

dn([vo, -, vn]) = Y (=10, -, Tis- -, vn]

=0
para toda cadena [vy, ..., v,] € Ch,(X).

Es inmediato que el complejo C'(X) es naturalmente isomorfo al complejo de cadenas
simplicial de K(X).

Definicion 1.2.68. Sea X un espacio de Alexandroff Ty. Para n € Z definimos el n—ésimo
grupo de P—homologia de X como el n—ésimo grupo de homologia del complejo C(X). El
mismo serd denotado por H,,(X).

Es claro entonces que, para todo espacio de Alexandroff Tg X y para todo n € Ny,
el grupo H,(X) es naturalmente isomorfo al n—ésimo grupo de homologia simplicial de
K(X). Por [10, Teorema 2.27], este es a su vez naturalmente isomorfo al n—ésimo grupo
de homologia singular de |K(X)| que, por [10, Proposicién 4.21], resulta naturalmente
isomorfo al n—ésimo grupo de homologia singular de X con coeficientes en Z para todo
n € Z.

En particular, la caracteristica de Euler de un espacio topoldgico finito To X es igual
a la suma alternada de las cantidades de n—cadenas de X, es decir

o0

X(X) = (~1)"#Chy(X).

n=0
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Definicion 1.2.69. Sea X un espacio de Alexandroff Ty y sea A un subespacio de X.
Una n-cadena de (X, A) es una n—cadena de X que no esta contenida en A. El conjunto
de n—cadenas de (X, A) serd denotado por Ch, (X, A).

Definiciéon 1.2.70. Sea X un espacio de Alexandroff Ty y sea A un subespacio de X.
Definimos el P-complejo de cadenas de (X, A) como el complejo de cadenas C (X, A) =
C(X)/C(A). Para n € Z, definimos el n—¢ésimo grupo de P—homologia de (X, A) como el
n—ésimo grupo de homologia del complejo C'(X, A). El mismo serd denotado por H, (X, A).

Es fécil ver que existe un isomorfismo natural

Cu(X, A= fH z

Chn (X, A)

para todo n € Z. Asi, podemos asumir en general que C,, (X, A) es el grupo abeliano libre
generado por las n—cadenas de (X, A) para n € Z.

Es claro, ademds, que el complejo C(X, A) es naturalmente isomorfo al complejo de
cadenas simplicial relativo con coeficientes en Z correspondiente al par ((X),(A)), de
donde se sigue que el n—ésimo grupo de P-homologia de (X, A) es naturalmente isomorfo
al n—ésimo grupo de homologia singular relativo del par (X, A) con coeficientes en Z.

Desde luego, las definiciones aqui presentadas pueden modificarse para definir grupos
de P-homologia reducida de espacios de Alexandroff T. Para esto, consideramos para un
espacio de Alexandroff Ty X, un P—complejo de cadenas aumentado C(X) que se obtiene
agregando a C(X) un grupo abeliano libre en grado —1 generado por la cadena vacia, y
un morfismo de aumentacion do: Co(X) — C_1(X) que “cuenta” O-cadenas. Es facil ver
entonces que el n—ésimo grupo de P—homologia reducida de un espacio de Alexandroff T
X es naturalmente isomorfo al n—€simo grupo de homologfa singular de X con coeficientes
en Z. Notaremos los grupos de P—homologia reducida por Efn(—)

El siguiente resultado sera utilizado en el capitulo 2 para estudiar problemas de
minimalidad de modelos finitos.

Proposicién 1.2.71 ([20, Proposicién 3.3]). Sea X un espacio de Alexandroff Ty y sea
D un subespacio discreto de X. Entonces

Ho(X.X — D)= @ H,1(Co)
reD

para todo n € Z.

1.3 Nociones clasicas de teoria de homotopia

En esta seccién haremos una introduccién a algunos conceptos bésicos de la teoria de
homotopia que serdn necesarios a lo largo de este trabajo, como ser: fibraciones y cofibra-
ciones de Hurewicz, fibrados y revestimientos.

No pretendemos realizar un desarrollo profundo de la teoria, sino poner a disposicién
algunas de las propiedades bésicas de estos objetos, asi como proveer referencias a teoremas
clésicos importantes, algunos de los cuales seran utilizados en los capitulos subsiguientes.

Las referencias principales para esta seccién son [10, 75, 66, 46].
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1.3.1 Cofibraciones

Definicién 1.3.1. Sean A, X y FE espacios topoldgicos y sea i: A — X una funcién
continua. Decimos que i tiene la propiedad de extension de homotopias respecto de E si
para cualquier funcién continua f: X — E y para cualquier homotopia H: A x I — E
tales que Hig' = fi existe una homotopia H: X x I — E tal que H(i x Id;) = H y
Hiy = f

Utilizando la ley exponencial, no es dificil ver que esto es equivalente a que la inclusién
i: A — X tenga la propiedad de levantamiento a derecha respecto de la evaluacién
evp: BT — E. En efecto, tener funciones continuas H y f como arriba, es equivalente
aque HY: A— E'y f: X — F sean tales que evoH? = fi mientras que tener una funcién
continua h: X — E' tal que hi = H? y evoh = f es equivalente a que h°: X x I — E sea
tal que h’(i x Id;) = H y h*if = f.

i
A—" » AxI

A
<
7 evo
X FE

Definicién 1.3.2. Sean A y X espacios topoldgicos y sea i: A — X una funcién continua.
Decimos que i es una cofibracion (de Hurewicz) si tiene la propiedad de extensién de
homotopias respecto de todos los espacios topoldgicos.

Equivalentemente, i es una cofibracién (de Hurewicz) si tiene la propiedad de levan-
tamiento a izquierda respecto a la evaluacién evg: E! — E para todo espacio topoldgico
E.

Observacion 1.3.3. Se sigue de las proposiciones 1.1.31, 1.1.34, 1.1.38 y 1.1.35 que las
composiciones, coproductos, pushouts y retractos de cofibraciones son cofibraciones.

Ejemplo 1.3.4. Sean X y E espacios topoldgicos. La proyeccién canénica ng: Ex1 — E
induce una funcién continua 7, : £ — E!T que resulta una seccién de evg: Ef — E. Se
sigue de 1.1.30 que la unica flecha de @ en X tiene la propiedad de levantamiento a
izquierda respecto de evg. Asi, la inclusién @ < X es una cofibracién.

Ejemplo 1.3.5. Sean A y B espacios topoldgicos. Las funciones Id4 y @: @ — B son
cofibraciones. Se sigue que el coproducto Idy U @: AU @ — AU B es una cofibracién.
Luego, la inclusién canénica de A en A LI B también lo es.

Si, en particular, la funcién (f, g): ALUB — X inducida por funciones continuas f: A —
X y g: B — X resulta una cofibracién, entonces las funciones f y g son cofibraciones.
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Definicion 1.3.6. Sean A y X espacios topoldgicos y sea f: A — X una funcién continua.
Se define la relacién ~ en el espacio X LI (A x I) como la relacién de equivalencia generada
por

ix(f(a) ~ iax1(a,0)

paraa € A, dondeix: X - X U(AXI)yiaxr: AxI— XU (AxI)son las inclusiones
candnicas de X y de A x I en el coproducto, respectivamente. Definimos el cilindro
mapeante de f como el espacio cociente Zy = X LI (A x I)/ ~. No es dificil ver que se
tiene un pushout

i
A—» Ax1T

f push Jaxr

X ——» 7y
Jx

donde las funciones jx y jaxr son las composiciones de las inclusiones canénicas tx y tAx s
con el cociente canénico ¢: X L (A x I) = Zy.

La composicién s = jax i1 mapea homeomorficamente al espacio A en su imagen. Por
otro lado, es un resultado estdndar que jx(X) es un retracto por deformacién fuerte de
Zy. Asi, se suele considerar que Z; es un espacio que contiene a A y a X como subespacios
(de manera canénica) y que se retrae a X dejando fijos a los puntos de este.

Denotaremos por j a la funcién canénica j: Zy — X x I inducida por la inclusién
ittt X = X x I yelproducto f x Idj: Ax T — X x I.

Proposicion 1.3.7. Sean A y X espacios topoldgicos y sea i: A — X wuna funcion
continua. Entonces i es una cofibracion si y sélo si existe una retraccion r: X x I — Z;
de la funcion candnica j: Z; — X x I.

Demostracion. Supongamos que i es una cofibracién. Siguiendo la notacion de la definicién
anterior, en el diagrama

tenemos que jAX]z'f? = jxi y por lo tanto, existe una funcién continua r: X x I — Z; tal
que (i x Idy) = jaxr y m’é( = jx. Utilizando la propiedad universal del pushout, es facil
ver que rj = Idg,.
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Para la proposicién reciproca, supongamos que r es una retracciéon de j y que se tienen
funciones continuas H: Ax I - Ey f: X — E tales que H if;‘ = fi. Es claro que existe
una unica funcién continua g: Z; — E tal que gjx = f v gjaxr = H. Es facil ver que
grif = fy que gr(i x 1d;) = H. O

El siguiente teorema muestra que toda funcién continua entre espacios topoldgicos se
puede factorizar como una cofibracién seguida de una equivalencia homotépica.

Teorema 1.3.8 ([66, Seccién 1.4, Teorema 12]). Sean A y B espacios topoldgicos y sea
f: A — B una funcién continua. Sear: Zy — B la funcion definida por r([(a,t)]) = f(a)
para todo a € A y por r([b]) = b para todo b € B. Sea ademds s = jaxrii: A = Zs la
funcion subespacio candnica definida en 1.3.6.

Entonces

1. s es una cofibracion.
2. r es una retraccion por deformacion fuerte.
3. rs=f.

El siguiente resultado se deduce facilmente y resulta una pieza clave para la carac-
terizacién de cofibraciones entre espacios topoldgicos finitos que daremos en el capitulo
3.

Proposicion 1.3.9. Sean A y X espacios topoldgicos y sea i: A — X una cofibracion.
Entonces i es una funcion subespacio.

Demostracion. Sea r: X X I — Z; una retraccion de j: Z; — X x I. Tenemos que
. A .. A . A X -
JAxIi] =rjjaxriy =r(@ x Idp)iyt = rif .

Dado que jax Iif es subespacio, es claro que ¢ también lo es. ]

Proposicion 1.3.10. Sea X un espacio topolégico y sea A C X un subespacio. Si la
inclusion i: A — X es una cofibracion entonces X x {0} UA x I es un retracto de X x I.

Demostracion. Supongamos que ¢ es una cofibraciéon. Las restricciones

(ixIdp)]: AXT—Xx{0}UAXIT

iX|: X = X x {0}UAXT
det xIdy y iéf permiten obtener una homotopia

H: XxI—-Xx{0}JUAxI

tal que H(i x Id;) =i x Id;| y Hig' = if|. Se sigue facilmente que H es una retraccién
de la inclusién X x {0} UA x [ — X x I. O
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Si X es un espacio topolégico y A C X es un subespacio cerrado, entonces X x {0} y
A x I son subespacios cerrados de X x I. No es dificil ver que el siguiente diagrama es un
pushout

A » Ax T

i push (i x 1dr)|

X ——————» X x{0JUAXIT
i |

donde las funciones (i x Idj)| y | son las restricciones obvias definidas en la prueba
anterior.

En efecto, si f: AxI — Eyg: X — E son funciones continuas tales que fz'()4 =g, la
tinica funcién h: X x {0} U A x I — E tal que h(i x Id;)| = f y hi = g est4 definida por

h(z,0) = g(x)

paratodoxr € X y
h(a,t) = f(a,t)

para todo a € A y todo t € I. Es claro que h estd bien definida y del lema de pegado se
deduce que h resulta continua.

Se sigue que Z; es naturalmente homeomorfo a X x {0} U A x I.

El siguiente resultado es inmediato.

Proposiciéon 1.3.11. Sea X un espacio topoldgico y sea A C X un subespacio cerrado.
Entonces, la inclusion i: A — X es una cofibracion si y solo si X x {0} UA x I es un
retracto de X x I.

La hipétesis de que A sea un subespacio cerrado en la proposicién anterior no es
esencial. El matemédtico Arne Strgm probé en [70] el siguiente lema.

Lema 1.3.12 ([70, Lema 3|). Sea X un espacio topoldgico y sea A un subespacio de X tal
que X x {0}UA X I es un retracto de X x I. Entonces, un subconjunto C' de X x {0}UAx I
es abierto si y sélo si CNX x {0} es abierto en X x {0} y CNAXI es abierto en A x I.

De este lema, no es dificil obtener la siguiente caracterizacién de cofibraciones.

Teorema 1.3.13 ([70, Teorema 2]). Sea X un espacio topoldgico y sea A un subespacio
de X. Entonces, la inclusion i: A — X es una cofibracion si y sélo si X x {0} UA X I es
un retracto de X x I.

Como veremos en el capitulo 3, la hipdtesis de que X x {0} U A x I sea un retracto de
X x I en el lema 1.3.12 puede ser sustituida por una que resulta mucho mas conveniente
para nuestro proposito de caracterizar cofibraciones entre espacios topolédgicos finitos. En
efecto, el resultado vale si pedimos en cambio que el espacio A sea un espacio topoldgico
finito (cf. lema 3.3.1).
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1.3.2 Fibraciones de Hurewicz

Es extensa la bibliografia que desarrolla la teoria de fibraciones de Hurewicz, una impor-
tantisima herramienta en topologia algebraica. En esta seccién introduciremos algunas
definiciones y enunciaremos los resultados mas importantes de esta teoria que pueden ser
ampliados y profundizados en [12, 75, 40, 66, 406].

Definiciéon 1.3.14. Sean F, B y X espacios topoldgicos y sea p: F — B una funcién
continua. Decimos que p tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de X
si tiene la propiedad de levantamiento a derecha respecto de la inclusién ig: X — X x I.
Explicitamente, p tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de X si
para cualquier funcién continua f: X — E'y cualquier homotopia H: X x I — B tales
que Hig = pf, existe una homotopia H: X xI— E tal que Hzo =fy pH H.

X E
X B
Dado que la proyeccién candénica X x {0} — X es un homeomorfismo, es claro que p

tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de X si y sé6lo si p tiene la
propiedad de levantamiento a derecha respecto de la inclusién i: X x {0} — X x I.

%

~

X —>
H

Definiciéon 1.3.15. Sean E y B espacios topoldgicos y sea p: E — B una funcién
continua. Decimos que p es una fibracion (de Hurewicz) si tiene la propiedad de le-
vantamiento de homotopias respecto de todos los espacios topoldgicos.

Observacion 1.3.16. Se sigue de las proposiciones 1.1.32, 1.1.33, 1.1.37 y 1.1.36 que las
composiciones, productos, pullbacks y retractos de fibraciones son fibraciones.

Ma3s atn, si p: F — B es una fibracién y X es un espacio exponenciable, utilizando la
ley exponencial no es dificil ver que p* : EX — B¥ es también fibracién.

Ejemplo 1.3.17. Sea F' un espacio topolégico. Dado que para cualquier espacio topoldgi-
co X la inclusién ig: X — X x I es una seccién de la proyeccién canénica wx: X x I — X,
se sigue de 1.1.30 que la Unica funciéon F' — x es fibracién de Hurewicz.

Explicitamente, para cualquier espacio topolégico X y cualquier funcién continua
f: X — F, la funciéon frx: X x I — F es un levantado de X x I — % por F — x
a partir de f.

io | frx,”
7/

51



1 Preliminares

Ejemplo 1.3.18. Sean B y F espacios topoldgicos y sea mp: B X F — B la proyeccién
canénica. Dado que la tnica funcién F' — x es fibracién y que mg es el pullback de F' — x
a lo largo de B — x, se sigue que mp es fibraciéon de Hurewicz.

Ejemplo 1.3.19. Sea B un espacio topoldgico y sea t € I. La evaluacién ev;: B! — B
es fibracion de Hurewicz. Para ver esto, observemos primero que I x {t} U {0} x I es un
retracto de I x I de donde se sigue que X x I x {t}UX x {0} x I es un retracto de X x I x [
para cualquier espacio topolégico X.

Ahora bien, sea X un espacio topoldgico, sea H: X x I — B una homotopia y sea
f: X — B! una funcién continua tal que Hig = evyf. Sea p: X x I x I — X x I x {t} U
X x {0} x I una retraccién. Definimos I': X x I x {t} UX x {0} x I — B por

[ H(z,r) sis=t,

T(z,r,8) = { F(x)(s) sir=0.
Dado que Hip = evyf, es claro que I' estd bien definida. Es claro ademés que las
restricciones de I' a X x I x {t} y a X x {0} x I son continuas. Se sigue del lema

de pegado que I' es continua. Es facil ver que la funcién (Fp)ﬁ: X x I — B! inducida por
I'p por la ley exponencial es un levantado de H por ev; desde f. En efecto,

(Do)t (,0)(s) = Tp(x,0,5) = D(,0,5) = f()(s)
para todo z € X y todo s € I, de donde obtenemos que (I'p)tig = f, y
evi(Tp)f(z,r) = (Tp)*(z,r)(t) = Tp(x,r,t) = D(x,rt) = H(z,r)
para todo x € X y todo r € I, de donde obtenemos que evt(F,o)ﬁ =H.

Definicion 1.3.20. Sean E y B espacios topologicos y sea p: £ — B una funcion
continua. Definimos el espacio F x, Bl = {(e,y) € E x B! : p(e) = 4(0)} con la
topologfa de subespacio de E x B,

En la situacion de la definicién anterior, no es dificil probar que el siguiente diagrama
conmutativo es un pullback, donde 7g y mpg: son las restricciones a E X, BT de las
proyecciones canénicas de E x B! a E y a B, respectivamente:

;B
Ex,B"  —» FE
Tgr pull p

Bl ——» B
evo

Notemos que la construccién E X, B! es formalmente dual a la construccién del cilindro
Z; definida en 1.3.6.

Definicion 1.3.21. Sean E y B espacios topoldgicos y sea p: F — B una funcién
continua. Sea p: E! — E Xp B! 1a funcién inducida por las funciones evg: E! — FE
y pl: ET — Bl

Sea A: Ex pBI — ET una funcién continua. Decimos que A es una funcidn levantadora
de caminos para p si A es una seccion de p.
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Observacion 1.3.22. Sean E y B espacios topoldgicos, sea p: F — B una funcién continua
y, como en la definicién anterior, sea p: B! — Ex pBI la funcién inducida por las funciones
evg: B! = E y p': B — B!. Sean ademés, como antes, mg y w1 las restricciones a
E %, BT de las proyecciones canénicas de E x B a E'y a B!, respectivamente.

Sea A una funcién levantadora de caminos para p. Entonces pA = Id Ex,BT Y por lo
tanto se tiene que evoA = TpA = g y que p' A = wpipA = Tp1.

Reciprocamente, si A: E x,, B! — E! es una funcién continua tal que evoA = g y
p! A = 11, entonces TpA = evoA = g v mgrpA = p! A = wg1. Por propiedad universal
del pullback, es claro que pA = Id Ex,BT ¥ por lo tanto, A es una funcién levantadora de
caminos para p.

Luego, las funciones levantadoras de caminos para p son precisamente las funciones
continuas A: E x, Bl — E! tales que evoA = 7 y p!A = 7p1.

La proposicién 1.3.23 que probaremos a continuacion es una importante caracterizacién
de las fibraciones de Hurewicz y resulta dual a la proposicién 1.3.7 para cofibraciones.

Proposicion 1.3.23. Sean E y B espacios topoldgicos y sea p: B — B una funcién
continua. Entonces p es fibracion de Hurewicz si y solo si p tiene una funcion levantadora
de caminos.

Demostracion. Supongamos primero que p es fibracién de Hurewicz. Sean wg: E X pBI —
Eymgr: E X, B! — B! las restricciones de las proyecciones canénicas de E x B! a E 'y
a BI.

Notemos que ev(mgr x Id;)ig = prg y por lo tanto existe A\: E x, B! x I — E tal que
pA =ev(mpr x Idy) y Aip = 7p.

I TE
ExyBl ——————  » F
v
io A P

-
-

Ex,Blx]———— » B
ev(mgr x Idy)

Sea A = M: E Xp B! — ET la funcién inducida por A\ por la ley exponencial. Es
facil probar que evgA = Xig = 7 v que p/ A = (pA\)* = mzr. De la observacién anterior,
concluimos que A es una funcién levantadora de caminos para p.

Supongamos ahora que p tiene una funcién levantadora de caminos A. Sea X un
espacio topolégico y sean f: X — E y H: X x I — B funciones continuas tales que
Hig = pf.

Sea H?: X — B! la funcién inducida por H por la ley exponencial. Entonces evoH? =
Hiy = pf y por lo tanto, existe una unica funcién continua ¢: X — E x, BT tal que

TEd = [y mpi¢ = HE.
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ExpBl%E

N A

A\
» B

€evo

Sea H = (A(;S) X x I — FE la funcién inducida por A¢ por la ley exponencial.
Entonces Hig = evolg = g = fy (pH)li = p'A¢ = w1 = H* de donde obtenemos
claramente que pH = H. Se sigue que p es fibracién de Hurewicz. 0

Enunciamos a continuacién algunos resultados importantes de la teoria de fibraciones.

Teorema 1.3.24 ([10, Proposicién 4.61]). Sean E y B espacios topoldgicos con B ar-
coconero y sea p: E — B una fibracion de Hurewicz. FEntonces las fibras de p son
homotopicamente equivalentes.

Teorema 1.3.25 ([75, Teorema 5.6.4]). Sean p: E — B y p: E — B dos fibraciones de
Hurewicz y sea h: E — E una equivalencia homotopica que es una flecha sobre B de p a
p. Entonces h es una equivalencia homotdpica por fibras.

El siguiente teorema muestra que toda funcién continua entre espacios topolégicos
se puede factorizar como una equivalencia homotépica seguida de una fibracién. Como
consecuencia, se obtiene que toda funcién continua es homotépicamente equivalente por
fibras a una fibraciéon de Hurewicz.

Teorema 1.3.26 ([10, p. 407]). Sean A y B espacios topoldgicos y sea f: A — B una
funcién continua. Sea i: A — A x; B! la funcién deﬁnida por i(a) = (a,Cf)) y sea

p:AXy B! — B la composicién A X5 Bl < Ax B! ™25 BI % B donde A X f Bl —
A x B! es la inclusion y mgr: A x B — B! es la proyeccion candnica. Entonces

1. i es una equivalencia homotdpica y subespacio.
2. p es una fibracion de Hurewicz.
3. pi=f.

Mads atin, el espacio i(A) es un retracto por deformacion fuerte de A X s B! y la retraccién
correspondiente estd inducida por la proyeccion candnica A X g BT — A.
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En las condiciones del teorema anterior, se suele considerar que A es un retracto por
deformacién fuerte de A x ¢ B! y que i es la inclusién.

La siguiente generalizacion del concepto de fibracion de Hurewicz suele ser de gran
utilidad.

Definicion 1.3.27. Una funcién continua se denomina fibracion de Serre si tiene la
propiedad de levantamiento de homotopias respecto de cubos I"™ (o discos D™) paran € Ny.

Equivalentemente, una funcién continua es una fibracion de Serre si tiene la propiedad
de levantamiento de homotopias respecto de CW—complejos (ver [10, p. 376]).

Teorema 1.3.28 ([10, Teorema 4.41]). Sean E y B espacios topoldgicos, sea p: E — B
una fibracion de Serre y sea by € B. Sea F = p~1(by). Entonces, para cada xo € F se
tiene una sucesion exvacta larga

oo mu(Fy20) 2 mo(B, 20) 25 100 (B, bo) = T (F,m0) 2 -+ 25 (B, 20) = 0

donde i, es la funcion inducida por la inclusion i: F — E y py es la funcion inducida por
p.

La siguiente definicién resultard muy util en el capitulo 5, en el que estudiaremos
fibraciones entre espacios topoldgicos finitos Ty.

Definicion 1.3.29. Sean E y B espacios topoldgicos y sea p: F — B una fibracién de
Hurewicz. Una funcién levantadora de caminos A para p se llamara regular si levanta
caminos constantes a caminos constantes, es decir, si A(e, Cy) = C, para cualquier b € B
y cualquier e € p~1(b).

Un resultado de W. Hurewicz establece que las fibraciones sobre espacios métricos
tienen funciones de levantamiento regulares.

Teorema 1.3.30 ([12, Seccién 3]). Sean E y B espacios topoldgicos y sea p: E — B
una fibracion de Hurewicz. Si B es un espacio métrico, entonces p tiene una funcion
levantadora de caminos reqular.

Un importantisimo resultado de la teoria de fibraciones de Hurewicz establece que,
bajo ciertas condiciones, una fibracion local es una fibracion. Este teorema y uno de sus
corolarios ocupan un rol fundamental en la teoria de fibrados que desarrollaremos en la
subseccién 1.3.3. Veamos las definiciones necesarias para enunciar dichos resultados. Estas
pueden encontrarse en [(0].

Definicion 1.3.31. Sea X un espacio topoldgico y sea A un cubrimiento de X.

El cubrimiento A de X se dice localmente finito si para todo x € X existe un entorno
U de x que interseca finitos elementos de A.

El cubrimiento A se dice numerable si es localmente finito y para todo U € A existe
una funcién continua fy: X — I tal que U = f&l((O, 1]).

Definicion 1.3.32. Sea X un espacio topolégico y sea A un cubrimiento de X. Un
cubrimiento B de X se llamard refinamiento de A si para todo U € B existe V € A tal
que U C V.

Un refinamiento B de A se dird abierto si es abierto como cubrimiento, es decir, si sus
elementos son conjuntos abiertos.
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Definicion 1.3.33. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un espacio paracom-
pacto si todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Definicion 1.3.34. Sean E y B espacios topoldgicos y sea p: F — B una funcién
continua. Decimos que p es una fibracion (de Hurewicz) local si existe un cubrimiento
abierto B de B tal que para todo U € B, la restriccién p|: p~1(U) — U es una fibracién
de Hurewicz.

Observacion 1.3.35. Sean E y B espacios topoldgicos y sea p: E — B una fibracién de
Hurewicz. Para cualquier A C X, podemos considerar la restriccién p|: p~1(A4) — A de
p. Dado que p| es el pullback de p a lo largo de la inclusién A — X se sigue de 1.1.37
que p| tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de todos los espacios
topolégicos y por lo tanto es una fibracién de Hurewicz.

Asi, toda fibracién de Hurewicz es una fibracién local. Existen, sin embargo, ejemplos
de fibraciones locales que no son fibraciones de Hurewicz. Uno de estos ejemplos es
desarrollado en [76].

Enunciamos ahora los resultados anteriormente mencionados.

Teorema 1.3.36 (][00, Seccién 2.7, Teorema 12]). Sean E y B espacios topoldgicos y sea
p: E — B una funcion continua. Si existe un cubrimiento numerable B de B tal que para
todo U € B la restriccion p|: p~1(U) — U de p es una fibracion de Hurewicz entonces p
es también una fibracion de Hurewicz.

Es un hecho conocido que si B es un espacio paracompacto y Hausdorff entonces todo
cubrimiento abierto de B tiene un refinamiento numerable. Se obtiene entonces el corolario
siguiente (ver [12, Seccién 4] o [66, Seccién 2.7, Teorema 13]):

Corolario 1.3.37 (“Teorema de Uniformizaciéon de Hurewicz”). Sean E y B espacios
topoldgicos con B paracompacto y Hausdorff y sea p: E — B una funcion continua.
Entonces p es fibracion de Hurewicz si y solo si es fibracion de Hurewicz local.

1.3.3 Fibrados

Exponemos a continuacion las principales definiciones y resultados de la teoria de fibrados.
La bibliografifa bésica para esta subseccion es [66, 67].

Definicion 1.3.38. Sean F, B y F espacios topoldgicos con B conexo y seap: E — B una
funcién continua. Diremos que la cuaterna (E, B, F, p) es un fibrado sobre B con fibra F y
espacio total E si para todo b € B existe un entorno U de b, llamado entorno trivializante
de b y un homeomorfismo : p~}(U) — U x F, llamado morfismo trivializante de U, tales
que 7y = p| donde 7y : U x F — U es la proyeccién canénica y p|: p~1(U) — U es la
restriccién de p. Esto es, el diagrama

p~H(U) UxF

Pl T
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conmuta.
Por simplicidad, diremos que una funcién continua p: E — B es un fibrado (sobre B
con fibra F'y espacio total E) si (E, B, F,p) es un fibrado.

Ejemplo 1.3.39. Sean B y F' espacios topolégicos con B conexo y sea tg: B X F — B
la proyeccién canoénica. Entonces wp es un fibrado con fibra F'.

Ejemplo 1.3.40. Sea X un espacio topoldgico, sea f un automorfismo de X y sea ~ la
relaciéon de equivalencia en X x I generada por (z,0) ~ (f(x),1) para todo x € X. Se
define el toro mapeante de f como el espacio cociente Tr = X x I/ ~.

Sea q: X x I — T} la proyeccién al cociente y sea my: X x I — I la proyeccion
canénica a la segunda coordenada. Consideremos a S como el subespacio de C formado
por los niimeros complejos de médulo 1y sea p: I — S la funcién (claramente continua)
definida por p(t) = e?™. Es facil ver que pm; “pasa al cociente” y por lo tanto induce
una unica funcién continua p: Tp — S1 tal que pmr = pq, necesariamente definida por
p(q(z,t)) = €™ para todo x € X y todo t € I.

Puede probarse que p es un fibrado con base S!, espacio total Ty y fibra X.

En particular, el toro mapeante de Idg: es el toro usual, mientras que el toro mapeante
de la funcién conjugaciéon compleja, restringida a un automorfismo de S', es la botella de
Klein.

Observacion 1.3.41. Sea (E, B, F,p) un fibrado, sea b € B, sea U un entorno trivializante
de b y sea ¢ un morfismo trivializante de U. No es dificil ver que se tiene un diagrama

conmutativo

{b} x F

<z

donde las flechas no rotuladas son las inclusiones y las “caras rectangulares” son pullbacks.
Dado que ¢ es homeomorfismo, ¢| también lo es.
Se sigue entonces que las fibras de p son homeomorfas a {b} x F'y por lo tanto a F.

Dado que las proyecciones de productos son fibraciones de Hurewicz, de la definicién
de fibrado se sigue que los fibrados son fibraciones locales. Del Teorema de Uniformizaciéon
de Hurewicz (Corolario 1.3.37), se obtiene inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 1.3.42 ([66, Seccién 2.7, Teorema 14]). Sean E y B espacios topolégicos con B
conexo, paracompacto y Hausdorff y sea p: E — B un fibrado. Entonces p es una fibracion
de Hurewicz.
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Definiciéon 1.3.43. Sean E, E' y B espacios topolégicos con B conexo y sean p: F — B
y p': E' — B dos fibrados. Un morfismo de fibrados ¢ de p a p’ es una funcién continua
¢: E — E' tal que p'¢p = p, es decir, tal que se tiene un diagrama conmutativo:

¢
E E

B

Por lo tanto, un morfismo de fibrados de p a p’ es una flecha de p a p’ en la categoria
Top/B de espacios topolégicos sobre B. Notemos que si ¢ es un homeomorfismo, ¢! es
un morfismo de fibrados de p’ a p, y por lo tanto, ¢ es un isomorfismo en Top/B. En
este caso, diremos que ¢ es un isomorfismo de fibrados. Si p = p’, entonces ¢ es llamado
automorfismo de fibrados de p.

La siguiente proposicion es clasica.

Proposicion 1.3.44. Sean E, B, F e Y espacios topoldgicos con B e Y conexos, sea
p: E — B un fibrado con fibra F' y sea f: Y — B una funcion continua. Entonces el
pullback de p a lo largo de f es un fibrado con fibra F.

Demostracion. Sea U un entorno trivializante de B y sea ¢: p~1(U) — U x F un morfismo
trivializante de U. Veremos que f~1(U) es un entorno trivializante de Y.

Sea X, junto con flechas ¢: X - Y y g: X — F, un pullback del diagrama Y i) B&
E. Sean q|: ¢ 1 (f~1(U)) — f~YU), p|: p71(U) = Uy f|: f1(U) = U las restricciones
de g, p y f, respectivamente. Dado que p| es el pullback de p a lo largo de la inclusién
U < By q| es el pullback de g a lo largo de la inclusién f~1(U) < Y, la restricciéon
gl: ¢ (f~HU)) — p~1(U) de g es la tinica flecha que hace conmutar el diagrama

g

/X /E

(%) p'(U) P
qh pl

’ /Y f B/B
() K U

Observemos que f|xIdp es el pullback de f| a lo largo de la proyeccién my: U x F — U
y que g| es el pullback de f| a lo largo de p|. No es dificil ver entonces que se tiene un
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diagrama conmutativo

donde la flecha no rotulada de f~1(U) x F en U X F es f|xIdp, la flecha 7 es la proyeccién

canénica y la flecha ¢’ es la flecha inducida entre los pullbacks de f~(U) — /] — U + il p~H(U)

y de f71(U) = /] 5 U &L U x F por las flechas Idf vy, ldu y ¢.

Se sigue facilmente que la “cara superior” del diagrama anterior es un pullback, de
donde obtenemos que ¢' es un homeomorfismo. Asf, f~1(U) es un entorno trivializante
con morfismo trivializante ¢'.

Ahora bien, es claro que para cualquier punto y € Y, el espacio f~!(U) es un entorno
trivializante de y en Y, para cualquier entorno trivializante U de f(y) en B. El resultado
se sigue. O

1.3.4 Revestimientos

Definiciéon 1.3.45. Sean X y X espacios topoldgicos y sea p: X — X una funcién
continua. Sea U C X un subespacio abierto. Decimos que U estd parejamente cubierto
por p si p~1(U) es unién disjunta de abiertos de X que se mapean homeomdérficamente
sobre U por p.

Definicion 1.3.46. Sean X y )z espacios topoldgicos y sea p: X — X una funcién
continua. Decimos que la terna (X, p, X) es un revestimiento si para todo punto x de X
existe un entorno abierto de x parejamente cubierto por p.

_Si (X,p, X) es un revestimiento, es usual llamar revestimiento de X tanto al espacio

X como a la funcién p.
Ejemplo 1.3.47. Los homeomorfismos son revestimientos.

Ejemplo 1.3.48. Consideremos nuevamente a S' como el subespacio de C formado por
los ntimeros complejos de médulo 1 y sea p: R — S' la funcién continua definida por
p(t) = €2™. No es dificil ver que p es un revestimiento de S'. En efecto, para cada
z € S, tenemos que S' — {—z} es un entorno abierto de z, que p~1(St — {—2}) =

U (¢+n,6+n+1) donde ¢ es cualquier solucién de la ecuacién e?™® = — 7y que cada
nez
intervalo (¢ +n,¢ + n + 1) se mapea homeomérficamente por p sobre St — {—2z}.

De manera similar, la funcién pxp: RxR — S!x S! es un revestimiento. Componiendo
con los homeomorfismos candnicos, se puede considerar a p X p como un revestimiento de
R? en el toro T2.
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Proposicion 1.3.49. Sean X y X espacios topoldgicos con X conexo y sea p: X 5 X
una funcion continua.
Entonces p es un revestimiento si y solo si es un fibrado con fibra discreta.

Demostracién. Supongamos que ()Z' ,p, X) es un revestimiento. Veremos primero que para
cada z € X existe un entorno U, de x y un homeomorfismo ¢,: p~1(U,) — U, x p~1(x)
tal que 7y, @, = p| donde 7y, : Uy x p~t(z) — U, es la proyeccién y p|: p~1(U,) — U, es
la restriccion de p.

Sea entonces x € X. Existe un entorno U, de z tal que

p_l(U;r) = U Va

acF

donde F' es algin conjunto, donde los conjuntos V,, a € F', son abiertos disjuntos dos a
dos, y donde la restriccién p,: Vo, — U, de p es un homeomorfismo para cada o € F. No

es dificil ver que se tiene un homeomorfismo ¢: |J V, — U, x F definido por ¢(Z) =
acF
(p(z), ) para T € V, con a € F, donde F es considerado como un espacio topoldgico

discreto. Es claro entonces que se tiene un diagrama conmutativo

P
p_l(Um) UI x F

p| s

Us

donde 7y, es la proyeccién a la primera coordenada y p| es la restriccién de p.

Es evidente que ¢ mapea a p~!(z) sobre {z} x F homeomérficamente y por lo tanto,
tenemos un homeomorfismo F % {z} x F (P—l|> p~1(z) que induce un homeomorfismo
Uy, x F2U, X pfl(x). Componiendo ¢ con este tltimo obtenemos el homeomorfismo ¢,
deseado.

Sea ahora 2o € X. Notemos que, por lo que hemos probado, el cardinal de p~!(2), z €
X, es localmente constante. Dado que X es conexo, tenemos que p~1(2) = p~1(xg) para
todo z € X. Es facil ver entonces que se tienen morfismos trivializantes ¢,: p~*(U,) —
U, x p~Y(z0) que se obtienen componiendo ¢, con Idy, x h para algiin homeomorfismo
h: p~Y(z) = p~L(wo). Se sigue que p es un fibrado con fibra discreta p=!(xo).

Supongamos ahora que p es un fibrado con fibra F' discreta. Basta probar que todo
entorno trivializante (de algin punto de X) estd parejamente cubierto por p. Sea U,
entonces, un entorno trivializante de algin punto de X y sea ¢ un morfismo trivializante
de U. Por propiedad universal del producto y del coproducto, existe una tnica funcién

continua ¢: [[ U — U x F tal que my¢ia, = Idy y mpdia = C, para todo o € F, donde
acF
my y mF son las proyecciones canénicas de U x F en U y F, respectivamente, e i, es la

inclusion candnica de U en el coproducto para cada o € F.
Un célculo explicito muestra que, dado que F' es discreto, ¢ es un homeomorfismo cuyo
inverso ¢! estd definido por ¢~1(2,8) =ig(z) para 2 € Uy B € F.
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@ @
p~H(U) = UxF _ nvu - U
v TUQ
Pl //
U

No es dificil ver que p~1(U) = |J ¢ 1¢ia(U) v que p~'¢in(U) se mapea homeomér-
acl
ficamente sobre U por p para todo a € F. Se sigue que p es un revestimiento. O
El siguiente resultado se desprende de [10, Proposicién 1.30].

Teorema 1.3.50. Sea X wun espacio topoldgico y sea p: X — X un revestimiento.
Entonces p es una fibracion de Hurewicz.

El siguiente teorema muestra que el levantado por un revestimiento de una funcién
continua con dominio conexo, si existe, es Unico.

Teorema 1.3.51 ([10, Proposicién 1.34]). Sea p: X — X un revestimiento, sea Y un
espacio topoldgico conexro, seay €Y y sean fi, fo: Y — X dos funciones continuas tales

que pf1 = pfa y f1(y) = fo(y). Entonces f1 = fa.

Corolario 1.3.52. Sea p: X — X un revestimiento. Entonces p es una fibracion de
Hurewicz con levantamiento unico de caminos, esto es, para cualquier camino v en X y
cualquier punto T € p~1(v(0)), existe un tinico camino v tal que ¥(0) =T y py = 7.

Cuando se estudia la relacién entre revestimientos y grupos de homotopia, es con-
veniente considerar revestimientos entre espacios punteados que preservan puntos base.
Resulta util entonces la siguiente definicién.

Definicién 1.3.53. Diremos que una funcién entre espacios punteados p: (f( , o) —
(X, x0) es un revestimiento (punteado) si p: X — X es un revestimiento y preserva puntos
base.

Proposicién 1.3.54 ([10, Proposicién 1.31]). Sea p: (X, %0) = (X,z0) un revestimiento.
Entonces, p.: m(X,ZTo) = m1(X,x0) es un monomorfismo.

Proposicién 1.3.55 ([10, Proposicién 1.33]). Sea p: (X,%o) — (X, z0) un revestimiento.
Sea Y un espacio topoldgico arcoconezxo y localmente arcoconezo, sea yo € Y y sea

f: (Y,y0) = (X,20) una funcién continua. Entonces, existe un levantado f: (Y,1y0) —
(X,%0) de f por p siy sélo si fo(m(Y,10)) C pe(m1(X,%0)) donde f. y p. son los
morfismos inducidos por f y p, respectivamente, entre los grupos fundamentales.

La siguiente definicion resulta de extrema utilidad en el desarrollo de la teoria de
revestimientos.
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Definicion 1.3.56. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es semilocalmente
simplemente conezxo si para todo z € X existe un entorno U de x tal que la inclusién
i: U — X induce el morfismo trivial

ix: (U, z) = m (X, x)
entre los grupos fundamentales.

Proposicién 1.3.57 ([10, Proposicién 1.36]). Sea X wun espacio topoldgico arcoconero,
localmente arcoconexo y semilocalmente simplemente conexo, sea g € X y sea G un
subgrupo de m1(X, o). Entonces eviste un revestimiento p: (X,%0) — (X, z0) tal que
p*(Trl(X,:fo)) =G.

La proposicién anterior, muestra en particular que todo espacio arcoconexo, localmente
arcoconexo y semilocalmente simplemente conexo tiene un revestimiento simplemente
conexo.

Definicion 1.3.58. Sea p: X — X un revestimiento. Decimos que p es un revestimiento
universal de X si el espacio X es simplemente conexo,

En virtud de la siguiente proposicién, se sigue que el revestimiento universal de un
espacio arcoconexo y localmente arcoconexo es unico salvo isomorfismo.

Proposicién 1.3.59 ([10, Proposicién 1.37]). Sea X un espacio arcoconexo y localmente
arcoconero, sea o € X y sean p1: (X1,71) — (X,20) y p2: (Xo,T2) — (X, m0) dos
revestimientos de (X, zq). Entonces existe un isomorfismo de revestimientos punteados
f: P1 = P2 S1 Yy solo si (p1>*(7T1(X1,51)) = (pQ)*(ﬂ'l(XQ,EQ)).

Dicho isomorfismo, si existe, es el unico levantado de p1 por ps.

La siguiente proposicion sera de utilidad en la seccion 2.2.

Proposicién 1.3.60 ([10, Seccién 1.3, Ejercicio 15]). Sea X un espacio topolégico conexo
y sea p: X — X el revestimiento universal de X. Sea A C X un subespacio arcoconezro y
localmente arcoconexo de X y sea i: A — X la inclusion. Sea ademds A una componente
conexa de p~*(A), seaa € A y sea a = p(a). Entonces, la restriccion p: (A,a) — (A, a) de
p es el revestimiento que corresponde al subgrupo ker(iy) de w1 (A, a) donde iy: m (A, a) —
m1(X,a) es la funcién inducida por i entre los grupos fundamentales.

Demostracion. Sea p|: p~1(A) — A la restriccién de p. No es dificil probar por definicién
que p| es un revestimiento de A. Sin embargo, una demostracién alternativa se obtiene
de 1.3.49 y 1.3.44, observando que, dado que p es un fibrado con fibra discreta y p| es el
pullback de p a lo largo de i, entonces p| también es un fibrado con fibra discreta y por lo
tanto, un revestimiento.

Veamos ahora que p es revestimiento. Sea ag € A y sea U un entorno abierto

arcoconexo de ag parejamente cubierto por p|. Entonces p~'(U) = |J U, donde T es
ael
un conjunto de indices, donde cada U, se mapea homeomorficamente sobre U por p y

donde los conjuntos Uy, a € T, son disjuntos dos a dos.
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Observemos que, dado que U es arcoconexo, U, es arcoconexo para cada o € I'. Puesto
que Aesuna componente conexa de p~!(A), para cada o € I se tiene que U,NA € {2,U,}.
Luego
i) =pt)nAd=JU.n4)=J Vo

acl a€el’y

donde 'y ={a el : U, N A # @}. Se sigue que U estd parejamente cubierto por p. Asi,
P es un revestimiento.
Veamos ahora que p,(m; (A, a)) = keri,. Puesto que ip se factoriza a través de X y X
es simplemente conexo, es claro que i.p, = 0 y por lo tanto, que @(m(ﬁ, a)) C keri,.
Veamos la otra inclusién. Sea g: (S1,1) — (4,a) una funcién continua tal que [g] €
keri,. Entonces ig es nullhomotdpica y se sigue de 1.3.55 que existe un levantado

g: (S, 1) = (X,a)

de ig por p. Mas atin, la imagen de g es arcoconexa y por lo tanto estd contenida en A.
Asi, podemos considerar la restriccién ¢': (S L 1) — (A,a) de g.
X
pull Jp
X
l9] = [pg'] = P:([9]) € Px(m1(A,@)).

El resultado se sigue. O

Es inmediato ver que

Teorema 1.3.61 (Teorema de clasificaciéon de revestimientos, [10, Teorema 1.38]). Sea
X un espacio topoldgico arcoconexo, localmente arcoconexo y semilocalmente simplemente
conexo y sea xg € X. La asignacion p — p*()?, Zo) induce una biyeccion entre el conjunto
de clases de equivalencia de revestimientos punteados p: ()Z',?ﬁo) — (X, zg) y el conjunto
de subgrupos de w1 (X, xg).
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Capitulo 2

Problemas de minimalidad

2.1 Introduccion

Dos espacios topoldgicos X e Y se dicen débilmente equivalentes si existen espacios

X(]aXl)"' 7Xn
tales que Xg = X, X,, =Y y tales que para cada ¢ = 1,...,n existe una equivalencia débil
(cf. definicién 1.2.51)

fir Xio1 — X
o una equivalencia débil

fil Xl — Xi—l-

Es claro que dos espacios débilmente equivalentes tendran grupos de homotopia, ho-
mologia y cohomologia isomorfos. Asi, dado un espacio X, puede utilizarse un espacio X
débilmente equivalente a X para calcular los invariantes homotépicos débiles de X.

Un modelo finito de un espacio topoldgico X es un espacio topoldgico finito To P
débilmente equivalente a X. Se sigue del teorema de Whitehead [10, Teorema 4.5] que
si X es un CW—complejo, los modelos finitos de X son precisamente los espacios finitos
Ty tales que la realizacién geométrica de su complejo simplicial asociado (cf. 1.2.46) es
homotépicamente equivalente a X. Es bien sabido que todo CW—-complejo compacto es
homotoépicamente equivalente a la realizacion geométrica de un complejo simplicial finito
[10, Teorema 2C.5]. Se sigue del teorema 1.2.61 que todo CW—complejo compacto admite
un modelo finito.

Un problema que surge de manera natural con respecto a los modelos finitos, entonces,
consiste en encontrar los modelos finitos minimales de un CW—-complejo compacto X,
esto es, modelos finitos de X de la menor cardinalidad posible. El primer problema de
minimalidad del cual tenemos referencia fue formulado por J. P. May en [18], donde el
autor se pregunta si la suspensién no Hausdorff n—ésima de la O—esfera, que es el poset
S"S% de 2n + 2 puntos, es un modelo finito minimal de la n-esfera y conjetura que la
respuesta es afirmativa.

Esta conjetura fue probada por Barmak y Minian en [7]. Mads precisamente, fue
probado el siguiente teorema del cual se deduce que la conjetura de May es cierta.

65



2 Problemas de minimalidad

Teorema 2.1.1 ([7, Teorema 2.12]). Sea X # x un espacio topoldgico finito sin beat
points. Entonces X tiene al menos 2h(X) + 2 puntos, donde h(X) denota la altura de

X. Mids ain, si X tiene exactamente 2h(X) + 2 puntos, entonces X es homeomorfo a
ShX) 80,

De este teorema, se deduce ademds que el espacio SM¥) S0 es el 4nico modelo finito
minimal de S™. En el mismo articulo, Barmak y Minian dan una caracterizacién de
los modelos finitos minimales de los grafos finitos, es decir, de CW—complejos finitos de
dimension 1.

A pesar de la aparente simplicidad de su formulacién, el problema de encontrar modelos
finitos minimales de un espacio es un problema muy dificil debido a la falta de herramientas
que relacionen invariantes homotodpicos débiles de posets finitos con la informacién que
puede ser obtenida a partir de sus diagramas de Hasse. Mds atn, el nimero de posets
de n puntos parece crecer de manera exponencial en n? (véase [14]) lo que dificulta el
abordaje de este tipo de problemas mediante el uso de computadoras por métodos de
“fuerza bruta” para valores de n mayores o iguales a 12.

En la literatura aparecen diversas preguntas sobre modelos finitos minimales. En
[5, Ejemplo 7.1.1] se construye un modelo finito del plano proyectivo real de 13 puntos
como el poset de celdas de una estructura celular regular del mismo. El opuesto a este
poset ya habia sido obtenido en [39] a partir de una construccién denominada doble cono
mapeante no Hausdorff que es un caso particular de colimite homotoépico no Hausdorff. La
minimalidad de este modelo fue enunciada en forma de pregunta en [39] y [5], y verificada
por M. Adamaszek mediante una prueba asistida por computadora, la cual requirié el
analisis de aproximadamente 10% casos [1].

En este capitulo damos una prueba de este resultado que no requiere asistencia de
ordenador, probando que el grupo fundamental de la realizacién geométrica del complejo
simplicial asociado a un espacio finito de menos de 13 puntos debe ser un grupo libre. Més
aun, probamos que los dos modelos finitos que hemos mencionado son, salvo homeomorfis-
mo, los tinicos dos modelos finitos minimales del plano proyectivo.

En [39], Hardie, Vermeulen y Witbooi enuncian una conjetura mas fuerte: que el
modelo del plano proyectivo real de 13 puntos es el poset finito de menor cardinalidad
con 2-torsién no trivial en cualquiera de sus grupos de homologia (con coeficientes en Z).
Probamos también esta conjetura mostrando que si X es un poset con torsiéon en alguno
de sus grupos de homologia, entonces debe tener al menos 13 puntos.

En 2.6 probamos que no existen modelos finitos del toro con menos de 16 puntos,
resolviendo otro problema abierto [5, p.44]. De hecho, probamos un resultado mas fuerte
del cual ademds obtenemos que no existen modelos finitos minimales de la botella de
Klein de menos de 16 puntos. Mas atin, probamos que existen, salvo homeomorfismo,
exactamente dos modelos finitos minimales del toro y exactamente dos modelos finitos
minimales de la botella de Klein, todos ellos de 16 puntos.

En [62] y [5] se muestra un espacio finito débilmente contréctil no contrictil. La
pregunta que surge naturalmente en este caso es si este espacio tiene el menor cardinal
posible, entre todos los espacios que comparten estas caracteristicas [50, Problema 3.5.4].
En este trabajo damos una respuesta afirmativa a esta pregunta, mostrando que un espacio
débilmente contractil no contractil debe tener al menos 9 puntos. M&s ain, mostramos
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que existen, salvo homeomorfismo, exactamente dos posets débilmente contractiles no
contractiles de 9 puntos.

Todos estos resultados son obtenidos gracias a la técnica que hemos denominado
splitting de posets, la cual permite obtener informacion homotdépica de un poset a partir
de la de dos subposets que lo cubran, no necesariamente abiertos, cerrados o conexos.
Ademas de ser una herramienta clave para resolver los problemas de minimalidad citados,
el splitting de posets permite desarrollar diversos teoremas de tipo Hurewicz a través de
su aplicacién al estudio de la homologia de revestimientos de posets finitos.

La mayor parte de los resultados de las secciones 2.4, 2.5 y 2.6, asi como el teorema

2.7.1, se encuentran publicados en [21]. Los resultados de la subseccién 2.7.2 pueden encon-
trarse en [26], mientras que los resultados originales de la seccién 2.3 pueden encontrarse
en [19].

2.2 Resultados basicos

Expondremos a continuacién algunos resultados basicos que necesitamos para las secciones
siguientes.

Proposiciéon 2.2.1. Sea X un espacio finito Ty y sean a,b € X. Entonces U, U U, es
homotépicamente equivalente a S(Ug,NUy). En particular, si U,NUy es contrdctil entonces
U, U Uy, también lo es.

Demostracion. Sia < bo b < a el resultado se sigue, pues en ese caso, tanto U, U U, como
S(U, N Uyp) son contractiles. Luego, podemos asumir que a y b son incomparables.
Notemos que S(U,NUy) = {a,b}U(U,NUp). Luego, basta probar que {a, b} U (U, NUy)
es homotdpicamente equivalente a U, U Up.
Sea i: {a,b} U (U, NUp) — Uy U Uy la inclusién y sea r: U, UUy — {a,b} U (U, N Up)
la funcién definida por
x sixelU,NUp,

r(z)=<a sizecU,— U,
b sizxelU,—U,.

Es fécil ver que r es morfismo de 6rdenes y por lo tanto, una funcién continua. Ademas,
ri = Id y ir > Id. Por 1.2.20, r es una retraccion por deformacién fuerte y por lo tanto,
U, U Uy es homotépicamente equivalente a S(U, N Up) como queriamos mostrar.

El resto de la proposicién se sigue de [5, Proposicién 2.7.3]. O

Debemos mencionar que la funcién r de la prueba anterior aparece en la prueba de la
proposicién 11.2.3 de [5]. De manera similar, la proposicién siguiente esté relacionada con
la nocién de ge-reduccion [5, p.140].

Proposicion 2.2.2. Sea X un espacio finito Ty y sean a y b elementos maximales de X .
Si Uy U Uy es débilmente contrdctil entonces la funcion cociente q: X — X/{a,b} es una
equivalencia homotopica débil.

Demostracion. Dado que a y b son maximales en X, entonces {a,b} es convexo y por lo
tanto X/{a,b} es un espacio finito Ty (cf. [5, Proposicién 2.7.8]). El resultado se sigue
del teorema 1.2.52 tomando como base de X/{a,b} a su base minimal. O
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Lema 2.2.3. Sea X un espacio de Alexandroff Ty y sea A C X. Entonces
1. A" es un subconjunto abierto de X' y (X — A) C X' — A/,
2. el subespacio (X — A)" es un retracto por deformacion fuerte de X' — A, y
3. los grupos Hp(X, A) y Ho (X', A’) son naturalmente isomorfos para todo n € Ny.

Demostracion. La proposicién (1) se sigue trivialmente por definicién de subdivisién ba-
ricéntrica de posets.

Veamos (2). Seai: (X —A) — X'— A’ la funcién inclusién y sea r: X'— A" — (X — A)
la funcién definida por r(c) = o N (X — A). Claramente, r es una funcién continua,
ri =1d(x_ 4y y ir <Idx/—a. El resultado se sigue de 1.2.20.

La proposicién (3) se sigue de [10, Proposicién 4.21] y de 1.2.64, utilizando el lema de
los 5. O

2.3 Revestimientos y grupo fundamental de A—espacios

En esta seccién utilizamos resultados clasicos para desarrollar herramientas que nos per-
mitiran establecer, en la seccion 2.4, fuertes relaciones entre la estructura combinatoria de
espacios de Alexandroff y sus invariantes homotépicos débiles.

Muchos de estos resultados no son originales. La subseccién 2.3.1 desarrolla temas
cldsicos que pueden encontrarse en [10, 35] y la subseccién 2.3.2 estd dedicada a un
resultado de Quillen [58] que resultard indispensable para lo que sigue. Por ultimo,
gran parte los resultados de la subseccion 2.3.3 pueden considerarse una reelaboracién
de resultados de [11], realizada a partir de los obtenidos en las primeras dos. Pueden
encontrarse en [19].

2.3.1 Localizacion y grupoides

Definicién 2.3.1. Una categoria % se denomina grupoide si toda flecha de % es un
isomorfismo.
Un funtor F': 4 — & entre grupoides ¥ y Z se denomina morfismo de grupoides.

Los grupoides y morfismos de grupoides forman una categoria que denotaremos por
Grpd.

Definicion 2.3.2. Sea X un espacio topolégico. Definimos el grupoide fundamental de X
como la categoria I1; (X ) que tiene por objetos a los elementos de X y por flechas de z a y
a las clases homotopicas de caminos en X de = a y, para todo x,y € X, con composicién
definida por

[6]lv] = [y * 4]

para caminos v,d: I — X tales que 7(1) = 6(0), donde * denota la concatenacién de
caminos y [« denota la clase de homotopia de caminos del camino a: I — X.

Es fécil probar que IT;(X) es en efecto un grupoide y que 71 (X, x) es la subcategoria
Autyy, (x)(z0) de automorfismos del elemento xq en I1; (X ) para cualquier zg € X.
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Notemos que la operacién de composicién en 71 (X, xg) cuando es considerado como la
categoria Autyy, (x)(70), queda definida por

[0]lv] = [y x 0] = [v] * [0]

para caminos cualesquiera 7,d: I — X tales que v(0) = (1) = zp = §(0) = §(1), donde
el signo * en el miembro derecho de la iltima expresién denota, desde luego, la operacion
usual en 71 (X, () inducida por concatenacién de caminos'.

Definicién 2.3.3. Sea % una categoria y sea W una clase de flechas de . Una categoria
de fracciones de € para W (también denominada localizacion de € en W) es una categoria
W~ y un funtor 1y : € — €W 1] tales que:

1. 1ty (w) es un isomorfismo para todo w € W, y

2. para cualquier categoria & y cualquier funtor F: ¥ —
isomorfismo para todo w € W, existe un tnico funtor F': &
Fuy =F.

2 tal que F(w) es un
W1 — 2 tal que

No es dificil probar que la categoria €' [W 1], si existe, es tnica salvo isomorfismo
canénico. En [35] y [11] se describen construcciones explicitas de la categorfa &' [W 1]
bajo ciertas hipétesis?.

Dada una categoria pequeiia ¢, podemos considerar su localizacién %' [Mor(%) 1]
(junto con un funtor iy : € — €[Mor(%)~!]) con respecto a todas sus flechas. Siguiendo
la construccién dada en [35], vemos que esta categoria resulta un grupoide. La misma serd
denotada por L%.

Ejemplo 2.3.4. Sea G un grupoide. Es claro que G junto con el funtor Idg es una
localizacién de G. Asi, se puede considerar que LG = G.

Notemos que un funtor F': ¥ — 2 entre categorias pequeiias induce un tnico morfismo
de grupoides LF: LE — LP tal que LFi1y = 19F y que la asignaciéon F — LF respeta
identidades y composiciones. Es posible definir, entonces, un funtor “localizacion”

L: Cat — Grpd

eligiendo, para cada categoria pequena %, una localizaciéon L% de 4. Una manera de
realizar la eleccién es precisamente mediante una construccién explicita, como la que
hemos mencionado. Por simplicidad, sin embargo, asumiremos de ahora en adelante que
LG = Gy g = Idg para todo grupoide G. Notemos que, en este caso, todo funtor
F: % — G, con G grupoide, se factoriza de manera tnica por ty como F' = LF 4.

!Debido a nuestra definicién de composicién en el grupoide fundamental, el grupo fundamental que
hemos definido es, técnicamente, el opuesto al grupo fundamental clésico.

2Es sabido que la categorfa de fracciones de una categoria puede no ser una categorfa segiin la definicién
adoptada para este trabajo (es decir, una categoria localmente pequefia). Sin embargo, se deduce de la
construccién presentada en [35] que la categoria de fracciones de una categoria pequena siempre existe y
es nuevamente una categoria pequena.
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Definicion 2.3.5. Sea ¥ una categoria. Decimos que % es una categoria indiscreta si
para dos objetos cualesquiera x,y € Obj(%), el conjunto Homy (z,y) tiene exactamente
un elemento.

Observacion 2.3.6. Es facil probar que cualquier categoria indiscreta es un grupoide conexo
equivalente a la categoria trivial. En particular, todas las categorias indiscretas son
equivalentes entre si. Adicionalmente, dos categorias indiscretas son isomorfas si y sélo si
existe una biyeccién entre sus objetos.

Definicidon 2.3.7. Decimos que una categoria pequena 7" es un drbol si LT es una categoria
indiscreta.

Decimos ademds que una categoria pequenia € es un bosque si es una unién disjunta,
o coproducto, de arboles. En otras palabras, € es un bosque si sus componentes conexas
son arboles.

Definicion 2.3.8. Sea ¥ una categoria pequena conexa. Un drbol maximal en € es una
subcategoria T de % que es un arbol y tiene a todos los objetos® de €.

Observacion 2.3.9. Notemos que en una categoria pequefia % pueden existir arboles
maximales Ty T’ con T subcategoria propia de T”. En este caso, la inclusién i: T — T’
induce un isomorfismo de grupoides Li: LT = LT’'. Esto justifica, de alguna manera, el
nombre de drbol mazrimal.

Observacion 2.3.10. Sea % una categoria pequena y conexa y sea B un bosque en €. Es
claro que podemos extender B a un bosque B que contiene a todos los objetos de %.

Consideramos al conjunto de bosques de € que contienen a B como un poset ordenado
por la relacién “es subcategoria de”. Mediante una aplicacion estandar del Lema de Zorn,
no es dificil ver que este conjunto tiene un elemento maximal. Con algo de trabajo puede
probarse que dicho bosque resulta conexo, y es, por lo tanto, un arbol maximal de %.

Explicitamente, todo bosque de una categoria pequena conexa % puede ser extendido
a un arbol maximal. Una demostracién detallada de este resultado puede encontrarse en
[19, Proposicién 2.14].

Sea G un grupoide y sea A/ un subgrupoide de G. Siguiendo [17], diremos que N es un
subgrupoide normal de G si Obj(N') = Obj(G) y para toda flecha g: z — y en G se tiene
que g~ Auty(y)g = Auty(z). En este caso, podemos identificar objetos x,y € Obj(G) si
Homps (z,y) # @ y morfismos «, 8 € Mor(G) si existen morfismos nq,ne € Mor(N) tales
que o = ni1Bngy. Es facil ver que las clases de equivalencia de objetos de G forman una
categoria cuyos morfismos son las clases de equivalencia de morfismos de G con composicién
inducida por la composicién en G. Esta categoria es claramente un grupoide que serd
llamado grupoide cociente de G por Ny serd notado por G/N. La proyeccién candénica
q: G — G/N que mapea cada objeto y morfismo de G en su clase de equivalencia es un
funtor y por lo tanto un morfismo de grupoides. Es facil probar que, con la notacién
anterior, si F: G — H es un morfismo de grupoides que mapea morfismos de N en
identidades, entonces existe un tinico morfismo de grupoides F': G/N — H tal que Fq = F.

3En la bibliografia, una subcategoria de € que tiene a todos los objetos de € suele denominarse wide
subcategory. No hemos encontrado terminologia estdndar en espanol para este concepto.
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Notacion. Sea G un grupoide y sea N un subgrupoide normal de G. Denotaremos por [z]
a la clase de equivalencia de un objeto z de G en G/N. Similarmente, denotaremos por
[a] ala clase de equivalencia de una flecha o de G en G/N.

Sea ¢ una categoria pequena conexa, sea ¢y € Obj(%¢) y sea T' un drbol maximal en €.
Claramente LT es un subgrupoide normal de L% y, dado que LT es conexo, el cociente
L% /LT es un grupoide con un dnico objeto; en otras palabras, un grupo.

Consideremos el cociente

qg¢: LC — LEC /LT

v la funcién
pg: LC/LT — Autry(co)

definida por p¢([f]) = Bfa donde « es la unica flecha en LT de ¢y a s(f) y 8 es la unica
flecha en LT de t(f) a co, para toda flecha f en £L%. Es facil ver que g4 es una equivalencia
de categorias cuya inversa viene dada por la composiciéon

LE LT 2% Autpy(co) — LE.
En particular, py es un isomorfismo de grupos cuyo inverso es la composicién
Auteg(co) = LEC L5 £LC/LT.

Asi, podemos identificar canénicamente al cociente L% /LT con el grupo Aut 4 (co).

2.3.2 Grupo fundamental de categorias pequenas

En esta subseccién desarrollaremos un conocido resultado de D. Quillen que ofrece una
descripcién combinatoria del grupo fundamental de categorias pequenas y exploramos
aplicaciones a la teoria de homotopia de espacios de Alexandroff. Uno de los resultados
principales de esta seccién establece que el grupoide fundamental de un espacio de Alexan-
droff es naturalmente isomorfo a la localizaciéon del mismo.

Los resultados de esta seccién se encuentran desarrollados en [19].

Sea % una categoria pequefia conexa y sea ¢y € Obj(%). El siguiente teorema
nos permitird identificar canénicamente al grupo Aut ¢ (co) con el grupo 71(%, cg) para
cualquier objeto ¢y de €.

Teorema 2.3.11 ([58, Proposicién 1]). Sea € una categoria pequena y sea co € Obj(E€).
Entonces el grupo fundamental de € en cy es candnicamente isomorfo al grupo Aut 4 (co)
de automorfismos de ¢y en LEC .

Un candidato natural a ser el isomorfismo canénico construido por Quillen es el
morfismo que se define como sigue. Una flecha f: ¢ — ¢ en € corresponde a un 1-
simplex de N¢ y por lo tanto induce un camino canénico vy en B% desde la O-celda
correspondiente a ¢ hasta la O-celda correspondiente a ¢/. Este camino estd definido por
v¢(t) = [(of,t)] para todo t € I, donde o denota el 1-simplex (posiblemente degenerado)
correspondiente a la flecha f y donde identificamos el 1-sfmplex topolégico Al con el
intervalo unidad I de la manera obvia.

71



2 Problemas de minimalidad

No es dificil ver que la asignacién f + [ys] define un funtor
E — Hl(B%),

que con nuestra definicién de grupoide fundamental (cf. 2.3.2) resulta covariante. Dado
que 111 (B%) es un grupoide, dicho funtor se factoriza de manera tnica a través de L€
induciendo entonces un funtor

LEC — HI(BCK),

que se restringe a la composicién
Autgg(CO) — LC — 111 (BCK)

Es claro que este iltimo funtor mapea ¢y en la 0—celda de B% correspondiente a ¢y y por
lo tanto se factoriza via Autyy, (py)(co) = 1 (BE,co) = m1(%, cp). Asi, tenemos un funtor

¢: Autgg(c()) — Wl((g, Co)

que consideraremos como un morfismo de grupos.

Toda flecha f de Autry(co) tiene entonces asociada una clase ((f) de homotopia
de caminos que comienzan y terminan en cp. Denotaremos por vy a cualquiera de los
representantes de ((f), de modo que tendremos que ((f) = [y¢], para cualquier f €
Autrg(co) y para cualquier ¢ € ¢(f).

Para probar que ( es el isomorfismo candénico mencionado en el teorema anterior,
dedicaremos unos parrafos a comentar la demostracién dada por Quillen en [58].

Supongamos primero que la categoria € es conexa. El primer paso de la demostracién
consiste en establecer una equivalencia de categorias entre la categoria Cov(B%) de
revestimientos de B% y la subcategoria plena de Set? cuyos objetos son los funtores
de € a Set que invierten morfismos, que serd denotada por 2. Para esto, Quillen da
construcciones explicitas de las equivalencias, que describiremos a continuacién. Dado
un revestimiento p: F — B% y una flecha f: ¢ — ¢ en %, obtenemos una biyeccién
E(f): p~(c) — p~ () inducida por la accién de [ys]. Explicitamente, E(f) mapea a
todo elemento ¢ de p~!(c) en el punto final del tnico levantado de ¢ por p desde ¢. La
asignacién f +— E(f) define un funtor E: Cov(B%) — 2.

Por otro lado, Quillen observa que, utilizando [35, Apéndice I, Seccién 3.2], puede
probarse que para todo funtor F': C'— Set que invierte morfismos, la proyeccién

up: x| F =%

induce un revestimiento

B(up): B(x | F) — B%¥

en espacios clasificantes*. La asignaciéon F + B(ur) define un funtor de 2 en Cov(B%)
que resulta un inverso de E (en el sentido de equivalencia de categorias).

4E] teorema citado establece que la realizacién geométrica de un revestimiento de conjuntos simpliciales
es un revestimiento de espacios topoldgicos. El desarrollo de la teoria de revestimientos de conjuntos
simpliciales resultaria excesivo para los objetivos de este trabajo por lo cual hemos decidido omitirlo. Las

secciones 2 y 3 del Apéndice I de [35] desarrollan este tépico y su relacién con revestimientos de espacios
topolégicos. Asimismo, pueden encontrarse tratamientos muy amenos de estos resultados en [28, Capitulo
3] y en [74, Seccién 1.4].
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Ahora bien, por la propiedad de L% de factorizacién unica de funtores que invierten
morfismos, es claro que el funtor 1y : ¥ — L% induce un isomorfismo de categorias entre
Set£?¢ y 2 ([35, Capitulo I, Lema 1.2]). Por otro lado, como % es conexa, la inclusién
Autpg(co) — L% es una equivalencia de categorias y por lo tanto induce una equivalencia
de categorfas Set*? ~ SetAutce(co),

Dado un grupo G, considerado como una categoria con un tnico objeto *, un funtor
F: G — Set puede interpretarse como una accién a izquierda de G sobre F'(x), definida
obviamente por

g-x="F(g)(x)

para todo g € G y todo z € F(x). Es claro que una transformacién natural a: F = G
entre dos funtores F,F': G — Set no es otra cosa que una funcién de F(x) en F’(x)
que respeta las acciones correspondientes, es decir, una G—funcién. Es facil probar que
la asignacién F' — (F(x),-) es un isomorfismo de categorias entre la categoria Set” y la
categoria G—Set de G—conjuntos.

Sea G = Autry(cp). Tenemos entonces equivalencias de categorias

Cov(B%) ~ 2 = Set*? ~ Set® =~ G Set.

Consideremos a G como un G-conjunto con la accién usual por traslacion a izquierda,
y sea p: B — B% el revestimiento correspondiente de B% por medio de la equivalencia
G-Set ~ Cov(B%). Notemos que p~!(cp) es el espacio discreto {cp} x G. Sea entonces
o = (Co,IdCO) € p_l(Co).

Dado un camino v en B¢ y dado = € p~1((0)), denotaremos por 3% al tinico levantado
de v por p desde z. La identificacién canénica {cp} x G = G, muestra entonces que

(co, gh) = g - (co, h) = 7,/M (1)

para algin 74 € ((g), para cualesquiera g,h € G.

Dado que la accién de G es transitiva, es claro que B% resulta un revestimiento conexo
de B%. Mas aun, dado cualquier G—espacio X no vacio, es posible definir una G—funcién
f: G — X por f(g) = gz para algin x € X fijo. Es fécil ver entonces que p se factoriza
a través de cualquier revestimiento de B%, de donde se sigue claramente que p es el
revestimiento universal de B%.

La equivalencia Cov(B%) ~ G—Set se restringe a un isomorfismo

AUtCOV(B‘K) (p) = Autc-set (G)

Notemos que Autcoy(py)(p) no es otra cosa que el grupo Deck(/BTK , B€) de transforma-
ciones deck de p. Se sigue de la demostracién de [10, Proposicién 1.39], que se tiene un
isomorfismo

m(B%,c)® = Deck(B%, BY)

que mapea al elemento [y] en la tUnica transformacién deck 7, de p tal que

(%) =7%(1).
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Por otro lado, el grupo de automorfismos de G en G—Set es candnicamente isomorfo
a G°P via el isomorfismo que mapea a todo elemento g € G en la biyeccién o4: G — G
definida por

Ug(h) = hg

para todo h € G.
Asi, la composicién

G = Aut get(G) = Deck(B%, BE) = 11 (BE, o)

nos da el isomorfismo opuesto al mencionado en el teorema de Quillen. Ahora bien, para
todo g € G, la biyeccién o, mapea a la identidad Id., en g, de donde se sigue que la
transformacion deck correspondiente a g es precisamente la tinica transformacién deck 79
de p que mapea a ¢y = (cp,1dc,) en (co,9) = f’yvggo(l). Se sigue que, via la composicién
G = Deck(B%, B€)° = 11 (B%, ), un elemento g de G se mapea como

g7 = Tyy 7 ['Yg] =((9)

y por lo tanto el isomorfismo
G= 7T1(B(g, Co)

es precisamente ¢, como queriamos mostrar.

Si % no es conexa, el resultado se sigue facilmente puesto que tanto Autyy(co) como
m1(B%, cp) dependen tnicamente de la componente conexa de ¢ que contiene a cg.

Un célculo directo muestra, ademads, que el isomorfismo ¢ es natural en (%, ¢p), y por
lo tanto los funtores Aut,)(-) y m1(-,-) de Cat, en Grp son naturalmente isomorfos.

Haremos aqui un paréntesis para deducir de la demostracién de Quillen un resultado
que se considera estandar en la teoria de homotopia de categorias y que utilizaremos més
adelante.

Ejemplo 2.3.12. Sea G un grupo, considerado como una categoria con un unico objeto
*ysea p € Set? el funtor asociado a G, al ser considerado como un objeto de G-Set con
la accién usual por traslacion a izquierda.

Se sigue del teorema 2.3.11, que existe un isomorfismo candnico (: G — w1 (G, *).
Notemos que G estd siendo considerado como un grupo en el dominio, mientras que
m1(G, %) es el grupo fundamental de la categoria punteada (G, x), es decir, el grupo
fundamental de BG en .

La categoria * | ¢ se puede calcular explicitamente: sus objetos estan en corresponden-
cia con los elementos de G, y existe exactamente una flecha (correspondiente al elemento
hg~!') entre los objetos correspondientes a ¢ y a h, para cualesquiera g, h € G. Es claro
entonces que * | ¢ es una categoria indiscreta.

Asi, el tnico funtor de * | ¢ en la categoria terminal, cuyo espacio clasificante es el
singleton, es una equivalencia de categorias. Se sigue que B(x | ¢) resulta contractil.
Dado que B(uy): B(* | ¢) — BG es un revestimiento de BG, se sigue claramente que
BG es asférico. Luego, BG es un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1).
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Observacion 2.3.13. De la naturalidad de ¢, obtenemos que el funtor
Grp — Cat, N Top, = Grp

es naturalmente isomorfo a la identidad de Grp.

Uno de los resultados principales de esta seccién serd el Teorema 2.3.17 que establece
que el grupoide fundamental de un espacio de Alexandroff es naturalmente isomorfo a la
localizacién de dicho espacio. Debemos desarrollar antes algunos resultados preliminares.

Definicién 2.3.14. Para todo t € A™ denotaremos por m; al minimo del conjunto

{i€{0,...,n}: t; £ 0.

Sea X un espacio de Alexandroff. Definimos la funcién px: BX — X por ox(jw,t]) =
w(my) para todo [w,t] € BX. No es dificil ver que ¢ x estd bien definida.

Ma4s aun, es facil ver que fox = wyBf para cualquier funciéon continua f: X — Y
entre espacios de Alexandroff X e Y.

Notemos que si X es un espacio de Alexandroff T, entonces ¢x no es otra cosa que
la equivalencia débil obtenida al combinar los teoremas 1.2.53 y 1.2.65.

Teorema 2.3.15. La coleccion de flechas {¢x : X es un espacio de Alexandroff} define
una equivalencia débil natural ¢ entre el funtor

ATop = Ord — Cat B, Top

y el funtor “inclusion”
ATop — Top.

Demostracion. De los teoremas 1.2.53 y 1.2.65 obtenemos inmediatamente que ¢ x es una
equivalencia débil para todo espacio de Alexandroff Ty. Necesitamos probar que ¢x es
una equivalencia débil para todo espacio de Alexandroff X (no necesariamente Ty). Sea
X un espacio de Alexandroff, sea X su cociente de Kolmogorov (Subseccién 1.2.5), sea
qx: X — Xy la funcién cociente obvia y sea ix cualquier seccion de ¢x. Un célculo directo
muestra que gx es una equivalencia de categorias con inversa ix. Se sigue que Bgx es
una equivalencia homotépica.

Notemos que gx¢x es continua dado que es igual a la composicién ¢x,Bgx. La
continuidad de px se sigue facilmente.

Dado que ¢x,, gx y Bqx son equivalencias débiles, se sigue claramente que ¢ x también
lo es, como queriamos probar. O

Corolario 2.3.16. Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios de Alexandroff.
Entonces, f es una equivalencia débil si y solo si Bf: BX — BY es una equivalencia
homotopica.

Demostracion. Del teorema 2.3.15 y de la propiedad 2-de-3 de las equivalencias débiles
se sigue que f es una equivalencia débil si y s6lo si Bf es una equivalencia débil. Dado
que BX y BY son CW-complejos, el resultado se sigue directamente del Teorema de
Whitehead. O

75



2 Problemas de minimalidad

Teorema 2.3.17. Los funtores L: ATop — Grpd y II;: ATop — Grpd son natural-
mente isomorfos.

Demostracion. Definiremos primero una transformacién natural Z: £ = II;. Para cada
espacio de Alexandroff X definimos el funtor Zx: X — II;(X) como el funtor que es la
identidad en objetos y mapea la flecha < 2/ en [p(x < 2')], la clase de homotopia de
caminos de n(z < z'), para cualesquiera z, 2’ € X tales que x < 2.

Notemos que si X e Y son espacios de Alexandroff, f: X — Y es una funcién continua
y z, 2" son elementos de X tales que z < 2/, entonces fon(x < z') =n(f(x) < f(2')). Se
sigue que Z es una transformacién natural del funtor

ATop = Ord — Cat

en el funtor
ATop — Top LN Grpd — Cat.

Definimos Zy : £LX — II;1(X) como el tinico morfismo de grupoides tal que Zx = Zxix
para cada espacio de Alexandroff X. No es dificil ver que Z: £ = II; es, en efecto, una
transformacion natural.

Veamos que Zx es un isomorfismo para todo espacio de Alexandroff X. Sea X un
espacio de Alexandroff Ty conexo. Por argumentos estandar de la teoria de grupoides,
es suficiente probar que Zx es biyectivo en objetos (lo cual se deduce trivialmente de la
construccion explicita de £LX realizada en [35]) y se restringe a un isomorfismo de grupos
entre Autyx(zo) y m (X, xo) para algin g € X.

Sea entonces g € X y sea px: BX — X la equivalencia débil natural del Teorema
2.3.15. Dados elementos = y 2’ en X tales que x < 2/, denotemos por 7,<, al camino
canénico en BX de z a x’ descripto al comienzo de esta subseccidn.

Un célculo directo muestra que n(x < 2’) = px 0 v,<, para cualesquiera z,z’ en X
tales que z < 2’. Se sigue que

Zx(x<a')=[n(x <a)] = [ox 0 ve<e] = i(px)([e<ar]) = Th(px)Cxex (x < 2)

para cualesquiera z,2’ € X tales que < 2/, donde Cy: £LX — II;(BX) es el funtor
definido al comienzo de esta subseccién. Es inmediato entonces que la restriccion

Zx: Auth(a:O) — 7T1(X, (EU)

de Zx no es otra cosa que la composicién 71 (px)(x, donde Cx es el isomorfismo de Quillen.
Se sigue claramente que esta restriccién es un isomorfismo. O

2.3.3 Aplicaciones a revestimientos de A—espacios

Como mencionamos en la introduccién de esta seccion, los resultados que desarrollaremos
en esta subseccion estan fuertemente inspirados en ideas y resultados de [11]. La principal
diferencia entre nuestro trabajo y el del articulo mencionado estd en que en lugar de
utilizar el edge-path group de K(X) para caracterizar el grupo fundamental de un espacio
de Alexandroff X, hemos optado aqui por utilizar el teorema 2.3.11 de Quillen, cuya
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naturaleza categérica lo hace, a nuestro criterio, mas compatible con la nocién de G-
coloring admisible, esto es, un funtor de X en un grupo G.

Sean ¢ y & categorias pequenas conexas, sean Ty y Ty arboles maximales en € y
2 respectivamente y sea F': € — Z un funtor tal que F(T%) C Ty. Dado ¢y € Obj(%¥),
tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde g¢ y g4 son las proyecciones candnicas.

L 4z o~
% ¢ Le LE/LTy (%€, co)
F LF F F.
2 > LY e LY |LTy = (2,F(c))
Figura 2.1

Ahora, dada una categoria pequefia conexa %, un objeto ¢y de ¥ y un arbol maximal
T en €, tenemos un funtor Fr: ¢ — 71 (%, ¢p) inducido por T' dado por la composicién

€ L5 LC LE LC/LT =5 m10(C, o).

Notemos que el funtor F7 no depende sélo de T', sino también del objeto cy. Dado que
el rol del objeto ¢y no serd, en general, de suma importancia, hemos preferido no incluirlo
en la notacion.

Dado un morfismo de grupos a: m(%,co) — G, el funtor o o Fp serd denotado por
Fra-

Notemos que el funtor Fr, induce un morfismo de grupos

(-FT,Q)*

7'('1(%,60) Wl(G,*)gG,

donde 71 (G, %) = G es el isomorfismo candnico del ejemplo 2.3.12.

Lema 2.3.18. Con las definiciones anteriores, la composicion

(]:T,a)*

1 (cg’ CO) Wl(Gv *) =G

es igual a a.

Demostracion. Denotaremos los isomorfismos canénicos mencionados anteriormente y sus

respectivos inversos por —. Dado que no necesitaremos considerar otros isomorfismos,
esto no deberia causar confusion.
Es facil ver que t¢: € — L% induce la identidad

Autry(co) — Autze(co)
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y por lo tanto, induce el isomorfismo
(€, co) =N Autry(co) =N m1(LE, o).
Asimismo, el funtor inclusién Auty¢(co) < L% induce también la identidad
Autg(co) = Autrg(co)
y por lo tanto, induce el morfismo
m1(Aut ey (co), co) = Autzg(co) = m(LE, co).
Como hemos mencionado antes, la composicién
Autrg(co) = LC L5 £LF)LT 255 Autpy(co)

es igual a la identidad. Se sigue que el funtor pyqy: LE — Autry(co) induce, entre los
grupos fundamentales, el isomorfismo

o)

m1(LE,co) — Autre(co) = m1(Aut e (co), o).

De la observacién 2.3.13, vemos que el isomorfismo canénico Aut 4 (co) — 71 (€, co)
induce el isomorfismo

m1(Autze(co), co) — Autzg(co) = m1 (€, co) = mi(m1 (%, o), %)

entre los grupos fundamentales.
Componiendo los morfismos inducidos correspondientes, obtenemos que

€ L5 LE L1 Autpy (o) — m1(E, o)

induce el isomorfismo N
(€, co) = m(m1(F, o), *)

entre los grupos fundamentales.

En virtud de la naturalidad del isomorfismo candénico de Quillen, obtenemos que
el morfismo inducido por Fr,: ¢ — G entre los grupos fundamentales es igual a la
composiciéon

71'1(%, Co) i) G i) 7T1(G,*).

El resultado se sigue componiendo el morfismo anterior con el isomorfismo (G, *)

G.

0w

En particular, (Fr)« = Idy (% co)-
El siguiente corolario se demuestra facilmente.

Corolario 2.3.19. Con las definiciones anteriores, el funtor Fr o es trivial si y solo si
a=0.
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Demostracion. Dado que Fr, se factoriza a través de o, entonces serd trivial siempre que
a lo sea. Por otro lado, si Fr, es trivial, entonces BFr , es constante. Se sigue del lema
anterior que o = (Frq )« = 0. O

Supongamos que X es un espacio topoldgico de Alexandroff Ty conexo, que A es un
subespacio conexo de X, que tenemos un drbol maximal 7' de X cuya interseccién con A
es un arbol maximal T4 de A, y que tenemos un morfismo de grupos a: m(X,a9) = G
para algin ag € A y algtin grupo G.

Sea i: A — X la inclusién y sea i.: m1 (A, ap) = m1(X, ap) el morfismo inducido por i.
Del diagrama de la figura 2.1, observamos que Fr, «;, es la restricciéon de Fr, a A. Se
sigue del corolario anterior que Fr es trivial en A siy sélo si i«(m1(A, ap)) C kera.

Ahora bien, si A no es conexo, tendremos que considerar distintos puntos base, al
menos uno por cada componente conexa de A, para determinar si el funtor Fr, es trivial
sobre A. Esto requiere considerar distintos puntos base en X.

Proposicion 2.3.20. Sea X un espacio de Alexandroff Ty conexo, sea A C X un subes-
pacio, sea T un darbol maximal en X, sea xy € X y sea a: w1 (X, x9) — G un morfismo
de grupos. Sea i: A — X la inclusion. Supongamos ademds que la interseccion de T
con cada componente conexa de A es un drbol, y por lo tanto, un drbol maximal en dicha
componente.

Para cada a € A, sea 0,: m1(X,a) = m1(X,x0) el isomorfismo inducido por la clase
homotopica de algin camino en X de a a xg correspondiente a la unica flecha en LT de
a axg.

Entonces, Fr o es trivial en A si y sdlo st i,(m1(A,a)) C ker ab, para todo a € A.

Demostracion. Sea a € A. Consideremos el siguiente diagrama en Cat,

(LX/LT, [a]) ——— Autex(a) = n(X.a) —2
o~ 0, i
(LX/LT, [z0]) Autzx (o) m (X, zo)

donde el isomorfismo Autyx(a) = Autpx(zg) es el isomorfismo obvio inducido por la
unica flecha en LT de a a xg. Es facil ver que el diagrama conmuta, de donde se sigue que
fT,a = fT,aGa‘

Denotemos por T, al drbol que se obtiene al intersecar con T" a la componente conexa
de A que contiene a a. Notemos que, por el diagrama de la figura 2.1, la restriccién
de Fr.a9, a A no es otra cosa que el funtor Fr, 44,;, Ahora bien, Fr, es trivial en la
componente conexa que contiene a a si y solo si Fr g, lo es. Por el corolario 2.3.19, esto
sucede si y sblo si afyi. = 0, o equivalentemente, si y s6lo si i.(m1(4,a)) C ker af,. El
resultado se sigue facilmente. O

Corolario 2.3.21. Sea X un espacio topolégico de Alexandroff Ty conexo y sea A un
subespacio de X tal que la inclusion i: A — X induce el morfismo trivial i,: m(A,a) —
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m1(X,a) para todo punto base a € A. Entonces existe un drbol mazimal T en X tal que
Fr es trivial en A.

Demostracion. Podemos elegir un drbol maximal en cada componente conexa de A y
extenderlo a un arbol maximal 7' de X. Las hipdtesis de la proposicién anterior se verifican
trivialmente y por lo tanto Fr es trivial en A. O

Teorema 2.3.22. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff conexo y sea xo € X. Sea
G un grupo considerado como una categoria con un unico objeto x y sea F: X — G un
funtor. Sea X = F/*, sea p: X — X la proyeccién candnica y sea Ty € p~Y(z0). Sea
Fi: (X, x0) = G el morfismo inducido por F entre los grupos fundamentales. Entonces,
la proyeccion p es el revestimiento (regular) de X correspondiente al nicleo de Fi con
mo(X, Tg) = coker F.

Si, en particular, F = Fr o para algin un drbol mazimal T en X y algin morfismo
de grupos ac: m (X,z9) = G, entonces p es el revestimiento de X correspondiente a ker o
con (X, Tp) = coker a.

Demostracion. Un céalculo explicito muestra que Obj (5(1 ) = X XG y que, para cualesquiera
(z,9), (2, ¢') € X existe una (tinica) flecha en X de (z,9) a (/,¢) siy sélosi z < 2’ en
Xy gdF(x<a')=gen G. Se sigue que X es un espacio de Alexandroff cuyo preorden
asociado esta definido por

(r,9) < (2, ¢ ) e z<2' yg=4gF(x<a)

para (z,9),(2',q') € X v que p es una funcién continua.
Veamos que para todo = € X,

p_l(Ua:) = U U(at,g)
geG

y los conjuntos Uy, 4 con g € G son disjuntos dos a dos y se mapean homeomorficamente
sobre U, por p. Seax € X. Veamos primero que p~'(Uy) = U Uy o). Si(2/,g') € p~H(Us)
geG
entonces 2’ < x y por lo tanto (2/,¢') < (z,9) donde g = ¢'F(2' < z)~L.
p 1 (Uz) € U Ulyy)- La otra inclusién es obvia.
geG

Se sigue que

Veamos ahora que los conjuntos U, 4), g € G, son disjuntos dos a dos. En efecto, si
(a,h) € Ugg) N Uy gy Para g,g" € G, tenemos que

gF(a<z)=h=¢F(a<x)

de donde se sigue que g = ¢'. B
Finalmente, utilizando la descripcién explicita del preorden en X es ficil probar que,
para todo g € G, la funcién ¢4: Uy — U, 4) definida por

¢g(2') = (2',9F (2’ < x))

para ' € U, es el inverso de la restriccién p|: Ulz,g) — Uz de p. Se sigue que p mapea
U(z,g) homeomorficamente sobre U, como queriamos probar.
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2.3 Revestimientos y grupo fundamental de A—espacios

Concluimos que p es un revestimiento de X . N
Ahora bien, para cada g € G, el funtor g,: X — X inducido por g del teorema 1.1.15
no es otra cosa que la transformacion deck definida por

g«(, h) = (x, gh)

para todo (z,h) € X. Se sigue que B(gx) es un homeomorfismo para todo g € G. Mediante
una aplicacién directa del Teorema B de Quillen (Teorema 1.1.15), obtenemos la siguiente
porcién de sucesién exacta larga

72(G, %) = (X, (0, €)) 25 m1(X, 20) T m1(G, %) — mo(X, (0, €)) L5 w0 (X, m0)

donde e es el neutro de G. Por 2.3.12 vemos entonces que existe una sucesion exacta

0— 7T1<X, (1‘0,6)) p_*> 7T1(X,330) i G — 71'0()?, (330,6)) — 0.
Se sigue que p (7 ()A(/, (xzo,€))) = ker Fy y que Wo()?, (20, €)) = coker F.
Sabemos de la demostracion de [10, Teorema 1.38] que p. (1 (X, %)) es un conjugado de
P (T ()N(, (z9,€))) = ker F,. Dado que ker F, es un subgrupo normal de 71 (X, x¢), es claro
que p*(m()?,fo)) = ker F, como queriamos. Por otro lado, 770()?,%0) = 770()?, (zg,€)) =
coker F.

La ultima parte se sigue facilmente de 2.3.18. O

Observacion 2.3.23. Se sigue del teorema anterior que X = F/* es conexo si y sélo si a
es un epimorfismo, y que p: X — X es el revestimiento universal de X si y sélo si a es un
isomorfismo.

Observacion 2.3.24. No es dificil ver que el teorema anterior admite una versiéon andloga
con X = %\ F. En efecto, la aplicacién (z,g) — (z,g7') de F/* en \F es un homeomor-
fismo sobre X.

Corolario 2.3.25. Sea X wun espacio de Alexandroff conero, sea zo € X y sea H un
subgrupo normal de w1 (X,x0). Entonces existe un grupo G y un funtor F: X — G
tal que la proyeccion candnica p: F/+ — X es el revestimiento (regular) conexo de X
correspondiente al subgrupo H.

Demostracion. Se sigue inmediatamente del teorema 2.3.22, tomando G = m1(X, x0)/H,
a: m(X,x0) = G la proyeccién al cociente y F = Fr, para algin arbol maximal 7' en
X. O

Ejemplo 2.3.26. Sea X el poset definido por el siguiente diagrama de Hasse:

c d
[ ]

X

Qe
o
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2 Problemas de minimalidad

Consideramos a X como una categoria pequena. Sea T’ el arbol maximal de X que
contiene a las flechas a < ¢, b < cy b <d, ysean vx: X — LX y qx: LX — LX/LT
funtores definidos como antes. Tenemos que LX/LT = 71(X,a) = Z. No es dificil ver que
n = gx(tx(a < d)) es un generador del grupo LX/LT.

Sea a:: m1(X,a) — Zg el morfismo de grupos que mapea al generador de 71 (X, a) que
se identifica con 7, en el elemento 2 € Zg. El funtor Fr,: X — Zg estd definido por
Fraola <d) =2, Froala<c) =0, Frob<c) =0y Fro(b < d) =0. Por lo tanto, el
espacio X = Fr,a/* es el siguiente poset

(c,0) (d,0) (c,2) (d,2) (c,4) (d,4) (c,1) (d,1) (¢,3) (d,3) (¢,5) (d,5)

(a,0) (6,0) (a,2) (b,2) (a,4) (b,4) (a,1) (b,1) (a,3) (6,3) (a,5) (b,5)

y la proyeccion p: X — X es un revestimiento. Es evidente que

7'('0(X, (G,O)) = ZQ = Zg/Imoz.

Por otro lado, utilizando el teorema 1.2.53 y resultados estandar sobre el grupo funda-
mental de S', puede probarse que

p«(m1(X, (a,0))) = ker a.

2.4 Splitting de posets

2.4.1 Triadas split

En esta subsecciéon presentamos la técnica del splitting de posets y exhibimos algunas
consecuencias interesantes de su aplicaciéon. Mas ain, desarrollamos resultados que utili-
zaremos para resolver los problemas de minimalidad que estudiaremos en las subsecciones
siguientes: los modelos minimales del plano proyectivo, del toro y de la botella de Klein,
espacios con torsién en sus grupos de homologia (con coeficientes en Z) y débilmente
contractiles no contractiles de cardinalidad minima.

La técnica del splitting consiste en dividir un poset X en dos subespacios C'y X —
C' (no necesariamente abiertos, cerrados o conexos), y deducir a partir de propiedades
homotoépicas u homolégicas de dichos subespacios, propiedades homotépicas u homolégicas
de X.

Esto resulta natural, puesto que |[K(C)| y |[K(X — C)| son retractos por deformacién
fuerte de los subespacios abiertos |[K(X)|— |K(X —C)| y |[K(X)|—|K(C)| respectivamente,
los cuales forman un cubrimiento de [K(X)].

Notemos que si X es un poset finito y U y V son subespacios abiertos de X tales que
X = U UV entonces X es retracto por deformacion fuerte del pushout homotépico no
Hausdorff [29, Definicién 2.1] del diagrama U «—= UNV < V' y, por el teorema de Thomason
[73], [IC(X)] es el pushout homotépico del diagrama |[IC(U)| <= [KK(U N V)| < |[K(V)| (cf.
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2.4 Splitting de posets

[29]). Observemos también que (|IC(X)[; |[IC(U)|, [K(V)|) es una CW—triada. Por lo tanto,
existen diversas herramientas para obtener informacién homotoépica de X a partir de
informacién homotoépica de U y de V. Vemos ademds que, considerando posets opuestos,
el argumento anterior se aplica si U y V son subespacios cerrados de X.

Sin embargo, el requerimiento de que U y V' sean subespacios abiertos o cerrados de X
es demasiado restrictivo y no se encuentra presente en el argumento del segundo parrafo de
esta subseccién. Para deshacernos de estas hipétesis en el contexto de los espacios finitos
podemos utilizar la subdivisiéon de posets de la siguiente manera. Sean C'y D subespacios
disjuntos de X tales que X = C U D. Entonces C’ y D’ son subespacios abiertos de
X' =(X'-C")U(X"—D'"). Por el argumento expuesto anteriormente, podemos obtener
informacién homotépica de X a partir de X’ — C’ y X’ — D', los cuales, por el lema 2.2.3,
son homotdpicamente equivalentes a (X —C)" y (X — D)’ respectivamente. Por lo tanto, si
C'y D son subespacios disjuntos de X tales que X = C'U D, es razonable esperar obtener
informacién homotépica de X a partir de C’ y D', y de igual manera, a partir de C'y D.

Como un primer ejemplo simple de aplicacién, consideremos el siguiente resultado, el
cual es aplicacién directa de la sucesion de Mayer-Vietoris en homologia. En lo que sigue,
homologia significard homologia singular con coeficientes en Z y por lo tanto el grupo de
coeficientes sera omitido de la notacion.

Proposicion 2.4.1. Sea X un espacio de Alexandroff To. Supongamos que existen
subespacios C, D C X tales que X = C' U D vy tales que los morfismos H1(C) — H1(X) y
Hy(D) — Hy(X) inducidos por las inclusiones candnicas son triviales. Entonces Hiy(X)
es un grupo abeliano libre.

Demostracion. Podemos asumir que C,D C X y que C N D = @. Observemos que la
inclusién (X — C)" — X’ induce el morfismo trivial en H; dado que (X — C) C D'.
Ahora, por 2.2.3, se sigue que la inclusién X’ — ¢’ — X’ también induce el morfismo
trivial en Hy. Similarmente, la inclusién X’ — D’ — X’ induce el morfismo trivial en Hj.

Dado que X'—C"y X’ — D' son subespacios cerrados de X'y X’ = (X'—=C"\)U(X'—D’),
considerando posets opuestos obtenemos la siguiente porcién de la sucesion exacta de
Mayer-Vietoris

Hi(X' — @ Hi(X' — D) =2 H(X) =2 Hy(X' = C")n (X' = D')).

Y dado que Ho((X'—C")N (X’ — D")) es un grupo abeliano libre y 9 es un monomorfismo
obtenemos que H;(X’) = H;(X) es un grupo abeliano libre. O

Teorema 2.4.2. Sea X un espacio de Alexandroff Ty conexo y sea xo € X. Sea A C X
un subespacio y sea i: X — A — X la inclusion. Sea G un grupo y sea a: w1 (X, x0) = G
un epimorfismo. Supongamos que i.(m1(X — A, x)) C ker o, para todo x € X — A, donde
g es la composicion

m(X,z) = m(X,20) S G,

donde 7 (X,x) — m (X, x0) es el isomorfismo inducido por un camino cualquiera en X
de T a xg.
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Sea p: X — X el revestimiento conero de X correspondiente al subgrupo ker o de
m1 (X, xo). Entonces,

Hn(Xap_l(A)) = @Hn(Xv A)
G

para todo n € Ng.

Demostracion. Consideremos los P—complejos de cadenas (cf. definicién 1.2.70)

C(X,p 1 (A)) = (Cu(X,p"(A)), dn)nez

C(Xv A) = (Cn(X’ A)a dn)nEZ

de los pares ()N( ,p1(A)) y (X, A). Consideraremos que los grupos C,, de estos complejos
estan generados por las cadenas relativas correspondientes a cada par. Probaremos que

C(X,p ' (4) =P C(X, 4),
geG

de donde se deduce trivialmente el resultado deseado.

Tomemos un arbol maximal en cada componente conexa de X — A y extendamos el
bosque asi obtenido a un arbol maximal 7" en X. Sea F = Fr,.

Por el teorema 2.3.22, podemos suponer que X=r /* y que p es la proyeccién a X. Es
claro que el grupo ker «, es independiente del morfismo «, y del camino de = a x( elegido
para construir el isomorfismo (X, z) = m1(X,z0). En particular, podemos considerar
que el camino elegido es el inducido por la tinica flecha en £71" de z a x¢. Por la proposicién
2.3.20, tenemos que F es trivial en X — A.

Para n € Ny, definimos

bn: Cn(X,pH(A)) = €P Cn(X, A)

geG
como el morfismo de grupos que mapea cada n—cadena [(z9,90),- -, (Tn,gn)] en la n—
cadena [xp,...,zy] de (X, A) correspondiente a la coordenada g; de @ C,(X, A), para

geG
algin i € [n] tal que x; € X — A. Es facil ver que ¢,, estd bien definido. En efecto, si

existen z;,z; € X — A con 0 < i < j < n, dado que (z;,9;) < (z;,9;) y utilizando que F
es trivial en X — A, se tiene que g; = g;F (z; < x;5) = gj.

Si [z0,...,%n] es una n-—cadena de (X, A), entonces, para cada g € G, existe una
tinica n—cadena de (X,p~!(A)) que se mapea en la cadena [xg, ..., x,] correspondiente a
la coordenada g de @ C,(X,A) por ¢. Esta es la cadena [(xo, 90),- -, (Zn, gn)] donde

geG

gi; = g para algun i € [n] tal que z; € X — A, y donde

_JeiF(y<a)  si0<j<i,
9i giF(x; <xj)t sii<j<n.
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Se sigue que ¢y, es un isomorfismo. No es dificil, ademés, probar que (®d,,)d,, = ¢n_1£ivn
para todo n € Ny. Asi, la coleccién de morfismos {¢, : n € Ny} se puede extender a un
isomorfismo de complejos de cadenas

¢: C(X,p ' (A) =P C(x,A).

geG

Dado que los grupos de homologia singular con coeficientes en Z de un espacio de
Alexandroff T son naturalmente isomorfos a los grupos de P—homologia de dicho espacio,
el resultado se sigue. O

De este teorema obtenemos el siguiente corolario que sera de utilidad mas adelante.

Corolario 2.4.3. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff Ty conexo y sea xg € X.
Sea A C X un subespacio tal que la inclusion de X — A en X induce el morfismo trivial
entre los grupos fundamentales correspondientes para cualquier eleccion de punto base. Sea
p: X — X el revestimiento universal de X.
Entonces B
Ho(Xp ' (A) = @ Hu(X.A)
m1(X,z0)

para todo n € Ng.

Demostracion. Tomando o = Id;, (x 4), €l resultado se sigue por aplicacion directa del
teorema 2.4.2. O

Este corolario motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.4.4. Sea X un poset conexo (o equivalentemente, un espacio topoldgico de
Alexandroff T conexo) y sean C'y D subposets de X no vacios tales que X = C' U D.
Decimos que la terna (X;C, D) es una triada split si la inclusién de D en X induce el
morfismo trivial entre los grupos fundamentales correspondientes para cualquier eleccion
de punto base.

Observemos que una triada split (X; C, D) con C # X da lugar a una triada (X;C, X —
C) que parte X en dos subespacios disjuntos que satisfacen las hipétesis del corolario
anterior. En este caso, (X;C, X — C) es también una triada split.

Estamos principalmente interesados en las triadas split (X;C, X — C) tales que el
subespacio C satisface hipdtesis adicionales. Bajo condiciones adecuadas, podremos ob-
tener informacién homotépica concreta de X como se observa en el siguiente teorema de
tipo Hurewicz.

Teorema 2.4.5. Sean € N conn > 2 y sea (X;C,Y) una triada split tal que
o 7,.(C,co) =2 Hy(C) =0 para todo 2 < r < n y para todo ¢y € C,
e m1(C,cp) es un grupo abeliano para todo ¢y € C, y

e la inclusion C — X induce un monomorfismo H1(C) — Hi(X).
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SileNestal que2 <1<nyH;j(X)=0 para todo 2 < j <1—1 entonces mj(X,z9) =0
para todo 2 < j <1 —1y m(X,z9) = H(X)® Z[m1(X,x0)] para cualquier zo € X. En
particular, mo(X, z9) = Ho(X) @ Z[m1 (X, x0)].

Demostracion. Notemos que el resultado vale trivialmente si C' = X. Podemos suponer
entonces que C' # X.

Sea p: X — X el revestimiento universal de X y sea i: C'— X la inclusién.

Veamos primero que H,(p~'(C)) = 0 para 1 < r < n. Sea Cp una componente
conexa de C'y sea D una componente conexa de p~!(Cp). Sea cg € Cp. Por un lado,
7m1(Co, o) = m1(C,¢p) es un grupo abeliano. Por otro, es claro que iy: Hi(Cp) — Hi(X)
es un monomorfismo. Sea h¢,: m1(Co,co) — H1(Cp) el morfismo de Hurewicz (en grado
1) correspondiente a (Cp, ¢p). Por [10, Teorema 2A.1] se sigue que h¢, es un isomorfismo.
Por la naturalidad del morfismo de Hurewicz [10, p. 370], es claro que i,: 71 (Co,co) —
7m1(X,co) es también un monomorfismo. De la proposicién 1.3.60, obtenemos que la
restriccién p|p: D — Cp de p es el revestimiento universal de Cy. Puesto que 7, (C, o) =0
para todo 2 < r < n, se sigue de [10, Proposicién 4.1] que D es n-conexo. Luego, aplicando
el teorema de Hurewicz, se obtiene que H,(p~'(D)) = 0 para 1 < r < n. Se sigue que
H,.(p~1(C)) = 0 para 1 < r < n como querfamos probar.

De la sucesién exacta larga en homologia para el par ()? ,p~1(C)) obtenemos que
H.(X) = H,(X,p }(C)) para todo 2 < r < n.

Por otro lado, dado que la inclusién de X — C en X induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier eleccién de punto base, de 2.4.3 obtenemos que
H.(X,p~1(0)) = GB H,(X,C) para todo r € Ny, para cualquier zy € X.

m1(X,xo0)

Finalmente, dado que H,(C) = 0 para todo 2 < r < ny i,: H(C) - H1(X) es un
monomorfismo, de la sucesién exacta larga en homologia para el par (X,C), obtenemos
que H.(X,C) = H.(X) paratodo 2 <7 < n. Asi, sil es como en la hipétesis del teorema,
para cualquier zg € X tenemos que

Hy(X)=H;X,p ' (C)= @ HiX,.C)= @ H;iX)=0
™1 (X,20) m1(X,z0)

para2<j<Il—1,¥y

H(X) = X p ()= @ M= @ HX) = M(X) © Zm(X ).
71 (X,0) 71 (X,zo)

El resultado se sigue facilmente utilizando el teorema de Hurewicz. O

Notemos que las hipétesis del teorema anterior se satisfacen si toda componente conexa
de C es 2—conexa.

El siguiente es un ejemplo simple de aplicacién de 2.4.5.
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Ejemplo 2.4.6. Consideremos el poset Z definido por el siguiente diagrama de Hasse

X

Calculemos m2(Z, a).

Claramente, la inclusiéon de cada componente conexa de Z—U, en Z induce el morfismo
trivial entre los grupos fundamentales, y dado que U, es contractil, aplicando el teorema
anterior obtenemos

mo(Z,a) = Ho(Z) ® Z[m1(Z, a)].

Ahora, es fécil verificar que H2(Z) = Z (cf. ejemplo 3.21 de [20]).
Por otro lado, el grupo fundamental de Z es facil de calcular. Considerando los
conjuntos abiertos U, U U, v Uy y aplicando el teorema de van Kampen obtenemos que

m(Z,x) 2 m (U UUe, x) 2 m(UcU{a},a) =7
para cualquier z € U, N U,. Aqui, el primer isomorfismo vale dado que la funcién
m1(Upy N (UgUU,)) = 71 (U, UU)

inducida por la inclusién es trivial puesto que puede ser factorizada a través de w1 (U, x).
El segundo isomorfismo vale dado que U, U {a} se puede obtener a partir de U, U U,
eliminando beat points sucesivamente.

Por consiguiente, m2(Z,a) = Z[Z]. Esto no es sorprendente, puesto que |K(Z)| es
homeomorfo a S? v S1.

Teorema 2.4.7. Sea X un espacio de Alexandroff Ty conexo. Supongamos que existen
subespacios no vacios C, D C X tales que X = CUD vy tales que las inclusiones de C y D
en X inducen morfismos triviales entre los grupos fundamentales para cualquier eleccion
de punto base. Entonces m1(X,xo) es un grupo libre para cualquier zo € X.

Demostracion. Podemos asumir que C;D C X. Dado que X — C C D, la inclusién de
X — C en X induce el morfismo trivial entre los grupos fundamentales para cualquier
elecciéon de punto base. Asi, por el lema 2.2.3, las inclusiones de C' y de X' — C’ en
X’ inducen el morfismo trivial entre los grupos fundamentales para cualquier eleccién de
punto base. Podemos suponer entonces, sin pérdida de generalidad, que X es un espacio
topolégico localmente finito Ty y que C es un subespacio abierto de X. Sea xp € X.
Eligiendo un arbol maximal en cada componente conexa de C'y de X — C obtenemos
un bosque T que puede ser extendido a un arbol maximal T' de X. Consideremos el funtor
F =Fr: X = m (X, z0) asociado a T' y al morfismo identidad Id: 7 (X, z¢) — m1 (X, zo).
Dado que las inclusiones de C' y de X — C' en X inducen el morfismo trivial entre los
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grupos fundamentales para cualquier eleccion de punto base, se sigue de 2.3.20 que F es
trivialen C'y X — C.

Definimos una relacién de equivalencia en X como sigue. Dos objetos z,y € Obj(X)
son equivalentes si y solo si ambos estan en la misma componente conexa de C' o de
X — C y dos flechas «, 5 € Mor(X) son equivalentes si y s6lo se mapean por F en el
mismo elemento de 71 (X, xp) y sus dominios y codominios son, respectivamente, objetos
equivalentes. Para x € Obj(X) y a € Mor(X) denotaremos la clase de equivalencia de z
por [z] y la clase de equivalencia de « por [«].

Sea % la categoria cuyos objetos son las clases de equivalencia de objetos de X y cuyos
morfismos son las clases de equivalencia de flechas de X, esto es

Homg ([z], [y]) = {[a] : o« € Homx (2, y/), 2" € [a], 3/ € [y]}

para [z], [y] € Obj(%). Observemos que, dado que F es trivial en cada componente conexa
de C'y de X — C, entonces el dominio y el codominio de cada flecha no trivial de € son,
respectivamente, la clase de un objeto de C' y la clase de un objeto de X —C'. En particular,
% no tiene composiciones no triviales. Se sigue que cada simplex no degenerado del nervio
de ¥ tiene dimensién a lo sumo 1 y por lo tanto el espacio clasificante de ¥ es un CW-
complejo de dimensién 1. Se sigue de resultados estandar que 71 (%, [xo]) es un grupo
libre.

Sea ¢: X — € la funciéon que mapea cada objeto y cada morfismo de X a su clase. Es
facil verificar que ¢ es un funtor bien definido de X a % .

Es claro que se tiene un funtor F': ¢ — m1(X, x¢) definido por F'([a]) = F(«) para
cada a € Mor(X), y que por lo tanto, F = F'¢. Dado que F induce el morfismo identidad
en 71 (X, zg) obtenemos que

¢*: 7T1(X,$0) — 7(1(%, [l‘o])

es un monomorfismo. Y dado que 71(%,[z¢]) es un grupo libre, se sigue que 71 (X, z¢)
también lo es. ]

Observacion 2.4.8. En la situacion de la demostracion del teorema anterior, puede probarse
que la categoria L% es isomorfa a la categoria LX /LT y que el morfismo ¢, : 71 (%, [z0]) —
m1(X, xp) es un isomorfismo. No necesitaremos estos resultados.

2.4.2 Propiedades (S1) y (S2)

Definiremos ahora ciertas propiedades sobre triadas split de posets finitos y conexos que
seran llamadas propiedades split. Estas son esenciales para el desarrollo de los resultados
del resto de las secciones de este capitulo dado que proveeran el nexo entre topologia y
combinatoria necesario para resolver los problemas de minimalidad que siguen.

Definicién 2.4.9. Sea X un poset finito y conexo y sea (X;C,D) una triada split.
Definimos las siguientes propiedades sobre (X;C, D).

(S1) La inclusién de C' en X induce el morfismo trivial entre los grupos fundamentales
para cualquier eleccién de punto base. Equivalentemente, la triada (X;D,C) es
también una triada split.
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(S2) A lo sumo una de las componentes conexas de C' es débilmente equivalente a S?
mientras que el resto de ellas son débilmente contractiles.

Diremos también que un poset finito y conexo X satisface (S1) (resp. (S2)) si existe una
triada split (X;C, D) que satisface (S1) (resp. (S2)).

Notemos que, por 2.4.7, si X satisface (S1) entonces (X, xo) es un grupo libre para
cualquier xg € X.
La siguiente observacién resume hechos sencillos sobre las propiedades (S1) y (S2).

Observacion 2.4.10. Sea X un poset finito y conexo.
1. Si X tiene un méximo, entonces X satisface (S1) y (S2).

2. Si h(X) = 1, entonces X satisface (S1) y (S2). En efecto, si C es el conjunto de
puntos maximales de X entonces la triada split (X;C, X — C) satisface (S1) y (S2).

3. Si X es unién de dos subespacios contractiles entonces X satisface (S1) y (S2). En
particular, si X tiene a lo sumo 2 puntos maximales (o a lo sumo 2 puntos minimales)
entonces X satisface (S1) y (S2).

Ejemplo 2.4.11. Si X es un modelo finito del plano proyectivo real entonces X no
satisface (S1) dado que su grupo fundamental no es libre. En particular, el espacio ]P’% de
la figura 2.3 de pagina 94 no satisface (S1). Sin embargo, satisface (S2) dado que la triada
split (P%;P3 — Uy, , U,,) satisface (S2).

Proposicion 2.4.12. Sea X un espacio topoldgico Ty, finito y conexo y sea a un beat
point de X. Si X —{a} satisface (S1) (resp. (S2)) entonces X satisface (S1) (resp. (S2)).

Demostracion. Se sigue del hecho de que si a es un beat point de X y C C X — {a}
entonces a es un beat point de C'U {a} o a es un beat point de X — C. O

Para probar la siguiente proposicién, necesitamos algunos resultados de la teoria de
cohomologia de grupos. Estos pueden encontrarse en [15]. Dado un grupo G, el grupo Z
puede ser considerado de manera trivial como un Z[G]-médulo. Una resolucion proyectiva
de Z como Z[G]-médulo es una sucesién exacta larga de Z[G]-mddulos proyectivos

o= P =P = Py—7Z— 0.

Pueden definirse distintos invariantes algebraicos utilizando resoluciones proyectivas de
este tipo. En particular, se define la dimensidon cohomoldgica de un grupo GG, notada por
cd G, como el infimo de los n € N tales que existe una resoluciéon proyectiva

0O—-PFP,— =>P—>P—-F—>2Z—-0

de Z como Z|G]-médulo.

Si G es un grupo y X es un CW-complejo que es un espacio de Eilenberg-MacLane de
tipo (G, 1), el revestimiento universal X de X resulta un CW-complejo contractil de la
misma dimensién que X [64, Teorema I11.6.9.2]. El complejo de cadenas celular aumentado
de X resulta una resolucién proyectiva de Z como Z[G]-médulo [15, Proposicién 1.4.2]. Se
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2 Problemas de minimalidad

sigue que si X tiene dimensién finita, entonces G tiene dimensién cohomoldgica finita |
Proposicién VIIL.2.2].

La proposicién [15, VIII.2.4] muestra que la dimensién cohomolégica es creciente en el
sentido de que si G es un subgrupo de H, entonces cd G < cd H. Més ain, de [15, Ejemplo
2 de III.1] se deduce que los grupos finitos no triviales tienen dimensién cohomolégica
infinita. Se sigue que los grupos de dimensién cohomoldgica finita son libres de torsién
[15, Corolario VIII.2.5].

Ahora bien, si X es un modelo finito de un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo
(G, 1) para algin grupo G, entonces |[K(X)| es un CW—complejo de dimensién finita y un
espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1). Se sigue que cd G < oo y por lo tanto que
G es libre de torsién.

)

La siguiente proposicién muestra que los grupos de homologia de un modelo finito
de un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo (G,1) que cumplen (S2) estdn fuertemente
condicionados.

Proposicion 2.4.13. Sea G un grupo y sea X un modelo finito de un espacio de Eilenberg-
MacLane de tipo (G, 1) que satisface (S2). Entonces H1(X) es un grupo abeliano libre y
H,(X) =0 para todo n > 2.

Demostracion. Podemos suponer que G # 0. Por lo expuesto anteriormente, es claro que
G no tiene torsion.

Sea (X;C,Y) una triada split que satisface (S2). Notemos que como X es conexo, si C'
fuera igual a X tendriamos que X es débilmente contractil o débilmente equivalente a S*.
En ambos casos, el resultado se sigue facilmente. Podemos suponer entonces que C' # X.

Sea xg € X y sea i: C — X la funcién inclusién. Si ¢ induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier eleccion de punto base, de 2.4.7 obtenemos que
71 (X, o) es un grupo libre. En este caso, se sigue de resultados estandar que |IC(X)| es
homotopicamente equivalente a la unién en un punto de circunferencias y por lo tanto,
que H;(X) es un grupo abeliano libre y H,,(X) = 0 para todo n > 2.

Supongamos que este no es el caso. Entonces todas las componentes conexas de C
son débilmente contrictiles, excepto exactamente una, Cy, que es débilmente equivalente
a S y tal que la inclusién de Cy en X induce un morfismo no trivial entre los grupos
fundamentales para cualquier eleccion de punto base. Dado que G es libre de torsién, el
morfismo i,: 71(Co, cp) — 71 (X, o) es necesariamente un monomorfismo para cualquier
co € Cp. Se sigue que iy: 1 (C,co) = m1(X, ¢p) es un monomorfismo para todo ¢g € C.

Sea p: X — X el revestimiento universal de X.

Dado que i,: m1(C, o) = m1 (X, ¢p) es un monomorfismo para todo ¢y € C, por 1.3.60
se sigue que para toda componente conexa C’ de C' y para toda componente conexa D de
p~1(C"), la restriccion p|p: D — C’ de p es el revestimiento universal de C’. Puesto que
7 (C, co) = 0 para todo r > 2 y para todo ¢y € C, se sigue que D es débilmente contractil.

De la sucesion exacta larga en homologia para el par ()Z' ,p~1(C)) obtenemos que
H.(X,p~}(C)) = 0 para todo r # 1 y Hi{(X,p 1(C)) = Hy(p~(C)) el cual es abeliano
libre.

Por otro lado, dado que la inclusiéon de X — C' en X induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier elecciéon de punto base, de 2.4.3 obtenemos que
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2.4 Splitting de posets

H.(X,p 1(0)) = @ H,(X,C) para todo r € Ny.
m1(X,z0)
Como m(X,z9) # 0, se sigue que H,(X,C) = 0 para todo r # 1y Hi(X,C) es
un grupo abeliano libre. De la sucesién exacta larga en homologia para el par (X, C),
obtenemos que H,(X) = 0 para todo n > 2 y la sucesién exacta corta

0— Hy(C) 25 Hi(X) — kerd — 0

donde 9: Hy(X,C) — Hy(C) es el morfismo de conexion.

Puesto que las componentes arcoconexas de C' son débilmente contractiles, excepto
una que es débilmente equivalente a S!, se sigue de [10, Proposicién 2.6] que H;(C) & Z.
Por otro lado, ker 0 es un grupo abeliano libre por ser subgrupo del grupo abeliano libre
Hy(X,C). Asi, la sucesién exacta corta anterior se parte y concluimos entonces que
H;(X) = ker 0& H;(C') es un grupo abeliano libre por ser suma directa de grupos abelianos
libres. ]

De la proposicién anterior obtenemos el siguiente corolario que sera utilizado en la
seccion 2.6 para caracterizar los modelos finitos minimales del toro y de la botella de
Klein.

Corolario 2.4.14. Sea X un poset finito. Si X es un modelo finito del toro o de la botella
de Klein entonces X no satisface (S2).

Demostracion. Es bien sabido que el toro y la botella de Klein son CW—complejos asféricos,
que el segundo grupo de homologia del toro es isomorfo a Z y que el primer grupo de
homologia de la botella de Klein es isomorfo a Z®Zo. El resultado se sigue inmediatamente
de la proposicién 2.4.13. ]

La propiedad (S2) permite formular otro teorema de tipo Hurewicz que utilizaremos
en el ejemplo 2.4.16.

Proposicién 2.4.15. Sea X un poset finito y conexo que satisface (S2) y sea xg € X.
Supongamos que mwo(X,x0) = 0. Si existe n > 3 tal que H)(X) =0 para todo 3 <1 <n-—1
entonces m (X, xo) = 0 para todo 3 <1 <n—1ym(X,z0) = Hy(X) @ Z[m1 (X, x0)]. En
particular, m3(X, z9) = H3(X) ® Z[m1 (X, x0)].

Demostracion. Sea (X;C,Y) una triada split que satisface (S2). Notemos que si C' = X,
entonces el resultado se sigue facilmente. Podemos suponer entonces que C' C X, en cuyo
caso, (X;C,X — C) es también una triada split que satisface (S2). Sea p: X — X el
revestimiento universal de X. Para cada componente conexa C’ de C'y cada componente
conexa D de p~!(C') obtenemos que p|p: D — C’ es un revestimiento y por lo tanto que
D es, o bien débilmente contrictil, o bien débilmente equivalente a S'. En cualquiera de
los dos casos, H,.(D) = 0 para todo 7 > 2. Por consiguiente, H,(p~(C)) = 0 para todo
r> 2.

De la sucesién exacta larga en homologia para el par ()Nf ,p~1(C)) obtenemos que
H.(X) = H.(X,p '(C)) para todo r > 3.
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Por otro lado, dado que la inclusiéon de X — C' en X induce el morfismo trivial entre
los grupos fundamentales para cualquier eleccion de punto base, de 2.4.3 obtenemos que
H.(X,p1(C)) = @ H,(X,C) para todo r € Ny.

71 (X,z0)

Dado que H,(C) = 0 para todo r > 2, entonces es claro que H,(X,C) = H,(X) para

todo r > 3. Luego, H,(X) = @ H,.(X,C) = @ H,(X) para todo r > 3.
m1(X,z0) 71 (X,z0)
La prueba se sigue como en la demostracion del teorema 2.4.5. O

El siguiente ejemplo muestra un poset finito y conexo que satisface (S1) y pero no
satisface (S2). Recordemos que S° denota la 0-esfera.

Ejemplo 2.4.16. Sea X = SS? x $35° y sea 9 € X. Veremos que X satisface (S1) pero
no (S2).

Por [50, Proposicién 5.6.4], X es un modelo finito de S x S3. Se sigue que 71 (X, zg) =
Z, 7T2(X, :L‘()) =0 y 7['3(X, 1’0) = 7.
Por otro lado, de [10, Proposicién 3A.5] se deduce facilmente que

Tor(H;(S'), Ha—i(S%)) = 0

para i = 0,1,2 donde Tor representa al funtor Tor? usual (cf. [15, Seccién IIL.2]).
Utilizando la férmula de Kiinneth ([10, Teorema 3B.6]) obtenemos que
3
Hy(X) = H3(S" x §%) = D(Hi(S") ® H_i(S%)) = Z.
i=0

Si X satisficiera (S2), se seguirfa de 2.4.15 que
7 = 7I'3(X, 1‘0) = Hg(X) X Z[T(‘l(X, 113‘0)] =27Z® Z[Z] = Z[Z]

lo cual es absurdo. Por lo tanto X no puede satisfacer (S2).
Ahora, sea w un elemento minimal de SS° y sea C = {w} x S3S°. Es facil verificar que
C y X — C son ambos homotdpicamente equivalentes a S3S?. Por lo tanto, X satisface

(S1).

2.4.3 Notacion y definiciones preliminares

En esta subseccién fijaremos la notacién especifica que utilizaremos en el resto del capitulo.
También definiremos dos relaciones que utilizaremos en el estudio de los problemas de
minimalidad de modelos finitos que siguen.

Recordemos que si X es un poset, mxI(X) y mnl(X) denotan los conjuntos de elementos
maximales y minimales de X respectivamente. Si a € mxl(X), definimos

VX = UX Umnl(X)

WX = UX Umnl(X) Umxl(X).
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Observacion 2.4.17.

1. Sea X un espacio finito Ty conexo con méds de un punto. Entonces mxI(X) N
mnl(X) = @.

2. Sea X un espacio finito Ty sin beat points. Sia € X — mxl(X) entonces #(F, N
mx1(X)) > 2. Similarmente, si b € X — mnl(X) entonces #(Up Nmnl(X)) > 2.

3. Sea X un espacio finito T sin beat points. Si #mxl(X) = 2 entonces X es
homeomorfo a S(X — mxI(X)).

Definicion 2.4.18. Sea X un poset finito y conexo. Definimos
e Mx =mxl(X) x mnl(X),
e Bx =X — (mxI1(X) Umnl(X)),
e oy, = #(F, NmxlI(X)), para cada b € By,
o [y = #(Uy Nmnl(X)), para cada b € By,
o myx = #mxl(X),
e nx =#mnl(X),y
o Ix = #Bx.
También definimos la relacién Sx C Bx x mxl(X) por
bSxa<b¢ U,
y la relacion Rx C Bx x Mx por
bRx (z,y) ©@b¢ Uy y b¢ Fy.

Frecuentemente, escribiremos m, n y [ en lugar de mx, nx y Ix cuando no haya riesgo de
confusion.

Notemos que #Sx(b) = mx —ap y #Rx(b) = (mx — ap)(nx — Bp) para todo b € Bx.
Notemos también que, si X no tiene beat points entonces ap > 2 y [, > 2 para todo
b € Bx por 2.4.17.

Finalmente, si m € N, D,,, denotara el espacio discreto de cardinal m.

2.5 Modelos minimales del plano proyectivo

En esta seccién mostraremos que el poset de la figura 2.2(b) es un modelo finito minimal
del plano proyectivo real, respondiendo una pregunta de Barmak [5, p. 94]. De hecho,
probaremos que si X es un poset con menos de 13 puntos entonces X satisface (S1) (ver
definicién 2.4.9) y asi, de 2.4.7 obtendremos que 71 (X, z() es un grupo libre para cualquier
T € X.
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2 Problemas de minimalidad

Més atn, mostraremos que el poset de la figura 2.2(b) y su opuesto son los tdnicos
modelos finitos minimales del plano proyectivo real.

El modelo finito del plano proyectivo real de la figura 2.2(b) es construido en [5,
Ejemplo 7.1.1] como el poset de celdas de la estructura celular de la figura 2.2(a). Este
poset serd notado por IP’% y el plano proyectivo real serd notado por P2.

C2 b‘l C1
a2
bs
4
bg Yy as C3 Gqg A b2 b o by ® by o by ® bs o bs
b

e by c2 & & &

(a) Estructura celular regular de P2. (b) Espacio P?, modelo finito de P2

Figura 2.2: Modelos celular y finito de P2.

Claramente, el espacio (P?)°P es otro modelo finito de P? y serd denotado por P2 (ver
figura 2.3(b)). Este fue obtenido en [39] como la construccién de Grothendieck® sobre

diagrama de posets
x— X B X

donde X =SSy p: X — X es el revestimiento conexo de dos hojas de X. Puede también
ser obtenido como el poset de celdas de la estructura celular regular de P? exhibida en la

figura 2.3(a).
al a2 as
[ ) [ ) [ ]
o i ® by ® b3 ® by ® by ® bg

(a) Estructura celular regular de P2 (b) Espacio P, modelo finito de P2

Figura 2.3: Modelos celular y finito de P?.

SEn el trabajo original, la construccién presentada se denomina, doble cilindro mapeante no Hausdorff;
esta fue definida en [77] y es un caso particular del colimite homotépico no Hausdorff (definicién 1.2.14).
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Para probar la minimalidad de estos modelos finitos necesitamos los siguientes lemas.

Lema 2.5.1. Sea X un poset finito que no satisface la propiedad (S1). Sea a € mx1(X).
Entonces existen dos elementos incomparables by,bs € X — WaX
Mds aiin, si X — WX = {b1,by} entonces Uy, N Uy, = @.

Demostracion. Supongamos que no existen elementos distintos incomparables b1, by €
X — WX. Entonces X — WX es una cadena (posiblemente vacfa) y por lo tanto las
componentes conexas de X — VaX son contractiles. Dado que las componentes conexas de
VX son también contrictiles se sigue que X satisface la propiedad (S1).

Ahora, si X — WX = {b1,b2} y z € Uy, N U, entonces (X; VX, F, UmxI(X)) es una
triada split que satisface (S1). O

Lema 2.5.2. Sea X un poset finito y conezxo. Si X no satisface la propiedad (S1), entonces
para todo (x,y) € Mx existe b € Bx tal que bRx (z,y).

Demostracion. Supongamos que existe (z,y) € Mx tal que R)_(l (x,y) = D ysea Gy =
F,Umxl(X). Entonces V,UG, = X. Dado que las componentes conexas de los subespacios
Ve v Gy son contréctiles obtenemos que la triada split (X;V;, Gy) satisface (S1). Por lo
tanto, X satisface (S1). O

Lema 2.5.3. Sea X wun poset finito y conexo sin beat points. Supongamos que X no
satisface la propiedad (S1). Entonces,

ZXZQTniX
myx — 2

y vale la igualdad si y sélo si ap = 2 para todo b € Bx y #8)_(1(a) = 2 para todo a €
mx1(X).

Demostracion. Notemos que # mx1(X) > 3 y #mnl(X) > 3 por 2.4.10. Ahora, por 2.5.1,
2mx < Y #Sx'(a)=#Sx = > #Sx(b) = > (mx — ) < Ix(mx —2).
(ZEI‘IIX](X) beBx beBx

El resultado se sigue. O

Lema 2.5.4. Sea X wun poset finito y conexo sin beat points. Supongamos que X no
satisface la propiedad (S1). Entonces,

mxnx
(mx —2)(nx —2)

y vale la igualdad sélo si ap = By = 2 para todo b € Bx .

Ix >

Demostracion. Como en la prueba anterior, # mxI(X) > 3 y # mnl(X) > 3 por 2.4.10.
Ahora, por 2.5.2,

mxny < #Rx = Z #Rx(b) = Z (mx —ap)(nx — Bp) < lx(mx —2)(nx —2).
beBx beBx

El resultado se sigue. O
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Lema 2.5.5. Sea X wun poset finito y conexo sin beat points. Supongamos que X no
satisface la propiedad (S1) y que ezisten c,d € Bx tales que ¢ < d. Entonces

mxnx
(mx —2)(nx —2)

Ix > +1

y vale la igualdad sélo si oy, = By, = 2 para todo b € Bx.

Demostracion. Como en las pruebas anteriores, # mxl(X) > 3 y # mnl(X) > 3. Dado que
c<d, Fy CF.yU.CU,. Asi,2§ad§ac§mx,2§Bc§5d§nxyc,d673}1(az,y)
para todo z € mxl(X) — F. y y € mnl(X) — Uy.

Por consiguiente, aplicando 2.5.2 obtenemos que #Rx > mxnx +(mx —ac)(nx — Baq).
Por otro lado,

#Rx = (m—ac)(n—F) + (m—ag)(n—Ba)+ D (m—a)(n—75)<

beBx —{c,d}
< (m —ae)(n—Be) + (m — aqg)(n = fa) + (I = 2)(m — 2)(n - 2).

Asi,
(l—=2)(m—=2)(n—-2)>
> mn + (m — ac)(n — fq) — (m —ac)(n = fe) — (m — aq)(n — Ba) =
=mn + (ac — @q)(Ba — Be) — (M — aa)(n — Be) >
>mn — (m—ag)(n—P»5:) >mn—(m—2)(n—2).
El resultado se sigue. O

El siguiente teorema es uno de los resultados principales de este capitulo.

Teorema 2.5.6. Sea X un poset finito y conexo que no satisface la propiedad (S1).
Entonces #X > 13.

Demostracion. Por 2.4.12 podemos asumir que X no tiene beat points. Dado que #X =
mx +nx +1lx, de 2.5.4 obtenemos que #X > myx +nx + % Sean a = mx —2
y b =nx — 2. Entonces

(a+2)(b+2) 2 a 2 b 4 a b
X>atbp WTAVTH (2@ 242 SR
#X >a+b+ - + “hg) ) gty tg) Tz

>2+2+3+5=12.

donde la iltima desigualdad vale por la desigualdad entre media aritmétrica y geométrica,
con igualdad si y sélo si a = b = 2. Asi, si mx # 4 o nx # 4 obtenemos que #X > 13
como queriamos.

Supongamos ahora que mx = nx =[x = 4. Por 2.5.5, Bx debe ser una anticadena y
de 2.5.4 obtenemos que ap = f = 2 para todo b € Bx. De 2.5.3 se sigue que #S;(l (a) =2
para todo a € mxI(X). Asi, #(U, N Bx) = 2 para todo x € mxI(X). Sea z; € mxl(X)
y supongamos que Uy, N Bx = {b1,b2} vy Bx — Uy, = {b3,bs4}. Notemos que, dado que
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ap, = ap, = 2, entonces 1 < #(ﬁbS N F\b4) < 2. Si #(ﬁb3 N F\b4) = 1 entonces X — V,, es
contractil y por lo tanto X satisface (S1) lo cual es una contradiccién.

Asi, #(E73 ﬁﬁb4) = 2. Entonces, existen x3, x4 € mxl(X) tales que F\bs ﬂﬁm = {z3,24}
y por lo tanto ﬁb3 = ﬁb4 = {x3,x4}. Claramente z3 y x4 son diferentes de z;. Sea
xo € mxl(X) — {z1,x3,24}. Asi, b3, by ¢ U,,. Por lo tanto, Uy, N Bx = {b1,b2}.

En resumen, tenemos que Uy, N Bx = Uy, N Bx = {b1,b2} y Uy, N Bx = Uy, N Bx =
{b3,bs}. Esto dice que X —mnl(X) es isomorfo a SD2I1ISD5. De manera similar obtenemos
que X — mxl(X ) es isomorfo a SDoIISD5. Asi, sin pérdida de generalidad podemos asumir

que Uy, NUp, = &. Ahora notemos que las componentes conexas de los subespacios
mnl(X) U {b1,bs} y mx1(X) U {ba, b3} son contréctiles y por lo tanto X satisface (S1), lo
cual es una contradiccion. O

Un resultado de Adamaszek [1] establece que el primer grupo de homologia de cualquier
poset con no mas de 12 elementos es libre de torsién. La prueba que Adamaszek ofrece de
este hecho es asistida por ordenador, requirié analizar alrededor de 90 millones de casos
y demand6 més de 200 horas de tiempo de proceso. Como corolario del teorema anterior
obtenemos una prueba de este resultado que no requiere asistencia de computadoras.

Teorema 2.5.7. Sea X un espacio topolégico finito Ty tal que #X < 12. FEntonces
m1(X,x0) es un grupo libre para cualquier vo € X. En particular, Hi(X) es libre de
torsion.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que X es conexo. Por 2.5.6,
X satisface (S1). Asi, por 2.4.7, m (X, x¢) es un grupo libre para cualquier g € X. Por
lo tanto, Hy(X) es libre de torsién. O

Como corolario de los resultados anteriores obtenemos una respuesta afirmativa a la
pregunta sobre la minimalidad del modelo finito del plano proyectivo real presente en [5,
Ejemplo 7.1.1].

Corolario 2.5.8 ([, Teorema 1.2]). Sea X un modelo finito del plano proyectivo real.
Entonces #X > 13.

Dado que el poset de celdas de un CW—complejo regular X es un modelo finito de X
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.5.9. Cualquier estructura celular reqular del plano proyectivo real tiene al
menos trece celdas.

Ahora probaremos que existen exactamente dos modelos finitos de P? con 13 puntos:
los espacios P? y P2 de las figuras 2.2(b) y 2.3(b) respectivamente.

Teorema 2.5.10. Sea X un modelo finito del plano proyectivo real tal que #X = 13.
Entonces X es isomorfo a P? o a P3.

Demostracion. Por 2.5.8, X no tiene beat points. Considerando que tanto X como X°P
son modelos finitos del plano proyectivo real y que P3 = (P?)°P, podemos asumir que
#mx1(X) < #mnl(X). Notemos también que # mxl(X) > 3 por 2.4.10 y que mx1(X) N
mnl(X) = & puesto que X es conexo y #X > 2.
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Consideraremos varios casos.

Caso 1: #mxl(X) = 3.

Caso 1.1: #mnl(X) = 3. Por 2.5.4, Ix > 9y asi #X > 15. Absurdo.

Caso 1.2: #mnl(X) > 4. Supongamos que mxl(X) = {a1,az,a3}. Por 2.5.1, existen
puntos incomparables by, by € X — WX . Por 2.4.17, para i € {1,2} tenemos que Fb
mxl(X) > 2 y dado que b; £ a3 obtenemos que Fbi Nmxl(X) = {a1,a2}. Asi, by, by €
U, NUg, — Uy

De manera similar, obtenemos que existen puntos incomparables b3, by € Uy, NUg,; —U,,
y puntos incomparables bs, bg € Uy, NUyy — Uy, que no son minimales en X. Notemos que
{b1,b2, b3, by, b5,b6} es una anticadena con seis elementos.

Dado que #X = 13, obtenemos que # mnl(X) = 4. Podemos asumir entonces que
mnl(X) = {c1, ¢2, ¢3,c4}. Dado que X —W;X = {by, by}, de 2.5.1 se sigue que Uy, NUj, = &
Por consiguiente, aplicando 2.4.17 obtenemos que #(Up, Nmnl(X)) = #(Up, Nmnl(X)) = 2
y Uy, UUp, = mnl(X) y asi Fi, contiene exactamente uno de los puntos by, b2, para
i €{1,2,3,4}. Un resultado similar vale para los puntos b3 y by y para los puntos b5 y bg.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que by, by y bg pertenecen a F,,. En
ese caso, Iy, N Bx = {b2,bs,bs}. Probaremos que #(Uy, N Up,) # 2. Supongamos que
#(Up, N Up,) = 2. Nuevamente sin pérdida de generalidad, podemos asumir que Uy, N
Up, = {c1,c2}. Si ez < bs entonces X — F,, = {b1,b3,bs5,c1,c2,c3} es homotdpicamente
equivalente a {b1, b3, c1, c2}, al cual puede retraerse eliminando el up beat point c3 y luego
el down beat point bs. Este ultimo esta contenido en el subespacio contractil U,,. Asi,
la inclusién de X — F¢, en X induce el morfismo trivial entre los grupos fundamentales y
por lo tanto X satisface (S1). Si ¢z £ bs entonces ¢ < bs y ¢z < bs y asi las componentes
conexas de X — F, son {c3} y {b1,bs,bs5,c1,co}. Notemos que este ltimo estd incluido
en el subespacio contractil {b1, bs, b5, c1, c2, a1, as}. Por lo tanto, X satisface (S1). Luego,
(Us, N Us,) 2.

Por consiguiente, #(Uy, N Up,) = 1 dado que Sy, = Bpy, = 2 y que Ub1 y Ub5 estan
incluidos en {ci1,c2,c3}. De manera similar, #(Up, N Up;) = 1y #(Up, N Up,) = 1. Por
10 tanto, sin pérdida de generalidad podemos asumir que Ub1 = {c1,c2}, ﬁb3 {c1,c3} y

= {c2,c3}. Se sigue que Ub2 = {c3,ca}, Ub4 ={c,aa} y Ub6 = {c1, ca}. Notemos que
en este caso X es el poset P3 de la figura 2.3(b).

Caso 2: #mxl(X) = 4. Sean a1, ag, asz y a4 los puntos maximales de X.

Caso 2.1: #mnl(X) = 4. Entonces #Bx = 5. Si existen di,dy € By tales que
di < ds entonces, de 2.5.5, obtenemos que o = 5, = 2 para todo b € Bx. Por lo
tanto, Fy, Nmxl(X) = Fy, NmxI(X). Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
Fd1 N mxl(X) = {al,ag}

Dado que X no tiene beat points, Fd1 no tiene elemento minimo. Asf, # mnl( Ad )>2y
es facil probar que mnl(Fdl) C Bx. Sean eq, ez elementos distintos de mnl(Fdl) Notemos
que Fp, NmxI(X) = Fe, N mxl(X) = {a1,a2}. De manera similar, #mxl(Ue,) > 2y

mx1(U,, ) C Bx. Asi, #(U,, N Bx) > 4 lo cual contradice 2.5.1.

Por consiguiente, Bx debe ser una anticadena.

Dado que #(F, N mx1(X)) > 2 para todo b € By se sigue que existe a € mxI(X) tal
que #(U, N Bx) > 3. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que #(U,, N Bx) > 3.
Por 2.5.1, existen puntos incomparables by, by € X — ij Por lo tanto, #(U,, N Bx) =3
y Bx — Us, = {b1,b2}. Asi, Uy, NUp, = @ por 2.5.1. Por 2.4.17 se sigue que #(Up, N
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mnl(X)) =2y #(Up, Nmnl(X)) = 2.

Ahora notemos que, por 2.4.17, F,,, N F, # @. Si #(Fp, N Fy,) = 1 entonces X—Va)f es
contractil y por lo tanto X satisface (S1). Asi #(Fp, NFp,) > 2. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que {ag,as} C Fy, N Fp,.

Se sigue que U,; 2 mnl(X) para j € {3,4}. Probaremos ahora que lo mismo vale
para j € {1,2}. Notemos que #(U, N Bx) < 3 para todo a € mxl(X) por 2.5.1. Si
#(U,, N Bx) = 3 para algtin k € {3,4} entonces aplicando el razonamiento anterior a ay,
puede probarse que U,; 2 mnl(X) para j € {1,2}. De otro modo, U,, N Bx = {b1,b2}
para j € {3,4} y por lo tanto Bx — {b1,b2} C U,, por 2.4.17. Sean b3, by, bs € Bx tales
que Bx — {b1,b2} = {b3,b4,b5}. Si #(Up, UUp, UUp,) < 3 entonces existe z € mnl(X) tal
que z € Up, N Up, N Uy, o bien existen puntos distintos 21,z € mnl(X) tales que cada
uno de ellos pertenece exactamente a dos de los subconjuntos Uy, Uy, vy U, y tales que
{b3,b4,b5} C F,, UF,,. Notemos que en ambos casos el subespacio {a1, ag, b3, by, b5} estd
incluido en un subespacio contractil de X. Se sigue que la triada split (X; X — V,,, Va,)
satisface (S1) lo cual es una contradiccién. Por consiguiente, U, O mnl(X) para todo
a € mxl(X).

Ahora, notemos que si b € Bx es tal que ap > 3y B, > 3 entonces las componentes
conexas de X — C}, son contractiles y por lo tanto X satisface (S1). Asi, para todo b € Bx
tenemos que oy, = 2 0 B, = 2. Por lo tanto, (ap — 1)(8y — 1) = 3 — 3(4 — o) (4 — By) para
todo b € Byx.

Como en la prueba de 2.5.4 obtenemos que 16 < #Rx = >, (4—p)(4—Bp). Asi, se

beBx
sigue que la caracteristica de Euler de X es
XX)=13= [ D op+ D B+16]| + > By =
beBx beBx beBx
1
=8+ Y (-1)B-1)=-8+ ) (3—2<4—ab><4—ﬂb>> =
beBx beBx
1
=7-3 d (- —p) < -1
beBx

Por lo tanto, X no puede ser un modelo finito del plano proyectivo real.

Caso 2.2: #mnl(X) > 5. De 2.5.3 se sigue que #Bx = 4, que o = 2 para todo
b e Bx y que #S)_(l(a) = 2 para todo a € mxl(X). Dado que #Bx = 4 obtenemos que
#mnl(X) = 5. De 2.5.5 se sigue que Bx debe ser una anticadena. Procediendo como en
la prueba de 2.5.6 obtenemos que X — mnl(X) es isomorfo a SDy I1 SD5.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Uy, N Bx = Uy, N Bx = {b1,b2} v
Uags N Bx = Uag, N Bx = {b37b4}. Por 2.5.1, Uy, N Ub2 =0y Ub3 N Ub4 =J.

Sean i € {1,2} y j € {3,4}. Si #(Up, NUp,;) < 1 entonces las componentes conexas de
{bi,b;} Umnl(X) y de su complemento son contractiles y por lo tanto X satisface (S1).
Por consiguiente #(Uy, N Up;) > 2 para todo i € {1,2} y todo j € {3,4}. Y dado que
Uy N Up, = @ obtenemos que #ﬁbi > 4 para todo i € {1,2}. Asi, Uy, NUp, # @, lo cual
es una contradiccion.
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Caso 3: #mxl(X) > 5. Sea a; € mxl(X). Por 2.5.1, existen puntos incomparables
b1,b0 € X — ij Més atin, podemos asumir que Fy, N F}, # @ dado que si F, N F, = &
para cualesquiera y,z € X — ij entonces las componentes conexas de X — Va)f son
contréctiles y por lo tanto X satisface (S1).

Sea a2 € mxl(X) tal que as € Fy, N Fy,. Por 2.5.1, existen puntos incomparables
b3, by € X — ng que deben ser diferentes de by y by. Por consiguiente #X > 14. ]

2.6 Modelos minimales del toro y de la botella de Klein

En esta seccién probaremos que el poset SS? x SS° es un modelo finito minimal del toro,
respondiendo otra pregunta abierta de Barmak [5, p. 44]. Este resultado sera obtenido
como corolario del teorema 2.6.3, el cual establece que si un poset X no satisface (S2)
entonces #X > 16. De este teorema también se deducird que no existen modelos finitos
de la botella de Klein con menos de 16 puntos.

Con un poco mas de trabajo podremos caracterizar los modelos finitos minimales del
toro y de la botella de Klein, lo cual resulta una tarea mucho maéas ardua. En efecto,
probaremos que existen exactamente dos modelos finitos minimales del toro: los posets
Tgo vy T3, de las figuras 2.4(b) y 2.6(b). En la misma prueba, también mostraremos que
existen exactamente dos modelos finitos minimales de la botella de Klein: el poset Kj o
de la figura 2.5(b) y su opuesto, el poset Ko ; de la figura 2.7(b).

Comenzaremos describiendo los modelos finitos del toro y la botella de Klein mencio-
nados anteriormente. Consideremos la estructura celular regular del toro T? dada en la
figura 2.4(a) con 2-celdas a;, 1-celdas b;, y O-celdas c;, donde las O-celdas y 1-celdas
estan identificadas de la manera obvia. El poset de celdas de este CW-complejo regular,
dado en la figura 2.4(b), es un modelo finito de T2. Nos referiremos a este poset como
']I'&O, un nombre que hereda de la prueba del teorema 2.6.11. Este poset finito es isomorfo

a SSY x SS°.

c1 123 C3 125 1 a1 az as a4
L L [ ] [ ] [ ] [ ]
bra a3 bs a4 Aby / \
ba be
C9 1 C2 oh, e}, eh; e}, eph; eph; eph; ejg
bia @ by a2 Al
C1 7)3 C3 55 a 0.1 0.2 6.3 0.4
(a) Estructura celular regular de T?. (b) Espacio T§ 5, modelo finito de T2,

Figura 2.4: Modelos celular y finito de T?.

De manera similar, podemos construir el modelo finito de la botella de Klein de la
figura 2.5(b) como el poset de celdas del CW-complejo regular de la figura 2.5(a). La
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botella de Klein serd denotada por K.

c1 bJ c3 bj c1 a1 as as aq
g g (] (] [ ] [ ]
bsa a2 bg a4 Yby \
ba bs
€2 Ca €2 oby b, ebs eby ebs ebg_ebr eby
bya ay bs a3 Yb5
1 31 c3 b'7 a c.l 0.2 0.3 c.4
(a) Estructura celular regular de K. (b) Espacio Kj o, modelo finito de K.

Figura 2.5: Modelos celular y finito de K.

Como mencionamos antes, encontraremos otro modelo finito del toro en la prueba de
2.6.11: el poset ’]I'i1 de la figura 2.6(b). Observemos que ']I‘il es el poset de celdas de la
estructura celular regular de T? dada en la figura 2.6(a).

C1

by c3 bs C2 ai a2 as aq
> > [ ] [ ] [ ] (]
Tl T W
bo by
C2 a &1 oh, eh, eh; eh, ebs eb; eh, ebg
bia ay bs a3 Abs
c1 by ¢z by (&)
(a) Estructura celular regular de T?. (b) Espacio T? ;, modelo finito de T2,

Figura 2.6: Modelos celular y finito de T2.

Por otro lado, es claro que K(i% es otro modelo finito de la botella de Klein. Es facil
verificar que K(f)o es isomorfo al poset Ko 1 de la figura 2.7(b), que es el poset de celdas de
la estructura celular regular de K dada en la figura 2.7(a).

Daremos ahora dos lemas que serdn utilizados repetidamente a lo largo de esta seccién.

Lema 2.6.1. Sea X un poset finito y conexo sin beat points. Si X no satisface la propiedad
(S2), entonces para todo (x,y) € Mx se cumple que #R)_(l(x,y) > 2 o que R}l(x,y) =
{6} y min{ay, Bp} > 3.

Demostracion. Como en la prueba de 2.5.2 obtenemos que R)_(l(x,y) # @ para todo

(z,y) € Mx. Supongamos que existen (z,y) € Mx y b € Bx tales que Ry (z,y) = {b}
v ap = 2.
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c1 IB c3 bﬁ Co
bra as bg a4 b7
e ba bs e1
C4
b1a ay by a2 \ 3}
c1 bs €3 bg 2
(a) Estructura celular regular de K. (b) Espacio K 1, modelo finito de K.

Figura 2.7: Modelos celular y finito de K.

Veamos que Fy, N F, no es conexo. Supongamos que si. Es claro que las componentes
conexas de FyUF,UmxI(X) son contractiles, excepto quizas F,UF, que es homotdpicamente
equivalente a S((Fp N F,)°P)°P por 2.2.1. Dado que (F, N F,)°P es conexo, se sigue del
teorema de van Kampen que S((F,NFy)°P) es simplemente conexo. Luego, las componentes
conexas de Fj U F,, Umxl(X) también lo son. Se sigue que (X;V, Fy, U F,, Umxl(X)) es
una triada split que satisface (S2), lo cual es una contradiccién. Asi, F, N Fy no puede ser
conexo, como queriamos probar.

Notemos que mxl(FyNF,) C mxl(F,) = FNmxI(X). Entonces FyNF, tiene, a lo sumo,
dos puntos maximales. Pero dado que Fj N F), no es conexo, I}, N F), tiene exactamente dos
puntos maximales cada uno de los cuales debe ser el maximo de su componente conexa. Asi
F, N Fy es homotdpicamente equivalente a Do y por lo tanto F, U Fy es homotépicamente
equivalente a SD>. Entonces, la triada split (X; F;, U Fyy UmxI(X), V) satisface (52). O

Lema 2.6.2. Sea X un poset finito y conexo sin beat points. Sea
B/X = {b S BX / min{ab,ﬂb} > 3}

y sea B, = Bx — B.
Supongamos que X no satisface la propiedad (S2). FEntonces, con las notaciones
antertores,

2#B (mx — 3)(nx — 3) + #B% (mx — 2)(nx —2) > 2mxnx

y vale la igualdad sélo si oy, = B = 2 para todo b € B .
Mds ain, si vale la igualdad y min{mx,nx} > 4 entonces ap, = P = 3 para todo
b e By.

Demostracion. Notemos que #mxl(X) > 3 y #mnl(X) > 3 por 2.4.10.
Sea M’y = {(z,y) € Mx | #Ry (z,y) = 1} y sea M% = Mx — M. Por 2.6.1,

#HRx > #M + 2# M = 2mn — # My >
>2mn — > #Rx(b) =2mn— Y (m—a)(n—B).

beBy beBy
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Por otro lado, #Rx = > (m—a)(n—Fy) + > (m —aw)(n— B). Asi,
beB’y beBY

2mn <2 ) (m—ap)(n—Bp)+ > (m—a)(n—F) <

beBy beBy
< 2#B(m — 3)(n — 3) + B (m — 2)(n — 2).

El resultado se sigue. O
El siguiente teorema es otro de los resultados principales de este capitulo.

Teorema 2.6.3. Sea X un poset finito y conero sin beat points que no satisface la
propiedad (S2). Entonces #X > 16.

Demostracion. Como antes, # mxl(X) > 3 y #mnl(X) > 3 por 2.4.10. Ahora, por 2.6.2,

2mn < 2#Bx(m — 3)(n — 3) + #B% (m — 2)(n — 2) <
< #Bx.max{2(m — 3)(n —3),(m — 2)(n — 2)}.

Si max{2(m — 3)(n — 3),(m — 2)(n — 2)} = 2(m — 3)(n — 3), ponemos a = m — 3 y
b =n — 3. Entonces

mn 3 3 9
X = Bx > - = h+ 242 7=
# m+n+ # X_m+n+(m_3)(n_3) atbt—+o+ o
a 3 b 3 9 2a 2b 3
=|-4+- =+ - — 4+ —+ = T>24+243V4+7>15
<3+a)+<3+b>+<ab+3+3>+ >24243V447> 15,

donde la peniltima desigualdad vale por la desigualdad entre media aritmética y geomé-
trica.

Si max{2(m — 3)(n — 3),(m — 2)(n — 2)} = (m — 2)(n — 2), ponemos a = m — 2y
b =n — 2. Entonces

2mn 4 4 8

X = Bx > - = bt -4+ -1 2 1 6=
# m+n+ # X_m+n+(m—2)(n—2) a+ +a+b+ab+
4 b 4 8 b
— (242 ) (et )+ [+ o4 ) +6>2V2+2V2 437246 > 15,
2 a 2 b ab 2 2

donde, como antes, la penultima desigualdad vale por la desigualdad entre media aritmé-
tica y geométrica.
Por consiguiente, #X > 16. O

Como corolario del teorema anterior obtenemos una respuesta afirmativa a la pregunta
realizada en [5, p.44] sobre la minimalidad de SS° x SSY como modelo finito del toro.

Corolario 2.6.4. Sea X un modelo finito del toro. Entonces #X > 16.

Demostracion. Sea X un modelo finito del toro. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que X no tiene beat points. De 2.4.14 obtenemos que X no satisface (S2). Por
consiguiente, #X > 16 por 2.6.3. ]
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Corolario 2.6.5. Sea X un modelo finito de la botella de Klein. Entonces #X > 16.

Demostracion. Por 2.4.14, X no satisface (S2). El resultado se sigue de 2.6.3. t

De los corolarios 2.6.4 y 2.6.5 obtenemos el siguiente:

Corolario 2.6.6. Cualquier estructura celular reqular del toro o de la botella de Klein
tiene al menos dieciséis celdas.

Ahora hallaremos todos los modelos finitos minimales del toro y la botella de Klein.
Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2). Para cada
a € mxl(X) definimos

1
O = Z( )7#8)((()).

beSy!

Observacion 2.6.7. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2)
y sea z € mxl(X). Puesto que Ry'(z,y) C Sy'(z) para todo y € mnlX, entonces
#S;(l (z) > 2 siempre que exista y € mnl X tal que #R}l (z,y) > 2.

Por otro lado, si Ry (z,y) = {b} para algiin y € mnl(X), se sigue de 2.6.1 que existe
c € R;(l(x, z) para algin z € U, Nmnl(X), que es, por supuesto, distinto de b. Luego,
{b,c} C Sx'(x) y por lo tanto #S5* () > 2 también en este caso.

Se sigue entonces de 2.6.1 que #Sy'(a) > 2 para todo a € mxl(X).

Lema 2.6.8. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2). Sea
a € mxl(X). SiSy'(a) = {b1,ba} (con by # bz) entonces {b1,bs} es una anticadena,
#(Fbl N sz N le(X)) >3, Ub1 N Ub2 =Jduy min{ﬁbl,BbQ} > 3.

Demostracidn. Supongamos que S)_(l(a) ={bi,b2}. Si Fyy N Fp, =@ 0by <bgoby <
entonces las componentes conexas de X — VX son contréctiles y por lo tanto la triada split
(X; X — VX, V.X) satisface (S2). Asi, Fy, N Fy, # Dy {b1,b2} es una anticadena. Por lo
tanto, las componentes conexas de X — VX son F,, U F}, o espacios unipuntuales.

Notemos que Fp, N Fp, € mxl(X). Por lo tanto Fy, N Fp, es discreto. Dado que,
por la proposicién 2.2.1, Fy, U Fp, es homot6picamente equivalente a (S(Fp, N Fy,)°P)°P
obtenemos que si #(Fy, N Fy,) < 2 entonces la triada split (X; X — VX, V.X) satisface (S2).
Por consiguiente, #(Fp, N Fp, Nmx1(X)) > 3.

Ahora, si Uy, NUy, # @ entonces existe w € Up, NUp, N"mnl(X) y en ese caso es claro que
Ry (a,w) = @ contradiciendo 2.6.1. Por lo tanto, Uy, NUy, = @. Sea wy € Uy, Nmnl(X).
Entonces by ¢ Fy, y por lo tanto Ry (a,w1) = {b2}. Asi, By, > 3 por 2.6.1. De manera
similar obtenemos que 3, > 3. ]

Lema 2.6.9. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface (S2) y tal

2 3
mx—3’ mx—2

que mx > 4. Sea a € mxl(X). Entonces o, > min

2
mx—3"°

Si, ademas, nx < b entonces o, >

Demostracion. Por 2.6.7, #Sy*(a) > 2.
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Supongamos que #S)_(l( ) = 2 ysean by, by € Bx tales que S (a) = {b1,b2}. Entonces
#(Fy, N Fy, NmxI(X)) > 3 por 2.6.8 y por lo tanto ap; > 3 para j € {1,2}. Luego,

Por otro lado, si #Sx'(a) > 3 entonces

por 2.4.17. Esto prueba la primera afirmacion.

Supongamos ahora que nx < 5. Si #S)_(l(a) > 4 entonces o, > m;72 > mX273 puesto
que myx > 4.

Supongamos que #S)_(l(a) = 3. Dado que nx < 5, de 2.4.17 obtenemos que existen
puntos distintos by, by € S;(l(a) y y € mnl(X) tales que bi,by € Fy. Sea b3 € S;(l(a) —
{b1,b2}. De 2.6.1 se sigue que R}l(a,y) = {b3} y ap, > 3. Asi,

2 1 2
g > + >
#SX mX—2 mx —3  mx —3

puesto que myx > 4.
O

Lema 2.6.10. Sea X un poset finito y conexo sin beat points que no satisface la propiedad
(S2) y tal que mx > 4. Entonces

2mx .
. simx > 5
#Bx > myemin {2y | i) = {m 7

mx—3 ' mx—2 3mx

P simyx < 5.
Si, ademds, nx <5 entonces #Bx > nz’;X:s.
Demostracion. Notemos que
_ 1
N CRUCIED DI D I P S
beSH (mxl(X)) \e€Sx (D) (ba)eSx

- = |5 ) T

acemx1(X) beSy acemxl1(X)

El resultado ahora se sigue de 2.6.9. O

El siguiente teorema describe todos los modelos finitos minimales del toro y de la
botella de Klein.
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Teorema 2.6.11. Sea X un poset finito tal que #X = 16.
1. Si X es un modelo finito del toro entonces X es isomorfo a T(%,O oa ']T%l.

2. 51 X es un modelo finito de la botella de Klein entonces X es isomorfo a Kip 0 a
KO,I-

Demostracion. Supongamos que X es un modelo finito del toro o un modelo finito de la
botella de Klein. Por lo tanto, por 2.4.14, X no satisface (S2). Asi, por 2.4.10, # mxl(X) >
3. Ademas, mx1(X) N mnl(X) = @ dado que X es conexo. Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que # mxl(X) < #mnl(X). De 2.6.4 y 2.6.5 obtenemos que X no tiene
beat points.

Caso 1: #mxI(X) = 3. Por 2.6.2, #Bx > -2 Asf,

#X =34n+#Bx Z3+n+%:11+(n—2)+% > 11+ 2V12 > 17,
donde la pentltima desigualdad vale por la desigualdad entre medias aritmética y geomé-
trica.

Caso 2: #mxl(X) = 4.

Caso 2.1: #mnl(X) =4 o #mnl(X) = 5. De 2.6.10 obtenemos que #Bx > 8. Por lo
tanto, #Bx = 8 y #mnl(X) = 4.

De 2.6.2 obtenemos que 2# B’ +4#B% > 32. Por lo tanto, #B% = 8, #B% = 0y vale
la igualdad. Asi, B = Bx y de 2.6.1 y de la prueba de 2.6.2 se sigue que ap = (B = 2
para todo b € Bx y que #R)_(l (xz,y) = 2 para todo (z,y) € Mx. Probaremos ahora que
#(U, N Bx) < 4 para todo a € mxI(X). Sea a € mxl(X). Sea y; € mnl(X) y sean by y by
los elementos (distintos) de Ry'(a,y1). Dado que y1 ¢ Uy, UUs, v B, = By, = 2 se sigue
que existe y2 € mnl(X) tal que ya € Up, N Up,. Dado que #R}l (a,y2) = 2, se sigue que
#S)_(l(a) >4 y por lo tanto #(U, N Bx) < 4.

Dado que ap = 2 para todo b € Bx y #(U, N Bx) < 4 para todo a € mxl(X)
obtenemos que #(U, N Bx) = 4 para todo a € mxl(X). De manera similar obtenemos
que #(F, N Bx) = 4 para todo y € mnl(X). Puesto que #R}l (x,y) = 2 para todo
(x,y) € Mx se sigue que #(U, N F, N Bx) = 2 para todo (z,y) € Mx. En particular,
x > y para todo (z,y) € Mx.

Afirmamos que By es una anticadena. Supongamos que existen by, by € Bx con by < bs.
Puesto que ap, = ap, = 2 obtenemos que Fp, Nmxl(X) = F,, "mx1(X). Dado que b; no es
un up beat point de X, existe b3 € ﬁbl N Bx tal que bs # ba. Como antes, obtenemos que
Fp, Nmx1(X) = F,, Nmx1(X). Sea z¢ € F,, Nmx1(X) y sea yp € Up, Nmnl(X). Entonces,
{b1,b2,b3} C Uy, N Fy, N Bx lo cual es una contradiccién.

Probaremos ahora que #(U,, N Uy, N Bx) < 3 para cualesquiera aj, az € mx1(X) con
a1 # az. Sean aj,as € mxl(X) con a; # az y supongamos que #(U,, N Uy, N Bx) = 4.
Asi Uy, N Bx = Uy, N Bx. Sean ag y a4 los puntos maximales restantes de X. Se sigue
que Uy, N Bx = Uy, N Bx = Bx — U,, puesto que o = 2 para todo b € Bx. Notemos que
#(F, NU,; N Bx) = 2 para todo y € mnl(X) y para todo j € {1,3}. Sea w € mnl(X) y
sea A = F,, UByx. Dado que Hy(A) = 0 existe un epimorfismo Hy(X) — H,(X, A). De

1.2.71 obtenemos que Hy(X,A4) = ﬁo(ﬁz) =~ 73. Asi, el rango de Hq(X) es mayor
zeX—A
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o igual a 3, lo cual no es posible puesto que X es un modelo finito del toro o de la botella
de Klein. Por consiguiente, #(Uy, NUq, NBx) < 3 para cualesquiera aj, as € mx1(X) con
ai # as.

Aplicando este argumento a X°P obtenemos que #(Fy, N F,, N Bx) < 3 para cuales-
quiera y1,y2 € mnl(X) con y; # yo.

Probaremos ahora que, de hecho, #(U,, NU,, N Bx) < 2 para cualesquiera aj,as €
mxl(X) con a; # ag. Sean aj, ag, az y a4 los puntos maximales de X y supongamos
que #(Uy, NUy, N Bx) = 3. Sean by, be y b3 los elementos de Uy, N U,, N Bx, sea by
el tnico elemento de Uy, — U,, v sea by el tnico elemento de U,, — U,,. Sean bg, by y
bs los elementos restantes de Bx. Claramente, {bg, b7,bs} C Uy, N U,,. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que Uy, N\Bx = {ba, bg, b7, bs} y que Uy, NBx = {bs, be, b7, bs}.
Sean ¢y y c3 los elementos de Uy, N mnl(X). Entonces, para cada j € {2,3} tenemos que
#(ch N {b17b27b3}) =1ly #(FCj N {bGab%bS}) = 1 puesto que #(Um N Fq N BX) =2=
#(Uas N Fe;, NBx). Y dado que #(F; NBx) = 4 para j € {2, 3} se sigue que c¢; < bs para
j €1{2,3}. Asi Up, Nmnl(X) = Up, Nmnl(X) = {c2, c3}.

Sean c¢1 y ¢4 los elementos minimales restantes de X. Notemos que para j € {1,4},
se tiene que #(F¢; N {b1,b2,b3}) = 2. Sea W = {b1, ba, b3, c1,¢2,¢3,c4}. Observemos que
W = U, NU,, y que W es homotépicamente equivalente a {b1, ba, b3, c1,cs}. Notemos
también que 1 < #(FCVIV N FCZV) < 2. Supongamos que #(chlv N FCZV) = 1. Entonces W
es contractil y por lo tanto U,, U U,, es contractil por 2.2.1. Asi, de 2.2.2 se sigue que
existe un modelo finito del toro o de la botella de Klein con menos de 16 puntos, lo cual
contradice 2.6.4 o 2.6.5. Por consiguiente, #(F) NF)) = 2.

De manera similar, se sigue que #(F, N F., N {bg, b7,bs}) = 2. Por lo tanto, #(F, N
F., N Bx) =4 lo cual es una contradiccién.

Por consiguiente, #(U;, N Uz, N Bx) < 2 para cualesquiera x1,z2 € mxl(X) con
x1 # x2. Aplicando este mismo argumento a X°P obtenemos que #(F,, N Fy, N Bx) < 2
para cualesquiera y1,y2 € mnl(X) con y; # ya.

Dado que existen seis pares de puntos maximales y ocho puntos en By, y que ap = 2
para todo b € Bx obtenemos que existen puntos distintos a;,a2 € mxl(X) tales que
#(Uq, NUy, N Bx) = 2. Sean a3 y a4 los puntos maximales restantes de X. Observemos
que Uy, NU,, N Bx = Bx — Uy, UU,, y por lo tanto #(U,, N Uy, N Bx) = 2.

Sean by y ba los elementos de Uy, NU,, N Bx, sean bs y by los elementos de Ual —U,,,
sean bs y bg los elementos de ﬁ@ — U,, y sean by y bg los elementos de Uy, NU,, N Bx.
Puesto que oy, = oy, = 2, sin pérdida de generalidad podemos asumir que vale uno de los
siguientes dos casos:

e by <azybys<as, o
L b3<a3yb4<a4.

En el primer caso, obtenemos que bs < a4 y bg < a4 y asi X — mnl(X) es isomorfo al
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siguiente poset que sera llamado Qp.
[ ] [ ] [ ] [}
[} W [ ]
En el segundo caso, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que b5 < a3 y bg < aq4
y asi X — mnl(X) es isomorfo al siguiente poset que sera llamado Q.

[ ] [ ] [ ] [

Ahora, afirmamos que en cualquiera de los casos anteriores, dado que U,, N Uz, N
Bx = {b1,ba} entonces Uy, N U, = &. Supongamos que z € Uy, N Up,. Puesto que
#(Ua; N F. N Bx) = 2 para todo j € {1,2,3,4} obtenemos que z < by y z < bs. As,
si z1 y 22 son elementos distintos de Uy, N Uy, entonces #(F,, N F,, N Bx) = 4 lo cual
es una contradiccién. Por consiguiente, #(Uy, N Up,) < 1. Si Uy, NUp, = {21} entonces
Uq, NUq, = {b1,b2} Umnl(X) que es la unién disjunta de dos espacios contractiles. Por lo
tanto, se sigue de 2.2.1 que U,, UU,, es homotépicamente equivalente a SDy. Notemos que
la inclusion de X — (U, UU,,) = {as, a4, b7, bg} en X induce el morfismo trivial entre los
grupos fundamentales puesto que X — (U,, UU,,) estd incluido en el subespacio contractil
{as,a4,b7,bsg, z1}. Se sigue que X satisface (S2). Por consiguiente, Uy, N Up, = @ como
afirmamos.

Claramente, la misma conclusion vale para el par by, bg en ambos casos y para los
pares b3, by y bs, bg en el primer caso. Aplicando el mismo razonamiento a X°P se sigue
que si y1,y2 € mnl(X) son tales que Fy, N Fy, N By = {V/,1"} (con b’ # b") entonces
Fy N Fyr = @.

Analizaremos ahora el primer caso, esto es, X — mnl(X) isomorfo a Qy. Notemos
que, dado que X°P es un modelo finito del toro o de la botella de Klein de 16 puntos
y que #mnl(X°P) = #mxl(X°) = 4, se sigue de lo que hemos probado hasta ahora
que el espacio X — mxl(X) = (X° — mnl(X°P))°P debe ser o bien homeomorfo a Q"
o bien homeoomorfo a Q(l’p. Es claro entonces que existen dos elementos distintos c1, co
de mnl(X) tales que #(F,, N Fe, N Bx) = 2. Sean c3 y ¢4 los dos elementos restantes
de mnl(X) y sea by € F,,, N F,. Sea j € {2,3,...,8} tal que F,, N Fy,, N Bx = {b1,b;}.
Entonces, Fy, NFy, = &y por lo tanto j =7 o0 j = 8. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que j = 7. Ahora, dado que Uy, NUp, = @ y que Uy, N Uy, = @ obtenemos que
Up, Nmnl(X) = Up, Nmnl(X) = {c3,ca}. Dado que Up, NUp, = @ y que Up, NUpy, = @
entonces #(F,, N{b3,bs}) = #(Fc, N{bs,bs}) = 1 para todo k € {1,2,3,4}. Por lo tanto,

sin pérdida de generalidad podemos asumir que Fi, N {bs, by, bs,bg} = {bs, bs}. Dado que
F., N F., N Bx = {b1, bz} se sigue que F, N {b3,bs,bs,bs} = {bs,bs}.

108



2.6 Modelos minimales del toro y de la botella de Klein

Ahora, reetiquetando cs y ¢4 si fuera necesario podemos suponer que cs < bs y dado
que #(Fey N Fe, N Bx) <2y que b, bg € Fey N F,, N Bx obtenemos que ¢4 < by.

Hay ahora dos posibilidades: c3 < b5 0o c3 < bg.

Si ¢3 < bs entonces ¢4 < bg y X — mxl(X) es isomorfo a Qp°. En este caso X es
isomorfo al poset T(Q),O de la pagina 100.

Si cg < bg entonces ¢4 < by y X — mxl(X) es isomorfo a Q. En este caso X es
isomorfo al poset Ky 1 de la pagina 102.

Analizaremos ahora el segundo caso, esto es, X —mnl(X) isomorfo a Q. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que U, Nmnl(X) = {c1,ca}. Dado que #(F,, NU,, NBx) =
2 = #(F,, NU,, NBx) se sigue que #(F,, N{b1,ba,b3}) = #(Fe, N{bs, b7,bs}) =1y dado
que #(F,, NBx) = 4 obtenemos que bs € F,,. De manera similar obtenemos que b5 € F,.

Ahora, dado que Uy, N Uy, = @ y que By, = Py, = 2 se sigue que Up, U Up, 2 mnl(X).
Por consiguiente, F,, N {b1,b2} # @ y por lo tanto bs ¢ F,,. De manera similar, bg ¢ F,
y bs, b ¢ Fe,. Asi, Uy, Nmnl(X) = Up, Nmnl(X) = {c3, ¢4}

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ¢; < by y que ¢; < by. Dado que
#(F.,NF.,NBx) < 2y que by, bs € F.,NF,,NBx obtenemos que F.,NBx = {ba, by, bs,bs}.
Ahora, reetiquetando c3 y ¢4 si fuera necesario, podemos suponer que Uy, N mnl(X) =
{c1,¢3} y por lo tanto Up, Nmnl(X) = {ca,cq}.

Hay ahora dos posibilidades: c3 < b7 o c3 < bg.

Si ¢ < by entonces ¢4 < bg y X — mxl(X) es isomorfo a Qp°. En este caso X es
isomorfo al poset K; o de la figura 2.5(b) de la pagina 101.

Si c3 < bg entonces ¢4 < by y X — mxl(X) es isomorfo a Q. En este caso X es
isomorfo al poset T%l de la figura 2.6(b) de la pagina 101.

Caso 2.2: #mnl(X) > 6. En este caso, #Bx > 6 por 2.6.10. Por lo tanto, #Bx = 6
y #mnl(X) = 6. Asi, de la prueba de 2.6.10 obtenemos que Sy’ (mxl(X)) = Bx y que
0o = 3 para todo a € mxl(X).

Probaremos ahora que para todo a € mxI(X) tenemos que #S)_(l(a) = 3 y que los
subconjuntos Uy, para b € S;(l(a), son disjuntos dos a dos. En particular, obtendremos
que S)_(1 (a) es una anticadena para todo a € mxl(X). Probaremos también que o, = fp = 2
para todo b € Sy' (mx1(X)) = By.

Sea a € mxI(X). Dado que

_ 1 1,6
%= 2 Fs 2t @
beSy (a)

se sigue que #5)}1(@) < 3. Ademss, #S;(l(a) > 2 por 2.6.7.

Supongamos que #S)}l(a) = 2. Entonces, por 2.6.8, a; = 3 para todo b € S)_{l(a) y
asi o, = 2 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto #S;(l (a) = 3y asi a = 2 para todo
be Syl(a).

Supongamos que S;(l(a) = {b1,b2,b3}. De 2.6.1 se sigue que U, Up, v Up, son
disjuntos dos a dos. Por lo tanto, S)_(l(a) es una anticadena y (3, = 2 para todo j €
{1,2,3).

Probaremos ahora que x > y para todo x € mxl(X) y y € mnl(X) y que Bx es una
anticadena. Sea a; € mxl(X) y supongamos que Sy’ (a1) = {b1, b2, b3}. Si Fy, NFy,NFp, =
@, es facil verificar que X — Va)f es débilmente equivalente a S' y por lo tanto la triada

109



2 Problemas de minimalidad

split (X; X — V¥, V;Y) satisface (S2). Asi, existe ap € mx1(X) tal que {b1, b2, b3} C Uy,.
Se sigue que S)}l(ag) = Uy, NBx y asi Uy, N Bx es una anticadena. Por consiguiente, Bx
es una anticadena. Ahora, si S)_(l(ag) = {b4, b5, b6} entonces Uy,, Uy, y Up, son disjuntos
dos a dos y por lo tanto mnl(X) C Uy, U Uy, U U, C U,,.

Por consiguiente, y(X) = 16 — (12 4+ 12 + 24) 4+ 24 = —8, lo cual es claramente una
contradiccién.

Caso 3: #mxl(X) = 5.

Caso 3.1: #mnl(X) = 5. Tenemos que #Bx = 6. Por 2.6.7, #(U, N Bx) < 4
para todo a € mxl(X). Probaremos ahora que #(U, N Bx) < 3 para todo a € mxl(X).
Supongamos que existe a € mxl(X) tal que #(U, N Bx) = 4. Sean b1, bs € Bx tales que
Bx — U, = {b1,b2}. De 2.6.8 obtenemos que Uy, N Uy, = @ y que By, > 3y By, > 3, o
cual no puede ser posible puesto que # mnl(X) = 5. Por consiguiente, #(U, N Bx) < 3
para todo a € mxl(X). Aplicando el mismo argumento a X°P se sigue que #(F;,NBx) < 3
para todo ¢t € mnl(X).

Sea A = {z € mxI(X) / #(U, N Bx) = 3} y sean B y B definidos como en el
lema 2.6.2. Sea a € Ay sean by, by y b3 los elementos de Bx — U,. Por 2.4.17, B, > 2
para todo j € {1,2,3}. Dado que #mnl(X) = 5, sin pérdida de generalidad podemos
asumir que Uy, N Up, Nmnl(X) # @. Sea z € Up, N Up, N mnl(X). Entonces de 2.6.1
obtenemos que Ry'(a,2) = {b1} y by € BYy. Si, ademds, Uy, N Up, N mnl(X) # @,
por el argumento anterior obtenemos que by € B’y y asi Uy, N Up, N mnl(X) # & de
donde se sigue que by € B'y. Por consiguiente, existe ¢’ € Fp, N Fp, N Fp, N mx1(X).
Por lo tanto, ' € A y asi, por el argumento anterior, By — Uy # @. Se sigue que
#B', > 4 y por lo tanto existe ¢ € mxl(X) tal que #(U. N Bx) > 4, lo cual es una
contradiccién. Por consiguiente, Up, N Up, N mnl(X) = &. De manera similar obtenemos
que Uy, NUp, Nmnl(X) = @. Dado que By, >3, B, > 2y Bpy > 2 se sigue que fF, = 3,
Bry = Boy =2y Up, Nmnl(X) = Up, N mnl(X). Notemos que by, b3 € BY. Por lo tanto,
para cada a € A existe un tnico b € By tal que bSxa.

Se sigue que #A = #(Sx N (B x A)) < 2#B';. Por consiguiente

12+#7“4 <124 #By = 24#Bx + #By = 3#By + 2#BY < > ay
beBx

y dado que
Dy <3HA+ 25— #A) =10+ #A

beBx

obtenemos que 12 + %#A <10+ #A y por lo tanto #A > 4y #B > 2.
Como en la prueba del lema 2.6.2, tenemos que

50<2) (B-ap)(5-5)+ > (65— ) 5)
beBy beBy

y puesto que #B% > 2, no es dificil probar que a;, = 3, = 3 para todo b € B y que
ap = fBp = 2 para todo b € BY.
Ahora, notemos que o, = % para todo a € A y dado que

Y o =#Sx (mxl(X)) = #Bx =6

acemxl(X)
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se sigue que A # mxl(X) y por lo tanto que #A = 4. Sea c¢ el dnico elemento de
mxl(X) — A. Entonces o, = 3 y, por consiguiente, #Sy'(c) < 4. Dado que ¢ ¢ A
obtenemos que #S;(l(c) = 4 y por lo tanto o = 2 para todo b € S)_(l(c). Asi, U.NBx = By
y #B% = 2. De manera similar, trabajando con X°P obtenemos que existe € mnl(X)
tal que F,, N Bx = B.

Sean ¢1 y ¢ los elementos de BYy. Sea a; € mxl(X) N F,; — {c}. Dado que a1 € A,
existen elementos distintos dy,ds € BY — Uy, y por los argumentos anteriores sabemos
que Ug, Nmnl(X) = Uy, Nmnl(X) y que By, = Bag, = 2. Sean y,z € mnl(X) tal que
Ug, Nmnl(X) = {y, z}.

Dado que ag4, = a4, = 2 obtenemos que existe az € (mxl(X) — {a1,c}) N Fy, N Fy,.
Como ay € A, existen elementos distintos ey, ea € B —U,, y por los argumentos anteriores
sabemos que U,, N mnl(X) = Ue, Nmnl(X) y que fe;, = fe, = 2. Sean v, w € mnl(X)
tales que U, Nmnl(X) = {v,w}. Notemos que {v,w} N{y,z} = & pues si u € {v,w} N
{y,z} entonces F, N Bx 2 {di,ds,e1,e2} lo cual es imposible. Notemos también que
x ¢ {v,w,y,z}. Observemos ademds que, dado que a1 € Ay co,dy,da &€ U,,, entonces
e1,e2 € Uy, .

Ahora tomemos C' = F,UmxI(X). Las componentes conexas de X —C son {d1, d2,y, 2}
y {e1,e2,v,w} y dado que ambas estén incluidas en subespacios contractiles de X (U, y
U,, respectivamente) obtenemos que X satisface (S2).

Caso 3.2: #mnl(X) > 6. De 2.6.10 obtenemos que #Bx > 5. Asi, #8x =5y
#mnl(X) = 6. Por lo tanto, de la prueba de 2.6.10 obtenemos que o, = 1 para todo
a € mxl(X).

Por 2.6.7, #Sx'(a) > 2 para todo a € mxl(X). Asi, #(U, N Bx) < 3 para todo
a € mx1(X).

Supongamos que #(U, N Bx) = 3 para todo a € mxl(X). Sea a; € mxl(X) y
supongamos que Uy, N Bx = {b1,b2,b3} y que Bx — Uy, = {b4,bs}. Por 2.6.8, {bs, b5} es
una anticadena y #(Fp, N Fp, Nmx1l(X)) > 3. Sean as, a4, as tres elementos distintos de
Fy, N Fp, N mx1(X) (notemos que ninguno de ellos es a;). Dado que #(U,, N Bx) = 3
se sigue que #(Ug, N {b1,b2,b3}) = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
by € Ug,. Por lo tanto, Bx — Ug, = {b1,b2} v aplicando 2.6.8 nuevamente obtenemos que
#(Fp, N Fp, NmxI(X)) > 3. Asi, existe k € {4,5} tal que a; € Fp, N Fy,. Por lo tanto,
{b1,b2,b4,b5} C Ug, N Bx lo cual es absurdo.

Por consiguiente, existe a1 € mxl(X) tal que #(U,, NBx) < 2. Entonces #Sy"(a1) > 3

y por lo tanto
1

: #Sx(b)

l=o04 =

beSy (a1

Ast, #S3 a1) = 3, #(Ua, NBx) = 2y #Sx(b) = 3 para todo b € Sy'(a1). Luego, oy, = 2
para todo b € Sy’ (a1).

Supongamos que U, N Bx = {b1,b2} v S;(l(al) = {b3,b4,b5}. De 2.6.1 se sigue
que los conjuntos Up,, Uy, y Up, son disjuntos dos a dos. En particular, {bs,bs,bs} es
una anticadena. Dado que (3, > 2 para todo j € {3,4,5} obtenemos que mnl(X) C
Upy U U, U Uy, y que By, = 2 para todo j € {3,4,5}.

Sea i € {1,2}. Si B, < 3 entonces existen elementos distintos j, k € {3,4,5} tales que
#(Up, NUp;) < 1y #(Up, NUp,) < 1. Sea C = {b;,b;,br} Umnl(X). Notemos que las
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componentes conexas de C' son contractiles. Sea [ el elemento de {1,2} distinto de i y sea
m el elemento de {3,4,5} distinto de j y de k. Dado que X — C = {b;, b, } U mxl(X),
las componentes conexas de X — C son contréctiles, excepto quizds, Fy, U Fy, . Puesto
que oy, = 2, podemos utilizar 2.2.1 como en el segundo parrafo de la prueba de 2.6.8, de
donde obtenemos que la triada split (X; X — C, C) satisface (S2).

Por consiguiente, 5, > 4 para cada i € {1,2}. Asi, existe w € mnl(X) tal que
w € Up, NUp,. Sea G = F,, Umxl(X). Notemos que las componentes conexas de X — G
son contractiles. Por lo tanto, la triada split (X; X — G, G) satisface (S2).

Caso 4: #mxl(X) = 6. En este caso, #Bx > 4 por 2.6.10. Por lo tanto, #Bx =4y
#mnl(X) = 6. Asi, de la prueba de 2.6.10 obtenemos que o, = % para todo a € mxl(X).

Sea a € mx1(X). Por 2.6.7, #Sy"(a) > 2. Si #Sy'(a) > 3 entonces 7, > 3 lo cual es
una contradiccién. Asi, #Sy'(a) = 2 para todo a € mxl(X).

Sea a1 € mxl(X) y supongamos que Uy, N Bx = {b1,b2} vy que Sy'(a1) = {b3,bs}.
Por 2.6.8, {bs,bs} es una anticadena y #(Fp, N F, N mx1(X)) > 3. Dado que o4, = 2,
obtenemos que ap, = ap, = 3y #(Lp, N Fp, Nmx1(X)) = 3. Sean a4, as, as € mxl(X) tales
que Fy, N Fp, Nmx1(X) = {a4,as5,a6} y sean az y a3 los puntos maximales restantes de X.
Se sigue que U,; N Bx = {b3, b4} para todo j € {4,5,6} y que U, N Bx = {b1,b2} para
todo j € {1,2,3}. Notemos que {b1, by} es una anticadena por 2.6.8.

Asi, X — mnl(X) es isomorfo a (SD3)°P I (SD3)°P. Trabajando con X°P de manera
similar, obtenemos que X — mxl(X) es isomorfo a SD3 IT SDs.

Por 2.6.8, Uy, " Uy, = @y Up, NUp, = @. Dado que X — mxl(X) es isomorfo a
SD3 I SD3 se sigue que existe k € {3,4} tal que Uy, N U, = @. Sea C = Uy, UUp,.
Notemos que las componentes conexas de C' y de su complemento son contractiles. Por
consiguiente, la triada split (X;C, X — C) satisface (S2).

Vale la pena observar las similitudes entre la prueba de este caso y la segunda parte
de la prueba de 2.5.6.

Caso 5: #mxl(X) > 7. Del lema 2.6.10 obtenemos que #Bx > mX.mXQ{,) y asi
#X > 2mx + 285 > 2my +2 > 16. O

2.7 Otros problemas de minimalidad

2.7.1 Espacios con torsion en sus grupos de homologia entera de cardi-
nalidad minima

En esta subseccion, probaremos que si X es un poset con menos de 13 puntos entonces
H,(X) es libre de torsién para todo n € N, demostrando una conjetura de Hardie,
Vermeulen y Witbooi [39, Observacién 4.2].

Teorema 2.7.1. Sea X un espacio topoldgico finito tal que Hy(X) tiene torsion para
algin k € N. Entonces #X > 13.

Demostracion. Podemos asumir que X es un espacio Ty minimal y que los grupos de
homologia (con coeficientes en Z) de cualquier subespacio propio de X son libres de torsién.
Tomemos k € N tal que Hy(X) tiene torsién. Por 2.5.7 podemos asumir que k > 2.
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Sea p € X. De 1.2.71 obtenemos que existe una sucesion exacta larga

oo —— Hy(Cp) —— Hp(X — {p}) —— Hp(X) — Hj_1(Cp) — - --

~ ~

Si Hy,(Cp) = 0, dado que Hy(X —{p}) y Hi—1(Cp) son grupos abelianos libres obtenemos
que Hy(X) es un grupo abeliano libre. Asi, H,(C},) # 0. En particular, h(C,) > k+ 1y
por lo tanto todo punto p € X pertenece a una cadena de altura k + 1.

Sea a € mxI(X). Supongamos que X — U, es una anticadena. Entonces, por 1.2.71

Hy(X) = Hy(X,U) = P Hy,—1(Cy)
zeX-U,

el cual es libre de torsién por una de nuestras suposiciones iniciales. Por lo tanto, X — U,
no es una anticadena. Asi, X — U, — mxl(X) # @.

Sea d € mxl(X —U, —mxl(X)). Por 2.4.17, existen b, c € mxl(X) talesqueb# ¢, b >d
y ¢ > d. Notemos que b # a y ¢ # a. Aplicando el razonamiento anterior obtenemos que
X — Uy no es una anticadena y asi existe un punto e € mxl(X —U, —mxl(X)). Nuevamente,
por 2.4.17 obtenemos que #(F, Nmxl(X)) > 2. Sea X; = mxI(X)UmxI(X —mx](X)). Si
F.nmxl(X) € {a,b,c} entonces # mx1(X) >4 y as{ #X; > 6. Si no, F. = {a,c} y dado
que X — U, no es una anticadena, existe un punto f € mxl(X — U, — mxI(X)) que debe
ser, por supuesto, diferente de d y e. Por consiguiente, #X; > 6 en cualquier caso.

Sea Xy = mnl(X) Umnl(X — mnl(X)). Aplicando el argumento anterior a X°P,
obtenemos que #X5 > 6. Dado que Hy(X) tiene torsion se sigue que h(X) > k+1 > 3.
Puesto que todo punto de X pertenece a una cadena de altura k + 1 obtenemos que
X1 N Xy =@. Por consiguiente, #X > 12.

Supongamos ahora que #X = 12. Entonces X = X; U Xo v #X1 = #X2 = 6. En
particular, h(X) = 3 y entonces k = 2. Siguiendo el argumento anterior y con la notacién
utilizada previamente, tenemos que F, N mxl(X) € {a,b,c} o F. = {a,c}.

Supongamos que F. Nmx1(X) ¢ {a,b,c}. Se sigue que # mxl(X) = 4. Sea g el tinico
elemento de F, NmxI(X) — {a,b, c}. Supongamos que d < g. Dado que X — Uy no es una
anticadena, existe un punto A € mxl(X — U, —mxl(X)) que es claramente diferente de d y
e. Notemos que h € X;. Por consiguiente, # X7 > 7 lo cual es una contradiccién. Luego,
d £ g. De manera similar obtenemos que e £ c.

Asi, E C {a,g} y por lo tanto, por 2.4.17, E, = {a,g}. Por consiguiente, X es el

siguiente poset
a g b c
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ]
e d

Pero, en este caso, si y es un punto maximal de X5 se tiene que @ # F,, C X; y entonces
) 9 Yy y

que serd llamado V.

las componentes conexas de F), son contractiles. Asi, C;, = U, ® F}, es homotépicamente
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equivalente al join no Hausdorff (cf. [5, Definicién 2.7.1]) de dos espacios discretos. Se

sigue que h(Cy) = 1y por lo tanto, que H2(Cy) = 0, lo cual es una contradiccién.
Por consiguiente, F, = {a,c} y de 2.4.17 obtenemos que Fy = {a,b}. Entonces X; es

el siguiente poset
a b c
[ ] [ ] [ ]
] [ ] [ ]
f e d

Aplicando el mismo razonamiento a X°P obtenemos que X es isomorfo a X;* el cual es
isomorfo a X;. Por un argumento anterior, si ¥ es un punto maximal de X5 entonces ﬁy
no puede ser homotdpicamente equivalente a un espacio discreto. Dado que ﬁy C Xy la
Unica posibilidad es que ﬁy = X para todo y € mxl(X3). Se sigue que X = Xo® X1, esto
es, X es el siguiente poset

Sea U = U, UU,. Es facil probar que U es contractil. Entonces, por 1.2.71,
Hy(X) = Hy(X,U) =2 Hy(Cy)

el cual es abeliano libre por nuestros supuestos iniciales. Asi, este caso no resulta posible.
Por consiguiente, #X > 13. [

2.7.2 Espacios minimales débilmente contractiles no contractiles

En esta subseccién probaremos que un espacio débilmente contractil no contréctil debe
tener al menos nueve puntos.

M4ds ain, probaremos que existen (salvo homeomorfismo) exactamente dos espacios
débilmente contractiles no contractiles de nueve puntos.
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En la figura 2.8 exhibimos un espacio débilmente contréctil no contractil Ty de nueve
puntos, el cual fue considerado en [62, Figura 2] y en [5, Ejemplo 4.3.3]. Observemos que
este espacio no es contractil dado que no tiene beat points y es débilmente contractil dado
que la realizacién geométrica de su complejo simplicial asociado es contractil.

ai as as
(] L] [ )

A X

® b L ® )3

XX

C1 C2 C3

Figura 2.8: Espacio débilmente contractil no contractil de 9 puntos.

Probaremos ahora algunos lemas que necesitaremos para demostrar el resultado prin-
cipal de esta subseccion.

Lema 2.7.2. Sea X un espacio topoldgico finito Ty sin beat points. Sean a,b € X con
a>b. Entonces #U > #Ub—|—2 y#Fb > #F + 2.

Demostracion. Notemos que U D Uy puesto que b ) < a. Dado que a no es un beat point
de X obtenemos que Ua 2 Uyp. Por consiguiente #U >#Up+1= #Ub + 2.

=

Aplicando este resultado a X°P obtenemos que #Fb > #F + 2. ]

Lema 2.7.3. Sea X un espacio topoldgico finito Ty tal que h(X) = 2. Si X es débilmente
contractil entonces Ho(A) = 0 para todo subespacio A C X.

Demostracion. Sea A un subespacio de X. Notemos que H3(X, A) = 0 dado que h(X) =
El resultado entonces se sigue de la sucesién exacta Hs(X, A) — Ha(A) — Ha(X). D
(X

Lema 2.7.4. Sea X un espacio topoldgico finito Ty débilmente contrdctil tal que h ) =
Sean b,b' € X — (mx1(X) Umnl(X)) tales que b # V. Si #(F, N Fy) > 2 entonces
#(UpyNUy) < 1.

Demostracién. Notemos que {b,b'} debe ser una antlcadena Supongamos que #(Ub

Ub/) > 2. Entonces existen elementos distintos a,a’ € Fb N Fb/ y elementos distintos ¢, €
U,NUy. Notemos que {a,a’} € mx1(X) y que {c¢,’} € mnl(X). Por lo tanto el subespacio
A ={a,d' bV, c,c} es homeomorfo a S2S° y entonces Hy(A) # 0, contradiciendo 2.7.3.
Ast #(U, N Uy) < 1. O

Lema 2.7.5. Sea X un espacio topoldgico tal que, para algin xg € X, m(X,x0) no es
un grupo perfecto no trivial. St SX es débilmente contrdctil entonces X es débilmente
contrdctil.

Demostracion. Sea XX la suspension de X. Dado que XX es débilmente equivalente a
SX obtenemos que XX es débilmente contractil. Asi H,(XX) = 0 para todo n € N. Por
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lo tanto X es arcoconexo y H,(X) = 0 para todo n € N. Asi 7m;(X,z0) es un grupo
perfecto. Por consiguiente (X, zg) debe ser el grupo trivial. El resultado entonces se
sigue del teorema de Hurewicz. O

La siguiente proposicién muestra que la altura de un espacio topolégico finito Ty
débilmente contractil no contractil debe ser mayor a 1.

Proposicion 2.7.6. Sea X un espacio topoldgico finito Ty débilmente contrdctil con
h(X) < 1. Entonces X es contrdctil.

Demostracion. Supongamos que X no es contractil. Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que X no tiene beat points. Sea E el conjunto de aristas del diagrama de Hasse de
X. Para x € X, denotaremos por ¢, a la cantidad de aristas del diagrama de Hasse de X
que contienen a z. Es claro que e, = #(U,Nmnl X) si z € mxl X y que €, = #(F,Nmx] X)
siz € mnl X.

Ahora bien, como X tiene altura 1 y es conexo, entonces mxl X = X —mnl X por (1)
de 2.4.17. Se sigue de (2) de 2.4.17, que €, > 2 para todo x € mxl X. Del mismo modo,
€y > 2 para todo y € mnl X. Luego, €, > 2 para todo x € X. Asi, tenemos que

#E=1 Y @2 #X

rzeX

Pero 1 = x(X) = #X — #E <0 lo cual es una contradiccién. O
Probaremos ahora el resultado principal de esta subseccién.

Teorema 2.7.7. Sea X un espacio topolégico débilmente contrdctil no contrdctil. Enton-
ces #X > 9.

Demostracion. Podemos asumir que X es un espacio topoldgico finito T sin beat points.

Por 2.1.1, si h(X) > 4 entonces #X > 10. Y por 2.7.6, h(X) > 2. Asi h(X) =20
h(X) = 3.

Caso 1: h(X)=3. Por 2.1.1, #X > 8. Si #X = 8 entonces, nuevamente por 2.1.1, X
es homeomorfo a S?SY el cual es débilmente equivalente a S3. Este absurdo muestra que
#X >09.

Caso 2: h(X) = 2. Si #mxl(X) = 2 entonces, de 2.4.17, obtenemos que X = SY con
Y =X —mxl(X) y h(Y) = 1. Es claro que 71(Y,79) es un grupo libre para todo yo € Y.
Por 2.7.5, Y resulta débilmente contractil, y por 2.7.6 se sigue que Y es contrédctil. Ahora
bien, dado que X no tiene beat points, lo mismo vale para Y. Luego, tenemos que Y
es un espacio contrictil sin beat points de altura 1, lo cual es claramente absurdo. Asi
#mx1(X) > 3.

Trabajando con X°P de manera similar, obtenemos que # mnl(X) > 3. Sea Bx =
X — (mx1(X) Umnl(X)). Dado que h(X) = 2 obtenemos que Bx es una anticadena no
vacia de X. Si #Bx > 3 entonces #X > 9. Asi, podemos asumir que #Bx < 2.

Caso 2.1: #Bx = 1. Supongamos que By = {b}. Notemos que F, C mxl(X) y
Uy C mnl(X). Por 2.4.17, ap, > 2y B > 2.

Por 2.4.17, #ﬁa > 2 para todo a € mxl(X). De 2.7.2 obtenemos que #ﬁa > B+ 2
para todo a € ﬁb.
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Sea [ el numero de 1-cadenas de X y sea m = # mxl(X). Tenemos que

L=#Us+ > #Ua > B+ u(By+2) +2(m — op) = By + By + 2m > ap By + 8.
a€mx](X)

Por otro lado, notemos que el nimero de 2—cadenas de X es a0
Por lo tanto

L=x(X)=#X =14+ afy <#X — (B +8) + apfly = #X -8 .

Por consiguiente #X > 9.

Caso 2.2: #Bx = 2. Si #mxl(X) > 4 o #mnl(X) > 4 entonces #X > 9. Asi
podemos asumir que # mxI(X) = # mnl(X) = 3. Como antes, notemos que F, C mxI1(X)
y ﬁb C mnl(X) para todo b € Bx dado que Bx es una anticadena.

Probaremos primero que #ﬁb # 3 para todo b € Bx. Sea b € Bx y supongamos que
#U, = 3. Entonces U, = mnl(X). Sea b’ el (tinico) elemento de Bx — {b}. Afirmamos
que ﬁb C ﬁb/. Sea a € ﬁb. Entonces ﬁa D Up vy dado que a no es un beat point de X
obtenemos que ﬁa 2 Uy. Pero dado que U, 2 mnl(X) se sigue que b/ € Ua y por lo tanto
a € ﬁb/.

Por 2.4.17, #F, > 2y #Uy > 2. Asi #(F,NEFy) > 2y #(U,NUy) > 2 contradiciendo
2.7.4. Por consiguiente #ﬁb = 3 para todo b € Bx.

Por lo tanto #ﬁb = 2 para todo b € Bx por 2.4.17. De manera similar, obtenemos que
#ﬁb = 2 para todo b € Bx.

Sean mxl(X) = {a1,a2,a3}, Bx = {b1,bo} y mnl(X) = {c1,c2,c3}. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que Fb1 = {ai,a2} y Ubl = {c1,c2}. Probaremos que
#Ua1 + #Ua2 + #Ua3 > 12 anahzando dos casos posibles: by < az y by £ as.

Si by < a3 entonces #Ua3 > #Ub2 + 2=4por272. Y dado que b1 <apy! b1 < ao,
también obtenemos que #Ua1 >4y #Ua2 >4 por 2.7.2. Asi #Ua1 + #Ua2 + #Ua3 > 12.

Si by £ a3 entonces Fb2 ={ai, a2} = Fb1 Por 2.7.4, Ub2 # Ub1 = {c1,c2}. Por lo tanto
cg < by. Asi Ua1 = U = {by,b2,c1,c2,c3} v dado que #Ua3 > 2 por 2.4.17 obtenemos
que #0a, + #0n, + #05; > 12.

Por consiguiente #Ua1 + #Ua2 + #Ua3 > 12 en cualquier caso. Como antes, sea [ el
numero de 1-cadenas de X. Aplicando 2.4.17, obtenemos

I = #Uq, + #Uay + #Uay + #0s, + #Up, > 1242+ 2 = 16.
Ahora, notemos que el ntimero de 2—cadenas de X es #ﬁbl#ﬁbl + #ﬁbz#ﬁbz = 8. Asi
X(X)=#X—-14+8<8-16+8=0
y por lo tanto el espacio X no es débilmente contractil. ]

Como corolario del teorema anterior obtenemos que el espacio de la figura 2.8 es un
espacio topolégico débilmente contrictil no contractil con la minima cantidad posible de
puntos. En el siguiente teorema encontraremos todos los espacios débilmente contractil
no contractiles de esta cantidad de puntos minima.
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Teorema 2.7.8. Sea X un espacio topolégico débilmente contrdctil no contrdctil tal que
#X =9. Entonces X es homeomorfo al espacio de la figura 2.8 o a su opuesto.

Demostracion. Por 2.7.7, X es un espacio topoldgico finito T sin beat points. Por 2.4.17,
#mx1(X) > 2. Supongamos que # mxl(X) = 2. Entonces X es homeomorfo a S(X —
mxl(X)) por 2.4.17. Notemos que X — mxlI(X) no tiene beat points. Dado que #(X —
mxl(X)) = 7, de 2.5.7 obtenemos que 71 (X — mxl(X),xg) es un grupo libre para todo
xo € X —mxl(X). Asi X — mxl(X) es débilmente contractil por 2.7.5, lo que contradice
a 2.7.7. Por consiguiente # mxl(X) > 3. Aplicando este argumento a X°P obtenemos que
#mnl(X) > 3.

Sea By = X — (mx1(X) Umnl(X)). Del primer item de 2.4.17 se sigue que #Bx < 3.
Por 2.7.6, h(X) > 2. Asi Bx # @.

Analizaremos tres casos que corresponden a las posibles cardinalidades del conjunto
Bx.

Caso 1: #Bx = 1. Sea b el tinico elemento de B. Ponemos, como antes, n = # mnl(X
y definimos a = #ﬁb y B = #ﬁb. Por 2417, a > 2y > 2. Sea § =< N(mnl(X) x
mxl(X)), donde < es la relacién de orden usual en X.

Sean S; = SN (Up x Fy), So = SN (U x (mx1(X) — F)) v S5 = SN ((mnl(X) — Uj) x
mxl(X)). Claramente, S1, S2 y S3 son conjuntos disjuntos dos a dos y su unién es igual
as.

Notemos que #81 = aff. Ademas, si z € (71, entonces F\z 2 Fp dado que z no es un
beat point de X. Por lo tanto F, N (mxl(X) — F}) # @ para todo z € Uy. Asi #8, > 8.
Por otro lado, de 2.4.17 obtenemos que #83 > 2#(mnl(X) — ﬁb) =2(n—p).

Se sigue que

#S>ab+B+2n—p)>aB+2+42(n—7).

Procediendo de manera similar obtenemos también que
#S>aB+2+2#(mxl(X)— F) =aB+2+28 —-n—a) .
Por lo tanto
#S > af+2+2max{n—3,8—n—a} > af+24+(n—0)+@8—n—a)=af+10—a—7.
Asi tenemos que
XX)=9—(#S+a+p)+af<9—af—-104+af=-1.

Por lo tanto X no es débilmente contractil. Se sigue que este caso no es possible.

Caso 2: #Bx = 2. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que # mxI(X) =3y
#mnl(X) = 4. Sean by y by los elementos de By.

Probaremos que Bx es una anticadena. En efecto, si by < by entonces #ﬁbl > #ﬁbz, +
2 >4 por 272y 24.17. Asi ﬁbl = {b2} UmxI(X). Sea ¢ € mnl(X) N Up,. Entonces
F, C F.C X —mnl(X) = By Umxl(X) = Fy, . Por lo tanto F.= Fj, y entonces ¢ es un
beat point de X, lo que contradice nuestros supuestos. Por consiguiente Bx debe ser una
anticadena.
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Por lo tanto h(X) = 2. Para j € {1,2}, sean o = #ﬁbj y B = #ﬁbj. Notemos
que oj > 2y f; > 2 para todo j € {1,2} por 2.4.17. Como en el caso anterior, sea

S =< N(mnl(X) x mxl(X)). Tenemos que

2
X(X):9—(041+,31+a2+ﬂ2+#5)+a151+012,52:7—#5+Z(aj—1)(,6j—1) .
j=1

Analizaremos dos subcasos. R R

Caso 2.1: #(Fy N Fpy) = 1. En este caso, a1 = ag =2y Fj,, U Fp, = mxl(X). Sea a
el inico punto de Fy, — Fp,.

Probaremos ahora que B2 < 3. Supongamos que B2 > 3. Entonces fo =4y Ub2 =
mnl(X). Asi U, = Uy, y por lo tanto a es un beat point de X, lo cual es una contradiccion.
Por consiguiente G2 < 3.

Probaremos ahora que mx1(X) C F, para todo ¢ € ﬁbl. Sea c € ﬁbl. Si by > ¢ entonces
Fe 2 Fy, UFp, 2 mx1(X). Siby # centonces Fy, C F. C {b1}UmxI(X) = F,, U{a}. Dado
que ¢ no es un beat point de X, obtenemos que F. = F,, U{a} y por lo tanto mxI(X) C F..

Dado que mx1(X) C F, para todo ¢ € (71,1 y aplicando 2.4.17, obtenemos que

#8 > 34U, + 2#(mnl(X) — Up,) =381 +2(4 — B1) =B + 8 .

Asi
2
XX)=T=#8+) (a;=1)(B - 1)< T —8+f—1+f—1=5-3<0

y por lo tanto X no es débilmente contractil.

Caso 2.2: #(ﬁbl N ﬁbQ) > 2. Por 2.74, #(ﬁbl N ﬁbQ) < 1. Puesto que #mnl(X) = 4,
esto en particular implica que 81 + B2 < 5.

Dado que 81 > 2y 2 > 2 obtenemos que Ub1 ﬁbQ £y ﬁbz — ﬁbl % . Sea
(S Ub1 Ub2 Tenemos que Fj, C F. C {b1} Umxl(X) Dado que ¢ no es un beat point de
X obtenemos que F # Fy,. Por cons1gu1ente mx1(X) ¢ Fy, lo cual implica que a; = 2.
Asi #(mx1(X) — Fp,) = 1 y dado que F. # Fy, obtenemos que mxl(X) C F.. R

De manera similar obtenemos que ay = 2 y que mxI(X) C F,; para todo d € Ub2 Up, .
Asi, aplicando 2.4.17, obtenemos que #S8 >3+ 3+ 2+ 2 =10.

Por lo tanto

XX)=T=#5+> (aj=1)(Bj—1) <T—=104+ B — 14— 1= B+ —5<0.

Por consiguiente X no es débilmente contractil.

Caso 3: #Bx = 3. Notemos que #mxl(X) = #mnl(X) = 3. Sean by, by y b3 los
elementos de Bx.

Veamos que Bx no es una cadena. Supongamos que si. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que b; < b < bs. Aplicando 2.7.2 y 2.4.17 obtenemos que

#Fy, > H#Fy, +2> #F, +4>6
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pero esto no puede ser posible dado que ﬁbl C {ba, b3} UmxI(X). Asi Bx no es una cadena.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que b; y b3 son incomparables.

Probaremos ahora que Bx es una anticadena. Supongamos que no. Sin pérdida de
generalidad podemos asumir que bs y b; son comparables, y considerando X°P si fuera
necesario, podemos suponer que by > b;. Notemos que by £ bs dado que Bx no es una
cadena. Por lo tanto Fb2 C mxl(X). Por2.4.17, #Fb2 > 2. Sean a1 y az elementos distintos
de Fb2 y sea ag el elemento maximal restante de X Por 2.7.2, #Fb1 > #sz +2>4y
dado que by y bs son incomparables se sigue que Fb1 = {by,a1,as,a3} y Fb2 = {ay,as}.

Ahora, observemos que Fb3 C {ba,a1,a2,a3} puesto que by y bz son incomparables.
Afirmamos que Fb3 no es arcoconexo. En efecto, si b3 < by entonces procediendo como
en el parrafo anterior obtenemos que Fb3 = {bz, ai,az,az} el cual no es arcoconexo. Y si
bs £ bo entonces Fb3 C mxI(X) y por lo tanto Fj, es un subespacio discreto y #Fb3 > 2
por 2.4.17. Asi Fb5 Nno es arcoconexo.

Por 2.4.17, #(Uy, N mnl(X)) > 2. Secan ¢; y ¢, elementos distintos de Up, N mnl(X)
y sea c3 el elemento minimal restante de X. Dado que ¢; < by y ¢1 no es un beat
point de X obtenemos que {b1,b2,a1,az2,a3} = Iy, ﬁcl C X —mnl(X). Por lo tanto
FCl = {b1,bo, b3, a1, as,a3}. De manera similar, F,, = {bl,bg,bg,al,ag,ag}

De 1.2.71 obtenemos que H(Fp,) = Hl(Fcl,Fbl) Ho(Fb3) # 0 dado que Fb3 no es
arcoconexo.

Aplicando 1.2.71 nuevamente obtenemos que

Hy(X) = Hy(X, F.,) = Hi(F,,) & Hy(F.,) # 0

y por lo tanto X no es débilmente contractil. Por consiguiente Bx debe ser una anticadena.

Se sigue que h(X) = 2. Para j € {1,2,3}, sean o = #Fb y Bj = #Ub Notemos que
a; > 2y B > 2 para todo j € {1,2,3} por 2.4.17. Como en los casos previos, tomamos
S =< N(mnl(X) x mxl(X)). Asi

1=y ZaJ+ZB]+#S +Zajﬁj_6 #5+Z ~1).

Por lo tanto

3
#S =5+ (o;=1)(8;—1) =8

Luego #S =8 0 #S =9 y entonces 23: (a; = 1)(B; — 1) € {3,4}.
i=1

Por consiguiente al menos cinco cfe los ntmeros a1, a2, as, B1, B2 v B3 son iguales a 2
mientras que el restante podria ser igual a 2 o a 3.

Sin pérdida de generalidad y considerando X°P si fuera necesario, podemos asumir que
a1 = ag = ag = 2.

Afirmacién 1: #(ﬁbk N ﬁbl) =1 para todo k,l € {1,2,3} con k # L.

Supongamos que existen k,l € {1,2,3} con k # [ tales que #(ﬁbk N Z/J’\bl) = 2. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que #(ﬁbl N F\bz) =2
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2.7 Otros problemas de minimalidad

Asi #(Uy,NU,,) < 1 por 2.7.4. Dado que # mnl(X) = 3 obtenemos que #(Uy, NUy,) =
1. Por lo tanto 8 = By = 2. Asf Uy, U Uy, = mnl(X).

Sean a1 y ao los elementos de F\bl N ﬁbQ y sea ag el elemento maximal restante de X.
Notemos que Uy, 2 mnl(X) y Ug, 2 mnl(X).

Si {ay,a2} C Fy, entonces #(ﬁbl N Ubs) <ly #(U52 N Ub3) < 1 por 2.7.4. Asi
#(Ub1 N Ubs) =1y #(Ub2 N Ubd) = 1. Por lo tanto |K(X — {a3})| es homeomorfo a S?
contradiciendo 2.7.3. Se sigue que {a1,a2} € Fy,.

Por lo tanto, ag € ﬁbS. Dado que a1 = as = 2, obtenemos que by £ a3 y by £ as.
Y dado que a3 no es un beat point de X obtenemos que U, C (7% C {b3} Umnl(X).
Pero #Up, > 3. Asi #Up, = 3, f3 = 2y Us, = {b3} Umnl(X). Por lo tanto S =
mnl(X) x mxl(X). Luego

3
XX)=6—#S+ (a;—1)(Bj—1)=6-9+3=0
j=1

lo cual es una contradiccién. Esto prueba la Afirmacion 1.
Por lo tanto X — mnl(X) es homeomorfo al siguiente espacio

Afirmacién 2: Sik,l € {1,2,3} son numeros distintos tales que By = ; = 2 entonces
#(Ubk N Ubl) =1.

Supongamos que existen ndmeros distintos k,l € {1,2,3} tales que S, = f; = 2y
#(Ubk N Ubl) = 2. Sea m el elemento restante de {1,2,3} y sean ¢; y ¢ los elementos de
Ubk N Ubl Notemos que mxl(X) C F,, N Fe,. Si {c1,c2} C me entonces |[K(X — {c3})|
es homeomorfo a S? contradiciendo 2.7.3. Asf {c1,co} ¢ Ub Por lo tanto 8, = 2 y
c3 € Up,,. Sicz < b ocs < b entonces mxl( ) C F,,. En otro caso, dado que ¢3 no es un
beat point de X obtenemos que F;  C F C {bm} UmxI(X). Como #F, = 3, se sigue
que ﬁc3 = {bp} Umxl(X) y por lo tanto mxl(X) C F.,. Asi mxl(X) C Fi, en cualquier
caso.

Por lo tanto S = mnl(X) x mxI(X). Luego

3
XX)=6—#S+ (a;—1)(Bj—1)=6-9+3=0

lo cual es una contradiccién. Esto prueba la Afirmacion 2.

Ahora, sean ay, as y ag los unicos elementos de ﬁbl N ﬁbQ, ﬁbl N ﬁbg y ﬁbQ N ﬁbg
respectivamente. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 51 = B3 = 2. Por la
Afirmacién 2 se sigue que #(ﬁbl N ﬁb3) = 1. Sean ci1, ¢ vy c3 los tnicos elementos de
ﬁbl — Ubg, ﬁbl N ﬁb3 y ﬁbg — ﬁbl respectivamente.
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2 Problemas de minimalidad

Si By = 2 entonces #(Uy, NUy,) = 1y #(Up, N (71,3) = 1 por la Afirmacién 2. Entonces
X es homeomorfo al siguiente espacio

Por lo tanto [KC(X)| es homotépicamente equivalente a S y entonces X no es débilmente
contractil.
Asi B3 = 3 y por lo tanto X es homeomorfo al espacio de la figura 2.8. O
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Capitulo 3

Cofibraciones entre espacios finitos

3.1 Introduccion

En este capitulo damos una caracterizacion de las cofibraciones entre espacios topologicos
finitos. Esta caracterizacién es puramente combinatoria y sorprendentemente simple: si
X es un espacio topoldgico finito conexo y A C X es un subespacio no vacio entonces la
inclusién i: A < X es una cofibracién si y sélo si existe una retracciéon r: X — A de i tal
que ir < Idx. M4ds ain, probamos que si X es un espacio topoldgico finito Ty, entonces
dicha retraccién existe si y sélo si el subespacio A es un dbp-retracto de X, es decir, si
puede obtenerse eliminando sucesivamente down beat points de X. Esto es equivalente
a que para todo x € X — A, el conjunto U, N A tenga méaximo, lo que puede verificarse
algoritmicamente de manera muy sencilla.

Probamos adema&s que una inclusién i: A < X entre espacios topolégicos finitos A y
X es una cofibracion si y sélo si la funcién inducida entre los cocientes de Kolmogorov
de A y de X es una cofibracién, lo que permite aplicar el criterio mencionado arriba a
funciones entre espacios no necesariamente Ty.

La primera seccion de este capitulo esta abocada al desarrollo de la teoria de dbp—
retractos, los cuales resultan interesantes en si mismos. La segunda seccién, en cambio, se
dedicara al estudio de cofibraciones entre espacios finitos y utilizara varios de los resultados
de dbp-retractos desarrollados previamente.

Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en [23]

3.2 Bp-retractos de espacios topolégicos finitos T

En esta seccién, introducimos los conceptos de dbp—retractos y ubp—retractos de espacios
topoldgicos finitos Ty y probamos algunas de sus propiedades, que seran luego utilizadas
en la seccién 3.3.

Definiciéon 3.2.1. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea A C X. Diremos que
A es un dbp-retracto (resp. ubp—retracto) de X si A puede obtenerse de X removiendo
sucesivamente down beat points (resp. up beat points), esto es, si existen n € Ny y una
sucesion X = Xg D X7 D -+ D X, = A de subespacios de X tales que, para todo
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3 Cofibraciones entre espacios finitos

i € {1,...,n}, el espacio X; es obtenido de X;_; removiendo un tinico down beat point
(resp. up beat point) de X;_.

Diremos que A es un bp-retracto de X si A es un dbp-retracto o un ubp-retracto de
X.

En particular, X es un dbp-retracto y un ubp-retracto de si mismo.

Observacion 3.2.2. Si'Y es un espacio topoldgico finito Ty, X es un dbp-retracto de Y y
A es un dbp-retracto de X, entonces A es un dbp-retracto de Y.

Observacion 3.2.3. Notemos que si X es un espacio topoldgico finito Tg y A es un dbp—
retracto de X entonces los puntos minimales de X pertenecen a A, dado que no pueden
ser down beat points de ninguin subespacio de X. En particular, A debe ser denso en X.

Observacion 3.2.4. Si X es un espacio topoldgico finito Tg, entonces un subespacio A de
X es un ubp-retracto de X si y sélo si A°P es un dbp-retracto de X°P.

Observacion 3.2.5. De la proposicién 1.2.26, se sigue que los bp—retractos son retractos
por deformacién fuerte.

A continuacién, probaremos algunos resultados para dbp-retractos de espacios topo-
l6gicos finitos Ty. Resultados andlogos valen para ubp-retractos por 3.2.4.

Teorema 3.2.6. Sea X un espacio topoldgico finito Ty, sea A un subespacio de X y sea
i: A — X la funcion inclusion. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) A es un dbp-retracto de X.

(2) Eziste una funcion continua f: X — X tal que f <Idy, f2=f y f(X) = A.

(3) Eziste una inica funcién continua f: X — X tal que f <Idx, f2=fy f(X) = A.
(4) Eziste una retraccion r: X — A de i tal que ir <Idx.

(5) Existe una unica retraccion r: X — A de i tal que ir < Idx.

Demostracion. Probaremos que (1) = (4) = (5) = (2) = (3) = (1).

La implicacién (1) = (4) se sigue de la demostracién de 1.2.26.

Mostraremos que (4) = (5). Para k = 1,2, sea r: X — A una retraccién de i tal que
iry < Idx. Queremos probar que r1 = ry. Sea x € X. Dado que ra(z) € Ay ro(x) < x se
sigue que ro(x) = rire(x) < ri(z). Similarmente, r1(z) < ro(x) y asi, ri(x) = r2(z). Por
consiguiente, 1 = 2. La prueba de que (2) = (3) es similar.

Veremos ahora que (5) = (2). Supongamos que existe una unica retraccién r: X — A
de i tal que ir < Idy. Es claro que (ir)? = ir y que ir(X) = A.

Dado que (3) = (2), para probar que (3) = (1), es suficiente probar que (2) = (1).
Sea entonces f: X — X una funcién continua tal que f <Idx, f2=fy f(X) = A.

Sea W ={z e X: f(zr) <z} SiW = & entonces X = f(X) = Ay el resultado se
sigue.

Supongamos que W # & y tomemos xyg € mnl(W). Dado que xg € W, f(xg) < xo.
Afirmamos que f(xg) = max(ﬁwo). En efecto, si 1 < z¢ entonces x1 € W y por lo tanto
x1 = f(x1) < f(x0). Se sigue que xg es un down beat point de X.
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3.2 Bp—retractos de espacios topoldgicos finitos T

Sea X' = X — {x0}. Asi, X’ es obtenido de X eliminando un tnico down beat point.
Dado que fo f = f se sigue que 29 € f(X), y por lo tanto, podemos restringir f a una
funcién f': X' — X'. Es claro que f' <Idxs y que fof’ = f'. Mds atin, Im f' =Im f = A
dado que f(zo) = f(f(x0)) € f(X’). Elresultado se sigue por un argumento inductivo. [

Observacion 3.2.7. Sea X un espacio topoldgico finito Ty, sea A un dbp-retracto de
X ysea i: A — X la funcién inclusién. De la prueba de 3.2.6, es claro que la unica
funcién continua f: X — X tal que f < Idyx, f2 = fy f(X) = Ay la tinica retraccién
r: X — A de i tal que ir < Idx estan relacionadas por f = ir. Equivalentemente, r es la
correstriccion de f a su imagen A.

En [63] se definen las down-retracciones (resp. up-retracciones) de un poset P como
los morfismos de 6rdenes r: P — P tales que ror =7y r < Idp (resp. ror =ry
r > Idp). Desde luego, las down-retracciones de un poset finito X son precisamente las
funciones f = ir de los incisos (2) a (5) del teorema anterior.

Teorema 3.2.8. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea A un subespacio de X.
Entonces, A es un dbp—retracto de X si y sélo si Uf N A tiene mdximo para todo x € X.
Equivalentemente, A es un dbp-retracto de X si y solo si UX N A tiene mdzimo para todo
reX —A.

Demostracion. Supongamos que A es un dbp-retracto de X. Sea r: X — A la tunica
retraccién de i tal que ir < Idy y sea z € X. Es claro que r(z) € UX N A. Ahora, si
y € UX N A entonces y = r(y) < r(x) puesto que y < x. Por consiguiente, () es el
méximo de UX N A.

Ahora, supongamos que U;X N A tiene maximo para todo x € X — A. Notemos que
a es el maximo de UX N A para todo a € A. Sea r: X — A la funcién definida por
r(z) = max(UX N A). Si z <2’ entonces UX C U y por lo tanto r(x) < r(z'). Se sigue
que r es continua. Es claro que ri = Id4 y que ir < Idx. Por 3.2.6, se sigue que A es un
dbp-retracto de X. O

Proposiciéon 3.2.9. Sea Y un espacio topoldgico finito Ty, sea X CY y sea A C X un
dbp—retracto de Y. Entonces A es un dbp-retracto de X.

Demostracion. Sean i: A — X y j: X — Y las funciones inclusién y sea r: Y — A una
retraccion de ji tal que jir < Idy. Es claro que rji =1d4 y que irj < Idx. El resultado
se sigue del teorema 3.2.6. O

Corolario 3.2.10. Sea Y un espacio topoldgico finito Ty, sea X un dbp—retracto de 'Y y
sea A C X. Entonces A es un dbp-retracto de X si y sélo si A es un dbp-retracto de 'Y .

Demostracion. Inmediato a partir de 3.2.2 y 3.2.9. O

Proposicion 3.2.11. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sean Ay y Az dos dbp—
retractos de X. Para k = 1,2, sea ip: A — X la inclusion y sea ri: X — Ay la dnica
retraccion de iy, tal que ipr, < Idyx. Entonces A1 C As si y sdlo si i1r1 < iors.
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3 Cofibraciones entre espacios finitos

Demostracion. Supongamos que A1 C As y sea i: A1 — Ao la inclusion. Por 3.2.9, A; es
un dbp-retracto de Ay. Por lo tanto, existe una retraccion r de i tal que ir < Ida,. Ahora,
dado que 49t = 41, se sigue que rrot; = rrotet = Ida, v t1rre = d2trre < dore < Idx. Por
(5) de 3.2.6, se sigue que rro = 11. Asi, i1r] = i9irry < dgr).

Ahora, supongamos que i17r; < igry y sea w € Ay. Entonces w = 171 (w) < igre(w) <
w 'y se sigue que igre(w) = w. Por lo tanto, w € Ay como queriamos probar. O

Corolario 3.2.12. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y, para k = 1,2, sea fr.: X — X
una funcion continua tal que fr o fr = fr v fr < Idx. Entonces fi1 < fo si y sélo si

J1(X) C fa(X).

Demostracion. Por 3.2.6, f1(X) y f2(X) son dbp-retractos de X. El resultado se sigue
de 3.2.7 y 3.2.11. 0

Definiciéon 3.2.13. Sea X un espacio topolégico finito Ty y sea A un subespacio de X.
Definimos
F(X,A) ={feX¥:f<ldx, f’=f y AC f(X)}

QX,A) ={W C X : W es un dbp-retracto de X y A C W}.

El conjunto .% (X, A) serd considerado como un poset, subposet de XX, mientras que
el conjunto Q(X, A) serd considerado como un poset con el orden dado por la inclusién.

Observacion 3.2.14. Sea X un espacio topoldgico finito Ty. Por 3.2.3, es claro que
QX,2) =Q(X,A) para todo A C mnl(X).

Proposiciéon 3.2.15. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea A un subespacio de X.
Entonces F(X,A) y Q(X, A) son posets isomorfos.

Demostracion. Por 3.2.6, existe una biyeccién ¢: F (X, A) — Q(X, A) definida por ¢(f) =
f(X) para toda f € .#(X,A). Por 3.2.12, ¢ y su inversa son morfismos de orden. El
resultado se sigue. O

Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea f: X — X una funcién continua tal que
f <Idx. Dado que f > f2> f3> ...y XX es finito, existe N € N tal que fVN*1 = fV.
Es claro que f™* = £~ para todo n > N. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 3.2.16. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea f: X — X una funcién
continua tal que f < Idy. Definimos f* por fV donde N € N es tal que fV = fN+1,

El siguiente lema reune algunas propiedades simples de la construccion realizada en la
definicién anterior.

Lema 3.2.17. Sea X wun espacio topoldgico finito Ty y sean f,g: X — X funciones
continuas tales que f <Idx y g < Idx. Entonces:

1. f* < f<ldx.

2. fX o fX = 2
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3. f*(X) es un dbp-retracto de X.

4. Para todo x € X, x € f*(X) si y sdlo si f(x)=ux.
5. Si f < g entonces f>° < g™.

6. (fg)>(X) = f>(X) Ng>(X).

Demostracion. Las primeras dos afirmaciones se siguen facilmente de la definicion de f°°.
La tercera afirmacién se sigue de las dos primeras y del teorema 3.2.6. Las pruebas de (4)
y (5) son sencillas y serdn omitidas.

Ahora probaremos (6). Dado que fg < f, (fg)>° < f°. Asi, (fg)>°(X) C f>(X) por
3.2.12. Similarmente, (fg)*(X) C ¢°°(X). Por lo tanto, (fg)>(X) C f>(X) N ¢>=(X).
Ahora, siz € f°(X)Ng>(X) entonces f(x) = z = g(x) por item (4). Asi, x = (fg)>*(z) €
(fg)>(X). O

Proposiciéon 3.2.18. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea A C X.
Entonces, para todas f,g € F(X,A):

1. (fg)* e Z(X,A), y
2. (fg)>(X) = f(X) ng(X).

Demostracion. Sean f,g € #(X,A). Notemos que f* = fy ¢> = g. Por (6) de 3.2.17
tenemos que

AC f(X)Ng(X) = f=(X)Nng™(X) = (f9)™(X),

de donde la proposicién (2) se sigue. La proposicién (1) se sigue facilmente de (1) y (2)
de 3.2.17. O

Proposicion 3.2.19. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea A C X.
Entonces Q(X, A) es cerrado por intersecciones. En particular, Q(X, A) tiene minimo.

Demostracion. Sean Wi, Wy € Q(X, A). Basta probar que W7 N Wa es un dbp-retracto
de X. Sea ¢ como en la prueba de 3.2.15 y sea fi, = ¢ ' (W}) para k = 1,2. Por 3.2.18,
tenemos que Wi N Wy = f1(X) N f2(X) = (f1f2)*°(X). El resultado se sigue del item (3)
de 3.2.17. O

Observacion 3.2.20. La proposicién anterior muestra que todo espacio topoldgico finito Ty
X tiene un dbp-retracto minimo, que es el elemento minimo de Q(X, &). Este resultado
puede encontrarse en [63, Demostracién de Teorema 4.25].

Corolario 3.2.21. Sea X un espacio topolégico finito Ty y sean A y B dos dbp—retractos
de X. Entonces AN B es un dbp-retracto de X.

Observacion 3.2.22. Sea, X un espacio topoldgico finito Ty y sea A un subespacio de X.
La proposicién 3.2.19 implica que A es un dbp-retracto de X si y sélo si A es el minimo
de Q(X,A). De 3.2.9 se sigue que A es un dbp-retracto de X si y sélo si cualquier
sucesion de espacios que se obtengan eliminando sucesivamente down beat points de X
que no pertenezcan a A, acaba en el subespacio A cuando todos estos beat points han sido
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3 Cofibraciones entre espacios finitos

eliminados. Por consiguiente, este procedimiento da un algoritmo eficiente para decidir
cuando un subespacio de un espacio topoldgico finito Ty X es un dbp-retracto de X.
Observemos que el teorema 3.2.8 nos da otro algoritmo eficiente para determinar esto
mismo. Estos dos algoritmos son esencialmente equivalentes dado que, considerando una
extension lineal del orden parcial de X — A, el algoritmo dado por 3.2.8 es equivalente a la

identificacién (y eliminacién), en orden creciente, de down beat points de X que no estdn
en A.

Ejemplo 3.2.23. Sea X = {a,b,c,d,e, f,g,h} el espacio Ty que corresponde al siguiente
diagrama de Hasse:

g h
° °
ce de oc of
° .
a b

Sea A = {a,b,c,d} y sea B = {a,b,d, g}, ambos de ellos considerados como subespacios
de X. Podemos obtener el subespacio A de X por eliminacién sucesiva de los down beat
points e, f, g y h. Por lo tanto, A es un dbp-retracto de X.

Ahora, podemos obtener B por eliminacion sucesiva de los beat points e, f, h y c. Asi,
B es un retracto por deformacién fuerte de X. Sin embargo, el conjunto {a,b,c,d, g} es
minimal, con respecto a la inclusién, entre todos los dbp—retractos de X que contienen
a B. Este dbp-retracto no es igual a B, y por lo tanto B no es un dbp-retracto de X.
Observemos que la misma conclusion se obtiene aplicando 3.2.8 y notando que el conjunto
UZX N B no tiene maximo.

3.3 Caracterizacion de cofibraciones entre espacios topolo-
gicos finitos

En esta seccién, obtendremos una caracterizacién combinatoria simple de cofibraciones
entre espacios topoldgicos finitos y mostraremos como se relaciona con la nocién de dbp—
retractos de la seccion 3.2.

El lema 3.3.1 y su prueba, que desarrollamos a continuacién, estan fuertementen
inspirados en el lema 1.3.12 de Strgm ([70, Lema 3]). Como anunciamos antes, hemos
cambiado la hipédtesis de que X x {0} U A x I sea un retracto de X x I de 1.3.12 , por una
mucho maés conveniente en el contexto de nuestro trabajo: que A sea un espacio topoldgico
finito.

Ma3s atin, por 1.3.13, la hipdtesis original de Strgm vale si y sélo si la funcién inclusién
A — X es una cofibracién. Asi, de la caracterizacién de cofibraciones entre espacios
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finitos que daremos en esta seccién, podemos construir numerosos ejemplos de inclusiones
A — X para las cuales puede aplicarse 3.3.1 pero no 1.3.12.

Lema 3.3.1. Sea X un espacio topoldgico y sea A un subespacio finito de X. Entonces,
un subconjunto C' de X x {0} UA x I es abierto en X x {0} UA X I siy sdlo si CNX x {0}
es abierto en X x {0} y CNA x I es abierto en A x I.

Demostracion. Supongamos que C' N X x {0} es abierto en X x {0} y que C N A X I es
abiertoen A x I. Sea Y = X x {0}UA X I. SeaU = {z € X : (z,0) € C}. Es claro que
U es abierto en X. Dado que U N A es finito y que C N A x I es abierto en A X I, existe
e >0 tal que (UNA) x [0,e) C C.

Es facil ver que C' = ((U x [0,))NY) U (CN(Ax(0,1])).

Miés atn, (U X [0,5)) NY es claramente abierto en Y. Por otro lado, dado que C' N
(A% (0,1]) es abierto en A x (0,1] y A x (0, 1] es abierto en Y, se sigue que C'N (A x (0,1])
es abierto en Y. Asi, C' es abierto en Y.

La reciproca es clara. ]

La siguiente proposicion se sigue fiacilmente del lema previo.

Proposicion 3.3.2. Sean X y Z espacios topoldgicos y sea A un subespacio finito de X.
Sean f: X — Z yH: Ax I — Z dos funciones continuas tales que H(a,0) = f(a) para
todo a € A. Entonces, la funcion ¢: X x {0} U A x I — Z definida por

) f(x) sit=0,
o1 = {H(x,t) size A

es continua.
Equivalentemente, X x {0} U A x I es el cilindro mapeante de la funcion inclusion
A= X.

De las proposiciones 1.3.7 y 3.3.2 obtenemos de manera inmediata el siguiente corolario.

Corolario 3.3.3. Sea X un espacio topoldgico, sea A un subespacio finito de X y sea
i: X x {0} UA XTI — X xI la funcion inclusion. Entonces la inclusion A — X es una
coftbracion si y solo si existe una retraccion r de 1.

Observacion 3.3.4. El corolario anterior es un caso particular de 1.3.13. Aqui ha sido
obtenido de manera considerablemente méas simple que en [70].
Necesitaremos el siguiente resultado (cf. [5, Observacién 2.3.3]), cuya demostracién es

muy simple y por lo tanto serd omitida.

Lema 3.3.5. Sea X un espacio de Alexandroff conexo, sea Y un espacio Ty y sea f: X —
Y wuna funcion continua. Entonces f es una funcion constante.

El siguiente es uno de los resultados principales de esta seccién.

Teorema 3.3.6. Sea X un espacio topolégico finito conero y sea A un subespacio no
vacio de X. Entonces, la inclusion i: A — X es una cofibracion si y sdlo si existe una
retraccion r: X — A de i tal que ir < Idx.
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Demostracion. SeaY = X x {0}UA X[ ysear:Y — X x I lainclusién. Probaremos que
¢ tiene una retraccién si y solo si ¢ tiene una retraccion r tal que ir < Idx. El teorema se
seguird entonces de 3.3.3.

Supongamos que ¢ tiene una retraccion p. Sean px: X X I - X ypr: X x I — I las
proyecciones canénicas. Recordemos que, para cada t € I, tenemos una funcién continua
ir: X — X x I definida por i¢(x) = (z,t) para todo = € X (ver subseccién 1.1.2). Notemos
que prpiy es una funcién continua de X a I, y por lo tanto, es una funcién constante (3.3.5).
Ahora, si a € A, prepic(a) = prep(a,t) = pr(a,t) = t. Se sigue que prepi(xz) =t para todo
x € X. En particular, la funcién ¢p respeta la segunda coordenada.

Sea ¢ = (pxup)t: I — XX la funcién inducida por la funcién pxep: X x I — X por la
ley exponencial. Es claro que ¢ es continua y que ¢(0) = Idx. Por lo tanto, 0 € ¢! (Upq, )
y asi, existe ¢ > 0 tal que ¢(¢) < Idx. Dado que tp respeta la segunda coordenada, es
evidente que ¢(¢)(z) € A para todo xz € X. Por lo tanto, podemos restringir ¢(¢) a una
funcién r: X — A, y es claro que ir = ¢(e) < Idx. Dado que tp es la identidad en A x I,
se sigue que i = Id 4.

Para la reciproca, supongamos que existe una retraccién r de i tal que ir < Idyx. Sea
a: I — XX el camino en X% definido por

o) = {I'dX it =0,
ir sit>0.
Sea a’: X x I — X la funcién inducida por « y la ley exponencial.

Como antes, sea pr: X x I — I la proyeccién candnica y sea f: X x I — X x [ la
funcién inducida por o y p;. Es facil verificar que Im8 C Y. No es dificil ver que la
correstriccion p: X x I — Y de B a Y es una retraccién de ¢. O

Observacion 3.3.7. Sea X un espacio topoldgico finito y sea A un subespacio de X.
Observemos que, para determinar si la funcién inclusién A < X es una cofibracién,
siempre podemos reducir nuestro analisis al caso en que se satisfacen las hipdtesis del
teorema anterior. En efecto, dado que un espacio topoldgico finito es el coproducto de
sus componentes conexas, se sigue que la funcién inclusiéon A < X es una cofibracién si y
sélo si la funcién inclusion A N C' — C es una cofibracién para cada componente conexa
C de X. Dado que la inclusién del espacio vacio en cualquier espacio topolégico es una
cofibracién, obtenemos que la funcién inclusiéon A <+ X es una cofibracién si y sélo si la
funcién inclusién A N C' — C es una cofibracién para cada componente conexa C de X
tal que CN A # @.

El teorema 3.3.6 tiene como consecuencia los resultados 3.3.8, 3.3.9 y 3.3.10.

Corolario 3.3.8. Sea X un espacio finito conexo y sea A un subespacio no vacio de X .
Si la inclusion i: A — X es una cofibracion, entonces A es un retracto por deformacion
fuerte de X.

Proposicion 3.3.9. Sea X un espacio finito conexo y sea A un subespacio cerrado no
vacio de X. Si la inclusion i: A — X es una cofibracidon, entonces A = X.

Demostracion. Supongamos que ¢ es una cofibracién. Por 3.3.6, existe r: X — A tal que
ri = Ida y ir < Idy. Ahora sea x € X. Tenemos que z > r(x) € A. Dado que A es
cerrado, x € A. El resultado se sigue. O
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Corolario 3.3.10. Una cofibracion cerrada entre espacios finitos conexos no vacios es un
homeomorfismo.

Recordemos que un espacio punteado (X, zg) se dice bien punteado si la inclusién
{zo} = X es una cofibracién.

Proposicién 3.3.11. Sea (X, x¢) un espacio topoldgico punteado finito conexo. Entonces
(X, x0) estd bien punteado si y sdlo si xg < x para todo x € X.

En particular, si X es un espacio Ty, el espacio punteado (X, xq) estd bien punteado
st y solo si xg es el minimo de X.

Demostracion. Por 3.3.6, el espacio (X, zg) es bien punteado si y sélo si la dnica funcién
r: X — {xo} satisface que r(z) < z para todo x € X. O

Para espacios topoldgicos finitos Ty conexos no vacios, las cofibraciones no triviales
son esencialmente dbp-retractos, como muestran el siguiente resultado y su corolario.

Proposicion 3.3.12. Sea X un espacio topolégico finito Ty conexo y sea A un subespacio
no vacio de X. Entonces, la inclusion i: A — X es una cofibracion si y sélo si A es un
dbp—retracto de X.

Demostracion. Inmediato de 3.2.6 y 3.3.6. O

Corolario 3.3.13. Sean X e Y espacios topologicos finitos Ty tales que Y es conexo y
X #£ . Sea f: X =Y una funcion. Entonces [ es una cofibracion si y solo si f es un
homeomorfismo en su imagen y f(X) es un dbp-retracto de Y.

Demostracion. Supongamos que f es una cofibracién. De 1.3.9 se sigue que la correstric-
cion f|: X — f(X) de f es un homeomorfismo. La inclusién i: f(X) — Y es igual a la
composicion f(f|)~! y es, por lo tanto, una cofibracién. Se sigue de 3.3.12 que f(X) es
un dbp-retracto de Y.

Supongamos ahora que la correstriccion f|: X — f(X) de f es un homeomorfismo y
que f(X) es un dbp-retracto de Y. Por 3.3.12, la inclusién ¢: f(X) — Y es una cofibracién
y por lo tanto f = i(f|) también lo es. O

Corolario 3.3.14. Sea X un espacio topolégico finito conexo Ty. Son equivalentes:
(1) Toda cofibracion f: A — X con A # @ es un homeomorfismo.
(2) X no tiene down beat points.

Probaremos ahora que para determinar si una funciéon entre espacios finitos es una
cofibracién podemos siempre reducir nuestro andlisis a funciénes entre espacios topolégicos
finitos Ty. Recomendamos al lector recordar las definiciones y notacién introducidas en
la primera parte de la subseccién 1.2.5 en relacién al cociente de Kolmogorov de espacios
de Alexandroff.

Proposicion 3.3.15. Sea X un espacio topoldgico finito y sea A un subespacio de X.
Entonces, la inclusion i: A — X es una cofibracion si y solo si la funcion K(i): K(A) —
K(X) es una cofibracion.
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Demostracion. Es facil probar que la funcién K(i): K(A) — K(X) es un retracto de la
inclusién i: A — X. Por 1.3.3, si i es una cofibracién entonces K(7) también lo sera.
Para la reciproca, supongamos primero que X es conexoy A # &.
Sean g4: A — K(A4) y ¢x: X — K(X) las funciones cociente candnicas (cf. subseccién
1.2.5) y sea ja: K(A) — A una seccién de g4. Por 3.3.6, existe una retraccion p de K(7)
tal que K(i)p < Idg(x). Definimos 7: X — A por

x six € A,
r(z) =9 . .
japgx(z) sixe X — A

Observemos que

japax(a) = japgxi(a) = japK(i)ga(a) = jaga(a) ~a

para todo a € A. Se sigue que para cualesquiera a € Ay x € X — A tales que a < x, vale
que

r(a) = a < japgx(a) < japgx(x) = r(x)

y que para cualesquiera x € X — Ay a € A tales que x < a, vale que

r(x) = japgx(x) < japgx(a) < a=r(a).

Por lo tanto, r es continua.
Es claro que ri = Id4. Por otro lado, ir(x) = x para todo z € Ay, dado que
gxi = K(i)qa, tenemos que para todo z € X — A

gxir(z) = qxijapgx(v) = K(i)gajapax () = K(i)pgx (z) < qx(z).

Por lo tanto, ir < Idx. Luego, i es una cofibracién por 3.3.6.
No es dificil concluir el caso general a partir de 3.3.7 y 1.2.23. O

El siguiente resultado se obtiene facilmente a partir de 3.3.15

Proposicion 3.3.16. Sean X e Y espacios topoldgicos finitos y sea f: X — Y wuna
funcion continua. Entonces f es una cofibracion si y sélo si f es una funcién subespacio
y K(f): K(X) — K(Y) es una cofibracion.

Notemos que una funcién f: X — Y entre espacios finitos puede no ser una cofibracién
aun si K(f): K(X) — K(Y) lo es. Consideremos, por ejemplo, el espacio X = {0,1} con
la topologia indiscreta y la tnica funcién f: X — % posible. La funcién K(f) es un
homeomorfismo y por lo tanto, una cofibracién; sin embargo, la funcién f: X — Y no es
una cofibracién puesto que no es inyectiva y por lo tanto no puede ser subespacio.

Observacion 3.3.17. Combinando algunos de los resultados desarrollados hasta ahora,
obtenemos un algoritmo simple para determinar si una funcién entre espacios topolégicos
finitos es una cofibracién, el cual describimos a continuacion.

Sean X e Y espacios topologicos finitos y sea f: X — Y una funcién. Claramente f es
una cofibracién si y sélo si la correstriccion f|/(X): X — f(X) es un homeomorfismo
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y la funcién inclusién f(X) < Y es una cofibracién. Observemos que f|fX) es un
homeomorfismo si y s6lo si para cualesquiera x1,ze € X, 21 < 29 < f(x1) < f(x2).

Sea A = f(X). Por 1.2.23 y 3.3.15 la funcién inclusién A < Y es una cofibracién si
y solo si la funcién inclusién gy (A) — K(Y) es una cofibracién. Por 3.3.7, esto vale si
y sélo si la funcién inclusién gy (A) N C' — C' es una cofibracién para cada componente
conexa C' de K(Y) tal que gy (4) N C # @. Ahora, para cada componente conexa C de
K(Y) tal que gy (A) N C # &, la funcién inclusién gy (A) N C < C es una cofibracion si y
so6lo si gy (A) N C es un dbp-retracto de C' por 3.3.12.

Por consiguiente, obtenemos que la funcién inclusién A < Y es una cofibracion si y
s6lo si gy (A) N C es un dbp-retracto de C para cada componente conexa C' de K(Y') tal
que gy (A) N C # @. Esta condicién puede ser verificada algoritmicamente, como hemos
notado en 3.2.22.

Como ejemplo de aplicacion de los resultados anteriores, determinaremos bajo qué
condiciones las inclusiones asociadas a cilindros mapeantes no Hausdorff (definicién 1.2.13)
son cofibraciones. Recordemos que si X e Y son espacios topolégicos y f: X — Y es una
funcioén continua entonces las funciones inclusién de X e Y en el cilindro mapeante clasico
de f son cofibraciones.

Observacion 3.3.18. Sea f: X — Y una funcién continua entre espacios topoldgicos finitos
Ty no vacios. Dado que Y es cerrado en B(f), de 3.3.10 se sigue que jy no es una
cofibracion.

Proposicion 3.3.19. Sean X e Y espacios topoldgicos finitos Ty y sea f: X — Y una
funcidn continua. Entonces jy*: Y°P — B(f)°P es una cofibracion.

Demostracion. Como en la prueba de [5, Lema 2.8.2], sea j = jy: Y — B(f) la funcién
inclusién y sea r: B(f) — Y la funcién definida por

r(z) = {f(z) si z € X,

z sizeY.

Sixz € X ey €Y son tales que z < y en B(f), entonces f(x) < y y por lo tanto
r(x) = f(z) <y =r(y). Por consiguiente, r es continua. Es claro que rj = Idy-.

Ahora, jr(z) = f(r) > x en B(f) para todo z € X. Asi, jr > Idgy). El resultado se
sigue de 3.3.6. O

El siguiente resultado se encuentra presente en la prueba de [5, Proposicién 4.6.6] con
diferente terminologia. Damos aqui una prueba utilizando nuestros resultados.

Proposicion 3.3.20. Sean X e Y espacios topologicos finitos Ty y sea f: X — Y una
funcion continua. Entonces X es un dbp-retracto de B(f) si y solo si f_l(Ug) tiene
mdzximo para todo y € Y.

Demostracion. Notemos que f_l(U;) = Uf(f) NX para todo y € Y. El resultado se sigue

de 3.2.8. O

Corolario 3.3.21. Sean X e Y espacios topoldgicos finitos Ty tales que Y es conexo y
X # . Sea f: X — Y una funcidn continua. Entonces la funcion inclusion jx: X —
B(f) es una cofibracion si y sélo si f_l(U;) tiene mazximo para todo y € Y.
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Demostracion. Por 3.3.12, la funcién jx: X — B(f) es una cofibracién si y sélo si X es
un dbp-retracto de B(f). El resultado se sigue de 3.3.20. O
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Capitulo 4

Fibrados sobre espacios de
Alexandroft

4.1 Introducciéon

En este capitulo mostramos que existe una correspondencia biyectiva canénica entre (clases
de isomorfismo de) fibrados sobre espacios de Alexandroff B con fibra To F'y (clases de
isomorfismo natural de) funtores de B a Autmop(F). Esta biyeccién estd inducida por la
construccion de Grothendieck topoldgica, una construccién que permite obtener un espacio
topoldgico a partir de un funtor de un conjunto preordenado B en Top que es andloga a
la construccion de Grothendieck clasica para funtores en Cat.

El teorema de clasificaciéon obtenido nos permite utilizar un funtor canénico asociado a
cada fibrado para construir una funcién levantadora de caminos canénica —y que de hecho
resulta ser regular— para dicho fibrado, lo que muestra que los fibrados sobre espacios de
Alexandroff con fibra Ty son fibraciones de Hurewicz.

Los resultados de esta seccién pueden encontrarse en [22].

4.2 Construccion de Grothendieck topoldgica

Hemos visto en la subseccion 1.1.4 que para toda categoria pequena B y todo funtor
C': B — Cat, la construccién de Grothendieck [ C de C es la categorfa cuyos objetos son
los pares (b, z) donde b es un objeto de B y x es un objeto de C(b) (cf. definicién 1.1.22).
Las flechas en [ C de (b,z) a (V/,2’) son los pares (f,g) donde f es una flecha en B de b
a b’y g es una flecha en C(V') de C(f)(z) a 2’. La proyeccién canénica 75: [C — B es
un funtor y por lo tanto, puede ser considerada como una categoria sobre B.

No es dificil ver que una flecha a: C = D en Cat?, es decir, una transformacién
natural entre funtores C'y D de B en Cat, induce un funtor a,: [C — [ D en Cat
definido por o (b, z) = (b, ap(z)) para todo (b,z) € Obj([ C) y por ax(f,g) = (f, cw(g))
para toda flecha (f,g): (b,x) — (V/,2') en [ C. El funtor o resulta un morfismo de 7§ a
78 en Cat/B. Asi, la construccién de Grothendieck se extiende a un funtor |[: Cat? —
Cat/B de la categoria Cat? de funtores de B a Cat y transformaciones naturales a la
categoria Cat/B de categorias pequenas sobre B.

135



4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Ahora bien, si B es un poset y D: B — Pos es un funtor (que podemos considerar
con imagen en Cat via la inclusién canénica Pos < Cat) entonces [ D resulta un poset,
donde, para cualesquiera (b,z),(V,2’) € [ D, tenemos que (b,z) < (b/,2') si y sélo si
b<V enByDb<V)(z) <z en D(V). Se sigue que [ D puede ser interpretado como
un espacio topologico de Alexandroff.

La construccién de Grothendieck topolégica que definiremos a continuacion generaliza
esta situacién y permite construir un espacio topoldgico f C' a partir de un espacio de
Alexandroff B y un funtor D: B — Top.

Definicion 4.2.1. Sea B un espacio de Alexandroff considerado como un conjunto pre-
ordenado y sea D: B — Top un funtor. Definimos

/D_ {6} x D) = {(b,2) : be By x e Db)}.

beB

Para cada b € B y para cada V subconjunto abierto de D(b) definimos

Jp(b, V) = U {v} x D(w < b)~H(V) C /D.

vel,

Cuando no haya lugar a confusién, el conjunto Jp(b, V') serd denotado simplemente por
J(,V).

Es facil ver que si (8,z) € J(b,V)NJ (', V') donde b,b’ € By V y V' son subconjuntos
abiertos de D(b) y D(b') respectivamente, entonces

(B,2) € J(B,D(B < b)" (V)N D(B <V)H(V) CJb, V)N I, V).

Se sigue que el conjunto & = {J(b,V):b € By V es un subconjunto abierto de D(b)} es
una base para una topologia en [ D. Consideramos [ D como un espacio topoldgico con
la topologia generada por #A. El espacio topoldgico f D sera denominado construccion de
Grothendieck topolégica de D.

Observemos que, con la notacién anterior, la funcién t,: D(b) — [ D definida por
tp(x) = (b, x) es una funcién subespacio.

La siguiente observacion establece que la definicion de la construccion de Grothendieck
topolégica es compatible con la definicion de la construcciéon de Grothendieck en el caso
en que ambas se puedan realizar.

Observacion 4.2.2. Sea B un espacio de Alexandroff y sea D: B — Ord un funtor. El
funtor D puede ser considerado tanto un funtor a Top como un funtor a Cat. Mas
precisamente, sea tc: Ord — Cat el funtor inclusién usual y sea ¢vp: Ord — Top el
funtor que envia cada conjunto preordenado al espacio de Alexandroff correspondiente.
Consideramos las composiciones Do = 1o D y Dy = vpD. Entonces, la construccion de
Grothendieck [ D¢ (que es un conjunto preordenado) visto como espacio de Alexandroff
coincide con la construccién de Grothendieck topolégica [ Dyp. Esto se sigue de la obser-

vacién de que para cada b€ By x € D(b), J(b, UfT(b)) = U(fbf)c.

Daremos ahora algunos ejemplos simples de la construccién de Grothendieck topold-
gica.
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Ejemplo 4.2.3.

(1) Sea X un espacio topolégico indiscreto y sea B un espacio de Alexandroff. Sea
D: B — Top un funtor tal que D(b) = X para todo b € B. Entonces el espacio [ D es
B x X con la topologia producto.

(2) Sea X el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es {a, b, c} y cuya topologia
es Tx = {@,{a},X}. Sea fi: X — X la funcién identidad, sea fo: X — X la funcién
definida por fa(a) = a, fa(b) = by fa(c) = by sea f3: X — X la funcién constante con
valor a. Sea S el espacio de Sierpinski. Para j € {1,2,3} sea Fj: S — Top el funtor
definido por FJ(O) = Fj(l) =X y F](O < 1) = fj'

Entonces los espacios [ Fy y [ Fy coinciden con el espacio S x X con la topologia
producto. Por otro lado, el espacio [ F3 es el conjunto S x X con la topologia

T ={2,{(0,a)},{(0,a), (0,0), (0, )}, {(0, ), (0,0), (0, ¢), (1,a)}, § x X}.

En particular, [ Fy y [ F3 no son homeomorfos.

(3) Sea X un espacio topoldgico y sea * el singleton. Sea D: & — X el funtor definido
por D(0) = X y D(1) = *. Entonces [ D es el cono no Hausdorff de X (cf. definicién
1.2.11).

(4) Sea X un espacio topoldgico y, como antes, sea * el singleton. Sea B = {a,b,c} el
poset representado por

b c
[ ] [ ]

[ ]
a
Sea D: B — Top el funtor definido por D(a) = X y D(b) = D(c) = . Entonces [ D

es la suspensién no Hausdorff de X (cf. definicién 1.2.12).

En los ejemplos (1) y (2) podemos percibir un comportamiento particular de la cons-
truccién de Grothendieck topolégica de un funtor D: B — Top cuando los espacios D(b)
no son espacios To. Hacemos explicito este hecho en el lema 4.2.4 y la proposicién 4.2.5.

Recordemos que K: Top — Top, es el funtor que envia a cada espacio X a su cociente
de Kolmogorov K(X) (cf. subseccién 1.2.5).

Lema 4.2.4. Sean X e Y espacios topoldgicos y sean f,g: X — Y funciones continuas
tales que K(f) = K(g). Entonces f~2(V) = g=1(V) para todo subconjunto abierto V de
Y.

Demostracién. Sea V un subconjunto abierto de Y. Sean ¢x: X — K(X) y ¢v: Y —
K(Y) las funciones cociente candnicas. Para cada x € X tenemos que

qv (f(z)) = K(f)(gx () = K(9)(gx () = qv (9()).

Se sigue que f(x) ~ g(x) para todo € X, donde ~ es la relacién de equivalencia definida
en el segundo parrafo de la subseccion 1.2.5. Luego,

ref Ve fx)eVeglx)eVezecg (V).
Asi, f7H (V) =g 1(V). O
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Proposicion 4.2.5. Sea B un espacio de Alexandroff y sean F,G: B — Top funtores
tales que F(b) = G(b) para todo b € B. Si KF = KG entonces [ F = [ G.

Demostracion. Dado que F(b) = G(b) para todo b € B, es claro que [ F'y [ G tienen los
mismos elementos. Por el lema 4.2.4 se sigue ademds que sus topologias coinciden. Asi,

[F=[G. -

Definiciéon 4.2.6. Sea B un espacio de Alexandroff considerado como un conjunto pre-
ordenado y sea D: B — Top un funtor. Definimos ﬂ'g : [ D — B como la proyeccién
canénica dada por 75 (b,z) = b. Si no hubiera lugar a confusién, la proyeccién 75 serd

denotada por mwp.

Observacion 4.2.7. Sean B y F' espacios topoldgicos, con B espacio de Alexandroff. Sea
Cr: B — Top el funtor constante F. Entonces [ Cp = B x F con la topologfa producto
y WgF : B x F — B es la proyeccién canénica a B.

Proposicion 4.2.8. Sea B un espacio de Alexandroff y sea D: B — Top un funtor.
Entonces tp: [ D — B es continua, y por lo tanto un objeto sobre B.

Demostracion. Dado que 75" (U,) = J(b, D(b)) para todo b € B, el resultado se sigue. [

Observacion 4.2.9. Sea B un espacio de Alexandroff, sean D, E': B — Top funtores y sea
n: D = E una transformacién natural. Si b € B y V es un subconjunto abierto de E(b),
es facil probar que (8,n3(z)) € Je(b,V) siy sélosi (B, z) € JD(b,nb_l(V)).

Se sigue que la funcién n,: [ D — [ E definida por 7, (b, z) = (b, ny(z)) es continua y
por lo tanto una funcién sobre B.

Es fécil ver entonces que la construccién [ define un funtor [: Top? — Top/B.

4.3 Caracterizacion de fibrados sobre espacios de Alexan-
droff con fibra T,

En esta seccién mostraremos que las clases de isomorfismo de fibrados sobre un espacio de
Alexandroff B con fibra Ty F' estan en biyeccién candnica con las clases de isomorfismo
de funtores de B a Aut(F') donde B es considerado un conjunto preordenado de la forma
usual y Aut(F') es el grupo de automorfismos de F' en Top visto como subcategoria de
Top cuyo Unico objeto es F.

Proposicion 4.3.1. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea D: B — Top un
funtor que invierte morfismos. Entonces mp: [ D — B es un fibrado sobre B con fibra
D(bo) para cualquier by € B.

Demostracion. Sea b € B. Consideremos la proyeccién canénica de Uy x D(b) en U, como
un objeto sobre U,. Definimos funciones py: 75" (Uy) — Uy x D(b) y ¢p: Uy x D(b) —
ng(Ub) por

ev(B,2) = (B,D(B < b)(z))

para todo (5,x) € ﬂgl(Ub), y
(B8, 2) = (B, D(B < b) ™! (2))
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para todo (3, x) € Uy x D(b) respectivamente. Es claro que ¢y, y ¢, son biyecciones sobre
Uy mutuamente inversas. Es fécil verificar que ¢, (U, x W) = J(v, D(v < b)~1(W)) para
todo v < by todo W abierto de D(b) y que ¢, * (J(v, W)) = U, x D(v < b)(W) para todo
v < by todo W abierto de D(v). Se sigue facilmente que ¢, y ¢p son homeomorfismos
mutuamente inversos sobre Uy,.

Por lo tanto wp es un fibrado sobre B. Dado que B es conexo, se sigue que las fibras
de mp son homeomorfas a D(by) para cualquier by € B como afirmamos. O

Lema 4.3.2. Sea X = {0,1} considerado como un espacio topoldgico tal que el conjunto
{1} no es abierto en X (explicitamente, X es o bien un espacio indiscreto o bien el espacio
S de Sierpinski).

Sea Y un espacio Ty. Consideremos la proyeccion canonica px: X XY — X como un
fibrado trivial y sea ¢: X XY — X XY un automorfismo (de fibrados) de px. Entonces
existe una funcion a:'Y — Y tal que p = Idx X a. Mds aun, tal funcion o es dnica y
resulta un homeomorfismo.

Demostracion. Sea ¢ la inversa de ¢. Sea my: X XY — Y la proyecciéon canénica, y, para
t=0,1,sea j;: Y — X x Y la inclusién definida por ji(y) = (¢,y), sea ¢ = Ty @ji v sea
¢r = my ¢jp. Es facil ver que ¢y v ¢ son automorfismos de Y mutuamente inversos, para
t=0,1.

Notemos que si ¢ = Idx X « para algin a: Y — Y, entonces pg = o = 1, y por
lo tanto obtenemos que « es Unico y un homeomorfismo. Reciprocamente, si ¢y = o1,
entonces ¢ = Idx X g. Asi, basta probar que ¢y = 1.

Ahora, sea U un subconjunto abierto de Y. Dado que (X xU) = ({0} xpo(U))U({1} x
©1(U)) es abierto en X xY', de la observacién 1.2.4 y de que el abierto minimal del elemento
1 de X es X, se sigue facilmente que ¢1(U) C ¢o(U). Similarmente, ¢1(U) C ¢o(U). Por
lo tanto, para todo subconjunto abierto V' de Y,

V = d1901(V) C dop1(V) C dpopo(V) = V.

Luego, ¢o(V) = ¢1(V) para todo subconjunto abierto V de Y. Dado que Y es Ty, se
sigue facilmente que g = ¢1. Por lo tanto, ¢ = Idx X g como queriamos. O

La siguiente proposicion se sigue inmediatamente de 1.2.17 y 4.3.2.

Proposicion 4.3.3. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea Y un espacio Ty.
Consideremos la proyeccion canonica pg: BXxY — B como un fibrado trivial y sea p: B X
Y — B XY un automorfismo (de fibrados) de pgp. Entonces existe una funcion a: Y —'Y
tal que p =1Idp X a. Mds ain, tal funcion a es unica y resulta un homeomorfismo.

Teorema 4.3.4. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio Ty.
Sea p: . — B un fibrado con fibra F. Entonces existe un funtor D,: B — Top, que
invierte morfismos tal que 7p: [ D, — B es un fibrado isomorfo a p.

Demostracion. Para cada U C B, denotamos por py: Ux F — U ala proyeccién candnica.
Definimos el funtor D,: B — Top como sigue. Para b € B, definimos Dy,(b) =
p~1(b). Ahora, para b < b/, elegimos cualquier entorno trivializante U de b’ y tomamos
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

un morfismo trivializante oy : p~1(U) — U x F de U. Observemos que ¢y se restringe a
homeomorfismos

pl(b) £ (b} x F

y
p L) 25 (V') x F.

Definimos entonces Dy, (b < b'): p~1(b) — p~(¥') como la composicién

—1

Cy xIdp {b/} % F Yu p_l(b/).

pH(b) T (b} x F

Tenemos que ver que D, estd bien definido. Supongamos entonces que V' es otro

entorno trivializante de &' y sea ¢y : p~ (V) — V x F un morfismo trivializante de V.

Entonces, el homeomorfismo @y ;' : {b,0'} x F — {b,)'} x F es un automorfismo de

fibrados de la proyeccion {b,t'} x F' — {b,b'}. Por el lema 4.3.2, existe un homeomorfismo
a: F — F tal que govcpfjl = Idg 1 X a. Se sigue que

@V@&l o (Cb, X IdF) = (Id{b,b'} X O{) e} (Cb/ X IdF) = Cb/ X o=
— (Cy x 1dp) o (Idg,yy x a) = (Cy x Idp) o pyey .

Por lo tanto, el diagrama

p'(b) evey! vy p~ ()

{B}xF — U} xF
b/XIdF

conmuta. Se sigue que D), esta bien definido.

Es facil probar que la asignacién D,, asi definida resulta un funtor.

La funcién ¢: E — [ D, definida por ¢(z) = (p(z),z) es claramente biyectiva con
inversa ¢~1: [ D, — E definida por ¢1(b,2) = 2. Es inmediato ademds que mp¢ = p.
Asi, sélo necesitamos probar que ¢ y su inversa son funciones continuas.

Veamos que ¢ es continua. Sea b € By sea V C p~!(b) abierto. Queremos probar que
¢~ 1(J(b,V)) es abierto en E. Tomemos un morfismo trivializante p: p~1(U) — U x F para
algiin entorno trivializante U de b y sean pp: UXF — F y py: UXF — U las proyecciones.
Notemos que, dado que ¢ se restringe a un homeomorfismo ¢|: p~1(b) = {b} x F, ¢(V)
es abierto en {b} x F'y por lo tanto, prp(V') es abierto en F.

Basta probar entonces que

¢~ (I (b, V) = o~ Uy x pre(V))-

Observemos que pyp(V) C {b}, de donde se sigue que p(V) = {b} x prp(V). No es
dificil ver entonces que, para todo = € p~1(U), vale que (C, x Idp)¢(z) € p(V) si y sélo
st pr(Ch x ldp)p(x) = pre(x) € pre(V).
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Luego, para todo (8,z) € [ Dp, tenemos que

(B,x) e Jb, V)= BelUyyDp(f<b)(x) eV &
S pLelUyy (CyxIdp)p(z) € (V) <
& BeUyypre(z) € pre(V) &
& pue(r) € Uy y pry(z) € pre(V)
& o) € Up x prep(V) &
sz (U xpre(V)) &
& ¢ 1 (Bx) € o (Uy x pre(V)).

Se sigue que ¢~ H(J(b,V)) = ¢ 1 (U x pre(V)) como querfamos y por lo tanto, que ¢ es
continua.
Veamos que ¢ es abierta. Sea V' un abierto de E. Probaremos que

¢(x) = (p(z),z) € J(p(x), VN p~ (p(x))) € &(V)

para todo xz € V.

Sea z € V. Es claro que ¢(x) = (p(z),z) € J(p(z),V Np~(p(z))). Sea entonces
(b,y) € J(p(x),V Np~t(p(z))). Si probamos que y € V, tendremos que (b,y) = ¢(y) €
¢(V') de donde se seguird el resultado deseado.

Sea U un entorno trivializante de p(z) y sea p: p~1(U) — U x F un morfismo
trivializante para U. Sea 3y’ = D,(b < p(x))(y). Por la definicién de D,, existe 2’ € F tal
que ¢(y) = (b,2) y ¢(¥') = (p(x),2'). Dado que (b,y) € J(p(x),V Np~'(p(x))), entonces
y € VNpl(p(x)) de donde se sigue que

(p(z),2") = o(y') € (VN p~'(V)).

Puesto que V Np~1(U) es abierto en p~1(U), se sigue que ¢(V Np~1(U)) es un abierto
de U x F. Por 1.2.4 tenemos que ¢(y) = (b,2') € o(V Np~Y(U)), y asi, que y € V como
queriamos.

El resultado se sigue. O

Definicién 4.3.5. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F' cualquier espacio Ty.
Sea p: F — B un fibrado con fibra F. El funtor D,: B — Top, construido en la prueba
anterior serd denominado representacion candnica del fibrado p.

Observacion 4.3.6. Para que una flecha sobre una categoria pequenia B entre fibraciones de
Grothendieck escindidas induzca una transformacién natural entre los funtores de Cat?
que representan a dichas fibraciones, es necesario, en general, que dicha flecha respete
flechas cartesianas (o clivajes, en el caso de fibraciones clivadas). Esto muestra que la
construcciéon dada en la demostracién del teorema 1.1.26 no permite definir un funtor
Cat/B — Cat?.

La situacién no es muy diferente si consideramos morfismos entre fibrados sobre un
espacio de Alexandroff B con fibras Ty. Explicitamente, dados un espacio de Alexandroff
B, dos fibrados p y q sobre B con fibras respectivas Ty y una flecha f sobre B de p a g,
la coleccién f definida por

f={fy:be B}
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

donde f,: p~1(b) — ¢ 1(b) es la restriccién de f para cada b € B, no resulta, en general,
una transformacién natural de D, a D,.

Para ver esto, supongamos que S es el espacio de Sierpinski y que p: S xS — S es
la proyeccién a la primera coordenada. Claramente, la representacién canodnica de p es el
funtor D,: S — Top, definido por

Dp(0) = {0} x Sy

Dp(1) ={1} xS
en objetos y por

D,(0< 1) =C) x Idg

en la unica flecha no trivial de S, donde Cy: {0} — {1} es la tnica funcién posible.

Sea a: § x § — S x S el morfismo de fibrados definido por «(0,z) = (0, x) para todo
x €Sy al,z) =(1,1) para todo x € S (o equivalentemente, a(b,z) = (b, max{b,x})
para todo (b,z) € S xS). Un célculo directo muestra que la colecciéon & = {a, @1 } donde

do: {0} xS = {0} x S

ar: {1} xS —={1} xS§

son las restricciones de o, no es una transformacién natural de D, en si mismo.
Asi, la asignacién definida por
p— D,

que asigna a cada fibrado sobre B con fibra T su representacion candnica, no se extendera,
en general, a un funtor mediante la asignacién

fe=f
que envia cada morfismo de fibrados f sobre B en la coleccién f definida anteriormente.

Corolario 4.3.7. Sea B un espacio de Alexandroff simplemente conexo, sea F cualquier
espacio Ty y sea p un fibrado sobre B con fibra F'. Entonces p es un fibrado trivial.

Demostracion. Sea D, : B — Top, la representacién canénica del fibrado p y sea el funtor
tp: B — LB como en la subseccién 2.3.1 y las subsecciones siguientes. Dado que D,
invierte morfismos, existe D,: LB — Top, tal que D, = Dytp. Ahora bien, como B es
simplemente conexo, LB es una categoria indiscreta y se sigue que la identidad de LB es
naturalmente isomorfa a un funtor constante

LB —x— LB.

Luego, es claro que o o
D, =Dptp = DyldzpLB

es naturalmente isomorfo a un funtor constante. De las observaciones 4.2.9 y 4.2.7 se sigue
facilmente que p es un fibrado trivial. O
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Proposicion 4.3.8. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F' cualquier espacio
Ty. Sean p,q: E — B fibrados con fibra F. Sip y q son fibrados isomorfos entonces sus
representaciones canénicas D), y Dy son funtores naturalmente isomorfos.

Demostracion. Sea «: E — E un homeomorfismo tal que g = p. Para cada b € B, sea
My : Dp(b) — Dy(b) la restriccién de a. Es claro que n, es un homeomorfismo para todo b €
B. Probaremos que las funciones 7, b € B, definen una transformacién natural n: D, =
Dg. Sean by, by € B tales que by < ba. Sea U un entorno trivializante de by para el fibrado
pysea ¢y:p L(U) = U x F un morfismo trivializante. Se sigue que U es también un
entorno trivializante para el fibrado q y que ¥y = ppa™!|: ¢~} (U) — U x F es un morfismo
trivializante para ¢, donde a~!|: ¢71(U) — p~'(U) es la restriccién correspondiente de
a~1. Dado que las funciones Dy (b1 < ba) y Dy(b1 < ba) son independentes de los morfismos
trivializantes elegidos para definirlas, existe un diagrama conmutativo

Dyp(b1 < b2)
p ' (br) Pt (b2)
%" %Ul/
Cb2 X IdF
o =y, {br} x F ——— {bo} x F Moy = |
% %
B B
g (b1) Dol < o) g (b2)
Asi, n: D, = D, es una transformacién natural. O

Proposicion 4.3.9. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea C': B — Top, un

funtor que invierte morfismos. Sea D, c la representacion canonica del fibrado ﬂg: [C—
B

B. Entonces los funtores C' y Dwg son naturalmente isomorfos.

Demostracidn. Por construccién de D¢, tenemos que D, e (b) = {b} x C(b) para todo b €
B. Por lo tanto, existe un homeomorfismo ay: C(b) — Dc (b) definido por ay(z) = (b, x)

para todo = € C(b), para todo b € B.

Ahora, supongamos que b,b’ € B son tales que b < V.

Sea ¢y : (15)"H(Uy) — Uy x C(b') el morfismo trivializante para Uy respecto de 7%

definido en la prueba de 4.3.1 y sean
p1: ()TN (b) = {b} x C(1)

p2: (mp) (V) = {0V} x C(1)

las restricciones de .
Tenemos que
Dyc(b < V) =93 (Cy x ldow))¢r

de donde se sigue fécilmente que D¢ (b<V)ap =ayC(b<¥).
Asi, la coleccién de flechas {ap : b € B} es un isomorfismo natural de C' a Dwg. O
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Corolario 4.3.10. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sean C1,Cy: B — Topy
funtores que invierten morfismos tales que los fibrados ng: [Ci— By 7722: JCy— B
son isomorfos. Entonces, los funtores C1 y Co son naturalmente isomorfos.

Demostracion. Por 4.3.8, los funtores chl y DWCQ son naturalmente isomorfos. Por 4.3.9,

B
existen isomorfismos naturales C; = D c y Cy = D c,. El resultado se sigue. O
B B

Teorema 4.3.11. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F cualquier espacio Ty.
Entonces existe una biyeccion candonica entre clases de isomorfismo de fibrados sobre B
con fibra F' y clases de isomorfismo de funtores de B en Aut(F). Esta biyeccion estd
inducida por la representacion candnica y su inversa estd inducida por la construccion de
Grothendieck topoldgica.

Demostracion. Sea [Fibg(F')] el conjunto de clases de isomorfismo de fibrados sobre B
con fibra F' y sea [B, Aut(F)] el conjunto de clases de isomorfismo de funtores de B en
Aut(F).

Sea p un fibrado sobre B con fibra F'y sea D,: B — Top, su representacién canénica.
Para cada b € B elegimos un homeomorfismo 7;,: Dy(b) — F. Sea ﬁp: B — Aut(F)
definido por 5p(b1 < b2) = 1, Dp(b1 < b2)yy, 1. Claramente, 1~)p es un funtor y los
homeomorfismos v;, b € B, definen un isomorfismo natural de D), en el funtor

Bz Aut(F) — Top,.

En particular, la clase de isomorfismo natural del funtor 5p no depende de los isomorfismos
Y, b € B, elegidos. Se sigue de 4.3.8 que la asignacién p — ]_N?p induce una funcién canénica
bien definida A: [Fibg(F')] — [B, Aut(F)].

Por otro lado, de la observacién 4.2.9 se sigue que la construcciéon de Grothendieck
topoldgica induce una funcién p: [B,Aut(F)] — [Fibg(F)]. Finalmente, del teorema
4.3.4, la observacion 4.2.9 y la proposicién 4.3.9 se sigue que las funciones A y p son
mutuamente inversas. 0

El teorema anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.3.12. Sea B un espacio de Alexandroff, sea F' € Top y sea D: B — Aut(F).
Sea t: Aut(F) — Top el funtor inclusién. Definimos el espacio B X p F' como el espacio
[ ¢D. La proyeccién ﬂjBD : B xp F — B sera denotada por ﬂ'g o por mp cuando no haya

riesgo de confusion.

Observacion 4.3.13. Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea F' € Top. Sean
D,E: B — Aut(F') dos funtores y sea n: D = E una transformacién natural. Dado que
Aut(F') es un grupoide, es claro que 1 es un isomorfismo natural. Se sigue de 4.2.9 que

nx: BXxp F— B Xg I es un isomorfismo de fibrados de Wg a Wg.

Ejemplo 4.3.14. Sea X el espacio de Alexandroff T del ejemplo 2.3.26, representado en
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el siguiente diagrama de Hasse.

[ e
[ JSH

X

°
a b

Notemos que X es homeomorfo al espacio SS° que es un modelo finito de S*.

Por el teorema 4.3.11, las clases de isomorfismo de fibrados sobre X con fibra X estan
en correspondencia biunivoca con las clases de isomorfismo de funtores de X en Aut(X).

Notemos que Aut(X) = {Idx, Tap, Ted; TabTed }, donde 7, denota la transposicién que
mapea x ay (e y a x).

Para cada o € Aut(X) sea Go: X — Aut(X) el funtor definido por G, (a < ¢) = G4(a <
d) = Go(b < c¢) =Idx y Ga(b < d) = a. No es dificil verificar que para cualquier funtor
G: X — Aut(X) existe exactamente un elemento o € Aut(X) tal que G es naturalmente
isomorfo a G,.

Por consiguiente, existen exactamente cuatro clases de isomorfismo de fibrados sobre
X con fibra X los cuales corresponden a los funtores G, para a € Aut(X).

Es interesante observar que los espacios totales de estos fibrados son homeomorfos a
los espacios Tao, T%’l, Kip y Kp,1 de la secciéon 2.6, los cuales son los modelos finitos
minimales del toro y la botella de Klein.

4.4 Otras propiedades

En [12], los autores prueban que los revestimientos de espacios de Alexandroff Ty son
espacios de Alexandroff Ty. Esto puede deducirse facilmente a partir del teorema 4.3.4.
Utilizando los teoremas 13 y 14 del mismo articulo, puede probarse que si X es un
espacio topoldgico de Alexandroff Tg y p: X — X es un revestimiento de X, entonces p’ es
un revestimiento de X’.! Como aplicacién de nuestra clasificacién de fibrados, ofrecemos
una prueba alternativa de este hecho a partir de los resultados de la seccién anterior.

Proposicion 4.4.1. Sea X un espacio topoldgico de Alexandroff Ty conexo y sea p: X -
X un revestimiento conexo correspondiente al subgrupo H de 71(X,z) para algin z € X.
Entonces p': (55)’ — X' es un revestimiento conexo correspondiente al subgrupo H' de
m1(X', {z}) que es la imagen de H por el isomorfismo

7'&'1(X,.I) — 7T1(X/,{l’})

inducido por la equivalencia débil max: X' — X.
En particular, si p es el revestimiento universal de X, entonces p' es el revestimiento
universal de X'.

Demostracion. Sea x € X. Dado que p es un revestimiento, es un fibrado con fibra
discreta F' = p~!(z). Por el teorema 4.3.11, existe un funtor D: X — Aut(F) tal que X

!Esto también puede probarse directamente a partir de las definiciones de subdivisién baricéntrica y de
revestimiento.
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es homeomorfo a X xp F sobre X. Podemos suponer entonces que X =X«x p F vy que
p: X Xp FF'— X es la proyeccion.
Consideremos el funtor D’ = Dmax: X’ — Aut(F). Desde luego, la proyeccién
m: X' xpr F — X' es un fibrado con fibra F' y por lo tanto, un revestimiento. Veremos
que ™ = p/, es decir, que los espacios X' xpr F'y (X xp F)' son homeomorfos sobre X'.
Definimos f: X' xp F — (X xp F)’ por

f([l‘(), s vxn]a QZ)) = [(x()v D($0 < xn)il(qs))’ R (xjv D(xj < xn)il(qs))v ERRR) (xm ¢)]

para todo [zo,...,z,] € X' y todo ¢ € F. Es facil probar que f estd bien definida y es
continua.
Definimos ademsés la funcién g: (X xp F)" — X' xpr F' por

g([(an ¢0)7 R (xm ¢n)]) = ([l’o, S xn]? d)n)

Es facil también probar que g es continua y resulta una inversa para f. Mds atin, 7g = p’
y por lo tanto, f y g son homeomorfismos sobre X’. Se sigue que p’ es un revestimiento.

Dado que max: sd = IdaTop, €s una equivalencia débil natural, el resto de la propo-
sicién se sigue facilmente. O

Observacion 4.4.2. La subdivisién baricéntrica de un fibrado entre espacios de Alexandroff
T no es, en general, un fibrado. La subdivisién baricéntrica de S x S tiene once elementos
mientras que la de S tiene tres. Por cardinalidad, es claro que la subdivisiéon baricéntrica
de la proyeccién de S x S a la primera coordenada no puede ser un fibrado.

Proposicion 4.4.3. Sean X y B espacios de Alexandroff y sea f: X — B una funcidon
continua. Sea D: B — Top un funtor. Entonces, el diagrama

g
7r§f pull Wg

X

B

donde la funcién g: [ Df — [ D estd definida por g(z,y) = (f(z),y), es un pullback.

Demostracion. Es facil verificar que

g (Ipb, V) = |J  Jpsla, D(f(x) <b) (V)
z€f~1(Up)

para todo b € By todo V C D(b) abierto. Se sigue entonces que g es una funcién continua.
Observemos ademds que ﬂg g = fﬂ')D(f .
Ahora, sea Z un espacio topolégico y sean a: Z — X y : Z — [ D funciones
continuas tales que fa = Wg,B. Notemos que para cada z € Z, B(z) = (61(2), 52(2)) con

Bi1(z) € By B2(z) € D(51(2)). Dado que fa = Wgﬂ obtenemos que B1(z) = f(«a(z)) para
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4.4 Otras propiedades

todo z € Z. Sea v: Z — [ Df definida por v(z) = (a(z), 82(z)). Es claro que la funcién
~ estd bien definida y satisface W)D(f vy=ay gy=pF. Més ain, v es la tnica funcién de Z
a [ Df que satisface esta propiedad. Resta probar que ~ es continua.

Sea x € X y sea V un subconjunto abierto de D f(x). No es dificil verificar que

v (Ipp(a,V)) = a7 (Us) N B~ (Ip(f(2), V)
Por consiguiente v es una funcién continua. ]

Corolario 4.4.4. Sean B y X espacios de Alexandroff conexos, sea p: E — B un fibrado
con fibra Ty y sea f: X — B una funcion continua. Sea Dp: B — Topy la representacion
candnica del fibrado p. Consideremos el pullback

P E
q pull p

X

B

Entonces, la representacion candnica Dy es un funtor naturalmente isomorfo a Dpf.

Demostracion. Por 4.3.4, los fibrados ng : [Dy— By T?qi [ Dy — X son isomorfos a
Py a q respectivamente. Asi, tenemos un pullback

fDq*’po

X

B

Ahora, los fibrados 77)1?‘1 y 77?” 7 deben ser isomorfos por 4.4.3. Asi, por 4.3.10, los funtores
Dy vy D, f son naturalmente isomorfos. O

Proposicion 4.4.5. Sean X e Y espacios de Alexandroff coneros y sea F un espacio
To. Sea p: E — Y un fibrado con fibra F y sean f,g: X — Y funciones continuas. Sea
pr: Ef — X el pullback de p por f y sea py: Eg — X el pullback de p por g.

Sea Dp,: Y — Top la representacion candnica del fibrado p.

Entonces los fibrados py y pgy son isomorfos si y solo si los funtores Dpf y Dpg son
naturalmente isomorfos.

Demostracién. Por 4.2.9 y 4.3.8, los fibrados py y p, son isomorfos si y sélo si sus
representaciones canénicas D), y Dp, son funtores naturalmente isomorfos. Por 4.4.4
esto vale si y sélo si los funtores D, f y D,g son naturalmente isomorfos. O

Proposicion 4.4.6. Sean X y B espacios de Alexandroff conexos y sean f,g: X — B
funciones continuas tales que f < g. Sea D: B — Top un funtor que invierte morfismos.
Entonces 7r§f: /Df—-Xy W)D(gi | Dg — X son fibrados isomorfos.
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Demostracion. Para cada x € X, sea ¢, la tunica flecha en B de f(x) a g(z). La coleccién
{¢s : © € X} define una transformacién natural ¢: f = g. Dado que D invierte morfismos,
la transformacién natural D¢: Df = Dg es un isomorfismo natural. El resultado entonces
se sigue de 4.2.9 y 4.3.1. 0

4.5 Los fibrados sobre A—espacios con fibra T son fibracio-
nes

El objetivo principal de esta seccién es probar que los fibrados con fibra T sobre espacios
de Alexandroff son fibraciones de Hurewicz. Observemos que, por el Lema 3.3.5, un espacio
de Alexandroff conexo no tiene cubrimientos numerables no triviales y por lo tanto, este
resultado no se deduce del Teorema 1.3.36 como en el caso de los fibrados sobre espacios
paracompactos y Hausdorff.

Los fibrados sobre espacios de Alexandroff conexos con fibra Ty no tendran, en general,
la propiedad de levantamiento tnico de caminos que encontramos en los revestimientos
sobre dichos espacios. Existe, sin embargo, una manera canénica de levantar caminos por
p que resulta completamente andloga a la manera en que se levantan caminos por dichos
revestimientos.

Antes, serd conveniente estudiar la relacién que existe entre la representacién de los
revestimientos regulares de espacios de Alexandroff dada por el Teorema 2.3.22 y la
representacion candnica de los mismos al ser considerados como fibrados con fibra discreta.

Sea B un espacio de Alexandroff conexo y sea G un grupo. Denotaremos por Aut(G) al
grupo de automorfismos de GG en Top, donde G es considerado como un espacio topolégico
discreto?.

Sea i: G — Aut(G) el morfismo de grupos que representa la accién de G en si mismo
por multiplicacién a izquierda y considerémoslo como un funtor entre grupoides con un
objeto cada uno.

Un funtor C: B — G, donde G es nuevamente considerado como un grupoide con un
tinico objeto, induce un funtor iC': B — Aut(G) y por lo tanto, un fibrado 7g: BX;c G —
B cuya fibra es el espacio discreto G. En particular, 7p es un revestimiento de B. Un
célculo directo muestra que B x;c G es naturalmente isomorfo a la categoria coma *\C'
y por lo tanto, se sigue del teorema 2.3.22 y la observacién 2.3.24 que m (B x;c G) =
ker 71 (C). En particular, 7p es un revestimiento regular de B.

Veamos, por otro lado, que si p es el revestimiento conexo regular de B correspondiente
al subgrupo normal N de 71 (B), entonces la representacién canénica de p es (naturalmente
isomorfa a) un funtor que se factoriza a través de la composicién

aL Aut(G) — Top

donde G = m;(B)/N.
Sea T un arbol maximal de B, sea a: m1(B) — G la proyeccién canénica y sea F = Fr o
el funtor
B LB rB/LT S m(B) S G

2Desde aqui y en lo que resta de la presente discusién, los puntos base de los espacios y las categorias
involucrados seran omitidos de la notacién.
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4.5 Los fibrados sobre A—espacios con fibra T( son fibraciones

como en la subseccion 2.3.3, donde tp: B — LB es el funtor de la definicién 2.3.3,

qp: LB — LB/LT es el funtor cociente definido al final de la subseccién 2.3.1y LB/LT =
m1(B) es la composicién (pp de los isomorfimos pp y ¢ de las subsecciones 2.3.1 y 2.3.2,
respectivamente.

Del teorema 2.3.22, la observacién 2.3.24 y el lema 2.3.18 se sigue que la proyeccién
r: % \F — B es un revestimiento conexo regular de B que corresponde al subgrupo N
de 71 (B). Por la proposicién 1.3.59, es claro que p es isomorfo a r, el cual es, a su vez,
isomorfo a la proyeccién

e Bx;r G — B

que es, por definicién, la proyeccién
- / uF — B

donde, como antes, i: G — Aut(G) es el funtor correspondiente a la accién de G sobre si
mismo por multiplicacién a izquierda y ¢: Aut(G) — Top es el funtor inclusién. Se sigue
de la proposicién 4.3.8 que las representaciones candnicas de p y de ﬂgf son naturalmente
isomorfas. Por la proposicién 4.3.9, por otro lado, se sigue que la representacién canénica
de ﬂ'g}— es naturalmente isomorfa a tiF. Por lo tanto, la representacion candnica de p es
naturalmente isomorfa al funtor ¢iF, como queriamos probar.

Asi, los revestimientos regulares de B son precisamente aquellos revestimientos cuyas
representaciones canénicas se factorizan, salvo isomorfismo natural, a través de i: G —
Aut(G) para algin grupo G.

Si, en particular, F = Fp para algtin arbol maximal T" en B, se sigue de la observacién
2.3.23, que B x;r G es el revestimiento universal de B. La tnica funcién levantadora de
caminos para este revestimiento es facil de describir, como mostramos en el proximo lema.
Antes, necesitamos introducir la siguiente definicién.

Definicion 4.5.1. Sea X un espacio topoldgico, sea 7 un camino en X, es decir, una
funcién continua de I en X, y sean tg,t; tales que 0 < tg < t; < 1. Definimos la funcién
Vito,ta) : L — X DPOT Yyg.4,1(8) = y(to + (t1 — to)s) para todo s € I. Notemos que 7, ¢,] €8
una funcién continua y por lo tanto, un camino en X.

Notacion. Sea X un espacio topolégico y sea v un camino en X. Notaremos por [y] a la
clase de homotopia de v como camino, es decir, a la clase de homotopia de vy relativa a
{0,1}.

Recordemos que, dados dos elementos = e y en un espacio de Alexandroff tales que
x < y, existe un camino canénico n(z < y) que toma valor = en el intervalo [0,1) y toma
valor y en 1 (definicién 1.2.16).

Lema 4.5.2. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea by € B, sea G = m1(B,by) y
sea T un drbol maximal en B.

Sean i: G — Aut(G) y F = Fr los funtores considerados en la discusion precedente,
es decir, i es el funtor que representa la accion de G sobre si mismo por multiplicacion a
izquierda y F es el funtor definido en la subseccion 2.3.3 como la composicion

BZ £B 95 LB/LT = (B, by).
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Sea B = B x;r G el revestimiento universal de B y sea T = ng B — B la funcion
revestimiento correspondiente.

Entonces, para todo camino v en B y todo g € G, el unico levantado de v por r desde
x = (v(0),9) es la funcion ¥*: I — B definida por

() = (v(#), a([v0,9))9)

para todo t € I, donde q es la composicion
B S LB 25 LB/LT =5 my(B, by)

y donde II1B = LB es el inverso del isomorfismo Zp definido en la demostracion del
teorema 2.3.17.
En particular, la unica funcion levantadora de caminos \: B x, Bl — BI para T estd
definida por
Ab, g,7) =7
para todo b € B, todo camino y: I — B tal que v(0) = b y todo g € G.

Demostracion. Sea y: I — B un camino en B, sea g € G, sea x = (7(0),g) y pongamos
v = ~*. Es claro que ry = v y que ¥(0) = (v(0),g9) = x. Luego, basta probar que 7 es
continua. _

Sabemos que B es un espacio de Alexandroff cuyo orden estd definido por (b,g) <
(t/,g)siysélosib<by F(b<b)g=g. Asi sélo necesitamos probar que 3~ (Ug 1)
es abierto en [ para todo 8 € B y todo h € G.

Notemos que, para cualesquiera b, b’ € B tales que b < V', 1p(b < V') se corresponde,
via el isomorfismo £B = II;(B), con la clase [n(b < ¥')]. Se sigue que

Fb <) =qllnb <v)])

para cualesquiera b,b’ € B tales que b < b'.
Sea 5 € B,sea h € G, yseaty€ ﬁ_l(U(g’h)). Entonces

(v(to)s a([o,t0]))9) = V(o) < (B, h)

y por lo tanto y(to) < By F(v(to) < B)a([vo,0])g = h-
En particular, tg € y71(Ug) y asi, existe € > 0 tal que (to —e,to +¢&) NI C L (Up).
Sea t € (to — &,to] N I. El camino 7p 4, * n(7(to) < B) es un camino en Ug de 7(t)
a 3. Por otro lado n(vy(t) < /) es también un camino en Ug de v(t) a 8. Dado que Ug
es simplemente conexo, se sigue que estos dos caminos son homotépicos (como caminos).
Luego,
Yool * N(V(t0) < B) X 0. * (v (t) < B).

Se sigue que

F(r(#) < BalloaDg = albvoy * n(v(t) < B)])g =
= q([o,t0) * n(v(t0) < B))g = F(v(to) < Bla(jo.e0)))g =
y asi, que t € ﬁfl(U(B,h)).
De manera similar se prueba que ¢ € ?‘1(U(5,h)) para todo t € [tg,to +¢) NI. Por lo
tanto, (to —&,t0+¢€) NI C 31 (Ugpy) v el resultado se sigue. O
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Observacidon 4.5.3. En la situacion del lema previo, y con la misma notacién, veremos como
utilizar A para calcular explicitamente el funtor Lr: LB — LB. Observemos primero que,
dado que B es simplemente conexo, entonces LB Hl(B ) es una categoria indiscreta. Asi,
toda flecha en LB est4 determinada por su punto inicial y su punto final. En particular,
es suficiente conocer, para cada (b, g) € B, cémo se mapea por Lr la unica flecha en LB
desde (bo, 1g) a (b, g), donde 15 es el neutro de G. N

Sean entonces b € By g € G y sea f la unica flecha en LB de (by,1g) a (b, g).
Sea g el automorfismo de by en LB que corresponde a g via el isomorfismo candnico
(B, bg) = Autzp(by) y sea v un camino en B de by a by tal que [v,4] = ¢. El punto final
del tnico levantado de 7, por r desde (bg, 1) es igual a

Abo, 165 79) (1) = (79(1), 4([74])) = (bo, a(g)) = (bo, 9)-

Ast, la clase de homotopia del tinico levantado de 74 por 7 desde (bo, 1) corresponde a la
tinica flecha en £B de (bg, 1) a (bo, g). Se sigue de la naturalidad del isomorfismo £ 2 II;
(teorema 2.3.17) que la imagen de esta flecha por Lr es precisamente .

Por otro lado, consideremos la tnica flecha 7 en LT desde by a b y sea 7 el elemento
de II; (B) correspondiente a 7 via el isomorfismo canénico LB = II;(B). Sea ademds v,
un camino en B de by a b tal que [y,] = 7. El punto final del tnico levantado de 7, desde

(bo,g) es
A(bo, g,7-)(1) = (v-(1), a([v=])g) = (b,q(7)g) = (b, 9)

puesto que ¢(7) = 1g. Como antes, se sigue del teorema 2.3.17 que la imagen por Lr de
la tnica flecha en LB de (bg, g) a (b, g) es T.
Ast, Lr(f) =7g.

Siguiendo con la notacién y las definiciones del lema anterior, intentaremos interpretar
la funcién levantadora de caminos para r en términos del funtor iF.

En primer lugar, observemos que si vy es un camino en By g € G, entonces ¢([v])g =
iq([7])(g). Por otro lado, F = ¢Zpip de donde se sigue que iF = igZgiLp y por lo tanto,
que L(iF)Z5" = iq. Luego, ¢([])g = iq([1))(9) = L(F)Z5" (IW])(9). De esta manera,
dados un camino v en B y un punto z = (7(0),g) € r~(v(0)) podemos describir el
levantado de 7 por r desde x en términos del funtor iF como

7 () = (v(1), LGF) Z5 (o)) (9)

para todo t € 1.

Asi, la segunda coordenada de 7*(t) es la imagen de g por el automorfismo de G
inducido por el funtor L(iF) actuando sobre la clase de homotopia del camino Yo,
considerada como una flecha en £B de v(0) a (t).

Es claro que esta iltima expresién del levantado de « puede generalizarse como

(v(t), LD Z5" ([70.4])(9))

para cualquier funtor D: B — Aut(F') para cualquier espacio F' y, por lo tanto, seria
razonable pensar que puede utilizarse para construir una funcién levantadora de caminos
para el fibrado ﬂg : Bxp F — B. Esto es, en esencia, lo que hemos demostrado en [25,
Seccién 6].
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

En la demostracion del teorema que sigue, probaremos este resultado en el caso
particular en que el funtor £D es trivial en £T. La ventaja principal entre la prueba
que exponemos aqui y la dada en [25, Seccién 6], es que aqui obtenemos una funcién
levantadora de caminos para 775 : B xp FF — B mediante construcciones categdricas a
partir de funciones cuya continuidad ha sido probada con anterioridad. De este modo, la
continuidad de la funcién obtenida se deduce de la de estas.

Bajo la hipétesis de que LD es trivial en LT, no es dificil ver que EDng1 = Dq donde
el funtor D viene dado por la composicién

G < I(B) = £B £2 Aut(F).

En efecto, si £D es trivial en LT, entonces existe un tnico funtor LD: LB/LT — Aut(F')
tal que LD = L£Dqp. De la conmutatividad del diagrama

B -2 rBier LB Autrn(be) —> £B £B/eT =P Aut(F)
ZB Zg| ZB
I, (B) G — II1(B)

y teniendo en cuenta que la composicién
LB/LT 22 Autpp(by) — LB 2 LB/LT
es la identidad, se sigue facilmente que
Dqg=LDZg".
Asi, en el teorema que sigue mostraremos que si LD es trivial en £T entonces la funcién
A: (BxpF) xﬂgBIxI—>Bb<DF
definida por

A(b, z,7,t) = (7(t), D(a([vpp,9])) ()

para todo b € B, todo x € F, todo camino v: I — By todo t € I tales que y(0) = b
resulta continua. La misma induce, mediante la ley exponencial, una funcién levantadora
de caminos para el fibrado Wg :BxpF — B.

Como veremos a continuacién, este caso particular sera suficiente para concluir que el
fibrado Wgz B xp FF — B es una fibraciéon de Hurewicz para cualquier funtor D: B —
Aut(F).

Sea F' un espacio topoldgico y sea E: B — Aut(F') un funtor. Como se sigue de lo
mencionado en el dltimo parrafo de la subseccién 2.3.1, la composicién

LB 25 LB/LT =5 Autzp(by) — LB
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es un funtor naturalmente isomorfo a la identidad de £B. Por lo tanto, el funtor F es
naturalmente isomorfo al funtor D definido como la composicién

B 5 £B % LB/LT — LB =5 Aut(F).

Es claro que LD viene dado por la composicion

LB 2 LB/LT — LB £5 Aut(F).

Dado que ¢p es trivial en LT, el funtor £D también lo sera.

Por otro lado, puesto que D es naturalmente isomorfo a F, los fibrados Wg :BxpF —
By wg : Bx g F — B resultan fibrados isomorfos. Luego, uno serd fibracién de Hurewicz
si y sélo si el otro también lo es. Se sigue que, con el propédsito de demostrar que el
fibrado Wg : Bxp F — B es una fibracién de Hurewicz, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que el funtor £D es trivial en £1 como queriamos.

Teorema 4.5.4. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea F un espacio Ty y sea
D: B — Aut(F) un funtor. Entonces, 75: B xp F — B es una fibracion de Hurewicz.

Demostracion. Sea by € B, sea G = m1(B,by), sea 1g el neutro de G y sea T un &rbol
maximal en B.

Sean ademas i, q, F, B=B X;r G, r= wg: B— B v A B x, Bl — B! como en el
lema 4.5.2 y sea N la funcién inducida por A por la ley exponencial.

Por lo desarrollado en la discusién anterior podemos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que LD es trivial en LT.

Como antes, sea D la composicién

G I(B) S £B £2 Aut(F).

Por la proposicién 4.4.3, tenemos un pullback

/

~ r

Bwxp, F BwxpF

pull B
F————B

donde la flecha 7': B xp, F — B xp F es la “proyeccién” definida por
r'(b,g,x) = (b, x)

para todo (b, g,x) € §~ X pr Iy donde la flecha no etiquetada es la proyeccion obvia.
Sea ahora Cp: LB — Aut(F) el funtor constante F'. Dado que B es simplemente
conexo, LB es una categoria indiscreta. Podemos definir entonces un isomorfismo natural
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

a: Cp = E(Dr) por a, gy = L£(Dr)(f) para todo b € By todo g € G, donde f es la tinica
flecha en £B de (by, 1¢) a (b, g). De la observacién 4.5.3 se sigue que

A(bg) = L(Dr)(f) = LD(Lr(f)) = LD(7)LD(g) = LD(g) = D(g)

para todo b € B y todo g € G, donde como en 4.5.3, f es la tnica flecha en LB de
(bo, 1) a (b,g), T es la tnica flecha en £T de by a by g es el automorfismo de by en LB
correspondiente a g.

En particular, tenemos un isomorfismo natural awg: Cpig = Dr, y puesto que Cpig
es el funtor constante F, se sigue de 4.2.7 y 4.3. 13 que este isomorfismo induce un
homeomorfismo B x F — B xp, F que mapea al elemento (b,g,x) de B x F en el
elemento (b, g, D(g)(x)) para todo b € B, todo g € G y todo = € F.

Tenemos entonces un pullback

BxF BxpF

D
Tp

B

donde pg es la proyeccién y e es la funcién continua definida por

e(b, g, ) = (b, D(g)(x))

para todo b € B, todo g € Gy todo z € F.
Consideremos el siguiente diagrama

(EXF)XﬂgeBI EXF

(BxpF)x.p B — BxpF

€evo
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donde los “cuadrados” son los pullbacks mencionados en la observacién que sigue a la
definicién 1.3.20 y €’ es la flecha candnica entre los pullbacks que hace conmutar el
diagrama. Se sigue facilmente que €’ es el pullback de e por la flecha canénica

(BxpF) . B' = BxpF.
Es facil verificar que €’ estd definida por

e'(b,g,x,7) = (b, D(9)(x),7)

para todo b € B, todo g € G, todo = € F y todo camino v: I — B tal que v(0) = b.

Notemos que permutando las coordenadas correspondientes a F'y a B!, obtenemos un
homeomorfismo canénico entre los espacios (B x, BI) x F'y (B x F) x Do B!. Definimos
p como la composicién

(EXF)XWQGBIXI%(EXTB[)xeI%(ExrBI)xI F—>)‘XIdF B x F.

La funcién ep: (B x F) XrDe Bl x I — B xp F estd definida por

ep(b, g,2,7,t) = (v(t), D(q([v0,9])9) (x))

para cualesquiera b € B, g € G,z € F, 7y € B! y t € I tales que v(0) = b.
Por otro lado, la funcién ¢’ x Idy: (B x F) X .p, B! xI - (BxpF) XD B! x I est4
claramente definida por

¢ x 1d;(b,g,v,7,t) = (b, D(9)(x),7,)

para cualesquiera b€ B, g € G, x € F, v € Bl y t € I tales que v(0) = b.
Notemos que, puesto que r es un revestimiento, también lo son e y €¢/. En particular,
e’ es cociente y por lo tanto ¢ x Id; también lo es. Por otro lado, la igualdad anterior
muestra que si
e xIdg(b, g, x,7v,t) =€ xId; (', g, 2", ', t)
para elementos (b, g,x,v,t) y (V,¢,2',~',t') de (B x F) XxDe BT x T entonces b = ¥/,
v=7+,t=ty D(g9)(x) = D(¢')(z") de donde se sigue facilmente que

ep(b, g, 2,7,t) = ep(t, ¢’ 2’/ t').
Asi, ep se factoriza a través de €’ x Id; induciendo una funcién continua
A: (BxpF)xp B'xI = BxpF

definida por
A(ba T, t) - (7<t)7 ﬁ(Q([’Y[O,t}]))(‘x))

para todo b € B, todo z € F, todo v: I — B y todo t € I tales que y(0) = b. Es facil

verificar que la funcic’)n A% inducida por A por la ley exponencial es una funcién levantadora

de caminos para 7TB Se sigue que Wg es una fibracion de Hurewicz. ]
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4 Fibrados sobre espacios de Alexandroff

Teorema 4.5.5. Sea B un espacio de Alexandroff conexo, sea F cualquier espacio Ty y
sea p: B — B un fibrado sobre B con fibra F. Entonces p es una fibracion de Hurewicz.

Demostracion. Por el teorema 4.3.11, es claro que existe un funtor D: B — Aut(F) tal
que la proyeccion ﬂg : Bxp F — B es un fibrado isomorfo a p. Por el teorema 4.5.4, Wg
es una fibracién de Hurewicz de donde se sigue facilmente que p también lo es. ]
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Capitulo 5

Fibraciones entre espacios finitos

5.1 Introduccion

En este capitulo estudiamos los aspectos combinatorios de las fibraciones de Hurewicz
entre espacios topoldgicos finitos Ty. Varios de los resultados obtenidos pueden extenderse
facilmente a fibraciones de Hurewicz entre espacios de Alexandroff Tg. No haremos, sin
embargo, mencion explicita de estos hechos y nos limitaremos a estudiar el problema en
el contexto de los espacios finitos.

Luego de introducir dos resultados preliminares sobre continuidad de funciones cuyo
codominio es un espacio de Alexandroff, extenderemos algunas de las definiciones de Stong
a la categoria FinTop,/B para un espacio finito Ty B fijo, y veremos que muchos de los
resultados de la teorfa de Stong, asi como nuestros resultados sobre bp-retractos, pueden
generalizarse a esta categoria.

En particular, definiremos beat points de un objeto sobre B lo que permite definir a
su vez, la nociéon de bp-retracto de un objeto sobre B, de objeto minimal sobre B y de
core de un objeto sobre B, (o bp—retracto de una funcidn, funcion minimal y core de una
funcidon, respectivamente). Luego desarrollaremos resultados que relacionan beat points
de fibraciones entre espacios topoldgicos finitos T y beat points de sus espacios base, total
y fibras, asi como comportamientos de las fibraciones ante la presencia o ausencia de los
mismos.

Finalmente, estudiaremos la regularidad de fibraciones de Hurewicz entre espacios
finitos Ty y deduciremos a partir de los resultados obtenidos, una fuerte relacion entre
fibraciones de Hurewicz y bifibraciones de Grothendieck, que, bajo condiciones especificas
sobre el espacio base, alcanza para caracterizar completamente a las fibraciones de Hure-
wicz entre espacios finitos T sobre dicho espacio.

Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en [24].

5.2 Resultados preliminares

A continuacién, probaremos dos proposiciones que nos permitiran deducir la continuidad
de una funcién cuyo codominio es un espacio de Alexandroff a partir de la de otra
que es comparable con la primera. Estas proposiciones pueden considerarse, en algin
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5 Fibraciones entre espacios finitos

sentido, como “lemas de pegado” para funciones de este tipo, y nos permitirdan deducir

la continuidad de funciones de levantamiento de caminos que definiremos para demostrar

que ciertas funciones entre espacios topolégicos finitos son fibraciones de Hurewicz.
Antes enunciaremos dos lemas cuyas demostraciones son sencillas.

Lema 5.2.1. Sea X un espacio topoldgico, sean V- C X un subespacio abierto y K C X
un subespacio cerrado, y sea W CV tal que K "W es abierto en K. Entonces

(K°NV)U(KNW)
es abierto en X.

Demostracion. Como K NW es abierto en K, entonces existe un abierto U de X tal que
KNW = KNU. En particular, como W C V| tenemos que KNW = KNWNV = KNUNV.
Luego,

(KENV)U(KNW) = (K°NV)U(KNUNV) =
= (K°NV)U(KNUNV)U(KNUNV)=(K°NV)u(UNV).

Dado que K¢, U y V son abiertos de X, el resultado se sigue. O

Lema 5.2.2. Sea X un espacio topoldgico, sean V- C X un subespacio abierto y K C X
un subespacio cerrado, y sea W C K tal que VNW es cerrado en V. Entonces

(VENK)u(VnW)
es cerrado en X.

Demostracion. La demostracién de este lema es andloga a la del lema 5.2.1. O

Proposiciéon 5.2.3. Sean X e Y espacios topoldgicos con Y espacio de Alexandroff, sea
K C X un subespacio cerrado y sean f,g: X — Y dos funciones. Si

1. f es continua,
2. f<y,
3. flge = glke y
4. gl es continua
entonces g es continua.
Demostracion. Sea U C 'Y un abierto. Tenemos que
g (U) = (K ng " (U) U(K ng'(U)) = (KN fHU) UK ng™'(U)).

Es claro que f~!(U) es abierto en X. Ahora bien, como f < gy U es abierto, entonces
g 1 (U) C f~1(U). Por otro lado, K Ng~1(U) = (g|x) "1 (U) es abierto en K. Por el lema
5.2.1, se sigue que g~!(U) es abierto en X. Luego, g es continua. ]
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5.3 Beat points y bp—retractos en FinTop,/B

Proposicion 5.2.4. Sean X e Y espacios topoldgicos con Y espacio de Alexandroff, sea
V C X un subespacio abierto y sean f,g: X — Y dos funciones. Si

1. g es continua,

2. [<g,

3. flve=glve y

4. flv es continua
entonces f es continua.

Demostracion. Esta proposicion se demuestra de manera similar a 5.2.3 utilizando el lema
5.2.2. O

Notemos que 1.2.21 puede deducirse facilmente tanto a partir de 5.2.3 como a partir
de 5.2.4.

5.3 Beat points y bp—retractos en FinTop,/B

Comenzamos esta seccién introduciendo definiciones de beat point y de bp-retractos en
la categoria FinTop,/B de objetos sobre B, para algin B € FinTop,, y extendiendo a
esta categoria algunos resultados de la teoria clasica de Stong, asi como de nuestra teoria
de bp-retractos.

Definicion 5.3.1. Sean F y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: £ — B una funcién
continua que serd considerada como un objeto sobre B. Un down beat point de p es un
punto e € E que es down beat point de £y de p~!(p(e)). Similarmente, un up beat point
de p es un punto e € E que es un up beat point de E y de p~(p(e)).

Diremos que e € E es un beat point de p si es un down beat point de p o un up
beat point de p. Si e es un beat point de p, diremos normalmente que la restriccion
p|: E — {e} — B de p se obtuvo removiendo o eliminando el beat point e de p.

Diremos que una funcién p’: E' — B es un dbp-retracto (resp. ubp-retracto) de p si
se puede obtener removiendo sucesivamente down beat points (resp. up beat points) de p.

Diremos que p es minimal si no tiene beat points. Diremos que una funcién continua
po: E' — B es un core de p si es minimal y retracto por deformacién fuerte de p (cf.
definicién 1.1.8).

Observacion 5.3.2. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty, sea p: E — B una funcién
continua y sea ey € E. De la definicién anterior se deduce que eg es un down beat point
de p siy sélo si ey es un down beat point de E' y p(eg) = p(e1) donde e; = max((/jeo). De
manera similar, eg es un up b(iat point de p si y sélo si ey es un up beat point de FE y
p(eo) = p(e2) donde ez = min(F,).

Proposicion 5.3.3. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty, sea p: E — B una
funcién continua, sea e un down beat point (up beat point) de E, sea i: E — {e} — E la
inclusion y sea r: E — E — {e} la retraccion asociada a la remocion del down beat point

(up beat point) e.
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5 Fibraciones entre espacios finitos

Si e es un down beat point (up beat point) de p, entonces r es una flecha sobre B y pi
es un retracto por deformacion fuerte de p. Reciprocamente, sir es una flecha sobre B de
p a pi, entonces e es down beat point (up beat point) de p.

Demostracion. Probaremos el caso en que e es down beat point de E. El otro caso es
anélogo.

Supongamos primero que e es down beat point de p. Es claro que ¢ es una flecha
sobre B, mientras que de la observacion 5.3.2 se sigue que r también lo es. Maés aun,
ri = Idg_(e v la homotopia candnica H: ir ~ Idg es claramente una homotopia sobre B
relativa a F — {e}. Se sigue que pi es retracto por deformacién fuerte de p.

Supongamos ahora que 7 es una flecha sobre B y pongamos e’ = max(ﬁf ). Tenemos
entonces que

p(e') = p(r(e)) = pir(e) = p(e).

El resultado se sigue de la observacién 5.3.2. O
El siguiente corolario es inmediato.

Corolario 5.3.4. Toda funcion continua entre espacios topolégicos finitos Ty tiene un
core.

Ejemplo 5.3.5. Sea X un espacio topoldgico finito Ty y sea X¢ un core de X. Sea
i: X — X la inclusién y sea r: X — X¢ una retraccién de i obtenida eliminando
sucesivamente los beat points g, z1,...,Z, (en ese orden). Veamos que Idx, es un core
de 7.

Definimos Xy = X e, inductivamente, Xy,1 = X — {zx} para k = 0,...,n. Con-
sideramos ademds, para k = 0,...,n, la retraccién r;: Xy — Xjq1 correspondiente a
la remocién del beat point xj y la inclusion ix: Xgr1 — Xi. Veamos que, para todo
k=0,...,n, el punto x; es un beat point de la restriccién

79021 + - - T—1 " Xk — XC

de r.
Sea k € {0,...,n}. Entonces, dado que r = 7,1 ...7170, tenemos que

710 .. UTE = TnTn—1-+-Tk...T17020%1 « - - 1Tk = TnTn—1..-Tk =

= TnTn—-1.. .To’io e ik—l = T‘io e ik—l-

Asi, por la proposicion 5.3.3 se sigue que x, es un beat point de la restriccién rig . . . 451
de r. Luego, rig...1 es retracto por deformacion fuerte de rig...405_1.

Inductivamente, es facil ver que rig .. .14 es retracto por deformacion fuerte de r para
k=0,...,n. En particular, Idx, = rig - - - i, es retracto por deformacién fuerte de r. Mas
aun, dado que las fibras de Idx,, son espacios unipuntuales, es claro que Idx, es minimal.
Se sigue que Idx, es un core de r.

Proposicion 5.3.6. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty, sea p: E — B una
funcion continua. Sip no tiene down beat points (resp. up beat points) y h: p — p es una
flecha sobre B tal que h <1d, (resp. h >1d,), entonces h = 1d,.
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5.3 Beat points y bp—retractos en FinTop,/B

Demostracion. Probaremos el caso en que p no tiene down beat points y h < Id,,. El otro
caso es andlogo. Sea A = {e € E : h(e) < e} y supongamos que A # &. Sea ey € mnl A.
Como en la demostracién de 1.2.30 obtenemos que h(ep) = max UC% y por lo tanto eg es
down beat point de E. M4és aun, como h es una flecha sobre B, ph(eg) = p(ep). Se sigue
de la observacién 5.3.2 que eg es down beat point de p, lo cual es absurdo. Luego, A es
vacio y por lo tanto h = Id,. O

Corolario 5.3.7. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty, sea p: E — B una funcion
continua minimal y sea h: p — p una flecha sobre B tal que h ~ 1d, sobre B. Entonces

h =1d,.
Demostracion. Se sigue facilmente de 1.2.20 y de la proposicién anterior. O

Corolario 5.3.8. Sean E y B espacios topologicos finitos Ty y sea p: E — B una funcion
continua. Entonces, dos cores de p son isomorfos.

Los resultados sobre bp-retractos en FinTop, pueden extenderse de manera natural
a la categoria FinTop,/B para todo B € FinTopy. A continuacién mostraremos como
extender algunos de estos resultados que, aunque no seran esenciales para el resto del
capitulo, serd conveniente tener a disposicion.

El siguiente teorema es una generalizacion del teorema 3.2.6.

Teorema 5.3.9. Sean A, X y B espacios topoldgicos finitos Ty con A C X. Sea i: A —
X la inclusion y sean a: A — B y x: X — B funciones continuas tales que ri = a.
Consideramos (A,a) y (X,z) como objetos sobre B y a la funcion i: a — x como una
flecha sobre B. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) a es un dbp-retracto de x.

(2) Eziste una flecha f: x — x sobre B tal que f <Idx, f?>=f y f(X) = A.

(3) Emiste una tnica flecha f: x — x sobre B tal que f <Idx, f>=f y f(X) = A.
(4) Eziste una retraccion r: x — a de i tal que ir < Idx.

(5) Existe una unica retraccion r: x — a de i tal que ir < Idy.

Demostracion. La proposicién (1) = (4) se deduce de que, por definicién de down beat
point de z, la retraccién r asociada a la remocion de un down beat point de x resulta una
flecha sobre B.

La proposicién (4) = (2) se demuestra facilmente tomando f = ir como en 3.2.6.

Veamos (2) = (1). Procedemos como en la demostraciéon de 3.2.6. Suponemos que
existe una flecha f: x — x sobre B tal que f < Idx, f2 = fy f(X) = A y definimos
W ={z¢€ X : f(z) < z}. Supongamos que W # & y tomemos zy € mnlW. Hemos
probado en 3.2.6 que zy es down beat point de X con max(@,o) = f(z0). Dado que
xf = x, se sigue que xf(29) = x(20) y de la observacién 5.3.2, que zy es down beat point
de x. La prueba se sigue como en 3.2.6.

El resto de las implicaciones puede demostrarse a partir de 3.2.6 utilizando adecuada-

mente el hecho de que las funciones involucradas son flechas sobre B. O
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5 Fibraciones entre espacios finitos

Proposicion 5.3.10. Sean A, B, X e Y espacios topoldgicos finitos Ty con ACX CY
y sea y: Y — B una funcién continua. Sean v: X — B y a: A — B las restricciones de
y. Sia es un dbp—retracto de y entonces es un dbp—retracto de x.

Demostracion. La demostracién de esta proposicion es analoga a la de 3.2.9. ]
La siguiente proposicion resultara de utilidad en las secciones subsiguientes.

Proposicion 5.3.11. Sean E y B espacios topologicos finitos Ty y sea p: B — B. Sea
Q el conjunto de dbp—retractos de p. Definimos en Q el orden siguiente: dados x,y € €2,
definimos © <y si y sélo si x es dbp—retracto de y.

Entonces Q) tiene minimo.

Demostracion. La prueba de esta proposicién es similar a la de la proposicién 3.2.19. [

A continuacién, veremos que el core de un fibrado entre espacios topolégicos finitos T
es nuevamente un fibrado.

Proposicion 5.3.12. Sean E, B y F espacios topolégicos finitos Ty y sea p: E — B un
fibrado con fibra F. Entonces el core de p es un fibrado con base B y fibra Fo donde Fg
es un core de F'.

Demostracion. Por el teorema 4.3.11, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
E=BxpFyquep=nE:BxpF — B para algin funtor D: B — Aut(F).

Sea Fy el dbp-retracto minimo de F'. Sean i: Fy — F y r: F' — Fy la inclusién y la
retraccién asociadas a Fjj, respectivamente.

Sea ¢ un automorfismo de F'. Entonces

re~lirgi <r¢~'¢i =ri =1Idg,

y dado que Fj no tiene down beat points, se sigue que r¢~tirgi = Id F,- Intercambiando
¢y ¢~ obtenemos que rpir¢ 1 = Idr, y por lo tanto, r¢i es un automorfismo de F,; con
inversa r¢'i.

Definimos un funtor D’: B — Aut(Fy) por

D'(b<b)y=rDOb<V)i

para cualesquiera b,b’ € B tales que b < b'.
Es claro que
D'(b<b) =rD(b < b)i = rldpi = ri = 1dp,

para todo b € B.
Ahora bien, dados b,t/,0" € B tales que b < b’ <1, se tiene que

rDb < b")i=rDW <b")Db<V)i>rDU <b")irD(b < b)i
de donde obtenemos que

rD(b < b")i=rDU <b")irD(b <b)i
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por el lema 8.1.1 de [5]. Asi, D’ resulta efectivamente un funtor. Se sigue de 4.3.1 que
77?: B xpr Fy — B es un fibrado sobre B con fibra Fj.
Veamos que wgl es el dbp-retracto minimo de Wg.

Sea ¢ nuevamente un automorfismo de F y sea f = ¢ir¢~lir. Entonces
2 = girg tirgirg Lir = ¢i(rgi) " (roi)re tir = girg Lir = f.

Ademss, es claro que f < ir. Se sigue del teorema 3.2.6 y el corolario 3.2.12 que la
imagen de f es un dbp-retracto de F' contenido en F;. Dado que Fj es el dbp-retracto
minimo de F, se sigue nuevamente de 3.2.12 que f = ir. Luego, ¢i(r¢i)~'r = f = ir y
dado que 7 es epimorfismo, se sigue que ¢i(r¢i)~! = i, o equivalentemente, que ¢i = ir¢i.

De manera ansloga, tomando g = ir¢ir¢—" y observando que ¢?> = g y que g < ir, se
prueba que g = ir y por lo tanto, que r¢ = roir.

Esto muestra que ¢ y r inducen transformaciones naturales v: j'D’ = jD y p: jD =
j' D', respectivamente, donde j: Aut(F) < Topy j': Aut(F;) — Top son las inclusiones.

., . . . /
Por la observacién 4.2.9, ¢ y r inducen morfismos de fibrados sobre B, i4: ﬂg — WIB?

V Tyl Wg — ﬂ'gl. Es claro que la funcién i,: B xpr Fy — B Xp F' es una inclusién de
conjuntos.

Por funtorialidad de la construccién de Grothendieck topolégica, y dado que pr =
Idj pr, se sigue que ryix = Idpyx,, F,. Luego, la inclusion i de B xp Fy en B Xp F es
subespacio, y por lo tanto, podemos considerar a B X p F,; como un subespacio de B x p F'.

Por otro lado, puesto que (tp), = ir < Idr para todo b € B, un célculo explicito
muestra que

s« (b, x) = (byir(x)) < (b, x)

para todo b € B y todo = € F, de donde obtenemos que .7« < Idpx,r. Se sigue que
B x p Fy es un dbp-retracto de B X p F'. Méas aun, dado que i, y 74 son flechas sobre B,

se sigue del teorema 5.3.9 que ﬂg/ es un dbp-retracto de 775 , vy puesto que las fibras de

ﬁg/ no tienen down beat points, se sigue que wgl es el dbp-retracto minimo de Wg , COIMO
queriamos.

Asi, hemos probado que el dbp—retracto minimo de un fibrado entre espacios topolégi-
cos finitos T es un fibrado cuya fibra es el dbp—retracto minimo de las fibras del primero.
El resultado analogo para ubp-retractos de fibrados se demuestra de manera similar.
Mediante un argumento inductivo, se sigue que cualquier core de un fibrado entre espacios
topolégicos finitos T es nuevamente un fibrado, cuyas fibras son homeomorfas al core de

las fibras del fibrado original. O

La siguiente proposicién es sencilla y sera utilizada para probar la proposicién 5.3.14
que muestra una relacién entre los beat points de una funcién abierta o cerrada con los
beat points de sus fibras y de su codominio.

Proposicion 5.3.13. Sean E y B espacios de Alexandroff y sea p: E — B una funcién
continua. Son equivalentes:

(1) La funcion p es abierta.

(2) Para todo e € E, p(Ue) = Upe)-
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(3) Para todo e € E y todo b < p(e), se tiene que U, Np~L(b) # 2.
De manera similar, son equivalentes:

(4) La funcion p es cerrada.

(5) Para todo e € E, p(Fe) = Fye).

(6) Para todo e € E y todo b > p(e), se tiene que F. Np~L(b) # @.

Demostracion. Es claro que (2) = (1).

Veamos que (1) = (3). Sea e € E y sea b < p(e). Como p es abierta, p(U.) es un
abierto de B que contiene a p(e) y por lo tanto, b € Up.) € p(Ue). Se sigue que existe
¢’ € U, tal que p(e’) = b. Es claro entonces que e’ € U, Np~1(b).

Veamos (3) = (2). Sea e € E. Dado que p es continua, tenemos que p(Ue) C Up(e).-
Falta ver entonces que p(Ue) 2 Upey- Sea b € Uy v sea €' € Ue N p~1(b). Entonces
b=p(e) € p(U.) y el resultado se sigue.

La equivalencia (4) < (5) < (6) se prueba de manera similar. O

Proposiciéon 5.3.14. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
funcion continua. Sip es abierta y ey es un down beat point de E, entonces p(eg) es down
beat point de B o ey es down beat point de p.

De manera andloga, si p es una funcion cerrada y eg es un up beat point de E, entonces
p(eg) es up beat point de B o eg es up beat point de p.

Demostracion. Veamos la primera parte. Supongamos que p es abierta y que ey es un
down beat point de FE.

~

Sea e; = max(U,,). Si p(eg) = p(e1) el resultado se sigue de la observacién 5.3.2.
Supongamos entonces que p(e;) < p(ep). Veamos que p(e1) = maX(Up(eO)).

Sea b < p(eg). Por 5.3.13 existe e; € U, Np~1(b). Es claro que ey # eg, pues de
lo contrario se tendria que p(ep) = b. Luego, e2 < ey y por lo tanto ez < ej. Luego
b =p(e2) < p(e1) y el resultado se sigue.

La segunda parte se demuestra de manera similar. O

5.4 Fibraciones y beat points

En lo que sigue, todas las funciones se consideraran no vacias.

Proposicion 5.4.1. Sean E y B dos espacios topologicos finitos Ty, sea p: E — B una
fibracion y sea e un beat point de p. Entonces, la restriccion p|: E — {e} — B de p es una
fibracion homotdpicamente equivalente por fibras a p.

Demostracion. Del hecho de que p| es retracto de p se sigue que p| es fibracién. El resultado
se sigue entonces por la proposicién 5.3.3. 0

Teorema 5.4.2. Sean E y B dos espacios topoldgicos finitos Ty, sea p: E — B una
funcién continua y sea e un down beat point de p tal que la restriccion p|: E — {e} — B
de p es una fibracion. Entonces p es una fibracion.
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Demostracion. Sea A: (E—{e}) x, B — (E—{e})! una funcién levantadora de caminos
para p|. Consideremos la funcién A = A’: (E — {e}) x| B! x I — E — {e} inducida por A.
Consideremos ademads la inclusién i: E—{e} — E ylaretracciénr: E — E—{e} asociada a
la remocién del beat point e. Es facil ver que las flechas r, Idp y Id gr inducen un morfismo

desde el diagrama E 2 B <% B! al diagrama E — {e} p—‘> &2 B!y por lo tanto, una
funcién continua R: E x, B — (E — {e}) x,) B’ que mapea el par (e,7) € E %, BI en
(r(e),7). La funcién il o (R x Id;): E x, B! x I — E, claramente continua, mapea el
elemento (e,v,t) de E x, B! x I en A(r(e),~,t). Definimos \': E x, Bl x I — E por

, _Je sit=0,
Ae 1) = { A(r(e),~,t) sit>0.

Observemos que ' > iAo(Rx1Id;) y que X’ coincide con iAo (R x1d;) sobre E x, Bf x (0, 1].
Por otro lado, la restriccién de X' a E x, B! x {0} es simplemente la proyeccién a E y por
lo tanto es continua. Por 5.2.3, se sigue que X es continua. Es facil verificar que X’ induce
una funcién levantadora de caminos A’': E x,, B! — E' para p. O

Veremos en la subseccién 5.6.1 que la proposicién anterior no vale cambiando down
beat points por up beat points.

Corolario 5.4.3. Sean E y B dos espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
funcion continua. Son equivalentes:

(1) p es fibracion.
(2) Todo dbp-retracto de p es fibracion.
(3) Existe un dbp—retracto de p que es fibracion.

Demostracion. La implicacién (1) = (2) se sigue de 5.4.1 y la implicacién (2) = (3) es
inmediata. La implicacién (3) = (1) se deduce facilmente a partir de 5.4.2 mediante un
argumento inductivo. O

El siguiente resultado generaliza el teorema 1.2.30.

Teorema 5.4.4. Sean E y B espacios topolégicos finitos Ty, sea p: E — B una fibracion
y sea q: B — B una funcion continua homotdpica a p. Si E es minimal, entonces ¢ = p.

Demostracion. Sea H:p ~q: ExI — B. Entonces Hig = p = pldg y por lo tanto existe
H:ExI — E tal que Hig =Idg y pH H. Como E es mlnlmal y Hzl o~ Hzo = Idg,
entonces Hzl = Idg por 1.2.30. Se sigue que ¢ = Hi; = szl =pldg = O

Corolario 5.4.5. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Si E es minimal y B es conexo, entonces B es minimal.

Demostracion. Veamos que la tinica funcion continua f: B — B homotopica a Idg es Idp.
Sea entonces f: B — B con f ~ Idg. Tenemos que p ~ fp, y como E es minimal, por el
teorema anterior deducimos que p = fp.
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5 Fibraciones entre espacios finitos

Es un hecho conocido que las fibraciones de Hurewicz (no vacias) sobre espacios
arcoconexos son sobreyectivas. En efecto, dado b € B, podemos tomar un elemento
e € E'y un camino v en B desde p(e) a b y utilizar la propiedad de levantamiento de p
para obtener un levantado 7 de v por p desde e. Entonces p(7(1)) = v(1) = b y por lo
tanto, b estd en la imagen de p

Se sigue que f = Idp como queriamos.

Sea ahora B’ un bp-retracto de B. Por 3.2.6 (o su versién dual para up beat points),

existe una funcién f homotépica a Idp tal que f(B) = B’. Pero por lo que hemos
probado, tenemos que f = Idg, de donde se sigue que B’ = B. Es claro entonces que B
es minimal. ]

Teorema 5.4.6. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y seap: E — B una fibracion.
Sean ademds e € E y b € Upy. Entonces Ue Np~tb) # @.

Demostracion. Si p(e) = b el resultado se sigue, pues, en ese caso se tiene que e € U, N
p~(p(e)). Supongamos entonces que b < p(e). Sea S = {0, 1} el espacio de Sierpinski con
0<lysea H:S x I — B la funcién definida por

ple) sit=00s=1,
H p—
(s,1) { b en cualquier otro caso.

Es claro que H=1(Up) = {0} x (0,1] y por lo tanto, que H es continua. Siig: S — S x [

es la inclusién en la coordenada ¢ = 0, entonces Hig = Cp) = pCe y por lo tanto existe

una funcién continua H: S x I — F tal que f[z’o =C.ypH =H.

Ahora bien, como H(1,0) = e, tenemos que (1,0) € H~1(U,) y por lo tanto, existe ¢ >
0 tal que S x [0,¢] C H-Y(U,). En particular, H(0,¢) € U,. Pero pH(0,e) = H(0,) = b
y entonces H(0,¢) € p~1(b). Luego H(0,¢) € U.Np~1(b). O

Corolario 5.4.7. Sean E y B espacios topolégicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Entonces p es abierta.
Si, en particular, B es conexo, entonces p es cociente.

Demostracion. Se sigue trivialmente de 5.4.6 y 5.3.13. 0
Para probar el proximo teorema, necesitamos antes el siguiente lema.

Lema 5.4.8. Sea X un espacio topoldogico finito Ty, sea A el dbp—retracto minimo de X
y sea f: X — X la funcion asociada a A dada por el teorema 3.2.6, es decir, la unica
funcién continua de X en X tal que f < Idx, f> = f y f(X) = A. Entonces f es el
elemento minimo de Ulq,, .

Demostracion. Sea g € Upq,. Por el lema 3.2.17, ¢*° < Idx y ¢*° o ¢* = ¢g*°. Por
el teorema 3.2.6, es claro que ¢°°(X) es un dbp-retracto de X, de donde se sigue que
f(X) =AC ¢g*(X). Pero por el corolario 3.2.12, es claro que f < ¢g*° < g. El resultado
se sigue. [

Teorema 5.4.9. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty, con B conexo, y seap: £ —
B una fibracion. Sean Eq y By los dbp—retractos minimos de E y B respectivamente.
Entonces E4 es un dbp-retracto de p~'(By).
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Demostracion. Sean g: E — FE y h: B — B las funciones asociadas a F; y a By,
respectivamente, dadas por 3.2.6. Por 5.4.8, g y h son elementos minimos de Ui, y
Uray, respectivamente.

Por la observacién 1.3.16, es claro que p¥: E¥ — B¥ es fibracién de Hurewicz entre
espacios finitos T¢. Se sigue del corolario anterior que p¥ es abierta. En particular, p¥
mapea elementos minimales de E¥ en elementos minimales de B¥. Puesto que ¢ es un
elemento minimal de E¥, se sigue que pg = p¥(g) es un elemento minimal de B¥. Por
otro lado, como h < Idp, tenemos que hpg < pg de donde obtenemos que hpg = pg.

Luego p(Ey) = p(9(E)) = h(p(g(E)) C Imh = By y entonces E; C p~'(By). Por
3.2.9, obtenemos que F4 es dbp-retracto de p~1(By). O

Corolario 5.4.10. Sean E, B y X espacios topologicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Sea f: X — E una funcion continua y sea g: X — B una funcién continua tal
que g < pf. Entonces existe una funcion continua h: X — FE tal que h < f y g = ph.

Demostracion. Como X es finito, pX : EX — BX es fibracién entre espacios topoldgicos
finitos To. Como g < pf = p*(f) por el teorema 5.4.6 obtenemos que existe h € U N
(pX)~1(g). Es claro entonces que h < f y ph = g. O

Hemos probado en 5.4.5 que si p es una fibraciéon entre espacios topolégicos finitos
Ty cuyo dominio no tiene beat points y cuyo codominio es conexo, entonces este tltimo
tampoco los tiene. El préximo corolario muestra que esto también es cierto si consideramos
unicamente down beat points. Veremos en 5.6.1, sin embargo, que el resultado no vale si
sélo consideramos up beat points.

Corolario 5.4.11. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Supongamos que E no tiene down beat points. Entonces p es un elemento
minimal de BE.

Si ademds, B es conexo, entonces no tiene down beat points.

Demostracion. Dado que E no tiene down beat points, se sigue del teorema 1.2.30 que
Idg es un elemento minimal de E¥. Como en la demostracién de 5.4.9, tenemos que
p = pldg = pP(Idg) es un elemento minimal de B*.

Supongamos ahora que B es conexo. Sea By el dbp-retracto minimo de B y sea
f: B — B la funcién asociada a By dada por el teorema 3.2.6. Como f < Idp, tenemos
como en 5.4.9 que fp < p y por lo tanto que fp = p. Dado que B es conexo, p resulta
sobreyectiva de donde se sigue que f = Idg. Es claro entonces que By = B, y por
consiguiente, que B no tiene down beat points. O

Combinando la proposicion 5.3.14 y el corolario 5.4.11 obtenemos de forma inmediata
el siguiente resultado.

Corolario 5.4.12. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty con B conexo y seap: E —
B una fibracion sin down beat points. Entonces E tiene down beat points si y solo si B
tiene down beat points.

El siguiente teorema es una generalizaciéon de 5.4.6.
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Teorema 5.4.13. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Sean ademds e € E y b € Up(). Entonces U, Np~1(b) es contrdctil.

Demostracion. Sea X = U, Np~1(b) y sea X = X U{e}. Sea i: X — E la inclusién. Es
claro que Cp, < pi y por 5.4.10 se sigue que existe h: X — F tal que h <iy ph=_Cy. Es
facil ver entonces que la imagen de h estd contenida en X.

Sea ahora h|: X — X la restriccién de h. Dado que h < i, es claro que h| < Idy. Pero,
por otro lado, h| < Cjy). Se sigue que Idx >~ Cj,.y y por lo tanto X es contractil. O

El siguiente teorema se puede considerar una versién dual, notablemente mas débil,
del teorema 5.4.6.

Teorema 5.4.14. Sean E y B espacios topologicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Sean ademds e € E y b € Fy,y. Entonces existe ¢’ € U, N p~t(p(e)) tal
que Fo Np~1(b) # @.

Demostracion. Sea Z = {ay, : n € N} U{f}. Le damos a Z la topologia generada por la
subbase {{ay, 3} :n € N}. Observemos que Z es un espacio topolégico localmente finito
To, que Ug = {ﬂ} y que Uy, = {an, B} para todo n € N.

Sea U = U Ua, % [0,1/n). Es claro que U es un abierto de Z x I. Definimos la
funcién H : Z X I — B por

p(e) si(z,t) €U,
H(zt) = { b si ( .
Es facil verificar que H es continua.

Tenemos entonces que pCe = Hig, donde C,: Z — E es la funcién constante e. Por
lo tanto, existe una funcién continua H:ZxI—E tal que pH Hy Hi ig = C¢. Ahora
bien, H(B,0) = Hio(8) = C.(8) = e y, por lo tanto, H~(U,) es un abierto de Z x I que
contiene a (3,0). Luego, existe ¢ € (0,1] tal que {8} x [0,¢) C H~X(U,).

Sean € N tal que 1/n < e. Entonces H(8,1/n) < ey pH(8,1/n) = H(3,1/n) = p(e).
Tomando ¢ = H(f,1/n) se tiene que ¢’ € U, Np~L(p(e)).

Por otro lado, puesto que a,, € Fg = {f}, entonces (o, 1/n) € {(8,1/n)} y por lo
tanto

H(an,1/n) € H ({(5, 1/n)}> c {ﬁ(ﬂ, 1/n)} —F,

Pero pH (an, 1/n) = H(an,1/n) = by entonces H (o, 1/n) € p~L(b). Luego H(an,1/n) €
F,Np~1(b) y el resultado se sigue. O

En palabras simples, el teorema anterior muestra que si p: £ — B es una fibracién
entre espacios finitos T, entonces para cualquier e € F y para cualquier b > p(e), existe
un punto menor que e en la misma fibra, que es menor que algin punto de la fibra de
b. En la subseccién 5.6.1 desarrollaremos un ejemplo que muestra que no es cierto, en
general, que F, N p~1(b) # @ para cualquier b > p(e).
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Corolario 5.4.15. Sean E, B y X espacios topolégicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Sea f: X — E una funcion continua y sea g: X — B una funcion continua con
g > pf. Entonces existen funciones continuas h,i: X — E tales que i > h < f, pf = ph

yg=pi
Demostracion. La prueba es andloga a la demostracion de 5.4.10. O

Proposicion 5.4.16. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion sin down beat points. Entonces p es cerrada.

Demostracion. Por la proposicién 5.3.13, basta probar que para todo e € E y todo b >
p(e), existe €/ € F, Np~1(b).

Sea e € E, sea b > p(e) y sea p|: p~1(U,) — U, la restricciéon de p. Entonces p| es
el pullback de p a lo largo de la inclusién U, < B y por lo tanto es fibraciéon. Notemos
que, dado que p~1(Up) es abierto en E, cualquier down beat point de p~!(Up) es down
beat point de E. Se sigue que los down beat points de p| son down beat points de p. En
particular, p| no tiene down beat points.

Ahora bien, p| o Id,-1q,) = p| < Cp y por lo tanto existen funciones continuas
hyi: p~ 1 (Up) = p~1(Up) tales que i > h < Id,-1(y,) , pli = Cy y plh = pl.

En particular, h es una flecha sobre B de p| a p| y es menor o igual a la identidad de
p~1(Up). Como p| no tiene down beat points, se sigue de 5.3.6 que p| = Id,-1(y,) y por lo
tanto que i > Id,-1(g,). Dado que i(e) > ey que p(i(e)) = b, se sigue que i(e) € F.np~L(b).
Esto concluye la demostracion. ]

Proposicion 5.4.17. Sean FE y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion de Hurewicz.

(1) Si ey es un down beat point de E, entonces p(eg) es down beat point de B o ey es
down beat point de p.

(2) Sip no tiene down beat points y ey es un up beat point de E, entonces p(eg) es up
beat point de B o ey es up beat point de p.

Demostracion. La afirmacién (1) se sigue de 5.3.14 y 5.4.7. La afirmacién (2) se sigue de
5.3.14 y 5.4.16. ]

Teorema 5.4.18. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty con B conexo y seap: £ —
B una fibracion minimal. Entonces E es minimal si y sélo si B es minimal.

Demostracion. En 5.4.5 hemos probado que si F es minimal entonces B también lo es.
Supongamos entonces que B es minimal. Como p no tiene down beat points, se sigue de
5.4.17 que si eg es un beat point de F entonces e es beat point de p o p(ep) es beat point
de B. Como p y B no tienen beat points, es claro que E tampoco los tendra. ]

Una fibracién de Hurewicz p: E — B se dice trivial si es homotépicamente equivalente
por fibras a la proyeccién B x F' — B para algin espacio ' homotépicamente equivalente
a las fibras de p. Si F’ es un espacio homotépicamente equivalente a F, la proyeccién
B x F — B es homotdpicamente equivalente por fibras a la proyecciéon B x F' — B. Se
sigue que p es homotdpicamente equivalente por fibras a la proyeccién B x F' — B.
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Proposicion 5.4.19. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty con B conexo y sea
p: E — B una fibracion minimal trivial. Entonces p es isomorfa a la proyeccion mg: B X
F — B para algin espacio finito Ty minimal F. En particular, las fibras de p son espacios
minimales.

Demostracion. Sea F' el core de alguna fibra de p. Como p es una fibracién trivial y
sus fibras tienen el tipo homotdépico de F', entonces p es homotdépicamente equivalente
por fibras a la proyecciéon np: B x ' — B. Sea entonces f: p — mp una equivalencia
homotépica sobre B con inversa g. Como F' es minimal, entonces 7p es minimal. Y como
p y mp son minimales, se sigue de 5.3.7 que fg = Id,, y gf = Id,. Luego f y g son
isomorfismos sobre B de donde se sigue que p = 7pg.

En particular, las fibras de p son todas homeomorfas a F', que es minimal. O

5.5 Fibraciones de Hurewicz y fibraciones de Grothendieck

Una funcién continua entre espacios topoldgicos Ty puede ser interpretada como un funtor
entre posets y por lo tanto tiene sentido estudiar si es o no una fibracién de Grothendieck
(cf. definicién 1.1.17). Dado que en todo poset las flechas s6lo dependen de su dominio y
de su codominio, la definicién de fibraciéon de Grothendieck entre posets adopta una forma
muy simple que exponemos en el siguiente lema.

Lema 5.5.1. Sean E y B espacios topolégicos de Alexandroff Ty y sea p: E — B una
funcion continua. Para cada e € E y cada b < p(e), la tnica flecha en B de b a p(e) tiene
un levantado cartesiano a e si y sélo si existe ¢’ € p~1(b) tal que €’ = max(U, Np~1(Uy)),
en cuyo caso, la flecha ¢’ — e es el inico levantado cartesiano de b — p(e) a e.

En particular, p es fibracion de Grothendieck si y sélo si para todo e € E y todo
b < p(e), el conjunto U, N p~Y(U,) tiene mdximo y dicho mdzimo pertenece a p~1(b).

Demostracion. El levantado cartesiano de una flecha a un objeto dado, si existe, es tinico
salvo composicion con un uinico isomorfismo. Dado que en un poset no existen isomorfismos
no triviales, es inmediato que el levantado cartesiano de una flecha b — p(e) parae € E'y
b < p(e), si existe, es tnico.

Sea e € E'y sea b < p(e). Supongamos que existe €’ tal que la tnica flecha ¢’ — e es
un levantado cartesiano de b — p(e). Es claro que € € p~1(b) y que €' € U. Np~1(Uy).

Sea ahora ¢” € U, Np~ ' (Uy). Dado que la flecha ¢’ — e es cartesiana, debe existir una
flecha e’ — ¢’. Se sigue que €” < €’. Luego ' = max U, Np~1(Up).

Supongamos ahora que U, Np~!(U;) tiene maximo e’ € p~1(b). Es claro que la flecha
e/ — e es un levantado de b — p(e) a e. Por otro lado, para toda flecha ¢” — e tal que
p(e”) < b, se tiene que €’ € p~1(U,) de donde se sigue que e” < €/, esto es, existe una tinica
flecha e’ — €’ y se cumple ademds que la composicién e’ — ¢/ — e es igual a ¢’ — e. Es
claro entonces que ¢/ — e es cartesiana.

El resultado se sigue. O

Observacion 5.5.2. Se sigue de 5.5.1 que una funcién continua p: £ — B entre espacios
de Alexandroff Ty es opfibraciéon de Grothendieck si y sélo si para todo e € E y todo
b > p(e), el conjunto F., N p~'(F}) tiene minimo y dicho minimo pertenece a p~1(b).
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Se observa en [37] que si una categoria E no tiene isomorfismos no triviales, el dnico
clivaje posible para una fibracién de Grothendieck p: F — B es cerrado (esto también
se menciona, por ejemplo, en la secciéon B1.3 de [13]). En particular, p es una fibracién
escindida. Probaremos el caso particular de este hecho relevante en nuestro contexto, esto
es, en el caso en que p es una fibraciéon de Grothendieck entre posets.

Lema 5.5.3. Sean E y B espacios topologicos de Alexandroff Ty y sea p: E — B una
fibracion (resp. opfibracion) de Grothendieck. Entonces existe un tnico clivaje (resp.
opclivage) para p y dicho clivaje es cerrado.

Demostracion. Supongamos que p es una fibracién de Grothendieck.

Por el lema anterior, si e € E'y b < p(e) entonces existe un tnico levantado cartesiano
¢ — edeb— p(e) ae que es la tnica flecha de € a e, donde € = max(U, N p~1(U))
y € € p~1(b). Se sigue que existe un tnico clivaje para p. Veamos que este clivaje es
cerrado.

Es claro que el levantado cartesiano de Id, ) a e es Id,, para todo e € E.

Supongamos que b < b < p(e). Queremos probar que el levantado cartesiano de
b — p(e) a e coincide con la composicién e’ — ¢/ — e donde ¢/ — e es el levantado
cartesiano de b — p(e) a e y ¢’ — €' es el levantado cartesiano de b’ — b a ¢/. En otras
palabras, queremos probar que

max(U, Np~ 1 (Uy)) = max(Uy N p~ 1 (Uy))

donde €’ = max(U. N p~1(U)).
Ahora bien, dado que €’ < e se sigue que Uy C U,, de donde obtenemos que Uy N
p Y (Uy) CU.Np~ 1 (Uy) y por lo tanto, que

max(U, N p~ 1 (Uy)) > max(Uy Np~ Y (Uy)).

Por otro lado, como b < b, entonces Uy C U, de donde obtenemos que p~1(Uy) C
p_l(Ub)' ASia
max(U, N p~ 1 (Uy)) < max(U, Np~ 1 (Up)) = €.

Por lo tanto, tenemos que
max(U, Np~ 1 (Uy)) € Uy Np~H(Uy).
Luego, es claro que
max(U, N p~ 1 (Uy)) < max(Uy Np~ Y (Uy)).

El resultado se sigue.
El caso en que p es opfibracién de Grothendieck se sigue aplicando el caso anterior a
p°P. O

Hemos probado en la subseccion 1.1.4 que las fibraciones de Grothendieck escindidas
son aquellos funtores que se realizan como construcciones de Grothendieck sobre funtores
contravariantes a Cat (Teorema 1.3.5, B1.3 de [13], ver también [3(]). Del mismo modo,
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las opfibraciones de Grothendieck escindidas son aquellos funtores que se realizan como
construcciones de Grothendieck sobre funtores covariantes a Cat.

Ahora bien, es claro que si p: F — B es una opfibraciéon de Grothendieck entre posets,
entonces las fibras de p son posets y por lo tanto p se realiza como la construccién de
Grothendieck sobre un funtor covariante a Pos, o equivalentemente, como la construccién
de Grothendieck topolégica que hemos definido en la seccién 4.2, sobre un funtor covariante
a Top. Reciprocamente, si p se realiza como la proyecciéon asociada a la construccién
de Grothendieck topoldgica sobre un funtor de un poset B en Top que mapea todo
elemento de B a un espacio de Alexandroff Ty, entonces coincide con la construccién
de Grothendieck clasica sobre un funtor a Cat y por lo tanto resulta opfibraciéon de
Grothendieck. Asi, las opfibraciones de Grothendieck sobre B entre posets son aquellos
funtores que se realizan, de manera canénica, como proyecciones asociadas a construcciones
de Grothendieck topoldgicas de funtores de B en Pos. Del mismo modo, las fibraciones de
Grothendieck sobre B entre posets son aquellos funtores que se realizan como proyecciones
asociadas a construcciones de Grothendieck topoldgicas de funtores de B°P en Pos.

Teorema 5.5.4. Sean E y B espacios de Alexandroff Ty y sea p: E — B una funcion
continua.

(1) La funcion p es fibracion de Grothendieck si y sdlo si existe un funtor o: B°? — Top
tal que ™o, = p°P. En ese caso, el funtor o puede definirse candnicamente por

ab) = (p°) () =p~H(0)P
para todo b € B y por
at' > b)(e) = max(U, N~} (b)
para todo e € p~1(V'), para cualesquiera b, € B tales que b < b'.

(2) p es opfibracion de Grothendieck si y solo si existe un funtor B: B — Top tal que
g = p. En ese caso, el funtor B puede definirse candnicamente por

para todo b € B y por
B(b < b')(e) = min(F, Np~ (b))
para e € p~1(b), para cualesquiera b,b' € B tales que b < b'.

Demostracion. La proposicién (2) se sigue de la versién para funtores covariantes del
teorema 1.1.26 utilizando el tnico opclivaje para p que se obtiene de la observacién 5.5.2
y que resulta cerrado por 5.5.3.

La proposicién (1) se deduce facilmente como sigue. Si p es fibracién de Grothendieck
entonces p°P es opfibracién de Grothendieck y luego, por (2), existe un funtor o: B°? —
Top tal que 3., = p°P. Reciprocamente, si existe un funtor « tal que 7%,, = p°P, dado
que T5ep es opfibracién de Grothendieck, tenemos que p°P también lo es. Es claro entonces
que p es fibracién de Grothendieck. O
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En el siguiente lema, expondremos algunas propiedades de los funtores o y 8 construi-
dos en el teorema 5.5.4.

Lema 5.5.5. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una bifibracion
de Grothendieck. Sean « y B los funtores definidos en el teorema 5.5.4 y sean b,b' € B
tales que b < V. Entonces

(1) ot/ > b)B(b <) > 1dp-1p).

(2) Bb<b)a(b) = b)B(b < V) =p(b< V).
(3) Bb < b)a(b!

(4) a® >b)B(b < V)a® >b) =ad >b).

> b) <Id p=1(b)-

Demostracion. Veamos (1). Sea e € p~1(b). Entonces e < (b < ¥')(e) y por lo tanto,
e € Ugp<pyy(e) NP~ 1 (b) de donde es claro que a(b' > b)3(b < V)(e) > e.

De manera andloga se demuestra (3).

Finalmente, por (1) se tiene que

a >b)B0L<V)al >b) > o >0b)

Yy que
B <V)a® >b)B(b <) > B <),

mientras que por (3) se tiene que
B(b < V)a(t! = b)BG < ) < Bb < V)

y que
a >b)B0L <)ad >b) < ald >0).

Las proposiciones (2) y (4) se siguen. O

Observacion 5.5.6. Sean E y B espacios topologicos finitos Ty, sea p: £ — B una
bifibracién de Grothendieck y sean « y § los funtores definidos en el teorema 5.5.4. Sean
b,/ € B tales que b < b'. Del lema 5.5.5 obtenemos claramente que a(b' > b) y B(b < b')
son equivalencias homotépicas. Mdas aun, se sigue del lema 5.5.5 y del teorema 3.2.6, que
a > b)Bb < V) (p~t(b) es un ubp-retracto de p~!(b) que es homeomorfo al espacio
Bb <V )a(t >b)(p~(b)), que es a su vez, un dbp-retracto de p~1(b').

Sin embargo, como muestra el siguiente ejemplo, no es cierto en general que el ubp—
retracto minimo de p~'(b) sea homeomorfo a un dbp-retracto de p~*(b’) ni que el dbp—
retracto minimo de p~!(') sea homeomorfo a un ubp-retracto de p~1(b).

En particular, no es cierto en general que el ubp-retracto minimo de p~!(b) sea
homeomorfo al dbp-retracto minimo de p=1(¥').

Ejemplo 5.5.7. Sea ms: B x § — S la proyeccién canénica, representada en la figura
5.1, donde B = {a,b, c,d} con el orden generado por a < b, c <byc<dy S es el espacio
de Sierpinski.

Es facil ver que 7g es una bifibraciéon de Grothendieck, que el ubp-retracto minimo de
7751(0) no es homeomorfo a ningin dbp-retracto de 7751(1) y que el dbp-retracto minimo
de 75'(1) no es homeomorfo a ningiin ubp-retracto de 75" (0).
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5 Fibraciones entre espacios finitos

(6,0)
° p—
/ \ !

(c,0) (a,0)

Figura 5.1: Funcién ns.

De la observaciéon anterior, se deduce inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 5.5.8. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty con B conexo y seap: E — B
una bifibracion de Grothendieck. Entonces las fibras de p son homotoépicamente equivalen-
tes.

Teorema 5.5.9. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty con B conexo y sea p: E — B
una bifibracion de Grothendieck con fibras minimales. Entonces p es un fibrado.

Demostracion. Consideremos los funtores a y 8 definidos en el teorema 5.5.4. Como las
fibras de p son minimales, por el teorema 1.2.30 y el lema 5.5.5, las funciones a(b' > b)
y B(b < b') son homeomorfismos mutuamente inversos para cualesquiera b,b’ € B tales

que b < V. En particular, el funtor 3 invierte morfismos. Se sigue de 4.3.1 que Wg es un

fibrado. Por 5.5.4, tenemos que p = Wg de donde es claro que p también es un fibrado. [

No es cierto, sin embargo, que una bifibracién de Grothendieck minimal entre espacios
topoldgicos finitos T sea un fibrado, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.5.10. Sean
B ={a,b,c,d} y FE=DBx{0,1,2}

los espacios topoldgicos finitos con las topologias correspondientes a los diagramas de
Hasse representados en la figura 5.2 y sea p: E — B la proyeccion.
Una verificaciéon exhaustiva permite ver que p es una bifibracion de Grothendieck
minimal. Puesto que las fibras de p no son homeomorfas, es claro que p no es un fibrado.
Observemos que, por 5.3.12, p no puede obtenerse a partir de un fibrado entre espacios
topoldgicos finitos T eliminando beat points de dicho fibrado de forma sucesiva.
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(¢, 1) (¢,2) (d,1) (d,2)
c d
(c,0) ® e (d,0) . .
e
p
(a,2) o e (b,2) ° .
AN 2 ' b
(a,0) (a,1) (b,0) (b,1)

Figura 5.2: Funcién p.

Lema 5.5.11. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: EE — B una bifibracion
de Grothendieck. Supongamos ademds que B tiene mdximo by y que h(B) = 1 (en otras
palabras, que B es homeomorfo al cono no Hausdorff de un espacio topoldgico finito
discreto). Entonces p es retracto de la proyeccion candnica tg: E X B — B.

Demostracion. La idea de la demostracion es la siguiente. Primero observamos que la fibra
p~1(by) es ubp-retracto de E y por lo tanto, podemos retraer Ex B a Ex Uy, Up~t(bo) x {bo}
quitando sucesivamente up beat points de la proyecciéon a B. A continuacion, podemos
retraer cada subespacio E x {b} con b < by a p~1(F}) x {b}, nuevamente quitando up
beat points. Estos dos pasos se pueden realizar simultaneamente, obteniendo asi un ubp—
retracto de mp. Finalmente, podemos retraer cada subespacio p~!(F,) x {b} con b < by a
p~(b) x {b} quitando down beat points. El espacio obtenido es homeomorfo sobre B a
E, de donde se obtiene que p es retracto de mg. A continuacién, enunciamos formalmente
y probamos estos hechos.

Sea X = |J p }(Fp) x {b}, seaix: X — E x B la inclusién y sea rx: E x B — X la

beB

funcién definida por

[ (e.b) sip(e) =
) ={ (0 ) ) 2

para (e,b) € E x B.

Es facil ver que rx estd bien definida, que mgixrx = mp, que rxix = Idx y que
ixrx > Idgxp. Luego, si probamos la continuidad de rx, se seguird de la versién dual
para ubp-retractos del teorema 5.3.9 que mpix es un ubp-retracto de 7wg.

Dado que i x es subespacio, basta probar que i xrx es continua. Y dado que mgixrx =
mpg, es suficiente probar que ¢ = wgixrx es continua, donde ng: E X B — FE es la

b,
b

)

proyeccién candnica.

Notemos que ¢ > 7p. Sea U = |J (p~1(b) x {b}). Es evidente que U es abierto
bemnl B
en F x By que ¢ coincide con wg sobre U. Por otro lado, la restriccion de ¢ a U€ es la

funcién ¢| definida por
¢|(e,b) = min(Fe Np~" (bo))
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5 Fibraciones entre espacios finitos

para todo (e,b) € U¢. Es facil probar entonces que ¢| resulta continua. De 5.2.3, se
sigue que ¢ es continua como querfamos. Asi, X es ubp-retracto de E x B y wpix es
ubp-retracto de mwp.

Sea ahora i: E — X la funcién definida por i(e) = (e,p(e)) y sea p: X — E la funcién
definida por p(e,b) = max(U. Np~1(b)) para todo (e,b) € X. Es claro que i es continua,
v puesto que wgixi = Idg, se sigue ademads que ¢ es subespacio.

Veamos que p es continua. Sean (e, b), (¢/,b') € X tales que (e,b) < (¢/,b). Entonces
U. C Uy y Uy CUy. Se sigue que

ple,b) = max(U, N p~ (b)) = max(U. Np~ Y (Up)) <
< ma’X(Ue’ ﬁpil(Ub’)) = maX<Ue’ mpil(b/)) = p(elv b/)

donde las igualdades segunda y pentltima valen por el lema 5.5.1. Asi, p es continua.
Por otro lado, es facil ver que mpixi = p, que pp = mgix, que pi = Idg y que ip < Idx.
Se sigue que E es dbp-retracto de X y que p = mwpixi es dbp-retracto de mgix. En
particular, p es retracto de mp como queriamos probar. ]

Para establecer una relacion entre fibraciones de Hurewicz entre espacios topolégicos
finitos Ty y fibraciones de Grothendieck, necesitamos antes estudiar la regularidad de
funciones de levantamiento de caminos asociadas a las primeras y su relaciéon con la
existencia de beat points.

Teorema 5.5.12. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion. Entonces:

(1) Sip es minimal, toda funcion levantadora de caminos para p es regular.

1 p no tiene down beat points, existe una funcion levantadora de caminos reqular
2) Si 4] d beat point 5t on | tad d ) l
para p.

Demostracion. Para t € I, consideramos la inclusion i;: £ — E x [ de E en EE x I dada
por e — (e, t). Sea ademds mg: F x I — FE la proyeccién candnica.

Veamos (1). Supongamos que p es minimal y que A: E X, B! — E! es una funcién
levantadora de caminos para p. Tenemos que pmrig = p = pldg y por lo tanto, podemos
utilizar A para levantar prg a partir de Idg, obteniendo H: ExI— Etal que Hig =Idg
y pH = prg. De la demostracion de 1.3.23 se sigue que H es igual a (Agf))b la funcién
inducida por A¢ por la ley exponencial, donde ¢: E — E x,, B! es la funcién inducida en
el pullback por Idg y (prp)t. Explicitamente, H(e,t) = A(e, C. 'v(e))(t) para todos e € E'y
t € I. Luego, basta probar que H(e t) = e para cualesquiera e € E y t € I.

Notemos que, en particular, pHi; = prgi; = p para todo ¢ € I. Luego, H es una
homotopia sobre B. Por lo tanto, Hiy es homotépica a Id, sobre B para todo t € I. Como
p es minimal, se sigue de 5.3.7 que Hi; = Id,. Luego fl(e, t) = e para todo e € E' y todo
t € I como queriamos. El resultado se sigue.

Veamos (2). Supongamos ahora que p no tiene down beat points y que A: E x, B —
ET es una funcién levantadora de caminos para p. Como antes, utilizamos A para levantar
prg a partir de Idg, obteniendo nuevamente una homotopia H:ExI — E tal que
ﬁ[ig =Idgy pﬁ = pTE.
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5.5 Fibraciones de Hurewicz y fibraciones de Grothendieck

Ahora bien, para cada e € E, ﬁ(e,O) = e € U, y por lo tanto existe . > 0 tal que
{e} x [0,e.] € H}(U.). Sea ¢ = min{e, : e € E} > 0. Es claro que Hi; < Idg para
todo ¢ € [0,e]. Como p no tiene down beat points, se sigue de la proposicién 5.3.6 que
Hi; = Idg para todo t € [0,¢]. En particular, A levanta caminos constantes a caminos
que son constantes en el intervalo [0, £].

Dado v: I — B, definimos 7: I — B por (t) = y(min{1,t/e}). Notemos que la
asignacién t — min{1,t¢/e} de I en I es continua. Es ficil probar entonces, utilizando la
ley exponencial, que la funcién Ag: E x,, B! — E' definida por

Ao(e,7)(t) = Ale,7)(te)

resulta continua. Un célculo directo muestra ademdas que Ag es una funcién levantadora
de caminos para p.

Ahora bien, si v es un camino constante en B y e € p~(7(0)), entonces 7 es constante
y, por lo tanto, A(e,7)(t) = e para todo t € [0,¢]. Se sigue que Ag(e,)(t) = e para todo
t € I. Luego, Ay es una funcién levantadora de caminos regular para p. O

Ejemplo 5.5.13. En este ejemplo exhibiremos una fibracién de Hurewicz entre espacios
topolégicos finitos Ty que no tiene down beat points y que tiene una funcién levantadora
de caminos no regular. Esto muestra que una fibracion sin down beat points puede tener
en general funciones levantadoras de caminos no regulares.

Sea E = {a,b,c} el espacio topoldgico finito Ty asociado al orden generado por las
relaciones b < a y ¢ < a, sea B = {x} el espacio topoldgico con la tnica topologia posible,
vy sea p: F — B la tnica funcion posible. Es claro que p es fibracion de Hurewicz y que
no tiene down beat points.

Podemos definir una funciéon A: E x,, B! — E! por

e sit<1,
a sit=1,

Meie) = {

para todo e € F y todo t € I, donde ~ es el inico camino posible en B. Es facil verificar
que A es una funcién levantadora de caminos no regular para p.

En la subseccién 5.6.1 mostraremos una fibraciéon de Hurewicz que no tiene up beat
points y que no tiene funciones levantadoras de caminos regulares.

Recordemos que si 7 es un camino en un espacio topologico X y t € I, la funcién vjg 4
es el camino en X definido por vj4(s) = 7(st) para todo s € I (definicién 4.5.1).

Definicion 5.5.14. Sean E' y B espacios topoldgicos y sea p: ' — B una fibracién. Sea
A una funcién levantadora de caminos regular para p. Decimos que A es una funcion
levantadora de caminos regular normalizada si A(e,7)j0q = Ale, Vo) para todo t € I'y
para todo (e,v) € E x, BL.

Advertimos al lector que la definicién anterior no es estandar.

Lema 5.5.15. Sean E y B espacios topolégicos y sea p: E — B una fibracion con funcion
levantadora de caminos regular A. Entonces existe una funcion levantadora de caminos
reqular normalizada N (A) para p.

177



5 Fibraciones entre espacios finitos

Demostracion. Definimos N(A): E x, B! — E! por

N(A)(e;7)(t) = Ale, 0,9 (1)

para todo t € I, para todo (e,v) € E x, B.
La asignacién (v,t,s) + (st) de B! x I x I en B es claramente continua, pues se
factoriza como

1d .
Bl xIx1 2" Bly 1% p

donde p: I x I — I es la funcion multiplicacién. Por la ley exponencial, también lo es la
asignacién (v,t) = o, de B! x I en B!,
No es dificil ver que esta funcién induce una funcién continua

(E xp, By x I — E x, B!

que mapea toda terna (e,v,t) € (E x, BY) x I en el par (€,70,)- Componiendo esta
funcién con
Ex,B' & E % E,

vemos que N(A)” es continua. Se sigue que N(A) también lo es.
Dado que A es regular y 7/,9) = Cy(0) para todo v € BT,

N(A)(e;7)(0) = Ale;v0,0) (1) = Ale, Cy))(1) = Ce(1) =€

para todo (e,) € E x, BL. Por otro lado,

PN (A)(e,7)(t) = pA(e; Yjog) (1) = Yo, (1) = 7()

para todos (e,y) € E x, Bl y t € I. Se sigue que N(A) es una funcién levantadora de
caminos para p.

Ahora bien, dado que para cualesquiera v € B! y s,t € I se tiene que ('y[o,ﬂ)
V[o0,st]> €ntonces

s —

N(A)(€7 7)[0,t}(3) = N(A)(ev 7)(St) = A(ev 7[0,st])(1) =
= A (e (1) ) (1) = N(A) (e, 70.)(5)

para cualesquiera (e,y) € E x, B! y s,t € I. Se sigue que N(A)(e, Mo = N(A)(e,70,)
para todo t € I y para todo (e,7y) € E %, B! como querfamos. ]

Observacion 5.5.16. En las condiciones del lema anterior, podemos considerar la asignacién
A — N(A) como un operador en el conjunto de funciones levantadoras de caminos regulares
de p. En ese caso, es facil verificar que N2 = N.

Definicion 5.5.17. Sea B un espacio topoldgico finito Ty y sea 7 un camino en B.
Decimos que 7 es un camino de tipo D si es constante en el intervalo (0,1] y decimos que
v es un camino de tipo U si es constante en el intervalo [0, 1).
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En términos informales, los caminos tipo D “bajan” en tiempo ¢t = 0 y permanecen
constantes en el intervalo (0, 1], mientras que los caminos tipo U permanecen constantes
en el intervalo [0,1) y “suben” en tiempo ¢ = 1. En la siguiente observacién, hacemos
precisas estas afirmaciones.

Observacion 5.5.18. Sea B un espacio topoldgico finito Ty y sea v un camino en B. Es
facil ver que

(1) siy es de tipo D, entonces v(0) > y(t) = v(1) para todo ¢t € (0,1], y
(2) siy es de tipo U, entonces v(0) = (t) < (1) para todo t € [0, 1).

Equivalentemente, v es de tipo D si v(0) > (1) y v = n(v(0) > (1)) (cf. definicién
1.2.16) y v es de tipo U si y(0) < (1) y v = n(v(0) < ~(1)).

Lema 5.5.19. Sean E y B espacios topolégicos finitos 1y, sea p: E — B una fibracion y
sea A una funcion levantadora de caminos regqular normalizada para p. Sea v un camino
en B y sea e € p~(v(0)).

(1) Si~ es de tipo D, entonces A(e,) es de tipo D.
(2) Si~y es de tipo U, entonces A(e,) es de tipo U.

Demostracion. Supongamos que 7 es de tipo D. Entonces v = |y, para todo t € (0,1] y
por lo tanto

A(ea ’Y)(t) = A(ea 7)[0,t}(1) - A(e7 V[O,t])(l) = A(ea 7)(1)

para todo t € (0, 1]. Luego, A(e,~) es de tipo D.
Supongamos ahora que v es de tipo U. Entonces 79 ;) = C,(0) para todo ¢ € [0,1). Se
sigue que

A(ea’)/)(ﬂ = A(&’Y)[o,t](l) = A(ea’Y[O,t])(l) = A(€> C’y(O))(l> = Ce(l) =€
para todo t € [0,1). Luego, A(e,) es de tipo U. O

A continuacién, exponemos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 5.5.20. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion de Hurewicz para la cual existe una funcion levantadora de caminos regqular.
Entonces p es una bifibracion de Grothendieck.

Demostracion. Debemos probar que:

(1) para todo e € E y para todo b < p(e), el conjunto U, N p~1(U,) tiene un méximo
que pertenece a p~1(b), y

(2) para todo e € E y para todo b > p(e), el conjunto F, Np~!(F;) tiene un minimo que
pertenece a p~1(b).
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Por 5.5.15, podemos considerar una funcién levantadora de caminos regular normalizada
A para p.

Veamos (1). Sea e € E y sea b < p(e). Notemos que si p(e) = b el resultado se sigue
trivialmente pues en ese caso e € p~1(b) y e = max(U. N p~1(Uy)). Podemos suponer,
entonces, que b < p(e).

Sea X = {e} U(U.Np~Y(Up)) y seai: X — E la inclusién. Sea ademds f: X — B la
funcién definida por

_ [ plz) sizFe,
f(x)_{b six=e.

Es facil ver que f es continua y que f < pi en BX. El camino n(pi > f) induce una
homotopia H: X x I — B de pi a f (cf. definicién 1.2.16). Dado que Hiy = pi, podemos
utilizar A para obtener un levantado Hde H por p desde i que es la funcién H = (Aqﬁ)b
inducida por A¢ por la ley exponencial, donde ¢: X — E X, BT es la funcién inducida en
el pullback por i y H*: X — BI.

Notemos que, para todo z € U.Np~1(Up), el camino Hi, es el camino constante Cp(z)-
Por la regularidad de A obtenemos que H i es el camino constante C. Por otro lado, el
camino Hi, es el camino n(p(e) > b) de tipo D. Se sigue de 5.5.19 que Hi, es el camino
n(e > ¢') de tipo D, donde ¢’ = H(e, 1).

Es facil ver que ¢’ € p~1(b). En efecto,

p() = pH(e,1) = H(e,1) = f(c) = b.

Veamos que €’ = max(U, Np~(U;)). Sea entonces z € U, N p~!(Up). Por la continuidad
de Hi; y dado que x < e, tenemos que

z = Cy(1) = Hip(1) = Hiy(z) < Hiy(e) = €.

El resultado se sigue.

Demostraremos ahora la afirmacién (2). Sean e € E y b > p(e). Sea ahora X =
{e}U(F.Np~1(F})) y consideremos la inclusién i: X — E y la funcién f: X — B definida
por

1 b six=e.

f(a:)—{ p(z) siz#e,

Como antes, la continuidad de f es facil de probar. Si bien la funcién f que hemos
definido en este caso es formalmente idéntica a la que habiamos definido en el caso anterior,
tenemos ahora que f > pi.

Ahora bien, el camino n(pi < f) en BX induce una homotopia H: X x I — B de pi a
[ v podemos utilizar A para obtener un levantado H de H por p desde pi.

Notemos que, como antes, el camino Hi, es el camino constante C, para todo = €
F.Np Y(F).

El camino Hie, en cambio, es el camino 7(p(e) < b) de tipo U y por lo tanto, se sigue
de 5.5.19 que Hi, es el camino n(e < ¢’) de tipo U, donde ¢’ = H(e, 1).

Como antes, se tiene que ¢/ € p~!(b). La prueba de que ¢/ = min(F, Np~'(F})) es
similar a la que presentamos para el caso anterior. ]

De los resultados expuestos en esta seccion, se deduce facilmente el siguiente teorema.
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Teorema 5.5.21. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion de Hurewicz sin down beat points. Entonces:

(1) p tiene una funcion levantadora de caminos regular normalizada.
(2) p es una bifibracion de Grothendieck.

Demostracion. Como p no tiene down beat points, se deduce de 5.5.12 y de 5.5.15 que
existe una funcién levantadora de caminos regular normalizada para p.
La proposicién (2) se sigue de (1) y de 5.5.20. O

El siguiente resultado es inmediato.

Corolario 5.5.22. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
fibracion de Hurewicz. Entonces, el dbp—retracto minimo de p es bifibracion de Grothen-
dieck.

Como corolario de los resultados anteriores, obtenemos una demostracién combinatoria
del teorema 1.3.24 para la fibraciones de Hurewicz entre espacios topoldgicos finitos Ty.

Corolario 5.5.23. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty con B conexo y seap: E —
B una fibracion de Hurewicz. Entonces las fibras de p son homotopicamente equivalentes.

Demostracion. Sea pg el dbp-retracto minimo de p. Entonces pg es fibracién de Hurewicz
sin down beat points. Se sigue del teorema 5.5.21 que pg es bifibracién de Grothendieck.
Dado que B es conexo, se sigue del teorema 5.5.8 que las fibras de pg son homotdpicamente
equivalentes. Pero para cada b € B, la fibra p; L(b) es un dbp-retracto de la fibra p~1(b)
puesto que se obtiene de esta eliminando sucesivamente down beat points de p. El resultado
se sigue. ]

Lema 5.5.24. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una funcion
continua sin down beat points. Supongamos ademds que B tiene maximo y que h(B) = 1.
Entonces, son equivalentes:

(1) p es fibracién de Hurewicz.
(2) p es una bifibracion de Grothendieck.
(8) p es retracto de la proyeccion candnica g: E x B — B.

Demostracion. La proposicién (1) = (2) se sigue de 5.5.21. Por el lema 5.5.11 se sigue
que (2) = (3). La implicacién (3) = (1) es clara. Asi, (1), (2) y (3) son equivalentes. [

Se sigue del lema anterior y del corolario 5.4.3 que si F es un espacio topolégico
finito Ty, S es el espacio de Sierpinski y p: £ — S es una funcién continua, entonces
p es fibracién de Hurewicz si y sélo si el dbp-retracto minimo de p es bifibraciéon de
Grothendieck. El teorema siguiente, permite extender este resultado a otros codominios
con elemento minimo.
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Teorema 5.5.25. Sean E y B espacios topoldgicos finitos Ty y sea p: E — B una
funcion continua. Supongamos ademds que B tiene minimo by. Entonces p es fibracion
de Hurewicz si y solo si el dbp—retracto minimo de p es una bifibracion de Grothendieck.

Demostracion. Por los corolarios 5.5.22 y 5.4.3, basta probar que si p es una bifibracién de
Grothendieck, entonces es una fibracién de Hurewicz. Supongamos entonces que p es una
bifibraciéon de Grothendieck. Consideremos los funtores v y 8 construidos en el teorema
5.5.4. Definimos la funcién s: E — EB por

s(e)(b) = B(bo < b)ax(p(e) > bo)(e)

para cada b € B y para cada e € FE.

Veamos que s estd bien definida. Si b,b’ € B son tales que b < I/, entonces Fjy C F,
de donde es claro que B(by < b)(eg) < B(bg < b')(eg) para todo ey € p~(by) por la
observacién 5.5.2. Dado e € E y tomando ey = a(p(e) > bg)(e) en la desigualdad anterior,
se sigue que s(e)(b) < s(e)(b'). Asi, s(e) es continua para todo e € E. Se sigue que s estd
bien definida como queriamos.

Veamos que s es continua. Sean e, e’ € F tales que e < ¢/. Entonces U, C U, de donde
se sigue facilmente que

a(p(e) > bo)(€) = max(U, N p~ L (bo)) < max(Uy N p~ (b)) = a(ple’) > bo)(e)).
Ahora bien, si b € B, de la continuidad de S(by < b) se sigue que
s(e)(b) = B(bo < b)a(p(e) > bo)(e) < B(bo < b)a(p(e’) > bo)(e’) = s(e’)(b).

Luego, s(e) < s(e’).

Observemos que las funciones s: E — EP y ev: Bl x I — B inducen una funcién
continua

(Ex,B"YxI—EPxB

que mapea a todo elemento (e,~,t) de (E x, BY) x I en el elemento (s(e),y(t)) de EZ x B.
Componiendo esta funcién con la evaluacién ev: EP x B — B obtenemos una funcién
continua ¢: (E x, BY) x I — E definida por ¢(e,v,t) = s(e)(v(t)) para todo (e,v) €
ExpBIytodotGI.

Definimos ahora \: (E x, BY) x I — E por

e sit=0,
Ale,y,1) = { s(©)(1(1) sit>o0.

Es claro que A(e,7,t) = ¢(e,7,t) para todo (e,7,t) en el abierto (E x, BY) x (0,1].
Por otro lado, si (e,7) € E x, B!, tenemos que

¢(e,7,0) = s(e)(7(0)) = B(bo < ~(0))ex(p(e) = bo)(e) =
= Bbo < 7(0))a(v(0) = bo)(e) < e = Ale,7,0)

donde la desigualdad vale por (3) de 5.5.5. Asi, A > ¢.

Es claro que la restriccién de A al cerrado E x, Bf x {0} es continua pues es la proyeccién
a F. Por 5.2.3, se sigue que A es continua. Por otro lado, tenemos que A(e,~,0) = e para
todo (e,7) € E x, B! y, dado que s(e) es una seccién de p para todo e € E, se sigue que
pA(e,7,t) = y(t) para todo (e,7) € E x, Bl y todo t € I. Luego, \*: E x, Bl — E es
una funcién levantadora de caminos para p. Por lo tanto, p es fibracién de Hurewicz. [
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5.6 Ejemplos

En esta secciéon mostraremos ejemplos que ilustran los resultados obtenidos en las secciones
anteriores.

Para cada funcién que sigue, representaremos su dominio y codominio mediante el
diagrama de Hasse del poset correspondiente. Nombraremos los puntos del codominio
mediante una letra, y para cada punto x del codominio, los puntos de su preimagen seran
denotados agregando a x un subindice numérico.

5.6.1 Fibracion de Hurewicz que no es cerrada

En este ejemplo exhibimos una fibracion de Hurewicz p; entre espacios topoldgicos finitos
To que no es cerrada y obtenemos a partir de este hecho que no es cierto en general que
la funcién opuesta a una fibracién de Hurewicz entre espacios topolégicos finitos T sea
también fibracién.

Sea p1: E1 — B la funcién representada en la figura 5.3. Notemos que al eliminar

bo al
[ ] [ ]
\ /
pP1
[ ]
ao

Figura 5.3: Funcién p;.

b

e

el down beat point a; de p; se obtiene un homeomorfismo, y en particular, una fibracion
de Hurewicz. Del teorema 5.4.2, se sigue que p; es fibraciéon de Hurewicz. Notemos
ademads que, dado que p;({a1}) = {a}, entonces p; no es cerrada. Luego, las fibraciones
de Hurewicz entre espacios topoldgicos finitos Ty no son necesariamente cerradas.

Observemos que aunque el espacio Fq no tiene up beat points, el espacio Bj si los
tiene. Esto muestra que el corolario 5.4.11 no vale si cambiamos down beat points por up
beat points.

Como p; no es cerrada, entonces p;¥ no es abierta y, por 5.4.7, se deduce que p;* no
es fibracién.

P

L] [ ]
bo ay

S e

Figura 5.4: Funcién p{P.
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Notemos que al eliminar el up beat point a; de p{¥ se obtiene un homeomorfismo. Esto
muestra que en el teorema 5.4.2 es esencial que el beat point que se elimina sea un down
beat point de la funcién considerada.

Maés aun, p; no tiene up beat points, y como p; no es bifibracién de Grothendieck, se
sigue del teorema 5.5.20 que p; no tiene funciones levantadoras de caminos regulares. Esto
muestra que la proposicién (2) del teorema 5.5.12 no vale cambiando down beat points
por up beat points.

5.6.2 Fibracion de Serre que no es fibracion de Hurewicz

En este ejemplo mostramos que existen funciones entre espacios topolégicos finitos Ty que
tienen la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de espacios compactos, de
espacios métricos y de CW—complejos y sin embargo no son fibraciones de Hurewicz.

Sea py: Eo — By la funcion definida en la figura 5.5.

bo al
[ ] [ ]
P2
] [ ]
ao a2

Figura 5.5: Funcién ps.

e

Notemos que p2 no tiene down beat points. Como pa({ai1}) = {a}, entonces p2 no
es cerrada y se sigue de 5.4.16 que ps no es fibracion de Hurewicz. Naturalmente, a la
misma conclusion se puede llegar a partir del teorema 5.4.14, notando que no hay ningin
punto en la fibra de a que sea menor o igual que as y cuya clausura interseque a la fibra
de b. Veremos, sin embargo, que po tiene la propiedad de levantamiento de homotopias
respecto de espacios métricos y respecto de espacios compactos. Esto implica que po
tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de CW—complejos localmente
finitos y respecto de espacios topoldgicos finitos.

Lema 5.6.1. Sea X un espacio topoldgico. Si X es un espacio métrico o compacto,
entonces la funcion ps tiene la propiedad de levantamiento de homotopias respecto de X.

Demostracion. Sean f: X — Es vy H: X x I — Bs funciones continuas tales que Hig =
p2f.

Supongamos primero que X es un espacio métrico. Notemos que X X I es también un
espacio métrico y, por lo tanto, es un espacio normal.

Dado que f~1(F,,) es cerrado en X, tenemos que f~1(F,,) x {0} es un cerrado de
X x I contenido en el abierto H !(a). Como X x I es normal, existe un abierto V de
X x I tal que

7N (Fay) x {0} CV CV C H Y(a).

Notemos que
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1. El conjunto H~1(b) es cerrado en X x I.

2. El conjunto (f~!(az) x I) NV es abierto en X x I.

3. El conjunto (f~*(Fu,) x )NV — (f~(az) x I) NV es cerrado en X x I.
4. El conjunto H~1(a) — (f~Y(F,,) x I) NV es abierto en X x I.

Mais atln, estos cuatro conjuntos son disjuntos dos a dos y cubren X x I.
Definimos entonces la funcion H: X x I — E5 por

bo si(z,t) € H(b),
e ) = @ si(z,t) € H Y (a) — (fY(F,)x )NV,
(2,1) = a1 si(z,t) € (fHUEL) x DNV = (flax) x )NV, y
ay si(z,t) € (fHa2) x I)NV.

Es inmediato que H™!(ag) y H~*(az) son abiertos en X x I. Mas atn, dado que H*(bo)
es cerrado, se sigue que H~(U,,) es abierto. Finalmente, tenemos que H'({a1,as}) =
(fY(Fa,) x I)NV y, por lo tanto, es cerrado. Se sigue que H~1(Up,) es abierto. Luego,
H es continua.

Es fécil verificar que H 0= fy que pgﬁ =H.

Supongamos ahora que X es compacto. Entonces f~!(F,,) es compacto. Dado que
f~Y(F,,) x {0} € H !(a), por el Lema del Tubo existe ¢ > 0 tal que f~1(F,,) x [0,¢] C
H1(a).

En este caso, definimos la funcién H: X xI— E»5 por

bo si(z,t) € H-(b),
I:j(ac b = ag si(z,t) € H Ya) — f1(Fy,) x [0,¢],
’ ar si(z,t) € fH(Fy,) x [0,e] — fHaz) x [0,¢), ¥
as si(z,t) € f~(az) x [0,¢)

Como en el caso anterior, se verifica facilmente que H es una funcién continua y que
Hig = f y que poH = H. O

Del lema anterior, es claro que py tiene la propiedad de levantamiento de homotopias
respecto de discos D™ y es, por lo tanto, una fibracién de Serre. Se sigue que ps tiene la
propiedad de levantamiento de homotopias respecto de CW—complejos.

Corolario 5.6.2. La funcion py es una fibracion de Serre que no es fibracion de Hurewicz.

5.6.3 Bifibracion de Grothendieck que no es retracto de un fibrado

En este ejemplo mostramos una bifibracion de Grothendieck entre espacios finitos Ty
que no es un retracto de un fibrado del mismo tipo. En particular, no puede obtenerse
eliminando sucesivamente beat points de un fibrado entre espacios finitos Ty.

Sea p3: E3 — Bg la funcién definida en la siguiente figura.
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5 « /N

coe ®dg —_—> ce
Pp3

a2 e

N

Qe
(=l

.
ao

bo

Observemos que ps es bifibracién de Grothendieck. En particular, la restriccion
p3‘ : p;’?l(Ue) — Ue

también lo es.

Veamos que p3 no es retracto de una proyeccién asociada a un producto de espacios
topoldgicos finitos Tg, lo que mostrara que la hipdtesis sobre la altura de la base de p en
el lema 5.5.11 es esencial.

Sean X e Y espacios topoldgicos finitos Ty, sean 7x: X XY > X yny: X xY =Y
las proyecciones y supongamos que ps es retracto de mx.

Tenemos entonces funciones continuas i: F3 - X XY, r: X XY — Ej3, j: Bg — X,
s: X — DBs tales que rt = Idg,, sj = Idp,, mx? = jp3 y p3r = smx, como muestra el
siguiente diagrama conmutativo.

Idg,

TN

E‘3$X><Y$E3

p3 TX p3
Bs —_—> X ? Bs
\‘7\/
Ids,

Ahora bien, como a < ¢ entonces
j(a) < j(c) = jps(co) = mxi(co),
y como by < ¢y entonces myi(by) < myi(cg). De esto se sigue que

(4(a), myi(bo)) < (mxi(co), myi(co)) = i(co)-
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Luego r(j(a), myi(by)) < 1i(co) = cp. Del mismo modo se prueba que r(j(a), myi(bg)) < dp.
Por otro lado,

p3r(j(a), myi(bo)) = smx(j(a), myi(bo)) = sj(a) = a

y por lo tanto, 7(j(a), myi(bo)) € p3 *(a).

Pero entonces r(j(a), 7yi(bo)) € Uey NUgy Np3 ' (a) = @. Este absurdo muestra que p3
no es retracto de la proyeccién de un producto de espacios topoldgicos finitos Ty.

De manera similar se prueba que p3| no es retracto de la proyeccién de un producto
de espacios topoldgicos finitos Ty, lo que muestra que la hipdtesis de que B tenga maximo
en el lema 5.5.11 también es esencial.

Notemos que como Bs tiene méximo, entonces por 4.3.7, los tnicos fibrados con base
Bs y fibra T son (isomorfos a) proyecciones de productos. Luego, ps no es un retracto
de un fibrado sobre B3 con espacio total finito Ty. En particular, ps no puede obtenerse
eliminando sucesivamente beat points a un fibrado entre espacios topoldgicos finitos T
como queriamos mostrar.
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