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Son cosas chiquitas.
No acaban con la pobreza

no nos sacan del subdesarrollo,
no socializan los medios de producción

y de cambio, no expropian las cuevas de Alí Babá.
Pero quizá desencadenen la alegría de hacer,

y la traduzcan en actos.
Y al fin y al cabo, actuar sobre la realidad

y cambiarla aunque sea un poquito,
es la única manera de probar

que la realidad es transformable.
Eduardo Galeano
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Esta tesis se presenta como parte de los requisitos para obtener el grado académico
de Doctor en Matemática, de la Universidad Nacional de Mar del Plata y no ha sido
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misma contiene resultados obtenidos en investigaciones llevadas a cabo en el ámbito del
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Resumen

En esta tesis, consideraremos álgebras de dimensión finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado.

Uno de los objetivos de este trabajo es estudiar el comportamiento de los módulos
τ -inclinantes bajo ciertas extensiones de álgebras, tales como las extensiones por un
punto y las extensiones escindidas por un ideal nilpotente. Otro objetivo es dar una
cota para la dimensión global del álgebra de endomorfismos de un módulo τ -inclinante.

Para las álgebras extendidas por un módulo proyectivo, obtenemos que existe una
inmersión plena entre los correspondientes posets de módulos τ -inclinantes. Para el caso
de extensiones escindidas de álgebras por un ideal nilpotente, probamos, bajo ciertas
condiciones, que es posible extender y restringir módulos τ -inclinantes soportados. Más
aún, en algunos casos se puede garantizar que una flecha en el diagrama de Hasse del
álgebra inicial induce una flecha en el diagrama de Hasse del álgebra extendida.

Para resolver el problema de la dimensión global, estudiamos el comportamiento
del anulador de un módulo τ -inclinante. Mostramos una familia de ejemplos donde
la dimensión global del álgebra de endomorfismos es infinita. Damos una condición
necesaria para garantizar la finitud de la dimensión global. Probamos que para las
álgebras monomiales y las álgebras biseriales especiales de dimensión global dos, la
dimensión global del álgebra de endomorfismos de cualquier módulo τ -inclinante es
finita.





Abstract

In this thesis, we consider finite dimensional algebras over an algebraically closed
field.

The first aim of this work is to study the behavior of support τ -tilting modules
over extension algebras, such as the one-point extension by a projective module and
the split-by-nilpotent extension algebras. The second aim is to give a bound for the
global dimension of the endomorphism algebra of a τ -tilting module.

For a one-point extension algebras by a projective module we obtain that there
exists a full embedding of quivers between the poset of the algebra and the poset of
its one point extension. For split by nilpotent extensions, we prove that, under some
conditions, it is possible to extend and restrict support τ -tilting modules. Moreover,
in some cases we can assure that an arrow in the Hasse quiver of the initial algebra
induces an arrow in the Hasse quiver of the extend algebra.

To solve the problem of the global dimension, we study the annihilator of a τ -tilting
module. We give a family of examples where the global dimension of the endomorphism
algebra of a τ -tilting module is infinite. We give a necessary condition to ensure that
the global dimension is finite. For monomial algebras and for special biserial algebras of
global dimension two, we show that the global dimension of the endomorphism algebra
of any τ -tilting module is finite.
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Introducción

Este trabajo se encuadra dentro de la teoría de representaciones de álgebras de
dimensión finita, que consiste en el estudio de la categoría de módulos sobre álgebras
de dimensión finita.

Sin pérdida de generalidad, debido a un muy conocido teorema de Morita, es posible
suponer que todas las álgebras son básicas. Por tal motivo, en todo lo que sigue se
consideran álgebras A básicas de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Bajo esta hipótesis, por el teorema de P. Gabriel, es posible describir a A
como el cociente de un álgebra de caminos de un carcaj finito Q por un cierto ideal.

La teoría de inclinación ha tenido un papel central dentro de las representaciones de
álgebras de dimensión finita. Recordemos que un módulo M con pdA ≤ 1 es inclinante
si Ext1

A(M,M) = 0 y el número de sumandos directos indescomponibles de M no
isomorfos dos a dos (que notaremos por |M|) es igual al número de A-módulos simples.
Es conocido que, cuando M es un módulo inclinante, existe un par de torsión asociado a
M , y la relación entre los módulos inclinantes y los pares de torsión es una herramienta
fundamental, ver [S]. Por ejemplo, a partir de las clases de torsión, es posible definir
un orden parcial en el conjunto de módulos inclinantes. Por otro lado, otro hecho
importante es que si U es un módulo inclinante casi completo, es decir, se tiene que
pdAU ≤ 1, Ext1

A(U,U) = 0 y |U | = |A| − 1, entonces U puede ser completado a lo
sumo de dos maneras distintas en orden de obtener un módulo inclinante. Más aún,
hay exactamente dos formas de completarlo si y sólo si U es fiel. Incluso para un
álgebra hereditaria, no todos los módulos inclinantes casi completos son fieles. Cuando
se tienen dos complementos, es posible definir una relación entre estos que se conoce
como mutación. La mutación de módulos inclinantes tiene sus orígenes en los funtores
de reflexión, introducidos por I. Berstein, I. Gelfand y V. Ponomarev en [BGP], que más
tarde fueron generalizados por M. Auslander, I. Reiten y M.I. Platzeck con la noción de
módulo inclinante APR en [APR]. El proceso de mutación fue introducido de manera
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general por C. Riedtmann y A. Schofield en [RS], en un estudio combinatorio de los
módulos inclinantes. Por otra parte, D. Happel y L. Unger mostraron en [HU1] que la
mutación de módulos inclinantes está íntimamente relacionada con el orden parcial de
los módulos inclinantes.

Una limitación del proceso de mutación de módulos inclinantes es que no siempre es
posible. En [IT], C. Ingalls y H. Thomas introducen los módulos inclinantes soportados.
Un módulo M es inclinante soportado si existe un idempotente e ∈ A tal que M es un
A/⟨e⟩-módulo inclinante. Los autores mencionados prueban que estos módulos tienen
buenas propiedades combinatorias relacionadas con la mutación en el caso de álgebras
hereditarias. Más precisamente, ellos prueban que si M es un A-módulo inclinante
casi completo básico entonces existen exactamente dos módulos inclinantes soportados
básicos que tienen a M como sumando directo. Notemos que este resultado no es cierto
para cualquier álgebra de dimensión finita.

Con la motivación de obtener un resultado análogo al de C. Ingalls y H. Thomas
para álgebras arbitrarias, T. Adachi, O. Iyama e I. Reiten introducen en [AIR] los
módulos τ -inclinantes. Diremos que un módulo M es τ -inclinante si HomA(M, τM) = 0
y |M | = |A|, donde τM es el trasladado de Auslander-Reiten de M . Más generalmente,
un módulo M es τ -inclinante soportado si existe un idempotente e ∈ A tal que M es un
A/⟨e⟩-módulo τ -inclinante. De la fórmula de Auslander-Reiten, se sigue que la clase de
módulos τ -inclinantes soportados contiene a la clase de módulos inclinantes soportados;
y más aún estas dos clases coinciden si A es un álgebra hereditaria.

Uno de los resultados principales de [AIR], es que los módulos τ -inclinantes soporta-
dos tienen siempre definida una mutación. Es decir, si M es un A-módulo τ - inclinante
casi completo, entonces existen exactamente dos módulos τ -inclinantes soportados que
tienen a M como sumando directo.

Es frecuente dentro de la teoría de representaciones de álgebras considerar el si-
guiente problema: dadas A y R dos álgebras tales que la categoría modA de A-módulos
finitamente generados a derecha está inmersa en la categoría modR de R-módulos fini-
tamente generados a derecha, quiere saberse qué propiedades de modR hereda modA.
En esta tesis estudiamos ese problema en dos contextos.

En primer lugar, nos proponemos estudiar el comportamiento de los módulos τ - in-
clinantes en las álgebras extendidas por un punto por un módulo proyectivo. Es cono-
cido que si A es la extensión de B por un B-módulo proyectivo, entonces la categoría
modA tiene una descomposición por modB y mod k como sigue
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mod k i∗ // modA HomA(eBA,−) //

−⊗Ak

yy

HomA(k,−)

dd modB

−⊗BeBA

yy

HomB(AeB ,−)

dd

donde eB es la identidad en B e i∗ es la inclusión. Tal descomposición recibe el nombre
de recollement (ver la Definición 2.1.1). Denotando por R el funtor HomA(eBA,−) y
por E el funtor HomA(AeB,−), demostramos el siguiente teorema:

Teorema A. Sea B una k-álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Sea A = B[P0] la extensión por un punto de B por un B-módulo proyectivo
P0 y sea S = i∗k. Entonces,

(a) si M es un B-módulo τ -inclinante soportado básico, entonces EM ⊕ S es un
A-módulo τ -inclinante soportado.

(b) Si T es un A-módulo τ -inclinante soportado básico, entonces RT es un B- módulo
τ -inclinante soportado.

Como una consecuencia directa del Teorema A, obtenemos que los funtores R y E
inducen morfismos r de sτ − tiltA a sτ − tiltB y e de sτ − tiltB a sτ − tiltA tales que
re = idsτ−tiltB, donde sτ − tiltB (sτ − tiltA, respectivamente) es el conjunto de clases
de isomorfismos de B-módulos (A-módulos, respectivamente) τ -inclinantes soportados.

Por otra parte, en [AHT], I. Assem, D. Happel y S. Trepode probaron que existe una
inmersión plena de carcajes entre los correspondientes carcajes de módulos inclinantes.
Probamos que el mismo resultado vale en el contexto de módulos τ -inclinantes sopor-
tados. Denotamos por Q(sτ − tiltB) el carcaj de módulos τ -inclinantes soportados, ver
la Definición 1.5.15. Más precisamente, probamos el Teorema B.

Teorema B. Sean B una k-álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado k y A = B[P0] la extensión por un punto de B por el B-módulo
proyectivo P0. El morfismo e : sτ − tiltB → sτ − tiltA induce una inmersión plena
e : Q(sτ − tiltB) → Q(sτ − tiltA).

Una pregunta natural es si los resultados arriba mencionados pueden generalizarse
al caso de un álgebra extendida A = B[X] de B por un B-módulo arbitrario X.
Mostramos que no es posible y, más aún, probamos el siguiente resultado:
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Teorema C. Sean B un álgebra, X un B-módulo y A = B[X] la extensión por un
punto de B por el B-módulo X.

a) Si ET ⊕S es un A-módulo τ -inclinante soportado para todo B-módulo inclinante
soportado T , entonces X es un B-módulo proyectivo.

b) Si RT es un B-módulo τ -inclinante soportado para todo A-módulo inclinante
soportado T , entonces X es un B-módulo proyectivo.

En un contexto más general, estudiamos los módulos τ -inclinantes sobre extensiones
escindidas de álgebras por un ideal nilpotente, ver la Definición 3.1.1. Analizamos bajo
qué condiciones los funtores de cambio de anillo preservan módulos τ -inclinantes. Más
precisamente, probamos el siguiente resultado, que es una generalización de [AM] y
[AZ].

Teorema D. Sean R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M , T un
A-módulo y T ′ un R-módulo.

a) T ⊗A R es un R-módulo τ -rígido (τ -inclinante, respectivamente) si y
sólo si TA es un A-módulo τ -rígido (τ -inclinante, respectivamente) y
HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0.

b) Si T ′ es un R-módulo τ -inclinante y TorR1 (T ′, A) = 0, entonces T ′ ⊗R A es un
A-módulo τ -rígido (τ -inclinante, respectivamente).

Por otra parte, dimos una condición suficiente que permite asegurar cuando el
funtor − ⊗A R preserva el orden inducido en sτ − tiltA y más aún, cuándo una flecha
en Q(sτ − tiltA) induce una flecha en Q(sτ − tiltR).

Finalmente, estudiamos qué relación existe entre la dimensión global de un álgebra
A y la dimensión global de una extensión escindida de A por un ideal nilpotente. Más
precisamente, obtuvimos el siguiente resultado:

Teorema E. Sean R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M . Si
gldimR < ∞ entonces gldimA < ∞. Más aún,

gldimA ≤ gldimR ≤ gldimA+ pdRA.

En la segunda parte del trabajo, nos concentramos en la dimensión global del álgebra

de endomorfismos de un módulo τ -inclinante.
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Dada un álgebra A de dimensión global finita y un A-módulo inclinante T es sabido
que existe una estrecha relación entre la dimensión global de A y la dimensión global de
EndAT . Más precisamente, tenemos que |gldimA− gldim EndAT | ≤ 1. En particular,
gldim EndAT < ∞.

En un contexto más general, Y. Miyashita estudió en [M], una generalización de
los módulos inclinantes, que llamó módulos inclinantes de dimensión proyectiva finita,
ver la Definición 4.1.2. En ese mismo trabajo, el autor probó que si T es un módulo
inclinante de dimensión proyectiva finita, entonces gldim EndAT < ∞ y, más aún,
|gldimA− gldim EndAT | ≤ pdAT .

A partir de estos trabajos, nos propusimos estudiar la dimensión global del álgebra
de endomorfismos de un módulo τ -inclinante y compararlos con los resultados conocidos
para módulos inclinantes. El primer resultado en esta dirección relaciona la dimensión
global de A con la dimensión global del álgebra de endomorfismos. Más precisamente,
probamos el siguiente resultado:

Teorema F. Sean A un álgebra de dimensión global finita, T un A-módulo τ - inclinante
y B = EndAT . Entonces

gldimA ≤ gldimB + pdA (A/annT ) + 1.

Encontramos, para n ≥ 3, una familia {(An, Tn)} de álgebras An de dimensión global

n y An-módulos τ -inclinantes Tn tales que gldim EndAnTn = ∞. En otras palabras, la
finitud de la dimensión global no se preserva por el proceso de τ -inclinación.

Sabiendo que la dimensión global del álgebra de endomorfismos de un módulo τ - in-
clinante puede ser infinita, buscamos condiciones que nos permitan asegurar su finitud.
Dado que si T es un A- módulo τ -inclinante entonces T es un A/annT - módulo incli-
nante, con annT = {a ∈ A | Ta = 0}, estudiar cuando gldimB es finita es equivalente
a estudiar cuando gldimA/annT es finita. Para ello, fue una herramienta esencial
analizar los generadores del ideal annT .

El próximo resultado establece una condición suficiente que garantiza la finitud de
gldimB.

Teorema G. Sean A un álgebra de dimensión global finita, T un A-módulo τ - incli-
nante y B = EndA T , tal que A es una extensión escindida de A/annT . Se satisfacen
las siguientes condiciones:

a) gldimB ≤ gldimA+ 1.
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b) idAT − idAD(A/annT ) ≤ gldimB.

Para este caso encontramos que las álgebras monomiales cuádraticas satisfacen las
hipótesis del Teorema G, y en consecuencia, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1. Sean A = kQ/I un álgebra monomial cuadrática de dimensión global
finita, T un A-módulo τ -inclinante y B = EndAT . Se satisfacen las siguientes condi-
ciones:

a) gldimB ≤ gldimA+ 1.

b) idAT − idAD(A/annT ) ≤ gldimB.

Como la familia de álgebras An que encontramos es para n ≥ 3, resulta natural
analizar si partiendo de un álgebra A de dimensión global dos, la dimensión global del
álgebra de endomorfismos de un A-módulo τ -inclinante siempre es finita. Abordamos
este problema para dos familias distintas de álgebras: las álgebras monomiales y las
álgebras biseriales especiales, probando el siguiente teorema:

Teorema H. Sea A = kQ/I un álgebra monomial o biserial especial de dimensión
global 2, T un A-módulo τ -inclinante y B = EndA T . Entonces gldimB < ∞.

Si bien probamos este resultado para estas familias particulares de álgebras, creemos
que el enunciado del Teorema H vale en general para cualquier álgebra de dimensión
global dos.

Finalmente, dado que sabemos que si partimos de un álgebra monomial de dimen-
sión global dos entonces el álgebra de endomorfismos de cualquier módulo τ -inclinante
tiene dimensión global finita, nos preguntamos si es posible obtener una cota explícita
para estos casos. Mostramos que si suponemos que la dimensión global está acotada
por un cierto número natural m, entonces existen un álgebra y un módulo τ -inclinante
sobre dicha álgebra tales que el álgebra de endomorfismos tiene dimensión global más
grande que m.

A continuación, indicamos la organización del presente trabajo:
El primer capítulo está destinado a introducir algunas nociones básicas y resultados

que utilizaremos a lo largo de toda esta tesis.
En el segundo capítulo, recordamos la definición de álgebra extendida por un punto

y presentamos algunos resultados que serán fundamentales para el desarrollo de esta
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tesis. Nos concentramos, en particular, en álgebras extendidas por un módulo proyec-
tivo. Mostramos que los funtores R y E preservan módulos τ -inclinantes soportados,
probando el Teorema A. Además, estudiamos los morfismos inducidos por estos fun-
tores, probando que preservan el orden y, a partir de esto, demostramos que existe
una inmersión plena de carcajes dada por el Teorema B. Finalmente, mostramos que
estas construcciones son solo posibles cuando se extiende por un módulo proyectivo,
probando el Teorema C.

En el tercer capítulo, presentamos la noción de extensión escindida de un álgebra
por un ideal nilpotente, así como también de los funtores cambio de anillo correspon-
dientes, recordando sus propiedades fundamentales. Estudiamos condiciones necesarias
y suficientes para que los funtores cambio de anillo preserven módulos τ -inclinantes,
probando el Teorema D. Más aún, analizamos qué relaciones existen entre la dimensión
global de un álgebra y la dimensión global de una extensión escindida de esta por un
ideal nilpotente, probando el Teorema E.

En el cuarto capítulo, nos abocamos a estudiar la dimensión global del álgebra
de endomorfismos de un módulo τ -inclinante. Probamos el Teorema F, dando una
cota para la dimensión global de A en función de la dimensión global del álgebra de
endomorfismos de un módulo τ -inclinante, y exhibimos una familia de álgebras para
las cuales existen módulos τ -inclinantes tales que su álgebra de endomorfismos tiene
dimensión global infinita. Como una aplicación del Teorema E, probamos el Teorema
G mostrando que, bajo ciertas hipótesis, existe una cota para la dimensión global del
álgebra de endomorfismos de un módulo τ -inclinante. Analizamos los generadores del
anulador de un módulo τ -inclinante. Valiéndonos de ésto, probamos que las álgebras
monomiales cuadráticas se enmarcan en la hipótesis del Teorema G y, en consecuencia,
obtenemos el Corolario 1.

Por último, en el quinto capítulo nos concentramos en estudiar el álgebra de en-
domorfismos de un módulo τ -inclinante sobre un álgebra de dimensión global 2. Ana-
lizamos dos familias de álgebras: las álgebras monomiales y las álgebras biseriales es-
peciales. Recordamos algunos resultados sobre cómo calcular la dimensión global de
álgebras monomiales, así como también la definición álgebras biseriales especiales y
algunas propiedades que nos serán de utilidad. Probamos el Teorema H. Mostramos
que no es posible encontrar una cota explícita para la dimensión global del álgebra de
endomorfismos de un módulo τ -inclinante sobre un álgebra monomial.





Capítulo 1

Preliminares

Comenzaremos recordando algunas nociones y resultados básicos, que serán muy
utilizados en esta tesis. Un tratamiento más completo de estos temas puede encontrarse
en [ASS, ARS, R].

En todo este trabajo, consideraremos un cuerpo algebraicamente cerrado k y A una
k-álgebra de dimensión finita sobre k. Recordemos que un A-módulo P es proyectivo
si y sólo si es sumando directo de un módulo libre. Una k-álgebra A es básica si en la
descomposición A = ⊕

eiA de A como suma de A-módulos proyectivos indescomponi-
bles, se tiene que eiA ∼= ejA sólo si i = j. Diremos que el álgebra A es conexa si no se
puede escribir como suma directa de dos álgebras.

Dada A un álgebra, notaremos por modA a la categoría de los A-módulos a derecha
finitamente generados y por indA a la subcategoría plena de modA cuyos objetos for-
man un conjunto elegido de representantes de las clases de isomorfismos de A-módulos
indescomponibles. Debido a los teoremas de Morita, para estudiar la categoría modA
es posible suponer, sin pérdida de generalidad, que A es básica. En este trabajo, todas
las álgebras serán básicas, conexas y de dimensión finita sobre k.

Un álgebra B es una subcategoría plena de A si existe un idempotente e de A tal
que B = eAe. Más aún, B se dice convexa en A si cada vez que existe una sucesión
ei = ei0 , ei1 , · · · eit = ej de idempotentes ortogonales primitivos tales que eil+1Aeil ≠ 0
para 0 ≤ l < t, y ei0 , eit ∈ B entonces eil ∈ B para todo l ∈ {0, . . . , t}.

Dada una subcategoría C de modA, definimos las subcategorías plenas de modA

C⊥ = {X ∈ modA | HomA(C, X) = 0}

y
C⊥1 = {X ∈ modA | Ext1

A(C, X) = 0}.
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De manera similar se definen las subcategorías

⊥C = {X ∈ modA | HomA(X, C) = 0}

y
⊥1C = {X ∈ modA | Ext1

A(X, C) = 0}.

En particular, si X es un A-módulo, se definen dos subcategorías plenas de modA
relacionadas con X:

X⊥ = (addX)⊥

y
⊥X =⊥ (addX)

donde addX denota la subcategoría plena de modA cuyos objetos son las sumas di-
rectas de sumandos directos de X. Por FacX entenderemos la subcategoría plena de
modA cuyos objetos son cocientes de sumas directas de copias de X.

Dado un A-módulo X, notaremos por |X| el número de sumandos directos indes-
componibles de X no isomorfos dos a dos. Diremos que X es básico si los sumandos
directos indescomponibles de X no son isomorfos dos a dos.

1.1. Carcaj asociado a un álgebra y álgebras de ca-
minos

El teorema de Gabriel establece que estudiar k-álgebras de dimensión finita, bási-
cas y conexas, es equivalente a estudiar cocientes de álgebras de caminos asociados a
carcajes por ideales admisibles. En esta sección recordaremos estos resultados.

Definición 1.1.1. Un carcaj Q = (Q0, Q1) es un grafo orientado. Más precisamente,
un carcaj está dado por dos conjuntos Q0 y Q1, y un par de funciones s, e : Q1 → Q0.
Los elementos de Q0 son los vértices de Q y los de Q1 son las flechas entre vértices
de Q. Dada una flecha α : i → j, s(α) = i es el vértice inicial y e(α) = j es el vértice
final de α.

Un carcaj se dirá finito, si los conjuntos Q0 y Q1 son finitos. El grafo subyacente
Q de un carcaj Q, se obtiene a partir de Q sin tener en cuenta la orientación de las
flechas. El carcaj Q se dice conexo si Q es un grafo conexo.
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Un camino en un carcaj Q es una sucesión ordenada de flechas γ = α1...αn tal que
e(αi) = s(αi+1) para 1 ≤ i < n, y también el símbolo ei para i ∈ Q0. A los caminos
ei los llamamos caminos triviales y definimos s(ei) = e(ei) = i. Para un camino no
trivial γ = α1...αn, definimos s(γ) = s(α1) y e(γ) = e(αn).

Un camino γ de longitud l ≥ 1 con origen a y final b es una sucesión de l flechas
α1, ..., αl tales que s(α1) = a, e(αl) = b y s(αi+1) = e(αi), con 1 ≤ i ≤ l− 1. Si ei es un
camino trivial, entonces la longitud de ei la definimos igual a 0.

Definición 1.1.2. Diremos que un camino no trivial γ = α1...αn en un carcaj Q es un
ciclo orientado si s(γ) = e(γ).

Para una flecha α, denotamos por α−1 su inversa formal. Un paseo en Q de x a y
es una composición formal αϵ11 . . . αϵnn de x a y donde αi ∈ Q1, ϵr ∈ {−1, 1} para todo
1 ≤ r ≤ n y s(αϵ11 ) = x, e(αϵnn ) = y, e(αϵrr ) = s(αϵr+1

r+1 ) para todo r = 1, . . . , n − 1. Un
paseo ρ se dice cerrado si s(ρ) = e(ρ). Un paseo w se dice reducido si es un camino
trivial o si w = c1 . . . cn tal que ci+1 ̸= c−1

i para 1 ≤ i < n.
Un carcaj Q se dice de tipo árbol si no contiene paseos reducidos cerrados.
Sea Q un carcaj no necesariamente finito. Un subcarcaj Q′ de Q es pleno, si dados

dos vértices i, j ∈ Q′ se tiene que toda flecha α : i → j en Q es también una flecha de
Q′. Un subcarcaj Q′ de Q se dice convexo, si es pleno y satisface que si i, j ∈ Q′

0 y
existe un camino en Q de i a j que pasa por un vértice x entonces x ∈ Q′

0.
Sean Q un carcaj finito. Denotaremos por kQ el k-espacio vectorial cuya base es el

conjunto de todos los caminos del carcaj Q (incluso los triviales).
En kQ, daremos una estructura de k-álgebra definiendo la siguiente multiplicación:

dados dos caminos γ1 = α1...αn y γ2 = β1...βm, donde αi y βi son flechas se tiene que

γ1.γ2 =

 0 si e(γ1) ̸= s(γ2),
α1...αnβ1...βm si e(γ1) = s(γ2).

y en el caso de los caminos triviales definimos

γ1.γ2 =



0 si γ1 = ei, γ2 = ej con i ̸= j,

γ2 si γ1 = ei, γ2 = β1...βm, con s(γ2) = i,

0 si γ1 = ei, γ2 = β1...βm, con s(γ2) ̸= i,

γ1 si γ1 = α1...αn, γ2 = ei con e(γ1) = i.

0 si γ1 = α1...αn, γ2 = ei con e(γ1) ̸= i.
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Este producto se extiende por linealidad a todo kQ, obteniéndose una k−álgebra cuya
unidad es ∑

i∈Q0
ei. Es conocido que si Q es conexo entonces kQ es un álgebra conexa, y

que es de dimensión finita si y sólo si Q no tiene ciclos orientados.
Mencionaremos el siguiente resultado.

Proposición 1.1.3. El conjunto {ei | i ∈ Q0} de todos los caminos triviales, es un
sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de kQ.

Sea Q un carcaj finito y conexo. Un ideal bilátero I de kQ se dice admisible si
existe m ≥ 2 tal que rm ⊆ I ⊆ r2, donde r es el ideal de kQ generado por las flechas.

Dados dos vértices x e y en un carcaj Q, una relación σ en un carcaj Q, de x a
y, es un elemento de kQ de la forma σ =

m∑
i=1

λiwi donde, para cada i, λi es un escalar
no nulo y wi es un camino de x a y en Q de longitud mayor o igual a 2. Si m = 1,
la relación se dice relación cero o relación monomial. Una relación monomial ω se
dice cuadrática si ω es un camino de longitud 2.

Si Q es un carcaj finito, existe un conjunto finito de relaciones ρ = {σt}t∈T que
generan el ideal admisible I. El par (Q, I) se denomina carcaj con relaciones y
el álgebra cociente asociada kQ/I es conocida como el álgebra de caminos con
relaciones asociada al par (Q, I).

Dado un carcaj Q, hemos definido su álgebra asociada y los cocientes de esta por
ideales admisibles. Recíprocamente, dada una k-álgebra A básica, conexa y de dimen-
sión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, definiremos a continuación el
carcaj ordinario de A que denotaremos por QA.

Dado que, estamos considerando una k-álgebra de dimensión finita, existe un
sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos {e1, ..., en}. Más aún,
A = e1A ⊕ ... ⊕ enA es una descomposición de A como suma de A-módulos indes-
componibles, donde cada eiA es proyectivo y eiA no es isomorfo a ejA si i ̸= j, pues
A es básica.

El carcaj ordinario QA se define como sigue: los vértices de QA son tantos como los
idempotentes del sistema, o sea n. A cada vértice i se le asocia el idempotente ei, y el
número de flechas que comienzan en el vértice i y terminan en el vértice j es:

dimk[ ei (radA/rad2 A) ej ]

donde la estructura del A− A−bimódulo del cociente radA/ rad2 A es la natural.
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Es sabido que dada una k-álgebra A de dimensión finita, básica y conexa sobre un
cuerpo k algebraicamente cerrado, existe un morfismo de k-álgebras φ : kQA → A que
es sobreyectivo, y cuyo núcleo I es un ideal admisible.

P. Gabriel probó el siguiente resultado, que muestra la importancia de la noción de
álgebra de caminos.

Teorema 1.1.4. Toda álgebra A de dimensión finita, básica y conexa sobre un cuerpo
k algebraicamente cerrado, es isomorfa a un cociente de un álgebra de caminos sobre
un ideal admisible, es decir, A ∼= kQ/I.

En el caso anterior, esto es, cuando A = kQ/I con I un ideal admisible de kQ, se
dice que el par (Q, I) es una presentación de A.

Una relación ρ =
m∑
i=1

λiwi ∈ I se dice minimal si m ≥ 2 y, para todo subconjunto
propio no vacío J ⊂ {1, 2, . . . ,m}, se tiene que ∑

j∈J
λjwj /∈ I.

Recordemos que un álgebra A = kQ/I se dice monomial si el ideal I puede
generarse por relaciones monomiales.

1.2. Representaciones de carcajes con relaciones

Definición 1.2.1. Sea Q un carcaj finito. Una representación k-lineal, o más bre-
vemente, una representación M de Q, se define como sigue:

1. a cada vértice a ∈ Q0 se le asocia un k-espacio vectorial Ma.

2. Dados a y b en Q0, a cada flecha α : a → b en Q1 se le asocia un morfismo k-lineal
ϕα : Ma → Mb.

Una tal representación se denota por M = (Ma, ϕα)a∈Q0,α∈Q1 , o simplemente
M = (Ma, ϕα). Una representación M = (Ma, ϕα) se dice de dimensión finita si
cada espacio vectorial Ma es de dimensión finita.

Sean M = (Ma, ϕα) y M ′ = (M ′
a, ϕ

′
α) dos representaciones de Q. Un morfismo de

representaciones f : M → M ′ es una familia f = (fa)a∈Q0 de morfismos k-lineales
(fa : Ma → M ′

a)a∈Q0 que son compatibles con la estructura de los morfismos ϕα, esto
es, para cada flecha α : a → b, se tiene que ϕ′

αfa = fbϕα, es decir, el siguiente diagrama

Ma
ϕα //

fa
��

Mb

fb
��

M ′
a

ϕ′
α //M ′

b
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es conmutativo.
Dados dos morfismos de representaciones de Q, f : M → M ′ y g : M ′ → M ′′ , con

f = (fa)a∈Q0 y g = (ga)a∈Q0 , se define la composición gf = (gafa)a∈Q0 . No es difícil
ver que, así definido, gf es un morfismo de M en M ′′.

Así, se define una categoría Repk(Q) de representaciones k-lineales de Q. Denotare-
mos por repk(Q) a la subcategoría plena de Repk(Q) de representaciones de dimensión
finita de Q.

Definición 1.2.2. Sea Q un carcaj finito y sea M = (Ma, ϕα) una representación de
Q. Para cada camino no trivial w = α1α2 . . . αl de a a b en Q, con a, b ∈ Q0, se define
la evaluación de M en el camino w como el morfismo k-lineal de Ma en Mb definido
por ϕw = ϕαl

ϕαl−1 . . . ϕα2ϕα1 .

La definición de evaluación se puede extender a combinaciones k-lineales de caminos
con igual inicio y final, es decir, si ρ =

m∑
i=1

λiwi es una combinación lineal, donde, para

cada i, λi ∈ k y wi es un camino en Q, entonces ϕρ se define como
m∑
i=1

λiϕwi
.

Vamos a recordar ahora la definición de representación de un carcaj con relaciones.
Sean Q un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. Una representación M = (Ma, ϕα)
de Q se dice que satisface las relaciones en I, si se tiene que ϕρ = 0 para cada relación
ρ ∈ I. Denotaremos por repk(Q, I) a la subcategoría plena de repk(Q) de representa-
ciones de Q que satisfacen las relaciones de I.

Teorema 1.2.3. [ASS, Capítulo III, Corolario 1.7] Sea A = kQA/IA, donde QA es
un carcaj finito, conexo e IA es un ideal admisible de kQA. Existe una equivalencia de
categorías k-lineal

F : modA → repk(QA, IA).

Observación 1.2.4. Dada una representación M = (Mi, ϕα)i∈Q0,α∈Q1 de un carcaj con
relaciones (Q, I) se puede dotar a M de una acción de kQ/I−módulo. Para definir esta
estructura sobre M , se define la multiplicación de un camino ω, representante de una
clase en kQ/I, por un elemento m = (mi)i∈Q0 :

. si ω = ei, entonces eim = (δijmj),

. si ω = α1 . . . αr es un camino tal que s(α1) = i y e(αr) = j, entonces ωm = (nl)
donde nl = δjl(ϕαr . . . ϕα1)(δikmk).
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donde por δab denotamos a la delta de Kronecker, pensada como aplicación lineal de
manera que δaa = Id y δab = 0 si a ̸= b. Esta operación estb́ien definida y se extiende
linealmente.

Así, las representaciones de un carcaj con relaciones corresponden a módulos sobre
el cociente del álgebra de caminos asociada a dicho carcaj. Obtenemos así descripciones
concretas de los módulos en términos de espacios vectoriales junto con transformaciones
lineales. Esto resulta muy práctico al momento de describir los módulos simples y
proyectivos, así como también ciertos módulos especiales.

Dado M un A-módulo, su radical de Jacobson radM de M es la intersección
de todos los submódulos maximales de M . A cada módulo no nulo M ∈ modA se le
asignan dos A-módulos semisimples; por un lado tenemos el llamado top de M

topM = M/radM

y, por otro lado, tenemos el zócalo de M

socM =
∑
S∈SM

S

donde SM es el conjunto de todos los A-submódulos simples de M . El siguiente re-
sultado de [ASS] nos da una descripción concreta de las representaciones de dichos
módulos.

Lema 1.2.5. [ASS, Capítulo III, Lema 2.2] Sea M = (Ma, ϕα) una representación de
(Q, I).

1. socM = N , donde N = (Na, ψα) con Na = Ma si a es un pozo, mientras que
Na =

∩
α:a→b

Ker (ϕα : Ma → Mb) si a no es un pozo, y ψα = ϕ|Na para cada flecha

α comenzando en a.

2. radM = J , donde J = (Ja, γα), con Ja =
∑
α:b→a

Im (ϕα : Mb → Ma) y γα = ϕα|Ja

para toda flecha α comenzando en a.

3. topM = L, donde L = (La, φα) con La = Ma si a es una fuente, mientras que
La =

∑
α:b→a

Coker (ϕα : Mb → Ma) si a no es una fuente, y φα = 0 para toda

flecha α comenzando en a.
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Sea a ∈ Q0, denotaremos por S(a) la representación (S(a)b, φα) de Q definida como
sigue:

S(a)b =

 0 si b ̸= a

k si b = a

φα = 0 para toda α ∈ Q1.

Es sabido que, para cada a ∈ Q0, S(a), visto como A-módulo, es isomorfo al top del
A-módulo proyectivo indescomponible eaA, y en consecuencia un A-módulo simple.
Más aún, el conjunto {S(a) | a ∈ Q0} es un conjunto completo de representantes
de clases de isomorfismos de A-módulos simples. A continuación, recordaremos como
construir la representación de los módulos proyectivos.

Lema 1.2.6. [ASS, Capítulo III, Lema 2.1] Sea (QA, IA) un carcaj con relaciones,
A = kQA/IA, y P (a) = eaA, con a ∈ Q0. Si P (a) = (P (a)b, φα), entonces P (a)b es el
k-espacio vectorial con base el conjunto de todos los caminos ω = ω + IA, con ω un
camino de a a b y, para cada flecha β : b → c, el morfismo k-lineal φβ : P (a)b → P (a)c
está dado por la multiplicación a derecha por β = β + IA.

De manera dual, se puede definir la representación del módulo inyectivo I(a) co-
rrespondiente al vértice a.

Finalmente, dado un morfismo de representaciones f : (Mi, φα) → (M ′
i , ϕα) el

núcleo de f está dado por Ker f = (Li, ψα) donde Li = Ker fi y ψα es la restricción
φα a Ls(α).

1.3. Dimensiones homológicas

Recordemos que una sucesión

· · · → Mi+1
fi+1→ Mi

fi→ Mi−1 → . . .

es un complejo si fifi+1 = 0.
Una resolución proyectiva de un A-módulo M es un complejo

P• : . . . Pm
hm→ Pm−1 → . . . P1

h1→ P0 → 0 (1.1)

de A-módulos proyectivos junto con un epimorfismo h0 : P0 → M tales que la sucesión

. . . Pm
hm→ Pm−1 → . . . P1

h1→ P0
h0→ M → 0
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es exacta.
Recordemos que, dados M,N ∈ modA, un epimorfismo f : M → N se dice esen-

cial si para cada morfismo g : X → M tal que fg es un epimorfismo se tiene que g es
un epimorfismo.

Definición 1.3.1. Un epimorfismo f : P → M en modA es una cubierta proyectiva
de M ∈ modA si P es proyectivo y f es esencial.

Se puede probar que si h : P → M es una cubierta proyectiva de M en modA
y f : P ′ → M es un epimorfismo con P un A-módulo proyectivo, entonces existe un
diagrama conmutativo

0

P h //M //

OO

0

P ′

f

OO

g

ccHHHHHHHHH

con g un epimorfismo. En particular, P es un sumando directo de P ′. Como una
consecuencia de este hecho, se tiene que las cubiertas proyectivas son únicas salvo
isomorfismos. Notaremos por P (M) a la cubierta proyectiva de M .

El próximo resultado relaciona la cubierta proyectiva de M con el morfismo inducido
por el topM .

Proposición 1.3.2. [ASS, Capítulo 1, Lema 5.6] Un epimorfismo f : P → M

con P proyectivo es una cubierta proyectiva de M si y sólo si el morfismo inducido
topP → topM es un isomorfismo.

La sizigia de un módulo M , denotada por ΩM , es el núcleo de la cubierta pro-
yectiva P (M) → M . De manera recursiva, se define Ωn+1 M = Ω (ΩnM). El siguiente
lema, conocido como lema de decaimiento, da una relación funtorial entre Ω y Tor.

Lema 1.3.3. [A, Capítulo IX, Lema 4.3] Sean M y N dos A-módulos y sea n ≥ 2.
Existen isomorfismos naturales:

TorAn+1(M,N) ∼= TorAn (Ω(M), N) ∼= . . . ∼= TorA1 (Ωn(M), N)

Definición 1.3.4. Sea M ∈ modA.

a) Una sucesión exacta
P1

f→ P0
g→ M → 0
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en modA es una presentación proyectiva minimal de M si los morfismos
g : P0 → M y f : P1 → Ker g son cubiertas proyectivas.

a) Una sucesión exacta

P• : . . . Pm
hm→ Pm−1 → . . . P1

h1→ P0
h0→ M → 0

en modA es una resolución proyectiva minimal de M si para todo j ≥ 1 los
morfismos hj : Pj → Imhj y P0

h0→ M son cubiertas proyectivas.

Sea M un A-módulo. Se llama dimensión proyectiva de M , que notaremos por
pdAM , al menor número natural n tal que existe una resolución proyectiva de M de la
forma:

0 → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 → M → 0 (1.2)

Si tal resolución no existe, diremos que M tiene dimensión proyectiva infinita, y
notaremos pdAM = ∞. Se puede ver que la dimensión proyectiva de un módulo M

viene dada por una resolución proyectiva minimal de M .
Dualmente, se define la dimensión inyectiva de M , idAM .
El siguiente resultado, lista propiedades conocidas referidas a la dimensión proyec-

tiva. Estos resultados pueden encontrarse en [ASS].

Proposición 1.3.5. [ASS, Apéndice 4, Proposición 4.7] Sea 0 → L → M → N → 0
una sucesión exacta corta en modA.

a) pdAN ≤ máx (pdAM, 1 + pdA L). Vale la igualdad si pdAM ̸= pdA L.

b) pdA L ≤ máx (pdAM,−1 + pdAN). Vale la igualdad si pdAM ̸= pdAN .

c) pdAM ≤ máx (pdA L, pdAN). Vale la igualdad si pdAN ̸= 1 + pdA L.

Como una consecuencia de la proposición anterior, se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.3.6. Sea 0 → L → M → N → 0 una sucesión exacta corta en modA.

1. Si pdA L ≤ m y pdAM ≤ m, entonces pdAN ≤ m.

2. Si pdAM ≤ m y pdAN ≤ m, entonces pdA L ≤ m.
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Para un álgebra A, se define la dimensión global de A como el supremo de las
dimensiones proyectivas de todos los A-módulos, es decir:

gldimA = sup {dpAM | M es un A− módulo}.

M. Auslander probó que esta definición es equivalente a

gldimA = máx {dpAS | S es un A− módulo simple}

ver por ejemplo [ARS].

1.4. Teoría de Auslander-Reiten

Una propiedad de las k-álgebras es la existencia de una dualidad, esto es, de un
funtor contravariante, pleno, fiel y denso D : modA → modAop, donde Aop designa el
álgebra opuesta de A.

Si A es un álgebra sobre un cuerpo k entonces la dualidad D : modA → modAop

está definida por D = Homk(−, k).
Recordemos la noción de traspuesta de un A-módulo M .
Sea A un álgebra sobre un cuerpo k. Consideremos el funtor

HomA(−, A) : modA → modAop. Dado un módulo a derecha M ∈ modA entonces
M∗ = HomA(M,A) es un módulo a izquierda con la operación

(λf)(m) = f(mλ)

para todo λ ∈ A, f en HomA(M,A) y m ∈ M.

Observemos además que si P es un A-módulo proyectivo a derecha, entonces
P ∗ = HomA(P,A) es un módulo proyectivo a izquierda.

Consideremos M ∈ modA y P1 → P0 → M → 0 una presentación proyectiva
minimal de M . Aplicando HomA(−, A) a esta sucesión obtenemos la sucesión exacta

P ∗
0
f∗
→ P ∗

1 → Cokerf ∗ → 0.

Definimos la traspuesta de M como TrM = Cokerf ∗. Como las presentaciones pro-
yectivas minimales son únicas a menos de isomorfismos, entonces TrM es un módulo
a izquierda unívocamente definido a menos de isomorfismos.

Valen las siguientes propiedades de la traspuesta:
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(a) Tr(
n⊕
i=1

Mi) ≃
n⊕
i=1

Tr(Mi) donde Mi ∈ modA, para i = 1, ..., n.

(b) Tr(M) = 0 si y sólo si M es un módulo proyectivo.

(c) Si M y N están en modA y no tienen sumandos proyectivos no nulos, entonces
Tr(M) ≃ Tr(N) si y sólo si M ≃ N.

Proposición 1.4.1. [ARS, Capítulo IV, Proposición 4.2] Sean X un A-módulo
y P1 → P0 → X → 0 una presentación proyectiva minimal para X. Para cada
Z ∈ modA, existe una sucesión exacta

0 → HomA(X,Z) → HomA(P0, Z) → HomA(P1, Z) → Tr (X) ⊗A Z → 0

Sea modA la categoría cuyos objetos son los A-módulos y el conjunto de morfismos
entre dos A-módulos M y N es:

HomA(M,N) = HomA(M,N)/P (M,N)

donde P (M,N) es el subgrupo de HomA(M,N) de los morfismos f : M → N que se
factorizan a través de un módulo proyectivo, es decir, los morfismos f : M → N tales
que existen morfismos g : M → P y h : P → N, con P un módulo proyectivo, tales
que hg = f. Entonces Tr: modA → modAop es un funtor. Más aún, Tr es una dualidad
cuya inversa que denotaremos también por Tr, es Tr : modAop → modA

En forma similar tenemos la categoría modA cuyos objetos son los A-módulos y el
conjunto de morfismos entre dos A-módulos M y N es

HomA(M,N) = HomA(M,N)/I(M,N)

donde I(M,N) es el subgrupo de HomA(M,N) de los morfismos f : M → N que se
factorizan a través de un módulo inyectivo.

La dualidad D : modA → mod, Aop induce una dualidad D : modA → modAop y
la composición DTr : modA → modA es una equivalencia de categorías cuya inversa
es TrD : modA → modA.

Esta equivalencia se llama traslación de Auslander-Reiten y para un módulo
M ∈ indA que no es proyectivo, el módulo DTr(M) se denomina el trasladado
de Auslander-Reiten de M . Notaremos al trasladado de Auslander-Reiten de M

por τAM = DTrM y a su inversa por τ−1M = TrDM .
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Lema 1.4.2. Sean A un álgebra, J un ideal de A y M un A-módulo tal que MJ = 0.
Entonces τA/JM es un submódulo de τAM .

El siguiente teorema establece una relación muy útil para el trasladado de
Auslander-Reiten. Dicha relación es conocida como fórmula de Auslander-Reiten.

Teorema 1.4.3. [ASS, Capítulo IV, Teorema 2.13] Sean M y N A-módulos. Existen
isomorfismos naturales

Ext1
A(M,N) ∼= DHomA(τ−1N,M) ∼= DHomA(N, τM). (1.3)

Más aún, si pdAM ≤ 1 entonces Ext1
A(M,N) ∼= DHomA(N, τM), y si idAN ≤ 1

entonces Ext1
A(M,N) ∼= DHomA(τ−1N,M).

Recordaremos a continuación la definición del funtor de Nakayama.

Definición 1.4.4. El funtor ν = DHomA(−, A) es llamado el funtor de Nakayama
para modA.

Es sabido que el funtor de Nakayama define una equivalencia entre las subcatego-
rías plenas de modA formadas por los módulos proyectivos y los módulos inyectivos,
respectivamente.

Proposición 1.4.5. [ASS, Capítulo IV, Proposición 2.4] Sean M ∈ modA y
P1

p1→ P0
p0→ M → 0 una presentación proyectiva minimal de M . Entonces existe una

sucesión exacta
0 → τAM → νP1

νp1→ νP0
νp0→ νM → 0

Recordaremos la definición de morfismo irreducible.

Definición 1.4.6. Un morfismo f : X → Y en modA se dice irreducible si

1. f no es una sección ni una retracción.

2. Si f = f1f2 entonces o bien f1 es una retracción o f2 es una sección.

Lema 1.4.7. [ASS, Capítulo IV, Corolario 3.9]

a) Sea S un A-módulo simple proyectivo no inyectivo. Si f : S → M es irreducible,
entonces M es proyectivo.
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b) Sea S un A-módulo simple inyectivo no proyectivo. Si g : M → S es irreducible,
entonces M es inyectivo.

Una sucesión exacta 0 → L
f→ M

g→ N → 0 es una sucesión de Auslander-
Reiten o sucesión que casi se parte si L y N son módulos indescomponibles y f

y g son morfismos irreducibles.
Finalmente, recordemos el siguiente resultado de [ASS], que establece la existencia

de sucesiones de Auslander-Reiten.

Teorema 1.4.8. [ASS, Capítulo IV, Teorema 3.1]

a) Para cada A-módulo indescomponible no proyectivo M , existe una sucesión de
Auslander-Reiten 0 → τAM → E → M → 0.

b) Para cada A-módulo indescomponible no inyectivo N , existe una sucesión de
Auslander-Reiten 0 → N → F → τ−1

A N → 0.

El lector interesado puede consultar el Capítulo IV de [ASS] ó el Capítulo IV de
[ARS] para tener una mayor información sobre estos temas.

1.5. Teoría de τ-inclinación

La teoría de τ -inclinación fue introducida por T. Adachi, O. Iyama e I. Reiten, en
[AIR], como una generalización de la teoría de inclinación. Comenzaremos recordan-
do la definición de módulos inclinantes y luego daremos su generalización. Para un
tratamiento más detallado sobre estos temas, remitimos al lector a [AIR], [IR], [ASS],
[ACPV].

1.5.1. Teoría de Inclinación

La teoría inclinante juega un papel central dentro de la teoría de representaciones
de álgebras. Esencialmente, la teoría de inclinación consiste en comparar la categoría
de módulos sobre un álgebra dada A y sobre el álgebra de endomorfismos de un módulo
T , donde T se construye de un modo apropiado a efecto de que ambas categorías estén
estrechamente relacionadas.

Definición 1.5.1. Un A-módulo T se dice inclinante si satisface las siguientes con-
diciones:
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i) pdAT ≤ 1.

ii) Ext1
A(T, T ) = 0.

iii) Existe una sucesión exacta corta 0 → A → T ′ → T ′′ → 0 con T ′, T ′′ ∈ addT .

Se puede ver que la condición iii) de la Definición 1.5.1 es equivalente a |T | = |A|,
ver por ejemplo [ACPV, Capítulo 2, Corolario 3.8]. Recordemos que un par (T ,F) de
subcategorías aditivas plenas de modA es un par de torsión si:

1. HomA(M,N) = 0 para todo M ∈ T y N ∈ F .

2. Si HomA(M,F ) = 0 para todo F ∈ F , entonces M ∈ T .

3. Si HomA(T,N) = 0 para todo T ∈ T , entonces N ∈ F .

La categoría T se conoce como clase de torsión y F como clase sin torsión.
Es conocido que dado un módulo inclinante T en modA, éste induce un par de tor-

sión en modA dado por (FacT, T⊥). Se sabe además que, si M ∈ FacT y pdAM < ∞,
entonces M admite una T -resolución finita, es decir, existe una sucesión exacta de la
forma

0 → Tn → Tn−1 → · · · → T1 → T0 → M → 0

donde Ti ∈ addT para todo i y n ≤ pdAM , ver [ACPV].
El teorema de inclinación, debido a Brenner y Butler, compara las categorías de

módulos sobre A y sobre B = EndA T , donde T es un A-módulo inclinante. Más
precisamente, establece que T es un B-módulo inclinante, y que hay una equivalencia
entre los pares de torsión respectivos. Para más detalles sobre este teorema, el lector
puede consultar [ASS] o [ACPV].

Una de las consecuencias importantes del Teorema de Inclinanción es la relación
entre las dimensiónes globales del álgebra de partida y del álgebra de endomorfismos
de un módulo inclinante como detallamos en el próximo teorema.

Teorema 1.5.2. [ASS, Capítulo VI, Teorema 4.2] Sean A un álgebra, T un módulo
inclinante y B = EndA T . Entonces

|gldimA− gldimB| ≤ 1.

Se dice que un A-módulo U es inclinante casi completo si se satisfacen i), ii) de
la Definición 1.5.1 y si además |U | = |A|−1. Un A-módulo inclinante casi completo U es
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sumando directo de a lo sumo dos módulos inclinantes. Más aún, es sumando directo
de exactamente dos módulos inclinantes si y sólo si U es fiel, es decir, el anulador
annU = {a ∈ A | Ua = 0} es cero. Cuando U es sumando directo de exactamente dos
módulos inclinantes T1 y T2, se dice que T1 es una mutación de T2 y viceversa. Así, la
mutación de módulos inclinantes no está siempre definida.

1.5.2. Módulos τ-inclinantes soportados

Los módulos τ -inclinantes soportados surgen como una generalización de los mó-
dulos inclinantes desde el punto de vista de las mutaciones, [AIR]. Recordaremos aquí
la definición, así como las propiedades de esta nueva clase de módulos.

Definición 1.5.3. Sea M un A-módulo, se dice que:

(a) M es τ-rígido si HomA(M, τM) = 0.

(b) M es τ-inclinante (τ -inclinante casi completo , respectivamente) si M es τ -rígido
y |M | = |A| (|M | = |A| − 1, respectivamente).

(c) M es τ-inclinante soportado si existe un idempotente e de A tal que M es un
A/⟨e⟩-módulo τ -inclinante.

Recordemos que un A-módulo M se dice sincero si HomA(P,M) ̸= 0, para todo
A-módulo proyectivo P . El siguiente resultado de [AIR], muestra la estrecha relación
entre los módulos inclinantes y los módulos τ -inclinantes.

Proposición 1.5.4. [AIR, Proposición 2.2]

a) Los módulos τ -inclinantes son exactamente los módulos τ -inclinantes soportados
sinceros.

b) Los módulos inclinantes son exactamente los módulos τ -inclinantes fieles.

c) Cada A-módulo τ -inclinante T es un A/annT -módulo inclinante.

Dada C una subcategoría plena de modA, X ∈ C es Ext-proyectivo en C si
Ext1

A(X,C) = 0, para todo C ∈ C.
A continuación transcribiremos un resultado de Auslander y Smalø, en [AS], que

caracteriza los módulos τ -rígidos en términos de clases de torsión.
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Proposición 1.5.5. [AS, Proposición 5.8] Sean X,Y ∈ modA.

a) HomA(X, τY ) = 0 si y sólo si ExtA(Y,FacX) = 0.

b) X es un A-módulo τ -rígido si y sólo si X es Ext-proyectivo en FacX.

Recordemos que una subcategoría X de una categoría aditiva C se di-
ce contravariantemente finita en C, si para cada objeto M en C, existen
X ∈ X y un morfismo f : X → M tales que, para cada X ′ ∈ X la sucesión
HomC(X ′, X) f→ HomC(X ′,M) → 0 es exacta, es decir, M tiene una X -aproximación
a derecha. Dualmente, se definen las subcategorías covariantemente finitas en C.
Más aún, una subcategoría de C se dice funtorialmente finita en C si es covariante
y contravariantemente finita en C.

Si X es una subcategoría funtorialmente finita en modA, entonces existen un núme-
ro finito de clases de isomorfismo de módulos indescomponibles que son Ext-proyectivos
en X a menos de isomorfismo. Denotaremos por P (X ) a la suma directa de un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfimos de los módulos Ext-proyectivos
de X salvo isomorfismo.

Los siguientes resultados pueden verse en [AIR]. El primero de ellos establece una
relación entre las clases de torsión y los módulos τ -inclinantes soportados. Denotare-
mos por sτ − tiltA el conjunto de clases de isomorfismos de A-módulos τ -inclinantes
soportados y por f − torsA el conjunto de clases de torsión funtorialmente finitas en
modA.

Teorema 1.5.6. Existe una biyección entre f − torsA y sτ − tiltA dada por
T → P (T ) con inversa M → FacM .

Observación 1.5.7. Notemos que la inclusión en f − torsA nos proporciona un orden
parcial en sτ − tiltA. Más precisamente, “U ≤ T si y sólo si FacU ⊂ FacT”. Entonces,
sτ − tiltA es un conjunto parcialmente ordenado.

Para los módulos τ -inclinantes, se tiene un resultado que es análogo al lema de
Bongartz para módulos inclinantes. Más precisamente,

Teorema 1.5.8. Sea U un A-módulo τ -rígido. Entonces, T = ⊥(τU) es una clase de
torsión funtorialmente finita sincera y T = P (T ) es un A-módulo τ -inclinante tal que
U ∈ addT y ⊥(τU) = FacT .
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El módulo P (⊥(τU)) es llamado complemento de Bongartz de U .

A continuación presentaremos una caracterización para decidir cuando un módulo
τ -rígido es τ -inclinante. Este resultado puede encontrarse en [AIR].

Teorema 1.5.9. [AIR, Teorema 2.12] Sea T un A-módulo τ -rígido. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) T es un A-módulo τ -inclinante.

(b) T es τ -rígido maximal, es decir, si T ⊕ X es τ -rígido para algún A-módulo X,
entonces X ∈ addT .

(c) ⊥(τT ) = FacT .

Proposición 1.5.10. [AIR, Proposición 2.4] Sea X ∈ modA y P1
d1→ P0

d0→ X → 0
una presentación proyectiva minimal para X. Entonces HomA(Y, τAX) = 0 si y sólo si
el morfismo HomA(P0, Y ) (d1,Y )−→ HomA(P1, Y ) es sobreyectivo.

En algunas situaciones, es conveniente ver a los módulos τ -inclinantes soportados
y a los módulos τ -rígidos, como ciertos pares de A-módulos. Más precisamente,

Definición 1.5.11. Sea (M,P ) un par con M ∈ modA y P un A-módulo proyectivo.

(a) Si M es τ -rígido y HomA(P,M) = 0 entonces (M,P ) es un par τ-rígido para
modA.

(b) Si (M,P ) es τ -rígido y |M | + |P | = |A| (|M | + |P | = |A| − 1, respectivamente)
entonces (M,P ) es un par τ-inclinante soportado (τ -inclinante soportado casi
completo , respectivamente) para modA.

Sigue de [AIR, Proposición 2.3], que la noción de módulo τ -inclinante soportado
y la noción de par τ -inclinante soportado son esencialmente las mismas. Con esta
nueva definición, podemos enunciar el Teorema 1.5.9 para el caso de pares τ -rígidos
soportados.

Proposición 1.5.12. [AIR, Corolario 2.13] Sea (T, P ) un par τ -rígido para modA.
Son equivalentes:

(a) (T, P ) es un par τ -inclinante para modA.
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(b) Si (T ⊕X,P ) es un par τ -rígido para algún A-módulo X, entonces X ∈ addT .

(c) ⊥(τT ) ∩ P⊥ = FacT .

Dado X ∈ indA, diremos que (X, 0) ((0, X), respectivamente) es un complemento
de un par τ -inclinante soportado casi completo (U,Q) si (U⊕X,Q) ((U,Q⊕X), respec-
tivamente) es un par τ -inclinante soportado. El par τ -inclinante soportado (U ⊕X,Q)
((U,Q⊕X)) es una completación para (U,Q).

Teorema 1.5.13. [AIR, Teorema 2.18] Cada par τ -inclinante soportado casi completo
tiene exactamente dos complementos.

Dos completaciones (T, P ) y (T ′, P ′) de un par τ -inclinante soportado
(U,Q) se llaman mutaciones una de la otra. Notaremos (T ′, P ′) = µ(X,0)(T, P )
((T ′, P ′) = µ(0,X)(T, P ), respectivamente) si (X, 0) ((0, X), respectivamente) es un com-
plemento de (U,Q) que da (T, P ). El Teorema 1.5.13 establece que dado (T, P ) un
módulo τ -inclinante soportado y X un sumando directo de T (P , respectivamente)
siempre es posible realizar la mutación µ(X,0)(T, P ) (µ(0,X)(T, P ), respectivamente) de
(T, P ). En otras palabras, la mutación de módulos τ -inclinantes soportados es siempre
posible.

Definición 1.5.14. Sean T = X⊕U y T ′ A-módulos τ -inclinantes soportados tales que
T ′ = µXT para algún A-módulo indescomponible X. Diremos que T ′ es una mutación
a izquierda (mutación a derecha, respectivamente) de T y notaremos T ′ = µ−

XT

(T ′ = µ+
XT , respectivamente) si se satisfacen las siguientes condiciones equivalentes:

(a) T > T ′ (T < T ′, respectivamente).

(b) X /∈ FacU (X ∈ FacU , respectivamente).

(c) ⊥(τU) ⊆ ⊥(τX) (⊥(τU) * ⊥(τX), respectivamente.

Definición 1.5.15. El carcaj de módulos τ-inclinantes soportadosQ(sτ − tiltA)
se define como sigue:

i) El conjunto de vértices consiste en las clases de isomorfismos de A-módulos
τ -inclinantes básicos.

ii) Hay una flecha de T a U si U es una mutación a izquierda de T .
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Observación 1.5.16. Observemos que este grafo de intercambio es n-regular, donde
n = |A| es el número de A-módulos simples.

En [AIR], los autores probaron que el carcaj de intercambio Q(sτ − tiltA) coincide
con el diagrama de Hasse asociado al conjunto parcialmente ordenado sτ − tiltA.



Capítulo 2

Módulos τ-inclinantes soportados
sobre álgebras extendidas por un
módulo proyectivo

Sea A la extensión de B por un B-módulo proyectivo. En [AHT], los autores proba-
ron que dado un A-módulo inclinante es posible obtener a partir de este un B-módulo
que resulta ser inclinante. Recíprocamente, dado un B-módulo inclinante cualquiera de-
finieron una manera de extender dicho módulo de manera tal de obtener un A-módulo
inclinante. En este capítulo nos proponemos realizar un estudio similar pero con una
clase de módulos más general: “los módulos τ -inclinantes soportados”.

En este contexto, probaremos en el Teorema 2.2.9 que es posible extender y res-
tringir módulos τ -inclinantes soportados. Más aún, mostraremos que existe un mor-
fismo pleno entre los carcajes correspondientes a los posets de módulos τ -inclinantes
soportados. De esta manera, obtendremos una inmersión plena de Q(sτ − tiltB) en
Q(sτ − tiltA). Por último, veremos que ésta construcción es posible si y sólo si se
extiende por un módulo proyectivo. Estos resultados pueden encontrarse en [Su].

Comenzaremos recordando algunas nociones y resultados básicos sobre este tipo de
extensiones, que serán muy utilizados a lo largo del capítulo. El lector interesado puede
remitirse a [SS].
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Módulos τ-inclinantes soportados sobre álgebras extendidas por un

módulo proyectivo

2.1. Álgebras extendidas por un módulo X

Sea B un álgebra y X un B-módulo fijo. Denotaremos por A = B[X] la extensión
por un punto de B por X, es decir, el álgebra matricial

A =

 B 0
X k


con la suma habitual de matrices y el producto inducido por la estructura de módulo
de X.

El carcaj QB de B es un subcarcaj pleno y convexo del carcaj QA de A, y hay
solamente un vértice adicional en QA que es una fuente. Asociado a este nuevo vérti-
ce, se tiene un A-módulo proyectivo indescomponible P̃ que satisface rad P̃ ∼= X. El
simple S = topP es un A-módulo inyectivo y se tiene que pdA S ≤ pdBX + 1. Como
modB es una subcategoría plena de modA, los B-módulos proyectivos son A-módulos
proyectivos. Más aún, se tiene que (modB, addS) es un par de torsión para modA.

Es conocido que la categoría de módulos modA admite una descomposición en
términos de modB y mod k, que resulta ser lo que se denomina un recollement (ver,
por ejemplo, [PV]).

Definición 2.1.1. Un recollement de una categoría abeliana A por categorías abe-
lianas B y C, denotado por R(B,A, C), es un diagrama de funtores aditivos:

B i∗ // A j∗
//

i∗

yy

i!

ee C

j!

yy

j∗

ee

que satisfacen las siguientes condiciones:

1. (j!, j
∗, j∗) y (i∗, i∗, i!) son tres-uplas adjuntas.

2. Los funtores i∗, j! y j∗ son fieles y plenos.

3. Im i∗ = ker j∗.

En nuestro contexto, si eB la identidad en B, es sabido que eBAeB ∼= B y
A/AeBA ∼= k. Así, se tiene el siguiente recollement (ver [PV]):

mod k i∗ // modA HomA(eBA,−) //

−⊗Ak

yy

HomA(k,−)

dd modB

−⊗BeBA

yy

HomB(AeB ,−)

dd
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Llamaremos al funtor HomA(eBA,−) funtor de restricción y lo notaremos por
R. Análogamente, llamaremos funtor de extensión al funtor HomB(AeB,−) y lo
notaremos por E . De la definición de recollement tenemos que el par (R, E) es un par
de funtores adjuntos. Teniendo en cuenta que XeB ∼= X⊗AAeB, el funtor R puede ser
expresado también de la siguiente manera R ∼= − ⊗A AeB.

Como eBA ∼= B y B es un A-módulo proyectivo, tenemos que R es un funtor
exacto. Además, se tiene que para M ∈ modA, RM es un submódulo de M . Notemos
que AeB ∼= B ⊕ X y así, como k-espacio vectorial, EM ∼= M ⊕ HomB(X,M). En
consecuencia, la dimensión del k-espacio vectorial correspondiente al nuevo vértice en
la representación de M es igual a dimkHomB(X,M).

A continuación mostraremos un ejemplo para visualizar como actúan estos funtores.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos B el álgebra dada por el siguiente carcaj:

1
3β

aaCCC

γ}}{{
{

4α
oo

2

con la relación αβ = 0. Entonces, el carcaj con relaciones de B[P3] tiene la siguiente
forma:

1 4α
}}{{
{

3
βaaCCC

γ}}{{
{

2 5δ

aaCCC

con la relación αβ = 0. Notaremos a los módulos por sus factores de composición.
Como k-espacio vectorial, EM ∼= M ⊕ HomA(P3,M). Más aún,

dimkM5 = dimkHomA(P3,M). Así, dado M = 1
3

2 ∈ modB, se tiene que EM = 1

5
3

2,

pues dimkHomA(P3,M) = 1.
Por otra parte, aplicar el funtor R actúa como la restricción por ceros, es decir, a

los efectos de los factores de composición significa eliminar el factor de composición
correspondiente al nuevo vértice.

Si consideramos N =
5
3
1

4
3
2

∈ modB[P0], entonces RN = 3
1

⊕
4
3
2
. Notemos que, en

general, el funtor R no preserva módulos indescomponibles.
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Asociado a este par adjunto se tiene una unidad δ : idmodA → ER y una co-unidad
ϵ : RE → idmodB definidas como sigue:

dado un A-módulo X, el funtor

δX : X → HomB(AeB, X ⊗A AeB)

es tal que transforma x en u → x⊗ u, para x ∈ X y u ∈ AeB . Recíprocamente, dado
M un B-módulo, se tiene que

ϵM : HomA(AeB,M) ⊗A AeB → M

transforma f ⊗ u en f(u), para u ∈ AeB y f ∈ HomB(AeB,M).

2.1.1. Algebras extendidas por un módulo proyectivo

Ahora, nos concentraremos en un caso particular de álgebras extendidas por un
punto. Más precisamente, en aquellas que se extienden por un módulo proyectivo. Si
bien algunas de las propiedades que vamos a mencionar, valen en un contexto más ge-
neral, por simplicidad solo las vamos a enunciar en el contexto de módulos proyectivos.
Para su estudio, el lector puede remitirse a [AHT].

Sea B un álgebra y fijemos un B-módulo proyectivo P0. Consideremos A = B[P0].
Para este caso, se tiene que pdAS ≤ 1, donde S es el A-módulo simple correspondiente
al nuevo vértice. Además, como AeB ∼= B ⊕ P0 es un B-módulo proyectivo a derecha
tenemos que el funtor de extensión E es exacto.

Lema 2.1.3. [AHT, Lema 4.5] Sean B un álgebra, P0 un B-módulo proyectivo fijo y
A = B[P0].

a) Si P es un A-módulo proyectivo, entonces RP es un B-módulo proyectivo.

b) Si I es un B-módulo inyectivo, entonces EI es un A-módulo inyectivo.

La siguiente proposición lista propiedades importantes y fundamentales de los fun-
tores de extensión y restricción que usaremos a lo largo del capítulo. Previamente,
recordemos que, dado un A-módulo M , la categoría perpendicular a derecha de
M es la subcategoría plena de modA definida como sigue

M perp = M⊥ ∩M⊥1

= {X ∈ modA | HomA(M,X) = 0 y Ext1
A(M,X) = 0}.
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Proposición 2.1.4. [AHT, Proposición 2.5, Lema 3.1] El par de funtores adjuntos
(R, E) satisface las siguientes propiedades:

(a) La co-unidad ϵ es un isomorfismo funtorial.

(b) Dado X un A-módulo, las siguientes condiciones son equivalentes.

i) δX es monomorfismo.

ii) S no es sumando directo de X.

iii) HomA(S,X) = 0.

(c) Si X ∈ Sperp, entonces δX : X → ERX es un isomorfismo funtorial.

(d) Dado M un B-módulo, entonces se tiene que EM ∈ Sperp.

Como una consecuencia de la proposición anterior, se desprende que modB y Sperp

son categorías equivalentes. Además, resulta que el funtor E es fiel y pleno. En par-
ticular, preserva indescomponibles, es decir, si X es un B-módulo indescomponible
entonces EX es un A-módulo indescomponible.

Finalmente, el siguiente resultado de [AHT], es fundamental para poder probar que
tanto E como R transforman módulos τ -rígidos en módulos τ -rígidos.

Proposición 2.1.5. [AHT, Corolario 3.4, Proposición 3.6] Sean X,Y A-módulos y
M un B-módulo. Entonces,

(a) Ext1
A(X, EM) ∼= Ext1

B(RX,M).

(b) Si X ∈ Sperp, entonces Ext1
A(EM,X) ∼= Ext1

B(M,RX).

(c) Existe un epimorfismo Ext1
A(X,Y ) → Ext1

A(RX,RY ). Más aún, si Y ∈ Sperp

entonces el morfismo Ext1
A(X,Y ) → Ext1

A(RX,RY ) es un isomorfismo.

2.2. Morfismos de extensión y de restricción

A lo largo de esta sección, asumiremos que A es la extensión de B por un B-módulo
proyectivo P0. Estudiaremos la relación entre los B-módulos τ -inclinantes soportados
y los A-módulos τ -inclinantes soportados.

Comenzaremos con una observación que resultará muy útil a lo largo del capítulo.
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Observación 2.2.1. Sea Y un A-módulo tal que Ext1
A(S, Y ) = 0. Entonces, tenemos

que Y = Y ′ ⊕Sr, con Y ′ ∈ Sperp y r ≥ 0. En efecto, supongamos que HomA(S, Y ) = 0.
Entonces, de la Proposición 2.1.4, obtenemos que Y = Y ′ y r = 0. Por otro lado, si
HomA(S, Y ) ̸= 0, de la Proposición 2.1.4, tenemos que S es un sumando directo de Y ,
es decir, Y = S ⊕ Z. Notemos que Ext1

A(S, Z) = 0. Si HomA(S, Z) = 0, obtenemos lo
buscado. En caso contrario, S es un sumando directo de Z y Z = Z1 ⊕ S. Más aun,
Y = S2 ⊕Z1. Iterando este argumento en cada Zi, para i = 1 · · · r− 1, obtenemos que
Y = Y ′ ⊕ Sr.

El siguiente resultado nos muestra cómo extender los B-módulos τ -rígidos.

Teorema 2.2.2. Sea T un B-módulo τ -rígido. Entonces ET ⊕ S es un A- módulo
τ -rígido.

Demostración. Consideremos T un B-módulo τ -rígido. De la Proposición 1.5.5, tene-
mos que Ext1

B(T,FacT ) = 0. Veamos que Ext1
A(ET ⊕ S,Fac (ET ⊕ S)) = 0.

Notemos que Fac (ET ⊕ S) = Fac (ET ) ⊕ FacS. Esto es, si N ∈ Fac (ET ⊕ S),
entonces N = N ′ ⊕Sr con N ′ ∈ FacT y r ≥ 0. En efecto, si HomA(S,N) = 0, entonces
es inmediato que N ∈ Fac (ET ). En caso contrario, sigue de la Proposición 2.1.4 que
S es un sumando directo de N . Luego, N = N ′ ⊕ Sk con HomA(S,N ′) = 0. Como
N ∈ Fac (ET ⊕ S), tenemos que N ′ ∈ Fac (ET ⊕ S). Así, como HomA(S,N ′) = 0
entonces N ′ ∈ Fac (ET ).

Recíprocamente, si N ∈ Fac (ET ) ⊕ FacS, entonces N = N ′ ⊕ Z con N ′ ∈ Fac ET
y Z ∈ FacS. Es claro que N ∈ Fac (ET ⊕ S). Luego,

Ext1
A(ET ⊕ S,Fac (ET ⊕ S)) = Ext1

A(ET ⊕ S,Fac (ET ) ⊕ FacS).

Más aún, ambas expresiones son iguales a

Ext1
A(ET,Fac (ET )) ⊕ Ext1

A(S,Fac (ET )) ⊕ Ext1
A(ET ⊕ S,FacS).

Como FacS = addS y S es un A-módulo inyectivo, entonces
Ext1

A(ET ⊕ S,FacS) = 0.
Mostremos ahora que Ext1

A(S,Fac (ET )) = 0. Consideremos Y ∈ Fac (ET ). En-
tonces existe un epimorfismo f : M → Y , con M ∈ add (ET ). Aplicando el funtor
HomA(S,−) a f obtenemos la sucesión exacta

Ext1
A(S,M) → Ext1

A(S, Y ) → Ext2
A(S,Ker f).
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Como M ∈ add (ET ) y pdA S ≤ 1 entonces Ext1
A(S,M) = 0 y Ext2

A(S,Ker f) = 0,
respectivamente. Así, Ext1

A(S, Y ) = 0. Luego, Ext1
A(S,Fac (ET )) = 0.

Finalmente, probemos que Ext1
A(ET,Fac (ET )) = 0. Sea W ∈ Fac (ET ). Entonces

existe un epimorfismo g : N → W , con N ∈ add (ET ). Aplicando el funtor R a g,
obtenemos que RW ∈ FacT , pues RN ∈ addT . Como T es un B-módulo τ -rígido,
entonces Ext1

B(T,RW ) = 0.
Por otro lado, como W ∈ Fac (ET ) y ET ∈ Sperp, tenemos que Ext1

A(S,W ) = 0. De
la Observación 2.2.1, sabemos que W = Sj ⊕ W ′, con W ′ ∈ Sperp y j ≥ 0. Así, por la
Proposición 2.1.5,

Ext1
A(ET,W ) = Ext1

A(ET,W ′) ⊕ Ext1
A(ET, Sj)

= Ext1
B(T,RW ′)

= 0.

Luego, Ext1
A(ET ⊕ S,Fac (ET ⊕ S)) = 0. Más aún, sigue de la Proposición 1.5.5 que

ET ⊕ S es un A-módulo τ -rígido.

Ahora, consideraremos el problema opuesto, es decir, dado un A-módulo τ -rígido
T probaremos que RT es un B-módulo τ -rígido. Para ello, comenzaremos estudiando
que relación hay entre τBRT y τAT .

Teorema 2.2.3. Sea T un A-módulo. Entonces τART es isomorfo a un submódulo de
τAT .

Demostración. Consideremos

P1 → P0 → T → 0 (2.1)

una presentación proyectiva minimal de T en modA. Aplicando el funtor R a (2.1),
obtenemos la sucesión exacta

RP1 → RP0 → RT → 0 (2.2)

que es una presentación proyectiva de RT en modB, pero que no es necesariamente mi-
nimal. Sea Q1 → Q0 → RT → 0 la presentación proyectiva minimal de RT en modB.
De la propiedad universal de la cubierta proyectiva, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo con filas y columnas exactas:
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RP1

��

// RP0

��

// RT
��

// 0

Q1

��

// Q0

��

// RT
��

// 0

0 0 0

Como Q0 es un B-módulo proyectivo, entonces Q0 es un sumando directo de RP0, y
luego Q0 es un submódulo de P0. De igual manera se tiene que Q1 es un sumando
directo de RP1 y un submódulo de P1.

En consecuencia, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas:

0
��

0
��

0
��

Q1

��

// Q0

��

// RT
��

// 0

P1 // P0 // T // 0

Aplicando el funtor HomA(−, A) al diagrama anterior, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo con filas y columnas exactas:

HomA(P0, A)

��

// HomA(P1, A)

��

// TrAT

��

// 0

HomA(Q0, A)

��

// HomA(Q1, A)

��

// TrART

��

// 0

0 0 0

donde el morfismo TrAT → TrART es el morfismo obtenido pasando por los conúcleos.
Aplicando el funtor dualidad al morfismo TrAT → TrART , obtenemos la expresión

0 → τART → τAT.

Así, τA(RT ) es isomorfo a un submódulo de τA(T ), probando el resultado.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.3.

Corolario 2.2.4. Sea T un A-módulo. Entonces,

a) τBRT es isomorfo a un submódulo de τAT .

b) τBRT es isomorfo a un submódulo de R(τAT ).



2.2 Morfismos de extensión y de restricción 37

Demostración. a) Como RT es un B-módulo, entonces por el Lema 1.4.2 tenemos que
τBRT es isomorfo a un submódulo de τART . Del Teorema 2.2.3, tenemos que τART es
isomorfo a un submódulo de τAT . Luego, τBRT es isomorfo a un submódulo de τAT .

b) Del enunciado del inciso a), sabemos que τBRT es un submódulo de τAT . Del
hecho de que R es un funtor exacto y τBRT es un B-módulo, concluimos que τBRT
es un submódulo de R(τAT ).

A continuación mostraremos que, en general, τBRT es un submódulo propio de
R(τA(T )).

Ejemplo 2.2.5. Consideremos B el álgebra dada por el siguiente carcaj

1
β

66 2
α

vv

con la relación αβ = 0.
Consideremos A = B[P2] la extensión de B por el módulo proyectivo P2. Entonces

A está dada por el siguiente carcaj

1
β

66 2
α

vv 3γoo , αβ = 0.

con la relación αβ = 0. Notaremos a los módulos por sus factores de composición.
Sea M el A-módulo dado por los factores de composición

3
2
1
. Entonces tenemos que

RM = 2
1

y τBRM = 1
2
.

Por otro lado, τAM =
2

3 1
2

y R(τAM) =
2
1
2
. Es claro que τBRM es un submódulo

propio de R(τAM), mostrando lo deseado.

El resultado anterior nos permite enunciar el siguiente teorema, que establece que
el funtor de restricción mantiene la condición de τ -rigidez.

Teorema 2.2.6. Sea T un A-módulo τ -rígido. Entonces RT es un A-módulo τ -rígido.

Demostración. Consideremos T un A-módulo τ -rígido. Entonces Ext1
A(T, T ) = 0. De

la Proposición 2.1.5,(c), tenemos que Ext1
A(RT,RT ) = 0. Luego,

DHomA(RT, τART ) = 0.

Veamos ahora que HomA(RT, τART ) = 0. Sea f : RT → τART un morfismo no
nulo. Como DHomA(RT, τART ) = 0, entonces f se factoriza a través de un A-módulo
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inyectivo I. Luego f = hg, con g : RT → I y h : I → τART . Como RT es un
submódulo de T e I es un A-módulo inyectivo, existe un morfismo g∗ : T → I tal que
g = g∗j, donde j : RT → T es la inclusión natural. A continuación, mostramos la
situación con el siguiente diagrama:

RToOj

����
��
� g

��?
??

??
f // τA(RT ) � � i // τAT

T
g∗

//_____ I
h

??����

Como f ̸= 0, obtenemos un morfismo no nulo ihg∗ : T → τAT , donde
i : τA(RT ) → τAT es el morfismo inclusión definido en la demostración del Teorema
2.2.3. Luego, HomA(T, τAT ) ̸= 0, contradiciendo la hipótesis. Por lo tanto, RT es un
A-módulo τ -rígido.

Como una consecuencia del Teorema anterior, obtenemos que el funtor de restricción
preserva módulos τ -rígidos entre modA y modB.

Corolario 2.2.7. Sea T un A-módulo τ -rígido. Entonces RT es un B-módulo τ -rígido.

Demostración. Supongamos que HomB(RT, τBRT ) ̸= 0. Como τBRT es isomorfo a
un submódulo de τART , entonces HomA(RT, τART ) ̸= 0, contradiciendo el Teorema
2.2.6. Por lo tanto, RT es un B-módulo τ -rígido.

El siguiente resultado es una herramienta fundamental para probar que la restricción
de un A-módulo τ -inclinante soportado es un B-módulo τ -inclinante soportado.

Proposición 2.2.8. Sean T un A-módulo τ -rígido y X un B-módulo. Si X ∈ ⊥(τBRT )
entonces EX ∈ ⊥(τAT ).

Demostración. Sea X ∈ ⊥(τBRT ). Entonces, HomB(X, τBRT ) = 0. De la Proposición
1.5.5, tenemos que Ext1

B(RT,FacX) = 0.
Veamos que Ext1

A(T,Fac (EX)) = 0. Sea Y ∈ Fac (EX), entonces existe un epimor-
fismo f : M → Y , con M ∈ add (EX). Como EX ∈ Sperp, entonces Ext1

A(S, Y ) = 0.
Luego, de la Observación 2.2.1, tenemos que Y = Y ′ ⊕ Sr, con Y ′ ∈ Sperp y r ≥ 0.

Aplicando el funtor R al morfismo f : M → Y ′ ⊕ Sr, obtenemos que RY ′ ∈ FacX,
y así Ext1

B(RT,RY ′) = 0. Entonces, de la Proposición 2.1.5,(a), resulta que
Ext1

A(T, ERY ′) = 0. Como Y ′ ∈ Sperp, se sigue que Ext1
A(T, Y ′) = 0. Luego,

Ext1
A(T, Y ) ∼= Ext1

A(T, Y ′ ⊕ Sr)
∼= Ext1

A(T, Y ′) ⊕ Ext1
A(T, Sr)

∼= 0
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pues S es un módulo inyectivo.
Por lo tanto, Ext1

A(T,Fac (EX)) = 0. Así de la Proposición 1.5.5,(a), obtenemos el
resultado.

Teorema 2.2.9. Sea B un álgebra y consideremos A = B[P0]. Entonces,

a) Si (M,Q) es un par τ -rígido (τ -inclinante soportado, respectivamente) básico para
modB, entonces (EM ⊕ S,Q) es un par τ -rígido (τ -inclinante soportado, respecti-
vamente) básico para modA.

b) Si (T, P ) es un par τ -rígido (τ -inclinante soportado, respectivamente) básico para
modA, entonces (RT, P ∗)es un par τ -rígido (τ -inclinante soportado, respectivamen-
te) para modB, donde P ∗ = P si P es B-módulo, o P ∗ = P/P̃ en caso contrario.

Demostración. a) Sea (M,Q) un par τ -rígido para modB. Por el Teorema 2.2.2, sabe-
mos que EM ⊕S es un A-módulo τ -rígido. Además, como EM ∈ Sperp y RE ∼= IdmodB
tenemos que EM ⊕ S es básico.

Por otro lado,

HomA(Q, EM ⊕ S) ∼= HomA(Q, EM) ⊕ HomA(Q,S)
∼= HomB(RQ,M)
∼= HomB(Q,M)
∼= 0

donde HomA(Q,S) = 0 pues Q es un B-módulo. Por lo tanto, (EM ⊕ S,Q) es un par
τ -rígido básico para modA.

Si además (M,Q) es un par τ -inclinante soportado, entonces |M | + |Q| = |B|. Como
E es un funtor fiel, tenemos que |M | = |EM |. Más aún, como EM ∈ Sperp tenemos que
S no es un sumando directo de EM . Por lo tanto, |EM ⊕ S| = |EM | + 1 y

|EM ⊕ S| + |Q| = 1 + |EM | + |Q|

= 1 + |B|

= |A|.

b) Sea (T, P ) un par τ -rígido para modA. Por el Teorema 2.2.6, tenemos que RT es
un B-módulo τ -rígido. Entonces solo resta probar que HomB(P ∗,RT ) = 0. Sabemos
que RT es un submódulo de T , entonces

0 → HomA(P ∗,RT ) → HomA(P ∗, T ) = 0.
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Así , HomB(P ∗,RT ) = 0. Por lo tanto, (RT, P ∗) es un par τ -rígido para modB.
Si además (T, P ) satisface la igualdad |T | + |P | = |A|, mostraremos que (RT, P ∗)

es un par τ -inclinante soportado para modB.
Primero supongamos que P̃ es un sumando directo de P . Entonces T es un

B-módulo, y así RT ∼= T . Luego, tenemos que

|RT | + |P ∗| = |T | + |P | − 1

= |A| − 1

= |B|.

Supongamos ahora que P̃ no es un sumando directo de P . Entonces P ∗ = P ∼= RP .
Por la Proposición 1.5.12, es suficiente ver que Fac RT = ⊥(τBRT ) ∩ P⊥. Como
HomB(RT, τBRT ) = 0 y HomB(P,RT ) = 0, entonces Fac RT ⊆ ⊥(τBRT ) ∩ P⊥.

Sea Y ∈ ⊥(τBRT ) ∩ P⊥. De la Proposición 2.2.8, tenemos que EY ∈ ⊥(τAT ). Por
otro lado,

HomA(P, EY ) = HomB(RP, Y )

= HomB(P, Y )

= 0.

Luego, EY ∈ ⊥(τAT ) ∩ P⊥ = FacT . Así, Y ∼= REY ∈ Fac RT . Por lo tanto, (RT, P ∗)
es un par τ -inclinante soportado para modB.

Como un caso particular del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.10. Sea B un álgebra y A = B[P0].

a) Si M es un B-módulo τ -inclinante básico, entonces EM ⊕ S es un A-módulo
τ -inclinante básico.

b) Si T es un A-módulo τ -inclinante básico, entonces RT es un B-módulo τ -inclinante.

En general, dado un A-módulo τ -inclinante soportado básico, RT no resulta ser
básico debido a que R no preserva módulos indescomponibles.

Lema 2.2.11. Sea (T, P ) un par τ -inclinante soportado básico para modA. Entonces
(RT, P ∗) es básico si y sólo si, se satisfacen algunas de las siguientes condiciones:

i) S es un sumando directo de T .
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ii) P̃ es un sumando directo de P .

Más aún, si S es sumando directo de T se tiene que existe un B-módulo M tal que
T = EM ⊕ S.

Demostración. Supongamos que S no es sumando directo de T y P̃ no es suman-
do directo de P . Si T =

n⊕
i=1

Ti, tenemos que RTi ̸= 0 para i = 1, . . . , n. Entonces

RT =
n⊕
i=1

RTi tiene al menos n-sumandos indescomponibles. Además, P ∗ ∼= P . Luego,
n+ |P ∗| = |B| + 1 > |B| y, por lo tanto, (RT, P ∗) no es básico.

Recíprocamente, supongamos que P̃ es sumando directo de P . Entonces, de
HomA(P, T ) = 0, tenemos que T es un B-módulo. Así, RT ∼= T es un B-módulo
básico. Más aún, P ∗ es básico pues es sumando directo de P . Por lo tanto, (RT, P ∗)
es un par τ -inclinante soportado básico.

Finalmente, supongamos que (T, P ) = (S ⊕ X,P ) es un par τ -inclinante sopor-
tado básico para modA. En particular, S no es un sumando directo de X y así
HomA(S,X) = 0. Entonces, X ∈ Sperp. Luego de la Proposición 2.1.4 ERX ∼= X y
así RX es un B- módulo básico obteniendo el resultado. Además, considerando el
B- módulo M = RX, tenemos que (T, P ) = (S ⊕ EM,P ).

Sigue directamente del Teorema 2.2.9 que existen morfismos entre los correspon-
dientes posets de módulos τ -inclinantes soportados, como se establece en el siguiente
corolario.

Corolario 2.2.12. Los funtores E y R inducen morfismos:

e : sτ − tiltB → sτ − tiltA

(M,Q) → (EM ⊕ S,Q)

y,
r : sτ − tiltA → sτ − tiltB

(T, P ) → (T̂ , P ∗)

respectivamente, donde T̂ es el (único salvo isomorfismo) B-módulo τ -rígido básico tal
que add T̂ = add RT . Más aún, tenemos que re = idsτ−tiltB.

Demostración. Del Teorema 2.2.9, se deduce que r y e son morfismos. Más aún, la
relación re = idsτ−tiltB sigue de RE ∼= idmodB

.
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Ahora estudiaremos los pares de torsión asociados a un módulo τ -inclinante T .
Dado T un módulo τ -inclinante sobre un álgebra C, tenemos que T determina un par
de torsión (⊥τT, T⊥) en modC. Previamente, recordaremos las siguientes definiciones.

Sea (T ,F) un par de torsión para modC. Entonces:

- Si cada C-módulo indescomponible X pertenece o bien a T o bien a F , entonces
(T ,F) es un par de torsión escindido.

- Si T es cerrado por submódulos, entonces (T ,F) es un par de torsión heredi-
tario.

Teorema 2.2.13. i) Sean T un B-módulo τ -inclinante y X un B-módulo. Entonces
se cumplen las siguientes condiciones.

a) X ∈⊥ τBT si y sólo si EX ∈⊥ (τAET ).

b) X ∈ T⊥ si y sólo si EX ∈ ET⊥.

ii) Sea T un A-módulo τ -inclinante. Entonces se cumplen las siguientes condiciones.

a) Si (⊥τAT, T
⊥) es un par de torsión hereditario para modA entonces

(⊥(τBRT ), (RT )⊥) es un par de torsión hereditario para modB.

b) Si (⊥τAT, T
⊥) es un par de torsión escindido para modA entonces

(⊥(τBRT ), (RT )⊥) es un par de torsión escindido para modB.

Demostración. i) a) Como T es un A-módulo τ -inclinante, sabemos que ⊥τAT = FacT .
Luego el resultado sigue del hecho de que X ∈ FacT si y sólo si EX ∈ Fac ET .

i) b) El resultado sigue del hecho de que

HomA(ET, EX) ∼= HomB(RET,X)
∼= HomB(T,X).

ii) a) Supongamos que (⊥τAT, T
⊥) es un par de torsión hereditario para modA.

Sean X ∈ ⊥(τBRT ) e Y un submódulo de X. Debemos ver que Y ∈ ⊥(τBRT ).
Como X ∈ ⊥(τBRT ), de la Proposición 2.2.8, tenemos que EX ∈ ⊥τAT . Enton-

ces EY ∈ ⊥τAT , pues EY es un submódulo de EX. Como ⊥τAT = FacT , entonces
EY ∈ FacT . Luego, Y ∈ Fac RT = ⊥(τBRT ). Por lo tanto, (⊥(τBRT ), (RT )⊥) es un
par de torsión hereditario para modB.
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ii) b) Supongamos que (⊥τAT, T
⊥) es un par de torsión escindido para modA

y consideremos X ∈ modB indescomponible. Como EX ∈ modA, tenemos que
EX ∈ ⊥τAT = FacT o bien EX ∈ T⊥. Luego, X ∈⊥ (τBRT ) ó X ∈ (RT )⊥ probando
el enunciado.

Terminaremos esta sección calculando el álgebra de endomorfismos de eT , donde T
es un B-módulo τ -inclinante. Recordemos que, dada un álgebra C, νC = DC ⊗C _ es
el funtor de Nakayama para C.

Teorema 2.2.14. Sea T un B-módulo τ -inclinante. Entonces, EndAeT es la extensión
por un punto de EndBT por el módulo HomB(T, νBP0).

Demostración. Notemos que

EndAeT = EndA(ET ⊕ S) ∼=

 EndA(ET ) HomA(S, ET )
HomA(ET, S) EndAS

 .
Como EndAS ∼= k y ET ∈ Sperp, solo resta probar que

HomA(ET, S) ∼= HomB(T, νBP0). Para ello, consideremos la sucesión de Auslander-
Reiten

0 → τAS → E → S → 0 (2.3)

en modA. Del Lema 1.4.7, E es un módulo inyectivo. Afirmamos que RE ∼= νBP0. En
efecto, aplicando R a la sucesión (2.3), obtenemos que RE ∼= R(τAS).

Por otro lado, consideremos la resolución proyectiva minimal de S,

0 → P0 → P̃ → S → 0

De la Proposición 1.4.5, sabemos que existe una sucesión exacta

0 → τAS → νAP0 → νAP̃ → νAS → 0 (2.4)

donde νAP̃ ∼= S y νAP0 = ⊕
x
IAx , si P0 = ⊕

x
PA
x donde PA

x es el A-módulo proyectivo
indescomponible correspondiente al vértice x. Del Lema 2.1.3, IAx = EIBx . Entonces,
aplicando el funtor R a (2.4) obtenemos que R(τAS) ∼= R(νAP0) ∼= νBP0. Luego,

RE ∼= R(τAS)
∼= νBP0.

Aplicando HomA(ET,−) a la sucesión (2.3) se tiene una sucesión exacta como sigue

0 → HomA(ET, τAS) → HomA(ET,E) → HomA(ET, S) → Ext1
A(ET, τAS).
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Como pdAS ≤ 1 y ET ∈ Sperp, la fórmula de Auslander-Reiten nos dice
que HomA(ET, τAS) = 0. Por otro lado, como Ext1

A(ET, τAS) ∼= DHomA(S, ET )
y HomA(S, ET ) = 0, obtenemos que Ext1

A(ET, τAS) = 0. Así,
HomA(ET,E) ∼= HomA(ET, S).

Finalmente, como E ∈ Sperp, se tiene que

HomA(ET, S) ∼= HomA(ET,E)
∼= HomA(T,RE)
∼= HomB(T, νBP0)

probando la afirmación.

2.3. El carcaj asociado al poset de los módulos
τ-inclinantes soportados

En esta sección estudiaremos el carcaj asociado al poset de los módulos τ -inclinantes
soportados. El objetivo es comparar y establecer relaciones entre Q(sτ − tiltB) y
Q(sτ − tiltA). Probaremos que el morfismo e definido en el Corolario 2.2.12 es una
inmersión plena entre los correspondientes posets de módulos τ -inclinantes soportados.
Por otro lado, analizaremos el comportamiento local de los predecesores y sucesores de
un par τ -inclinante soportado (T, P ) ∈ Q(sτ − tiltA) que pertenece a la imagen de e.

Comenzaremos con el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. (a) Los morfismos e : sτ − tiltB → sτ − tiltA y
r : sτ − tiltA → sτ − tiltB son morfismos de posets.

(b) Una flecha α : (M1, Q1) → (M2, Q2) en Q(sτ − tiltB) induce una flecha
eα : e(M1, Q1) → e(M2, Q2) en Q(sτ − tiltA).

Demostración. (a) Sean (M1, Q1) y (M2, Q2) pares τ -inclinantes so-
portados para modB tales que (M1, Q1) < (M2, Q2). Tenemos
que probar que (EM1 ⊕ S,Q1) < (EM2 ⊕ S,Q2), o equivalentemente,
Fac (EM1 ⊕ S) ⊆ Fac (EM2 ⊕ S). Como Fac (EM1 ⊕ S) = Fac (EM1) ⊕ FacS, al-
canza con mostrar que Fac (EM1) ⊆ Fac (EM2).

Dado que FacM1 ⊆ FacM2, existe un epimorfismo f : Z → M1, con Z ∈ addM2.
Aplicando el funtor exacto E a f , obtenemos un epimorfismo Ef : EZ → EM1, donde
EZ ∈ add EM2. Luego, EM1 ∈ Fac (EM2). Por lo tanto, Fac (EM1) ⊆ Fac (EM2).
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Recíprocamente, sean (T1, P1) y (T2, P2) pares τ -inclinantes soportados para modA,
tales que (T1, P1) < (T2, P2). Afirmamos que RT1 ∈ Fac RT2. En efecto, como
FacT1 ⊆ FacT2, existe un epimorfismo g : W → T1, con W ∈ addT2. Aplicando el fun-
tor exacto R a g, obtenemos un epimorfismo Rg : RW → RT2, donde RW ∈ add RT2.
Por lo tanto, RT1 ∈ Fac (RT2).

(b) Sea α : (M1, Q1) → (M2, Q2) una flecha en Q(sτ − tiltB). Entonces, existe un
par τ -inclinante soportado casi completo para modB, digamos (U, P ), que es sumando
directo de (M1, Q1) y de (M2, Q2). Como e es un morfismo de posets, tenemos que
e(M1, Q1) < e(M2, Q2). Observemos que e(U, P ) = (EU ⊕ S, P ) es un par τ -inclinante
soportado casi completo para modA, pues

|EU ⊕ S| + |Q| = |EU | + 1 + |P |

= |P | + |Q| + 1

= n− 1.

Más aún, e(U, P ) = (EU ⊕ S, P ) es un sumando directo de e(M1, Q1) y de e(M2, Q2).
Así, de la definición de mutación, tenemos que e(M2, Q2) = µ−

EXe(M1, Q1). Por lo tanto,
existe una flecha eα : e(M1, Q1) → e(M2, Q2) en Q(sτ − tiltA).

Observación 2.3.2. El teorema anterior establece que el funtor de extensión se com-
porta bien con respecto a la mutación de módulos τ -inclinantes soportados. En algún
sentido, E conmuta con la mutación.

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.3.3. El morfismo e : sτ − tiltB → sτ − tiltA induce una inmersión plena
de carcajes e : Q(sτ − tiltB) → Q(sτ − tiltA).

Demostración. Del Teorema 2.3.1 y de la igualdad re = Idsτ−tiltB, tenemos que el
morfismo e es una inmersión de carcajes. Luego, solo resta probar que si existe una
flecha e(M,P ) → e(N,Q) en Q(sτ−tiltA), entonces existe una flecha (M,P ) → (N,Q)
en Q(sτ − tiltB).

Sabemos que e(M,P ) = (EM ⊕ S, P ) y que e(N,Q) = (EN ⊕ S,Q). Como existe
una flecha de e(M,P ) a e(N,Q), entonces existe un par τ -inclinante soportado casi
completo, digamos (U,L), que es sumando directo de e(M,P ) y de e(N,Q). Dado
que S es sumando directo de M y de N , entonces S es sumando directo de U . Así
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U = U ′ ⊕ S, con U ′ ∈ Sperp . Entonces,

|RU | + |L| = |RU ′| + |L|

= |U ′| + |L|

= n− 2.

Notemos que L es un B-módulo proyectivo, pues HomA(L, S) = 0. Luego, tenemos que
(U ′, L) es un par τ -inclinante soportado casi completo para modB que es sumando
directo de (M,P ) y de (N,Q). Como r es un morfismo de posets, se tiene que existe
una flecha (M,P ) → (N,Q) en Q(sτ − tiltB).

A continuación, mostraremos un ejemplo en el que se puede visualizar la inmersión
plena de Q(sτ − tiltB) en Q(sτ − tiltA).

Ejemplo 2.3.4. Consideremos las siguientes álgebras dadas por sus carcajes con rela-
ciones:

B : 1
β

66 2
α

vv
y A = B[P2] : 1

β

66 2
α

vv 3γoo

αβ = 0 αβ = 0

Denotaremos todos los módulos por sus factores de composición.

El carcaj Q(sτ − tiltA) es el siguiente:
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3 ⊕ 3
2

⊕
3
2
1

(
2 ⊕ 3

2
, P1

)
3 ⊕

3 1
2
1

⊕ 1
1
2
1

⊕
3 1
2
1

⊕ 12 ⊕ 3
2

⊕
3
2
1

(2 ⊕ 2
1
, P3)3 ⊕

3 1
2
1

⊕
3
2
1

1
2
1

⊕
3 1
2
1

⊕
3
2
1

2 ⊕ 2
1

⊕
3
2
1

1
2
1

⊕ 2
1
, P3

1
2
1

⊕ 2
1

⊕
3
2
1

(
3 ⊕ 3

2
, P1

)
(2, P1 ⊕ P3)(3 ⊕ 1, P2)(3, P1 ⊕ P2)(1, P2 ⊕ P3)(0, P1 ⊕ P2 ⊕ P3)

1 ⊕
1
2
1
, P3



Entonces la imagen de Q(sτ − tiltB) bajo la acción del funtor e es el subcarcaj
indicado con líneas punteadas.

En lo que sigue, vamos a enunciar y demostrar algunos resultados técnicos sobre el
comportamiento local de Q(sτ − tiltA). Estamos interesados en poder decidir cuando
la imagen de e es cerrada por sucesores. El siguiente teorema nos da una condición
suficiente para determinar cuando esto sucede.

Teorema 2.3.5. Sean (T, P ) y (T ′, P ′) pares τ -inclinantes soportados básicos pa-
ra modA tales que existe una flecha (T, P ) → (T ′, P ′) en Q(sτ − tiltA). Si
(T, P ) = e(M,Q) y HomA(EM,S) ̸= 0, entonces existe un par τ -inclinante soportado
(N,R) en sτ − tiltB tal que (T ′, P ′) = e(N,R).

Demostración. Sea (T, P ) = e(M,Q) un par τ -inclinante soportado para modA tal
que HomA(EM,S) ̸= 0. Entonces, del Lema de Schur tenemos que S ∈ Fac (EM).
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Afirmamos que S es un sumando directo de T ′ donde (T ′, P ′) un par τ -inclinante
soportado tal que existe una flecha de (T, P ) a (T ′, P ′) en Q(sτ − tiltA). En efecto, si
no fuera el caso tendríamos que (T ′, P ′) = µS(T, P ). Más aún, como existe una flecha
de (T, P ) a (T ′, P ′) en Q(sτ−tiltA), entonces tenemos que (T ′, P ′) = µ−

S (T, P ). Luego,
sigue de la Definición 1.5.14 que S /∈ Fac (EM), lo que es una contradicción. Por lo
tanto, T ′ = S ⊕ Y .

Como S ⊕ Y es un módulo τ -rígido básico, tenemos que Ext1
A(S, Y ) = 0

y que HomA(S, Y ) = 0. Entonces, Y ∈ Sperp. Luego, Y ∼= ERY . Además, como
HomA(P ′, S ⊕ Y ) = 0 tenemos que P ′ es un B-módulo proyectivo. Considerando el
par τ -inclinante soportado (RY, P ′) obtenemos el resultado.

En el mencionado teorema no se puede omitir la hipótesis de que HomA(EM,S) ≠ 0,
como lo muestra nuestro próximo ejemplo.

Ejemplo 2.3.6. Consideremos las siguientes álgebras dadas por sus carcajes con rela-
ciones:

B : 1
3β

aaCCC

γ}}{{
{

4α
oo

2

y B[P3] : 1 4α
}}{{
{

3
βaaCCC

γ}}{{
{

2 5δ

aaCCC

αβ = 0 αβ = 0

No es difícil ver que (S1⊕S4, P2⊕P3) es un par τ -inclinante soportado casi completo
para modA y sus complementos son (S5, 0) y (0, P5). Más aún como S5 /∈ Fac (S1 ⊕S4),
entonces existe una flecha

(S1 ⊕ S5 ⊕ S4, P2 ⊕ P3) → (S1 ⊕ S4, P2 ⊕ P3 ⊕ P5)

en Q(sτ − tiltA).
Notemos que un par τ -inclinante soportado, digamos (U, P ), pertenece a la imagen

de e si y sólo si S es un sumando directo de U . Entonces, (S1 ⊕ S5 ⊕ S4, P2 ⊕ P3)
pertenece a la imagen de e, mientras que el par (S1 ⊕ S4, P2 ⊕ P3 ⊕ P5) no pertenece
a la imagen de e. Luego e no es cerrada por sucesores en este ejemplo.

Por otra parte, nos interesa estudiar los predecesores de un par τ -inclinante sopor-
tado en Q(sτ − tiltA) que pertenece a la imagen de e. El siguiente resultado nos brinda
información en esta dirección.
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Teorema 2.3.7. Sea (T, P ) un par τ -inclinante soportado para modA tal que existe un
par τ -inclinante soportado (M,Q) en sτ− tiltB con (T, P ) = e(M,Q) = (EM ⊕ S, P ).
Entonces existe exactamente un predecesor inmediato de (T, P ) en Q(sτ − tiltA) que
no pertenece a la imagen de e si y sólo sí HomA(EM,S) ̸= 0.

Demostración. Supongamos que existe exactamente un predecesor inmediato de (T, P )
en Q(sτ−tiltA) que no pertenece a la imagen de e y supongamos que Hom(EM,S) = 0.
Entonces, S /∈ Fac (EM). De la Definición 1.5.14, tenemos que µS(T, P ) es una muta-
ción a izquierda de (T, P ) y, en consecuencia, existe una flecha de (T, P ) a µS(T, P )
en Q(sτ − tiltA). Luego, todos los predecesores (T ′, P ′) de (T, P ) satisfacen que
T ′ = S ⊕M con M ∈ Sperp. Por lo tanto, todos los predecesores de (T, P ) pertene-
cen a la imagen de e, lo que es una contradicción.

Recíprocamente, sea (T, P ) ∈ sτ − tiltA tal que (T, P ) = (EM ⊕ S, P ) y
HomA(EM,S) ̸= 0. Veamos que existe sólo un predecesor inmediato de (T, P ) que
no tiene a S como sumando directo.

De la definición de Q(sτ − tiltA), tenemos que existe a lo sumo un predecesor
inmediato de (T, P ) que no tiene a S como sumando directo. Supongamos que todos
los predecesores inmediatos de (T, P ) tienen a S como sumando directo. Entonces existe
un sucesor inmediato de (T, P ), digamos (T ′, P ′) en Q(sτ − tiltA), tal que S no es un
sumando directo de (T ′, P ′). Así, por construcción, tenemos que (T ′, P ′) = µ+

S (T, P ).
De la Definición 1.5.14 se sigue que S /∈ Fac (EM) y luego HomA(EM,S) = 0, lo que
es una contradicción. Por lo tanto, probamos que existe solo un predecesor inmediato
de (T, P ) que no tiene a S como sumando directo, y en consecuencia no pertenece a la
imagen de e.

2.4. Extensiones por módulos no proyectivos

A lo largo de todo el capítulo nos concentramos en estudiar el comportamiento de
los módulos τ -inclinantes soportados sobre álgebras extendidas por un módulo pro-
yectivo. Una pregunta natural es que sucede si uno extiende por cualquier módulo,
sin ser necesariamente proyectivo. En esta sección, probaremos que el Teorema 2.2.9
vale si y sólo si extendemos por un módulo proyectivo. Comenzaremos con la siguiente
observación.

Observación 2.4.1. Dados M un B-módulo e y un vértice en QB, tenemos que si Sy
es sumando directo de top EM , entonces Sy es sumando directo de topM . En efecto,
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si Sy es sumando directo de top EM , entonces existe un epimorfismo f : EM → Sy.
Aplicando HomA(B,−) a f obtenemos un epimorfismo

HomA(B, EM) → HomA(B, Sy) → 0.

Como Sy es un B-módulo, tenemos que HomA(B, Sy) ∼= Sy. Por otra parte, de la
adjunción, se obtiene que

HomA(B, EM) ∼= HomB(RB,M)
∼= HomB(B,M)
∼= M

Por lo tanto, HomB(M,Sy) ̸= 0 y en consecuencia, Sy es sumando directo de topM .

Estamos ahora en condiciones de probar los resultados principales de la sección.

Teorema 2.4.2. Sean B un álgebra, X un B-módulo y A = B[X]. Si ET ⊕ S es
un A-módulo τ -inclinante soportado, para todo B-módulo τ -inclinante soportado T ,
entonces X es un B-módulo proyectivo.

Demostración. Supongamos que X no es un B- módulo proyectivo. Como B es un
B-módulo τ -inclinante tenemos, por hipótesis, que EB⊕S es un A-módulo τ -inclinante.
En particular, HomA(EB, τAS) = 0. Como RτAS es un submódulo de τAS, tenemos
que HomA(EB,RτAS) = 0.

Consideremos
P (X)

��?
???

// P̃ // S // 0

X

??�����

la presentación proyectiva minimal de S en modA, donde P (X) es la cubierta proyec-
tiva de X. De la Proposición 1.4.5, tenemos la siguiente sucesión exacta:

0 → τAS → νAP (X) → νAP̃ → νAS → 0 (2.5)

Aplicando R a (2.5) tenemos que R(τAS) ∼= R(νAP (X)), pues νAP̃ ∼= S. Luego,
HomA(EB,R(νAP (X))) = 0 y, en particular, HomA(EP (X),R(νAP (X))) = 0.

Ahora, queremos ver que existe al menos un sumando directo indescomponible de
P (X), digamos Pj (asociado al vértice j), tal que HomA(EPj, Sj) ̸= 0. Notemos que,
como k-espacio vectorial, EM ∼= M ⊕ HomB(X,M), para M un B-módulo cualquiera.
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Si existe Pj sumando directo de P (X) tal que HomB(X,Pj) = 0, entonces EPj ∼= Pj

y así HomA(EPj, Sj) ̸= 0. Supongamos entonces que HomB(X,Pj) ̸= 0, para todo Pj
sumando directo de P (X). Sea f : X → P (X) morfismo no nulo. Si f es epimorfismo,
entonces, por ser P (X) proyectivo, tenemos que P (X) es sumando directo de X y
luego, P (X) ∼= X, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, debe existir Pj sumando
directo de P (X) tal que HomB(X,Pj) ̸= 0 y ningún morfismo f : X → Pj es un
epimorfismo.

De la Observación 2.4.1, tenemos que top EPj ∼= Sα, con α = dimkHomB(X,Pj).
Así,

P̃α g→ EPj → 0

es la cubierta proyectiva de EPj. Luego el morfismo inducido, rad P̃α → rad EPj es
un epimorfismo. Por otra parte, rad P̃α ∼= Xα y rad EPj ∼= Pj. Luego, tenemos un
epimorfismo de X en Pj lo cual es una contradicción. Por lo tanto, se tiene que existe
Pj sumando directo de P (X) tal que HomA(EPj, Sj) ̸= 0.

Como Pj es sumando directo de P (X), tenemos que Ij es sumando directo de
νP (X). Además, como HomA(Sj, Ij) ̸= 0, entonces HomA(Sj,R(Ij)) ̸= 0.

Luego, de HomA(EPj, Sj) ̸= 0 y de HomA(Sj,R(Ij)) ̸= 0 resulta que
HomA(EP (X),R(νAP (X))) ̸= 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, X es un
B-módulo proyectivo.

Recíprocamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.4.3. Sean B un álgebra, X un B-módulo y A = B[X]. Si RT es
un B-módulo τ -inclinante soportado, para todo A-módulo τ -inclinante soportado T ,
entonces X es un B-módulo proyectivo.

Demostración. Supongamos que X no es un B-módulo proyectivo. Entonces, τBX ̸= 0.
Como A es un A- módulo τ - inclinante entonces, por hipótesis, RA es un B- módulo
τ -inclinante. Notemos que A ∼= B ⊕ P̃ , y así RA ∼= B ⊕ RP̃ .

Por otra parte, aplicando R a la sucesión exacta

0 → X → P̃ → S → 0

resulta RP̃ ∼= X. Luego, HomB(B, τBX) = 0 lo cual es una contradicción pues
τBX ̸= 0. Por lo tanto, X es un B-módulo proyectivo.

Finalizaremos la sección exhibiendo un ejemplo.
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módulo proyectivo

Ejemplo 2.4.4. Sea B el álgebra dada por el siguiente carcaj con relaciones:

1
β ��;
;;

; 2αoo γαβγ = 0

3
γ

AA����

Consideremos A = B[X], con X = 3
2
. Entonces, el carcaj de A = B[X] viene dado

por:

1
β ��;
;;

; 2αoo

3
γ

AA����
4

λ
oo

con relaciones γαβγ = 0 y λγα = 0.

En este caso, la cubierta proyectiva de X es P (X) =
3
2
1
3

. Como

dimkHomB(X,P (X)) = 1, tenemos que EP (X) =
3
2
1 4
3

.

Por otro lado, νAP (X) = I3 =
3
2
1 4
3

y R(νAP (X)) =
3
2
1
3

. Es claro que

HomA(EP (X),R(νP (X))) ̸= 0 y así EB ⊕ S no es un A-módulo τ -inclinante.



Capítulo 3

Extensiones escindidas por ideales
nilpotentes

En este capítulo analizaremos el comportamiento de los módulos τ -inclinantes so-
portados sobre las extensiones escindidas de álgebras por ideales nilpotentes. Dada A
un álgebra y R una extensión escindida de A por un ideal nilpotente M , daremos con-
diciones necesarias y suficientes que nos permitan relacionar los módulos τ -inclinantes
soportados sobre A con los módulos τ -inclinantes soportados sobre R.

Por otra parte, estudiaremos la dimensión global de las extensiones escindidas por
un ideal nilpotente. Daremos cotas de la dimensión global de A en función de la di-
mensión global de R y viceversa.

3.1. Extensiones escindidas de álgebras por ideales
nilpotentes

En esta sección recordaremos algunas nociones básicas sobre extensiones escindidas
de álgebras por ideales nilpotentes, así como también resultados conocidos sobre el
tema en la literatura.

Recordemos que dadas A y R dos álgebras y π : R → A un homomorfismo de
álgebras suryectivo, se dice que π es escindido si existe un homomorfismo de álgebras
σ : A → R tal que πσ = IdA. En esta situación, el núcleo M de π es un ideal bilátero
de R, y así se tiene la siguiente sucesión exacta de grupos:
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0 → M
i→ R

π

�
σ
A → 0 (3.1)

donde i denota la inclusión. Como πσ = IdA, σ es inyectiva y en consecuencia A es
isomorfa a una subálgebra de R. En particular, M hereda una estructura de A− A− bi-
módulo mediante la restricción de escalares.

Como (3.1) es una sucesión exacta escindida, entonces hay un isomorfismo de grupos
entre R y A⊕M .

Definición 3.1.1. Sean A y R dos álgebras. Diremos que R es una extensión escin-
dida de A por el ideal nilpotente M si existe un homomorfismo de álgebras suryectivo
escindido π : R → A cuyo núcleo es M .

Como M es un ideal nilpotente se tiene que M ⊂ radR y así radA ∼= radR/M . En
[AZ], I. Assem y D. Zacharia probaron que M está generado por flechas del carcaj de
R. Así, el carcaj de A se obtiene a partir del carcaj de R eliminando algunas flechas,
pero estas flechas no pueden ser elegidas de manera arbitraria. En [ACT], I. Assem,
F. Coelho y S. Trepode dan condiciones necesarias y suficientes sobre el conjunto de
generadores de M de manera tal de garantizar que R sea una extensión escindida de A.
Antes de transcribir este resultado, necesitamos recordar la siguiente notación: dado
w un camino en QA y α una flecha, notaremos α|w si existen subcaminos w1, w2 tales
que w = w1αw2.

Teorema 3.1.2. [ACT, Teorema 2.4] Sean ηR : kQR → R una presentación de R, M
un ideal de R generado por las clases módulo IR de un conjunto de flechas S, donde IR
es el ker (ηR). Sea π : R → A la proyección. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) La sucesión exacta 0 → M → R
π→ A → 0 es una sucesión escindida y R es una

extensión escindida de A por M .

ii) Sean σ̃ : kQA → kQR el morfismo inducido por la inclusión, e IA el núcleo de la
presentación inducida ηA : kQA → A. Entonces σ̃(IA) ⊂ IR.

iii) Sea π̃ : kQR → kQA el morfismo inducido por la proyección. Entonces, para cada
relación ρ ∈ IR, se tiene que π̃(ρ) = ρ ó π̃(ρ) = 0.

iv) Si ρ =
m∑
i=1

ciwi es una relación minimal en IR tal que existe i y αi ∈ S con αi|wi,

entonces para cada j ̸= i, existe αj ∈ S tal que αj|wj.
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Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene que si R es una extensión
escindida de A, entonces IA = IR ∩ kQA, ver [ACT, Corolario 2.5].

Las categorías de módulos sobre A y R están relacionadas por los clásicos funtores
de cambio de escalares:

− ⊗A RR : modA → modR

y
− ⊗R AA : modR → modA

Estos funtores satisfacen la siguiente relación de adjunción
− ⊗A RR ⊗R AA ∼= IdmodA. En general, la composición inversa no es igual a la
identidad en modR. Sin embargo funciona para módulos proyectivos (ver [AZ, 1.2],
[AM, 1.2]), es decir, se tiene que un R-módulo X es proyectivo indescomponible si y
sólo si

i) X ⊗R A es un proyectivo indescomponible en modA, y

ii) X ⊗R A⊗A R ∼= X en modR.

En algunos casos, nos será de utilidad otra expresión del funtor − ⊗R AA: sigue de
[AM, 1.1], que para cada R-módulo X existe un isomorfismo funtorial entre X ⊗R AA

y X/XM .
El siguiente resultado nos dice que el funtor − ⊗A R preserva módulos indescom-

ponibles.

Lema 3.1.3. [AM, Lema 1.2] Sea L un A-módulo. Existe una correspondencia biyectiva
entre las clases de isomorfismo de sumandos directos indescomponibles de L en modA,
y las clases de isomorfismos de sumandos directos indescomponibles de L ⊗A R en
modR, dada por N → N ⊗A R.

Los funtores − ⊗A R y − ⊗R A preservan ciertas propiedades homológicas, como
establece el siguiente resultado.

Lema 3.1.4. a) [AM, Corolario 1.3] Si P1
f1→ P0

f0→ N → 0 es una presentación
proyectiva minimal de N en modA, entonces

P1 ⊗A R
f1⊗1R−→ P0 ⊗A R

f0⊗1R−→ N ⊗A R −→ 0

es una presentación proyectiva minimal de N ⊗A R en modR.
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b) [AZ, Lemma 3.1] Si f : P → X es una cubierta proyectiva en modR, entonces
f ⊗ 1A : P ⊗R A → X ⊗R A es una cubierta proyectiva en modA.

Terminaremos esta sección con un ejemplo.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos A = kQA/IA el álgebra dada por el siguiente carcaj:

QA : 2
β

����
��
��
��

1 3

α
^^>>>>>>>>

4
δ

^^>>>>>>>>

con IA =< αβ > y R = kQR/IR el álgebra dada por el siguiente carcaj:

QR : 2
β

����
��
��
��

1 3

α
^^>>>>>>>>

γ
����
��
��
��

4
δ

^^>>>>>>>>
ρ 99

con IR =< αβ, γδ, ρ3 >.
Sigue del Teorema 3.1.2 queR es una extensión escindida de A por el ideal nilpotente

M =< γ, ρ >. Se puede ver que, como A-módulo, M es isomorfo a (S4)5, donde S4

denota el simple en el vértice 4.
Sea N = S3 ∈ modA. Para calcular S3 ⊗A R, consideremos

2
1

→ 3
2

→ 3 → 0 (3.2)

la presentación proyectiva minimal de S3 en modA. Aplicando −⊗AR a (3.2), como el
funtor − ⊗A R transforma proyectivos en proyectivos, obtenemos la siguiente sucesión
exacta

2
1

→
3

2 4
4
4

→ 3 ⊗A R → 0 (3.3)

Sigue del Lema 3.1.4, que (3.3) es una presentación proyectiva minimal de S3 ⊗A R, y

en consecuencia S3 ⊗A R ∼=
3
4
4
4

.
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Recíprocamente, consideremos X = 3
4

∈ modR y

4
1 4
4

⊕ 2
1

→
3

2 4
4

→ 3
4

→ 0 (3.4)

una presentación proyectiva minimal de X en modR. Aplicando el funtor − ⊗R A,
obtenemos

4
1

⊕ 2
1

→ 3
2

→ 3
4

⊗R A → 0 (3.5)

que es una presentación proyectiva de X ⊗R A, pero no minimal. Se obtiene que
X ⊗R A ∼= S3.

3.2. Módulos τ-inclinantes sobre extensiones escin-
didas por ideales nilpotentes

A lo largo de esta sección, R será una extensión escindida de A por el ideal nilpo-
tente M . Estudiaremos el comportamiento de los funtores − ⊗A R y − ⊗R A en las
subcategorías sτ − tiltA y sτ − tiltR, respectivamente.

Comenzaremos recordando el siguiente lema de [AM].

Lema 3.2.1. [AM, Lema 2.1] Sea L un A-módulo. Entonces

τR(L⊗A R) ∼= HomA(R, τAL).

El próximo teorema es una consecuencia inmediata de [AM, Teorema 2.3]. Para
conveniencia del lector, incluiremos aquí la demostración.

Teorema 3.2.2. Sean R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M y
TA un A-módulo. Entonces, T ⊗A R es un R-módulo τ -rígido (τ -inclinante, respec-
tivamente) si y sólo si TA es un A-módulo τ -rígido (τ -inclinante, respectivamente) y
HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0.

Demostración. Sea T un A-módulo. Tenemos los siguientes isomorfismos de k-espacios
vectoriales:

HomR(T ⊗A R, τR(T ⊗A R)) ∼= HomR(T ⊗A R,HomA(R, τAT ))
∼= HomA(T ⊗A R ⊗R R, τAT )
∼= HomA(T ⊗A R, τAT )
∼= HomA(T ⊗A (A⊕M), τAT )
∼= HomA(T, τAT ) ⊕ HomA(T ⊗AM, τAT ).
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Así, T ⊗A R es τ -rígido si y sólo si T es τ -rígido y HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0. Más aún,
sigue del Lema 3.1.3, que el número de sumandos indescomponibles no isomorfos dos
a dos de TA es igual al número de sumandos indescomponibles no isomorfos dos a dos
de T ⊗A R. Luego, queda demostrada la afirmación.

Una observación interesante es que el funtor − ⊗A R puede transformar módulos
inclinantes en módulos τ -inclinantes no inclinantes como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.3. Consideremos A = kQA el álgebra dada por el siguiente carcaj

A : 1 2βoo 3αoo

y R = kQR/IR el álgebra dada por el siguiente carcaj

QR : 1
η

332βoo 3αoo

con la relación αβη = 0.
Es claro que R es la extensión escindida de A por el ideal nilpotente M =< η >.

Consideremos el A-módulo inclinante T = 1 ⊕ 3 ⊕
3
2
1
.

Si consideramos
0 → 2

1
→

3
2
1

→ 3 → 0

la presentación proyectiva minimal de S3 y le aplicamos el funtor − ⊗A R obtenemos
la presentación proyectiva minimal de 3 ⊗A R:

2
1
3
2
1

→
3
2
1

→ 3 ⊗A R → 0

de donde se desprende que 3⊗AR ∼= 3. Por otra parte, como el funtor −⊗AR transfor-
ma el A-módulo proyectivo eiA en el R-módulo proyectivo eiR, con ei el idempotente

correspondiente al vértice i, tenemos que T ⊗A R =
1
3
2
1

⊕
3
2
1

⊕ 3. En consecuencia, co-

mo R ∼= A ⊕ M , obtenemos que T ⊗A M ∼=
3
2
1
. Así, como T es inclinante y T ⊗A M

es sumando directo de T tenemos que HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0. Luego, por el Teo-
rema 3.2.2, podemos concluir que T ⊗A R es un R-módulo τ -inclinante. Veamos que
pdR(T ⊗A R) > 1.
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La presentación proyectiva minimal de S3 en modR es

0 →
3
2
1

→

2
1
3
2
1

→
3
2
1

→ 3 → 0

y entonces, pdRS3 = 2. Por lo tanto, pdR(T ⊗A R) = 2 y en consecuencia T ⊗A R es
un R-módulo τ -inclinante no inclinante.

A continuación, daremos una condición suficiente para decidir cuando T ⊗A R es
un R-módulo τ -inclinante. Más aún, en este caso se puede ver que el funtor − ⊗A R

preserva el orden definido en Q(sτ − tiltA).

Teorema 3.2.4. Sea R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M . Con-
sideremos T un A-módulo τ -inclinante tal que M ∈ FacT . Entonces T ⊗A R es un
R-módulo τ -inclinante. Más aún, si T ′ es un A-módulo τ -inclinante tal que T < T ′,
entonces T ′ ⊗A R es un R-módulo τ -inclinante tal que T ⊗A R < T ′ ⊗A R.

Demostración. Sea T un A-módulo τ -inclinante tal que M ∈ FacT . Como
FacT = ⊥(τAT ), se tiene que HomA(M, τAT ) = 0. Entonces,

HomA(T ⊗AM, τAT ) ∼= HomA(T,HomA(M, τAT ))
∼= 0.

Luego, por el Teorema 3.2.2, tenemos que T ⊗A R es un R-módulo τ -inclinante.
Por otra parte, sea T ′ un A-módulo τ -inclinante tal que T < T ′. Como

FacT ⊂ FacT ′, tenemos que M ∈ FacT ′. Luego, T ′ ⊗AR es un R-módulo τ -inclinante.
Veamos ahora que Fac (T ⊗A R) ⊂ Fac (T ′ ⊗A R). Como FacT ⊂ FacT ′, tenemos

que existe un epimorfismo f : N → T con N ∈ addT ′. Aplicando el funtor −⊗AR a f ,
obtenemos un epimorfismo f⊗AR : N⊗AR → T⊗AR con N⊗AR ∈ add (T ′⊗AR). Por
lo tanto, T⊗AR ∈ Fac (T ′⊗AR) y, en consecuencia, Fac (T ⊗A R) ⊂ Fac (T ′ ⊗A R).

Corolario 3.2.5. Sean T = X ⊕ U y T ′ A-módulos τ -inclinantes con X

un A-módulo indescomponible tales que M ∈ FacT . Si T ′ = µ+
XT entonces

T ′ ⊗A R = µ+
X⊗AR

(T ⊗A R).

Demostración. Como T ′ = µ+
XT , tenemos que T < T ′. Así, por el Teorema 3.2.4 tene-

mos que T ⊗A R y T ′ ⊗A R son R-módulos τ -inclinantes tales que T ⊗A R < T ′ ⊗A R.
Resta ver que T ′ ⊗A R = µX⊗AR(T ⊗A R).
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Como T ′ = µ+
XT , sabemos que el A-módulo τ -inclinante casi completo U es suman-

do de T y de T ′. Por el Lema 3.1.3, sabemos que |U ⊗A R| = |U | = |A| − 1. Como
|A| = |R|, tenemos que U ⊗A R es un A-módulo τ -inclinante casi completo que es
sumando directo de T ′ ⊗AR y T ⊗AR y, por lo tanto, T ′ ⊗A R = µ+

X⊗AR
(T ⊗A R).

El corolario anterior establece que, bajo ciertas hipótesis, una flecha en
Q(sτ − tiltA) induce una flecha en Q(sτ − tiltR).

El siguiente resultado nos dice que si T ⊗AR es un A-módulo τ -inclinante, entonces
EndR(T ⊗A R) es una extensión escindida de EndAT . La demostración es análoga a
[AM, Proposición 2.5].

Proposición 3.2.6. Sea R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M .
Consideremos T un A-módulo τ -inclinante tal que HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0. Entonces
E = EndR (T ⊗A R) es una extensión escindida de B = EndA T por el ideal nilpotente
W = HomA(T, T ⊗M).

Demostración. Tenemos la siguiente secuencia de isomorfismos de k-espacios vectoria-
les

HomA(T ⊗A R, T ⊗A R) ∼= HomA(T,HomR(R, T ⊗A R))
∼= HomA(T, T ⊗A R)
∼= HomA(T, T ) ⊕ HomA(T, T ⊗AM).

Así, obtenemos una sucesión exacta

0 → W → E
ϕ→ B → 0

donde ϕ : E → B es un morfismo de álgebras y la estructura de ideal de W es inducida
de la estructura de B −B−bimódulo canónica. Resta ver que W es nilpotente.

La multiplicación en W es inducida por la multiplicación en E, y para cada w ∈ W ,
la imagen de w está contenida en T ⊗AM . Como M es nilpotente, existe s ≥ 0 tal que,
para cada secuencia w1, w2, · · · , ws de elementos de W , tenemos que

Im(w1w2 . . . ws) ⊂ T ⊗AM
s.

Así W s = 0.

Por otro lado, estamos interesados en establecer condiciones que nos permitan de-
cidir cuando T ⊗R A es un A-módulo τ -inclinante. Es importante para ello tener una
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buena descripción de τA(T ⊗RA). El siguiente teorema, que resulta una generalización
de [AZ, Lema 3.2], es una herramienta fundamental para ello.

Teorema 3.2.7. Sea R una extensión escindida de A por el ideal nilpo-
tente M . Consideremos T un R-módulo tal que TorR1 (T,A) = 0. Entonces
τA(T ⊗R A) = HomR(A, τRT ).

Demostración. Sea P1
f1→ P0

f0→ T → 0 una presentación proyectiva minimal
de T en modR. Por el Lema 3.1.4, tenemos que f0 ⊗R 1A : P0 ⊗R A → T ⊗R A

y f1 ⊗R 1A : P1 ⊗R A → Ker f0 ⊗R A son cubiertas proyectivas en modA. Como
TorR1 (T,A) = 0, entonces (Ker f0) ⊗R A ∼= Ker (f0 ⊗R 1A). Luego,

P1 ⊗R A
f1⊗R1A−→ P0 ⊗R A

f0⊗R1A−→ T ⊗R A −→ 0 (3.6)

es una presentación proyectiva minimal de T ⊗R A en modA. Aplicando HomA(−, A)
a (3.6), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

HomA(P0 ⊗R A,A)
≈
��

// HomA(P1 ⊗R A,A)
≈
��

// TrA(T ⊗R A) // 0

HomR(P0,HomA(A,A))
≈
��

// HomR(P1,HomA(A,A))
≈
��

HomR(P0, A) // HomR(P1, A) // TrRT ⊗R A // 0

donde la última fila se obtiene aplicando HomR(−, A) a la presentación proyectiva de
T dada y aplicando la Proposición 1.4.1. Así tenemos un isomorfismo de A-módulos
TrA(T ⊗R A) ∼= TrRT ⊗A A. Luego,

τA(T ⊗R A) ∼= DTrA(T ⊗R A)
∼= D(TrRT ⊗R A)
∼= Homk(TrRT ⊗R A, k)
∼= HomR(A,Homk(TrRT, k))
∼= HomR(A,DTrRT )
∼= HomR(A, τRT )

donde k denota al cuerpo.

El teorema anterior nos permite dar una condición suficiente para obtener un mó-
dulo τ -rígido sobre A a partir de un módulo τ -rígido sobre R, como queda establecido
en el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.8. Sea R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M . Sea T
un R-módulo τ -rígido (τ -inclinante, respectivamente) tal que TorR1 (T,A) = 0. Entonces
T ⊗R A es un A-módulo τ -rígido (τ -inclinante, respectivamente).

Demostración. Debemos ver que HomA(T ⊗A R, τA(T ⊗R A)) = 0. Para ello, tenemos
la siguiente secuencia de isomorfismos de k-módulos:

HomA(T ⊗R A, τA(T ⊗R A)) ∼= HomR(T,HomA(A, τA(T ⊗R A)))
∼= HomR(T,HomA(A,HomR(A, τRT )))
∼= HomR(T,HomR(A⊗A A, τRT ))
∼= HomR(T,HomR(A, τRT ))

Aplicando el funtor HomR(−, τRT ) a la sucesión exacta de R − R− bimódulos
0 → M → R → A → 0, obtenemos el siguiente morfismo de R-módulos:

0 → HomR(A, τRT ) → HomR(R, τRT ). (3.7)

Luego, como HomR(R, τRT ) ∼= τRT , aplicando el funtor HomR(T,−) a (3.7), obte-
nemos el siguiente morfismo:

0 → HomR(T,HomR(A, τRT )) → HomR(T, τRT ).

Así, como T es un R-módulo τ -rígido tenemos que HomR(T,HomR(A, τRT )) = 0 y en
consecuencia T ⊗R A es un A-módulo τ -rígido.

Si además |T | = |R|, veamos que T ⊗R A es τ -inclinante. Por el Teorema 1.5.9,
debemos ver que ⊥τA(T ⊗R A) ⊂ Fac (T ⊗R A).

Sea X ∈⊥ τA(T ⊗R A). Entonces HomA(X, τA(T ⊗R A)) = 0. Tenemos la siguiente
secuencia de isomorfismos de k-módulos:

0 = HomA(X, τA(T ⊗R A)) ∼= HomA(X,HomR(A, τRT ))
∼= HomR(X ⊗A A, τRT )
∼= HomR(X, τRT )

Luego, tenemos que X ∈⊥ τRT = FacT y, en consecuencia, existe un epimorfismo
f : T ′ → X con T ′ ∈ addT . Aplicando − ⊗R A a f , obtenemos el epimorfismo
f ⊗ 1A : T ′ ⊗R A → X ⊗R A, con T ′ ⊗R A ∈ add (T ⊗R A). Como X ⊗R A ∼= X

XM
∼= X,

entonces X ∈ Fac (T ⊗R A). Por lo tanto, T ⊗R A es un A-módulo τ -inclinante.
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Proposición 3.2.9. Sea R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M .
Los funtores − ⊗AR y − ⊗RA inducen biyecciones mutuamente inversas entre la clase
de R-módulos τ -inclinantes inducidos, digamos T , tales que TorR1 (T,A) = 0, y la clase
de A-módulos τ -inclinantes N tales que HomA(N ⊗AM, τAN) = 0.

Demostración. Sea T un R-módulo τ -inclinante inducido tal que TorR1 (T,A) = 0. En-
tonces del Teorema 3.2.8, tenemos que T ⊗R A es un A-módulo τ -inclinante. Por otro
lado, como T es inducido, sabemos que existe un A-módulo U tal que T ∼= U ⊗A R.
Así, tenemos que T ⊗R A ∼= U ⊗AR⊗R A ∼= U . Luego, U es un A-módulo τ -inclinante
y por construcción resulta que HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0.

Recíprocamente, sea N un A-módulo τ -inclinante tal que
HomA(N ⊗AM, τAN) = 0. Por el Teorema 3.2.2, sabemos que N ⊗A R es un
R-módulo τ -inclinante. Resta probar que TorR1 (N ⊗A R,A) = 0. Consideremos

P1

��?
??

?
f1 // P0

f0 // N // 0

Im(f1)

??����

la presentación proyectiva minimal de N en modA. Del Lema 3.1.4, sabemos que
f1(P1) ⊗A R ∼= Ker(f0 ⊗ 1R), con lo cual tenemos la siguiente sucesión exacta corta:

0 → f1(P1) ⊗A R → P0 ⊗A R → N ⊗A R → 0 (3.8)

Aplicando − ⊗R A a (3.8), obtenemos el siguiente diagrama con filas exactas

0 //TorR1 (N ⊗A R,A) //Im(f1) ⊗A R ⊗R A

≀

��

//P0 ⊗A R ⊗R A

≀

��

// N ⊗A R ⊗R A

≀

��

//0

0 //Im(f1) //P0 //N //0

Por lo tanto TorR1 (N ⊗A R,A) = 0.

Ahora centraremos nuestra atención en los pares τ -inclinantes soportados.

Ejemplo 3.2.10. Consideremos A = kQA/IA el álgebra dada por el siguiente carcaj:

QA : 1 2βoo 3αoo

con IA =< αβ > y R = kQR/IR el álgebra dada por el siguiente carcaj

QR : 1 2βoo
γ
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con IR =< αβ, γαγα >.
Entonces tenemos que R es una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M

generado por γ. Como A-módulo, M es isomorfo a
(

3
2

)2

⊕ 32.

Consideremos el par τ -rígido (N,P ) =
(

2, 3
2

)
∈ modA. Como 2 ⊗M ∼= 3

2
⊕ 3

y τAS2 = 1, tenemos que HomA(2 ⊗M, τA2) = 0 y así S2 satisface la condición del
Teorema 3.2.2. Luego, 2 ⊗A R es un R-módulo τ -rígido.

Por otro lado, tenemos que 2 ⊗A R ∼=
2
3
2
3

y 3
2

⊗ R ∼=

3
2
3
2
3

. Luego


2
3
2
3

,

3
2
3
2
3

 no es un par

τ -rígido para modR pues HomR(

3
2
3
2
3

,

2
3
2
3

) ̸= 0.

En general, el funtor −⊗AR no preserva pares τ -inclinantes soportados. El siguiente
resultado nos da una condición necesaria y suficiente que garantice este hecho.

Proposición 3.2.11. Sea (T, P ) un par τ -rígido (τ -inclinante soportado, respecti-
vamente) para modA. Entonces (T ⊗A R,P ⊗A R) es un par τ -rígido (τ -inclinante
soportado, respectivamente) para modR si y sólo si HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0 y
HomA(P, T ⊗AM) = 0.

Demostración. Supongamos que (T, P ) es un par τ -rígido. Por el Teorema 3.2.2, te-
nemos que T ⊗A R es un R-módulo τ -rígido si y sólo si T es un A-módulo τ -rígido y
HomA(T ⊗AM, τAT ) = 0.

Por otro lado, tenemos la siguiente secuencia de isomorfismos de k-espacios vecto-
riales:

HomR(P ⊗A R, T ⊗A R) ∼= HomA(P,HomR(R, T ⊗A R))
∼= HomA(P, (T ⊗A R)A)
∼= HomA(P, T ⊗A (A⊕M))
∼= HomA(P, T ⊗A A⊕ T ⊗AM)
∼= HomA(P, T ) ⊕ HomA(P, T ⊗AM)

Luego, (T ⊗A R,P ⊗A R) es un par τ -rígido si y sólo si HomA(T ⊗A M, τAT ) = 0 y
HomA(P, T ⊗AM) = 0.
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Si además, |T | + |P | = |A|, entonces del Lema 3.1.3 tenemos que

|T ⊗A R| + |P ⊗A R| = |T | + |P |

= |A|

= |R|.

Por lo tanto, (T ⊗A R,P ⊗A R) es un par τ -inclinante soportado.

Por otra parte, si comenzamos con un par τ -rígido (τ -inclinante soportado, respecti-
vamente) (T, P ) en modR tal que Tor1

R(T,A) = 0, la proposición que sigue muestra que
(T ⊗RA,P ⊗RA) siempre es un par τ -rígido (τ -inclinante soportado, respectivamente)
para modA.

Proposición 3.2.12. Sea (T, P ) un par τ -inclinante soportado (τ -rígido, respectiva-
mente) para modR tal que TorR1 (T,A) = 0. Entonces (T ⊗R A,P ⊗R A) es un par
τ -inclinante soportado (τ -rígido, respectivamente) para modA.

Demostración. Supongamos que (T, P ) es un par τ -rígido para modR. Como
TorR1 (T,A) = 0, sigue del Teorema 3.2.8, que T ⊗RA es un A-módulo τ -rígido. Veamos
que HomA(P ⊗R A, T ⊗R A) = 0. Entonces,

HomA(P ⊗R A, T ⊗R A) ∼= HomR(P,HomA(A, T ⊗R A))
∼= HomR(P, (T ⊗R A)R)

Aplicando T ⊗R − a la sucesión exacta de R −R−bimódulos

0 → M → R
π→ A → 0

obtenemos la siguiente sucesión exacta

0 → K → T ⊗R R → T ⊗R A → 0 (3.9)

donde K = Ker (1T ⊗ π).
Aplicando HomR(P,−) a (3.9), se tiene la siguiente sucesión exacta

0 → HomR(P,K) → HomR(P, T ) → HomR(P, T ⊗R A) → 0 (3.10)

Como (T, P ) es un par τ -rígido, tenemos que HomR(P, T ) = 0 y así,
HomR(P, T ⊗R A) = 0. Por lo tanto, (T ⊗R A,P ⊗R A) es un par τ -rígido.
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Si además (T, P ) es un par τ -inclinante soportado, veamos que
⊥τA(T ⊗R A) ∩ (P ⊗R A)⊥ ⊂ Fac (T ⊗R A).

Sea X ∈⊥ τ(T ⊗R A) ∩ (P ⊗R A)⊥. Entonces

0 = HomA(X, τA(T ⊗R A))
∼= HomA(X,HomR(A, τRT ))
∼= HomR(X ⊗A A, τRT )
∼= HomR(X, τRT )

Luego, tenemos que X ∈⊥ τRT . Por otro lado tenemos que X ∈ P⊥, pues

HomA(P ⊗R A,X) ∼= HomR(P,HomA(A,X))
∼= HomR(P,X).

Así X ∈ ⊥τRT ∩ P⊥. Luego X ∈ FacT pues (T, P ) es un par τ -inclinante sopor-
tado para modR. Por lo tanto, tenemos que X ∈ Fac (T ⊗R A) y en consecuencia
(T ⊗R A,P ⊗R A) es un par τ -inclinante soportado para modA.

3.3. Dimensión global

En esta última sección estudiaremos relaciones homológicas entre un álgebra A y
su extensión escindida R por un ideal nilpotente M . Más precisamente, probaremos
que si gldimR es finita entonces gldimA es finita. Más aún, si gldimR = n entonces
gldimA ≤ n. Además, dado N ∈ modA daremos cotas que relacionan pdAN y pdRN .
Recíprocamente, dado L ∈ modA daremos cotas que relacionan pdAL y pdRL.

Recordemos que si A = kQ/I es un álgebra y Λ = A/radA, entonces

gldimA = sup{n | ExtnA(Λ,Λ) ̸= 0}.

El siguiente resultado de [B] establece una relación combinatoria entre la estructura
de kQ y las propiedades homológicas del álgebra.

Teorema 3.3.1. [B, 1.1] Sean A = kQ/I un álgebra, Λ = A/radA y RA el ideal de
kQ generado por todas las flechas de Q. Entonces tenemos que:

Ext2n
A (Λ,Λ) ∼= D

[
In ∩ RIn−1R

RIn + InR

]
n ≥ 1;

Ext2n+1
A (Λ,Λ) ∼= D

[
RIn ∩ InR

In+1 + RInR

]
n ≥ 0.
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Proposición 3.3.2. Sea R una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M . Si
gldimR = n < ∞ entonces gldimA ≤ n < ∞.

Demostración. Supongamos que gldimA > n, entonces existe m > n tal que
ExtmA (Λ,Λ) ̸= 0, con Λ = A/radA = R/radR.

Supongamos que m es par, es decir, m = 2n. Por el Teorema 3.3.1, tenemos que

Ext2n
A

∼= D

[
InA ∩ RAI

n−1
A RA

RAInA + InARA

]
̸= 0

Entonces existe 0 ̸= ρ ∈ InA∩RAI
n−1
A RA y ρ /∈ RAI

n
A+InARA. Como (QA)1 ⊂ (QR)1

e IA = IR ∩ kQA tenemos que ρ ∈ InR ∩ RRI
n−1
R RR.

Como m > k, tenemos que ExtmR (Λ,Λ) = 0 y en consecuencia ρ ∈ RRI
n
R + InRRR.

Luego, ρ = γ1w1 + γ2w2 con γ1, γ2 ∈ RR y w1, w2 ∈ InR.
Consideremos π̃ : kQR → kQA el morfismo inducido por la proyección. Como ρ ∈ IR

tenemos del Teorema 3.1.2 que π̃(ρ) = 0 o π̃(ρ) = ρ. En este caso, π̃(ρ) = ρ ̸= 0 y así:

ρ = π̃(ρ)

= π̃(γ1w1 + γ2w2)

= π̃(γ1)π̃(w1) + π̃(γ2)π̃(w2) ∈ RAI
n
A + InARA

lo cual es una contradicción.
De manera similar, si m es impar. Por lo tanto, gldimA ≤ gldimR.

Es posible, en algunos casos, que gldimA = gldimR como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.3.3. Consideremos A = kQA/IA el álgebra dada por el siguiente carcaj

QA : 1 2βoo 3αoo

con IA =< αβ > y R = kQR/IR el álgebra dada por el siguiente carcaj

QR : 1 2βoo
γ
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con IR =< αβ, αγ >.
Es claro que R es una extensión escindida de A por el ideal nilpotente M =< γ >.

La dimensión global de A viene dada por la dimensión proyectiva del simple en el
vértice 3, y es igual a 2. Por otro lado, tenemos que gldimR = pdRS3 = 2. Luego,
gldimA = gldimR.
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Proposición 3.3.4. Sean A y R álgebras tales que R es una extensión escindida de A
por un ideal nilpotente M .

a) Si L ∈ modA, entonces

i) pdA L ≤ pdR L+ pdAM .

ii) idA L ≤ idR L+ idADR.

b) Si N ∈ modR, entonces

i) pdRN ≤ pdAN + pdRA.

ii) idRN ≤ idAN + idRDA.

Demostración. Probaremos a) i) y b) i), ya que a) ii) y b) ii) son duales.
a) i) Sea L ∈ modA. Si pdRL = ∞, no tenemos nada que probar. Supongamos

entonces que pdRL = l < ∞. Luego, existe una resolución proyectiva minimal de L en
modR de la forma

0 → Pl → Pl−1 → · · · → P1 → P0 → L → 0 (3.11)

Por otro lado, como A es una subálgebra de R, tenemos que cada Pi tiene una estructura
de A-módulo, para i = 1, . . . , l. Entonces podemos ver a (3.11) como una sucesión
exacta de A-módulos. Como pdAPi ≤ pdAR, para i = 1, . . . , l, por el Lema 1.3.6 a)
tenemos que pdAL ≤ l+ pdAR. Como R ∼= A⊕M en modA, entonces pdAR = pdAM
y por lo tanto, pdAL ≤ pdRL+ pdAM .

b) i) Sea N ∈ modR. Como A es una subálgebra de R, tenemos que N tiene una
estructura de A-módulo. Si pdAN = ∞, no hay nada que probar. Supongamos que
pdAN = t < ∞, entonces existe una resolución proyectiva minimal en modA de la
forma

0 → Qt → Qt−1 → · · · → Q1 → Q0 → N → 0 (3.12)

Como cada Qi tiene una estructura de R-módulo, para i = 1, . . . , t, podemos
ver a (3.12) como una sucesión exacta de R-módulos. Como pdRQi ≤ pdRA, para
i = 1, · · · , t, sigue del Lema 1.3.6 a) que pdRN ≤ pdAN + pdRA.

Como corolario de la proposición anterior, obtenemos el siguiente resultado que
relaciona gldimR con gldimA.
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Corolario 3.3.5. Sean A y R álgebras tales que R es una extensión escindida de A
por un ideal nilpotente M . Entonces gldimR ≤ gldimA+ pdRA.

Finalmente, mostraremos un ejemplo en el que se visualiza que la cota obtenida en
el Corolario 3.3.5 es mínima.

Ejemplo 3.3.6. Consideremos A = kQA el álgebra hereditaria dada por el siguiente
carcaj

QA : 1 2βoo 3αoo

y R = kQR/IR el álgebra dada por el siguiente carcaj

QR : 1 2βoo
γ
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con la relación αγ = 0.
Entonces tenemos que R es una extensión escindida de A por el ideal nilpotente

M =< γ >. Como A es un álgebra hereditaria, tenemos que gldimA = 1. La dimensión
global de R viene dada por la dimensión proyectiva del simple S3 y, en consecuencia,
tenemos que gldimR = 2.

Por otra parte, tenemos que pdRA = 1, pues se tiene la siguiente resolución pro-
yectiva minimal de A en modR

0 →
3
2
1

→ 1 ⊕
2

1 3
2
1

⊕
3
2
1

→ 1 ⊕ 2
1

⊕
3
2
1

→ 0.

Por lo tanto, 2 = gldimR = gldimA+ pdRA.





Capítulo 4

Sobre la dimensión global del
álgebra de endomorfismos de un
módulo τ-inclinante

En este capítulo, estudiaremos la dimensión global del álgebra de endomorfismos de
un módulo τ -inclinante T . En todo lo que sigue, A siempre será un álgebra de dimensión
global finita, T un A-módulo τ -inclinante y B = EndA T . Comenzaremos estableciendo
una cota general que relaciona la dimensión global de A con la dimensión global de
B, pero que no nos asegura que la dimensión global de B sea finita. Mostraremos
una familia {(An, Tn)} de álgebras An de dimensión global n y de An-módulos τ -
inclinantes Tn tales que la dimensión global del álgebra de endomorfismos de Tn es
infinita. Esto demuestra que la finitud de la dimensión global no es invariante bajo el
proceso τ -inclinante, a diferencia de lo que ocurre bajo el proceso inclinante.

Como un caso particular, mostraremos que si el álgebra A es una extensión es-
cindida de A/annT por el ideal annT , entonces la dimensión global del álgebra de
endomorfismos de un A-módulo τ -inclinante es siempre finita, y más aún, para éstos
casos daremos una cota explícita.

4.1. Antecedentes

Dada un álgebra de dimensión global finita A y N un A-módulo inclinante es sabido
que existe una estrecha relación entre la dimensión global de A y la dimensión global de
EndAN . Más precisamente, como una consecuencia del teorema de Brenner y Butler,
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tenemos que

Proposición 4.1.1. Sean A un álgebra de dimensión global finita y N un A-módulo
inclinante. Entonces,

|gldimA− gldim EndAN | ≤ 1

En particular, sabemos que gldim EndAN < ∞ para cualquier módulo inclinante
N .

En un contexto más general, Y. Miyashita estudia en [M], una generalización de los
módulos inclinantes, los módulos inclinantes de dimensión proyectiva finita.

Definición 4.1.2. Un A-módulo M es inclinante de dimensión proyectiva menor
o igual que r si

1. pdAM < ∞.

2. ExtiA(M,M) = 0 para todo i > 0.

3. Existe una sucesión exacta 0 → A → M0 → M1 → · · · → Mr → 0, donde
Mi ∈ addM para i = 1, · · · , r.

En ese mismo trabajo, Y. Miyashita estudia la dimensión global del álgebra de
endomorfismos de esta clase de módulos y prueba el siguiente resultado, que generaliza
el Teorema 4.1.1 (ver [M]).

Teorema 4.1.3. [M, Corolario 2.4] Sean A un álgebra de dimensión global finita y M
un módulo inclinante de dimensión proyectiva menor o igual que r. Entonces

|gldimA− gldim EndAM | ≤ r.

Como consecuencia, se tiene que el álgebra de endomorfismos de un A-módulo
inclinante de dimensión proyectiva finita siempre tiene dimensión global finita, si A
tiene dimensión global finita.

En [GHPRU], S. Gastaminza, D. Happel, M.I. Platzeck, M.J. Redondo, L. Unger
encontraron una cota más precisa para gldim EndAM , con M un módulo inclinante de
dimensión proyectiva finita. Más precisamente, probaron el siguiente resultado.

Proposición 4.1.4. [GHPRU, Proposición 2.1] Sean A un álgebra de dimensión global
finita y M un A-módulo inclinante de dimensión proyectiva finita. Entonces

idAM ≤ gldim EndAM ≤ idAM + pdAM
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4.2. Una cota general

Comenzaremos nuestro estudio investigando relaciones homológicas entre A y
A/annT , o más generalmente, entre A y A/J con J un ideal nilpotente de A.

4.2.1. Funtor cambio de escalares. Relaciones homológicas en-
tre A y A/J

Dada A un álgebra y J un ideal nilpotente de A, se puede definir un morfismo de
álgebras φ : A → A/J dado por a 7→ a = a+ J . Este morfismo define un funtor exacto
U : modA/J → modA, que permite dotar a cada A/J-módulo M de una estructura
de A-módulo definiendo:

ma := mφ(a) ∀a ∈ A, ∀m ∈ M.

Luego, se tiene una inmersión natural de modA/J en modA.

En particular, el álgebra A/J tiene una estructura de A-módulo a izquierda, y así
es un (A− A/J)−bimódulo pues

r(t1t2) = φ(r)(t1t2) = (φ(r)t1)t2 = (rt1)t2.

En consecuencia, se puede definir un funtor F : modA → modA/J dado por
N 7→ F (N) = N ⊗A A/J ∼= N/NJ . Más aún, sabemos que (F,U) es un par de fun-
tores adjuntos. Es conocido que si P es un A-módulo proyectivo entonces P ⊗ A/J es
un A/J-módulo proyectivo.

Como J es un ideal nilpotente, tenemos que J ⊂ radA y así rad(A/J) ∼= radA/J .

Lema 4.2.1. Sea f : P → M una cubierta proyectiva en modA. Entonces
f ⊗ 1 : P ⊗A A/J → M ⊗A A/J es una cubierta proyectiva en modA/J .

Demostración. Es claro que f ⊗ 1 es un epimorfismo y además A/J ⊗A P es un
A/J-módulo proyectivo. Veamos que top(A/J ⊗A P ) = top(A/J ⊗AM).
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top(P ⊗A A/J) ∼= top(P/PJ)
∼= (P/PJ)/rad(P/PJ)
∼= (P/PJ)/(P/PJrad(A/J))
∼= (P/PJ)/((P/PJ)radA/J)
∼= (P/PJ)/(P radA)/PJ)
∼= P/radP
∼= topP
∼= topM
∼= top(M ⊗A A/J)

Por lo tanto, por la Proposición 1.3.2 tenemos que 1 ⊗ f : A/J ⊗A P → A/J ⊗AM es
una cubierta proyectiva en modA/J .

El siguiente lema será la herramienta principal para establecer una relación entre
las dimensiones globales de A y de A/J .

Lema 4.2.2. Sea M un A-módulo tal que TorAm(A/J,M) = 0 para todo m > 0. En-
tonces pdAM = pdA/J(M/MJ).

Demostración. Sea M ∈ modA con pdAM = n. Entonces existe una resolución pro-
yectiva minimal de M de la forma:

0 → Pn
dn→ Pn−1

dn−1→ · · · → P1
d1→ P0

d0→ M → 0. (4.1)

Como TorAn (A/J,M) = 0 para todo m > 0, aplicando el funtor − ⊗A A/J a (4.1),
obtenemos una sucesión exacta

0 → Pn ⊗A A/J
dn⊗A1→ · · · → P1 ⊗A A/J

d1⊗A1→ P0 ⊗A A/J
d0⊗A1→ M ⊗A A/J → 0. (4.2)

Por otra parte, como TorA1 (A/J,Ωm(M)) ∼= TorAn+1(A/J,M) = 0 tene-
mos que Ωm(M ⊗A A/J) ∼= Ωm(M) ⊗ A/J . Sigue del Lema 4.2.1, que
Pm ⊗A A/J → Ωm(M ⊗A A/J) es una cubierta proyectiva, y en consecuencia la su-
cesión exacta (4.2) es una resolución proyectiva minimal para M ⊗AA/J . Por lo tanto,
pdAM = pdA/J(M/MJ).

Proposición 4.2.3. Sean A un álgebra de dimensión global finita y J un ideal nilpo-
tente de A. Entonces gldimA ≤ gldim (A/J) + pdA(A/J).
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Demostración. Sean M ∈ modA y n = pdA(A/J). Consideremos la sucesión exacta

0 → Mn → Pn−1
dn−1→ · · · → P1

d1→ P0
d0→ M → 0

con Pi A-módulos proyectivos para i = 1, . . . , n− 1 y Mn = kerdn−1.
Entonces, se tiene que TorAk (A/J,Mn) ∼= TorAk+n(A/J,M) = 0 pues n = pdA(A/J).

Por el Lema 4.2.2, sabemos que pdAMn = pdA/J(Mn/MnJ). Así, tenemos que

pdAM ≤ n+ pdA/J(Mn/MnJ)

≤ pdA(A/J) + gldim(A/J).

Por lo tanto, gldimA ≤ gldim (A/J) + pdA(A/J).

4.2.2. Aplicación a los módulos τ-inclinantes

Dado T un A-módulo τ -inclinante, de la Proposición 1.5.4, sabemos que T es un
A-módulo sincero, y en consecuencia annT es un ideal nilpotente. Luego, como una
aplicación de la Proposición 4.2.3 se obtiene una relación entre gldimA y gldimB,
siendo B = EndAT . Comenzaremos con la siguiente observación.

Observación 4.2.4. Dado T un A-módulo τ -inclinante, notemos que, como T es un
(A/annT )- módulo, entonces B = EndAT ∼= EndA/annTT . Más aún, como T es un
(A/annT )-módulo inclinante es sabido que

|gldimA/annT − gldimB| ≤ 1

siempre que gldimA/annT < ∞. Luego, gldimB = ∞ si y sólo si gldimA/annT = ∞.

Proposición 4.2.5. Sean A un álgebra de dimensión global finita, T un A-módulo
τ -inclinante y B = EndAT . Entonces

gldimA ≤ gldimB + pdA(A/annT ) + 1.

Demostración. Como annT es un ideal nilpotente, sigue del Lema 4.2.3
que gldimA ≤ gldimA/annT + pdA(A/annT ). Si gldimA/annT = ∞, en-
tonces gldimB = ∞ y no hay nada que probar. En caso contrario,
gldimA/annT ≤ gldimB + 1. Luego,

gldimA ≤ gldimA/annT + pdA (A/annT )

≤ gldimB + 1 + pdA (A/annT ).
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Observación 4.2.6. Notemos que

pdA (A/annT ) ≤ pdA T ≤ pdA (A/annT ) + 1.

En efecto, como T es un (A/annT )-módulo inclinante tenemos que pdA/annTT ≤ 1 y,
en consecuencia, existe una sucesión exacta corta de la forma

0 → P1 → P0 → T → 0 (4.3)

con P0, P1 ∈ add (A/annT ). Como pdA Pi ≤ pdA (A/annT ), para i = 0, 1, por el Lema
1.3.6 tenemos que pdA T ≤ pdA (A/annT ) + 1.

Por otra parte, existe una sucesión exacta corta de la forma

0 → A/annT → T0 → T1 → 0 (4.4)

con T0, T1 ∈ addT . Nuevamente del Lema 1.3.6, se desprende que
pdA (A/annT ) ≤ pdA T , pues pdA Ti ≤ pdA T para i = 0, 1.

Esto nos dice que la cota hallada en la Proposición 4.2.5 está íntimamente relacio-
nada con la cota que se conoce para los módulos inclinantes de dimensión proyectiva
finita introducidos por Y. Miyashita.

El siguiente ejemplo nos muestra que la cota hallada en la Proposición 4.2.5 para la
dimensión global del álgebra de endomorfismos de un módulo τ -inclinante es óptima.

Ejemplo 4.2.7. Sea A = kQ/I el álgebra dada por el siguiente carcaj:

Q : 5
α

||zz
zz
zz

1 3δoo

ϵ||zz
zz
zz

4γ
oo 7

θ
bbDDDDDD

ω||zz
zz
zz

2 6
β

bbDDDDDD

con I =< αγ, βγ, γδ, θα− ωβ >. Notemos que gldimA = 4.
Consideremos el A-módulo τ -inclinante T = 6 ⊕ 7

5 6
⊕ 3 ⊕ 3

2
⊕ 3

1
⊕

7
5 6
4

⊕ 7
6
.

En este caso, annT =< γ > y en consecuencia A/annT esta dada por el siguiente
carcaj disconexo:

Q′ : 5
α

||zz
zz
zz

1 3δoo

ϵ||zz
zz
zz

4 7
θ

bbDDDDDD

ω||zz
zz
zz

2 6
β

bbDDDDDD
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con I ′ =< θα − ωβ >.
Tenemos que A/annT ∼= 1 ⊕ 2 ⊕ 3

1 2
⊕ 4 ⊕ 5

4
⊕ 6

4
⊕

7
5 6
4

. Todos los sumandos directos

indescomponibles de A/annT son A-módulos proyectivos excepto el sumando directo
S4. Luego, pdA(A/annT ) = pdAS4 = 2.

El álgebra de endomorfismos B = EndAT es hereditaria y está dada por el siguiente
carcaj disconexo:

Q′′ : 5

1 3δoo

ϵ||zz
zz
zz

6

bbDDDDDD

||zz
zz
zz

7oo

2 4
Por lo tanto, gldimB = 1 y así tenemos que

4 = gldimA ≤ gldimB + pdA (A/annT ) + 1 = 4.

En la Proposición 4.2.5, obtuvimos una relación entre gldimA y gldimB que no nos
asegura que gldimB sea finita. El siguiente ejemplo muestra que la dimensión global
de B puede ser infinita.

Ejemplo 4.2.8. Consideremos A = kQ/I el álgebra dada por el siguiente carcaj con
relaciones:

Q : 1
α // 2
β

oo

θ ""D
DD

DD
D 4λoo

ω||zz
zz
zz

3
con I =< λθ, αβ, λβα >.

Se puede ver que gldimA = 3. Consideremos el A-módulo τ -inclinante

T =
1
2
3

⊕
1
2 4
3 2

1

⊕
4

2 3
1

⊕ 4 1
3 2

.

El anulador de T está generado por el camino βα, y entonces A/annT está dada
por el siguiente carcaj con relaciones:

Q : 1
α // 2
β

oo

θ ""D
DD

DD
D 4λoo

ω||zz
zz
zz

3

con I =< λθ, αβ, βα >.
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El comienzo de la resolución proyectiva minimal de S1 ∈ A/annT tiene la forma

. . . //
1
2
3

//

""D
DD

DD
D 2

1 3
//

""D
DD

DD

1
2
3

// S1 // 0

S1

<<zzzz
2
3

<<zzzzzz

En consecuencia, tenemos que pdA/annTS1 = ∞ y, así gldim (A/annT ) = ∞. Por
lo tanto, gldim EndAT = ∞.

Observación 4.2.9. En general, para todo n = k + 3, con k ≥ 0, encontramos
una familia de álgebras An de dimensión global igual a n y, para cada n, Tn un
An-módulo τ -inclinante tal que Bn = EndTn tiene dimensión global infinita. Con-
sideremos An = kQn/In, donde

Qn : 1
α // 2
β

oo

θ ""D
DD

DD
D 4λoo

ω||zz
zz
zz

a1
µ1oo a2

µ2oo . . . ak
µnoo

3

e
In =< λθ, αβ, λβα, µ1λ, µ2µ1, µ3µ2, . . . , µkµk−1 >

para k ≥ 1.

Consideremos U1 =
1
2 4
3 2

1

. La presentación proyectiva minimal de U1 (en cualquier

álgebra An) es
P3 → P1 ⊕ P4 → U1 → 0

y entonces tenemos la siguiente sucesión exacta

0 → τU1 → I3 → I1 ⊕ I4.

Luego, τU1 ∼= 2
3
. De igual manera, si consideramos U2 = 4 1

3 2
, la presentación proyectiva

minimal de U2 es
P2 → P1 ⊕ P4 → U2 → 0

y, en consecuencia se tiene que

0 → τU2 → I2 → I1 ⊕ I4.

Luego, τU2 ∼= S2.
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Definimos Tn =
ak⊕
i=a1

Pi ⊕ U1 ⊕ U2 ⊕ P1 ⊕ P3. Como τAnTn
∼= 2

3
⊕ 2, tenemos que Tn

es un An-módulo τ -inclinante.
Al igual que en el Ejemplo 4.2.8, tenemos que annTn =< βα > y en consecuencia,

gldimA/annT = ∞. Por lo tanto, gldim EndTn = ∞.

En virtud de los expuesto, dedicaremos el resto del capítulo a dar condiciones que
nos permitan asegurar que gldimB < ∞.

4.3. El anulador de T

Esta sección esá abocada a estudiar el anulador de un módulo τ -inclinante. Más
precisamente, estamos interesados en dar condiciones sobre los generadores de este
ideal.

Proposición 4.3.1. Sean A = kQ/I un álgebra, T un A-módulo τ -inclinante y
ρ ∈ annT un camino no nulo de longitud mayor o igual que 2 tal que ningún subcamino
propio de ρ pertenece al annT . Entonces vale alguna de las siguientes condiciones:

i) Existe un camino no nulo γ tal que γρ es una relación cero en A.

ii) Existen caminos no nulos γi, γ y escalares no nulos λi ∈ K tales que γρ+ ∑
i∈I
λiγi

es una relación minimal en A, donde I es un conjunto finito de índices.

Demostración. Supongamos por el absurdo que no se cumplen i) ni ii).
Sean T =

r⊕
i=1

Ti un A-módulo τ -inclinante, con Ti A-módulos indescomponibles
para i = 1, . . . , r, y ρ = α1 . . . αn un camino en Q de a a c, con αj ∈ Q1 para
j = 1, . . . , n, tales que ρ pertenece al anulador de T y ningún subcamino propio de
ρ pertenece al annT . En particular, α1 . . . αn−1 /∈ annT y α2 . . . αn /∈ annT . Como
annT =

r∩
j=1

annTj, existen Tl = ((Tl)i, φλ)i∈Q0, λ∈Q1 y Th = ((Th)i, ϑλ)i∈Q0, λ∈Q1 suman-

dos directos indescomponibles de T tales que α1 . . . αn−1 /∈ annTl y α2 . . . αn /∈ annTh.
Notemos por di a la dimensión como k-espacio vectorial de (Tl)i, es de-

cir, di = dimk(Tl)i y por P (i) al proyectivo correspondiente al vértice i. Sea
P0 = ⊕

i∈Q0
diP (i), donde diP (i) representa la suma directa de di copias de P (i). Que-

remos definir un morfismo g : P0 → Tl, para ello fijemos bases para cada uno de los
espacios vectoriales. Sea {mi1 , . . . ,midi

} una base para (Tl)i, y consideremos

B′ = {mij | i ∈ Q0, j = 1, . . . , di}
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una base para Tl. Para los módulos proyectivos tomamos la base definida en el Lema
1.2.6, y consideramos entonces

B = {cij | i ∈ Q0, ci un camino con s(ci) = i, j = 1, . . . , di}

una base para P0. Definimos g : P0 → Tl tal que

g(cij) = φci
(mij) ∈ (Tl)t(ci).

Así definido, es claro que g es un epimorfismo, pero no necesariamente minimal. Si
notamos por (P̃0, g̃) la cubierta proyectiva de Tl, tenemos que existe un diagrama
conmutativo:

P0
g //

∃π
��

Tl //

��

0

P̃0
g̃ // Tl // 0

tal que g = g̃π y P̃0 es sumando directo de P0.
Como α1 . . . αn−1 /∈ annTl, entonces tenemos que φαn−1 . . . φα1 ̸= 0. Además existe

un camino no nulo ϵ1 . . . ϵm de x a a en Q tal que S(x) es sumando directo del topTl y
φαn−1 . . . φα1φϵm . . . φϵ1 ̸= 0. Luego existe un elemento mxrx de la base de (Tl)x tal que
φρφϵm . . . φϵ1(mxrx) = m ̸= 0.

Como P (x) es sumando directo de P̃0, y g y g̃ coinciden en los elementos de P̃0,
tenemos que

g̃(ex) = g(cxrx) = φex(mxrx) = mxrx .

Luego, g̃(ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn−1) = φϵ1...ϵmα1...αn−1(mxrx) = m ̸= 0. Además, como
α1 . . . αn−1αn no satisface i), tenemos que el camino ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn es no nulo y
g̃(ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn) = φαn . . . φα1φϵm . . . φϵ1(mxrx) = 0, pues φαn . . . φα1 = 0. Por lo
tanto, 0 ̸= ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn ∈ ker g̃.

Veamos que ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn /∈ rad(ker g̃) y, en consecuencia S(c) es un suman-
do directo de top (ker g̃). Como ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn ∈ (ker g)c, siguiendo el Lema 1.2.5
debemos ver que

ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn /∈
∑
λ:•→c

Im(ψλ : (ker g̃)• → (ker g̃)c).

De la definición de ker g, sabemos que los morfismos de la representación ψλ son la
restricción de los morfismos correspondientes en P̃0, es decir, la multiplicación por las
flechas correspondientes. Si ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn ∈ rad (ker g̃), entonces tenemos que:

ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn =
∑
λ:y→c

ληy.
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con ηy ∈ (kerg̃)y, lo cual es una contradicción, ya que asumimos que ii) no se satisface.
Por lo tanto, S(c) es un sumando directo de top (ker g̃).

Si P1
f→ P̃0

g̃→ Tl → 0 es la presentación proyectiva minimal de Tl, entonces P (c)
es un sumando directo de P1 y, además por construcción, f(ec) = ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn.

Por otro lado, como α2 . . . αn /∈ annTh, tenemos que ϑαn . . . ϑα2 ̸= 0 y así, S(c) es un
factor de composición de Th. Entonces, existe un elemento no nulo t ∈ (Th)c. Definimos
un morfismo θ : Pc → Th tal que θ(ec) = t ̸= 0 y si w es un camino que comienza en
el vértice c, θ(w) = ϑw(t). Consideremos el morfismo θ̃ : P1 = P (c) ⊕ P ′

1 → Th definido
por θ̃ = (θ, 0).

Como HomA(Th, τATl) = 0, sabemos de la Proposición 1.5.10, que el morfismo

HomA(P̃0, Th)
(f,Y )→ HomA(P1, Th)

es suryectivo. Luego, existe un morfismo ψ : P̃0 → Th tal que θ̃ = ψf . En particular,
se tiene que t = θ̃(ec, 0) = ψf(ec) = ψ(ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn).

Del siguiente diagrama conmutativo

(P̃0)a
∗α1 //

ψa

��

. . . . . .
∗αn // (P̃0)c

ψc

��
(Th)a

φα1 // . . . . . .
φαn // (Th)c

resulta que ψc ∗ αn · · · ∗ α1 = φαn . . . φα1ψa, donde ∗αi denota el morfismo de la repre-
sentación de P0 que consiste en multiplicar por αi. Entonces,

ψc ∗ αn · · · ∗ α1(ϵ1 . . . ϵm) = ψc(ϵ1 . . . ϵmα1 . . . αn) = t

φαn . . . φα1ψa(ϵ1 . . . ϵm) = 0.

Luego t = 0, lo cual es una contradicción.

A continuación, ilustraremos con un ejemplo las condiciones i) y ii) de la proposición
anterior.

Ejemplo 4.3.2. Sea A = kQ/I el álgebra dada por el siguiente carcaj con relaciones

Q : 2 γ // 4
λ
!!C

CC
C

1 β

!!C
CC

C

α =={{{{
5 ϵ // 6 µ // 7

3
δ

66mmmmmmmmm
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e I =< αγλ− βδ, λϵµ >.
Consideremos el A-módulo τ -inclinante

T =
1
2
4

⊕
4
5
6

⊕ 6
7

⊕ 1
3

⊕ 7 ⊕ 4 ⊕ 1.

Si calculamos el anulador de T , tenemos que annT =< δ, γλ, ϵµ >. Así, vemos que γλ
está asociado a la relación minimal αγλγλγλ−βδ, y ϵµ está relacionado con la relación cero
λϵµϵµϵµ.

4.4. El álgebra A como una extensión escindida de
A/annT

En esta sección presentaremos una de las condiciones que nos permiten asegurar
que gldimB < ∞.

Teorema 4.4.1. Sean A un álgebra de dimensión global finita, T un A-módulo
τ -inclinante y B = EndAT , tales que A es una extensión escindida de A/annT por
annT . Entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

a) gldimB ≤ gldimA+ 1 < ∞.

b) idA T − idAD(A/annT ) ≤ gldimB.

Demostración. a) Como gldimA < ∞, de la Proposición 3.3.2 tenemos que
gldimA/annT < gldimA. Entonces,

gldimB ≤ gldimA/annT + 1

≤ gldimA+ 1.

b) De la Proposición 4.1.4, sabemos que

idA/annT T ≤ gldimB.

Por otra parte, de la Proposición 3.3.4, tenemos que

idA T − idAD(A/annT ) ≤ idA/annTT.

Luego, sigue el enunciado.
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Observación 4.4.2. Notemos que en el Teorema 4.4.1, 0 ≤ idA T − idAD(A/annT ).
En efecto, como gldimA < ∞, sabemos que gldimA/annT < ∞ y así, todo módulo
M ∈ FacT tiene una resolución finita de la forma:

0 → Tn → · · · → T0 → M → 0

con Ti ∈ addT , para i = 1, . . . , n, y n ≤ pdA/annT M < ∞. Por otra parte, como T
es un A/annT -módulo inclinante, D(A/annT ) ∈ FacT . En consecuencia, existe una
sucesión exacta en modA/annT

0 → Tn → · · · → T0 → D(A/annT ) → 0 (4.5)

con Ti ∈ addT , para i = 1, . . . , n, y n ≤ pdA/annT D(A/annT ) < ∞. Observando que
idA Ti ≤ idA T para todo i = 1, . . . , n, tenemos que idAD(A/annT ) ≤ idA T .

A continuación, presentamos dos ejemplos en los que se alcanzan las cotas halladas
en el Teorema 4.4.1.

Ejemplo 4.4.3. i) Sea A = kQ/I el álgebra dada por el siguiente carcaj con relaciones:

Q : 7

2
β

||zz
zz
zz

θ
bbDDDDDD

1 4
α

bbDDDDDD

γ||zz
zz
zz

3
δ

bbDDDDDD
5

λ
oo

6
µ

bbDDDDDD

I =< αβ − γδ, λδ, µδ, αθ > .

Notemos que gldimA = 2. Consideremos el A-módulo τ -inclinante

T = 1 ⊕
4

2 3
1

⊕ 4
3

⊕ 4 6
2 3

⊕ 4 5
2 3

⊕ 4
2

⊕ 7

En este caso, el álgebra de endomorfismos de T , B = EndA T , está dada por el
siguiente carcaj disconexo con relaciones:

Q′ : 3′
β

||zzz
zz
z

1′ 2′αoo 4′γoo 6′δoo

θ||zzz
zz
z

7′

5′
ϵ

bbDDDDDD

I ′ =< δγ − θϵ, γα, ϵα, βα > .
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Luego, tenemos que gldimB = 3 = gldimA+ 1.

ii) Sea A = kQ/I donde

Q : 1 2αoo 3βoo 4γoo 5
δ

oo

6
η

bbDDDDDD

I =< βα, ηβ > .

Consideremos el A-módulo τ -inclinante T = 1 ⊕ 2
1

⊕ 4 ⊕ 5
4

⊕
5
4
3

⊕
5
4 6

3
. El anulador de

T está generado como ideal por β. Así, A/annT es hereditaria y viene dada por el
siguiente carcaj disconexo:

Q : 1 2αoo 3 4γoo 5
δ

oo

6
η

bbDDDDDD

Como A-módulo, D(A/annT ) ∼= 2
1

⊕ 2 ⊕
5
4 6

3
⊕ 5

4
⊕ 5 ⊕ 6. Luego, tenemos que

idAD(A/annT ) = 2. Además, idA T = idAS1 = 3.
Por otra parte, el siguiente carcaj representa el álgebra de endomorfismos de T :

B = EndAT : 2′ // 1′ 3′ 4′oo 5′oo 6′oo

B es un álgebra hereditaria, y en consecuencia gldimB = 1. Luego tenemos que

gldimB = 1 = idA T − idAD(A/annT ).

4.4.1. Algebras monomiales cuadráticas

El propósito de esta sección es mostrar que las álgebras monomiales cuadráticas
satisfacen la hipótesis del Teorema 4.4.1 y, en consecuencia, se tiene una cota para la
dimensión global del álgebra de endomorfismos de un módulo τ -inclinante sobre este
tipo de álgebras. Recordemos que un álgebra A = kQ/I se dice monomial cuadrática
si el ideal I está generado por caminos de longitud igual a 2. Comenzaremos mostrando
que el anulador de un módulo τ -inclinante sobre estas álgebras está generado por
caminos.

Lema 4.4.4. Sean A = kQ/I un álgebra monomial y T un A-módulo τ -inclinante.
Supongamos que

m∑
i=1

λiρi ∈ annT , con ρi caminos no nulos de longitud mayor o igual
que 2 y λi ∈ k para i = 1, . . . ,m. Entonces ρi ∈ annT para todo i = 1, . . . ,m.
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Demostración. Sea T =
n⊕
i=1

Ti un A-módulo τ -inclinante, con Ti A-módulos indescom-

ponibles, para i = 1, . . . , n. Consideremos ρ =
m∑
i=1

λiρi : a → c en Q, con ρi caminos
no nulos de a a c de longitud mayor o igual a 2 y λi ∈ k para i = 1, . . . ,m, tal
que ρ ∈ annT . Supongamos que existe k ∈ {1, . . . ,m} tal que ρk /∈ annT . Entonces,
existe un sumando directo indescomponible Th = ((Th)y, φα)(y∈Q0, α∈Q1) de T tal que
ρk /∈ annTh y, en consecuencia, φρk

̸= 0.
Sea S(x) un sumando directo de topTh tal que existe un camino no nulo γ de x a

a y φρk
φγ ̸= 0. Sea {mx1 , . . . ,mxdx

} una base para (Th)x como k-espacio vectorial. Al
igual en la demostración de la Proposición 4.3.1, podemos considerar una presentación
proyectiva minimal de Th como sigue

P1
g→ P0

f→ Th → 0

tal que f(ex) = mx1 y f(ϵ) = φϵ(mx1) si ϵ es un camino en Q comenzando en x.
Notemos que como A es un álgebra monomial y γρk ̸= 0 tenemos que γ

m∑
i=1

λiρi ̸= 0.

Luego, γ
m∑
i=1

λiρi ∈ kerf , pues f(γρ) = φρφγ = 0φγ = 0. Veamos que γρ /∈ rad(kerf).
Recordemos que los morfismos de la representación kerf son la restricción de los

morfismos de P0, y por lo tanto son la multiplicación por las flechas correspondientes.
Entonces, si γρ ∈ rad(kerf), tenemos que existen ωy ∈ (ker f)c tales que

γρ =
∑
β:y→c

ωyβ (4.6)

La ecuación (4.6) define una relación γρ − ∑
β:y→c

ωyβ en I con γρ ̸= 0 que no es

monomial, lo cual es una contradición pues A es un álgebra monomial. Por lo tanto,
γρ /∈ rad (ker f) y, en consecuencia, S(c) es un sumando directo de topTh y P (c) es un
sumando directo de P1.

Al igual que en la demostración de la Proposición 4.3.1, si P (c) es sumando directo
de P1 podemos construir un morfismo θ : P1 → Th que no factoriza por g lo cual es una
contradicción al hecho que Th es un A-módulo τ -rígido. Por lo tanto, si

m∑
i=1

λiρi ∈ annT ,
entonces ρi ∈ annT para todo i = 1, . . . ,m.

Observación 4.4.5. En vista del Lema 4.4.4, tenemos que si A es un álgebra monomial
y T es un A-módulo τ -inclinante (no inclinante), entonces annT está generado como
ideal por flechas o por caminos de longitud mayor o igual que dos.

Proposición 4.4.6. Sean A = kQ/I un álgebra monomial cuadrática y T un A-módulo
τ -inclinante (no inclinante). Entonces annT esta generado como ideal por flechas.
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Demostración. Del Lema 4.4.4 tenemos que annT está generado como ideal por ca-
minos de longitud mayor o igual que uno. Supongamos que existe un generador ρ del
annT de longitud mayor o igual a 2. Entonces, se satisface alguna de las condiciones
i) o ii) de la Proposición 4.3.1. Como las relaciones de A son monomiales la condición
ii) no es posible. Por otra parte, como A es monomial cuadrática, no existen relaciones
cero de longitud mayor que 2 y, en consecuencia, la condición i) de la Proposición 4.3.1
tampoco se satisface. Por lo tanto, no existe ningún generador de annT que tenga
largo mayor o igual a 2. Como T no es inclinante, annT ̸= 0 y, en consecuencia, está
generado por flechas.

Como una consecuencia de la Proposición 4.4.6 se desprende el siguiente corolario.

Corolario 4.4.7. Sean A = kQ/I un álgebra monomial cuadrática de dimensión glo-
bal finita, T un A-módulo τ -inclinante(no inclinante) y B = EndA T . Entonces se
satisfacen las siguientes condiciones.

a) gldimB ≤ gldimA+ 1 < ∞.

b) idA T − idAD(A/annT ) ≤ gldimB.

Demostración. Del Lema 4.4.6 y por el Teorema 3.1.2 tenemos que A es una extensión
escindida de A/annT por annT . El resultado sigue del Teorema 4.4.1.

Una pregunta natural es si en la Proposición 4.4.6 se puede quitar la condición
de ser monomial, es decir, si permitimos que A tenga relaciones minimales del tipo
m∑
i=1

λiρi con ρi caminos de largo 2 para i = 1, . . . ,m. El siguiente ejemplo muestra que,
en general, este resultado es falso.

Ejemplo 4.4.8. Consideremos A = kQ/I el álgebra dada por el siguiente carcaj con
relaciones:

Q : 2
α

||zz
zz
zz

1 4
δ||zz

zz
zz

β
bbDDDDDD

5ϵ
oo

3
γ

bbDDDDDD

I =< ϵδ, βα − δγ > .

Sea el A-módulo τ -inclinante T = 5⊕2⊕3⊕
5
4
2

⊕2 3
1

. En este caso, annT está generado
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por la flecha δ. Entonces A/annT está dada por el siguiente carcaj con relaciones:

Q : 2
α

||zz
zz
zz

1 4

β
bbDDDDDD

5ϵ
oo

3
γ

bbDDDDDD

I =< ϵδ, βα > .

Por el Teorema 3.1.2, tenemos que A no es una extensión que se parte de A/annT por
el ideal nilpotente annT pues δ ∈ annT pero ninguna flecha correspondiente al camino
βα pertenece al annT .





Capítulo 5

Módulos τ-inclinantes sobre
álgebras de dimensión global dos

En la Sección 4.2 del capítulo anterior, mostramos que existe una familia de álgebras
de dimensión global n, con n ≥ 3, y módulos τ -inclinantes sobre estas álgebras tal que
sus álgebras de endomorfismos tienen dimensión global infinita. El objetivo principal
de este capítulo es estudiar el caso de las álgebras de dimensión global dos. Nos concen-
traremos en dos familias de álgebras: las álgebras monomiales de dimensión global dos
y las álgebras biseriales especiales de dimensión global dos. Para estas álgebras, proba-
remos que si T es un A-módulo τ -inclinante, entonces el algebra de endomorfismos de
T es de dimensión global finita. Conjeturamos que este resultado vale en general, para
cualquier álgebra de dimensión global dos.

Comenzaremos mostrando una presentación del álgebra A/annT , para T un
A-módulo τ -inclinante.

5.1. Una presentación para A/annT

Lema 5.1.1. Sean A un álgebra y ηA : kQA → A una presentación de A, con
IA = ker ηA. Sea T un A-módulo τ -inclinante tal que annT está generado como
ideal por caminos. Entonces existe una presentación ηA/annT : kQA/annT → A/annT
tal que ηA/annT π̃ = πηA, donde π : A → A/annT es la proyección canónica y
π̃ : kQA → kQA/annT es un morfismo suryectivo. Más aún,

IA/ann T = ker ηA/annT = ⟨IA ∩ kQA/annT , annT ∩ kQA/annT ⟩
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Demostración. Sea Q el carcaj definido como sigue:

Q0 = (QA)0.

Q1 = (QA)1 \ {α ∈ (QA)1 | α ∈ annT}.

Entonces tenemos un morfismo suryectivo π̃ : kQA → kQ definido como sigue

π̃(ex) = ex para todo x ∈ (QA)0.

π̃(α) = 0 si α ∈ annT ∩ (QA)1.

π̃(β) = β si β ∈ (QA)1 y β /∈ annT.

Es claro que ker π̃ = ⟨α ∈ (QA)1 | α ∈ annT ⟩. Consideremos π : A → A/annT la pro-
yección canónica. Para α ∈ annT tenemos que πηA(α) = 0 y en consecuencia
ker π̃ ⊂ kerπηA. Luego, existe un único morfismo ηA/annT : kQ → A/annT tal que
ηBπ̃ = πηA, como muestra el siguiente diagrama:

kQA

π̃

��

πηA //A/annT

kQ

ηA/ann T

88ppppppp

Veamos que IA/annT = ker ηA/annT es un ideal admisible, es decir, que existe n ∈ N tal
que rnQ ⊂ IA/annT ⊂ r2

Q, donde rQ es el ideal de kQ generado por las flechas.
Supongamos por el contrario que existe γ ∈ IA/annT y γ /∈ r2

Q. Entonces existen
β1, . . . , βm flechas en Q, c1, . . . , cm escalares no nulos y ρ ∈ r2

Q tales que

γ =
m∑
i=1

ciβi + ρ.

Viendo a γ como un elemento de kQA tenemos que

πηA(γ) = ηA/annT π̃(γ) = ηA/annT (γ) = 0.

Luego, ηA(γ) = γ + IA ∈ kerπ = annT . Entonces existen a1, . . . , al escalares no nulos,
α1, . . . , αl flechas que pertenecen al annT y λ ∈ annT ∩ r2

QA
tales que

γ + IA =
l∑

j=1
ajαj + λ+ IA.

Como IA es un ideal admisible y ρ, λ ∈ r2
QA

la ecuación

m∑
i=1

ciβi + ρ+ IA =
l∑

j=1
ajαj + λ+ IA
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implica que
m∑
i=1

ciβi =
l∑

j=1
ajαj, lo cual es una contradicción pues las flechas αj no

pertenecen a Q. Por lo tanto, IA/annT ⊂ r2
Q.

Ahora, veamos que existe n ∈ N tal que rnQ ⊂ IA/annT . Como IA es un ideal admi-
sible, existe n ∈ N tal que rnQA

⊂ IA. Por otra parte, como Q es un subcarcaj de QA

tenemos que rnQ ⊂ rnQA
y en consecuencia, rnQ ⊂ IA. Sea x ∈ rnQ, entonces tenemos que

ηA/annT (x) = ηA/annT π̃(x) = πηA(x) = 0

pues x ∈ IA. Por lo tanto, rnQ ⊂ IA/annT y así, IA/annT es un ideal admisible.
Como el carcaj de un álgebra está unívocamente determinado, tenemos que

Q = QA/annT y ηA/annT : kQ → A/annT es una presentación de A/annT .
Veamos que IA/annT = kerηA/annT = ⟨IA ∩ kQA/annT , annT ∩ kQA/annT ⟩. Sea

y ∈ IA/annT . Entonces,

0 = ηA/annT (y) = ηA/annT (π̃(y)) = πηA(y).

Luego, ηA(y) ∈ kerπ = annT . En consecuencia, existe z ∈ annT tal que
ηA(y) = y + IA = z. Luego, y ∈< IA ∩ kQA/annT , annT ∩ kQA/annT >.

Recíprocamente, sea z ∈< IA∩kQA/annT , annT ∩kQA/annT >. Entonces z = z1+z2,
con z1 ∈ IA ∩ kQA/annT y z2 ∈ annT ∩ kQA/annT . Entonces, tenemos que

ηA/annT (z) = ηA/annT (π̃(z))

= πηA(z)

= π(ηA(z1)) + π(ηA(z2))

= 0

Por lo tanto, z ∈ IA/annT .

5.2. Álgebras monomiales

5.2.1. Generalidades

En [GHZ], E. Green, D. Happel y D. Zacharia muestran un algoritmo para calcu-
lar las resoluciones proyectivas de módulos simples sobre álgebras monomiales. Más
precisamente, los autores mencionados describen un algoritmo para calcular resolucio-
nes proyectivas de módulos simples sobre carcajes de tipo árbol y a partir de esto,
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via el cubrimiento universal de carcajes, dan un método para calcular las resoluciones
proyectivas de módulos simples sobre álgebras monomiales.

Comenzaremos recordando algunos resultados y definiciones que aparecen en [GHZ],
que serán de gran utilidad para estudiar la dimensión global del álgebra de endomor-
fismos de un módulo τ -inclinante sobre álgebras monomiales.

Sea (B, ρ) un camino dirigido con conjunto de relaciones minimales ρ. Dados dos
vértices u,w en B diremos que u < w si existe un camino dirigido de v a w.

Definición 5.2.1. Sea v0 un vértice del camino dirigido (B, ρ). Definimos inductiva-
mente la secuencia de relaciones S asociada a v0 (a lo largo de B) como sigue:
si no existe ninguna relación r ∈ ρ tal que s(r) = v0, entonces S = ∅. Supongamos
que existe r1 ∈ ρ tal que s(r1) = v0. Entonces, sea r2 una relación en ρ (si existe) tal
que s(r1) < s(r2) < e(r1) y s(r2) minimal con esta propiedad. Asumamos que tenemos
construido r1, r2, . . . , ri. Sea

Ri+1 = {r ∈ ρ | e(ri−1) ≤ s(r) < e(ri)}.

Si Ri+1 ̸= ∅, sea ri+1 tal que s(ri+1) es minimal con ri+1 ∈ Ri+1. Entonces S es la
secuencia r1, r2, . . . , rN donde N es ∞ si Ri ̸= ∅ para todo i, o N es tal que RN+1 = ∅
pero Ri ̸= ∅.

A continuación, transcribiremos el Teorema 1.2 de [GHZ].

Teorema 5.2.2. [GHZ, Teorema 1.2] Sea (B, ρ) un camino dirigido con conjunto de
relaciones minimales ρ. Sean v0, v1 vértices de B tales que existe una flecha de v0 a v1,
S = {ri}Ni=1 la secuencia de relaciones asociada a v0 y xi = e(ri).

a) Si S = ∅, entonces 0 → P (v1) → P (v0) → S(v0) → 0 es la resolución proyectiva
minimal de S(v0).

b) Supongamos S ̸= ∅. Si N < ∞, entonces

0 → P (xN) → P (xN−1) → · · · → P (x1) → P (v1) → P (v0) → S(v0) → 0

es la resolución proyectiva minimal de S(v0), y si N = ∞ entonces pdBS(v0) = ∞
y su resolución proyectiva minimal es

· · · → P (xi) → P (xi−1) → · · · → P (x1) → P (v1) → P (v0) → S(v0) → 0
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Luego, como una aplicación del teorema anterior, se obtiene un algoritmo para el
cálculo de los términos de la resolución proyectiva minimal de un módulo simple sobre
carcaj de tipo árbol.

Sean A = kQ/I un álgebra monomial y ρ un conjunto de generadores para I.
Considerando (Q, ρ) un carcaj con relaciones, como ρ consiste de caminos dirigidos,
el cubrimiento universal de (Q, ρ), Φ : (Q̃, ρ̃) → (Q, ρ) es el cubrimiento universal
topológico Φ : Q̃ → Q junto con ρ̃, que es el conjunto de todos los caminos en Q̃ cuya
imagen por Φ es un camino en ρ.

Recordemos que se puede definir una relación de homotopía en el conjunto de todos
los paseos como la menor relación de equivalencia tal que:

1. Para cada flecha α : x → y tenemos αα−1 ∼ ex y α−1α ∼ ex.

2. Si u ∼ v, entonces wuw′ ∼ wvw′, cuando estos productos estén definidos.

Así, el cubrimiento topólogico Q̃ de un carcaj Q con base en v0 se define como sigue:

- El conjunto de vértices Q̃0 de Q̃ es el conjunto de clases de homotopía de paseos
en Q con origen en v0.

- Dados v∗
1, v

∗
2 vértices en Q̃, para cada flecha δ en Q, existe una flecha

δv∗
1 ,v

∗
2

: v∗
1 → v∗

2 si y sólo si existen paseos representantes q1, q2 en Q de v∗
1 y v∗

2

respectivamente tales que q2 = δq1.

Se puede ver que el cubrimiento no depende el punto base v0. El carcaj Q̃ es un
carcaj de tipo árbol que, si Q contiene ciclos (no necesariamente orientados), es infinito.

La proyección del cubrimiento Φ : Q̃ → Q está dada de la siguiente manera: para
cada vértice v∗

0 de Q̃, Φ(v∗
0) = e(α), donde α es cualquier paseo en Q representante de

v∗
0 y si δ es una flecha de Q̃ de v∗

1 en v∗
2 originada por una flecha δ en Q tal que existen

paseos q1 y q2 en Q representantes de v∗
1 y v∗

2 respectivamente, con q2 = δq1, entonces
Φ(δ) = δ.

Esta proyección, induce un funtor F : rep(Q̃, ρ̃) → rep(Q, ρ) que satisface que si

· · · → Pn
fn→ Pn−1 · · · → P0

f0→ X → 0

es una resolución proyectiva minimal de X en rep(Q̃, ρ̃), entonces

· · · → F (Pn) F (fn)→ F (Pn−1) · · · → F (P0)
F (f0)→ F (X) → 0

es una resolución proyectiva minimal de F (X) en rep(Q, ρ). Luego, se tiene el siguiente
resultado.
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Teorema 5.2.3. [GHZ, Teorema 2.3] Sea A un álgebra monomial. Entonces la cons-
trucción de la resolución proyectiva de los A-módulos simples es algorítmica. Esto es,
la determinación de los A-módulos proyectivos en la resolución proyectiva minimal de
un A-módulo simple se reduce a la construcción de secuencias asociadas en Q̃ con
relaciones ρ̃.

El cálculo de los primeros n-términos de la resolución proyectiva de un A-módulo
simple S(v1) está dado por el cálculo de la (Q̃, ρ̃)-resolución proyectiva de S(v∗

1), donde
v∗

1 es tal que Φ(v∗
1) = v1. Dicha resolución en (Q̃, ρ̃) está determinada por un carcaj

pleno y finito Q̃′ de Q̃ que se construye como sigue:

- El conjunto de vértices es

{v∗ | dist(v∗
1, v

∗) ≤ (n− 1)L)}

donde L denota la longitud del camino más largo en ρ y dist(v∗
1, v

∗) es el número
de flechas en el único camino dirigido que une v∗

1 con v∗.

- el conjunto de relaciones es el conjunto de caminos en ρ̃ que son caminos en Q̃′.

Proposición 5.2.4. [GHZ, Corolario 2.5] Sea A un álgebra monomial. Supongamos
que S es un A-módulo simple tal que pdAS = ∞. Sea

· · · fn→ An−1 → · · · → A1
f1→ A0

f0→ S → 0

una resolución proyectiva minimal de S. Entonces, existe una sucesión de A-módulos
indescomponibles proyectivos P1, P2, . . . , Pt y un entero positivo l tal que Pi es un su-
mando directo de Am+l+i para todo m ≥ 0 e i = 1, . . . , t.

Observación 5.2.5. En la demostración de la Proposición 5.2.4, los autores muestran
que si v es un vértice en Q tal que el simple correspondiente S(v) tiene dimensión
proyectiva infinita, entonces es posible construir una secuencia infinita de relaciones
minimales r∗

1, r
∗
2, . . . , r

∗
n, . . . asociada a v∗ en (Q̃, ρ̃), con Φ(v∗) = v y números enteros

a, b con 1 ≤ a < b, tales que r∗
i = ri para i = 1, . . . , b+1 y Φ(r∗

lb+j) = Φ(ra+j) para l ≥ 1
y 0 ≤ j ≤ b−a−1. En consecuencia, existe una secuencia de relaciones minimales aso-
ciada a v en (Q, ρ) que termina en un ciclo fijo. Además, como e(r∗

i−1) < s(r∗
i+1) < e(ri)

en (Q̃, ρ̃), se tiene que existen caminos no nulos γj, j = 1, . . . , n, tales que rj = γjγj+1

para j = 1, . . . , n− 1 y rn = γnγ̃1, con γ̃1 un subcamino de γ1.
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Observación 5.2.6. Notemos que si A = kQ/I es un álgebra monomial de dimensión
global 2, con I =< ρ > entonces no puede existir ningún camino γ1γ2γ3, con γ1, γ2, γ3

caminos no triviales, tales que γ1γ2 y γ2γ3 son las únicas relaciones cero de A contenidas
en el camino. En efecto, supongamos que existe un camino en A en esas condiciones.
Notemos por x = s(γ1). Entonces existe en Q̃ dos relaciones r∗

1, r
∗
2 asociadas al vértice

x∗, con Φ(x∗) = x, tales que Φ(r∗
1) = γ1γ2, Φ(r∗

2) = γ2γ3 y s(r∗
1) < s(r∗

2) < e(r∗
1). Luego,

del Teorema 5.2.2, tenemos que pd
rep(Q̃,ρ̃)S(x∗) ≥ 3 y, en consecuencia pdAS(x) ≥ 3 lo

cual es una contradicción.

5.2.2. Resultado principal

Ahora, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal de
esta sección.

Teorema 5.2.7. Sean A = kQ/I un álgebra monomial de dimensión global 2, T un
A-módulo τ -inclinante y B = EndA T . Entonces gldimB < ∞.

Demostración. Supongamos que gldimB = ∞. Como T es un A/annT -módulo incli-
nante, tenemos que gldimA/annT = ∞.

Por otra parte, de la Proposición 4.3.1 y el Lema 4.4.4 sabemos que annT es-
tá generado por caminos y, en consecuencia A/annT es un álgebra monomial. Co-
mo gldimA/annT = ∞, existe un vértice v0 ∈ Q0 tal que pdA/annT S(v0) = ∞.
Por el Teorema 5.2.3 sabemos que existe una secuencia de relaciones asociada a v0,
r1, . . . , rk que termina en un ciclo ρ = α1 . . . αn, con αi ∈ (QA/annT )1 para i = 1, . . . , n
y s(α1) = e(αn). Notemos por r′

1, r
′
2, . . . , r

′
h la subsecuencia de relaciones que recorre el

ciclo, con r′
j = γjγj+1, γj caminos no nulos para todo j = 1, . . . , h y rh = γhγ̃1, con γ̃1

un subcamino de γ1.
Dado r′

j en esa subsecuencia, r′
j es una relación cero de A o bien es una relación de

A/annT que no es relación en A. Afirmamos que ninguna relación r′
j puede ser una

relación en A. En efecto, supongamos que existe j tal que r′
j es una relación cero en

A, entonces si r′
j−1 es una relación cero en A, por la Observación 5.2.6 tenemos que

pdA S(xj−1) ≥ 3, donde xj−1 = s(rj−1), lo cual es una contradicción. Entonces, rj−1 no
es una relación en A. Luego, de la Proposición 4.3.1 existe γ camino no nulo en A tal
que γr′

j−1 es una relación monomial en A. Pero entonces pdAS(x) ≥ 3, con x = s(γ),
lo cual es una contradicción. Por lo tanto, ningún r′

j es una relación de A.
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Como A es un álgebra de dimensión finita y hay un ciclo en Q, debe existir una
relación monomial λ ∈ I que comience y termine en vértices del ciclo. Como la secuencia
de relaciones r′

1, . . . , r
′
h recorren el ciclo ρ, existe l ∈ {1, . . . , h} y ν camino no nulo tales

que r′
l = r′′

1ν y λ = νλ′. Sea γ′ camino no nulo en A tal que γ′rl es una relación monomial
en A. Luego, tenemos que pdAS(y) ≥ 3 con y = s(γ′) lo cual es una contradicción. Por
lo tanto, gldimA/annT < ∞ y en consecuencia gldimB < ∞.

5.2.3. Una familia de ejemplos

Vimos en la sección anterior que si A es un álgebra monomial de dimensión global
igual a 2, entonces gldimB < ∞, para B = EndA T y T un A-módulo τ -inclinante.
Una pregunta natural es si, para estos casos, es posible encontrar una cota explícita
para gldimB.

En el siguiente ejemplo mostramos que parece no ser el caso puesto que, si propone-
mos una cota l entonces podemos construir un álgebra y un módulo τ -inclinante tales
que el álgebra de endomorfismos tiene dimensión global igual a n > l.

Consideremos el álgebra An = kQn/In, donde Qn es el carcaj:

a1
γ1

��

a3
γ3

��

an−2
γn−2

��
1 α1 //2 α2 //3 α3 //4 . . . n− 2 αn−2 //n− 1αn−1 //n

αn //n+ 1

a2

γ2

OO

an−1

γn−1

OO

e In =< γiαiαi+1 | i = 1, . . . , n−1 >. Como A es un álgebra monomial, por el Teorema
5.2.2, tenemos que gldimA = 2. Consideremos

T =
n−1⊕
j=1

Taj
⊕ S(aj) ⊕ P (n) ⊕ P (n+ 1)

donde S(aj) es el simple correspondiente al vértice j, P (n) y P (n + 1) los mó-
dulos proyectivos correspondientes a los vértices n y n + 1, respectivamente, y,
Taj

= ((Taj
)x, φ

aj

δ ){x∈Q0, δ∈Q1}, donde para cada x ∈ (Qn)0, los k-espacios vectoriales
(Taj

)x vienen dados por:

(Taj
)x =

 k si x ∈ {aj, aj+1, j, j + 1}
0 en otro caso

y, para cada δ ∈ (Qn)1, los morfismos φaj

δ :

φ
aj

δ =

 Id si δ ∈ {γj, γj+1, αj}
0 en otro caso



5.2 Álgebras monomiales 97

Si consideramos P (j) → P (aj) → S(aj) → 0 la presentación proyectiva minimal de
S(aj), tenemos una sucesión exacta

0 → τAS(aj) → I(j) → I(aj) ∼= S(aj)

de donde se deduce que τAS(aj) = ((τAS(aj))x, ϕ
aj

δ ) está dado por

(τAS(aj))x =

 k si x ∈ {aj−11, . . . , j}
0 en otro caso

para cada x ∈ (Qn)0 y, los morfismos,

ϕ
aj

δ =

 Id si δ ∈ {γj−1, α1, . . . , αj−1}
0 en otro caso

para cada δ ∈ (Qn)1.
De manera similar, como topTaj

= S(aj+1) ⊕ S(aj), tenemos que la presentación
proyectiva minimal de Taj

, P (j + 1) → P (aj+1) ⊕ P (aj) → T (aj) → 0 induce una
sucesión exacta

0 → τATaj
→ I(j + 1) → S(aj+1) ⊕ S(aj)

de donde se deduce que τATaj
= ((τATaj

)x, ψ
aj

δ ) está dado por

(τAS(aj))x =

 k si x ∈ {1, . . . , j}
0 en otro caso

para cada x ∈ (Qn)0 y, los morfismos,

ψ
aj

δ =

 Id si δ ∈ {α1, . . . , αj−1}
0 en otro caso

para cada δ ∈ (Qn)1.
Se puede ver que HomA(T, τAT ) = 0 y así, como |T | = n−1+n−1+2 = n tenemos

que T es un A-módulo τ -inclinante. Calculemos ahora EndA(T ).
Notemos que dimkHomA(Taj

, Taj−1) = 1 y dimkHomA(Taj
, Taj−2) = 0. Por otro

lado, hay un único morfismo linealmente independiente de T (aj) a S(aj), digamos
fj, y un único morfismo linealmente independiente de T (aj) a S(aj−1) que facto-
riza por fj. Por último, dimkHomA(Pn, Tn−1) = 1, dimkHomA(Pn+1, Pn) = 1 y
dimkHomA(Pn+1, Tn−1) = 1. Luego, B = EndA(T ) viene dado por el carcaj Q′

n

1
β1

//2
β2

//3
β3

//4 . . . •
βn−2

//n− 1
βn−1

//n
βn

//n+ 1

b1

OO

b2

OO

b3

OO

b4

OO

bn−2

OO

bn−1

OO
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e I ′
n =< βiβi+1, i = 1, . . . , n− 1 >.
Luego, por el Teorema 5.2.2 tenemos que pdBS(i) = n+ 1 − i, para i = 1, . . . , n+ 1

y pdBS(bj) = 1, para j = 1, . . . , n− 1. Por lo tanto, gldimB = n.

5.3. Álgebras biseriales especiales

5.3.1. Preliminares

Comenzaremos recordando la definición.

Definición 5.3.1. Un álgebra A es biserial especial si A ∼= kQ/I con (Q, I) un
carcaj con relaciones que satisface las siguientes condiciones:

a) Cada vértice de Q es el punto inicial o el punto final de a lo sumo dos flechas.

b) Para una flecha α hay a lo sumo una flecha β tal que αβ /∈ I y a lo sumo una
flecha γ tal que γα /∈ I.

Recordemos que, dado (Q, I) un carcaj con relaciones, un par (p, q) de caminos
no nulos p, q de un vértice a a un vértice b se llama relación binomial de (Q, I)
si λp + µq ∈ I, con λ, µ escalares no nulos. Llamaremos a p y a q los subcaminos
maximales de (p, q).

Definición 5.3.2. Sea A = kQ/I un álgebra biserial especial. Un paseo reducido w

en Q es llamado cuerda si cada camino contenido en w no es ni un camino nulo ni un
subcamino maximal de una relación binomial de (Q, I).

Ejemplo 5.3.3. Consideremos el álgebra biserial especial dada por el siguiente carcaj:

•
β

��~~
~~
~~
~

δ

��@
@@

@@
@@

•
ρ

��~~
~~
~~
~ ϕ

��@
@@

@@
@@

•

α
��@

@@
@@

@@
•

γ
��~~
~~
~~
~

µ
��@

@@
@@

@@
•

ψ��~~
~~
~~
~

• •

con relaciones βα− δγ, δµ y ργ. Entonces ρµψ−1ϕ−1ρδ−1β es una cuerda mientras que
β−1δµψ−1 y βαγ−1µ no lo son.
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Dada w una cuerda, notaremos por M(w) el módulo cuerda determinado por w.
Recordemos que si w es el camino trivial en el vértice a, entonces M(w) es el módulo
simple correspondiente al vértice a. En caso contrario, w = c1c2 . . . cn, con n ≥ 1 y ci

o c−1
i una flecha. Para 1 ≤ i ≤ n+ 1, sea Ui = k; y para 1 ≤ i ≤ n denotemos por Uci

el morfismo que manda x ∈ Ui a x ∈ Ui+1 si ci es una flecha o el morfismo que manda
x ∈ Ui+1 en x ∈ Ui si ci es la inversa de una flecha. Para un vértice a, si a aparece
en w, entonces M(w)a es la suma directa de los espacios Ui con i tal que s(ci) = a o
i = n + 1 y e(cn) = a; en otro caso M(w)a = 0. Para una flecha α, si α aparece en w,
entonces M(w)a es la suma directa de los morfismos Uci

tal que ci = α o c−1
i = α; en

caso contrario M(w)α es el morfismo nulo. En algunos casos, si se trata de un módulo
proyectivo, en lugar de M(w) notaremos por P (w).

A continuación, transcribiremos el Lema 2.5 de [HL] que nos será de utilidad.

Lema 5.3.4. Sean A = kQ/I un álgebra biserial especial y ω = p−1
1 q1 . . . p

−1
n qn una

cuerda en (Q, I), donde n ≥ 1, pi y qj son caminos no triviales para 1 < i ≤ n y
1 ≤ j < n. Si la dimensión proyectiva de M(w) es mayor que 1, entonces se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

(PD1) Existe un camino p con flecha inicial α tal que α−1ω es un paseo reducido sin
relaciones cero y p1p admite una relación cero que contiene a p.

(PD2) Existe un camino q con flecha inicial β tal que ωβ es un paseo reducido sin
relaciones cero y qnq admite una relación cero que contiene a q.

(PD3) Existe un camino no nulo u tal que para algún 1 < s ≤ n, qs−1u y psu son
caminos nulos.

(PD4) Algún s(pr) con 1 ≤ r ≤ n es el punto inicial de una relación binomial.

El siguiente teorema de [HL] nos da un criterio para decidir si un álgebra biserial
especial es de dimensión global menor o igual a 2.

Teorema 5.3.5. [HL, Teorema 3.4] Sea A = kQ/I un álgebra especial biserial. En-
tonces gldimA ≤ 2 si y sólo si (Q, I) satisface las siguientes condiciones:

(GD1) El punto inicial de una relación binomial no pertenece a otra relación binomial.

(GD2) No hay ningún camino de la forma p1p2p3, donde p1, p2, p3 son caminos no tri-
viales tales que p2 es una cuerda y p1p2, p2p3 son las únicas relaciones cero con-
tenidas en el camino.
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(GD3) Sea (αpβ, γqδ) una relación binomial, donde α, β, γ, δ son flechas y p, q son ca-
minos. Si u es un camino no nulo con e(u) = s(α), entonces o bien uαp es no
nulo o uγq es no nulo. Análogamente, si v es un camino no nulo con s(v) = e(β),
entonces o bien pβv es no nulo o qδv es no nulo.

En el siguiente lema, probaremos que el anulador de un módulo τ -inclinante sobre
un álgebra biserial especial está generado por caminos.

Lema 5.3.6. Sean A = kQ/I un álgebra biserial especial y T un A- módulo τ - in-
clinante. Supongamos que 0 ̸= p + q ∈ annT , con p, q caminos no nulos de longitud
mayor o igual que 2. Entonces p ∈ annT y q ∈ annT .

Demostración. Sea T =
n⊕
i=1

Ti un A-módulo τ -inclinante, con Ti A-módulos indescom-
ponibles, para i = 1, . . . , n. Consideremos p+ q, con p, q caminos de en Q de a a b, un
elemento que pertenece al anulador de T . Supongamos que p /∈ annT . Entonces, existe
Th = ((Th)y, φα)y∈Q0,α∈Q1 un sumando directo de T tal que p /∈ annTh. Luego, como
p+ q ∈ annTh tenemos que q /∈ annTh.

Sea S(x) un sumando directo de topTh tal que existe un camino no nulo γ de x
a a y φpφγ ̸= 0. Entonces φqφγ ̸= 0. Como A es biserial especial si γp ̸= 0 entonces
γq = 0 y así φqφγ = 0 lo cual es una contradicción. Luego, S(a) es un sumando directo
de topTh.

Sea {ma1 , . . . ,mada
} una base para (Th)a como k-espacio vectorial.Al igual en la

demostración de la Proposición 4.3.1, podemos considerar P1
g→ P0

f→ Th → 0 una
presentación proyectiva minimal de Th tal que f(ea) = ma1 y f(ϵ) = φϵ(ma1) si ϵ es un
camino en Q comenzando en a. Luego tenemos que p+ q ∈ kerf , pues

f(p+ q) = φp+q(ma) = (φp + φq)(ma) = 0.

Veamos que p+ q /∈ rad(kerf).
Supongamos que p+q ∈ rad(ker f). Como los morfismos en la representación de kerf

son la multiplicación por las flechas correspondientes, entonces tenemos que existen
νy ∈ (kerf)b tales que

p+ q =
∑
β:y→b

νyβ (5.1)

La ecuación (5.1) define una relación en A que tiene más de tres ramas con
p+ q ̸= 0, lo cual es una contradición pues A es un álgebra biserial especial. Por lo
tanto, p+ q /∈ rad(ker f) y, en consecuencia, S(b) es un sumando directo de top (ker f)
y P (b) es un sumando directo de P1.
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Al igual que en la demostración de la Proposición 4.3.1, si P (b) es un sumando
directo de P1 podemos construir un morfismo θ : P1 → Th que no factoriza por g lo
cual es una contradicción al hecho que Th es un A-módulo τ -rígido. Por lo tanto, si
p+ q ∈ annT entonces p ∈ annT y q ∈ annT .

Observación 5.3.7. Como una consecuencia del Lema 5.3.6, tenemos que si A es
un álgebra biserial especial y T es un A-módulo τ -inclinante (no inclinante), entonces
annT está generado por caminos de longitud mayor o igual que 1.

Proposición 5.3.8. Sean A = kQ/I un álgebra biserial especial tal que gldimA = 2
y T un A-módulo τ -inclinante. Entonces A/annT satisface (GD1) y (GD3).

Demostración. Del Lema 5.3.6, el annT está generado por caminos. En consecuencia,
A/annT tiene a lo sumo las mismas relaciones binomiales que A. Del Teorema 5.3.5,
tenemos que A satisface (GD1) y por lo tanto, A/annT satisface (GD1).

Sea (αpβ, γqδ) una relación binomial en A/annT . Consideremos u un camino no
nulo en A/annT tal que e(u) = s(α), uαp = 0, uγq = 0 y es minimal en el sentido de
que si u′ es un subcamino de u entonces u′αp ̸= 0 o uγq ̸= 0. Si notamos u = ρ1 . . . ρk

con ρi flechas para todo i, como A es biserial especial tenemos que ρkα = 0 o ρkγ = 0.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ρkα = 0. Entonces existe una relación λ

en A/annT contenida en el camino uγq. Como A satisface (GD3) entonces, λ no puede
ser una relación en A. Luego, como A satisface (GD1), de la Proposición 4.3.1 tenemos
que existe un camino no nulo λ1 de longitud mayor o igual que 1 tal que λ̃ = λ1λ es
una relación cero en A.

Como u ̸= 0 y γq ̸= 0 entonces λ contiene al menos al camino uγ (debe contener
a todo u, pues si no fuera el caso se contradice la minimalidad de u). Consideremos
ũ = λ1u. Como λ̃ es una relación cero, tenemos que ũ ̸= 0. Luego tenemos que

ũαp = 0 en A y

ũγq = 0 en A

lo cual contradice el hecho de que A satisface (GD3).
Por otra parte, consideremos v un camino no nulo en A/annT tal que s(v) = e(β),

pβv = 0, qδv = 0 y es minimal en el sentido de que si v′ es un subcamino de v entonces
pβv′ ̸= 0 o qδv′ ̸= 0. Si notamos v = γ1 . . . γm con γi flechas para todo i, como A

es biserial especial tenemos que βγ1 = 0 o δγ1 = 0. Supongamos, sin pérdida de
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generalidad, que βγ1 = 0. Entonces existe una relación cero η en A/annT contenida
en el camino qδv. Como A satisface (GD3), η no es una relación en A. Entonces, sigue
de la Proposición 4.3.1 que existe η1 un camino no nulo en A de longitud mayor o igual
que 1 tal que η̃ = η1η es una relación cero en A. Notemos que η̃ no puede contener
el subcamino maximal γqδ de la relación binomial y comienza en algún vértice de la
relación binomial. Luego, tenemos que

pβv = 0 en A y

qδv = 0 en A

lo que contradice el hecho de que A satisface (GD3). Por lo tanto, A/annT satisface
(GD3).

Observación 5.3.9. Sea A = kQ/I un álgebra biserial especial tal que gldimA = 2.
Los siguientes carcajes no son subcarcajes de Q.

- Una relación binomial (αpγ, βqδ) tal que s(α) = e(γ).

��

. . . . . .

��
•

αqq β --

. . . γ

==

δ

aa
. . .

Si existe una relación binomial en estas condiciones, como A es biserial especial, debe
cumplir con las condiciones:

(δα = 0 o δβ = 0) y

(γα = 0 o γβ = 0) y

(γα = 0 o δα = 0) y

(γβ = 0 o δβ = 0).

Supongamos que γα = 0 y δβ = 0. Sea u = αp′γ ̸= 0. Entonces tenemos que uαp′ = 0
y uβq′ = 0 lo cual es una contradicción pues A satisface (GD3). Análogamente, si
consideramos los otros casos.
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-Un subcarcaj de la forma:

a

γ

��
•

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

α1

����
��
��
� β1

��:
::

::
::

•
α2 ��

•
β2��

... ...

•
αn $$II
III

•
βm

zzuuu
uu

•
ρ

����
��
��
�

λ ��:
::

::
::

• •

Como A es biserial especial entonces γα1 = 0 o γβ1 = 0. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que γβ1 = 0. De igual manera, podemos asumir que αnρ = 0 y βmλ = 0.
Entonces, considerando p1 = γα1 . . . αn−1, p2 = αn y p3 = ρ tenemos que p1p2 y p2p3 son
las únicas relaciones cero contenidas en el camino p1p2p3, lo cual es una contradicción
pues A satisface (GD2).

5.3.2. Resultado principal

Presentaremos a continuación el resultado principal de esta sección.

Teorema 5.3.10. Sean A = kQ/I un álgebra biserial especial tal que gldimA = 2, T
un A-módulo τ -inclinante y B = EndA T . Entonces gldimB < ∞.

Comenzaremos probando algunos lemas técnicos que serán la herramienta funda-
mental para probar el resultado principal.

Lema 5.3.11. Sean A = kQ/I un álgebra biserial especial tal que gldimA = 2, T un
A-módulo τ -inclinante y a ∈ (QA/annT )0. Supongamos que en el vértice a solo comienza
una relación binomial. Entonces pdA/ann TS(a) ≤ 2.

Demostración. Sea a ∈ (QA/annT )0 tal que solo comienza una relación binomial
(αp, βq), con α, β ∈ (QA/annT )1 y p, q caminos no triviales. La cubierta proyectiva
de S(a) es P (a) y radP (a) = M(pq−1). Veamos que pdA/ann TM(pq−1) ≤ 1.

Siguiendo con el Lema 5.3.4, debemos ver que el camino pq−1 no satisface
(PD1), (PD2), (PD3) ni (PD4). Como A/annT satisface (GD1) y (GD3), tenemos
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que no se verifican (PD4) ni (PD3), respectivamente. Si se satisface (PD1), tenemos
que existe una flecha λ tal que λ−1pq−1 es un paseo reducido y, como A es biserial espe-
cial, implica la existencia de la relación αλ comenzando en a lo que es una contradicción.
De manera similar, (PD2) tampoco puede ocurrir. Por lo tanto, pdA/ann TM(pq−1) ≤ 1
y, en consecuencia, pdA/ann TS(a) ≤ 2.

Lema 5.3.12. Sean A = kQ/I un álgebra biserial especial tal que gldimA = 2, T un
A-módulo τ -inclinante y a ∈ (QA/annT )0 con pdA/ann TS(a) = ∞. Supongamos que en el
vértice a no comienza una relación binomial. Entonces existe un camino Γ = ϵ1 . . . ϵk

que recorre un ciclo tal que, para j = 1, . . . , k−1, rj = ϵjϵj+1 y rk = ϵk ϵ̃1 son las únicas
relaciones cero contenidas en el camino Γ, con ϵ̃1 un subcamino de ϵ1 y ϵj caminos no
nulos.

Demostración. Sea a ∈ (QA/ann T )0 tal que pdA/ann TS(a) = ∞. Supongamos que en a no
comienza ninguna relación binomial. Entonces tenemos un subcarcaj de la forma:

a

β1

��)
))
))
)

α1
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J
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•
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• •

con α1, β1 ∈ (QA/ann T )1, u, v caminos. Luego, la cubierta proyectiva de S(a) es
P (u−1α−1

1 β1v) y tenemos la siguiente sucesión exacta:

0 → M(u) ⊕M(v) → P (u−1α−1
1 β1v) → S(a) → 0.

Como pdA/ann TS(a) = ∞, tenemos que pdA/ann TM(u) = ∞ o pdA/ann TM(v) = ∞.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que pdA/ann TM(u) = ∞.

Supongamos que s(u) es el comienzo de una relación binomial (uu2, β2v2), con
β2 ∈ (QA/ann T )1 y u2, v2 caminos. Notemos que, como A/annT satisface (GD3), u2

debe ser una flecha. Entonces, tenemos la sucesión exacta

0 → M(v2) → P (uu2, β2v2) → M(u) → 0

con P (uu2, β2v2) la cubierta proyectiva de M(u). Como pdA/ann TM(u) = ∞, M(v2) no
es proyectivo y entonces existe ρ ∈ (QA/annT )1 tal que ρ−1v2 es un paseo reducido
o v2ρ es un camino reducido (notemos que en s(v2) no puede comenzar una relación
binomial pues A/annT satisface (GD1)).
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Si existe ρ ∈ (QA/ann T )1 tal que ρ−1v2 es un paseo reducido, entonces tenemos en A
el siguiente subcarcaj:

a
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lo que es una contradicción pues gldimA = 2. Entonces, existe ρ ∈ (QA/ann T )1 tal que
v2ρ es un camino reducido. En este caso, tenemos dos posibles diagramas en A. Por un
lado, tenemos
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lo que es una contradicción pues A satisface (GD2). Entonces, tenemos el siguiente
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subcarcaj en A

a

α1
��

s(u)

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

����
��
��
�� β2

!!C
CC

CC
CC

•

��

s(v2)

��
... ...

• u2
&&NN

NNN
N •

vvmmm
mmm

mm

•
ρ

��
•
w

�� �O
�O
�O

•
donde w es un camino. Luego, para este caso, tenemos la siguiente sucesión exacta

0 → M(w) → P (v2ρw) → M(v2) → 0

Si e(ρ) es un pozo, entonces M(w) = S(e(ρ)) es proyectivo lo que es una contradicción
pues pdA/ann TM(u) = ∞. Luego, existe al menos un camino no trivial w comenzando
en e(ρ). Si suponemos que existen dos caminos no triviales w,w′ en e(ρ), entonces
tenemos en A un subcarcaj como sigue

•

� �:
::

::
::

•

� ���
��
��
�

•

��
•

��:
::

::
::

����
��
��
�

• •

en A, lo que es una contradicción pues gldimA = 2.
Por lo tanto, en e(ρ) comienza solo un camino w de longitud mayor o igual que

1. Como M(w) no es proyectivo, tenemos que existe un camino no trivial w2 tal que
M(ww2) es proyectivo. Luego, v2ρww2 es una relación cero en A/annT . Si ρww2 ̸= 0
en A/annT , entonces si consideramos ṽ = ρww2 contradecimos (GD3) para A/annT .
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Luego, ρww2 es una relación cero en A/annT . Notemos que ρww2 no puede ser una re-
lación cero en A, pues como u2ρ es una relación cero por ser A biserial especial, tenemos
un camino que contradice (GD2) en A. Así, siguiendo con la Proposición 4.3.1, tenemos
que existe γ̂ camino no nulo en A tal que γ̂ρww2 es una relación cero en A y, entonces
contradecimos (GD3) en A. Luego, M(w) es proyectivo y así pdA/annTM(u) < ∞ lo
cual es una contradicción.

Por lo tanto, en s(u) no comienza una relación binomial. Como pdA/ann TM(u) = ∞,
existe β2 ∈ (QA/ann T )1 tal que β−1

2 u es un paseo reducido y, en tal caso, tenemos una
relación cero α1β2, o bien existe u′

2 ∈ (QA/ann T )1 tal que uu′
2 es un camino reducido. La

situación es la siguiente:

a

α1
��

s(u)

β2����
��
��
�

u

���]
�]
�]
�]
�]
�]
�]
�]

•
v1

�� �H
�H
�H
�H

• u′
2
��<

<<

• •
u2

��
�W
�W
�W

•

con v1 y u2 caminos. Entonces, tenemos una sucesión exacta de la forma:

0 → M(v1) ⊕M(u2) → P (v−1
1 β−1

2 uu′
2u2) → M(u) → 0

con P (v−1
1 β−1

2 uu′
2u2) la cubierta proyectiva de M(u) y M(v1) ̸= 0 o M(u2) ̸= 0. Supon-

gamos sin pérdida de generalidad que M(u2) ̸= 0 y pdA/ann TM(u2) = ∞. Observemos
que, en este caso, existe una relación cero α1uu

′
2.

Un análisis similar al hecho para s(u), nos lleva a concluir que s(u2) no puede ser el
comienzo de una relación binomial. Como M(u2) no es proyectivo, tenemos que existe
β3 ∈ (QA/ann T )1 tal que β−1

3 u2 es un paseo reducido, y en tal caso u′
2β3 = 0, o existe

u′
3 ∈ (QA/ann T )1 tal que u2u

′
3 es un camino reducido. Mostramos la situación con el
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siguiente diagrama:

s(u′
2)
u′

2
��

s(u2)

β3~~~~
~~
~~
~

u2

���]
�]
�]
�]
�]
�]
�]
�]

•
v2

�� �H
�H
�H
�H

• u′
3
��<

<<

• •
u3

��
�W
�W
�W

•

donde v2 y u3 son caminos. Entonces, tenemos una sucesión exacta de la forma:

0 → M(v2) ⊕M(u3) → P (v−1
2 β−1

3 u2u
′
3u3) → M(u2) → 0

con P (v−1
2 β−1

3 u2u
′
3u3) la cubierta proyectiva de M(u2) y M(v2) ̸= 0 o M(u3) ̸= 0.

Supongamos sin pérdida de generalidad que M(u3) ̸= 0 y pdA/ann TM(u3) = ∞. Ob-
servemos que, en este caso, existe una relación cero u′

2u2u
′
3. Así podemos construir un

camino Γ2 = α1uu
′
2u2u

′
3 en QA/ann T tal que Γ2 contiene dos relaciones cero r1 = α1uu

′
2

y r2 = u′
2u2u

′
3.

Siguiendo con este proceso, en el paso n, vamos a tener un camino Γn = γ1 . . . γn+1

tal que hay n relaciones cero ri = γiγi+1 contenidas en el camino Γn. Como QA/ann T es
finito, a partir de algún n, estos caminos recorren un ciclo. Entonces, podemos construir
un camino Γ = ϵ1 . . . ϵk que recorre el ciclo tal que, para j = 1, . . . , k− 1, r′

j = ϵjϵj+1 y
r′
k = ϵk ϵ̃1 son relaciones contenidas en el camino Γ, con ϵ̃1 un subcamino de ϵ1.

Lema 5.3.13. Sean A = kQ/I un álgebra biserial especial tal que gldimA = 2, T
un A-módulo τ -inclinante y a ∈ (QA/annT )0 con pdA/annTS(a) = ∞. Supongamos que
en a comienza una relación binomial y una relación cero. Entonces existe un camino
Γ = ϵ1 . . . ϵk que recorre un ciclo tal que, para j = 1, . . . , k − 1, rj = ϵjϵj+1 y rk = ϵk ϵ̃1

son las únicas relaciones cero contenidas en el caminoΓ, con ϵ̃1 un subcamino de ϵ1 y
ϵj caminos no nulos.

Demostración. Sea a ∈ (QA/ann T )0 tal que pdA/ann T S(a) = ∞. Supongamos que en a

comienza una relación binomial (αp1, βq1), con α, β ∈ (QA/ann T )1 y p, q caminos no
triviales y al menos una relación cero. Entonces, tenemos un subcarcaj de la siguiente
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forma:

a
α1

����
��
��
� β1

��:
::

::
::

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

•

��

α2
zzuuu
uu

•

��

β2
$$II

III

• •
... ...

•

��:
::

::
::

•

����
��
��
�

•
γ1

�� �A
�A
�A
�A ρ1

���]
�]
�]
�]

• •

con α2, β2 ∈ (QA/ann T )1 y γ1, ρ1 caminos. La cubierta proyectiva de S(a) es P (a) y
radP (a) = M(p1q

−1
1 ). Entonces, tenemos la siguiente sucesión exacta:

0 → M(p2) ⊕M(γ−1
1 ρ1) ⊕M(q2) → P (p−1

2 α−1
2 p1γ1) ⊕P (q−1

2 β−1
2 q1ρ1) → M(p1q

−1
1 ) → 0

con α2, β2 ∈ (QA/annT )1, q2, p2, ρ1, γ1 caminos y P (p−1
2 α−1

2 p1γ1) ⊕ P (q−1
2 β−1

2 q1ρ1)
la cubierta proyectiva de M(p1q

−1
1 ). Como A/annT satisface (GD3),

tenemos que M(γ−1ρ1) es proyectivo. En consecuencia, como
pdA/ann T (P (p−1

2 α−1
2 p1γ1) ⊕ P (q−1

2 β−1
2 q1ρ1)), o bien pdA/ann TM(p2) = ∞ o

pdA/ann TM(q2) = ∞.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que pdA/ann TM(p2) = ∞. Si en s(p2)

comienzan dos flechas, tenemos el siguiente subcarcaj en A

a

α1����
��
��
�

��:
::

::
::

• •

��
α2zzuuu
uu

•

��
•

ddIIIII

}}zz
zz
z

• ... ...

•

��:
::

::
::

•

����
��
��
�

•

lo que contradice el hecho de que gldimA = 2. Luego, s(p2) no puede ser el comienzo
de dos flechas (en particular, no puede ser el comienzo de una relación binomial).
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Entonces, existen α3 ∈ (QA/ann T )1 y p3 un camino tal que M(p2α3p3) es la cubierta
proyectiva de M(p2). Entonces, tenemos una sucesión exacta de la forma:

0 → M(p3) → P (p2α3p3) → M(p2) → 0

Notemos que, la existencia de α3, implica la existencia de una relación cero α2p2α3.
Luego, tenemos un camino Γ2 = α1α2p2α3 que contiene dos relaciones cero r1 = α1α2

y r2 = α2p2α3.
Un análisis similar al hecho en la demostración del Lema 5.3.11, nos lleva a con-

cluir que s(p3) no puede ser el comienzo de una relación binomial. Como M(p3) no es
proyectivo, tenemos la siguiente sucesión exacta

0 → M(p4) ⊕M(q3) → P (p−1
4 α−1

4 p−1
3 β4q4) → M(p3) → 0

con α4, β4 ∈ (QA/ann T )1, p4, q4 caminos y P (p−1
4 α−1

4 p−1
3 β4q4) la cubierta proyectiva de

M(p3). Notemos que o bien α4p4 es un camino no trivial, o β4q4 es un camino no trivial.
Si α4p4 es no trivial, entonces existe una relación cero α3p3α4. Análogamente, si β4q4 es
no trivial, entonces α3β4 es una relación cero pues A es biserial especial. En cualquier
caso, podemos armar un camino Γ3 que contiene 3 relaciones cero.

Siguiendo con este proceso, en el paso n, vamos a tener un camino Γn = γ1 . . . γn+1

tal que hay n relaciones cero ri = γiγi+1 contenidas en Γn. Como QA/annT es finito,
para algún n, estos caminos deben recorrer un ciclo. Entonces, podemos construir un
camino Γ = ϵ1 . . . ϵk que recorre el ciclo tal que, para i = 1, . . . , k − 1, r′

i = ϵiϵi+1 y
r′
k = ϵk ϵ̃1 son relaciones contenidas en Γ, con ϵ̃1 un subcamino de ϵ1.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 5.3.10.

Demostración del Teorema 5.3.10. Supongamos que gldimB = ∞. Entonces
tenemos que gldimA/annT = ∞. En consecuencia, existe a ∈ (QA/annT )0 tal que
pdA/annTS(a) = ∞.

Por el Lema 5.3.11 y el Lema 5.3.13, existe un camino Γ = ϵ1 . . . ϵk que recorre un
ciclo tal que, para j = 1, . . . , k − 1, rj = ϵjϵj+1 y rk = ϵk ϵ̃1 son las únicas relaciones
cero contenidas en Γ, con ϵ̃1 un subcamino de ϵ1 y ϵj caminos no nulos.

Al ser cada ri una relación en A/annT , tenemos dos posibilidades: o bien ri es
una relación de A o, alguna de las dos condiciones i) o ii) de la Proposición 4.3.1 se
cumplen. Afirmamos que ninguna de las relaciones ri es una relación en A. Supongamos
por el contrario que existe j ∈ {1, . . . , n} tal que rj es una relación cero en A. Entonces,
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como A satisface (GD2), rj−1 no es una relación en A. Si existe η camino no nulo tal
que ηrj−1 es una relación en A, entonces tenemos un camino ηϵj−1ϵjϵj+1 con ϵj cuerda
y tal que ηϵj+1ϵj y ϵjϵj+1 son las únicas relaciones cero contenidas en el camino, lo
que contradice (GD2) para A. Entonces, existen p, q caminos no nulos en A tales que
(prj−1, q) es una relación binomial en A. Luego, como A es biserial especial y satisface
(GD3), rj es una relación cero de largo 2. Ahora bien, rj+1 no puede ser una relación en
A pues se contradice (GD2). Por otra parte, como A satisface (GD3), no puede existir
η′ camino no nulo en A tal que η′rj+1 es una relación cero en A. Entonces, existen
caminos no nulos u, v en A tales que (urj+1, v) es una relación binomial en A. Luego,
tenemos en A un subcarcaj de la forma

•
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�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
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��
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•
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KKK
KK •

yysss
sss

s

•

y, en consecuencia es posible construir un camino que contradice (GD2) en A. Por lo
tanto, ninguna de las relaciones cero ri en A/annT son relaciones en A.

Como dimkA < ∞ y A tiene un ciclo, existe una relación cero r que comienza
y termina en vértices del ciclo (ya que ninguna relación binomial puede tener como
rama un ciclo). Entonces, como r no está contenida en ninguna relación ri, existen
j ∈ {1, . . . , k} y λ camino no nulo en A tal que rj = r̃jλ y r = λr′. Al igual que antes,
deben existir p, q caminos no nulos en A tales que (pr′

j, q) es una relación binomial en
A. Luego, como A es biserial especial y satisface (GD3), tenemos que r es una relación
de largo 2, es decir, r = λ1λ2 con λi ∈ Q1. Así, por construcción, rj+1 debe contener al
camino λ1λ2, lo que es una contradicción.

Por lo tanto, gldimB < ∞.
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