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Resumen

En esta tesis, consideraremos algebras de dimension finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado.

Uno de los objetivos de este trabajo es estudiar el comportamiento de los modulos
T-inclinantes bajo ciertas extensiones de algebras, tales como las extensiones por un
punto y las extensiones escindidas por un ideal nilpotente. Otro objetivo es dar una
cota para la dimension global del algebra de endomorfismos de un médulo 7-inclinante.

Para las algebras extendidas por un médulo proyectivo, obtenemos que existe una
inmersion plena entre los correspondientes posets de modulos 7-inclinantes. Para el caso
de extensiones escindidas de algebras por un ideal nilpotente, probamos, bajo ciertas
condiciones, que es posible extender y restringir médulos 7-inclinantes soportados. Mas
aun, en algunos casos se puede garantizar que una flecha en el diagrama de Hasse del
algebra inicial induce una flecha en el diagrama de Hasse del algebra extendida.

Para resolver el problema de la dimensién global, estudiamos el comportamiento
del anulador de un moédulo 7-inclinante. Mostramos una familia de ejemplos donde
la dimension global del algebra de endomorfismos es infinita. Damos una condicion
necesaria para garantizar la finitud de la dimension global. Probamos que para las
algebras monomiales y las dlgebras biseriales especiales de dimension global dos, la
dimension global del algebra de endomorfismos de cualquier médulo 7-inclinante es
finita.






Abstract

In this thesis, we consider finite dimensional algebras over an algebraically closed
field.

The first aim of this work is to study the behavior of support 7-tilting modules
over extension algebras, such as the one-point extension by a projective module and
the split-by-nilpotent extension algebras. The second aim is to give a bound for the
global dimension of the endomorphism algebra of a 7-tilting module.

For a one-point extension algebras by a projective module we obtain that there
exists a full embedding of quivers between the poset of the algebra and the poset of
its one point extension. For split by nilpotent extensions, we prove that, under some
conditions, it is possible to extend and restrict support 7-tilting modules. Moreover,
in some cases we can assure that an arrow in the Hasse quiver of the initial algebra
induces an arrow in the Hasse quiver of the extend algebra.

To solve the problem of the global dimension, we study the annihilator of a 7-tilting
module. We give a family of examples where the global dimension of the endomorphism
algebra of a 7-tilting module is infinite. We give a necessary condition to ensure that
the global dimension is finite. For monomial algebras and for special biserial algebras of
global dimension two, we show that the global dimension of the endomorphism algebra

of any 7-tilting module is finite.
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Introduccion

Este trabajo se encuadra dentro de la teoria de representaciones de algebras de
dimension finita, que consiste en el estudio de la categoria de modulos sobre algebras

de dimension finita.

Sin pérdida de generalidad, debido a un muy conocido teorema de Morita, es posible
suponer que todas las algebras son basicas. Por tal motivo, en todo lo que sigue se
consideran algebras A basicas de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Bajo esta hipotesis, por el teorema de P. Gabriel, es posible describir a A

como el cociente de un dlgebra de caminos de un carcaj finito ) por un cierto ideal.

La teoria de inclinacién ha tenido un papel central dentro de las representaciones de
algebras de dimension finita. Recordemos que un médulo M con pd, < 1 es inclinante
si Extly(M,M) = 0 y el nimero de sumandos directos indescomponibles de M no
isomorfos dos a dos (que notaremos por |M|) es igual al nimero de A-mddulos simples.
Es conocido que, cuando M es un modulo inclinante, existe un par de torsién asociado a
M, y la relacion entre los modulos inclinantes y los pares de torsion es una herramienta
fundamental, ver [S]. Por ejemplo, a partir de las clases de torsion, es posible definir
un orden parcial en el conjunto de mddulos inclinantes. Por otro lado, otro hecho
importante es que si U es un médulo inclinante casi completo, es decir, se tiene que
pd,U < 1, Ext4(U,U) = 0y |U| = |A| — 1, entonces U puede ser completado a lo
sumo de dos maneras distintas en orden de obtener un médulo inclinante. Més atn,
hay exactamente dos formas de completarlo si y solo si U es fiel. Incluso para un
algebra hereditaria, no todos los médulos inclinantes casi completos son fieles. Cuando
se tienen dos complementos, es posible definir una relacién entre estos que se conoce
como mutacion. La mutacién de médulos inclinantes tiene sus origenes en los funtores
de reflexién, introducidos por 1. Berstein, I. Gelfand y V. Ponomarev en [BGP], que més
tarde fueron generalizados por M. Auslander, I. Reiten y M.I. Platzeck con la nocién de

moédulo inclinante APR en [APR]. El proceso de mutacién fue introducido de manera
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general por C. Riedtmann y A. Schofield en [RS], en un estudio combinatorio de los
modulos inclinantes. Por otra parte, D. Happel y L. Unger mostraron en [HU1| que la
mutacion de modulos inclinantes estd intimamente relacionada con el orden parcial de

los mdédulos inclinantes.

Una limitacion del proceso de mutacion de modulos inclinantes es que no siempre es
posible. En [IT], C. Ingalls y H. Thomas introducen los médulos inclinantes soportados.
Un moédulo M es inclinante soportado si existe un idempotente e € A tal que M es un
A/(e)-médulo inclinante. Los autores mencionados prueban que estos médulos tienen
buenas propiedades combinatorias relacionadas con la mutacién en el caso de algebras
hereditarias. Mas precisamente, ellos prueban que si M es un A-mddulo inclinante
casi completo basico entonces existen exactamente dos médulos inclinantes soportados
basicos que tienen a M como sumando directo. Notemos que este resultado no es cierto

para cualquier dlgebra de dimensién finita.

Con la motivaciéon de obtener un resultado analogo al de C. Ingalls y H. Thomas
para algebras arbitrarias, T. Adachi, O. Iyama e I. Reiten introducen en [AIR] los
modulos 7-inclinantes. Diremos que un médulo M es 7-inclinante si Homy (M, 7M) =0
y |M| = |A|, donde 7M es el trasladado de Auslander-Reiten de M. Mas generalmente,
un modulo M es 7-inclinante soportado si existe un idempotente e € A tal que M es un
A/(e)-mé6dulo T-inclinante. De la férmula de Auslander-Reiten, se sigue que la clase de
modulos T-inclinantes soportados contiene a la clase de médulos inclinantes soportados;

y mas aun estas dos clases coinciden si A es un algebra hereditaria.

Uno de los resultados principales de [AIR], es que los médulos 7-inclinantes soporta-
dos tienen siempre definida una mutaciéon. Es decir, si M es un A-mddulo 7- inclinante
casi completo, entonces existen exactamente dos médulos T-inclinantes soportados que

tienen a M como sumando directo.

Es frecuente dentro de la teoria de representaciones de dlgebras considerar el si-
guiente problema: dadas A y R dos algebras tales que la categoria mod A de A-modulos
finitamente generados a derecha estd inmersa en la categoria mod R de R-médulos fini-
tamente generados a derecha, quiere saberse qué propiedades de mod R hereda mod A.

En esta tesis estudiamos ese problema en dos contextos.

En primer lugar, nos proponemos estudiar el comportamiento de los médulos 7- in-
clinantes en las algebras extendidas por un punto por un médulo proyectivo. Es cono-
cido que si A es la extensién de B por un B-mddulo proyectivo, entonces la categoria

mod A tiene una descomposiciéon por mod B y mod k como sigue
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—®ak —®peA
mod & - mod A OMa(end,—) mod B
Homy 4 (k,-) Homg(Aep,-)

donde ep es la identidad en B e 7, es la inclusién. Tal descomposicion recibe el nombre
de recollement (ver la Definicion 2.1.1). Denotando por R el funtor Homy(egA, —) y

por & el funtor Hom 4 (Aepg, —), demostramos el siguiente teorema:

Teorema A. Sea B una k-dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente
cerrado k. Sea A = B[Py la extension por un punto de B por un B-mddulo proyectivo

Py y sea S = i*k. Entonces,

(a) si M es un B-mddulo T-inclinante soportado bdsico, entonces EM & S es un

A-médulo T-inclinante soportado.

(b) Si T es un A-médulo T-inclinante soportado bdsico, entonces RT es un B- médulo

T-inclinante soportado.

Como una consecuencia directa del Teorema A, obtenemos que los funtores R y €
inducen morfismos r de st — tilt A a sT —tilt B y e de s7 —tilt B a s7 — tilt A tales que
re =idg i}t g, donde sT —tilt B (s7 — tilt A, respectivamente) es el conjunto de clases
de isomorfismos de B-mo6dulos (A-mdédulos, respectivamente) 7-inclinantes soportados.

Por otra parte, en [AHT], I. Assem, D. Happel y S. Trepode probaron que existe una
inmersion plena de carcajes entre los correspondientes carcajes de moédulos inclinantes.
Probamos que el mismo resultado vale en el contexto de médulos 7-inclinantes sopor-
tados. Denotamos por Q(s7 —tilt B) el carcaj de médulos 7-inclinantes soportados, ver

la Definicién 1.5.15. Mas precisamente, probamos el Teorema B.

Teorema B. Sean B una k-dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado k y A = B[R] la extensidn por un punto de B por el B-mddulo

proyectivo Py. El morfismo e : st — tilt B — st — tilt A induce una inmersion plena

e:Q(st — tilt B) — Q(st — tilt A).

Una pregunta natural es si los resultados arriba mencionados pueden generalizarse
al caso de un algebra extendida A = B[X] de B por un B-mddulo arbitrario X.

Mostramos que no es posible y, mas atn, probamos el siguiente resultado:
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Teorema C. Sean B un dlgebra, X un B-médulo y A = B[X] la extension por un

punto de B por el B-modulo X .

a) SiET @S es un A-mddulo T-inclinante soportado para todo B-mddulo inclinante

soportado T, entonces X es un B-modulo proyectivo.

b) St RT es un B-mddulo T-inclinante soportado para todo A-mddulo inclinante

soportado T, entonces X es un B-modulo proyectivo.

En un contexto mas general, estudiamos los modulos T-inclinantes sobre extensiones
escindidas de algebras por un ideal nilpotente, ver la Definiciéon 3.1.1. Analizamos bajo
qué condiciones los funtores de cambio de anillo preservan médulos 7-inclinantes. Méas
precisamente, probamos el siguiente resultado, que es una generalizacién de [AM] y

AZ).

Teorema D. Sean R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M, T un

A-médulo y T' un R-mddulo.

a) T ®4 R es un R-mddulo Tt-rigido (T-inclinante, respectivamente) si y
sélo si Ty es un A-mddulo T-rigido (T-inclinante, respectivamente) vy
HOH’lA(T XA M, TAT) = 0.

b) Si T' es un R-mddulo T-inclinante y Tor®(T', A) = 0, entonces T' @r A es un

A-médulo T-rigido (T-inclinante, respectivamente).

Por otra parte, dimos una condiciéon suficiente que permite asegurar cuando el
funtor — ®4 R preserva el orden inducido en s — tilt A y més ain, cuando una flecha
en Q (st — tilt A) induce una flecha en Q(s7 — tilt R).

Finalmente, estudiamos qué relacion existe entre la dimension global de un algebra
A y la dimensién global de una extension escindida de A por un ideal nilpotente. Mas

precisamente, obtuvimos el siguiente resultado:

Teorema E. Sean R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M. Si

gldim R < oo entonces gldim A < co. Mds atn,
gldim A < gldim R < gldim A + pdzA.

En la segunda parte del trabajo, nos concentramos en la dimensién global del algebra

de endomorfismos de un moédulo T-inclinante.
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Dada un algebra A de dimension global finita y un A-modulo inclinante T es sabido
que existe una estrecha relacién entre la dimension global de A y la dimension global de
End,T. Més precisamente, tenemos que |gldim A — gldim End47'| < 1. En particular,
gldim End 47" < oo.

En un contexto mds general, Y. Miyashita estudié en [M], una generalizaciéon de
los médulos inclinantes, que llamé médulos inclinantes de dimension proyectiva finita,
ver la Definicién 4.1.2. En ese mismo trabajo, el autor probé que si T' es un modulo
inclinante de dimension proyectiva finita, entonces gldimEnds 7T < oo y, més aun,
lgldim A — gldim End4T| < pd,T.

A partir de estos trabajos, nos propusimos estudiar la dimensién global del algebra
de endomorfismos de un médulo 7-inclinante y compararlos con los resultados conocidos
para modulos inclinantes. El primer resultado en esta direccion relaciona la dimension
global de A con la dimensién global del dlgebra de endomorfismos. Més precisamente,

probamos el siguiente resultado:

Teorema F. Sean A un dlgebra de dimension global finita, T un A-mddulo T- inclinante
y B =EndsT. Entonces

gldim A < gldim B + pd, (A/annT) + 1.

Encontramos, para n > 3, una familia {(4,,7,)} de algebras A, de dimensién global

ny A,-mddulos T-inclinantes T;, tales que gldim End 4, 7T, = co. En otras palabras, la
finitud de la dimensién global no se preserva por el proceso de 7-inclinacion.

Sabiendo que la dimension global del dlgebra de endomorfismos de un médulo 7- in-
clinante puede ser infinita, buscamos condiciones que nos permitan asegurar su finitud.
Dado que si T" es un A- médulo 7-inclinante entonces 7" es un A/ann 7T- médulo incli-
nante, con annT = {a € A | Ta = 0}, estudiar cuando gldim B es finita es equivalente
a estudiar cuando gldim A/annT es finita. Para ello, fue una herramienta esencial
analizar los generadores del ideal ann T

El proximo resultado establece una condicién suficiente que garantiza la finitud de
gldim B.

Teorema G. Sean A un dlgebra de dimension global finita, T un A-mddulo T- incli-
nante y B = Ends T, tal que A es una extension escindida de A/annT. Se satisfacen

las siguientes condiciones:

a) gldim B < gldim A + 1.
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b) idsT —idyD(A/annT) < gldim B.

Para este caso encontramos que las dlgebras monomiales cuddraticas satisfacen las

hipétesis del Teorema G, y en consecuencia, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1. Sean A = kQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica de dimension global
finita, T un A-mddulo T-inclinante y B = EndT. Se satisfacen las siguientes condi-

ciones:
a) gldim B < gldim A + 1.

b) idaT —idaD(A/annT) < gldim B.

Como la familia de algebras A,, que encontramos es para n > 3, resulta natural
analizar si partiendo de un dlgebra A de dimension global dos, la dimensién global del
algebra de endomorfismos de un A-moédulo 7-inclinante siempre es finita. Abordamos
este problema para dos familias distintas de algebras: las algebras monomiales y las

algebras biseriales especiales, probando el siguiente teorema:

Teorema H. Sea A = kQ/I un dlgebra monomial o biserial especial de dimension

global 2, T un A-mddulo T-inclinante y B = End4T. Entonces gldim B < .

Si bien probamos este resultado para estas familias particulares de algebras, creemos
que el enunciado del Teorema H vale en general para cualquier algebra de dimension
global dos.

Finalmente, dado que sabemos que si partimos de un algebra monomial de dimen-
sion global dos entonces el algebra de endomorfismos de cualquier médulo 7-inclinante
tiene dimensién global finita, nos preguntamos si es posible obtener una cota explicita
para estos casos. Mostramos que si suponemos que la dimension global esta acotada
por un cierto nimero natural m, entonces existen un algebra y un médulo 7-inclinante
sobre dicha algebra tales que el algebra de endomorfismos tiene dimension global mas
grande que m.

A continuacién, indicamos la organizacién del presente trabajo:

El primer capitulo esta destinado a introducir algunas nociones basicas y resultados
que utilizaremos a lo largo de toda esta tesis.

En el segundo capitulo, recordamos la definicion de dlgebra extendida por un punto

y presentamos algunos resultados que seran fundamentales para el desarrollo de esta
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tesis. Nos concentramos, en particular, en algebras extendidas por un moédulo proyec-
tivo. Mostramos que los funtores R y &£ preservan moédulos 7-inclinantes soportados,
probando el Teorema A. Ademads, estudiamos los morfismos inducidos por estos fun-
tores, probando que preservan el orden y, a partir de esto, demostramos que existe
una inmersion plena de carcajes dada por el Teorema B. Finalmente, mostramos que
estas construcciones son solo posibles cuando se extiende por un médulo proyectivo,
probando el Teorema C.

En el tercer capitulo, presentamos la nocion de extension escindida de un algebra
por un ideal nilpotente, asi como también de los funtores cambio de anillo correspon-
dientes, recordando sus propiedades fundamentales. Estudiamos condiciones necesarias
y suficientes para que los funtores cambio de anillo preserven moédulos 7-inclinantes,
probando el Teorema D. Mas atin, analizamos qué relaciones existen entre la dimension
global de un algebra y la dimensién global de una extension escindida de esta por un
ideal nilpotente, probando el Teorema E.

En el cuarto capitulo, nos abocamos a estudiar la dimension global del algebra
de endomorfismos de un moédulo 7-inclinante. Probamos el Teorema F, dando una
cota para la dimension global de A en funcién de la dimension global del dlgebra de
endomorfismos de un médulo 7-inclinante, y exhibimos una familia de algebras para
las cuales existen médulos 7-inclinantes tales que su algebra de endomorfismos tiene
dimension global infinita. Como una aplicacién del Teorema E; probamos el Teorema
G mostrando que, bajo ciertas hipdtesis, existe una cota para la dimension global del
algebra de endomorfismos de un moédulo 7-inclinante. Analizamos los generadores del
anulador de un moédulo 7-inclinante. Valiéndonos de ésto, probamos que las algebras
monomiales cuadraticas se enmarcan en la hipotesis del Teorema G y, en consecuencia,
obtenemos el Corolario 1.

Por dltimo, en el quinto capitulo nos concentramos en estudiar el algebra de en-
domorfismos de un moédulo 7-inclinante sobre un algebra de dimension global 2. Ana-
lizamos dos familias de algebras: las algebras monomiales y las algebras biseriales es-
peciales. Recordamos algunos resultados sobre como calcular la dimensiéon global de
algebras monomiales, asi como también la definiciéon algebras biseriales especiales y
algunas propiedades que nos seran de utilidad. Probamos el Teorema H. Mostramos
que no es posible encontrar una cota explicita para la dimension global del algebra de

endomorfismos de un médulo 7-inclinante sobre un algebra monomial.






Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos recordando algunas nociones y resultados basicos, que seran muy
utilizados en esta tesis. Un tratamiento mas completo de estos temas puede encontrarse
en [ASS, ARS, RJ.

En todo este trabajo, consideraremos un cuerpo algebraicamente cerrado k y A una
k-algebra de dimension finita sobre k. Recordemos que un A-moédulo P es proyectivo
si y s0lo si es sumando directo de un médulo libre. Una k-algebra A es basica si en la
descomposicion A = @e; A de A como suma de A-mddulos proyectivos indescomponi-
bles, se tiene que e;A = e;A sélo si ¢ = j. Diremos que el dlgebra A es conexa si no se
puede escribir como suma directa de dos algebras.

Dada A un algebra, notaremos por mod A a la categoria de los A-mddulos a derecha
finitamente generados y por ind A a la subcategoria plena de modA cuyos objetos for-
man un conjunto elegido de representantes de las clases de isomorfismos de A-mddulos
indescomponibles. Debido a los teoremas de Morita, para estudiar la categoria mod A
es posible suponer, sin pérdida de generalidad, que A es basica. En este trabajo, todas
las algebras seran basicas, conexas y de dimension finita sobre k.

Un algebra B es una subcategoria plena de A si existe un idempotente e de A tal
que B = eAe. Mas aun, B se dice convexa en A si cada vez que existe una sucesion
€ = €y, €y, - €;, = €; de idempotentes ortogonales primitivos tales que e;,, Ae;, # 0
para 0 <1 <ty e, e;, € B entonces e;, € B para todo [ € {0,...,t}.

Dada una subcategoria C de mod A, definimos las subcategorias plenas de mod A

Ct = {X e mod A|Hom4(C,X) = 0}

C = {X € mod A |Ext!(C,X) = 0}.
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De manera similar se definen las subcategorias

+C = {X € mod A|Homy(X,C) = 0}

11C = {X € mod A| Ext}(X,C) = 0}.

En particular, si X es un A-médulo, se definen dos subcategorias plenas de mod A
relacionadas con X:
X+ = (add X)*

LX =+ (add X)

donde add X denota la subcategoria plena de mod A cuyos objetos son las sumas di-
rectas de sumandos directos de X. Por Fac X entenderemos la subcategoria plena de
mod A cuyos objetos son cocientes de sumas directas de copias de X.

Dado un A-médulo X, notaremos por | X| el ntimero de sumandos directos indes-
componibles de X no isomorfos dos a dos. Diremos que X es basico si los sumandos

directos indescomponibles de X no son isomorfos dos a dos.

1.1. Carcaj asociado a un algebra y algebras de ca-

minos

El teorema de Gabriel establece que estudiar k-algebras de dimension finita, basi-
cas y conexas, es equivalente a estudiar cocientes de algebras de caminos asociados a

carcajes por ideales admisibles. En esta secciéon recordaremos estos resultados.

Definicién 1.1.1. Un carcaj @) = (Qo, Q1) es un grafo orientado. Mas precisamente,
un carcaj estd dado por dos conjuntos Qg y 1, y un par de funciones s,e : Q1 — Q.
Los elementos de )y son los vértices de () y los de () son las flechas entre vértices
de Q. Dada una flecha o : i — j, s(a) = i es el vértice inicial y e(a)) = 7 es el vértice

final de «a.

Un carcaj se dird finito, si los conjuntos )y y @)1 son finitos. El grafo subyacente
@ de un carcaj @, se obtiene a partir de ) sin tener en cuenta la orientaciéon de las

flechas. El carcaj Q se dice conexo si @ es un grafo conexo.
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Un camino en un carcaj () es una sucesion ordenada de flechas v = ..., tal que
e(o;) = s(a41) para 1 < i < n, y también el simbolo e; para i € Qy. A los caminos
e; los llamamos caminos triviales y definimos s(e;) = e(e;) = 4. Para un camino no
trivial v = a;...qu,, definimos s(v) = s(ay) y e(7) = e(a,).

Un camino v de longitud [ > 1 con origen a y final b es una sucesion de [ flechas
aq, ..., aq tales que s(ay) = a, e(ay) = by s(a;y1) = e(a), con 1 <i<[—1.Sie; esun

camino trivial, entonces la longitud de e; la definimos igual a 0.

Definicién 1.1.2. Diremos que un camino no trivial v = «;...a,, en un carcaj () es un

ciclo orientado si s(7) = e(7).

Para una flecha o, denotamos por a~! su inversa formal. Un paseo en ) de x a y
es una composicion formal o' ... oS de = a y donde «; € Q1, €, € {—1,1} para todo
1<r<nys(af)=uxa e(ad) =y, elatr) = s(a, ) para todo r = 1,...,n — 1. Un
paseo p se dice cerrado si s(p) = e(p). Un paseo w se dice reducido si es un camino
trivial o si w = ¢; ... ¢, tal que ¢; 41 # c[l para 1 <i < n.

Un carcaj @) se dice de tipo arbol si no contiene paseos reducidos cerrados.

Sea () un carcaj no necesariamente finito. Un subcarcaj @)’ de @) es pleno, si dados
dos vértices i, 7 € @' se tiene que toda flecha o : i — j en () es también una flecha de
@)’. Un subcarcaj @)’ de @) se dice convexo, si es pleno y satisface que si i, € Q) y
existe un camino en () de i a j que pasa por un vértice x entonces x € Qy,.

Sean () un carcaj finito. Denotaremos por k(@ el k-espacio vectorial cuya base es el
conjunto de todos los caminos del carcaj @ (incluso los triviales).

En kQ, daremos una estructura de k-algebra definiendo la siguiente multiplicacion:

dados dos caminos v; = @1...q, ¥ Y2 = (1...Bm, donde «; v 5; son flechas se tiene que

- { 0 si-e(m) # s(00),
g0 1. B sie(y1) = s(72).

y en el caso de los caminos triviales definimos

0 siyi=¢, 2=c¢; con i#j,
Yo si 1= e, Y2 = B1...Bm, con s(y2) =1,
T2 =94 0 si v =e; 7 =51...0n, con s(y)# i,
TSl Y= Q.2 = €; con e(y)

)

0 si v =a1.0p,72 =€ con e(y

£,
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Este producto se extiende por linealidad a todo k), obteniéndose una k—4élgebra cuya

unidad es Y e;. Es conocido que si () es conexo entonces k() es un algebra conexa, y
1€Q0

que es de dimension finita si y s6lo si () no tiene ciclos orientados.

Mencionaremos el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.3. El conjunto {e; | i € Qo} de todos los caminos triviales, es un

sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de kQ).

Sea () un carcaj finito y conexo. Un ideal bilatero I de k() se dice admisible si
existe m > 2 tal que ™ C I C r2, donde r es el ideal de kQ generado por las flechas.

Dados dos vértices x e y en un carcaj (), una relacién o en un carcaj @), de x a
y, es un elemento de k@) de la forma o = f Aw; donde, para cada 7, A\; es un escalar
no nulo y w; es un camino de z a y en Cﬁ:(lie longitud mayor o igual a 2. Si m = 1,
la relacion se dice relacion cero o relacion monomial. Una relacion monomial w se
dice cuadratica si w es un camino de longitud 2.

Si @ es un carcaj finito, existe un conjunto finito de relaciones p = {oy}ier que
generan el ideal admisible I. El par (@, ) se denomina carcaj con relaciones y
el dlgebra cociente asociada kQ/I es conocida como el dlgebra de caminos con
relaciones asociada al par (Q, ).

Dado un carcaj @), hemos definido su algebra asociada y los cocientes de esta por
ideales admisibles. Reciprocamente, dada una k-algebra A bésica, conexa y de dimen-
sion finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, definiremos a continuacion el
carcaj ordinario de A que denotaremos por @ 4.

Dado que, estamos considerando una k-algebra de dimension finita, existe un
sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos {ey,...,e,}. Mds atn,
A=eA® .. de,A es una descomposiciéon de A como suma de A-mddulos indes-
componibles, donde cada e; A es proyectivo y e;A no es isomorfo a e;A si ¢ # j, pues
A es basica.

El carcaj ordinario ()4 se define como sigue: los vértices de () 4 son tantos como los
idempotentes del sistema, o sea n. A cada vértice i se le asocia el idempotente ¢;, y el

numero de flechas que comienzan en el vértice ¢ y terminan en el vértice j es:
. 2
dimy[ e; (rad A/rad” A) e; |

donde la estructura del A — A—bimédulo del cociente rad A/ rad® A es la natural.
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Es sabido que dada una k-algebra A de dimension finita, basica y conexa sobre un
cuerpo k algebraicamente cerrado, existe un morfismo de k-algebras ¢ : kQ4 — A que
es sobreyectivo, y cuyo nucleo I es un ideal admisible.

P. Gabriel prob¢ el siguiente resultado, que muestra la importancia de la nocién de

algebra de caminos.

Teorema 1.1.4. Toda dlgebra A de dimension finita, bdsica y conexa sobre un cuerpo

k algebraicamente cerrado, es isomorfa a un cociente de un dlgebra de caminos sobre

un ideal admisible, es decir, A = kQ/I.

En el caso anterior, esto es, cuando A = kQ/I con I un ideal admisible de kQ), se
dice que el par (@, I) es una presentacién de A.

Una relaciéon p = i Aw; € I se dice minimal si m > 2 y, para todo subconjunto
propio no vacio J C {lT,lZ, ...,m}, se tiene que Y A\jw; & I.

Recordemos que un algebra A = kQ/I Sej eéice monomial si el ideal I puede

generarse por relaciones monomiales.

1.2. Representaciones de carcajes con relaciones

Definicién 1.2.1. Sea () un carcaj finito. Una representacion k-lineal, o mas bre-

vemente, una representacion M de (), se define como sigue:

1. a cada vértice a € )y se le asocia un k-espacio vectorial M,.

2. Dados a y b en @, a cada flecha a : @ — b en ()7 se le asocia un morfismo k-lineal
Oa : My — M,,.

Una tal representacién se denota por M = (M, ¢a)acyacq,, 0 simplemente
M = (M,, ¢,). Una representaciéon M = (M,, ¢,) se dice de dimensién finita si
cada espacio vectorial M, es de dimension finita.

Sean M = (M,, ¢,) y M' = (M., ¢.) dos representaciones de ). Un morfismo de
representaciones f : M — M’ es una familia f = (f,)aecq, de morfismos k-lineales
(fa: My — M))aecq, que son compatibles con la estructura de los morfismos ¢,, esto

es, para cada flecha a : @ — b, se tiene que ¢, fo = frpa, es decir, el siguiente diagrama

M, o M,

s

M(; Pa M,;



14 Preliminares

es conmutativo.

Dados dos morfismos de representaciones de @, f: M — M'y g : M' — M" , con
f = (fa)acgo ¥ 9 = (9a)acq,, se define la composicién ¢f = (gafa)acg,- No es dificil
ver que, asi definido, ¢gf es un morfismo de M en M".

Asi, se define una categoria Rep, (@) de representaciones k-lineales de ). Denotare-

mos por rep,(Q) a la subcategoria plena de Rep,(Q) de representaciones de dimensién
finita de Q.

Definicién 1.2.2. Sea () un carcaj finito y sea M = (M,, ¢,) una representaciéon de
(). Para cada camino no trivial w = ajas...a; de a a b en ), con a,b € (Qy, se define

la evaluacion de M en el camino w como el morfismo k-lineal de M, en M, definido

por ¢w = ¢al¢al,1 cee ¢a2¢o¢1-

La definiciéon de evaluacion se puede extender a combinaciones k-lineales de caminos

m
con igual inicio y final, es decir, si p = > \;w; es una combinacién lineal, donde, para
i=1

cada i, \; € b y w; es un camino en ), entonces ¢, se define como in: AiPu; -

Vamos a recordar ahora la definicion de representacion de un call"zzllj con relaciones.
Sean () un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ). Una representacién M = (M,, ¢,)
de @ se dice que satisface las relaciones en I, si se tiene que ¢, = 0 para cada relaciéon
p € I. Denotaremos por rep, (@, I) a la subcategoria plena de rep,(Q) de representa-

ciones de () que satisfacen las relaciones de I.

Teorema 1.2.3. [ASS, Capitulo III, Corolario 1.7] Sea A = kQa/Ia, donde Q4 es
un carcaj finito, conexo e I4 es un ideal admisible de kQ) 5. Eziste una equivalencia de

categorias k-lineal

F :mod A — rep,(Qa, L4).

Observacion 1.2.4. Dada una representacion M = (M;, ¢a)icgy.aco, de un carcaj con
relaciones (@, I) se puede dotar a M de una accién de k@) /I—mébdulo. Para definir esta
estructura sobre M, se define la multiplicacién de un camino w, representante de una

clase en kQ/I, por un elemento m = (m;)icq,:
. sl w = e;, entonces e;m = (d;;m;),

. siw=aq...q, es un camino tal que s(ay) =1y e(a,) = j, entonces wm = (n;)

donde 1y = 0,i(@a, - Pay)(Gimy).
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donde por d,, denotamos a la delta de Kronecker, pensada como aplicacion lineal de
manera que 0., = Id 'y 64 = 0 si a # b. Esta operacion estbien definida y se extiende

linealmente.

Asi, las representaciones de un carcaj con relaciones corresponden a médulos sobre
el cociente del algebra de caminos asociada a dicho carcaj. Obtenemos asi descripciones
concretas de los médulos en términos de espacios vectoriales junto con transformaciones
lineales. Esto resulta muy practico al momento de describir los médulos simples y
proyectivos, asi como también ciertos médulos especiales.

Dado M un A-modulo, su radical de Jacobson rad M de M es la interseccion
de todos los submédulos maximales de M. A cada médulo no nulo M € mod A se le

asignan dos A-mddulos semisimples; por un lado tenemos el llamado top de M
top M = M /rad M
y, por otro lado, tenemos el z6écalo de M

socM= Y 8
SESM
donde Sj; es el conjunto de todos los A-submoédulos simples de M. El siguiente re-
sultado de [ASS] nos da una descripcién concreta de las representaciones de dichos

modulos.

Lema 1.2.5. [ASS, Capitulo III, Lema 2.2] Sea M = (M,, ¢,,) una representacion de
(@, 1).

1. socM = N, donde N = (N,,v%,) con N, = M, si a es un pozo, mientras que
N, = () Ker(¢a: M, — M,) si a no es un pozo, y o = ¢|n, para cada flecha

aza—b
o comenzando en a.

2. rtadM = J, donde J = (Ju,7Ya), con J, = Z Im (¢ : My = My) Y Yo = Gals,
ab—a
para toda flecha o comenzando en a.

3. topM = L, donde L = (Lq, o) con L, = M, si a es una fuente, mientras que
L, = Z Coker (¢ : My — M,) si a no es una fuente, y @, = 0 para toda

ab—a
flecha o comenzando en a.
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Sea a € @y, denotaremos por S(a) la representacion (S(a)p, pa) de @ definida como

0 sib#a
S<a)b:{k sibiéa

sigue:

Yo =0 paratoda o€ Q.

Es sabido que, para cada a € Q, S(a), visto como A-médulo, es isomorfo al top del
A-médulo proyectivo indescomponible e, A, y en consecuencia un A-moédulo simple.
Maés aun, el conjunto {S(a) | a € Qp} es un conjunto completo de representantes
de clases de isomorfismos de A-moédulos simples. A continuacién, recordaremos como

construir la representacion de los modulos proyectivos.

Lema 1.2.6. [ASS, Capitulo III, Lema 2.1] Sea (Qa,I4) un carcaj con relaciones,
A=kQa/la, y Pla) = e,A, cona € Qy. Si P(a) = (P(a)s, ¢a), entonces P(a), es el
k-espacio vectorial con base el conjunto de todos los caminos W = w + 4, con w un
camino de a a b y, para cada flecha 5 : b — ¢, el morfismo k-lineal g : P(a), — P(a).

estd dado por la multiplicacion a derecha por B =+ 14.

De manera dual, se puede definir la representacién del médulo inyectivo I(a) co-
rrespondiente al vértice a.
Finalmente, dado un morfismo de representaciones f : (M;, ¢,) — (M, ¢,) el

nicleo de f estd dado por Ker f = (L;,1,) donde L; = Ker f; y 1, es la restriccion
Pa QA Ls(a).

1.3. Dimensiones homolégicas
Recordemos que una sucesion
fita i
"'_>Mi+1 — MZ4M1_1—>

es un complejo si f;f;r1 = 0.

Una resolucién proyectiva de un A-moédulo M es un complejo
Po: .. PP, . . . PBP 0 (1.1)
de A-médulos proyectivos junto con un epimorfismo hg : Py — M tales que la sucesion

PP s PP 0
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es exacta.
Recordemos que, dados M, N € mod A, un epimorfismo f : M — N se dice esen-
cial si para cada morfismo g : X — M tal que fg es un epimorfismo se tiene que g es

un epimorfismo.

Definicién 1.3.1. Un epimorfismo f : P — M en mod A es una cubierta proyectiva

de M € mod A si P es proyectivo y f es esencial.

Se puede probar que si h : P — M es una cubierta proyectiva de M en mod A
y f: P'— M es un epimorfismo con P un A-mdédulo proyectivo, entonces existe un

diagrama conmutativo

(T)

P M 0
N
Pl

con g un epimorfismo. En particular, P es un sumando directo de P’. Como una
consecuencia de este hecho, se tiene que las cubiertas proyectivas son tnicas salvo
isomorfismos. Notaremos por P(M) a la cubierta proyectiva de M.

El préoximo resultado relaciona la cubierta proyectiva de M con el morfismo inducido

por el top M.

Proposicion 1.3.2. [ASS, Capitulo 1, Lema 5.6/ Un epimorfismo f : P — M
con P proyectivo es una cubierta proyectiva de M si y solo si el morfismo inducido

top P — top M es un isomorfismo.

La sizigia de un médulo M, denotada por €2 M, es el nicleo de la cubierta pro-
yectiva P(M) — M. De manera recursiva, se define Q"' M = Q (Q" M). El siguiente

lema, conocido como lema de decaimiento, da una relacién funtorial entre € y Tor.

Lema 1.3.3. [A, Capitulo IX, Lema 4.3] Sean M y N dos A-mddulos y sea n > 2.

FExisten isomorfismos naturales:
Tor, (M, N) = Tor(Q(M), N) = ... = Tor{(Q" (M), N)
Definicién 1.3.4. Sea M € mod A.

a) Una sucesién exacta
P5PS M0
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en mod A es una presentacion proyectiva minimal de M si los morfismos

g:Ph— My f: P, — Kerg son cubiertas proyectivas.
a) Una sucesién exacta
h h h
P, : ngpmfléplép(]#M—)O

en mod A es una resoluciéon proyectiva minimal de M si para todo 7 > 1 los

morfismos h; : P; — Imh; y Fy " M son cubiertas proyectivas.

Sea M un A-modulo. Se llama dimensiéon proyectiva de M, que notaremos por
pd 4 M, al menor niimero natural n tal que existe una resolucién proyectiva de M de la

forma:

O—-P,—>P,1—-—>P—>F—>M-—0 (1.2)

Si tal resolucion no existe, diremos que M tiene dimensién proyectiva infinita, y
notaremos pd,M = oo. Se puede ver que la dimensién proyectiva de un médulo M
viene dada por una resolucion proyectiva minimal de M.

Dualmente, se define la dimensién inyectiva de M, id4 M.

El siguiente resultado, lista propiedades conocidas referidas a la dimensién proyec-

tiva. Estos resultados pueden encontrarse en [ASS].

Proposiciéon 1.3.5. [ASS, Apéndice 4, Proposicion 4.7 Sea 0 — L — M — N — 0

una sucesion ezxacta corta en mod A.

a) pdy N <méx (pd, M,1+pdy L). Vale la igualdad si pd, M # pd, L.

b) pdy L <méx (pdy M,—1+pdy N). Vale la igualdad si pdy M # pd, N.

¢) pdy M <méax (pd, L,pdy N). Vale la igualdad si pdy N # 1+ pdy L.

Como una consecuencia de la proposicién anterior, se tiene el siguiente resultado.
Lema 1.3.6. Sea 0 - L — M — N — 0 una sucesion ezacta corta en mod A.

1. Sipdy L <m ypdy M <m, entonces pdy N < m.

2. Sipdy M <m ypdy N <m, entonces pdy, L < m.
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Para un &lgebra A, se define la dimensiéon global de A como el supremo de las

dimensiones proyectivas de todos los A-modulos, es decir:
gldim A = sup{dpy,M | M esun A — mdbdulo}.
M. Auslander probé que esta definicién es equivalente a
gldim A = max {dp,S | S esun A — mdbdulo simple}

ver por ejemplo [ARS].

1.4. Teoria de Auslander-Reiten

Una propiedad de las k-algebras es la existencia de una dualidad, esto es, de un
funtor contravariante, pleno, fiel y denso D : modA — modA°, donde A° designa el
algebra opuesta de A.

Si A es un algebra sobre un cuerpo k entonces la dualidad D : mod A — mod AP
estd definida por D = Homy(—, k).

Recordemos la nocién de traspuesta de un A-moédulo M.

Sea. A un Aalgebra sobre un cuerpo k. Consideremos el funtor
Homa(—, A) : mod A — mod A°?. Dado un moédulo a derecha M € mod A entonces

M* = Homy4 (M, A) es un médulo a izquierda con la operacion

(Af)(m) = f(mA)

para todo A € A, f en Homa(M,A) y m € M.

Observemos ademas que si P es un A-modulo proyectivo a derecha, entonces
P* = Homyu (P, A) es un médulo proyectivo a izquierda.

Consideremos M € modA y P, - By — M — 0 una presentacién proyectiva

minimal de M. Aplicando Homy(—, A) a esta sucesién obtenemos la sucesion exacta
Py L Py — Cokerf* — 0.

Definimos la traspuesta de M como TrM = Cokerf*. Como las presentaciones pro-
yectivas minimales son Unicas a menos de isomorfismos, entonces TrM es un médulo

a izquierda univocamente definido a menos de isomorfismos.

Valen las siguientes propiedades de la traspuesta:
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D=

(a) Tr(p M;) ~ T Tr(M;) donde M; € modA, parai=1,...,n.
=1

=1 7

(b) Tr(M) = 0 siy sdlo si M es un médulo proyectivo.
(¢) Si M y N estan en modA y no tienen sumandos proyectivos no nulos, entonces

Tr(M) ~ Tr(N) siy sélo si M ~ N.

Proposicion 1.4.1. [ARS, Capitulo IV, Proposicion 4.2] Sean X un A-mddulo
y Pp— Py— X — 0 una presentacion proyectiva minimal para X. Para cada

Z € mod A, existe una sucesion exacta

0 — Homu (X, Z) — Homa(Fy, Z) — Homyu (P, Z) — Tr (X) ®4 Z — 0

Sea modA la categoria cuyos objetos son los A-mddulos y el conjunto de morfismos

entre dos A-médulos M y N es:

MA(MvN) :HomA<M7N)/P(M=N)

donde P(M, N) es el subgrupo de Hom4 (M, N) de los morfismos f : M — N que se
factorizan a través de un médulo proyectivo, es decir, los morfismos f : M — N tales
que existen morfismos g: M — P y h: P — N, con P un médulo proyectivo, tales

que hg = f. Entonces Tr: modA — modA®° es un funtor. Mas aun, Tr es una dualidad

cuya inversa que denotaremos también por Tr, es Tr : mod A°? — mod A
En forma similar tenemos la categoria modA cuyos objetos son los A-modulos y el

conjunto de morfismos entre dos A-médulos M y N es
Homy (M, N) = Homu (M, N)/I(M, N)

donde I(M, N) es el subgrupo de Homy (M, N) de los morfismos f : M — N que se
factorizan a través de un maédulo inyectivo.

La dualidad D : mod A — mod, A% induce una dualidad D : mod A — modA® y
la composiciéon DTr : modA — modA es una equivalencia de categorias cuya inversa
es TrD : modA — modA.

Esta equivalencia se llama traslaciéon de Auslander-Reiten y para un modulo
M € ind A que no es proyectivo, el médulo DTr(M) se denomina el trasladado
de Auslander-Reiten de M. Notaremos al trasladado de Auslander-Reiten de M
por TAM = DTrM y a su inversa por 7'M = TrDM.
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Lema 1.4.2. Sean A un dlgebra, J un ideal de A y M un A-mdédulo tal que M J = 0.

Entonces 74,5 M es un submodulo de 7o M.

El siguiente teorema establece una relacion muy 1util para el trasladado de

Auslander-Reiten. Dicha relacién es conocida como férmula de Auslander-Reiten.

Teorema 1.4.3. [ASS, Capitulo IV, Teorema 2.13] Sean M y N A-mddulos. Existen

isomorfismos naturales
Ext! (M, N) = DHom (7' N, M) = DHom4(N,TM). (1.3)

Mds atin, si pd, M < 1 entonces Extl (M, N) = DHomu(N,7M), y si idg N < 1
entonces Ext!y (M, N) = DHomy(1~'N, M).

Recordaremos a continuacién la definicion del funtor de Nakayama.

Definiciéon 1.4.4. El funtor v = DHomy(—, A) es llamado el funtor de Nakayama
para mod A.

Es sabido que el funtor de Nakayama define una equivalencia entre las subcatego-
rias plenas de mod A formadas por los médulos proyectivos y los médulos inyectivos,

respectivamente.

Proposicion 1.4.5. [ASS, Capitulo 1V, Proposicion 2.4] Sean M € modA vy
P, B Py B8 M — 0 una presentacion proyectiva minimal de M. Entonces existe una
sucesion exacta

0— 1AM = vP, B vPy ™ vM — 0
Recordaremos la definicién de morfismo irreducible.
Definicién 1.4.6. Un morfismo f : X — Y en mod A se dice irreducible si
1. f no es una seccién ni una retraccion.
2. Si f = f1fs entonces o bien f; es una retracciéon o f, es una seccion.
Lema 1.4.7. [ASS, Capitulo 1V, Corolario 3.9]

a) Sea S un A-mddulo simple proyectivo no inyectivo. Si f : S — M es irreducible,

entonces M es proyectivo.
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b) Sea S un A-mddulo simple inyectivo no proyectivo. Si g : M — S es irreducible,

entonces M es inyectivo.

Una sucesién exacta 0 — L 5 M % N — 0 es una sucesién de Auslander-
Reiten o sucesién que casi se parte si L y N son médulos indescomponibles y f
y ¢ son morfismos irreducibles.

Finalmente, recordemos el siguiente resultado de [ASS], que establece la existencia

de sucesiones de Auslander-Reiten.
Teorema 1.4.8. [ASS, Capitulo 1V, Teorema 3.1]

a) Para cada A-médulo indescomponible no proyectivo M, existe una sucesion de

Auslander-Reiten 0 — 74M — E — M — 0.

b) Para cada A-mddulo indescomponible no inyectivo N, existe una sucesion de

Auslander-Reiten 0 — N — F — 7, N — 0.

El lector interesado puede consultar el Capitulo TV de [ASS| 6 el Capitulo IV de

[ARS] para tener una mayor informacién sobre estos temas.

1.5. Teoria de 7-inclinacion

La teoria de 7-inclinacién fue introducida por T. Adachi, O. Iyama e I. Reiten, en
[AIR], como una generalizacién de la teoria de inclinaciéon. Comenzaremos recordan-
do la definicion de modulos inclinantes y luego daremos su generalizacion. Para un
tratamiento més detallado sobre estos temas, remitimos al lector a [AIR], [IR], [ASS],
[ACPV].

1.5.1. Teoria de Inclinacion

La teoria inclinante juega un papel central dentro de la teoria de representaciones
de algebras. Esencialmente, la teoria de inclinaciéon consiste en comparar la categoria
de modulos sobre un dlgebra dada A y sobre el dlgebra de endomorfismos de un médulo
T, donde T se construye de un modo apropiado a efecto de que ambas categorias estén

estrechamente relacionadas.

Definicién 1.5.1. Un A-mo6dulo T se dice inclinante si satisface las siguientes con-

diciones:
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i) pd,T < 1.
i) Exty(T,T)=0.
iii) Existe una sucesién exacta corta 0 - A — 7" — T" — 0 con 7", 7" € add T.

Se puede ver que la condicién 4ii) de la Definicién 1.5.1 es equivalente a |T'| = |A],
ver por ejemplo [ACPV, Capitulo 2, Corolario 3.8]. Recordemos que un par (7, F) de

subcategorias aditivas plenas de mod A es un par de torsion si:
1. Homu (M, N) =0 para todo M € Ty N € F.
2. Si Homa(M, F) = 0 para todo F' € F, entonces M € T.
3. Si Homa(T, N) = 0 para todo T' € T, entonces N € F.

La categoria T se conoce como clase de torsién y F como clase sin torsion.

Es conocido que dado un moédulo inclinante T' en mod A, éste induce un par de tor-
sién en mod A dado por (FacT,T). Se sabe ademds que, si M € FacT y pdy, M < oo,
entonces M admite una T-resolucién finita, es decir, existe una sucesion exacta de la
forma

0—=T1, =T —--—=T1 =Ty —>M—=0

donde T; € add T para todo i y n < pd,M, ver [ACPV].

El teorema de inclinacién, debido a Brenner y Butler, compara las categorias de
moédulos sobre A y sobre B = Endy T, donde T es un A-modulo inclinante. Mas
precisamente, establece que T es un B-modulo inclinante, y que hay una equivalencia
entre los pares de torsion respectivos. Para mas detalles sobre este teorema, el lector
puede consultar [ASS] o [ACPV].

Una de las consecuencias importantes del Teorema de Inclinancion es la relacién
entre las dimensiones globales del algebra de partida y del algebra de endomorfismos

de un modulo inclinante como detallamos en el proximo teorema.

Teorema 1.5.2. [ASS, Capitulo VI, Teorema 4.2] Sean A un dlgebra, T un mddulo

inclinante y B = Endy T'. Entonces
lgldim A — gldim B| < 1.

Se dice que un A-mdédulo U es inclinante casi completo si se satisfacen i), i) de

la Definicion 1.5.1 y si ademés |U| = |A|—1. Un A-mddulo inclinante casi completo U es



24 Preliminares

sumando directo de a lo sumo dos médulos inclinantes. Mas aun, es sumando directo
de exactamente dos modulos inclinantes si y sélo si U es fiel, es decir, el anulador
annU = {a € A | Ua = 0} es cero. Cuando U es sumando directo de exactamente dos
moédulos inclinantes Th y 15, se dice que 17 es una mutacién de Th y viceversa. Asi, la

mutacién de modulos inclinantes no esta siempre definida.

1.5.2. Moébdulos 7-inclinantes soportados

Los moédulos 7-inclinantes soportados surgen como una generalizaciéon de los mo-
dulos inclinantes desde el punto de vista de las mutaciones, [AIR]. Recordaremos aqui

la definicién, asi como las propiedades de esta nueva clase de modulos.
Definicién 1.5.3. Sea M un A-médulo, se dice que:
(a) M es T-rigido si Hom (M, 7M) = 0.

(b) M es t-inclinante (7-inclinante casi completo , respectivamente) si M es 7-rigido
y | M| =|A| (|]M| = |A| — 1, respectivamente).

(¢c) M es 7-inclinante soportado si existe un idempotente e de A tal que M es un

A/{e)-mdbdulo 7-inclinante.

Recordemos que un A-médulo M se dice sincero si Homy (P, M) # 0, para todo
A-médulo proyectivo P. El siguiente resultado de [AIR], muestra la estrecha relacién

entre los médulos inclinantes y los modulos 7-inclinantes.
Proposicién 1.5.4. [AIR, Proposicion 2.2/

a) Los modulos T-inclinantes son exactamente los mddulos T-inclinantes soportados

sinceros.
b) Los mddulos inclinantes son exactamente los mddulos T-inclinantes fieles.
c) Cada A-mddulo T-inclinante T es un A/annT-mddulo inclinante.

Dada C una subcategoria plena de mod A, X € C es Ext-proyectivo en C si
Ext! (X, C) = 0, para todo C € C.
A continuacién transcribiremos un resultado de Auslander y Smalg, en [AS], que

caracteriza los médulos 7-rigidos en términos de clases de torsion.
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Proposicién 1.5.5. [AS, Proposicion 5.8] Sean X,Y € mod A.
a) Homu(X,7Y) =0 si y sdlo si Ext(Y,Fac X) = 0.
b) X es un A-mddulo T-rigido si y sélo si X es Ext-proyectivo en Fac X.

Recordemos que una subcategoria X de una categoria aditiva C se di-
ce contravariantemente finita en C, si para cada objeto M en C, existen
X €X y un morfismo f: X — M tales que, para cada X' € X la sucesion
Home (X', X) EN Home (X', M) — 0 es exacta, es decir, M tiene una X-aproximacién
a derecha. Dualmente, se definen las subcategorias covariantemente finitas en C.
Mas atn, una subcategoria de C se dice funtorialmente finita en C si es covariante
y contravariantemente finita en C.

Si X es una subcategoria funtorialmente finita en mod A, entonces existen un nime-
ro finito de clases de isomorfismo de médulos indescomponibles que son Ext-proyectivos
en X' a menos de isomorfismo. Denotaremos por P(X') a la suma directa de un conjunto
completo de representantes de las clases de isomorfimos de los médulos Ext-proyectivos
de X salvo isomorfismo.

Los siguientes resultados pueden verse en [AIR]. El primero de ellos establece una
relacién entre las clases de torsion y los modulos 7-inclinantes soportados. Denotare-
mos por sT — tilt A el conjunto de clases de isomorfismos de A-moédulos 7-inclinantes

soportados y por f — tors A el conjunto de clases de torsién funtorialmente finitas en
mod A.

Teorema 1.5.6. FEziste una biyeccion entre f —torsA y st —tilt A dada por
T — P(T) con inversa M — Fac M.

Observacién 1.5.7. Notemos que la inclusiéon en f —tors A nos proporciona un orden
parcial en sT — tilt A. Mas precisamente, “U < T' si y sélo si FacU C FacT”. Entonces,

sT — tilt A es un conjunto parcialmente ordenado.

Para los modulos 7-inclinantes, se tiene un resultado que es analogo al lema de

Bongartz para médulos inclinantes. Mas precisamente,

Teorema 1.5.8. Sea U un A-médulo T-rigido. Entonces, T = +(7U) es una clase de

torsion funtorialmente finita sincera y T = P(T) es un A-mddulo T-inclinante tal que

Ue€addT y+(rU) = FacT.
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El médulo P(+(7U)) es llamado complemento de Bongartz de U.

A continuacion presentaremos una caracterizaciéon para decidir cuando un moédulo

T-rigido es 7-inclinante. Este resultado puede encontrarse en [AIR].

Teorema 1.5.9. [AIR, Teorema 2.12] Sea T un A-mddulo T-rigido. Las siguientes

condiciones son equivalentes:
(a) T es un A-mddulo T-inclinante.

(b) T es T-rigido maximal, es decir, si T & X es T-rigido para algin A-mddulo X,

entonces X € addT.
(c) H(7T) = FacT.

Proposiciéon 1.5.10. [AIR, Proposicion 2.4] Sea X € mod A y Py Api x50
una presentacion proyectiva minimal para X . Entonces Homa (Y, 74X) = 0 si y sélo si

el morfismo Homa (P, Y) (@) Homy(Py,Y) es sobreyectivo.

En algunas situaciones, es conveniente ver a los modulos 7-inclinantes soportados

y a los médulos 7-rigidos, como ciertos pares de A-médulos. Mas precisamente,
Definicién 1.5.11. Sea (M, P) un par con M € mod A y P un A-médulo proyectivo.

(a) Si M es 7-rigido y Homy (P, M) = 0 entonces (M, P) es un par 7-rigido para
mod A.

(b) Si (M, P) es -rigido y |M|+ |P| = |A] (|M|+ |P| = |A| — 1, respectivamente)
entonces (M, P) es un par 7-inclinante soportado (7-inclinante soportado casi

completo , respectivamente) para mod A.

Sigue de [AIR, Proposicién 2.3|, que la nociéon de médulo 7 -inclinante soportado
y la nocién de par 7 -inclinante soportado son esencialmente las mismas. Con esta
nueva definicion, podemos enunciar el Teorema 1.5.9 para el caso de pares 7-rigidos

soportados.

Proposicién 1.5.12. [AIR, Corolario 2.13] Sea (T, P) un par T-rigido para mod A.

Son equivalentes:

(a) (T, P) es un par T-inclinante para mod A.
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(b) Si (T & X, P) es un par T-rigido para algin A-mddulo X, entonces X € addT.
(c) +(rT)N P+ =FacT.

Dado X € ind A, diremos que (X, 0) ((0, X), respectivamente) es un complemento
de un par 7-inclinante soportado casi completo (U, Q) si (UD X, Q) (U, Qd X), respec-
tivamente) es un par T-inclinante soportado. El par 7-inclinante soportado (U & X, Q)
(U,Q ® X)) es una completacién para (U, Q).

Teorema 1.5.13. [AIR, Teorema 2.18] Cada par T-inclinante soportado casi completo

tiene exactamente dos complementos.

Dos completaciones (7,P) y (17',P’) de un par 7-inclinante soportado
(U,Q) se llaman mutaciones una de la otra. Notaremos (1", P’) = px,0 (T, P)
(1", P') = po,x)(T, P), respectivamente) si (X, 0) ((0, X), respectivamente) es un com-
plemento de (U, Q) que da (T, P). El Teorema 1.5.13 establece que dado (T, P) un
modulo 7-inclinante soportado y X un sumando directo de T' (P, respectivamente)
siempre es posible realizar la mutacion pux,) (7, P) (p0,x)(7, P), respectivamente) de
(T, P). En otras palabras, la mutacién de médulos 7-inclinantes soportados es siempre

posible.

Definicién 1.5.14. Sean T'= X@U y T’ A-médulos 7-inclinantes soportados tales que
T" = uxT para algiin A-mddulo indescomponible X. Diremos que 7" es una mutacién
a izquierda (mutacion a derecha, respectivamente) de 7'y notaremos 17" = pxT

(T' = u%T, respectivamente) si se satisfacen las siguientes condiciones equivalentes:
(a) T >T' (T <T’, respectivamente).

(b) X ¢ FacU (X € FacU, respectivamente).

(¢) H(rU) C H(7X) (H(7U) € ~(7X), respectivamente.

Definicién 1.5.15. El carcaj de médulos T-inclinantes soportados Q(s7 — tilt A)

se define como sigue:

1) El conjunto de vértices consiste en las clases de isomorfismos de A-mddulos

T-inclinantes béasicos.

11) Hay una flecha de T"a U si U es una mutacion a izquierda de 7.
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Observaciéon 1.5.16. Observemos que este grafo de intercambio es n-regular, donde
n = |A| es el niimero de A-mddulos simples.
En [AIR], los autores probaron que el carcaj de intercambio Qs — tilt A) coincide

con el diagrama de Hasse asociado al conjunto parcialmente ordenado st — tilt A.



Capitulo 2

Moédulos 7-inclinantes soportados
sobre algebras extendidas por un

maodulo proyectivo

Sea A la extension de B por un B-moédulo proyectivo. En [AHT], los autores proba-
ron que dado un A-médulo inclinante es posible obtener a partir de este un B-mddulo
que resulta ser inclinante. Reciprocamente, dado un B-médulo inclinante cualquiera de-
finieron una manera de extender dicho médulo de manera tal de obtener un A-médulo
inclinante. En este capitulo nos proponemos realizar un estudio similar pero con una

clase de modulos més general: “los médulos 7-inclinantes soportados™

En este contexto, probaremos en el Teorema 2.2.9 que es posible extender y res-
tringir médulos 7-inclinantes soportados. Mas aun, mostraremos que existe un mor-
fismo pleno entre los carcajes correspondientes a los posets de mdédulos 7-inclinantes
soportados. De esta manera, obtendremos una inmersién plena de Q(sT — tilt B) en
Q(sT — tilt A). Por tltimo, veremos que ésta construccién es posible si y sélo si se

extiende por un médulo proyectivo. Estos resultados pueden encontrarse en [Su].

Comenzaremos recordando algunas nociones y resultados basicos sobre este tipo de
extensiones, que seran muy utilizados a lo largo del capitulo. El lector interesado puede

remitirse a [SS].
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2.1. Algebras extendidas por un médulo X

Sea B un algebra y X un B-mddulo fijo. Denotaremos por A = B[X] la extensién

por un punto de B por X, es decir, el algebra matricial

(2

con la suma habitual de matrices y el producto inducido por la estructura de médulo
de X.

El carcaj @Qp de B es un subcarcaj pleno y convexo del carcaj @4 de A, y hay
solamente un vértice adicional en ()4 que es una fuente. Asociado a este nuevo vérti-
ce, se tiene un A-médulo proyectivo indescomponible P que satisface rad P = X. El
simple S = top P es un A-médulo inyectivo y se tiene que pd, S < pdg X + 1. Como
mod B es una subcategoria plena de mod A, los B-médulos proyectivos son A-modulos
proyectivos. Més ain, se tiene que (mod B, add S) es un par de torsién para mod A.

Es conocido que la categoria de médulos mod A admite una descomposiciéon en
términos de mod B y mod k, que resulta ser lo que se denomina un recollement (ver,

por ejemplo, [PV]).

Definicién 2.1.1. Un recollement de una categoria abeliana A por categorias abe-

lianas B y C, denotado por R(B, A,C), es un diagrama de funtores aditivos:

que satisfacen las siguientes condiciones:

1. (j1,5%, 7x) v (i*,44,7') son tres-uplas adjuntas.
2. Los funtores i, j1 y j« son fieles y plenos.

3. Im1, = ker j*.

En nuestro contexto, si ep la identidad en B, es sabido que egAeg = B y

AJAepA = k. Asi, se tiene el siguiente recollement (ver [PV]):

—®ak —®peBA
mod & - mod A OMalesA,7) mod B

~_ 7 >~ -

Hom 4 (k,—) Homg(Aep,-)
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Llamaremos al funtor Homy(egpA, —) funtor de restriccién y lo notaremos por
R. Anélogamente, llamaremos funtor de extensién al funtor Homp(Aep, —) y lo
notaremos por €. De la definicién de recollement tenemos que el par (R,€) es un par
de funtores adjuntos. Teniendo en cuenta que Xeg = X ®4 Aep, el funtor R puede ser
expresado también de la siguiente manera R = — ®4 Aeg.

Como egA = By B es un A-mdédulo proyectivo, tenemos que R es un funtor
exacto. Ademas, se tiene que para M € mod A, RM es un submoédulo de M. Notemos
que Aep = B @ X y asi, como k-espacio vectorial, EM = M & Homp (X, M). En
consecuencia, la dimension del k-espacio vectorial correspondiente al nuevo vértice en
la representacion de M es igual a dimyHompg(X, M).

A continuacién mostraremos un ejemplo para visualizar como acttian estos funtores.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos B el algebra dada por el siguiente carcaj:

1\
B 3<-4
A

con la relacién aff = 0. Entonces, el carcaj con relaciones de B[P;] tiene la siguiente

forma:

1 5, 4
\3/
2% s

con la relacion aff = 0. Notaremos a los médulos por sus factores de composicion.

Como k-espacio vectorial, EM = M & Homy (Ps, M). Mas aun,
)

3
dimy M5 = dimpHom 4 (P3, M). Asi, dado M = 1 € mod B, se tiene que EM = 1 3

2 2

pues dimiHom 4 (Ps, M) = 1.

Por otra parte, aplicar el funtor R actia como la restriccién por ceros, es decir, a
los efectos de los factores de composicion significa eliminar el factor de composicion
correspondiente al nuevo vértice.

54 4
Si consideramos N = 33 € mod B[P, entonces RN = 51”69 3. Notemos que, en

general, el funtor R no preserva médulos indescomponibles.
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Asociado a este par adjunto se tiene una unidad ¢ : id,,.q 4 — ER y una co-unidad
€ : RE — id,,.q B definidas como sigue:

dado un A-médulo X, el funtor
dx: X — Homp(Aep, X ®4 Aep)

es tal que transforma x en u — x ® u, para r € X y u € Aep . Reciprocamente, dado

M un B-modulo, se tiene que
€M - HOIHA(zqu7 M) XA ASB — M

transforma f ® u en f(u), para u € Aeg y f € Homg(Aeg, M).

2.1.1. Algebras extendidas por un médulo proyectivo

Ahora, nos concentraremos en un caso particular de algebras extendidas por un
punto. Mds precisamente, en aquellas que se extienden por un médulo proyectivo. Si
bien algunas de las propiedades que vamos a mencionar, valen en un contexto mas ge-
neral, por simplicidad solo las vamos a enunciar en el contexto de médulos proyectivos.
Para su estudio, el lector puede remitirse a [AHT].

Sea B un élgebra y fijemos un B-mddulo proyectivo . Consideremos A = B[F].
Para este caso, se tiene que pd 4S5 < 1, donde S es el A-médulo simple correspondiente
al nuevo vértice. Ademas, como Aeg = B ® Fy es un B-mddulo proyectivo a derecha

tenemos que el funtor de extension £ es exacto.

Lema 2.1.3. [AHT, Lema 4.5] Sean B un dlgebra, Py un B-mddulo proyectivo fijo y
A = B[P)].

a) Si P es un A-mddulo proyectivo, entonces RP es un B-mdédulo proyectivo.
b) Si I es un B-mddulo inyectivo, entonces EI es un A-maédulo inyectivo.

La siguiente proposicién lista propiedades importantes y fundamentales de los fun-
tores de extension y restriccion que usaremos a lo largo del capitulo. Previamente,
recordemos que, dado un A-moédulo M, la categoria perpendicular a derecha de

M es la subcategoria plena de mod A definida como sigue

M = MM
= {X € mod A|Hom(M,X) =0 y Ext}(M,X)=0}.
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Proposicién 2.1.4. [AHT, Proposicion 2.5, Lema 3.1] El par de funtores adjuntos

(R, E) satisface las siguientes propiedades:
(a) La co-unidad € es un isomorfismo funtorial.
(b) Dado X un A-mddulo, las siguientes condiciones son equivalentes.

1) 0x es monomorfismo.
ii) S no es sumando directo de X.

i) Homu (S, X) = 0.
(c) Si X € S™7, entonces 0x : X — ERX es un isomorfismo funtorial.
(d) Dado M un B-mddulo, entonces se tiene que EM € S™.

Como una consecuencia de la proposicion anterior, se desprende que mod B y S*?
son categorias equivalentes. Ademas, resulta que el funtor £ es fiel y pleno. En par-
ticular, preserva indescomponibles, es decir, si X es un B-moédulo indescomponible
entonces £X es un A-médulo indescomponible.

Finalmente, el siguiente resultado de [AHT], es fundamental para poder probar que

tanto £ como R transforman médulos 7-rigidos en médulos 7-rigidos.

Proposicion 2.1.5. [AHT, Corolario 3.4, Proposicion 3.6] Sean X,Y A-mdédulos y

M un B-mddulo. Entonces,
(a) Extl(X,EM) = Exth(RX, M).
(b) Si X € S™7, entonces Ext}(EM, X) = Exty (M, RX).

(c) Exviste un epimorfismo Exth(X,Y) — Exty(RX,RY). Mds ain, si Y € S
entonces el morfismo Ext!(X,Y) — Exty(RX,RY) es un isomorfismo.

2.2. Morfismos de extensién y de restriccién

A lo largo de esta seccion, asumiremos que A es la extensiéon de B por un B-modulo
proyectivo Fy. Estudiaremos la relacién entre los B-modulos 7-inclinantes soportados
y los A-médulos 7-inclinantes soportados.

Comenzaremos con una observacion que resultard muy util a lo largo del capitulo.
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Observacién 2.2.1. Sea Y un A-médulo tal que Ext}(S,Y) = 0. Entonces, tenemos
que Y =Y'® 85", con Y’ € S* y r > 0. En efecto, supongamos que Hom4(S,Y’) = 0.
Entonces, de la Proposicion 2.1.4, obtenemos que Y = Y’ y r = 0. Por otro lado, si
Hom4(S,Y") # 0, de la Proposicién 2.1.4, tenemos que S es un sumando directo de Y,
es decir, Y = S @ Z. Notemos que Ext}(S, Z) = 0. Si Homy(S, Z) = 0, obtenemos lo
buscado. En caso contrario, S es un sumando directo de Z y Z = Z; & S. Mas aun,
Y = S%2@® Z,. Iterando este argumento en cada Z;, para i = 1---r — 1, obtenemos que
Y=Y @5

El siguiente resultado nos muestra como extender los B-médulos 7-rigidos.

Teorema 2.2.2. Sea T un B-modulo T-rigido. Entonces ET & S es un A- maodulo

T-rigido.

Demostracion. Consideremos 7' un B-moédulo 7-rigido. De la Proposicion 1.5.5; tene-
mos que Exty (7T, FacT) = 0. Veamos que Exty (€T @ S, Fac (ET @ S)) = 0.

Notemos que Fac (ET @ S) = Fac(ET) @ Fac S. Esto es, si N € Fac(ET @ 9),
entonces N = N'@ S" con N’ € FacT y r > 0. En efecto, si Hom4 (S, N) = 0, entonces
es inmediato que N € Fac (ET). En caso contrario, sigue de la Proposicién 2.1.4 que
S es un sumando directo de N. Luego, N = N’ @& S* con Hom,(S, N') = 0. Como
N € Fac(ET @ S), tenemos que N’ € Fac(ET @ S). Asi, como Homy(S,N’) = 0
entonces N’ € Fac (ET).

Reciprocamente, si N € Fac (ET) @ Fac S, entonces N = N' @ Z con N’ € FacET
y Z € Fac S. Es claro que N € Fac (T @ S). Luego,

Exth(ET ® S,Fac (ET @ S)) = Ext! (T @ S, Fac (ET) @ Fac S).
Mas atn, ambas expresiones son iguales a
Ext! (T, Fac (ET)) @ BExt!, (S, Fac (ET)) @ Ext! (T @ S, Fac S).

Como FacS=addS y S e un A-moédulo inyectivo, entonces
Exth (€T @ S, Fac S) = 0.

Mostremos ahora que Ext!,(S,Fac (£T)) = 0. Consideremos Y € Fac(ET). En-
tonces existe un epimorfismo f : M — Y, con M € add(€T). Aplicando el funtor

Hom (S, —) a f obtenemos la sucesién exacta

Exth (S, M) — Ext4(S,Y) — Ext’ (S, Ker f).
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Como M € add (€T) y pdy S < 1 entonces Ext (S, M) = 0 y Ext%(S,Ker f) = 0,
respectivamente. Asf, Ext’(S,Y) = 0. Luego, Ext, (S, Fac (£T)) = 0.

Finalmente, probemos que Ext! (€T, Fac (£T)) = 0. Sea W € Fac (€T). Entonces
existe un epimorfismo g : N — W, con N € add (€T). Aplicando el funtor R a g,
obtenemos que RW € FacT, pues RN € addT. Como T es un B-mdédulo 7-rigido,
entonces Exty (T, RW) = 0.

Por otro lado, como W € Fac (ET) y ET € S*®, tenemos que Ext’ (S, W) = 0. De
la Observaciéon 2.2.1, sabemos que W = S7 @ W', con W’ € S**® y j > 0. Asi, por la

Proposicion 2.1.5,
Exty(ET, W) = Ext4(ET, W) ® Exth(ET, &%)
= Exty(T,RW)
= 0.

Luego, Ext!(£T @ S, Fac (ET @ S)) = 0. Mas atin, sigue de la Proposicién 1.5.5 que
ET ® S es un A-mo6dulo 7-rigido. O

Ahora, consideraremos el problema opuesto, es decir, dado un A-mdédulo 7-rigido
T probaremos que RT es un B-moédulo 7-rigido. Para ello, comenzaremos estudiando

que relacion hay entre T RT y 74T

Teorema 2.2.3. Sea T un A-maodulo. Entonces TART es isomorfo a un submdédulo de
TAT.

Demostracion. Consideremos
Ph—F—-T—0 (2.1)

una presentacién proyectiva minimal de 7" en mod A. Aplicando el funtor R a (2.1),

obtenemos la sucesién exacta
RP, —RPy—RT —0 (2.2)

que es una presentacion proyectiva de R7" en mod B, pero que no es necesariamente mi-
nimal. Sea @)1 — Qg — RT — 0 la presentacion proyectiva minimal de R7T en mod B.
De la propiedad universal de la cubierta proyectiva, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo con filas y columnas exactas:
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RP,—RFP)—RI——0
| } y
1 Qo RT 0
| |

0 0 0

Como @y es un B-modulo proyectivo, entonces )y es un sumando directo de RFy, y
luego )y es un submoédulo de Fy. De igual manera se tiene que (J; es un sumando
directo de RP; y un submédulo de P.

En consecuencia, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas y columnas

exactas:

0o 0 0
} ) !

o) Qo RT 0
| | |

P, P, T 0

Aplicando el funtor Hom4(—, A) al diagrama anterior, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo con filas y columnas exactas:

A

0

donde el morfismo Tr 7" — Tr,RT es el morfismo obtenido pasando por los conticleos.

Aplicando el funtor dualidad al morfismo TrT — Tr,RT , obtenemos la expresién
0= 74RT — 14T
Asi, 74(RT) es isomorfo a un submédulo de 74(7T'), probando el resultado. O
El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.3.
Corolario 2.2.4. Sea T un A-mddulo. Entonces,

a) TRT es isomorfo a un submddulo de ToT.

b) T8RT es isomorfo a un submdédulo de R(7aT).
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Demostracion. a) Como RT es un B-médulo, entonces por el Lema 1.4.2 tenemos que
T RT es isomorfo a un submodulo de 74 RT'. Del Teorema 2.2.3, tenemos que T4 RT es
isomorfo a un submaédulo de 747'. Luego, T8 RT es isomorfo a un submodulo de 747

b) Del enunciado del inciso a), sabemos que 75RT es un submdédulo de 747" Del
hecho de que R es un funtor exacto y 75RT es un B-mddulo, concluimos que 7RT
es un submédulo de R(74T). O

A continuacién mostraremos que, en general, TgRT es un submédulo propio de

R(7a(T)).
Ejemplo 2.2.5. Consideremos B el algebra dada por el siguiente carcaj

-

B

con la relacion aff = 0.
Consideremos A = B[P;] la extensién de B por el médulo proyectivo P,. Entonces

A esta dada por el siguiente carcaj

17 2<"-3, a=0.

B

con la relacion af = 0. Notaremos a los médulos por sus factores de composicion.

Sea M el A-médulo dado por los factores de composicién 9. Entonces tenemos que
RM:%}/TBRM:;. !

Por otro lado, TaM = 3 21 y R(taM) = % Es claro que 7 RM es un submoédulo
propio de R(14M), mostran2do lo deseado. ’

El resultado anterior nos permite enunciar el siguiente teorema, que establece que
el funtor de restricciéon mantiene la condicion de 7-rigidez.

Teorema 2.2.6. Sea T un A-maodulo T-rigido. Entonces RT es un A-mdédulo T-rigido.

Demostracion. Consideremos T un A-médulo 7-rigido. Entonces Ext!,(7,7T) = 0. De

la Proposicién 2.1.5,(c), tenemos que Ext’(RT, RT) = 0. Luego,
DHOIHA(RT, TART> =0.

Veamos ahora que Homyu(RT,74RT) = 0. Sea f : RT — 74RT un morfismo no

nulo. Como DHomu(RT, 7aRT) = 0, entonces f se factoriza a través de un A-mdédulo
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inyectivo I. Luego f = hg,con g : RT' - I y h : I — 74RT. Como RT es un
submoédulo de T' e I es un A-modulo inyectivo, existe un morfismo ¢g* : T'— I tal que
g = g*7, donde j : RT — T es la inclusién natural. A continuacién, mostramos la

situacion con el siguiente diagrama:

CRT —5 1y (RT) 74T

j 9

VN
T---->1

9

Como f # 0, obtenemos un morfismo no nulo ihg*: T — 74T, donde
i: TA(RT) — 74T es el morfismo inclusién definido en la demostracién del Teorema
2.2.3. Luego, Homu (T, 74T) # 0, contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto, RT es un

A-médulo 7-rigido. m

Como una consecuencia del Teorema anterior, obtenemos que el funtor de restriccion

preserva modulos 7-rigidos entre mod A y mod B.
Corolario 2.2.7. Sea T un A-mddulo T-rigido. Entonces RT es un B-mdédulo T-rigido.

Demostracion. Supongamos que Homp(RT,75RT) # 0. Como 75RT es isomorfo a
un submodulo de 74RT, entonces Hom4(RT, 74RT) # 0, contradiciendo el Teorema
2.2.6. Por lo tanto, RT es un B-mo6dulo 7-rigido. O]

El siguiente resultado es una herramienta fundamental para probar que la restriccién

de un A-médulo T-inclinante soportado es un B-moédulo 7-inclinante soportado.

Proposicién 2.2.8. Sean T un A-médulo T-rigido y X un B-médulo. Si X € +(rpRT)
entonces EX € L(1aT).

Demostracion. Sea X € +(7pRT). Entonces, Homg(X,73RT) = 0. De la Proposicién
1.5.5, tenemos que Exty(RT, Fac X) = 0.

Veamos que Ext! (T, Fac (£X)) = 0. Sea Y € Fac (£X), entonces existe un epimor-
fismo f: M — Y, con M € add (£X). Como £X € SP, entonces Ext!(S,Y) = 0.
Luego, de la Observacién 2.2.1, tenemos que Y =Y’ @ S”, con Y’ € S*® y r > 0.

Aplicando el funtor R al morfismo f: M — Y’ @& S”, obtenemos que RY' € Fac X,
y asi Extp(RT,RY’) =0. Entonces, de la Proposicion 2.1.5,(a), resulta que
Exty(T,ERY’) = 0. Como Y’ € S*, se sigue que Ext’ (T, Y’) = 0. Luego,

Exty(T,Y) = Exty(T,Y' @ S")
> Exty(T,Y') @ Exty(T,S")
~ 0



2.2 Morfismos de extension y de restriccién 39

pues S es un modulo inyectivo.
Por lo tanto, Ext} (T, Fac (X)) = 0. Asi de la Proposicién 1.5.5,(a), obtenemos el
resultado. [

Teorema 2.2.9. Sea B un dlgebra y consideremos A = B[Py]. Entonces,

a) Si (M,Q) es un par T-rigido (T-inclinante soportado, respectivamente) bdsico para
mod B, entonces (EM & S, Q) es un par T-rigido (T-inclinante soportado, respecti-

vamente) basico para mod A.

b) Si (T, P) es un par T-rigido (T-inclinante soportado, respectivamente) bdsico para
mod A, entonces (RT, P*)es un par T-rigido (T-inclinante soportado, respectivamen-
te) para mod B, donde P* = P si P es B-mdédulo, o P* = P/]5 en caso contrario.

Demostracion. a) Sea (M, Q) un par 7-rigido para mod B. Por el Teorema 2.2.2, sabe-
mos que EM @ S es un A-médulo 7-rigido. Ademas, como EM € S** y RE = 1d 04 5
tenemos que EM & S es basico.

Por otro lado,

Homy(Q,EM @ S) = Homyu(Q,EM) @ Homy(Q, S)
=~ Homg(RQ, M)
= Homg(Q, M)
= 0
donde Hom 4 (@, S) = 0 pues @ es un B-mddulo. Por lo tanto, (EM & S, Q) es un par
T-rigido basico para mod A.
Si ademads (M, Q) es un par T-inclinante soportado, entonces |M| + |Q| = | B|. Como

£ es un funtor fiel, tenemos que |M| = |EM|. Mas atn, como EM € SP'® tenemos que

S no es un sumando directo de EM. Por lo tanto, [EM & S| = [EM|+ 1y
EM @S| +|Q] = 1+[EM|+1Q|
= 1+ |B|
= |4|.
b) Sea (T, P) un par 7-rigido para mod A. Por el Teorema 2.2.6, tenemos que R7T es

un B-médulo 7-rigido. Entonces solo resta probar que Hompg(P*, RT) = 0. Sabemos

que RT es un submédulo de 7', entonces

0 — Homu (P*, RT) — Hom(P*,T) = 0.
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Ast , Homp(P*,RT) = 0. Por lo tanto, (RT, P*) es un par 7-rigido para mod B.
Si ademas (7', P) satisface la igualdad |T'| + |P| = |A|, mostraremos que (RT, P*)
es un par 7T-inclinante soportado para mod B.

Primero supongamos que P es un sumando directo de P. Entonces T es un

B-moédulo, y asi RT = T. Luego, tenemos que

RT|+[P*| = [T|+|P|-1
— A1
~ |B|.

Supongamos ahora que P 1o es un sumando directo de P. Entonces P* = P =~ RP.
Por la Proposicion 1.5.12, es suficiente ver que FacRT = 1(7pRT)N P+. Como
Homp(RT,7RT) = 0y Homp(P,RT) = 0, entonces Fac RT C +(7pRT) N P+.

Sea Y € L(7gRT) N P+. De la Proposicién 2.2.8, tenemos que £Y € +(74T). Por
otro lado,

Homu(P,£Y) = Homp(RPY)
= Hompg(P,Y)
= 0.
Luego, &Y € H(14T) N P+ = FacT. Asf, Y 2 REY € FacRT. Por lo tanto, (RT, P*)

es un par 7T-inclinante soportado para mod B. Il
Como un caso particular del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.2.10. Sea B un dlgebra y A = B[F].

a) Si M es un B-mdédulo T-inclinante bdsico, entonces EM & S es un A-mddulo

T-inclinante basico.
b) SiT es un A-mddulo T-inclinante bdsico, entonces RT es un B-mddulo T-inclinante.

En general, dado un A-médulo 7-inclinante soportado bésico, RT no resulta ser

basico debido a que R no preserva médulos indescomponibles.

Lema 2.2.11. Sea (T, P) un par T-inclinante soportado bdsico para mod A. Entonces

(RT, P*) es bdsico si y sélo si, se satisfacen algunas de las siguientes condiciones:

i) S es un sumando directo de T
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i) P es un sumando directo de P.

Mas aun, si S es sumando directo de T se tiene que existe un B-modulo M tal que

T=EM@S.

Demostracion. Supongamos que S no es sumando directo de T y P no es suman-
n

do directo de P. Si T = @ T;, tenemos que RT; # 0 para ¢ = 1,...,n. Entonces
i=1

RT = ET} RT; tiene al menos n-sumandos indescomponibles. Ademés, P* = P. Luego,
n+ |Pi|:1: |B| +1 > |B| y, por lo tanto, (RT, P*) no es bésico.

Reciprocamente, supongamos que P es sumando directo de P. Entonces, de
Hom4(P,T) = 0, tenemos que 7" es un B-médulo. Asi, RT = T es un B-mddulo
bésico. Méas atin, P* es béasico pues es sumando directo de P. Por lo tanto, (RT, P*)
es un par 7-inclinante soportado basico.

Finalmente, supongamos que (T, P) = (S @ X, P) es un par 7-inclinante sopor-
tado basico para mod A. En particular, S no es un sumando directo de X y asi
Hom4(S, X) = 0. Entonces, X € S*™. Luego de la Proposicién 2.1.4 ERX = X y
asi RX es un B- mdédulo basico obteniendo el resultado. Ademas, considerando el
B- médulo M = RX, tenemos que (T, P) = (S & EM, P). O

Sigue directamente del Teorema 2.2.9 que existen morfismos entre los correspon-
dientes posets de moédulos 7-inclinantes soportados, como se establece en el siguiente

corolario.
Corolario 2.2.12. Los funtores £ y R inducen morfismos:

e:sT—tiltB — st —tilt A
(M, Q) — (EM®S,Q)

Y,
rist—titA — st —tilt B

(T,P) — (T,P*

respectivamente, donde T es el (inico salvo isomorfismo) B-mddulo T-rigido bdsico tal

que addT = add RT. Mds aun, tenemos que re = idg,_i1¢ B-

Demostracion. Del Teorema 2.2.9, se deduce que r y e son morfismos. Mas atn, la
sigue de RE = id n

relacion re = id

sr—tilt B mod B*
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Ahora estudiaremos los pares de torsiéon asociados a un médulo 7-inclinante 7.
Dado T un médulo 7-inclinante sobre un dlgebra C, tenemos que 71" determina un par
de torsion (+7T,T+) en mod C. Previamente, recordaremos las siguientes definiciones.

Sea (T, F) un par de torsién para mod C. Entonces:

- Si cada C-moddulo indescomponible X pertenece o bien a T o bien a F, entonces

(T,F) es un par de torsiéon escindido.

- Si T es cerrado por submédulos, entonces (7, F) es un par de torsiéon heredi-

tario.

Teorema 2.2.13. i) Sean T un B-mddulo T-inclinante y X un B-mddulo. Entonces
se cumplen las siguientes condiciones.
a) X €+ 75T siy sélo si EX €L (14ET).

b) X € T+ siysolo si EX € ETH.
it) Sea T un A-mddulo T-inclinante. Entonces se cumplen las siguientes condiciones.

a) Si (Y74T,T+) es un par de torsion hereditario para mod A entonces
(L(rgRT), (RT)*) es un par de torsion hereditario para mod B.

b) Si (t7AT,T+) es un par de torsion escindido para mod A entonces
(L(r8RT), (RT)*) es un par de torsién escindido para mod B.

Demostracién. i) a) Como T es un A-médulo 7-inclinante, sabemos que * 74T = FacT.
Luego el resultado sigue del hecho de que X € FacT siy sélo si EX € Fac&T.
i) b) El resultado sigue del hecho de que

Hom(ET,€X) = Homp(RET, X)
Homp(T', X).

12

ii) a) Supongamos que (+747,T+) es un par de torsién hereditario para mod A.
Sean X € +(75RT) e Y un submoédulo de X. Debemos ver que Y € +(75RT).

Como X € *(73RT), de la Proposicién 2.2.8, tenemos que £X € +7,T. Enton-
ces EY € 14T, pues EY es un submoédulo de £X. Como +74T = FacT, entonces
EY € FacT. Luego, Y € FacRT = +(7gRT). Por lo tanto, (+(7gRT), (RT)*) es un

par de torsién hereditario para mod B.
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ii) b) Supongamos que (*74T,T+) es un par de torsién escindido para mod A
y consideremos X € mod B indescomponible. Como £X € mod A, tenemos que
EX € L7,T = FacT o bien EX € T*. Luego, X €t (13RT) 6 X € (RT)* probando

el enunciado. O

Terminaremos esta seccion calculando el algebra de endomorfismos de e€7', donde T’
es un B-moédulo 7-inclinante. Recordemos que, dada un algebra C, v = DC ®¢ _ es

el funtor de Nakayama para C.

Teorema 2.2.14. Sea T' un B-mddulo T-inclinante. Entonces, End el es la extension

por un punto de EndgT por el médulo Homp(T,vgFy).

Demostracion. Notemos que

Ends(ET)  Homa(S,£T
EndseT = EndA(ET & S) = ( ndo(ET)  Homa(S, )>‘

Hom, (€T, S) EnduS

Como EndaS = k- y ET € Seer - golo resta  probar  que
Homa(ET, S) = Homp(T,vpFy). Para ello, consideremos la sucesion de Auslander-
Reiten

0= 745 = E—=5—=0 (2.3)

en mod A. Del Lema 1.4.7, E/ es un médulo inyectivo. Afirmamos que RE = vgFy. En
efecto, aplicando R a la sucesién (2.3), obtenemos que RE = R(74S5).

Por otro lado, consideremos la resolucion proyectiva minimal de S,
0— P — P—S—0
De la Proposicién 1.4.5, sabemos que existe una sucesion exacta
0— 748 = vaPy = vaP — 148 = 0 (2.4)

donde 1/,415 = Syuvsby = EBI;;‘, si Py = @Pf donde Pf es el A-mddulo proyectivo
indescomponible correspondiente al vértice x. Del Lema 2.1.3, I = £I5. Entonces,

aplicando el funtor R a (2.4) obtenemos que R(74S5) = R(vaPy) = vpFy. Luego,

RE = R(TAS)

I

VBP().
Aplicando Hom 4 (ET, —) a la sucesién (2.3) se tiene una sucesion exacta como sigue

0 — HomA(ET,745) — Homu(ET, E) — Homy(ET, S) — Ext}(ET, 745).



Moaédulos 7-inclinantes soportados sobre algebras extendidas por un
44 modulo proyectivo

Como pduS < 1y &T € SP®, la férmula de Auslander-Reiten nos dice
que Homy(ET,748) = 0. Por otro lado, como Ext4(ET,74S) = DHom,(S,ET)
y  Homyu(S,ET) = 0, obtenemos que Exty(ET,745) = 0. Asi,
Homa(ET, E) = Homa(ET, S).

Finalmente, como E € SP°'?, se tiene que

Hom4(ET,S) = Homu(ET, E)
~ Homu(T,RE)
= HOHIB(T, I/BP())

probando la afirmacion. O

2.3. El carcaj asociado al poset de los médulos

T-inclinantes soportados

En esta seccion estudiaremos el carcaj asociado al poset de los modulos T-inclinantes
soportados. El objetivo es comparar y establecer relaciones entre Q(st — tilt B) y
Q(sT — tilt A). Probaremos que el morfismo e definido en el Corolario 2.2.12 es una
inmersion plena entre los correspondientes posets de modulos 7-inclinantes soportados.
Por otro lado, analizaremos el comportamiento local de los predecesores y sucesores de
un par 7-inclinante soportado (7, P) € Q(st — tilt A) que pertenece a la imagen de e.

Comenzaremos con el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. (a) Los morfismos e : st — titB — st — tiltA vy

r st — tilt A — s — tilt B son morfismos de posets.

(b) Una flecha o : (M, Q1) — (Ma, Q2) en Q(sT — tilt B) induce una flecha
ea:e(My, Q1) — e(Ms, Qa) en Q(sT — tilt A).

Demostracion. (a)  Sean  (M;,Q1) v (M, Q2) pares 7-inclinantes  so-
portados para modB  tales que (M, Q) < (M3,Q2). Tenemos
que  probar  que (EM;® S,Q1) < (EMy® S,Q2), o  equivalentemente,
Fac(EM; & S) C Fac(EMy @ S). Como Fac (EM; ® S) = Fac (EM;) @ FacS, al-
canza con mostrar que Fac (EM;) C Fac (EMs).

Dado que Fac M; C Fac M,, existe un epimorfismo f : Z — M, con Z € add M.
Aplicando el funtor exacto £ a f, obtenemos un epimorfismo £f : £Z — E£M;, donde
EZ € add EM,. Luego, EM; € Fac (EM,). Por lo tanto, Fac (EM;) C Fac (EMs).
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Reciprocamente, sean (17, P;) y (1%, P») pares T-inclinantes soportados para mod A,
tales que (T1,P1) < (T3, P). Afirmamos que RT) € FacRT,. En efecto, como
FacT; C Fac T, existe un epimorfismo g : W — Tj, con W € add T5. Aplicando el fun-
tor exacto R a g, obtenemos un epimorfismo Rg : RW — RT;, donde RW € add RT5.
Por lo tanto, RT) € Fac (RT3).

(b) Sea av: (My,Q1) — (M, Q2) una flecha en Q(s7 — tilt B). Entonces, existe un
par T-inclinante soportado casi completo para mod B, digamos (U, P), que es sumando
directo de (M1,Q1) y de (Ms,@Q3). Como e es un morfismo de posets, tenemos que
e(My, Q1) < e(Ma, Q2). Observemos que e(U, P) = (EU & S, P) es un par 7-inclinante

soportado casi completo para mod A, pues

IEUD S| +1|Q| = |EU|+1+|P|
= |[P|+|Q[+1

= n-—1.

Maés aun, e(U, P) = (EU @ S, P) es un sumando directo de e(My, Q1) y de e(Ma, Q).
Asi, de la definicién de mutacion, tenemos que e(Ma, Q2) = pigxe(Mi, Q7). Por lo tanto,
existe una flecha ea : e(My, Q1) — e(Ma, Q2) en Q(sT — tilt A). O

Observacion 2.3.2. El teorema anterior establece que el funtor de extensién se com-
porta bien con respecto a la mutacion de moédulos 7-inclinantes soportados. En algin

sentido, £ conmuta con la mutacién.
Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 2.3.3. El morfismo e : st —tilt B — st — tilt A induce una inmersion plena
de carcajes e : Q(sT — tilt B) — Q(sT — tilt A).

Demostracion. Del Teorema 2.3.1 y de la igualdad re = Id,,_. g, tenemos que el
morfismo e es una inmersién de carcajes. Luego, solo resta probar que si existe una
flecha e(M, P) — e(N, Q) en Q(sT—tilt A), entonces existe una flecha (M, P) — (N, Q)
en Q(st — tilt B).

Sabemos que e(M,P) = (EM @& S, P) y que e(N,Q) = (EN & S, Q). Como existe
una flecha de e(M, P) a e(N,Q), entonces existe un par 7-inclinante soportado casi
completo, digamos (U, L), que es sumando directo de e(M, P) y de e(N,Q). Dado

que S es sumando directo de M y de N, entonces S es sumando directo de U. Asi



Moaédulos 7-inclinantes soportados sobre algebras extendidas por un
46 modulo proyectivo

U=U &S, con U € S** . Entonces,

IRUI+ L] = [RU[+ L]
= (U] + L]

= n-—2.

Notemos que L es un B-mddulo proyectivo, pues Hom4 (L, S) = 0. Luego, tenemos que
(U, L) es un par 7-inclinante soportado casi completo para mod B que es sumando
directo de (M, P) y de (N, Q). Como r es un morfismo de posets, se tiene que existe
una flecha (M, P) — (N, Q) en Q(s7 — tilt B). O

A continuaciéon, mostraremos un ejemplo en el que se puede visualizar la inmersién

plena de Q(s7 — tilt B) en Q(s7 — tilt A).

Ejemplo 2.3.4. Consideremos las siguientes dlgebras dadas por sus carcajes con rela-

ciones:

B: 17 22 y A=B[P): 17 22<"-3
B B
aff = aff =

Denotaremos todos los médulos por sus factores de composicion.

El carcaj Q(st — tilt A) es el siguiente:



2.3 El carcaj asociado al poset de los médulos 7-inclinantes soportados 47

Entonces la imagen de Q(s7 — tilt B) bajo la accién del funtor e es el subcarcaj

indicado con lineas punteadas.

En lo que sigue, vamos a enunciar y demostrar algunos resultados técnicos sobre el
comportamiento local de Q(s7 — tilt A). Estamos interesados en poder decidir cuando
la imagen de e es cerrada por sucesores. El siguiente teorema nos da una condicién

suficiente para determinar cuando esto sucede.

Teorema 2.3.5. Sean (T,P) y (1", P’) pares T-inclinantes soportados bdsicos pa-
ra mod A tales que existe una flecha (T,P) — (T',P") en Q(st —tilt A). Si
(T, P) = e(M,Q) y Homy(EM, S) # 0, entonces existe un par T-inclinante soportado
(N, R) en st —tilt B tal que (1", P') = e(N, R).

Demostracion. Sea (T, P) = e(M,Q) un par 7-inclinante soportado para mod A tal

que Homu(EM,S) # 0. Entonces, del Lema de Schur tenemos que S € Fac (EM).
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Afirmamos que S es un sumando directo de 7" donde (7", P') un par 7-inclinante
soportado tal que existe una flecha de (T, P) a (1", P’) en Q(s7 — tilt A). En efecto, si
no fuera el caso tendriamos que (7", P’) = ug(T, P). Mas atin, como existe una flecha
de (T, P) a (T", P') en Q(sT —tilt A), entonces tenemos que (7”7, P') = ug (T, P). Luego,
sigue de la Definiciéon 1.5.14 que S ¢ Fac(EM), lo que es una contradiccion. Por lo
tanto, 7" =S &Y.

Como S @ Y es un médulo 7-rigido bésico, tenemos que Ext!(S,Y) = 0
y que Homy(S,Y) = 0. Entonces, Y € SPP. Luego, Y = ERY. Ademds, como
Hom4(P',S@®Y) =0 tenemos que P’ es un B-médulo proyectivo. Considerando el

par T-inclinante soportado (RY, P’) obtenemos el resultado. ]

En el mencionado teorema no se puede omitir la hip6tesis de que Hom4(EM, S) # 0,

como lo muestra nuestro proximo ejemplo.

Ejemplo 2.3.6. Consideremos las siguientes algebras dadas por sus carcajes con rela-

ciones:

B:1 Yy BPs):1 45, 4
AP Ny
af =0 af =0

No es dificil ver que (S1® Sy, P,® Ps) es un par 7-inclinante soportado casi completo
para mod A y sus complementos son (S5,0) y (0, Ps). Mas atin como S5 ¢ Fac (S;®.5,),

entonces existe una flecha
(S1BS5® 84, Po® P3) = (S1® 854, Po® Ps&® Ps)

en (st — tilt A).

Notemos que un par 7-inclinante soportado, digamos (U, P), pertenece a la imagen
de e si y sblo si S es un sumando directo de U. Entonces, (S; ® S5 @ Sy, Py ® P3)
pertenece a la imagen de e, mientras que el par (S; @ Sy, P, @ P; @ P5) no pertenece

a la imagen de e. Luego e no es cerrada por sucesores en este ejemplo.

Por otra parte, nos interesa estudiar los predecesores de un par 7-inclinante sopor-
tado en (st —tilt A) que pertenece a la imagen de e. El siguiente resultado nos brinda

informacion en esta direccion.
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Teorema 2.3.7. Sea (T, P) un par T-inclinante soportado para mod A tal que existe un
par T-inclinante soportado (M, Q) en st —tilt B con (T, P) = e(M,Q) = (EM & S, P).
Entonces existe exactamente un predecesor inmediato de (T, P) en Q(st — tilt A) que

no pertenece a la imagen de e si y sélo st Homy(EM, S) # 0.

Demostracion. Supongamos que existe exactamente un predecesor inmediato de (7', P)
en Q(sT—tilt A) que no pertenece a la imagen de e y supongamos que Hom(EM, S) = 0.
Entonces, S ¢ Fac (EM). De la Definicién 1.5.14, tenemos que ps(7, P) es una muta-
cién a izquierda de (T, P) y, en consecuencia, existe una flecha de (T, P) a us(T, P)
en Q(st — tilt A). Luego, todos los predecesores (1", P’) de (T, P) satisfacen que
T'=S® M con M € SP"P. Por lo tanto, todos los predecesores de (T, P) pertene-
cen a la imagen de e, lo que es una contradiccion.

Reciprocamente, sea (T7,P) € st — tilt A tal que (T,P) = (EM & S,P) y
Hom4(EM,S) # 0. Veamos que existe sélo un predecesor inmediato de (7, P) que
no tiene a S como sumando directo.

De la definicion de Q(st — tilt A), tenemos que existe a lo sumo un predecesor
inmediato de (T, P) que no tiene a S como sumando directo. Supongamos que todos
los predecesores inmediatos de (7', P) tienen a S como sumando directo. Entonces existe
un sucesor inmediato de (7, P), digamos (7", P') en Q(s7 — tilt A), tal que S no es un
sumando directo de (T”, P'). Asi, por construccién, tenemos que (1", P') = ud (T, P).
De la Definicién 1.5.14 se sigue que S ¢ Fac (EM) y luego Homy(EM,S) = 0, lo que
es una contradiccion. Por lo tanto, probamos que existe solo un predecesor inmediato
de (T, P) que no tiene a S como sumando directo, y en consecuencia no pertenece a la

imagen de e. [l

2.4. Extensiones por mdédulos no proyectivos

A lo largo de todo el capitulo nos concentramos en estudiar el comportamiento de
los médulos 7-inclinantes soportados sobre algebras extendidas por un moédulo pro-
yectivo. Una pregunta natural es que sucede si uno extiende por cualquier médulo,
sin ser necesariamente proyectivo. En esta seccién, probaremos que el Teorema 2.2.9
vale si y sélo si extendemos por un médulo proyectivo. Comenzaremos con la siguiente

observacion.

Observacion 2.4.1. Dados M un B-mddulo e y un vértice en (g, tenemos que si S,

es sumando directo de top EM, entonces S, es sumando directo de top M. En efecto,
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si Sy es sumando directo de top EM, entonces existe un epimorfismo f : EM — S,.

Aplicando Homy (B, —) a f obtenemos un epimorfismo
Homy (B, EM) — Homy(B, S,) — 0.

Como S, es un B-moédulo, tenemos que Homu(B,S,) = S,. Por otra parte, de la

adjuncion, se obtiene que

Homu(B,EM) = Hompg(RB,M)
~ Homg(B, M)
M

12

Por lo tanto, Hompg(M, S,) # 0 y en consecuencia, S, es sumando directo de top M.
Estamos ahora en condiciones de probar los resultados principales de la seccion.

Teorema 2.4.2. Sean B un dlgebra, X un B-médulo y A = B[X]. Si ET & S es
un A-médulo T-inclinante soportado, para todo B-mddulo T-inclinante soportado T,

entonces X es un B-maodulo proyectivo.

Demostracion. Supongamos que X no es un B- médulo proyectivo. Como B es un
B-modulo T-inclinante tenemos, por hipotesis, que EB®S es un A-mddulo 7-inclinante.
En particular, Homy(EB,745) = 0. Como R74S es un submédulo de 745, tenemos
que Hom (B, R74S) = 0.

Consideremos

P(X) P S 0

.
X

la presentacién proyectiva minimal de S en mod A, donde P(X) es la cubierta proyec-

tiva de X. De la Proposicion 1.4.5, tenemos la siguiente sucesion exacta:

0— 748 = vaP(X) — vaP = v4S — 0 (2.5)

Aplicando R a (2.5) tenemos que R(74S) = R(vaP(X)), pues vaP = S. Luego,
Homy (B, R(vaP(X))) =0y, en particular, Homs(EP(X), R(vaP(X))) = 0.

Ahora, queremos ver que existe al menos un sumando directo indescomponible de
P(X), digamos P; (asociado al vértice j), tal que Homy(EP;, S;) # 0. Notemos que,

como k-espacio vectorial, EM = M @& Homp(X, M), para M un B-médulo cualquiera.
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Si existe P; sumando directo de P(X) tal que Homp (X, P;) = 0, entonces EP; = P;
y asi Homy(EP;, S;) # 0. Supongamos entonces que Hompg(X, P;) # 0, para todo P,
sumando directo de P(X). Sea f : X — P(X) morfismo no nulo. Si f es epimorfismo,
entonces, por ser P(X) proyectivo, tenemos que P(X) es sumando directo de X y
luego, P(X) = X, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, debe existir P; sumando
directo de P(X) tal que Hompg(X, P;) # 0 y ningin morfismo f : X — P; es un
epimorfismo.

De la Observaciéon 2.4.1, tenemos que top EFP; = S, con a = dimpHomp (X, F;).
Asi,

P4 EP =0

es la cubierta proyectiva de £P;. Luego el morfismo inducido, rad P> — rad EP; es
un epimorfismo. Por otra parte, rad pe ~ X« y rad EP; = P;. Luego, tenemos un
epimorfismo de X en P; lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, se tiene que existe
P; sumando directo de P(X) tal que Homyu(EP;, S;) # 0.

Como P; es sumando directo de P(X), tenemos que I; es sumando directo de
vP(X). Ademas, como Hom4(S;, I;) # 0, entonces Hom4(S;, R(1;)) # 0.

Luego, de Homy4(EP;, S;) # 0y de Homy(S;, R(1;)) # 0 resulta que
Homy(EP(X),R(vaP(X))) # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, X es un

B-médulo proyectivo. [
Reciprocamente, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.3. Sean B un dlgebra, X un B-mddulo y A = B[X]. Si RT es
un B-mddulo T-inclinante soportado, para todo A-mddulo T-inclinante soportado T,

entonces X es un B-mddulo proyectivo.

Demostracion. Supongamos que X no es un B-modulo proyectivo. Entonces, 75X # 0.
Como A es un A- médulo 7- inclinante entonces, por hipétesis, RA es un B- modulo
r-inclinante. Notemos que A~ B® P,y asi RA~ B @ RP.

Por otra parte, aplicando R a la sucesién exacta
0-X—>P—S5—0

resulta RP = X. Luego, Homp(B,73X) = 0 lo cual es una contradiccién pues

78X # 0. Por lo tanto, X es un B-médulo proyectivo. m

Finalizaremos la seccion exhibiendo un ejemplo.
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Ejemplo 2.4.4. Sea B el algebra dada por el siguiente carcaj con relaciones:

1<*—2 ~aBy=0

e

3

Consideremos A = B[X], con X = g Entonces, el carcaj de A = B[X] viene dado

por:

1<—=—2
N
J—4
)
con relaciones yafy =0y Aya = 0.
3
En este caso, la cubierta proyectiva de X es P(X) = % Como
3
3
dimyHomp (X, P(X)) = 1, tenemos que EP(X) = % .
3
3 3
Por otro lado, v4P(X) = I3 = 34 y R(vaP(X)) = % Es claro que
3

3
Homu(EP(X),R(vP(X))) # 0y asi EB & S no es un A-moédulo 7-inclinante.



Capitulo 3

Extensiones escindidas por ideales

nilpotentes

En este capitulo analizaremos el comportamiento de los médulos 7-inclinantes so-
portados sobre las extensiones escindidas de algebras por ideales nilpotentes. Dada A
un algebra y R una extension escindida de A por un ideal nilpotente M, daremos con-
diciones necesarias y suficientes que nos permitan relacionar los médulos 7-inclinantes

soportados sobre A con los médulos 7-inclinantes soportados sobre R.

Por otra parte, estudiaremos la dimension global de las extensiones escindidas por
un ideal nilpotente. Daremos cotas de la dimension global de A en funciéon de la di-

mension global de R y viceversa.

3.1. Extensiones escindidas de algebras por ideales

nilpotentes

En esta seccion recordaremos algunas nociones basicas sobre extensiones escindidas
de algebras por ideales nilpotentes, asi como también resultados conocidos sobre el

tema en la literatura.

Recordemos que dadas A y R dos algebras y 7 : R — A un homomorfismo de
algebras suryectivo, se dice que 7 es escindido si existe un homomorfismo de algebras
o:A— R tal que mo = Id4. En esta situacion, el nicleo M de 7 es un ideal bilatero

de R, y asi se tiene la siguiente sucesion exacta de grupos:
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05 M-5RE=A0 (3.1)

g
donde i denota la inclusién. Como wo = Id4, o es inyectiva y en consecuencia A es
isomorfa a una subalgebra de R. En particular, M hereda una estructura de A — A— bi-
modulo mediante la restriccion de escalares.
Como (3.1) es una sucesién exacta escindida, entonces hay un isomorfismo de grupos
entre Ry A® M.

Definicién 3.1.1. Sean A y R dos algebras. Diremos que R es una extensién escin-
dida de A por el ideal nilpotente M si existe un homomorfismo de algebras suryectivo

escindido 7 : R — A cuyo ntcleo es M.

Como M es un ideal nilpotente se tiene que M C rad Ry asi rad A = rad R/M. En
[AZ], 1. Assem y D. Zacharia probaron que M esté generado por flechas del carcaj de
R. Asi, el carcaj de A se obtiene a partir del carcaj de R eliminando algunas flechas,
pero estas flechas no pueden ser elegidas de manera arbitraria. En [ACT], I. Assem,
F. Coelho y S. Trepode dan condiciones necesarias y suficientes sobre el conjunto de
generadores de M de manera tal de garantizar que R sea una extension escindida de A.
Antes de transcribir este resultado, necesitamos recordar la siguiente notacién: dado
w un camino en Q4 y « una flecha, notaremos «|w si existen subcaminos wy, wy tales

que w = wiQws.

Teorema 3.1.2. [ACT, Teorema 2.4] Sean nr : kQr — R una presentacion de R, M
un ideal de R generado por las clases modulo Ir de un conjunto de flechas S, donde Ir

es el ker (ng). Seam : R — A la proyeccion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) La sucesion eracta 0 — M — R > A — 0 es una sucesion escindida y R es una

extension escindida de A por M.

it) Sean & : kQ s — kQg el morfismo inducido por la inclusion, e I, el nicleo de la

presentacion inducida na : kQa — A. Entonces 6(14) C Ig.

iti) Sea 7 : kQr — kQa el morfismo inducido por la proyeccion. Entonces, para cada
relacion p € I, se tiene que w(p) = p ¢ 7(p) = 0.

m
) Sip= Z c;w; es una relacion minimal en I tal que existe 1 y a; € S con a;|w;,
i=1
entonces para cada j # 1, existe a; € S tal que aj|wj.



3.1 Extensiones escindidas de algebras por ideales nilpotentes 55

Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene que si R es una extension
escindida de A, entonces 4 = Igr N kQ 4, ver [ACT, Corolario 2.5].

Las categorias de médulos sobre A y R estan relacionadas por los clasicos funtores
de cambio de escalares:

— ®4 Rp:modA — mod R

—®pr Ay :mod R — mod A

Estos  funtores  satisfacen  la  siguiente  relacion  de  adjuncién
—®a RrR®r Ax = 1d,0aa. En general, la composicién inversa no es igual a la
identidad en mod R. Sin embargo funciona para médulos proyectivos (ver [AZ, 1.2],
[AM, 1.2]), es decir, se tiene que un R-médulo X es proyectivo indescomponible si y

sblo si

i) X ®g A es un proyectivo indescomponible en mod A, y
i) X ®r A®4 R= X en mod R.

En algunos casos, nos serd de utilidad otra expresion del funtor — @z A4: sigue de
[AM, 1.1], que para cada R-mé6dulo X existe un isomorfismo funtorial entre X ®p A
y X/ XM.

El siguiente resultado nos dice que el funtor — ® 4 R preserva médulos indescom-

ponibles.

Lema 3.1.3. [AM, Lema 1.2] Sea L un A-mdédulo. Eziste una correspondencia biyectiva
entre las clases de isomorfismo de sumandos directos indescomponibles de L en mod A,
y las clases de isomorfismos de sumandos directos indescomponibles de L @4 R en
mod R, dada por N —- N ®4 R.

Los funtores — ®4 Ry — ®g A preservan ciertas propiedades homoldgicas, como

establece el siguiente resultado.

Lema 3.1.4. a) [AM, Corolario 1.3] Si P, 5 py I8 N = 0 es una presentacion

proyectiva minimal de N en mod A, entonces
P R™¥ Pyes R N@y R — 0

es una presentacion proyectiva minimal de N ® 4 R en mod R.
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b) [AZ, Lemma 3.1] Si f : P — X es una cubierta proyectiva en mod R, entonces
f®R®14: PRrA— X ®gr A es una cubierta proyectiva en mod A.

Terminaremos esta secciéon con un ejemplo.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos A = kQ 4/14 el dlgebra dada por el siguiente carcaj:

C N
N

4

Q

con [ =< af >y R=kQgr/Ir el dlgebra dada por el siguiente carcaj:

R: 1;72¥3
P

Q

con Ip =< af8, 74, p* >.

Sigue del Teorema 3.1.2 que R es una extension escindida de A por el ideal nilpotente
M =< ~,p >. Se puede ver que, como A-médulo, M es isomorfo a (S4)°, donde S,
denota el simple en el vértice 4.

Sea N = S3 € mod A. Para calcular S3 ® 4 R, consideremos

2535350 (3.2)
12

la presentacién proyectiva minimal de S3 en mod A. Aplicando —®4 R a (3.2), como el

funtor — ®4 R transforma proyectivos en proyectivos, obtenemos la siguiente sucesion

exacta
3
%%22—>3®AR—>0 (3.3)
4

Sigue del Lema 3.1.4, que (3.3) es una presentacion proyectiva minimal de S5 ®4 R, y

en consecuencia S; @4 R = 4.
4

4
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Reciprocamente, consideremos X = i emodRy

4 9 3
14@1—>24—>i—>0 (3.4)
4 4
una presentacién proyectiva minimal de X en mod R. Aplicando el funtor — ®p A,
obtenemos
492453 530,450 (3.5)
1 1 2 4

que es una presentacion proyectiva de X ®g A, pero no minimal. Se obtiene que
X ®rAZ=S;.

3.2. Mobdulos 7-inclinantes sobre extensiones escin-

didas por ideales nilpotentes

A lo largo de esta seccién, R sera una extensién escindida de A por el ideal nilpo-
tente M. Estudiaremos el comportamiento de los funtores — ®4 Ry — ®r A en las
subcategorias st — tilt A y s7 — tilt R, respectivamente.

Comenzaremos recordando el siguiente lema de [AM].

Lema 3.2.1. [AM, Lema 2.1] Sea L un A-mdédulo. Entonces
TR(L XA R) = HOHIA(R, TAL).

El préximo teorema es una consecuencia inmediata de [AM, Teorema 2.3|. Para

conveniencia del lector, incluiremos aqui la demostracion.

Teorema 3.2.2. Sean R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M vy
T4 un A-médulo. Entonces, T ®4 R es un R-mddulo T-rigido (T-inclinante, respec-
tivamente) si y solo si Ty es un A-mddulo T-rigido (T-inclinante, respectivamente) y
Homu(T ®4 M, 74T) = 0.

Demostracion. Sea T un A-moédulo. Tenemos los siguientes isomorfismos de k-espacios

vectoriales:

I

Hompg(T ®4 R, 7r(T ®4 R)) Hompg (T ®4 R, Homu (R, 74T))

I

(
Homa(T ®4 R®g R, 7AT)
= Homyu(T ®4 R, 7AT)
= Homa(T ®4 (A® M), 74T)
Homu (T, 74T) & Homu (T @4 M, 74T).

I
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Asi, T ®4 R es T-rigido si y sélo si T es 7-rigido y Homs (T ® 4 M, 74T) = 0. Més aun,
sigue del Lema 3.1.3, que el nimero de sumandos indescomponibles no isomorfos dos
a dos de T4 es igual al niimero de sumandos indescomponibles no isomorfos dos a dos

de T'®4 R. Luego, queda demostrada la afirmacion. Il

Una observacion interesante es que el funtor — ® 4 R puede transformar mdodulos

inclinantes en modulos 7-inclinantes no inclinantes como muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.2.3. Consideremos A = k(@) 4 el algebra dada por el siguiente carcaj
A:r1<22-2 3

y R =kQgr/IRr el dlgebra dada por el siguiente carcaj

Qr: 1=C—2-"3

n

con la relacion afn = 0.
Es claro que R es la extensién escindida de A por el ideal nilpotente M =< n >.

Consideremos el A-médulo inclinante T'=1® 3 @ .

1
Si consideramos

3
0—+259—23=0
1
la presentacién proyectiva minimal de S3 y le aplicamos el funtor — ® 4 R obtenemos

la presentacién proyectiva minimal de 3 ® 4 R:

2

1 3
3—9—>3®1R—0
2 1

1

de donde se desprende que 3® 4 R = 3. Por otra parte, como el funtor —® 4 R transfor-

ma el A-moédulo proyectivo e; A en el R-mddulo proyectivo e; R, con e; el idempotente

correspondiente al vértice 4, tenemos que 7 ®4 R = 3 @ 9 @ 3. En consecuencia, co-

1 1

3
mo R = A @ M, obtenemos que T'®4 M = 9. Asi, como T es inclinante y T'®4 M

1
es sumando directo de T tenemos que Homa(T ® 4 M, 74T) = 0. Luego, por el Teo-

rema 3.2.2, podemos concluir que T"®4 R es un R-mddulo 7-inclinante. Veamos que
pdz(T ®4 R) > 1.
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La presentacion proyectiva minimal de S3 en mod R es

2
3 1 3
0—>2—>3—>2—>3—>0
1 2 1
1

y entonces, pdzSs = 2. Por lo tanto, pdz(7 ®4 R) = 2 y en consecuencia T'®4 R es

un R-médulo T-inclinante no inclinante.

A continuacién, daremos una condicién suficiente para decidir cuando T'®4 R es
un R-médulo 7-inclinante. Mas atn, en este caso se puede ver que el funtor — ®4 R

preserva el orden definido en Q(sT — tilt A).

Teorema 3.2.4. Sea R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M. Con-
sideremos T un A-mdédulo T-inclinante tal que M € FacT. Entonces T @4 R es un
R-mdédulo T-inclinante. Mds ain, si T es un A-mdédulo T-inclinante tal que T < T”,

entonces T' @4 R es un R-mddulo T-inclinante tal que T @4 R <T' ®4 R.

Demostracion. Sea T un A-modulo 7-inclinante tal que M € FacT. Como
FacT = *(74T), se tiene que Hom (M, 74T) = 0. Entonces,

Homu (T @4 M, 74T) = Homa(T,Homa(M,74T))
0.

112

Luego, por el Teorema 3.2.2, tenemos que T'®4 R es un R-moédulo 7-inclinante.
Por otra parte, sea 7’ un A-médulo 7-inclinante tal que 7T < 7T’. Como
FacT C FacT’, tenemos que M € FacT’. Luego, T'® 4 R es un R-md6dulo 7-inclinante.
Veamos ahora que Fac (T ®4 R) C Fac (T ®4 R). Como FacT C FacT’, tenemos
que existe un epimorfismo f : N — T con N € addT". Aplicando el funtor —®4 R a f,
obtenemos un epimorfismo f@4R: N®sR — T®sRcon N®4R € add (T"®4R). Por
lo tanto, T®4 R € Fac (T"®4 R) y, en consecuencia, Fac (T'®4 R) C Fac(T" ®4 R). O

Corolario 3.2.5. Sean T = X @& U y T' A-mddulos T-inclinantes con X
un A-médulo indescomponible tales que M € FacT. Si T' = u%T entonces
T'®a R = ke, r(T®aR).

Demostracién. Como T" = p% T, tenemos que T < T". Asi, por el Teorema 3.2.4 tene-
mos que T'®4 Ry T ®4 R son R-mbdulos 7-inclinantes tales que T'®4 R < T’ ®4 R.
Resta ver que 7" ®4 R = uxe ,r(T @4 R).
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Como T" = u} T, sabemos que el A-médulo 7-inclinante casi completo U es suman-
do de Ty de T". Por el Lema 3.1.3, sabemos que |U ®4 R| = |U| = |A] — 1. Como
|A| = |R|, tenemos que U ®4 R es un A-mddulo 7-inclinante casi completo que es

sumando directo de 7" ®4 Ry T®4 R y, por lo tanto, T ®4 R = pXg ,z(T ®4 R). O

El corolario anterior establece que, bajo ciertas hipdtesis, una flecha en
Q(sT — tilt A) induce una flecha en Q(s7 — tilt R).

El siguiente resultado nos dice que si T'® 4 R es un A-mddulo 7-inclinante, entonces
Endgz(T ®4 R) es una extension escindida de End4T'. La demostracién es andloga a
[AM, Proposicion 2.5].

Proposiciéon 3.2.6. Sea R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M.
Consideremos T un A-mdédulo T-inclinante tal que Homy (T @4 M, 74T) = 0. Entonces
E =Endg (T ®4 R) es una extension escindida de B = Enda T por el ideal nilpotente
W = Homu (T, T @ M).

Demostracion. Tenemos la siguiente secuencia de isomorfismos de k-espacios vectoria-

les

Homy (T ®4 R, T ®4 R) = Homu(T,Homg(R,T ®4 R))
= Homa(T,T ®4 R)
= Homu(7,T) ® Homa(T, T ®4 M).
Asi, obtenemos una sucesién exacta

O%W%EgB—)O

donde ¢ : ' = B es un morfismo de algebras y la estructura de ideal de W es inducida
de la estructura de B — B—bimddulo candnica. Resta ver que W es nilpotente.

La multiplicacién en W es inducida por la multiplicacién en E, y para cada w € W,
la imagen de w esta contenida en T'®4 M. Como M es nilpotente, existe s > 0 tal que,

para cada secuencia wy,ws, - -+, ws de elementos de W, tenemos que
Im(wywsy ... ws) CT @4 M°.
Asit W# = 0. Il

Por otro lado, estamos interesados en establecer condiciones que nos permitan de-

cidir cuando T'®gr A es un A-mdédulo 7-inclinante. Es importante para ello tener una
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buena descripcién de 74(T ®r A). El siguiente teorema, que resulta una generalizacion

de [AZ, Lema 3.2], es una herramienta fundamental para ello.

Teorema 3.2.7. Sea R wuna estension escindida de A por el ideal mnilpo-
tente M. Consideremos T un R-médulo tal que Tor®(T,A) = 0. Entonces
7A(T ®@p A) = Hompg(A, 7rT).

Demostracion. Sea P EES Fy B 5 0 una presentacion proyectiva minimal
de T en modR. Por el Lema 3.1.4, tenemos que fo®rla: PhR®rA—>T®RA
v fi®rla: PL®gr A — Ker fy ®g A son cubiertas proyectivas en mod A. Como
Torf (T, A) = 0, entonces (Ker fy) ®r A = Ker (fo ®r 14). Luego,

P1®RAf1%APQ®RAfO®—R%AT®RA—>O (36)

es una presentacién proyectiva minimal de T"®g A en mod A. Aplicando Homy(—, A)

a (3.6), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

Homu(Py ®r A, A) Homa (P, ®g A, A)

- -

Hompg (P, Homy4 (A, A)) — Hompg(P;, Homy4 (A, A))

- :

Hompg (P, A) Hompg(Py, A) TrrT @ A—0

TI'A(T KRR A) —0

donde la ultima fila se obtiene aplicando Hompg(—, A) a la presentacién proyectiva de
T dada y aplicando la Proposicion 1.4.1. Asi tenemos un isomorfismo de A-modulos
Tra(T ®@p A) = TrgT @4 A. Luego,
TA(T ®rA) = DTra(T ®r A)
=~ D(TrgrT ®@gr A)
Homy (TrgT ®r A, k)
Hompg(A, Homy (TrgT, k))
>~ Hompg(A,DTrgT)
Hompg(A, 7rT)

[12

I

12

donde k denota al cuerpo. Il

El teorema anterior nos permite dar una condicién suficiente para obtener un mo-
dulo 7-rigido sobre A a partir de un médulo 7-rigido sobre R, como queda establecido

en el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.8. Sea R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M. Sea T
un R-mddulo T-rigido (T-inclinante, respectivamente) tal que Torl (T, A) = 0. Entonces

T ®gr A es un A-modulo T-rigido (T-inclinante, respectivamente).

Demostracion. Debemos ver que Homa(T ®4 R, 74(T ®g A)) = 0. Para ello, tenemos

la siguiente secuencia de isomorfismos de k-modulos:

Homu (T ®r A, 74(T ®r A)) = Hompg(T,Homa(A, 74(T ®r A)))

= Hompg(T,Homy (A, Homg(A, 7rT)))
= Homg(T,Homgr(A ®4 A, 7T))
Hompg(T, Hompg (A, 75T))

112

Aplicando el funtor Hompg(—,7z7) a la sucesién exacta de R — R— bimé6dulos

0—- M — R— A— 0, obtenemos el siguiente morfismo de R-modulos:
0— HOHIR<A, TRT) — HomR(R, TRT). (37)

Luego, como Hompg(R, 7gT) = 7T, aplicando el funtor Homg(T, —) a (3.7), obte-

nemos el siguiente morfismo:
0— HOHIR(T, HOHIR(A, TRT)) — HOHIR(T, TRT).

Asi, como T es un R-médulo 7-rigido tenemos que Hompg (7, Hompg(A, 7rT)) =0 y en
consecuencia T ®r A es un A-moédulo 7-rigido.

Si ademas |T'| = |R|, veamos que T'®p A es 7-inclinante. Por el Teorema 1.5.9,
debemos ver que 174(T @ A) C Fac (T ®r A).

Sea X €t 74(T ®g A). Entonces Hom4 (X, 74(T ®r A)) = 0. Tenemos la siguiente

secuencia de isomorfismos de k-mddulos:

0 =Homu(X,74(T ®r A)) = Homu(X,Homg(A, rT))
=~ Hompg(X ®4 A, 1rT)
=~ Homg(X, 7T

Luego, tenemos que X €+ 7T = FacT vy, en consecuencia, existe un epimorfismo
f:T — X conT' € addT. Aplicando — ®r A a f, obtenemos el epimorfismo
fR1y:T"®opA— X®rA conT' @p A € add (T ®gr A). Como X @p A = ﬁ =X,
entonces X € Fac (T ®g A). Por lo tanto, T'®g A es un A-médulo 7-inclinante. O
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Proposicién 3.2.9. Sea R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M.
Los funtores —®4 R y — Qg A inducen biyecciones mutuamente inversas entre la clase
de R-modulos T-inclinantes inducidos, digamos T, tales que Torf(T, A) =0, yla clase

de A-mddulos T-inclinantes N tales que Homa(N ®4 M, 74N) = 0.

Demostracion. Sea T un R-médulo T-inclinante inducido tal que Tor( (T, A) = 0. En-
tonces del Teorema 3.2.8, tenemos que T"®gr A es un A-mddulo 7-inclinante. Por otro
lado, como T es inducido, sabemos que existe un A-moédulo U tal que T'= U ®4 R.
Asi, tenemos que T®r A =2 U R4 R®r A= U. Luego, U es un A-moédulo 7-inclinante
y por construccion resulta que Hom4 (T ®4 M, 74T) = 0.

Reciprocamente, sea N un A-médulo T-inclinante tal que
Homu(N ®4 M,74N) =0. Por el Teorema 3.2.2, sabemos que N ®4 R es un

R-médulo 7-inclinante. Resta probar que Torf'(N ®4 R, A) = 0. Consideremos

P, 1 Py fo N 0
NS
Im(f1)

la presentaciéon proyectiva minimal de N en mod A. Del Lema 3.1.4, sabemos que

fi(P1) ®4 R = Ker(fy ® 1g), con lo cual tenemos la siguiente sucesion exacta corta:
0— fi(P)®aR—> P ®sR—->N®RsR—0 (3.8)

Aplicando — ®r A a (3.8), obtenemos el siguiente diagrama con filas exactas
0—=Tor® (N ®4 R, A)—=Im(f,) ®4 R®g A—=Py ®4 R®r A—= N ®,4 R®@p A~0
lz lz lz
Im(f7) Py N
Por lo tanto Tor®(N @4 R, A) = 0. O

Ahora centraremos nuestra atencién en los pares 7-inclinantes soportados.

Ejemplo 3.2.10. Consideremos A = kQ /14 el dlgebra dada por el siguiente carcaj:

Qu:1<2 9.2 3

con [, =< aff >y R=kQr/Ig el dlgebra dada por el siguiente carcaj

[0}

Op: 1<"—2%3
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con Igp =< af, yaya >.

Entonces tenemos que R es una extension escindida de A por el ideal nilpotente M

2
generado por 7. Como A-moédulo, M es isomorfo a (;) & 32

Consideremos el par 7-rigido (N, P) = (2, g) € mod A. Como 2® M 23693

y TaSy =1, tenemos que Hom4(2 ® M, 742) =0 y asi Sy satisface la condicién del

Teorema 3.2.2. Luego, 2 ®4 R es un R-mdédulo 7-rigido.

: > 2
Por otro lado, tenemos que 2®4 R 23y 3@ R = 3. Luego 3, 3| no es un par
3 3
9 2
7-rigido para mod R pues Homp( 3, 3) £ 0.
2
3

En general, el funtor —® 4 R no preserva pares 7-inclinantes soportados. El siguiente

resultado nos da una condicion necesaria y suficiente que garantice este hecho.

Proposicién 3.2.11. Sea (T, P) un par T-rigido (T-inclinante soportado, respecti-
vamente) para mod A. Entonces (T ®4 R, P ®4 R) es un par T-rigido (T-inclinante
soportado, respectivamente) para mod R si y sélo si Homu(T @4 M, 74T) =0 y
Homa (P, T ®4 M) = 0.

Demostracion. Supongamos que (T, P) es un par 7-rigido. Por el Teorema 3.2.2, te-
nemos que T'®4 R es un R-moédulo 7-rigido si y sélo si T es un A-moédulo 7-rigido y
Homa(T @4 M, 74T) = 0.

Por otro lado, tenemos la siguiente secuencia de isomorfismos de k-espacios vecto-

riales:

Hompr(P ®4 R, T ®4 R) = Homa(P,Homg(R,T 4 R))
= Homa(P, (T ®4 R)4)
= Homa(P,T ®4 (A M))
= Homa(P,T @4 ADT ®4 M)
Homy (P, T) & Homu (P, T ®4 M)

I

Luego, (T'®4 R, P ®4 R) es un par 7-rigido si y s6lo si Homu (T ®4 M, 74T) =0y
HOHIA(P,T®A M) =0.
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Si ademas, |T'| + |P| = |A|, entonces del Lema 3.1.3 tenemos que
T ®a R+ |PRaR| = |T|+ |P|
= 4]
= |R|.
Por lo tanto, (T"®4 R, P ®4 R) es un par 7-inclinante soportado. O

Por otra parte, si comenzamos con un par 7-rigido (7-inclinante soportado, respecti-
vamente) (T, P) en mod R tal que Tory, (T, A) = 0, la proposicién que sigue muestra que
(T'®r A, P®gA) siempre es un par 7-rigido (7-inclinante soportado, respectivamente)

para mod A.

Proposicion 3.2.12. Sea (T, P) un par T-inclinante soportado (t-rigido, respectiva-
mente) para mod R tal que Torf(T,A) = 0. Entonces (T @r A, P &g A) es un par

T-inclinante soportado (T-rigido, respectivamente) para mod A.

Demostracion. Supongamos que (7,P) es un par 7-rigido para mod R. Como
Torf(T, A) = 0, sigue del Teorema 3.2.8, que T ®5 A es un A-médulo 7-rigido. Veamos
que Homa(P ®r A, T @r A) = 0. Entonces,

Homs(P®gr A, T ®r A) = Hompg(P,Homa(A,T @ A))
I‘IOIIlR(f)7 (T QR A)R)

12

Aplicando T'®pr — a la sucesion exacta de R — R—bimodulos
0—->M-—-R5A—=0
obtenemos la siguiente sucesion exacta
0—-K—>T®rR—>T®rA—0 (3.9)

donde K = Ker (17 ® 7).

Aplicando Hompg(P, —) a (3.9), se tiene la siguiente sucesién exacta
0 — Hompg(P, K) — Hompg(P,T) — Homg(P,T ®r A) — 0 (3.10)

Como (T,P) es un par r7-rigido, tenemos que Homg(P,7)=0 y asi,
Hompg(P,T ®g A) = 0. Por lo tanto, (T'®r A, P ®g A) es un par 7-rigido.
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Si ademds (7,P) es un par 7-inclinante soportado, veamos que
L74(T ®r A)N (P ®r A)* C Fac (T ®r A).
Sea X €t 7(T @ A) N (P ®r A)*. Entonces
0 = Homu(X,74(T ®r A))
= Homa(X,Homg(A, 7gT))
>~ Hompg(X ®4 A, 7rT)
=~ Homg(X,7gT)

Luego, tenemos que X € 737" Por otro lado tenemos que X € P+, pues

HOIHA(P@RA,X) = HOIIlR(P,HOIIlA<A,X>>
= Homgpg(P, X).

Asi X € 17T N P Luego X € FacT pues (T, P) es un par 7-inclinante sopor-
tado para mod R. Por lo tanto, tenemos que X € Fac (T ®g A) y en consecuencia

(T'®r A, P ®gr A) es un par 7-inclinante soportado para mod A. O

3.3. Dimension global

En esta ultima secciéon estudiaremos relaciones homoldgicas entre un algebra A y
su extension escindida R por un ideal nilpotente M. Mas precisamente, probaremos
que si gldim R es finita entonces gldim A es finita. Mas aun, si gldim R = n entonces
gldim A < n. Ademds, dado N € mod A daremos cotas que relacionan pd,N y pdpN.
Reciprocamente, dado L € mod A daremos cotas que relacionan pd, L y pdgL.

Recordemos que si A = kQ/I es un algebra y A = A/radA, entonces
gldim A = sup{n | Ext’;(A,A) # 0}.

El siguiente resultado de [B] establece una relaciéon combinatoria entre la estructura

de k(@) y las propiedades homoldgicas del algebra.
Teorema 3.3.1. [B, 1.1] Sean A = kQ/I un dlgebra, A = A/radA y R4 el ideal de

k@) generado por todas las flechas de (). Entonces tenemos que:

"N RIIR
B (A A) 2D |
wt' (A, A) RInt "R | =
RI" N "R
B AN 2 D | 2T s,
oA [nﬂm&zm =0
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Proposicién 3.3.2. Sea R una extension escindida de A por el ideal nilpotente M. Si

gldim R =n < oo entonces gldim A < n < oco.

Demostracion. Supongamos que gldim A > n, entonces existe m > n tal que
Exty(A,A) # 0, con A = A/radA = R/radR.
Supongamos que m es par, es decir, m = 2n. Por el Teorema 3.3.1, tenemos que

ITNRAITRA
9%,4]2 + IX%A

Ext? = [ 1 £0

Entonces existe 0 # p € ITNRAIT "Ra v p & Rl 4+ 119 4. Como (Q4)1 C (Qr)1
e Iy =IpNkQ4 tenemos que p € IZ N 9‘{3[;%’19‘{3.

Como m > k, tenemos que Extj (A, A) = 0 y en consecuencia p € Rrl} + [ERk.
Luego, p = 1w + 2wy con vp,v2 € Rp y wi, we € Ip.

Consideremos 7 : kQr — kQ 4 el morfismo inducido por la proyeccién. Como p € Ig

tenemos del Teorema 3.1.2 que 7(p) = 0 o 7(p) = p. En este caso, 7(p) = p # 0y asi:

p = 7(p)
= T(nwi + Yws)
= T(y)7(wr) + T(y2)7(w2) € Raly + I3R4

lo cual es una contradiccién.

De manera similar, si m es impar. Por lo tanto, gldim A < gldim R. O

Es posible, en algunos casos, que gldim A = gldim R como muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.3.3. Consideremos A = kQ /14 el dlgebra dada por el siguiente carcaj
Qu: 12 9.2 3

con [, =< aff >y R=kQgr/IRr el dlgebra dada por el siguiente carcaj
Qr: 1=—27_

con Ip =< aff, ay >.

Es claro que R es una extension escindida de A por el ideal nilpotente M =< v >.
La dimension global de A viene dada por la dimensién proyectiva del simple en el
vértice 3, y es igual a 2. Por otro lado, tenemos que gldim R = pdzSs = 2. Luego,
gldim A = gldim R.
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Proposicién 3.3.4. Sean A y R dlgebras tales que R es una extension escindida de A

por un tdeal nilpotente M.
a) Si L € mod A, entonces

i) pdy L < pdgp L+ pdy M.

i) ida L < idg L +ida DR.
b) Si N € mod R, entonces

i) pdp N < pdy N +pdg A.
ii) idg N < idy N +idg DA.

Demostracion. Probaremos a) i) y b) i), ya que a) i) y b) i) son duales.
a) i) Sea L € mod A. Si pdpL = 00, no tenemos nada que probar. Supongamos
entonces que pdpL =1 < oo. Luego, existe una resolucion proyectiva minimal de L en

mod R de la forma
O-FP—-P1—--—>P—-PFP—-L—0 (3.11)

Por otro lado, como A es una subalgebra de R, tenemos que cada P; tiene una estructura
de A-médulo, para i = 1,...,l. Entonces podemos ver a (3.11) como una sucesién
exacta de A-médulos. Como pd,P; < pdyR, para i = 1,...,[, por el Lema 1.3.6 a)
tenemos que pd, L < l+pd, R. Como R = A& M en mod A, entonces pd 4R = pd M
y por lo tanto, pd,L < pdpL + pd M.

b) i) Sea N € mod R. Como A es una subdlgebra de R, tenemos que N tiene una
estructura de A-moédulo. Si pd,/N = oo, no hay nada que probar. Supongamos que
pdyN =t < oo, entonces existe una resoluciéon proyectiva minimal en mod A de la

forma

0=-Q = Qi1 — - —>0Q1—>Qo—>N—=0 (3.12)

Como cada (@); tiene una estructura de R-moédulo, para ¢ = 1,...,t, podemos
ver a (3.12) como una sucesién exacta de R-moédulos. Como pdz@Q; < pdpA, para
i=1,---,t, sigue del Lema 1.3.6 a) que pdzN < pd, N + pdzA. n

Como corolario de la proposicién anterior, obtenemos el siguiente resultado que

relaciona gldim R con gldim A.
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Corolario 3.3.5. Sean A y R dlgebras tales que R es una extension escindida de A

por un ideal nilpotente M. Entonces gldim R < gldim A 4+ pdy A.

Finalmente, mostraremos un ejemplo en el que se visualiza que la cota obtenida en

el Corolario 3.3.5 es minima.

Ejemplo 3.3.6. Consideremos A = kQ 4 el dlgebra hereditaria dada por el siguiente
carcaj

Qa:1<2-2-2 3
y R =kQpr/IRr el dlgebra dada por el siguiente carcayj

«

Qr: 1="—27 3
Y

con la relacion ay = 0.

Entonces tenemos que R es una extension escindida de A por el ideal nilpotente
M =< v >. Como A es un algebra hereditaria, tenemos que gldim A = 1. La dimensién
global de R viene dada por la dimensién proyectiva del simple S3 y, en consecuencia,
tenemos que gldim R = 2.

Por otra parte, tenemos que pdpA = 1, pues se tiene la siguiente resoluciéon pro-

yectiva minimal de A en mod R

3 23 3
0=o—=l1@l3as—s10209—0.
1 % 1 Ly

Por lo tanto, 2 = gldim R = gldim A + pd, A.






Capitulo 4

Sobre la dimension global del
algebra de endomorfismos de un

modulo 7-inclinante

En este capitulo, estudiaremos la dimension global del dlgebra de endomorfismos de
un moédulo 7-inclinante T'. En todo lo que sigue, A siempre sera un algebra de dimension
global finita, T un A-mdédulo 7-inclinante y B = End 4 T'. Comenzaremos estableciendo
una cota general que relaciona la dimensién global de A con la dimensién global de
B, pero que no nos asegura que la dimension global de B sea finita. Mostraremos
una familia {(A,,T,)} de algebras A, de dimensién global n y de A,-médulos 7-
inclinantes T), tales que la dimensién global del algebra de endomorfismos de 7,, es
infinita. Esto demuestra que la finitud de la dimensiéon global no es invariante bajo el
proceso 7-inclinante, a diferencia de lo que ocurre bajo el proceso inclinante.

Como un caso particular, mostraremos que si el dlgebra A es una extension es-
cindida de A/annT por el ideal annT, entonces la dimensién global del édlgebra de
endomorfismos de un A-médulo 7-inclinante es siempre finita, y mas atn, para éstos

casos daremos una cota explicita.

4.1. Antecedentes

Dada un algebra de dimensién global finita A y N un A-mdédulo inclinante es sabido
que existe una estrecha relacion entre la dimension global de A y la dimensién global de

End s N. Mas precisamente, como una consecuencia del teorema de Brenner y Butler,
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tenemos que

Proposicién 4.1.1. Sean A un dlgebra de dimension global finita y N un A-mdédulo

inclinante. Entonces,
lgldim A — gldim Endy N| < 1

En particular, sabemos que gldim Ends N < oo para cualquier médulo inclinante
N.
En un contexto méas general, Y. Miyashita estudia en [M], una generalizacién de los

modulos inclinantes, los médulos inclinantes de dimensiéon proyectiva finita.

Definiciéon 4.1.2. Un A-médulo M es inclinante de dimension proyectiva menor

o igual que r si
1. pdy M < o0.
2. Ext’y(M, M) = 0 para todo i > 0.

3. Existe una sucesién exacta 0 - A — My — M; — --- — M, — 0, donde
M; € add M parat=1,---,r.

En ese mismo trabajo, Y. Miyashita estudia la dimensién global del &lgebra de
endomorfismos de esta clase de modulos y prueba el siguiente resultado, que generaliza
el Teorema 4.1.1 (ver [M]).

Teorema 4.1.3. [M, Corolario 2.4] Sean A un dlgebra de dimensidon global finita y M

un modulo inclinante de dimension proyectiva menor o igual que r. Entonces
lgldim A — gldim End4 M| < r.

Como consecuencia, se tiene que el algebra de endomorfismos de un A-moédulo
inclinante de dimension proyectiva finita siempre tiene dimension global finita, si A
tiene dimensién global finita.

En [GHPRU]J, S. Gastaminza, D. Happel, M.I. Platzeck, M.J. Redondo, L. Unger
encontraron una cota mas precisa para gldim End4 M, con M un moédulo inclinante de

dimension proyectiva finita. Més precisamente, probaron el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.4. [GHPRU, Proposicion 2.1] Sean A un dlgebra de dimensidn global

finita y M un A-mdédulo inclinante de dimension proyectiva finita. Entonces

idy M < gldimEndq M < idsM + pd M
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4.2. Una cota general

Comenzaremos nuestro estudio investigando relaciones homoldgicas entre A y

A/annT, o mas generalmente, entre A y A/J con J un ideal nilpotente de A.

4.2.1. Funtor cambio de escalares. Relaciones homolégicas en-

tre Ay A/J

Dada A un algebra y J un ideal nilpotente de A, se puede definir un morfismo de
algebras ¢ : A — A/J dado por a — @ = a+ J. Este morfismo define un funtor exacto
U :modA/J — mod A, que permite dotar a cada A/J-mdédulo M de una estructura
de A-moédulo definiendo:

ma = mep(a) Vae A, VYm e M.

Luego, se tiene una inmersion natural de mod A/.J en mod A.

En particular, el dlgebra A/J tiene una estructura de A-mdédulo a izquierda, y asi
es un (A — A/J)—bimédulo pues

r(tits) = @(r)(tatz) = (p(r)t)tz = (rt1)ts.

En consecuencia, se puede definir un funtor ' : mod A — mod A/J dado por
Ni— F(N)=N®sA/J = N/NJ. Mas aun, sabemos que (F,U) es un par de fun-
tores adjuntos. Es conocido que si P es un A-mddulo proyectivo entonces P ® A/J es

un A/J-médulo proyectivo.

Como J es un ideal nilpotente, tenemos que J C rad A y asi rad(A/J) = rad A/ J.

Lema 4.2.1. Sea f : P — M una cubierta proyectiva en mod A. Entonces
fR1: PRy A/J— M®aAlJ es una cubierta proyectiva en mod A/J.

Demostracion. Es claro que f ® 1 es un epimorfismo y ademas A/J ®4 P es un
A/ J-médulo proyectivo. Veamos que top(A/J @4 P) = top(A/J @4 M).
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top(P ®4 A/J) = top(P/PJ)
= (P/PJ)/rad(P/PJ)
= (P/PJ)/(P/PJrad(A/])
= (P/PJ)/((P/PJ)radA/J)
(P/PJ)/(PradA)/PJ)
P/radP
topP

I

I

I

= topM
top(M ®4 A/J)

I

Por lo tanto, por la Proposicion 1.3.2 tenemos que 1 ® f : A/J @4 P — A/J ®4 M es

una cubierta proyectiva en mod A/.J. [

El siguiente lema sera la herramienta principal para establecer una relacion entre

las dimensiones globales de Ay de A/J.

Lema 4.2.2. Sea M un A-médulo tal que Tor’ (A/J, M) = 0 para todo m > 0. En-
tonces pdyM = pd,,,(M/MJ).

Demostracion. Sea M € mod A con pd,M = n. Entonces existe una resolucién pro-
yectiva minimal de M de la forma:

0P B P ™ PSP %Mo (4.1)

Como Tor?(A/J, M) = 0 para todo m > 0, aplicando el funtor — @4 A/J a (4.1),

obtenemos una sucesioén exacta
0= P,@aA)J " 5 P @y AJT S Py AJT P2 M @4 A)J — 0. (4.2)

Por otra parte, como Torj(A/J,Qn(M)) = Torp (A/J,M) = 0 tene-
mos que Q,(M ®4 A/J) = QM) ® A/J. Sigue del Lema 4.2.1, que
P, ®aAlJ — Qn(M ®4 A/J) es una cubierta proyectiva, y en consecuencia la su-
cesion exacta (4.2) es una resolucién proyectiva minimal para M ®4 A/J. Por lo tanto,
pdyM = pdy,,(M/MJ). O

Proposicién 4.2.3. Sean A un dlgebra de dimension global finita y J un ideal nilpo-
tente de A. Entonces gldim A < gldim (A/J) 4+ pd4(A/J).
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Demostracion. Sean M € mod A y n = pd4(A/J). Consideremos la sucesién exacta

0= M, =P ™ o 5P B3R %0

con P; A-mo6dulos proyectivos para i =1,...,n—1y M, = kerd,,_.
Entonces, se tiene que Tory (A/.J, M,,) = Torj, ,(A/J, M) = 0 pues n = pd 4(A/J).
Por el Lema 4.2.2, sabemos que pd, M, = pdy,;(M,/M,J). Asi, tenemos que
pd,M < n+ pdA/J(Mn/MnJ)
< pdy(A/J) + gldim(A/J).

Por lo tanto, gldim A < gldim (A/J) + pd4(A/J). O

4.2.2. Aplicaciéon a los médulos 7-inclinantes

Dado T un A-médulo 7-inclinante, de la Proposicion 1.5.4, sabemos que 1" es un
A-modulo sincero, y en consecuencia ann7’ es un ideal nilpotente. Luego, como una
aplicacién de la Proposicion 4.2.3 se obtiene una relacion entre gldim A y gldim B,

siendo B = End4T. Comenzaremos con la siguiente observacion.

Observacion 4.2.4. Dado T un A-médulo 7-inclinante, notemos que, como 7' es un
(A/annT)- médulo, entonces B = EndsT = Endg/annr7. Méas atn, como T" es un

(A/ann T')-médulo inclinante es sabido que
lgldim A/annT — gldim B| < 1
siempre que gldim A/annT' < co. Luego, gldim B = oo si y sélo si gldim A/ann T = oo.

Proposicién 4.2.5. Sean A un dlgebra de dimension global finita, T un A-mddulo

T-inclinante y B = End4T. Entonces
gldim A < gldim B + pd4(A/annT) + 1.

Demostracion. Como annl’ es un ideal nilpotente, sigue del Lema 4.2.3
que gldim A < gldim A/annT + pd,4(A/annT). Si gldim A/annT = oo, en-
tonces gldimB = oo y no hay nada que probar. En caso contrario,
gldim A/ann T < gldim B + 1. Luego,

gldimA < gldim A/annT + pdy (A/annT')
< gldimB+1+pd,(A/annT).
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Observacién 4.2.6. Notemos que
pdy (A/annT) < pd, T < pd, (A/annT) + 1.

En efecto, como T' es un (A/ann T')-mddulo inclinante tenemos que pdyanns? < 1,

en consecuencia, existe una sucesion exacta corta de la forma
0O—=+P —-F—=T—=0 (4.3)

con Py, P, € add (A/annT). Como pd, P, < pd, (A/annT), para i = 0, 1, por el Lema
1.3.6 tenemos que pd, 7" < pdy (A/annT) + 1.

Por otra parte, existe una sucesion exacta corta de la forma
0— A/annT — Ty — 17 — 0 (4.4)

con Ty, Ty € addT. Nuevamente del Lema 1.3.6, se desprende que
pdy (A/annT) < pd, T, pues pdy T; < pd, T para i =0,1.

Esto nos dice que la cota hallada en la Proposicion 4.2.5 esta intimamente relacio-
nada con la cota que se conoce para los modulos inclinantes de dimensién proyectiva

finita introducidos por Y. Miyashita.

El siguiente ejemplo nos muestra que la cota hallada en la Proposicién 4.2.5 para la

dimension global del algebra de endomorfismos de un médulo 7-inclinante es 6ptima.

Ejemplo 4.2.7. Sea A = kQ/I el algebra dada por el siguiente carcaj:

con I =< ay, 87,70,0a — wp >. Notemos que gldim A = 4.
7
Consideremos el A-mddulo 7-inclinante T =6¢ 7 @3@3@3 @5 6 7.
56 2 1 6
4
En este caso, annT =< v > y en consecuencia A/annT esta dada por el siguiente

carcaj disconexo:

1<—3 4%5Y7
Nl
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con I' =< fa — wpf >.

7
Tenemos que A/annT = 1 &2 132 S4P Z & Z @5 g Todos los sumandos directos

4
indescomponibles de A/ann T son A-médulos proyectivos excepto el sumando directo

Sy. Luego, pd4(A/annT’) = pd S, = 2.
El algebra de endomorfismos B = End 4T es hereditaria y esta dada por el siguiente

carcaj disconexo:
Q// . 5

1<2-3 \6<—
A

Por lo tanto, gldim B = 1 y asi tenemos que

7

4 =gldim A < gldim B +pd, (A/annT) + 1 = 4.

En la Proposicion 4.2.5, obtuvimos una relacién entre gldim A y gldim B que no nos
asegura que gldim B sea finita. El siguiente ejemplo muestra que la dimension global

de B puede ser infinita.

Ejemplo 4.2.8. Consideremos A = kQ/I el dlgebra dada por el siguiente carcaj con

relaciones:

Q: 1" "2« > 4
8
9\«3%
con [ =< N0, a8, \Ba >.

Se puede ver que gldim A = 3. Consideremos el A-médulo 7-inclinante

A bt
T20 5, P2 39,00
3 1

El anulador de T estd generado por el camino Sa, y entonces A/annT estda dada

por el siguiente carcaj con relaciones:

con I =< N0, af, fa >.
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El comienzo de la resolucion proyectiva minimal de S; € A/ann T tiene la forma

Sy 0

1 1
2 2 2
3\5/13\2/3
1
3

En consecuencia, tenemos que pd 4 /ann 51 = 00y, asi gldim (4/annT') = oco. Por

lo tanto, gldim End 47T = oc.

Observacion 4.2.9. En general, para todo n = k + 3, con & > 0, encontramos
una familia de algebras A, de dimensién global igual a n y, para cada n, T, un
A,-médulo 7-inclinante tal que B, = End7T, tiene dimensiéon global infinita. Con-
sideremos A, = kQ,/I,, donde

Qn: 1 2 A .
B
N
e
[n =< )‘970457 )\5057/11)\7/12/117/1:#‘27 R L
para k > 1.

1
Consideremos U; = 2342 . La presentacion proyectiva minimal de U; (en cualquier

1
algebra A,,) es
Pg-)Pl@P4—>U1—>O

y entonces tenemos la siguiente sucesion exacta
0—=7U0, =2 13— 1, ® 1.

Luego, 7U; = 2. De igual manera, si consideramos U, :3421, la presentacion proyectiva
minimal de Us; es

PP &P —-U; —0

y, en consecuencia se tiene que
0—=>7Uy = I — 1)@ 1.

Luego, 71U, = 95.
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Definimos T,, = eé PeoU @U@ P, ® Ps. Como 74,71, = g @ 2, tenemos que T,
i=a1
es un A,-mddulo T-inclinante.

Al igual que en el Ejemplo 4.2.8, tenemos que annT,, =< Sa > y en consecuencia,

gldim A/annT = co. Por lo tanto, gldim End 7}, = co.

En virtud de los expuesto, dedicaremos el resto del capitulo a dar condiciones que

nos permitan asegurar que gldim B < oc.

4.3. El anulador de T

Esta seccién esd abocada a estudiar el anulador de un mdédulo 7-inclinante. Més

precisamente, estamos interesados en dar condiciones sobre los generadores de este

ideal.

Proposiciéon 4.3.1. Sean A = kQ/I un dlgebra, T un A-mddulo T-inclinante y
p € annT un camino no nulo de longitud mayor o iqual que 2 tal que ningin subcamino

propio de p pertenece al annl’. Entonces vale alguna de las siguientes condiciones:
i) Eziste un camino no nulo v tal que yp es una relacién cero en A.

it) Ezxisten caminos no nulos v;,7y y escalares no nulos \; € K tales que vp + > Ay
es una relacion minimal en A, donde I es un conjunto finito de indices. !
Demostracion. Supongamos por el absurdo que no se cumplen ) ni ).

Sean T = é T; un A-moédulo 7-inclinante, con T; A-mddulos indescomponibles
para i = 1,..%:,17", Yy p = Qj...q, un camino en () de a a ¢, con a; € (J; para
j =1,...,n, tales que p pertenece al anulador de T y ningin subcamino propio de
p pertenece al annT. En particular, ay ..., 1 ¢ annT y ay...«, ¢ annT. Como
annT = j(i]l ann7}, existen T; = ((17):, x)icqo, xe0r Y Th = ((Th)i; Ur)icqo, xe@, Suman-
dos directos indescomponibles de T tales que oy ...~ ¢ annT} y as ..., ¢ ann T,

Notemos por d; a la dimensiéon como k-espacio vectorial de (T});, es de-
cir, d; =dimg(7}); y por P(i) al proyectivo correspondiente al vértice i. Sea
Py = @ d;P(i), donde d;P(i) representa la suma directa de d; copias de P(i). Que-
remosle(%ﬁnir un morfismo g : Py — 1, para ello fijemos bases para cada uno de los

espacios vectoriales. Sea {m,,,...,m;, } una base para (1});, y consideremos
1

B’:{mij’iEQ(),j:l:---,di}
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una base para 7;. Para los médulos proyectivos tomamos la base definida en el Lema

1.2.6, y consideramos entonces
B ={¢;|i € Qo, ¢; un camino con s(¢;) =i, j=1,...,d;}
una base para Fy. Definimos g : Py — T; tal que
9(cij) = @e,(miz) € (T1)ey)-

Asi definido, es claro que g es un epimorfismo, pero no necesariamente minimal. Si

notamos por (ﬁ),ﬁ) la cubierta proyectiva de Tj, tenemos que existe un diagrama

conmutativo:
P —2 T, 0
b
BT, 0

tal que g =gmy P, es sumando directo de P.

Como aj ...a,_1 ¢ ann T}, entonces tenemos que @q, , - - - Pa, # 0. Ademas existe
un camino no nulo € ... ¢, de x a a en @ tal que S(x) es sumando directo del top7; y
Con_1 -+ PayPern, - - - Peg 7 0. Luego existe un elemento m,,, de la base de (17), tal que
CoPep - - - Pey (Mar,) = m # 0.

Como P(x) es sumando directo de Fy, y g y g coinciden en los elementos de Py,
tenemos que

g(ex) = glcor,) = Ye, (May,) = Mgy, .

Luego, g(e1.. €m@1 .. 1) = @q. cparoany(Mer,) = m # 0. Ademds, como
Qj ...y 10y, no satisface i), tenemos que el camino €;...€,aq ..., es no nulo y
Gl€1 . €my ... Q) = Qo -+ ParPen + - Pey (Myr,) = 0, pUes @q, ... ¢q, = 0. Por lo
tanto, 0 # €1 ... €00 ..., € kerg.

Veamos que € ...€,0a1 ..., ¢ rad(kerg) y, en consecuencia S(c) es un suman-
do directo de top (ker g). Como €; ...€n01 ... a5 € (kerg)., siguiendo el Lema 1.2.5
debemos ver que

€1 . emar...an & Y Im(¢y : (kerg)e — (kerg).).
A

0—>C
De la definicién de ker g, sabemos que los morfismos de la representacion 1, son la
restriccion de los morfismos correspondientes en Fy, es decir, la multiplicaciéon por las
flechas correspondientes. Si €; ... €01 ...y, € rad (ker §), entonces tenemos que:

€1 ... €EnQ] ... 0 = Z A1y

Aiy—c
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con 1, € (kerg),, lo cual es una contradiccién, ya que asumimos que i) no se satisface.
Por lo tanto, S(c¢) es un sumando directo de top (ker g).

Si Py EN P, i T; — 0 es la presentacion proyectiva minimal de 7}, entonces P(c)
es un sumando directo de P; y, ademds por construccién, f(e.) = €1 ...€,0q ... Q.

Por otro lado, como ay . .. @, ¢ annTj,, tenemos que U, ... Jq, # 0y asi, S(c) es un
factor de composicion de T},. Entonces, existe un elemento no nulo ¢ € (7},).. Definimos
un morfismo 6 : P. — T}, tal que f(e.) =t # 0 y si w es un camino que comienza en
el vértice ¢, O(w) = U, (t). Consideremos el morfismo 6 : P, = P(c) & P — T, definido
por 6 = (6,0).

Como Hom (7T}, 74T;) = 0, sabemos de la Proposicién 1.5.10, que el morfismo
51 (£,Y)
Homy (Py, T,) =" Homa(Py,T})

es suryectivo. Luego, existe un morfismo 1 : Py — Ty, tal que = Y f. En particular,
se tiene que t = g(ec, 0) =vf(e.) =w(er...6pa1...ap).

Del siguiente diagrama conmutativo

*Qv1 *Qlp

(Po)a—% ..., 24 (Py)e
|+ |
(Th)e — ... Lo (Th)e

resulta que Y. * q, - - * 1 = Pq,, - . . Pa, Va, donde *xa; denota el morfismo de la repre-

sentacién de Py que consiste en multiplicar por «;. Entonces,
ek g xar(er...6pn) =1, 6par...ap) =1
o+ Py Val€r ... €,) = 0.
Luego t = 0, lo cual es una contradiccion. O

A continuacion, ilustraremos con un ejemplo las condiciones i) y ii) de la proposicién

anterior.

Ejemplo 4.3.2. Sea A = kQ/I el algebra dada por el siguiente carcaj con relaciones
Q : 02 A N
, i N

B )
N \ A

55617
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e [ =< ay\— [, ep >.

Consideremos el A-moédulo T-inclinante

1 4
T=9050%¢la70401.
Lo 703

Si calculamos el anulador de 7', tenemos que annT =< d, Y\, e >. Asi, vemos que YA
esté asociado a la relacion minimal ayA — 34, v eu esta relacionado con la relacién cero

AELL.

4.4. El algebra A como una extension escindida de

A/annT

En esta seccién presentaremos una de las condiciones que nos permiten asegurar

que gldim B < oo.

Teorema 4.4.1. Sean A wun dlgebra de dimension global finita, T un A-mddulo
T-inclinante y B = EndAT, tales que A es una extension escindida de A/annT por

ann’l. Entonces se satisfacen las siguientes condiciones:
a) gldim B < gldim A + 1 < oco.
b) idaT —idy D(A/annT) < gldim B.

Demostracion. a) Como gldimA < oo, de la Proposicion 3.3.2 tenemos que

gldim A/ann T < gldim A. Entonces,

gldimB < gldim A/annT + 1
< gldim A + 1.

b) De la Proposicién 4.1.4, sabemos que

idA/annT T S gldlm B.
Por otra parte, de la Proposiciéon 3.3.4, tenemos que
idA T — ldA D(A/ann T) S idA/annTT.

Luego, sigue el enunciado. Il
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Observacién 4.4.2. Notemos que en el Teorema 4.4.1, 0 <ids T —idg D(A/annT).
En efecto, como gldim A < oo, sabemos que gldim A/ann T < oo y asi, todo médulo

M € FacT tiene una resolucion finita de la forma:
0—=T,— - —=Ty—M—=0

con T; € addT, para i =1,...,n, y n < pdyannr M < oo. Por otra parte, como T
es un A/annT-moédulo inclinante, D(A/annT) € FacT. En consecuencia, existe una

sucesion exacta en mod A/ann T
0—1T,— - —Ty— D(A/annT) — 0 (4.5)

conT; € add T, parai=1,...,n,y n < pdyannr D(A/annT) < co. Observando que
ida T; <id4 T para todo i = 1,...,n, tenemos que idy D(A/annT) <id, T.

A continuacién, presentamos dos ejemplos en los que se alcanzan las cotas halladas

en el Teorema 4.4.1.
Ejemplo 4.4.3. i) Sea A = kQ/1I el algebra dada por el siguiente carcaj con relaciones:

Q:7 I =< af —~v0, A, ud, af > .
~
2
AN
Xi’)éf)
PN

6

4

Notemos que gldim A = 2. Consideremos el A-médulo 7-inclinante

4
T=1®, 3@§@ 2436@ 2435@‘21@7
1

En este caso, el algebra de endomorfismos de T, B = Ends T, estd dada por el

siguiente carcaj disconexo con relaciones:

Q' - 3 I' =< 6y — e, ya, ea, Ba > .
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Luego, tenemos que gldim B = 3 = gldim A + 1.

i1) Sea A = kQ/I donde

Q:1<%“2 3<14 5 [ =< Ba,nf > .

5 5
Consideremos el A-médulo 7-inclinante T = 1 @ % D4d Z ® 4D 46 El anulador de

T estd generado como ideal por 5. Asi, A/annT es hereditaria y viene dada por el

siguiente carcaj disconexo:

Q: 1<2-2 3475

)
Como A-médulo, D(A/annT) = % D2D 46D i ® 5 @ 6. Luego, tenemos que

3
idg D(A/annT) = 2. Ademas, idy T = id4S; = 3.

Por otra parte, el siguiente carcaj representa el algebra de endomorfismos de 7"

B =FEnd,T: 2—1 3 4 5 6’
B es un algebra hereditaria, y en consecuencia gldim B = 1. Luego tenemos que

gldimB =1=1ids T —ids D(A/annT).

4.4.1. Algebras monomiales cuadraticas

El propédsito de esta seccién es mostrar que las algebras monomiales cuadréticas
satisfacen la hipdtesis del Teorema 4.4.1 y, en consecuencia, se tiene una cota para la
dimension global del algebra de endomorfismos de un médulo 7-inclinante sobre este
tipo de algebras. Recordemos que un algebra A = kQ/I se dice monomial cuadratica
si el ideal I esta generado por caminos de longitud igual a 2. Comenzaremos mostrando
que el anulador de un moédulo 7-inclinante sobre estas algebras estda generado por

caminos.

Lema 4.4.4. Sean A = kQ/I un dlgebra monomial y T un A-mddulo T-inclinante.
Supongamos que Y \ip; € annT’, con p; caminos no nulos de longitud mayor o igual
i=1

que 2 y \; € kpar?zi: 1,...,m. Entonces p; € annT para todo i =1,...,m.
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n
Demostracion. Sea T'= @ T; un A-mdédulo 7-inclinante, con T; A-moédulos indescom-
=1

ponibles, para ¢ = 1,...,n. Consideremos p = Z Aipi - a — cen @, con p; caminos
no nulos de a a ¢ de longltud mayor o igual a 2 y A\ € kparai = 1,...,m, tal
que p € annT. Supongamos que existe k € {1,...,m} tal que p; ¢ annT. Entonces,
existe un sumando directo indescomponible T}, = ((Th)y, Ya)(yeqo, acq) de T tal que
pr ¢ ann T}, y, en consecuencia, ¢,, # 0.

Sea S(z) un sumando directo de top 7}, tal que existe un camino no nulo v de x a
ay @ppy # 0. Sea {mg,,...,my, } una base para (7},), como k-espacio vectorial. Al
igual en la demostracion de la Proposicion 4.3.1, podemos considerar una presentacion

proyectiva minimal de 7} como sigue
g I
PP =>1,—0

tal que f(e,) = my, v f(e) = @e(my,) si € es un camino en () comenzando en .

Notemos que como A es un algebra monomial y vp, # 0 tenemos que v > \;p; # 0.
i=1

Luego, v Z Nipi € kerf, pues f(yp) = ¢,y = 0p, = 0. Veamos que vp ¢ rad(kerf).
Recordemos que los morfismos de la representacién kerf son la restriccion de los
morfismos de Py, y por lo tanto son la multiplicacion por las flechas correspondientes.

Entonces, si yp € rad(kerf), tenemos que existen w, € (ker f). tales que

=D, wb (4.6)
Bry—c
La ecuacion (4.6) define una relacién yp — > w8 en I con vp # 0 que no es
Bry—c

monomial, lo cual es una contradicién pues A es un dlgebra monomial. Por lo tanto,
vp ¢ rad (ker f) y, en consecuencia, S(c) es un sumando directo de top T), y P(c) es un
sumando directo de P;.

Al igual que en la demostraciéon de la Proposicién 4.3.1, si P(c) es sumando directo
de P; podemos construir un morfismo 6 : P, — T}, que no factoriza por ¢ lo cual es una
contradiccion al hecho que T}, es un A-moédulo 7-rigido. Por lo tanto, si f: Aip; € ann'T,

=1
entonces p; € ann1 para todoi=1,...,m. O

Observaciéon 4.4.5. En vista del Lema 4.4.4, tenemos que si A es un algebra monomial
y T es un A-mddulo 7-inclinante (no inclinante), entonces ann 7" estd generado como

ideal por flechas o por caminos de longitud mayor o igual que dos.

Proposicién 4.4.6. Sean A = kQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica yT un A-mddulo

T-inclinante (no inclinante). Entonces annT' esta generado como ideal por flechas.
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Demostracion. Del Lema 4.4.4 tenemos que ann’l’ esta generado como ideal por ca-
minos de longitud mayor o igual que uno. Supongamos que existe un generador p del
annT" de longitud mayor o igual a 2. Entonces, se satisface alguna de las condiciones
i) o 7i) de la Proposicion 4.3.1. Como las relaciones de A son monomiales la condicién
i1) no es posible. Por otra parte, como A es monomial cuadrética, no existen relaciones
cero de longitud mayor que 2 y, en consecuencia, la condicién i) de la Proposicion 4.3.1
tampoco se satisface. Por lo tanto, no existe ningin generador de ann7 que tenga
largo mayor o igual a 2. Como T no es inclinante, ann7" # 0 y, en consecuencia, esta

generado por flechas. O

Como una consecuencia de la Proposicién 4.4.6 se desprende el siguiente corolario.

Corolario 4.4.7. Sean A = kQ/I un dlgebra monomial cuadrdtica de dimension glo-
bal finita, T un A-mddulo T-inclinante(no inclinante) y B = EndsT. Entonces se

satisfacen las siquientes condiciones.
a) gldim B < gldim A + 1 < oc.
b) idy T —idy D(A/annT) < gldim B.

Demostracion. Del Lema 4.4.6 y por el Teorema 3.1.2 tenemos que A es una extension

escindida de A/annT por annT'. El resultado sigue del Teorema 4.4.1. ]

Una pregunta natural es si en la Proposicion 4.4.6 se puede quitar la condicion
de ser monomial; es decir, si permitimos que A tenga relaciones minimales del tipo
m
> Aip; con p; caminos de largo 2 para ¢ = 1,...,m. El siguiente ejemplo muestra que,

i=1
en general, este resultado es falso.

Ejemplo 4.4.8. Consideremos A = kQ/I el dlgebra dada por el siguiente carcaj con
relaciones:
I =< e€d,fa—dy>.

Q : . 2 5
1/ \4<T5
A

5)
Sea el A-médulo 7-inclinante T'=5G2@®3® 4P 213. En este caso, annT" esta generado
2
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por la flecha . Entonces A/annT estd dada por el siguiente carcaj con relaciones:

Q : . 2 5
N
BN

3

I =<e€d,fa>.

5

Por el Teorema 3.1.2, tenemos que A no es una extensién que se parte de A/ann7T por
el ideal nilpotente annT" pues 6 € ann T pero ninguna flecha correspondiente al camino

Sa pertenece al ann T






Capitulo 5

Mobdulos 7-inclinantes sobre

algebras de dimensién global dos

En la Seccién 4.2 del capitulo anterior, mostramos que existe una familia de algebras
de dimension global n, con n > 3, y mdédulos 7-inclinantes sobre estas algebras tal que
sus algebras de endomorfismos tienen dimensién global infinita. El objetivo principal
de este capitulo es estudiar el caso de las algebras de dimension global dos. Nos concen-
traremos en dos familias de algebras: las algebras monomiales de dimensién global dos
y las algebras biseriales especiales de dimensiéon global dos. Para estas algebras, proba-
remos que si 7" es un A-moédulo 7-inclinante, entonces el algebra de endomorfismos de
T es de dimension global finita. Conjeturamos que este resultado vale en general, para
cualquier algebra de dimensién global dos.

Comenzaremos mostrando una presentacién del dlgebra A/annT, para T un

A-modulo T-inclinante.

5.1. Una presentacién para A/annT

Lema 5.1.1. Sean A un dlgebra y na : kQa — A una presentacion de A, con
Iy = kerny. Sea T un A-mddulo T-inclinante tal que ann'l’' estd generado como
ideal por caminos. Entonces eriste una presentacion 1ajanmt @ KQaj/annt — AJannT
tal que NajannT®™ = TNa, donde m : A — AjannT es la proyeccion candénica y

7T kQa — kQajannT €5 un morfismo suryectivo. Mds atin,

[A/annT = ker NA/ann T = <[A N kQA/annTa annT' N kQA/annT>
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Demostracion. Sea (@) el carcaj definido como sigue:

Qo = (Qa)o
Q1 = (Qa)1\{a€(Qa)1| a€annT}.

Entonces tenemos un morfismo suryectivo 7 : kQ 4 — k(@) definido como sigue

7(ey) = e, para todo x € (Q4)o-
T(a) = Osia€annT N (Qa);.
7(B) = Bsife(Qa)yf¢annT.

Es claro que ker 7 = (o € (Q4)1 | a € annT'). Consideremos 7 : A — A/annT la pro-
yeccién candnica. Para o € ann7 tenemos que 7n4(a) =0 y en consecuencia
ker 7 C ker mn4. Luego, existe un tnico morfismo n4/annt : kQ — A/annT tal que

npmT = TNa, como muestra el siguiente diagrama:

kQoa——2 > A/ann T
7

-
~ -

T <
~ NA/ann T
~

-

kQ

Veamos que 14/.m1 = Kerna ., es un ideal admisible, es decir, que existe n € IN tal
que 74 C Lajamat C ré, donde rg es el ideal de k@) generado por las flechas.

Supongamos por el contrario que existe v € Ia/pmr ¥ 7Y ¢ 7“22. Entonces existen

By, Pm flechas en Q, cq, ..., ¢, escalares no nulos y p € 7"22 tales que

Y= Z ciffi + p.
i=1
Viendo a v como un elemento de k()4 tenemos que

™A(Y) = N4/an 7T (V) = Najarn () = 0.

Luego, na(y) =+ 14 € kerm = annT'. Entonces existen ay, . .., q; escalares no nulos,

aq,...,q flechas que pertenecen al annT y A € annT N 7“22 , tales que

!
7+IA:Zajaj+)\+IA.
j=1

Como I4 es un ideal admisible y p, A € Té ., la ecuacion

m

l
Zciﬁi+p+lA:Zajaj+)\+IA

i=1 j=1
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m l
implica que > ¢;8; = > a;o; , lo cual es una contradiccién pues las flechas «; no

i=1 j=1
pertenecen a (). Por lo tanto, 14/,..7 C ré.

Ahora, veamos que existe n € N tal que 7o C LajamnT- Como I4 es un ideal admi-
sible, existe n € IN tal que rj), C 4. Por otra parte, como @) es un subcarcaj de @

tenemos que rg C 1, y en consecuencia, g C I, Sea x € g, entonces tenemos que

nA/annT(x) = T]A/annT%(x) =mna(z) =0

pues x € 4. Por lo tanto, TG C LAjfannT Y asl, 14 /.t €s un ideal admisible.

Como el carcaj de un algebra estd univocamente determinado, tenemos que
Q = QajannT Y NAJamnt : KQ — A/ann T es una presentacién de A/annT.

Veamos que [a/mnr = keNajmnr = (T4 N kQajuwar, an0T N EQ A uut). Sea

Y € 14/ Entonces,

0= 14/aunT(Y) = N4/ann(T(Y)) = T4 (Y).

Luego, na(y) € kerm = annT. En consecuencia, existe z € annT tal que
na(y) =y + Ia =z Luego, y €< T4 NkQa/wnr, a00T NEQ Ajunt >
Reciprocamente, sea 2 €< IaNkQ A/unn; a0 TNEQ 4707 >. Entonces z = 2+ 2y,

con 21 € InNEQ A/t ¥ 72 € ann T N EQ 4/.na - Entonces, tenemos que

NafarnT(2) = NA/ann1(T(2))
= ma(2)
= m(na(z1)) + 7(na(z2))
= 0

Por lo tanto, z € I4/uum - O

5.2. Algebras monomiales

5.2.1. Generalidades

En [GHZ], E. Green, D. Happel y D. Zacharia muestran un algoritmo para calcu-
lar las resoluciones proyectivas de modulos simples sobre algebras monomiales. Mas
precisamente, los autores mencionados describen un algoritmo para calcular resolucio-

nes proyectivas de moédulos simples sobre carcajes de tipo arbol y a partir de esto,
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via el cubrimiento universal de carcajes, dan un método para calcular las resoluciones
proyectivas de moédulos simples sobre dlgebras monomiales.

Comenzaremos recordando algunos resultados y definiciones que aparecen en (GHZ],
que seran de gran utilidad para estudiar la dimensién global del dlgebra de endomor-
fismos de un médulo 7-inclinante sobre algebras monomiales.

Sea (B, p) un camino dirigido con conjunto de relaciones minimales p. Dados dos

vértices u, w en B diremos que u < w si existe un camino dirigido de v a w.

Definicién 5.2.1. Sea vy un vértice del camino dirigido (B, p). Definimos inductiva-
mente la secuencia de relaciones S asociada a v, (a lo largo de B) como sigue:
si no existe ninguna relaciéon r € p tal que s(r) = vy, entonces S = (). Supongamos
que existe 1 € p tal que s(r1) = vy. Entonces, sea ry una relacién en p (si existe) tal
que s(r1) < s(r2) < e(r1) y s(re) minimal con esta propiedad. Asumamos que tenemos

construido ry,7rs,...,1;. Sea
Ripgn={rep| e(ri—1) <s(r) <e(r)}.

Si Rii1 # 0, sea r;yq tal que s(r;y1) es minimal con r;,1 € R;y1. Entonces S es la
secuencia 1y, 7y, ...,ry donde N es 0o si R; # () para todo 7, o N es tal que Ry, =0
pero R; # ().

A continuacién, transcribiremos el Teorema 1.2 de [GHZ].

Teorema 5.2.2. [GHZ, Teorema 1.2] Sea (B, p) un camino dirigido con conjunto de
relaciones minimales p. Sean vy, vy vértices de B tales que existe una flecha de vy a vy,

S = {r;}¥, la secuencia de relaciones asociada a vy y x; = e(r;).

a) Si S =10, entonces 0 — P(v1) = P(vy) = S(vg) — 0 es la resolucion proyectiva

minimal de S(vg).
b) Supongamos S # 0. Si N < oo, entonces
0— P(xy) = P(zn_1) = -+ — P(x1) = P(v1) = P(v9) — S(vo) = 0

es la resolucion proyectiva minimal de S(vy), y si N = oo entonces pdgS(vg) = 00

y su resolucion proyectiva minimal es

- — P(x;) = P(xy—1) = -+ — P(x1) = P(v1) = P(vg) — S(vg) = 0
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Luego, como una aplicaciéon del teorema anterior, se obtiene un algoritmo para el
calculo de los términos de la resolucion proyectiva minimal de un médulo simple sobre
carcaj de tipo arbol.

Sean A = k@/I un algebra monomial y p un conjunto de generadores para I.
Considerando (@, p) un carcaj con relaciones, como p consiste de caminos dirigidos,
el cubrimiento universal de (Q,p), ¢ : (@,ﬁ) — (@, p) es el cubrimiento universal
topologico P : C~2 — () junto con p, que es el conjunto de todos los caminos en @ cuya
imagen por ® es un camino en p.

Recordemos que se puede definir una relacion de homotopia en el conjunto de todos
los paseos como la menor relacién de equivalencia tal que:

1

1. Para cada flecha o : © — y tenemos aa™ ~ e, y o la ~ e,.

2. Si u ~ v, entonces wuw' ~ wvw’, cuando estos productos estén definidos.
Asi, el cubrimiento topdlogico () de un carcaj () con base en vy se define como sigue:

- El conjunto de vértices @0 de @ es el conjunto de clases de homotopia de paseos

en () con origen en vy.

- Dados vj,v vértices en (), para cada flecha 6 en (), existe una flecha
dyr vy 1 V] —> vy siy solo si existen paseos representantes qi, g2 en @ de vj y v3

respectivamente tales que ¢a = dq;.

Se puede ver que el cubrimiento no depende el punto base vy. El carcaj @ es un
carcaj de tipo arbol que, si () contiene ciclos (no necesariamente orientados), es infinito.
La proyeccion del cubrimiento & : Q — Q estd dada de la siguiente manera: para
cada vértice v} de Q. ®(vf) = e(w), donde «a es cualquier paseo en () representante de
vy v si 6 es una flecha de Q de v} en v; originada por una flecha § en @) tal que existen

paseos ¢; y g2 en () representantes de vj y vi respectivamente, con g = dq;, entonces

d()) = 0.
Esta proyeccién, induce un funtor F' : rep(Q, p) — rep(Q, p) que satisface que si
SR LY A P =Y
es una resolucién proyectiva minimal de X en rep(@, p), entonces

s PR )= ) T R S0

es una resolucion proyectiva minimal de F'(X) en rep(Q, p). Luego, se tiene el siguiente

resultado.
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Teorema 5.2.3. [GHZ, Teorema 2.3] Sea A un dlgebra monomial. Entonces la cons-
truccion de la resolucion proyectiva de los A-maodulos simples es algoritmica. Esto es,
la determinacion de los A-mddulos proyectivos en la resolucion proyectiva minimal de
un A-médulo simple se reduce a la construccion de secuencias asociadas en Q con

relaciones p.

El célculo de los primeros n-términos de la resoluciéon proyectiva de un A-moédulo
simple S(vy) esta dado por el calculo de la (@, p)-resolucién proyectiva de S(v*), donde
vt es tal que ®(v}) = vy. Dicha resolucién en (Q, p) estéd determinada por un carcaj

pleno y finito Q' de Q que se construye como sigue:

- El conjunto de vértices es
{v* [ dist(vy,0%) < (n —1)L)}

donde L denota la longitud del camino mas largo en p y dist(v}, v*) es el nimero

de flechas en el tinico camino dirigido que une vj con v*.
- el conjunto de relaciones es el conjunto de caminos en p que son caminos en '

Proposicion 5.2.4. [GHZ, Corolario 2.5] Sea A un dlgebra monomial. Supongamos

que S es un A-mddulo simple tal que pd,S = co. Sea
&An_lﬁﬁAlnggkg%O

una resolucion proyectiva minimal de S. Entonces, existe una sucesion de A-modulos
indescomponibles proyectivos Py, Ps, ..., P, y un entero positivo | tal que P; es un su-

mando directo de A, y11; para todom >0 ei=1,...,t.

Observaciéon 5.2.5. En la demostracion de la Proposicion 5.2.4, los autores muestran
que si v es un vértice en @) tal que el simple correspondiente S(v) tiene dimensién
proyectiva infinita, entonces es posible construir una secuencia infinita de relaciones
minimales 77,75, ..., 7%, ... asociada a v* en (Q, p), con ®(v*) = v y nimeros enteros
a,beon 1 < a < b, talesquer] =r;parai=1,...,b+1y ®(rj, ;) = P(r4y;) paral > 1
y 0 < 7 <b—a—1. En consecuencia, existe una secuencia de relaciones minimales aso-
ciada a v en (@, p) que termina en un ciclo fijo. Ademas, como e(r;_ ;) < s(rf,;) < e(r;)
en (C~2, p), se tiene que existen caminos no nulos v;, j = 1,...,n, tales que r; = v;y;4+1

para j =1,...,n—1y r, = 9,7, con 7y; un subcamino de ;.
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Observacién 5.2.6. Notemos que si A = kQ)/I es un algebra monomial de dimensién
global 2, con I =< p > entonces no puede existir ningiin camino y;y2y3, con i, va, V3
caminos no triviales, tales que 7172 y 727y3 son las tinicas relaciones cero de A contenidas
en el camino. En efecto, supongamos que existe un camino en A en esas condiciones.
Notemos por z = s(7;). Entonces existe en Q dos relaciones 7%, 75 asociadas al vértice
x*, con O(x*) = z, tales que O(r7) = 1172, P(r5) = y2y3 v s(ry) < s(ry) < e(ry). Luego,
del Teorema 5.2.2, tenemos que pdrep@@S (z*) > 3y, en consecuencia pd,S(x) > 3 lo

cual es una contradiccion.

5.2.2. Resultado principal

Ahora, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal de

esta seccion.

Teorema 5.2.7. Sean A = kQ/I un dlgebra monomial de dimension global 2, T un

A-médulo T-inclinante y B = Endy T. Entonces gldim B < oo.

Demostracion. Supongamos que gldim B = oo. Como T' es un A/ann T-médulo incli-
nante, tenemos que gldim A/ann7T = co.

Por otra parte, de la Proposicion 4.3.1 y el Lema 4.4.4 sabemos que annT’ es-
ta4 generado por caminos y, en consecuencia A/annT es un algebra monomial. Co-
mo gldim A/annT" = oo, existe un vértice vy € Qo tal que pdyanns S(ve) = oo.

Por el Teorema 5.2.3 sabemos que existe una secuencia de relaciones asociada a vy,

ri,...,7t que termina en un ciclo p = ;... a,, con q; € (QA/annT)l parat=1,...,n
y s(ay) = e(a,). Notemos por ry,rh, ..., r, la subsecuencia de relaciones que recorre el
ciclo, con 7’ = 7;7;41, 7; caminos no nulos para todo j = 1,...,hy 1, = 7,91, con 3

un subcamino de ;.

Dado r} en esa subsecuencia, r; es una relacién cero de A o bien es una relacién de
A/annT que no es relacién en A. Afirmamos que ninguna relacién 7% puede ser una
relacién en A. En efecto, supongamos que existe j tal que 7’ es una relacién cero en
A, entonces si r’_; es una relacién cero en A, por la Observacién 5.2.6 tenemos que
pd, S(z;—1) > 3, donde z;_1 = s(rj_1), lo cual es una contradiccién. Entonces, 7;_; no
es una relacion en A. Luego, de la Proposicién 4.3.1 existe v camino no nulo en A tal
que y7’_; es una relacion monomial en A. Pero entonces pd,S(x) > 3, con z = s(7),

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, ningtn 7’ es una relacién de A.



96 Modédulos 7-inclinantes sobre algebras de dimension global dos

Como A es un algebra de dimensién finita y hay un ciclo en @, debe existir una
relacion monomial A € I que comience y termine en vértices del ciclo. Como la secuencia
de relaciones 1}, . .., r}, recorren el ciclo p, existe [ € {1,...,h} y v camino no nulo tales
quer; = r{vy A =v\.Sea~' camino no nulo en A tal que 7'r; es una relacién monomial
en A. Luego, tenemos que pd,S(y) > 3 con y = s(7') lo cual es una contradiccién. Por

lo tanto, gldim A/annT < oo y en consecuencia gldim B < oc. Il

5.2.3. Una familia de ejemplos

Vimos en la seccién anterior que si A es un algebra monomial de dimension global
igual a 2, entonces gldim B < oo, para B = End, T y T un A-médulo 7-inclinante.
Una pregunta natural es si, para estos casos, es posible encontrar una cota explicita
para gldim B.

En el siguiente ejemplo mostramos que parece no ser el caso puesto que, si propone-
mos una cota [ entonces podemos construir un algebra y un médulo 7-inclinante tales
que el algebra de endomorfismos tiene dimension global igual a n > [.

Consideremos el édlgebra A,, = kQ,, /1, donde @, es el carcaj:

a as Ap—2
%l vslr' vnler' """ e
aq Qo as Tl Qp—2 Cap—1 an
1 2— 3— 4 .. n—2 n—1l——sn— n+1
»YQT, e a Yn—1
a2 Ap—1
el, =<1 | i=1,...,n—1>. Como A es un dlgebra monomial, por el Teorema

5.2.2, tenemos que gldim A = 2. Consideremos

T = TéSTaj @ S(a;) ® P(n)® P(n+1)

j=1
donde S(a;) es el simple correspondiente al vértice j, P(n) y P(n + 1) los mé-
dulos proyectivos correspondientes a los vértices n y n + 1, respectivamente, vy,
To, = ((T4;)as 05 ) weqo, 5c0}, donde para cada z € (Qy)o, los k-espacios vectoriales

(T,). vienen dados por:

(T, ), = k sixe{aj,aji1,7,j+1}
a;)x —
’ 0 en otro caso

y, para cada & € (Q,)1, los morfismos ¢j§’:

g0(1]- _ Id side {’Vj;ijJrl;aj}
’ 0 en otro caso
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Si consideramos P(j) — P(a;) — S(a;) — 0 la presentacién proyectiva minimal de

S(a;), tenemos una sucesion exacta
0 — 7a4S8(aj) = 1(j) — I(a;) = S(a )
de donde se deduce que 745(a;) = ((74S(a;))s, d5’) estd dado por

k Sil’e{aj_ll,...,j}

(T45(a;))e = {

0 en otro caso

para cada = € (Q,)o ¥, los morfismos,

aj Id sid e {”yj,l,al,...,aj,l}
° 0 en otro caso

para cada d € (Qn)1.

De manera similar, como topT,, = S(a;41) ® S(a;), tenemos que la presentacion
proyectiva minimal de Tg,, P(j + 1) — P(aj41) ® P(a;) — T(a;) — 0 induce una
sucesion exacta

0— TATaj — [(] + 1) — S(a/jJrl) D S(Gj)
de donde se deduce que 7AT,, = ((TaTy,)a, 15’ ) esté dado por
k sixze{l,...,j5}
(Ta5(a;))e = {
0 en otro caso

para cada = € (Q,)o ¥, los morfismos,

{ Id Si(Se{Oél,...,Oéj_l}

0 en otro caso

-
para cada d € (Qp)1.

Se puede ver que Hom (T, 74T") = 0 y asi, como |T| = n—14+n—142 = n tenemos
que T es un A-médulo 7-inclinante. Calculemos ahora End4 (7).

Notemos que dimjHomy(7,,,7,,_,) = 1y dimpHomu(7,,, 7T, ,) = 0. Por otro
lado, hay un tnico morfismo linealmente independiente de T'(a;) a S(a;), digamos
fj, y un tnico morfismo linealmente independiente de T'(a;) a S(a;—1) que facto-
riza por f;. Por ultimo, dimyHomy(P,,T,—1) = 1, dimyHomy(P,11,P,) = 1y

dimyHomy (P41, T,—1) = 1. Luego, B = End4(T') viene dado por el carcaj @',

o —sn — I |

% Bi T 52 :T)) 53 T T Bn-2 T Bn-1 Bn

by by bs by by—2 bn—1
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e],’l:<ﬁiﬁi+1, 1=1,...,n—1>.
Luego, por el Teorema 5.2.2 tenemos que pdgS(i) =n+1—i, parai=1,...,n+1
y pdpS(b;) =1, para j = 1,...,n — 1. Por lo tanto, gldim B = n.

5.3. Algebras biseriales especiales
5.3.1. Preliminares
Comenzaremos recordando la definicién.

Definicién 5.3.1. Un &dlgebra A es biserial especial si A = kQ/I con (Q,I) un

carcaj con relaciones que satisface las siguientes condiciones:
a) Cada vértice de ) es el punto inicial o el punto final de a lo sumo dos flechas.

b) Para una flecha a hay a lo sumo una flecha g tal que a5 ¢ I y a lo sumo una

flecha ~ tal que yo ¢ 1.

Recordemos que, dado (@, 1) un carcaj con relaciones, un par (p,q) de caminos
no nulos p,q de un vértice a a un vértice b se llama relacién binomial de (Q, )
si A\p + puq € I, con A, u escalares no nulos. Llamaremos a p y a ¢ los subcaminos

maximales de (p, q).

Definicion 5.3.2. Sea A = kQ/I un algebra biserial especial. Un paseo reducido w
en () es llamado cuerda si cada camino contenido en w no es ni un camino nulo ni un

subcamino maximal de una relacién binomial de (Q, I).

Ejemplo 5.3.3. Consideremos el algebra biserial especial dada por el siguiente carcaj:

NN
A NA

con relaciones Sa — 67, oy py. Entonces pup~1¢~1pd—13 es una cuerda mientras que

B~ oup=t y Bay~tu no lo son.
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Dada w una cuerda, notaremos por M (w) el médulo cuerda determinado por w.
Recordemos que si w es el camino trivial en el vértice a, entonces M(w) es el médulo
simple correspondiente al vértice a. En caso contrario, w = c¢ica...c,, conn > 1y ¢
o ¢; ' una flecha. Para 1 <i <n+1,sea U; = k; y para 1 <4 < n denotemos por U,
el morfismo que manda x € U; a x € Uy si ¢; es una flecha o el morfismo que manda
x € Upyq en x € U; si ¢ es la inversa de una flecha. Para un vértice a, si a aparece
en w, entonces M (w), es la suma directa de los espacios U; con i tal que s(¢;) = a o
i=n+1ye(c,) = a; en otro caso M(w), = 0. Para una flecha «, si a aparece en w,
entonces M (w), es la suma directa de los morfismos U, tal que ¢; = @ o ¢; ' = a; en
caso contrario M (w), es el morfismo nulo. En algunos casos, si se trata de un médulo
proyectivo, en lugar de M (w) notaremos por P(w).

A continuacién, transcribiremos el Lema 2.5 de [HL] que nos sera de utilidad.

Lema 5.3.4. Sean A = kQ/I un dlgebra biserial especial y w = py'q: ... po g, una
cuerda en (Q, 1), donde n > 1, p; y q; son caminos no triviales para 1 < i < n y
1 < j < n. Sila dimension proyectiva de M(w) es mayor que 1, entonces se satisface

alguna de las siguientes condiciones:

1

(PD1) Eziste un camino p con flecha inicial o tal que o 'w es un paseo reducido sin

relaciones cero y p1p admite una relacion cero que contiene a p.

(PD2) Existe un camino q con flecha inicial 5 tal que wB es un paseo reducido sin

relaciones cero y q,q admite una relacion cero que contiene a q.

(PD3) Eziste un camino no nulo u tal que para algin 1 < s < n, qs_1u y psu son

caminos nulos.

(PD/) Algin s(p,) con1 <r <mn es el punto inicial de una relacion binomial.

El siguiente teorema de [HL] nos da un criterio para decidir si un dlgebra biserial

especial es de dimensién global menor o igual a 2.

Teorema 5.3.5. [HL, Teorema 3.4] Sea A = kQ/I un dlgebra especial biserial. En-

tonces gldim A < 2 si y sélo si (Q, 1) satisface las siguientes condiciones:

(GD1) El punto inicial de una relacion binomial no pertenece a otra relacion binomial.

(GD2) No hay ningin camino de la forma pipsps, donde pi,ps,ps son caminos no tri-
viales tales que py es una cuerda y pi1pa, peps son las unicas relaciones cero con-

tenidas en el camino.
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(GD3) Sea (apB,vqd) una relacion binomial, donde o, [3,v,0 son flechas y p,q son ca-
minos. St u es un camino no nulo con e(u) = s(«), entonces o bien uap es no
nulo o uyq es no nulo. Andlogamente, si v es un camino no nulo con s(v) = e(f3),

entonces o bien ppv es no nulo o gév es no nulo.

En el siguiente lema, probaremos que el anulador de un moédulo 7-inclinante sobre

un algebra biserial especial estda generado por caminos.

Lema 5.3.6. Sean A = kQ/I un dlgebra biserial especial y T un A- mddulo T- in-
clinante. Supongamos que 0 # p+ q € annT', con p,q caminos no nulos de longitud

mayor o igual que 2. Entonces p € annT' y g € ann'T.

Demostracion. Sea T = 69 T; un A-médulo 7-inclinante, con T; A-mdédulos indescom-
ponibles, para ¢ =1,.. nl Consideremos p + ¢, con p, ¢ caminos de en ) de a a b, un
elemento que pertenece al anulador de T'. Supongamos que p ¢ ann 7. Entonces, existe
Th = ((Th)ys Pa)yeqo.ac@, un sumando directo de 1" tal que p ¢ ann7},. Luego, como
p+ q € ann T}, tenemos que ¢ ¢ ann T},.

Sea S(x) un sumando directo de top 7}, tal que existe un camino no nulo v de x
aay ¢pp, # 0. Entonces g 0, # 0. Como A es biserial especial si yp # 0 entonces
vq = 0y asi ¢, = 0 lo cual es una contradiccién. Luego, S(a) es un sumando directo
de top T},.

Sea {Mq,,...,Mq,, } una base para (1}), como k-espacio vectorial.Al igual en la
demostracién de la Proposicién 4.3.1, podemos considerar P, % P, EN T, — 0 una
presentacién proyectiva minimal de T}, tal que f(e,) = mq, v f(€) = pe(myg,) si € es un

camino en () comenzando en a. Luego tenemos que p + ¢ € ker f, pues

f(p+q) = pprg(ma) = (pp + 04)(Mma) = 0.

Veamos que p + ¢ ¢ rad(kerf).
Supongamos que p+q € rad(ker f). Como los morfismos en la representacién de ker f
son la multiplicacion por las flechas correspondientes, entonces tenemos que existen

€ (kerf), tales que
pta= Y uh (5.1)

B:y—b
La ecuacién (5.1) define una relacién en A que tiene méas de tres ramas con
p+q#0, lo cual es una contradicion pues A es un algebra biserial especial. Por lo
tanto, p + ¢ ¢ rad(ker f) y, en consecuencia, S(b) es un sumando directo de top (ker f)
y P(b) es un sumando directo de P;.
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Al igual que en la demostracién de la Proposicién 4.3.1, si P(b) es un sumando
directo de P; podemos construir un morfismo 6 : P, — T}, que no factoriza por g lo
cual es una contradiccion al hecho que T}, es un A-moédulo 7-rigido. Por lo tanto, si

p+q € ann’l entonces p € annT'y ¢ € ann'T’. ]

Observacién 5.3.7. Como una consecuencia del Lema 5.3.6, tenemos que si A es
un algebra biserial especial y T' es un A-mddulo 7-inclinante (no inclinante), entonces

ann'T' estda generado por caminos de longitud mayor o igual que 1.

Proposicién 5.3.8. Sean A = kQ/I un dlgebra biserial especial tal que gldim A = 2
y T un A-mddulo T-inclinante. Entonces AjannT satisface (GD1) y (GD3).

Demostracion. Del Lema 5.3.6, el ann T’ esta generado por caminos. En consecuencia,
A/ann T tiene a lo sumo las mismas relaciones binomiales que A. Del Teorema 5.3.5,
tenemos que A satisface (GD1) y por lo tanto, A/ann T satisface (GD1).

Sea (apfB,~yqd) una relacién binomial en A/annT. Consideremos u un camino no
nulo en A/annT tal que e(u) = s(a), uap = 0, uyg = 0 y es minimal en el sentido de
que si ¢’ es un subcamino de u entonces u'ap # 0 o uyq # 0. Si notamos u = py ... py
con p; flechas para todo 7, como A es biserial especial tenemos que prax = 0 0 ppy = 0.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ppa = 0. Entonces existe una relacion A
en A/ann T contenida en el camino uyq. Como A satisface (GD3) entonces, A no puede
ser una relacién en A. Luego, como A satisface (GD1), de la Proposicion 4.3.1 tenemos
que existe un camino no nulo A; de longitud mayor o igual que 1 tal que A= A es
una relacion cero en A.

Como u # 0y vq # 0 entonces A contiene al menos al camino uy (debe contener
a todo u, pues si no fuera el caso se contradice la minimalidad de ). Consideremos

= Au. Como A es una relacion cero, tenemos que @ # 0. Luego tenemos que
uap=0en A y

uyqg=0en A

lo cual contradice el hecho de que A satisface (GD3).

Por otra parte, consideremos v un camino no nulo en A/ann 7 tal que s(v) = e(3),
pBv =0, gdv = 0 y es minimal en el sentido de que si v es un subcamino de v entonces
pPv’ # 0 o qév' # 0. Si notamos v = 71 ...7,, con ~; flechas para todo i, como A

es biserial especial tenemos que v, = 0 o 6y, = 0. Supongamos, sin pérdida de
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generalidad, que v, = 0. Entonces existe una relacién cero n en A/annT contenida
en el camino gdv. Como A satisface (GD3), n no es una relacién en A. Entonces, sigue
de la Proposicién 4.3.1 que existe 7; un camino no nulo en A de longitud mayor o igual
que 1 tal que 7 = mn es una relacién cero en A. Notemos que 77 no puede contener
el subcamino maximal ygd de la relacion binomial y comienza en algin vértice de la

relacién binomial. Luego, tenemos que

pbv=0en A y

qgév =0en A

lo que contradice el hecho de que A satisface (GD3). Por lo tanto, A/annT satisface
(GD3). O

Observacién 5.3.9. Sea A = kQ/I un algebra biserial especial tal que gldim A = 2.

Los siguientes carcajes no son subcarcajes de Q).

- Una relacién binomial (apy, 8¢d) tal que s(a) = e(7).

)

Si existe una relacion binomial en estas condiciones, como A es biserial especial, debe

cumplir con las condiciones:

(ba=0 o 6=0)y
(ya=0 o y8=0)y
(ya=0 o da=0)y
(¥8=0 o 48=0)

Supongamos que Yo = 0y 03 = 0. Sea u = ap’y # 0. Entonces tenemos que uap’ = 0
y ufq = 0 lo cual es una contradiccion pues A satisface (GD3). Analogamente, si

consideramos los otros casos.
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-Un subcarcaj de la forma:

Como A es biserial especial entonces ya; = 0 o v, = 0. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que v3; = 0. De igual manera, podemos asumir que a,p =0y B\ = 0.
Entonces, considerando p; = yay ... a1, p2 = @y, ¥ p3 = p tenemos que pips v pap3 SON
las Uinicas relaciones cero contenidas en el camino pipsps, lo cual es una contradicciéon
pues A satisface (GD2).

5.3.2. Resultado principal
Presentaremos a continuacion el resultado principal de esta seccion.

Teorema 5.3.10. Sean A = kQ/I un dlgebra biserial especial tal que gldim A =2, T

un A-médulo T-inclinante y B = End4 T. Entonces gldim B < oo.

Comenzaremos probando algunos lemas técnicos que seran la herramienta funda-

mental para probar el resultado principal.

Lema 5.3.11. Sean A = kQ/I un dlgebra biserial especial tal que gldim A =2, T un
A-mddulo T-inclinante y a € (Qa/annr)o- Supongamos que en el vértice a solo comienza
S(a) < 2.

una relacion binomial. Entonces pd, ..+

Demostracion. Sea a € (QA/M,DT)O tal que solo comienza una relacién binomial
(ap,Bq), con a,B € (Qajumnr)1 ¥ P,q caminos no triviales. La cubierta proyectiva
de S(a) es P(a) y rad P(a) = M(pg~"). Veamos que pd, ..M (pg~') < 1.

Siguiendo con el Lema 5.3.4, debemos ver que el camino pg~! no satisface
(PD1), (PD2), (PD3) ni (PD4). Como A/annT satisface (GD1) y (GD3), tenemos
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que no se verifican (PD4) ni (PD3), respectivamente. Si se satisface (PD1), tenemos
que existe una flecha \ tal que A~!pg~! es un paseo reducido y, como A es biserial espe-
cial, implica la existencia de la relacion a\ comenzando en a lo que es una contradiccion.
De manera similar, (PD2) tampoco puede ocurrir. Por lo tanto, pd, ..M (pg~") <1

y, en consecuencia, pd S(a) < 2. O

Ajann T
Lema 5.3.12. Sean A = kQ/I un dlgebra biserial especial tal que gldim A =2, T un
A-médulo T-inclinante y a € (Qajannr)o con pd,, .. S(a) = co. Supongamos que en el
vértice a no comienza una relacion binomial. Entonces existe un camino I’ = ¢ ... ¢
que recorre un ciclo tal que, para j =1,..., k=1, 1; = €j€j41 Y T = €x€1 son las Unicas
relaciones cero contenidas en el camino I', con € un subcamino de €; y €; caminos no

nulos.

Demostracion. Sea a € (Qajamr)o tal que pd,, ., S(a) = co. Supongamos que en a no

comienza ninguna relaciéon binomial. Entonces tenemos un subcarcaj de la forma:
a
o / \ 1
[ ] [
u X Eif
[ ] [ ]

con ai,B1 € (Qajamnr)1, u,v caminos. Luego, la cubierta proyectiva de S(a) es

P(u~ta;'Bv) y tenemos la siguiente sucesion exacta:
0— M(u)® M(v) — P(uta;'Bv) — S(a) — 0.

Como pd,,,.rS(a) = oo, tenemos que pd M(u) = 00 0 pd, .., M(v) = oco.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que pd, ..M (u) = co.

A/annT

Supongamos que s(u) es el comienzo de una relacién binomial (uug, fov9), con
Ba € (Quajamnr)1 ¥ U2, v2 caminos. Notemos que, como A/annT satisface (GD3), us

debe ser una flecha. Entonces, tenemos la sucesion exacta
0 — M(vy) — P(uusg, fove) — M(u) — 0

con P(uug, f2v2) la cubierta proyectiva de M(u). Como pd, ..M (u) = oo, M(vz) no
es proyectivo y entonces existe p € (Qa/annt)1 tal que p vy es un paseo reducido
0 vgp es un camino reducido (notemos que en s(v9) no puede comenzar una relacion

binomial pues A/ann7T satisface (GD1)).
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Si existe p € (Qa/amnr)1 tal que p~lv, es un paseo reducido, entonces tenemos en A

el siguiente subcarcaj:

B
.&i/.

lo que es una contradiccién pues gldim A = 2. Entonces, existe p € (Q4/amr)1 tal que
vap es un camino reducido. En este caso, tenemos dos posibles diagramas en A. Por un

lado, tenemos

e
/ AN

lo que es una contradiccién pues A satisface (GD2). Entonces, tenemos el siguiente



106 Modédulos 7-inclinantes sobre algebras de dimension global dos

subcarcaj en A

~—Q
2

V)
—~
ISEAN
~—

/

g

.W«.(T.————————————

donde w es un camino. Luego, para este caso, tenemos la siguiente sucesiéon exacta
0 — M(w) — P(vepw) — M(vy) — 0

Si e(p) es un pozo, entonces M (w) = S(e es proyectivo lo que es una contradiccion
)

pues pd, ..M (u) = co. Luego, existe al menos un camino no trivial w comenzando

en e(p). Si suponemos que existen dos caminos no triviales w,w’ en e(p), entonces

tenemos en A un subcarcaj como sigue

[ [
°
[ [ ]
en A, lo que es una contradiccion pues gldim A = 2.
Por lo tanto, en e(p) comienza solo un camino w de longitud mayor o igual que
1. Como M (w) no es proyectivo, tenemos que existe un camino no trivial wy tal que

M (wws) es proyectivo. Luego, vepwws es una relacién cero en A/annT. Si pwwsy # 0

en A/annT, entonces si consideramos 0 = pwwy contradecimos (GD3) para A/annT.
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Luego, pwws es una relacién cero en A/annT'. Notemos que pwwsy no puede ser una re-
lacion cero en A, pues como usp es una relacion cero por ser A biserial especial, tenemos
un camino que contradice (GD2) en A. Asi, siguiendo con la Proposicién 4.3.1, tenemos
que existe 4 camino no nulo en A tal que ypww, es una relacién cero en A y, entonces
contradecimos (GD3) en A. Luego, M(w) es proyectivo y asi pd 4 ann+M (u) < oo lo

cual es una contradiccion.

Por lo tanto, en s(u) no comienza una relacién binomial. Como pd M(u) = oo,

existe f2 € (Qa/amr)1 tal que [y lu es un paseo reducido y, en tal caso, tenemos una

A/annT

relacién cero ay B2, o bien existe uh € (Qa/amr)1 tal que uufy es un camino reducido. La

situacion es la siguiente:

con vy y ue caminos. Entonces, tenemos una sucesion exacta de la forma:

0 — M(v1) ® M(up) — P(vy' By fuuyus) — M(u) — 0

con P(vy'B5 fuuhus) la cubierta proyectiva de M (u) y M (vy) # 0 0 M(uy) # 0. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que M (uy) # 0y pd,,,,..M (uz) = oo. Observemos

que, en este caso, existe una relacién cero ayuu.

Un andlisis similar al hecho para s(u), nos lleva a concluir que s(us) no puede ser el
comienzo de una relacién binomial. Como M (us) no es proyectivo, tenemos que existe
B3 € (Qajannr)1 tal que B3 'uy es un paseo reducido, y en tal caso ubB3 = 0, o existe

Uy € (Qajamnr)1 tal que uguf es un camino reducido. Mostramos la situacién con el
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siguiente diagrama:

s(us)
g
S5 (u2)
A
5

donde vy y uz son caminos. Entonces, tenemos una sucesion exacta de la forma:
0 — M(vg) ® M(uz) — P(vy ' B3 uguius) — M(uz) — 0

con P(vy '35 ugubus) la cubierta proyectiva de M(up) y M(va) # 0 o M(us) # 0.
Supongamos sin pérdida de generalidad que M(us) # 0y pd, ..M (u3) = co. Ob-
servemos que, en este caso, existe una relacién cero ujusuy. Asi podemos construir un
camino I'y = aquubusul en Q4 . tal que I'y contiene dos relaciones cero r; = aquul
Y To = ubuguly.

Siguiendo con este proceso, en el paso n, vamos a tener un camino I'y, = vy ... Yp11
tal que hay n relaciones cero r; = ;7,41 contenidas en el camino I',,. Como Q) 4/uunr €S
finito, a partir de algtin n, estos caminos recorren un ciclo. Entonces, podemos construir
un camino I' = €; ... ¢, que recorre el ciclo tal que, para j =1,..., k=1, 7} = €651y

. = €€ son relaciones contenidas en el camino I', con € un subcamino de ¢;. O

Lema 5.3.13. Sean A = kQ/I un dlgebra biserial especial tal que gldim A =2, T
un A-modulo T-inclinante y a € (Qajann1)o CON pdA/annTS(a) = 00. Supongamos que
en a comienza una relacion binomial y una relacion cero. Entonces existe un camino
I' =€ ...€x que recorre un ciclo tal que, para j =1,...,k =1, r; = €j€j11 Y T = €16
son las unicas relaciones cero contenidas en el caminol’, con € un subcamino de € y

€j caminos no nulos.

Demostracion. Sea a € (Qajaunr)o tal que pd, .., S(a) = co. Supongamos que en a
comienza una relacion binomial (api, 8¢1), con o, € (Qajamr)1 ¥ P, ¢ cAMinos no

triviales y al menos una relaciéon cero. Entonces, tenemos un subcarcaj de la siguiente
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forma:

con ag, B2 € (Qajamr)1 ¥ 71, p1 caminos. La cubierta proyectiva de S(a) es P(a) y

rad P(a) = M(p1g; ). Entonces, tenemos la siguiente sucesién exacta:
0 — M(p2) ® M(v; ' p1) ® M(gz2) = P(py oy ' pim) ® Play ' B3 ' arpr) — M(prgi') = 0

con as, B2 € (Qajannt)1, G2,P2,p1,7 caminos y P(pylaz'pim) & Ple ' By qipr)
la cubierta proyectiva de M(pig;'). Como A/annT  satisface (GD3),
tenemos que M (v 1p1) es proyectivo. En consecuencia, como
Py (PP 02 ' i) ® Plaz By 'qip1)), o bien  pd, . M(p) =00 o
Py e M (g2) = 0.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que pd, ..M (p2) = oo. Si en s(p2)

comienzan dos flechas, tenemos el siguiente subcarcaj en A

N
PO
o/

.\/.

lo que contradice el hecho de que gldim A = 2. Luego, s(p2) no puede ser el comienzo

de dos flechas (en particular, no puede ser el comienzo de una relacién binomial).
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Entonces, existen ag € (Qajammr)1 ¥ p3 un camino tal que M (poasps) es la cubierta

proyectiva de M (py). Entonces, tenemos una sucesion exacta de la forma:
0 — M(p3) — P(p2asps) — M(p2) = 0

Notemos que, la existencia de «s, implica la existencia de una relacion cero aspoass.
Luego, tenemos un camino I's = ajaspsas que contiene dos relaciones cero vy = ajas
Yy T2 = Qapais.

Un analisis similar al hecho en la demostracion del Lema 5.3.11, nos lleva a con-
cluir que s(ps) no puede ser el comienzo de una relacién binomial. Como M (p3) no es

proyectivo, tenemos la siguiente sucesion exacta
0 — M(ps) © M(g3) — P(py'ay'ps' fags) — M(ps) — 0

con ay, B4 € (Qajamr)1, Pas g4 caminos y P(py oy 'ps! Baqs) la cubierta proyectiva de
M (p3). Notemos que o bien ayp, es un camino no trivial, o 54g4 es un camino no trivial.
Si ayp4 es no trivial, entonces existe una relacién cero aspsay. Andlogamente, si S4q4 es
no trivial, entonces a33; es una relacién cero pues A es biserial especial. En cualquier
caso, podemos armar un camino I's que contiene 3 relaciones cero.

Siguiendo con este proceso, en el paso n, vamos a tener un camino I'y, = vy ... Yp11
tal que hay n relaciones cero r; = 7741 contenidas en I',,. Como @Q/annr es finito,
para algiin n, estos caminos deben recorrer un ciclo. Entonces, podemos construir un
camino I' = ¢;...¢; que recorre el ciclo tal que, para i = 1,...,k — 1, r, = €641y

). = €,€1 son relaciones contenidas en I', con €; un subcamino de €. O
Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 5.3.10.

Demostracion del Teorema 5.3.10. Supongamos que gldim B = oo. Entonces
tenemos que gldim A/annT" = oco. En consecuencia, existe a € (Qa/ann7)o tal que
pd4jannrS(a) = oo.

Por el Lema 5.3.11 y el Lema 5.3.13, existe un camino I' = ¢; ... €, que recorre un
ciclo tal que, para j = 1,...,k — 1, r; = €j€;11 ¥ rp = €x€; son las Unicas relaciones
cero contenidas en I', con €; un subcamino de €; y €; caminos no nulos.

Al ser cada r; una relacion en A/annT, tenemos dos posibilidades: o bien r; es
una relacion de A o, alguna de las dos condiciones i) o ii) de la Proposicién 4.3.1 se
cumplen. Afirmamos que ninguna de las relaciones r; es una relaciéon en A. Supongamos

por el contrario que existe j € {1,...,n} tal que r; es una relacién cero en A. Entonces,
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como A satisface (GD2), r;_1 no es una relacién en A. Si existe  camino no nulo tal
que 7rj_; es una relaciéon en A, entonces tenemos un camino 7e;_j€;€;41 con €; cuerda
y tal que neji1€; ¥ €je;41 son las dnicas relaciones cero contenidas en el camino, lo
que contradice (GD2) para A. Entonces, existen p, ¢ caminos no nulos en A tales que
(prj_1,q) es una relaciéon binomial en A. Luego, como A es biserial especial y satisface
(GDs3), r; es una relacién cero de largo 2. Ahora bien, 7,41 no puede ser una relacién en
A pues se contradice (GD2). Por otra parte, como A satisface (GD3), no puede existir
p . p ., .
7' camino no nulo en A tal que n'r;4; es una relacién cero en A. Entonces, existen
caminos no nulos u, v en A tales que (urj;1,v) es una relacién binomial en A. Luego,

tenemos en A un subcarcaj de la forma

N

y, en consecuencia es posible construir un camino que contradice (GD2) en A. Por lo

N
R
S B

tanto, ninguna de las relaciones cero r; en A/annT son relaciones en A.

Como dim;A < oo y A tiene un ciclo, existe una relacién cero r que comienza
y termina en vértices del ciclo (ya que ninguna relacién binomial puede tener como
rama un ciclo). Entonces, como r no estd contenida en ninguna relacién r;, existen
j€{l,...,k} y X camino no nulo en A tal que r; = 7;A y r = Ar’. Al igual que antes,
deben existir p, ¢ caminos no nulos en A tales que (pr;., q) es una relacién binomial en
A. Luego, como A es biserial especial y satisface (GD3), tenemos que r es una relacion
de largo 2, es decir, r = A\ Ay con \; € Q1. Asi, por construccion, r;;; debe contener al
camino Ao, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, gldim B < oo. [
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