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Introduccion

Un resultado fundamental en la teoria de muestreo es el clasico Teorema de Whittaker-Shannon-
Kotel'nikov. No sélo tiene gran interés en matematica aplicada, como teorfa de la comunicacién y
procesamiento de senales, sino también en investigaciones que no estédn, en principio, motivadas por
aplicaciones. Problemas de muestreo e interpolacién forman una importante rama del anélisis complejo.
Dicho teorema establece que si una senal f es de banda limitada en [—%, %], es decir, su transformada de
Fourier esta soportada en dicho intervalo, entonces f estd completamente determinada por los valores
f(k), con k € Z, y puede ser reconstruida univocamente a partir de los mismos de la siguiente manera

Zf ben(ﬂ'(x k:))

AR

forma una base ortonormal para el espacio de las funciones

ser;(( x(ack)k)) }

banda limitada, el cual se denomlna esg;amo de Paley-Wiener. El mismo es un espacio de Hilbert con

ntcleo reproductor Ki(x) = Ser;zxk) y se lo denota PW?2. Luego, por medio de la transformada

Por lo tanto, la sucesién {

de Fourier obtenemos que la sucesién de exponenciales {62’”]“ } ez, ©S una base ortonormal para

L2([~5 3))-

La existencia de bases ortogonales de exponenciales en L2(Q2), donde € es un conjunto medible
Borel de R?, nos permite obtener una representacion en serie de Fourier no armonica de todo elemento
del espacio. En [22], Fuglede demostré que L?(2) admite una base de exponenciales si y sélo si
tesela a RY con traslaciones en un reticulo A (ver definicion 5.8). En el mismo trabajo conjeturé que
la existencia de dichas bases estaba relacionada con teselados de RY por traslaciones (ver secciéon 7.2):
L?(2) admite una base de exponenciales {627”9”)‘} xea Sy solo si Q tesela a R? con traslaciones en A.
Lo cual sugiere que la existencia de bases de exponenciales es una propiedad del conjunto. Luego, si en
lugar de un intervalo consideramos un conjunto acotado y medible Borel Q de R, definimos el espacio
de Paley-Wiener PWq como

~

PWq = {f € L*(R?) : f(w) = 0 en casi todow € Rd\Q} .

Si lo pensamos como el espacio de funciones que admite un nicleo reproductor k(z,y) = xa(z — y)
entonces, al igual que sucede con el Teorema de Whittaker-Shannon-Kotel’'niko, si {eQWiI)‘} xeA €S una

base ortonormal de L?({2), nuevamente por medio de la transformada de Fourier, todo elemento de
PWq se puede representar de manera tnica como

=Y FW)ka(z)

AEA

Sin embargo, si 2 no es un intervalo el problema de hallar bases de exponenciales es significati-
vamente mas dificil. La conjetura de Fuglede ha motivado el trabajo de muchos mateméticos y se ha
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probado que es cierta en algunos casos particulares (ver [33], [22]). Mientras que se sabe es falsa en
dimension d > 2 (ver [37], [41], [69]).

Si la condicién de ortogonalidad es omitida, tenemos las llamadas bases de Riesz. Una familia
{fn}nen en H se dice base de Riesz si es completa en H y existen constantes positivas A y B tales que

2
AN el <X enfal| B el

neN neN neN

para toda sucesion {c,} € £2(N). Si la sucesion {f, }nen satisface dicha condicién pero no es completa
se dice sucesion de Riesz.

En espacios de Hilbert separables existe una generalizaciéon de familia de generadores en espacios
vectoriales de dimension finita, son los denominados marcos. Una familia {f,},cy de vectores de un
espacio de Hilbert H se denomina marco para H si existen constantes A, B > 0 tales que para toda
f € H se verifica

AllfI3, < ST £ < B3,

neN

Si A = B =1, el marco se denomina marco de Parseval. En particular, si g es una medida finita de
Borel sobre R?, A € R? y el marco estd constituido por funciones exponenciales ey (z) = €2™**, con
A € A, decimos que {ex},., es un marco de Fourier para L?(u). Esta nocién fue introducida en 1952
por Duffin y Schaeffer en [18]. Si ademés el marco ey(x) = e2™*A
base de Riesz.

es una base, la familia se denomina

Un marco en un espacio de Hilbert nos permite escribir a cada vector como combinacién lineal
de elementos del marco. La mayor ventaja con respecto a las bases es la redundancia. En efecto, si
queremos transmitir una senal f enviando informacion a través de la sucesion {( f, fn )}, ca ¥ alguno de
los elementos estd danado o falta, podemos compensar este error con otros elementos de la sucesién y
reconstruir la senal. Este hecho ha motivado su aplicacién en distintas dreas a través de la matematica
y la ingenieria, como las comunicaciones inaldmbricas y el procesamiento de senales e imégenes.

La condicién de base de Riesz y marco de Fourier puede ser reformulada en términos de sucesiones
de muestreo e interpolacion en el espacio PWq. En efecto, si 2 es un conjunto acotado medible Borel
de R%, un conjunto A C R? se denomina de muestreo para PWq si existen constantes A, B > 0 tales
que

AFIP < DCIFNE < BIFIP,

AEA

para toda f € PWq. Un conjunto I' se dice de interpolacién para PWgq si para toda {CW}%F c 12T
existe f € PWq tal que f(y) = ¢,. Dado que el espacio PWq es un espacio con nicleo reproductor,
la desigualdad anterior nos da una equivalencia entre la condicién de ser A un conjunto de muestreo
y formar la familia de ntcleos reproductores {ky},c, un marco para PWq. Ademds, puesto que ky =
(e)\xg)v, por medio de la transformada de Fourier y la identidad de Plancherel, obtenemos que el
conjunto de exponenciales {ex},c, es un marco de Fourier para L?(2). Por otra parte, un conjunto A
es un conjunto de muestreo e interpolacion si y solo si {ex},c, es una base de Riesz para L?(2). Luego,
mediante estas relaciones podemos estudiar sucesiones de muestreo e interpolaciéon para entender los

marcos y las bases de Riesz de exponenciales.

Intuitivamente, un conjunto de muestreo necesita tener suficiente informacion (en términos de ni-
mero de puntos) para poder reconstruir la funcion muestreada, es decir, cuantos méas puntos tengamos,
més informacion obtendremos. Por otra parte, cada punto en un conjunto de interpolaciéon impone una
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restriccién adicional para encontrar una funcién que interpole. Por lo tanto, serd mejor cuantos menos
puntos tengamos. Esta idea intuitiva se formaliza por medio de las denominadas densidades inferior y
superior de Landau-Beurling [44]:

D™ (A) = lim inf #ANQ(r)) DT (A) = lim sup

r—00 R4 rd T—=00 L cRd

HANQE)

donde @, (z) denota el cubo centrado en x de lado 7. En términos generales, estas densidades comparan,
asintéticamente, la distribucion de puntos de A con respecto al conjunto Z%. En [44] Landau prob6 que
la propiedad de un conjunto A de ser de muestreo o interpolacién esté relacionada con la concentraciéon
de puntos del conjunto respecto a Z%. Méas precisamente, sea € un conjunto de R?,

e Si A es un conjunto de muestreo para PWq entonces D~ (A) > m(2)
e Si A es un conjunto de interpolacion para PWq entonces DT (A) < m(Q).

En otra palabras, si consideramos m(£2) = 1, es necesario que A sea asintéticamente mas denso que Z%
en todo RY para ser un conjunto de muestreo, y por lo tanto la sucesién de exponenciales F(A) ser un
marco. Analogamente, es condiciéon necesaria que un conjunto A esté asintoticamente mas esparcido
que Z4 en todo R? para ser de interpolacién, y por lo tanto la sucesion de exponenciales E(A) ser una
base de Riesz.

En Analisis Armoénico resultan de interés los siguientes problemas:

I) Conocer para que clase de medidas p en R? el espacio L?(p) admite marcos de Fourier

II) Estudiar la existencia de conjuntos de muestreo e interpolacion en espacios de Paley-Wiener en

grupos mas generales que RY.

Se sabe que si una medida p admite un marco de Fourier, entonces debe ser de tipo puro, es decir,
la medida p es discreta, absolutamente continua o singular continua respecto a la medida de Lebesgue
(ver por ejemplo [26], [42]).

Si p es discreta, entonces tiene una cantidad finita de &tomos. Por lo tanto, el analisis se reduce
esencialmente a C?%, donde los marcos de Fourier son sistemas de generadores que consisten de funciones
exponenciales. Luego, una buena caracterizacién de tales marco se obtiene utilizando técnicas de 4lgebra
lineal.

Si p es absolutamente continua, entonces p esté soportada en un conjunto €2 de medida de Lebesgue
finita en R?, y su funcién de densidad es acotada superior e inferiormente en casi todo punto de €
(ver [14], [43]). Ademas, Nitzan, Olevskii y Ulanovskii probaron en 55| que L?(u) admite un marco de
Fourier. Cuando (2 es acotado existen muchas maneras de probar la existencia de marcos de Fourier, y
las demostraciones no son dificiles con las técnicas conocidas hoy en dia. Sin embargo, cuando €2 no es
acotado, la existencia de marcos de Fourier es mucho més compleja, la prueba en [55] utiliza algunos
resultados fuertes de Analisis Funcional tal como la solucién al problema de Kadison-Singer [19].

El dltimo caso, cuando la medida p es singular continua, es mucho menos conocido. Por ejemplo,
no se sabe si para cualquier medida autosimilar p el correspondiente espacio L?(p) admite un marco
de Fourier. En algunos casos se puede probar que existen bases ortonormales de exponenciales (ver
[L1], [12], [15], [16], [34]), pero en otros, como por ejemplo la medida de Cantor ternaria, no se sabe si
admite o no un marco de Fourier.
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Otra posibilidad de expansiones de Fourier es en términos de las denominadas sucesiones efectivas.
Sea {¢n}n>0 una sucesién completa de vectores unitarios en un espacio de Hilbert H. Dado z € H,
definimos de forma inductiva la siguiente sucesion:

ro = (T, %0 ) o,
$n:$n—1+<x_‘rn—la§0n>¢n- (1-2)

Si lim ||z — z,]| = 0 para todo x € H, entonces la sucesién {yp}n>0 se denomina efectiva. La
n—oo -

construcciéon inductiva antes mencionada que define los vectores z, se llama algoritmo de Kaczmarz.
Dicho algoritmo fue introducido en espacios de dimensién finita por Kaczmarz [35], y estudiado en
espacios de Hilbert de dimension infinita por Kwapien y Mycielski en [40] (ver también [27]). Los
vectores x,, obtenidos por el algoritmo de Kaczmarz pueden ser expresados como

n

a:n:z<a:,’yk)g0k, (1.3)

k=0

donde los vectores 7, también se definen de forma recursiva:

Yo = %o
n—1

Yo =n— Y {nsPr) W (1.4)
k=0

El hecho importante es que {¢n}n>0 es efectiva si y solo si {’Yn}nzo es un marco de Parseval. En
general, una sucesion efectiva {¢n, }n>0 es sobredeterminada, y hay diferentes maneras de reconstruir
un vector x. En particular, podria existir méas de un marco de Parseval que satisfaga (1.3). La ventaja
de {yn},>¢ es su definicién recursiva en términos de los .

Respecto al segundo problema, si G es un grupo localmente compacto abeliano y G es su grupo
dual, dado un conjunto de medida de Haar positiva €2 en G, utilizando ahora la transformada de Fourier
para grupos, se define el espacio PWq de la siguiente manera

PWQ:{fELQ(G):fXQc:Oenm—ctp}.

Las definiciones de conjunto de muestreo e interpolacion dadas para R? se extienden sin ningin cambio
a grupos localmente compactos abelianos generales. Como mencionamos al comienzo, las densidades
de Beurling-Landau comparan la distribucién de puntos de A con el conjunto Z?. Considerando esta
relacion, Grochening, Kutyniok y Seip en [24] generalizan la nocion de densidad para grupos compacta-
mente generados. Los teoremas de estructura implican que dichos grupos son isomorfos a R% x T x D,
donde D es un grupo numerable discreto, luego Hy = Z% x {1} x D, donde 1 denota la identidad
de T2, resulta ser el reticulo natural de referencia (ver seccion 6.3.2). Ademas, los autores obtienen
condiciones necesarias para conjuntos estables de muestreo e interpolacién para el espacio de Paley
Wiener PWq, en la misma linea que el clésico resultado de Landau:

e Un conjunto de muestreo A para PWq satisface D~ (A) > mgz(Q)

e Un conjunto de interpolacion A para PW satisface DT (A) < mz(9),

al

donde mg denota la medida de Haar de CA}, y DT, D~ las densidades superior e inferior de Beurling,

respectivamente. Si DT (A) = D~ (A) decimos que el conjunto A tiene densidad uniforme y la denotamos
D(A).
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En [6], A. Beurling prob6 que si Q es un intervalo de la recta real entonces las condiciones de
Landau también son suficientes. Mas precisamente, si A es un conjunto uniformemente discreto de R,
es decir, la distancia entre dos puntos distintos de A es mayor que alguna cantidad positiva, se verifica

e Si D (A) > m(Q) entonces A es un conjunto de muestreo estable para PWq,.
e Si DT(A) < m(Q) entonces A es un conjunto de interpolacién estable para PWg.

Este resultado no es cierto si en lugar de un intervalo se consideran conjuntos mas generales, encontrar
condiciones suficientes para conjuntos de muestreo y de interpolacién es mucho maés dificil dado que
la estructura de € entra en juego. En 2006, Olevskii y Ulanovskii (ver [56], [57]) hallaron conjuntos
A C R con densidad uniforme los cuales son de muestreos estables y de interpolacién estables para
cualquier PWq, tal que |2 < D(A) v |©2] > D(A), respectivamente. Este resultado es relevante ya que
no requiere ninguna suposicion sobre la estructura de 2. A tales conjuntos se los denomina conjuntos
de muestreo estables universales y conjuntos de interpolacién estables universales.

En [51] Matei y Meyer estudiaron la relacién entre cuasi-cristales y los problemas de muestreo e
interpolacion, en particular probaron que los cuasi-cristales simples en R? son conjuntos universales
de muestreo y de interpolacién. Esto dio una manera muy simple de construir tales conjuntos. Desde
entonces los cuasi-cristales han desempenado un papel clave en recientes avances del Andlisis de Fourier
(ver [23] y [45] ).

En [2] la existencia de cuasi-cristales fue estudiada para grupos localmente compactos abelianos.
Como en el caso de R%, se probo que si un grupo admite un cuasi-cristal A entonces es un conjunto de
muestreo universal y de interpolaciéon universal. Sin embargo, no todo grupo admite un cuasi-cristal.
En [2] se prueba que es condicién necesaria y suficiente para que el grupo G = R% x T% x D admita
un cuasi-cristal simple que D no contenga una copia de Zg” para cualquier primo p (Z, denota el
grupo de enteros modulo p). Esto muestra que hay grupos muy sencillos que no admiten cuasi-cristales
simples, como por ejemplo G = RY x Z3.

La tesis se encuentra dividida en dos partes:

e Parte I: Técnicas de espacios modelos en el estudio de desarrollos de Fourier en espacios L2
asociados a medidas singulares

e Parte II: Conjuntos de muestreo y de interpolacién universales en grupos localmente compactos
abelianos

Cada una de ellas trata una las dos ramificaciones mencionadas sobre el problema de desarrollo en
series de Fourier.

A continuacion damos una breve descripcion de los problemas estudiados en cada una de las partes.
Al comienzo de cada una de ellas, se encuentra una descripcion més detallada de los resultados obtenidos
asi como también de los contenidos de cada capitulo.

En [40] (ver también [25]) los autores prueban que si p es una medida de probabilidad singular con
respecto a la medida de Lebesgue sobre el intervalo [0,1), entonces la sucesién de monomios {2"}, <
es efectiva en L?(T, ). Por lo tanto tiene un marco de Parseval asociado por medio del algoritrﬂo
de Kaczmarz. Nuestro principal resultado es caracterizar dicho marco de Parseval. M4as precisamente
probamos que se puede expresar como los valores en el borde del marco de Parseval obtenido por
proyectar los monomios sobre un espacio modelo conveniente.
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Por otra parte, Dutkay y Jorgensen estudiaron en [17] la conexién entre expansiones de Fourier
lacunarias en espacios L? asociados a medidas fractales y subespacios cerrados del espacio de Hardy.
Este hecho los llevé a estudiar matrices positivas en el espacio de Hardy con representaciéon de borde
dada, estudio que fue continuado por Herr et. al. en [28]. En esta direccion, estudiamos y caracterizamos
el conjunto de medidas que reproducen al ntcleo reproductor de un espacio modelo.

Respecto al estudio de sucesiones de muestreo en interpolaciéon universales, como hemos mencio-
nado, no se sabe si grupos simples como R x Z3 los poseen. Luego, es natural preguntarse si estos
grupos admiten conjuntos de muestreo y de interpolacién universales. En la segunda parte de la tesis
se responde afirmativamente esta pregunta para grupos cuyo dual es compactamente generado y tipo
Lie (ver seccion 5.2), es decir, isomorfos a R% x T x 743 x F, donde F es un grupo finito abeliano.

Cuando G no se supone de tipo Lie, dado un entorno U de la identidad de G existe un conjunto
compacto K contenido en U tal que @/K es elemental (ver Teorema 8.1). Luego, en este caso la
condicién de universalidad es un poco méas débil debido al factor compacto por el cual cocientamos.
La universalidad de un conjunto de muestreo A para el espacio PWgq serd para conjuntos €2 tales que
mga(2+U) < D(A), donde U es un entorno de la identidad que contiene al grupo compacto. En el

caso de interpolacion, obtuvimos universalidad para el espacio PWq iy, donde € son conjuntos tales
que mga(Q2) > D(A).



Parte 1

Técnicas de espacios modelos en el estudio
de desarrollos de Fourier en espacios L?
asociados a medidas singulares






Introduccion

Sea {ep }n>0 una sucesién completa de vectores unitarios en un espacio de Hilbert #. Como vimos
en la introduccion general, la sucesion {e, }n>0 se denomina efectiva si dado un vector z en H se verifica

lim ||z — 2,3 =0,
n—oo

donde {zy }n>0 es la sucesion definida por el algoritmo de Kaczmarz:

zo = (7, e€0) eo,
Ty = Tp-1+ (T — Tp-1,€n) €n-
Kwapienl y Mycielski en [40] dan otra expresion para estos vectores:

n

xnzz<$,g/€>€k,

k=0

donde los vectores g, también se definen de forma recursiva:

go = €0
n—1

gn=en— Y {€n k) gr,
k=0

y obtienen (ver también [25]) la siguiente relacion: {e,}, oy es efectiva si y sélo si {gn}, < €s un marco
de Parseval para H.

Ahora, si p es una medida de Borel, dado que estamos interesados en representaciones en series
de Fourier de los elementos de L?(u), consideremos en particular la sucesién {en},en definida por
en(z) = €2 Los autores antes mencionados en el mismo trabajo (ver también [27]) prueban el
siguiente resultado:

Teorema. Sea p una medida de Borel de probabilidad en el intervalo [0,1). La sucesion de exponen-
ciales {e,},~( es efectiva si y sélo si p1 es la medida de Lebesgue normalizada restringida a [0,1), o es
singular con respecto a la medida de Lebesgue.

En consecuencia, dada una medida singular p, la cual puede ser cualquier medida singular de
Cantor, para toda f € L?(u) tenemos la expansién de Fourier:

F= (fgn)e™,
n=0

donde {gn}n>0 es el marco de Parseval asociado antes definido. En general, una sucesion efectiva no
es una sucesiéon de Bessel. Luego, la relevancia de estas expansiones de Fourier radica en el algoritmo
de Kaczmarz que estd detras de ellas y en el marco de Parseval {gy, }n>0-
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Por otra parte, si H? denota el espacio de Hardy, se sabe que la sucesién de monomios {z"}, <
constituye una base ortonormal en el mismo. Entonces, si P, es la proyeccion ortogonal sobre espacio
modelo H(y) := H? © ¢H?, donde ¢ es una funcién interna asociada a p mediante las medidas de
Clark (ver seccion 1.5), {P,(2")},>, €s un marco de Parseval y se satisface

F= (22" =Y ([ Ppz) 2 2" VI € H(p).
n=0 n=0

Luego, dada f* € L?(u), sea f € H(yp) tal que

fH(w) = lim f(2),
Lz—w
donde el limite existe en casi todo punto con respecto a p y a la medida de Lebesgue. Si tomamos
limite no tangencial con respecto a p, dado que los espacios H(p) y L?(u) son isométricos (ver [10]),
obtenemos

= Z <f*’P;ZTL>L2(M) en.
n=0

* M : . © e g -, .
Por lo tanto, {P@z }nzo Y {9n}n>0 satisface la misma condicién respecto a la representacion en serie

de Fourier de los elementos de L?(1).

Con el proposito de estudiar la relacién entre el marco de Parseval {P;fz”}n>0 y el obtenido a
partir del algoritmo de Kaczmarz asociado a la sucesion {2"}, -, probamos que los vectores g, son la
extension al borde de P,z" con respecto a la medida p. La demostracion se basa en mostrar que los
coeficientes en el desarrollo en serie en términos de {2"}, - de ¢ estan relacionados con los coeficiente
en el desarrollo de g,, en términos de {e;};_,. Luego, utilizando esta representacion simplificamos las
pruebas obtenidas por Herr y Weber en [27] respecto a la conexién entre sucesiones efectivas y la
transformada de Cauchy.

Dada f : D — C, definimos la funcién f, sobre T como f,(w) = (rw), con r € (0,1). Si p es una
medida finita positiva de Borel, decimos que f* € L?(u) es una extensiéon de f si se cumple

i L7 = foll o) = 0.

Un resultado clasico de espacios de Hardy es que toda f en H?(D) admite una extensiéon f* sobre T
con respecto a la medida de Lebesgue y dicha extensién se obtiene tomando limite no tangencial.

Dada una medida de probabilidad singular p, Herr et. al. [28], utilizando el algoritmo de Kaczmarz,
construyen nicleos k en el espacio de Hardy H? para los cuales existe una extension k* € L?(u) tal
que

Bz w) = /T K (w,€) B (2, &) du(€),

para z,w € D, es decir, los nicleos k se reproducen a si mismos con respecto a pu. Mas tarde, en [29]
plantean el problema inverso, es decir, dado un ntcleo en H? determinar cuales son las medidas respecto
a las cuales existe una representacion en el borde. Siguiendo esta linea de trabajo, otro de los objetivos
de la primera parte de la tesis es estudiar el conjunto de tales medidas para un nicleo contenido en un
espacio modelo. En particular, si el nticleo es el nucleo reproductor de un subespacio modelo, probamos
que dichas medidas coinciden con el conjunto de medidas p para las cuales el subespacio modelo puede
ser isométricamente incluido en L?(T, 1), el cual fue definido por Aleksandrov en [3]. Utilizando esta
identificacion obtuvimos que todas las medidas de Clark asociadas a la funcién interna que determina



el espacio modelo pertenecen al conjunto y generalizamos algunos resultados obtenidos en [28]. La
mayor dificultad en la prueba son las distintas nociones consideradas para la extensién de los niicleos
sobre T. Por un lado se consideran limites en L?(u) de las restricciones radiales f. y por el otro la
isometria mencionada es con respecto al limite no tangencial. Para obtener el resultado, basados en
la idea usada por Poltoratski en [58] para medidas de Clark, probamos que la isometria definida a
partir del limite no tangencial es también la extensiéon sobre T cuando se considera el limite en L? de
las restricciones radiales. Por otra parte, usando una caracterizacion dada por Aleksandrov (ver [3])
del conjunto de medidas p para las cuales el espacio modelo es isométrico a L?(u) basta probar la
existencia de la extension de los niicleos reproductores sobre T en u casi todo punto.

Retomando las sucesiones efectivas, en [25] se da una expresion para los vectores x,, del algoritmo
de Kaczmarz en término de proyecciones. En efecto, si {e,},,~, es una sucesion de vectores unitarios

linealmente densa en H y P, denota la proyeccion ortogonal sobre el espacio (e >L entonces
Ty = Tp—1+ (I - Pn)(m - xn—l)y

por lo tanto x — x, = P, --- Pyx. Luego, la efectividad de la sucesion {e,} es equivalente a la con-
vergencia SOT a cero de los operadores P, --- Fy. Utilizando esta caracterizacién probamos que, al
igual que sucede con las sucesiones periddicas, las sucesiones casi peridédicas también son efectivas en
espacios de dimensién finita.

Esta primera parte de la tesis esté organizada de la siguiente manera: en el capitulo 1 se encuentran
algunas definiciones y propiedades béasicas que necesitaremos a lo largo del trabajo. En particular, en la
seccion 1.1 se encuentran el Teorema de Fatou sobre la existencia del limite no tangencial y el Teorema
de Herglotz, el cual es la principal herramienta para definir las medidas de Clark en la seccion 1.5. Por
otra parte, en la seccién 1.3 se encuentra la definicién de los espacios de Hardy tanto en D como en T
v la relacién que hay entre ellos.

En el capitulo 2 se define el método de Kaczmarz y se prueba la convergencia del mismo inde-
pendientemente del punto inicial. Ademas, damos un resultado sobre la velocidad de convergencia del
algoritmo establecido por de Smith, Solmon y Wagner [3]. Si bien los resultados de esta seccion son
clasicos, se dan con detalle las demostraciones.

Fl capitulo 3 contiene uno de los principales resultados del trabajo: la caracterizaciéon del marco de
Parseval asociado a la sucesion efectiva de monomios. Con esta caracterizacién probamos de manera
més simple resultados obtenidos en [27]. Por otra parte, utilizando medidas de Clark, obtenemos otra
prueba de un resultado de Kwapien y Mycielski en [40] sobre sucesiones estacionarias. Finalizamos el
capitulo probando la efectividad de las sucesiones casi periddicas en espacios de dimensién finita.

El capitulo 4 corresponde al estudio del conjunto de medidas positivas que reproducen a un nicleo
dado contenido en un espacio modelo. En particular contiene otro resultado primordial de la tesis, la
caracterizacion de dicho conjunto cuando se considera el nicleo reproductor de un subespacio modelo.
Luego, a partir de la misma, obtenemos algunas consecuencia relacionadas a las medidas de Clark.






Capitulo 1

Preliminares

A lo largo del trabajo denotaremos D y T al disco y a la circunferencia unidad en el plano complejo
respectivamente, M(T) al espacio de Banach de las medidas finitas y complejas de Borel sobre T,
dotado con la norma de variacién acotada y m a la medida normalizada de Lebesgue sobre T. En el
presente capitulo se encuentran conocidos resultados sobre funciones analiticas que necesitaremos en
la primera parte del trabajo. Vamos a comenzar viendo la relaciéon entre la integral de Poisson con
respecto a una medida sobre T y las funciones armonicas. Luego, recordaremos el Teorema de Fatou
sobre la extension a T de una funcion holomorfa definida en D). La relaciéon antes mencionada sera
fundamental en la seccién 1.5 para poder definir las medidas de Clark, una de nuestras principales
herramientas. Por otra parte, en la seccién 1.2 recordaremos la nocién de espacios de Hilbert con
nicleo reproductor, mientras que en las secciones 1.3 y 1.4 estudiaremos el caso particular del espacio
de Hardy H? y los subespacios modelo. Por tiltimo, en la secciéon 1.6 recordamos nociones basicas sobre
marcos que utilizaremos tanto en la primera como en la segunda parte del trabajo.

1.1. Integral de Poisson y funciones armdnicas

En la presente seccién se encuentran algunos resultados sobre integrales de Poisson y comporta-
miento sobre T de funciones holomorfas que seran necesarios en la primera parte del trabajo. Dado que
son resultados preliminares no se dan en profundidad, para més detalle se puede consultar el capitulo
11 de [62] y el capitulo 1 de [8].

Sea w una funcién continua en . Si w es armoénica en D), es decir, si

0*u  0%u

Au=—+—-——5=0

Y= 922 + Oy?

entonces u(z) tiene la propiedad de la media
1] it
u(0) = o u(e”)dt = | u(w)dm(w).

s

-7 T

Si zp € D, existe una representacion similar para u(zp) obtenida por medio de un cambio de variables

usando la transformacién de Mobius
20 — %

SOZO(Z) = 1 _Z—OZ'

7
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En efecto, usando que u o ¢, es otra funcién arménica y haciendo un cambio de variables obtenemos

que:
- 1
u(zo) = ulpay(0)) = 5 [ ulpny(e™) de
RN S
Py (e )|€Zt ol dt. (1.1)
La funcion Py, : [0,27] — R dada por
1 —|zf?
P (t) = |€it — Zo|2

se denomina nicleo de Poisson y admite distintas férmulas:

P, () = Re <€z:t + ZO) (1.2)

et — 2o

1—r2
_ 1.3
1 —2rcos(t —tg) + 12 (1.3)

= 3 hrleini—to), (1.4)

neL

donde estamos asumiendo que zg = re'’0. Estas férmulas permiten deducir facilmente las siguientes
caracterfsticas del ntcleo de Poisson:

1. P, (t) > 0.

1 s
2., — P, =1.
o / J(0) dt

3. Si suponemos que tg = 0, i.e., que zg = r entonces:

i') Pr(t) = Pr(_t);
i) P(t) < Pr(8)si0<d <|t| <

iii.) lim P,.(6) =0si § € (0,7].
r—1
Usando el ntcleo de Poisson se pueden construir funciones arménicas del siguiente modo:

Lema 1.1. Dada p € M(T), la funcién

F(:) = 5 [ Pa) dufo)

T

es armonica en D.

Demostracion. Usando el teorema de convergencia dominada, no es dificil ver que

G(z) = - / Ot uw)

o w—2z
T

es holomorfa en D. El resultado queda demostrado al observar que F(z) = Re G(z). |
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Notacion 1.2. De aqui en més, usaremos la siguiente notacion: si p € M(T) entonces

PUG) = 5 [Re(252) dute) = 5 [ Pt dute,
T

w—Zz
T

Si f € LY(T), entonces P[f](z) := P[fdw](z). A

Una pregunta que surge al saber construir funciones armoénicas, conocida como problema de Diri-
chlet, es si podemos construir una funcién armoénica en D, continua en D y cuyos valores en T estén
prefijados. El lema anterior nos da la clave de como resolver este problema:

Teorema 1.3. Sea f € C(T) y Hy : D — C definida por

) f(2) si|z] =1
Hy(z) = {P[f](z) sifz] <1

Entonces Hy es armoénica en D y continua en D.

La pregunta que surge naturalmente ahora es qué ocurre si relajamos las hipétesis sobre la fun-
cion f definida en T. Veamos algunos resultados en esta direccién. Para simplificar los enunciados
introduciremos la siguiente notacién:

Notacion 1.4. Si u: DD — C, entonces u, : T — C es la funcién definida por

u, () = u(re').

Hecha esta aclaracion, pasemos a los resultados.

Proposicion 1.5. Si 1 <p <oo, f € LP(T) y u = P[f] entonces

[l < 171

Corolario 1.6. Si 1 <p < oo, f € LP(T) y u = P[f] entonces
ttm |1 — urllp = 0.
r—1-

La Proposicion 1.5 nos dice que si u = P[f] para cierta f € LP(T), entonces las funciones u, estan
en LP(T) y sus normas estan uniformemente acotadas. El siguiente teorema es una posible reciproca
de este resultado:

Teorema 1.7. Sea p > 1y u:D — C una funcién armoénica tal que

sup |uy |, < oo.
re(0,1)

Entonces existe f € LP(T) tal que u = P[f].
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Demostracion. Para cada n € N consideremos las funciones uy, (e) = u(rype™), donde {ry}, oy C (0,1)
es una sucesién que converge a 1. Por hip6tesis, las funciones u,, estdn acotadas sobre T por lo tanto
existe una bola B C LP(T) que las contiene. Por el Teorema de Banach-Alaoglu, existe una subsucesion
{tuny, } ey w*-convergente a una funcion f € LP(T). Luego, si q es el exponente conjugado de p, para
toda g € LY(T)

.1 [ ity ity g L / ity (it
tim o (e ge =5 [ et g(et)dr

En particular, fijando 2y € D, si tomamos g = P, se obtiene que

™

1 . )
u(zo) = lim u(rnkz()) = lim _— /Urnk (elt) on(elt) dt

k—o0 k—oo 27

1 r i i
:%/f(e B P,y (") dt

= P[f1(20)-

El siguiente teorema nos da un resultado analogo para el caso p = 1.
Teorema 1.8. Dada v : D — C armoénica, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

L. sup |u.|l1 < oo.
re(0,1)

2. Existe p € M(T) tal que u = P[ul.
En tal caso, la medida p es tnica.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de este resultado y el teorema de Hahn-Banach:
Corolario 1.9. La familia de funciones P,, con z € D, es densa en C(T).

Luego, llegamos al siguiente resultado:

Teorema 1.10 (Herglotz). Dada una funcion armonica v : D — [0, +00), existe una tnica medida
€ M(T) también positiva tal que u = P[u].

Demostracidon. Sila funcién armoénica u es positiva, entonces automaticamente se satisface la condicién

sup ||ur|l1 < oo,
re(0,1)

puesto que
™
1 4
Jurls = 5 [ utre®)de = u(0).
—T

Luego, por el Teorema 1.8 tenemos la existencia de la medida. La positividad de p es heredada de la
positividad de las medidas u, = u,dw. [ |
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1.1.1. Teorema de Fatou sobre convergencia no tangencial
Si f € C(T) y u = P[f] entonces vimos que para todo w € T
lim u(z) = f(w).

Z—w
Cuando f no es continua, este limite puede carecer de sentido para todo w € T, por lo cual es necesario
introducir un concepto mas débil de limite. Para ello, consideraremos las regiones definidas para cada
r € (0,1) por:
Iy (w) = cc (Dy(0) U{w}), (1.5)

donde cc denota la capsula convexa del conjunto en cuestion, o equivalentemente, el menor convexo que
contiene al conjunto en cuestion (ver figura 1.1). Al conjunto I';(w) se lo denomina region de Stoltz.

Figura 1.1: Region I',(w)

Definicion 1.11. Dada f : D — C, se dice que posee un limite no tangencial \ en w € T si para
toda sucesion {zp }nen que converge a w y estd contenida en I'y(w), con r € (0,1), se cumple que

lim f(z,) = A\

n—oo
En tal caso, lo notaremos
lim f(z) = A

L z—w

Teorema 1.12 (Fatou [19]). Si f es una funcién holomorfa en D y acotada entonces f tiene un limite
no tangencial (finito) en cada w € T excepto posiblemente para un conjunto de medida de Lebesgue
cero.

Para funciones holomorfas acotadas, la existencia del limite radial es suficiente para determinar la
existencia del limite no tangencial como lo demuestra el siguiente Teorema de Lindeldf.

Teorema 1.13 (Lindeldf [46]). Si f es una funcién holomorfa en D y acotada tal que f(z) tiende a A
cuando z tiende a w a lo largo de algin arco v C D que termina en w, entonces

lim f(z) = A

L z—w

Definicion 1.14. Dada una funcidén holomorfa f : 1D — D, definimos su extension f* sobre T como:

fH(w) = lm f(rw),

r—1-

cuando el limite existe. Consideramos f*(w) = 0 si el limite no eziste.
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Notacion 1.15. A lo largo de este trabajo denotaremos f(w) en lugar de f*(w) al limite radial de f
enw € T.

Antes de pasar al segundo resultado de Fatou, recordemos que dada p € M(T) y un punto wg € T
la derivada de p en wq se define como

-1 p(wo - Le)
D =lim ———=%
H(WO) 61—r>r(l) s m(wo . Ig)’

donde I. = {e® : t € (—¢,¢)}.
Asimismo, recordemos que (ver secciéon 11.19 de [62]):
e Sidu = fdm entonces Du(w) = f(w) para m-casi todo w € T;

e Siulmy p >0 entonces Du(w) = oo para p-casi todo w € T.

Teorema 1.16 (Fatou). Sea p € M(T) y w € T tal que la derivada Du(w) existe y es finita, entonces

lim Ply)() = Dp(w).

/L z—w

Si la medida p solo toma valores reales entonces, siempre que Dyu(w) exista (sea finita o infinita),

lim Plu|(rw) = Du(w).

r—1-

Corolario 1.17. Si f € LP(T) y 1 < p < oo entonces

lim P[f](z) = f(w)

/L z—w

para casi todo w € T.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema de Fatou dado que D(fdm)(w) = f(w) para
todo punto de Lebesgue w de f. [ ]

A partir del Teorema de Fatou obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.18. Si p € M(T), v = Plu] y p = p*dm + o es su descomposicion de Lebesgue
respecto a m entonces:

1. lim u(rw) = p*(w) para m-casi todo w € T;
r—1-

2. Si p >0, entonces lim u(rw) = oo para o-casi todo w € T;
r—1-

3. Si p, = u,dm entonces ji, ——s fu.
r—1-

Demostracion. Los items (1) y (2) son consecuencia inmediata del Teorema de Fatou y del parrafo
previo a dicho teorema. Para demostrar (3), primero lo testeamos en P,, para z € D,

lim 1/Pz(w)d,ur(w) = lim u(rz) =u(z) = ;T/Pz(w) dp(w).

r—1- 27 r—1-

El resultado se sigue de la densidad de {P.} ., en C(T) y por estar las medidas p, uniformemente
acotadas. [
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El siguiente teorema fue demostrado por los hermanos Frigyes Riesz y Marcel Riesz en 1917. En
[35] se encuentra la demostracion original y una prueba moderna dada por Helson y Lowdenslager en
1958 utilizando técnicas de espacios de Hilbert.

Teorema 1.19 (F. y M. Riesz). Sea € M(T) tal que

/T W™ dp(w) = 0,

para todo n > 1. Entonces u << m.

1.2. Espacios de Hilbert con nitcleo reproductor

Casos particulares de espacio de Hilbert con ntcleo reproductor estaran presentes a lo largo de
todo el trabajo. En la primera parte consideraremos el espacio de Hardy H? y subespacios modelo.
Mientras que en la segunda estaremos interesados en el espacio de Paley Wiener PWgq, donde 2 es un
conjunto compacto.

Definicion 1.20. Sea H un espacio de Hilbert funcional sobre un espacio X. Si para cada A € X el
funcional evaluacion ex(f) = f(A\) es continuo, entonces existe ky € H tal que

FO) = (fikx)

para toda f € H. El vector ky se denomina nicleo reproductor en A\, su nombre se debe a que
reproduce el valor de la funcion en \. El vector ky € H es una funcion sobre X y estd dada por

k/\(n) = <k)\a kﬁ> .

Escribimos
k(n, A) == ka(n) = (kx, ky)

y la llamaremos funcion nicleo de H.

Observacion 1.21. Si H es un espacio de funciones holomorfas entonces k(-,-) es holomorfa en la
primera variable y holomorfa conjugada en la segunda. A

Proposiciéon 1.22. Sean H un espacio de Hilbert funcional sobre & y {e;},.; una base ortonormal
de H. Entonces

k(n,A) =Y ei(n) ei(V).

el
Demostracion. Por la identidad de Parseval tenemos que
R, A) = (ka kg ) =D (kases) (eiky) =D ei(N) ei(n).
icl icl

Los espacios de Hilbert con niicleo reproductor estan relacionados con las matrices positivas. Antes
de enunciar el Teorema de Moore-Aronszajn que establece dicha relacion recordemos la definicién de
matriz positiva.
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Definicion 1.23. Una matriz positiva sobre un dominio X es una funcion k : X x X — C tal que
para toda sucesion finita {A1,---, A} de puntos distintos de X la matriz (k(Ai, Aj)), ; es semidefinida
positiva. Es decir, si para cualquier vector (&1,...&,) € C" se cumple que

> k(X A& > 0.
ij=1

Proposicion 1.24. El nicleo reproductor k) de un espacio de Hilbert H de funciones sobre un conjunto
X es una matriz definida positiva.

Demostracion. Sean k), nucleos reproductores del espacio de Hilbert H, con Aq,..., A, € X. Si
(&1,...&n) € C™ entonces

2
0< Zk,\jﬁj = <Zk/\j§j72k/\i§i>
j=1 Jj=1 =1

= (kb ) &&= D kO \)é&

ij=1 ij=1

En el capftulo 4 utilizaremos el siguiente resultado aplicado a D.

Teorema 1.25 (Moore.Aronszajn [5]). A toda matriz positiva k,(w) sobre un dominio E le corresponde

una y s6lo una clase de funciones sobre E con una forma cuadratica univocamente determinada,

formando un espacio de Hilbert y admitiendo a k,(w) como un nicleo reproductor. Esta clase de
n

funciones esta generada por todas las funciones de la forma ijkzj(w) con norma dada por
j=1

2
Zgjkzj- (w) = Z kzj (Zl)gfﬂ
j=1

ij=1

1.3. Los espacios de Hardy

En la presente seccion daremos una breve introduccion de los espacios de Hardy HP(D) y HP(T).
Estos espacios tienen propiedades interesantes en relacién a los valores de borde y a representaciones
tipo Cauchy en términos de medidas sobre T. Los resultados sobre espacios de Hardy enunciados en
esta seccion se pueden encontrar en 8], [9], [53], [54], [62] y [64]-

1.3.1. Espacios de Hardy H?(D)

Comencemos con la siguiente definicion.

Definiciéon 1.26. Sea f : D — C una funcion medible. Para p € [1,00) yr € (0,1) definimos la media
de orden p en el radio r como:

1/p

M) = | o / fee)|"an|
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y para p = oo definimos

Moo(fa T) = Sup
oe[—m,m)

f(rew)} .
Definiciéon 1.27. Para 1 < p < o0, el espacio de Hardy HP (D) estd definido como
H(®) = {1 € HO): 1], = sup () < o0}

Observacion 1.28. Si0<p<g<ooy f € H?D) entonces

11/p q/p 14

My(fr) = |5 / rret[an| = |5 / 1o as

1/q

- / ee®)|'a0| = ay(£m),

IN

donde la dltima desigualdad se obtiene por la desigualdad de Jensen aplicada a la funcion g(t) = ik
la cual es convexa por ser p < ¢q. Ademaés, si f € H>(D) entonces

1/q

il 1/q s
M, (f,r) = ;ﬂ/’f(reie)’qdﬁ < ;T/Mgo(f,r)de — Moo(f, 7).
Por lo tanto, H>*(D) C HY(D) c HP(D). A

Teorema 1.29. Si f es una funcién holomorfa sobre D y p > 1 entonces las funciones My (f,r) son
monotonas crecientes en r € [0, 1).

Corolario 1.30. Si f es una funcién holomorfa sobre D entonces
= lim M, = 1Ii ,
171, = m My(fr) = i (ol oy

donde f.(z) = f(rz).

Teorema 1.31. Si 1 < p < oo, el espacio HP(D) es un espacio de Banach.

1.3.2. Espacios de Hardy H”(T)

A lo largo de la presente seccion introducimos los espacios de Hardy HP(T) y recordaremos su
relacién con los espacios de Hardy del disco dados anteriormente. Comencemos con la definiciéon de los
espacios HP(T).

Definicion 1.32. Dado 1 < p < oo, definimos el espacio HP(T) como

1 T ) )
HP(T) =< f € LP(T) : 5 / fle™ye ™dt =0 si n<0
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Si F es una funcion integrable denotaremos F'(n) a su n-ésimo coeficiente de Fourier, es decir,

™

/ F(e) et

—T

~ 1

El siguiente Teorema establece que si una funcion f en HP(D) es la integral de Poisson de una
funcion F en LP(T), para p > 1, entonces sus coeficiente de Fourier coinciden. Ademaés, si los coeficientes
de Fourier correspondientes a indices negativos son cero, la aplicacion F' — f es una isometria.

Teorema 1.33. Sea F' € LP(T), para 1 < p < oo tal que ﬁ(n) = 0 para todo n < 0. Si f es la integral
de Poisson de F' entonces

1. La funcion f es holomorfa y para todo n > 0 se cumple f(n) = ﬁ(n)
2. La funcion £ € H/D) v |1, = |l ucry

3. 8i 1 <p<ooentonces lim |[|f, — Fp(r) = 0.
r—1-

4. Si p = oo entonces f, tiende a F' débil* en L>°(T).
La reciproca del Teorema 1.33 también es vélida.

Teorema 1.34. Sea f € HP(D) para 1 < p < oo. Si

F(e"?):= lim f(z)

/z—setf
entonces F' pertenece a LP(T), ﬁ(n) = 0 para todo entero negativo n y la integral de Poisson de F' es
I
1.3.3. El espacio de Hardy H?*(D)

El espacio H%(D) tiene particular importancia por ser un espacio de Hilbert. En la presente seccion
sblo desarrollaremos las propiedades del mismo necesarias a lo largo del trabajo. El primer resultado
que veremos establece que se puede expresar la norma en términos de la serie de potencias de los
coeficientes del desarrollo en serie de la funcién.

Teorema 1.35. Sea f una funcién holomorfa de la forma

F(z) =" Fn)=".
n=0

1/2
X~ 2
Entonces Ms(f,r) (Z ‘f(n)‘ > . Luego, f pertenece a H?(DD) si y solo si
n=0

2
‘<oo.

3 Fm)
n=0

Corolario 1.36. La norma de H?(ID) se puede expresar como:

o 1/2
Hf\|2=<z\f<n>\) .
n=0
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Observacion 1.37. Si b € H*®(D) tenemos que ||b||, = sup |b(z)|. Dado que si 0 < g < f entonces
zeD

J g <[ f,secumple que
1/2

V[T ol
Moo,y = o | [ fpere)[ a0 ) <l

para todo r € (0,1), por lo tanto b € H2(D) y [|bl5 < ||| - A

A partir de esta definicion se obtienen algunas propiedades de H?(DD). El siguiente resultado muestra
que las funciones en H?(D) no pueden crecer demasiado rapido.

Lema 1.38. Sean f € H?(D) y n > 1. Si f tiene un cero de orden mayor o igual que n en el origen
entonces, para cada z € D

2"

LA < Il
, V2(n+1)z""
2. |F(2)| <INl (1— |32

Como consecuencia de este lema, vemos que H?(ID) es un espacio con ntcleo reproductor. Dado que
los monomios forma una base ortonormal, se tiene que:

Proposicién 1.39. En el espacio H?(D) el nucleo reproductor es el denominado ntcleo de Szego, el
cual en w viene dado por la siguiente expresiéon

1
1— 20

ky(z) =

Demostracion. Consideremos la base ortonormal {z"}, . de H?(D). Entonces, por la identidad de
Parseval, tenemos que

Ful®) = (k) = 3 (b ) TR 27 = S = 3 (0)" = - _1Zw.

neN neN neN

1.4. Subespacios modelo

Antes de introducir los espacios modelo recordemos que una funcion ¢ € H* la cual satisface
lp(w)] =1, en casi todo w de T, se denomina funcién interna o simplemente interna. No es dificil
probar que el médulo de una funcién interna, como un elemento de H?(ID), est4 acotado por uno.

Definicién 1.40. Dadas dos funciones internas 1 y 2, decimos que @1 divide a o si o /1 € H?.
Equivalentemente, @1 divide a @ si o1 H? contiene al subespacio poH?.

La siguiente propiedad sobre funciones internas nos seré de utilidad en el capitulo 4.

Proposicion 1.41. Si ¢ y v son funciones internas entonces ¢ o v también lo es.
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Demostracion. Dado que la composicion de funciones analiticas es analitica y ¢ es acotada, tenemos
que @ o1 € H*. Luego, por el Teorema de Fatou 1.12 existen subconjuntos de medida total F; C T,
con j = 1,2,3, tales que ¢ o ¥,1 v ¢ tiene limite no tangencial en todo punto de Fy,Fy y F3,
respectivamente. Si definimos Fy = ¢_1(F§) y consideramos el conjunto F' = F} U F§ U F entonces

m(F) =m (F{ U F5 U Fy) <m(F7) +m(F3) + m(Fy) =0,

donde la tltima igualdad se obtiene por ser m(FY) = m(FS) = 0y m(Fy) = m(y~1(F5)) = 0 por el
resultado de Riesz 1.43. Luego, si F = F€ tenemos que m(FE) = 1. Ahora, dado w € F fijo, sea R
la recta que une el origen y w. Si definimos L = 9 (R) entonces L es un arco en D con punto final
Y*(w) € T. Cuando ¥(z) se mueve a lo largo de L hacia ¢*(w) tenemos que ¢(1(z)) se aproxima a
algin valor A, es decir,

lim p(¢(rw)) = A.

r—1-
Luego, por el Teorema de Lindelof 1.13, ¢(¢(2)) converge radialmente a A:
lim @(ry*(w)) = A.

r—1-

Pero, dado que
m o(r¢*(w)) = ¢ (" (w)) = (¢* o *)(w),

r—1-

concluimos que

I (¢ o y)(rw) = (¢" 0 ¢™)(w) € T,

r—1—

para todo w € F.

Sea S el operador Shift sobre el espacio de Hardy H?(ID), es decir, el operador definido por:
S(f)(z) = 2f(2),

para f € H?(D). Su definicién en H?(T) esta dada a través del isomorfismo antes mencionado. Uno de
los resultados mas resonantes en la teoria de espacios de Hardy es el Teorema de Beurling, el cual da
una descripcién precisa de los subespacios invariantes de S.

Teorema 1.42 (Beurling). Si £ es un subespacio de H? no trivial e invariante para el Shift, entonces
existe una funcion interna ¢ tal que £ = @H?. Reciprocamente, si ¢ es una funcién interna entonces
©H? es un subespacio de H? invariante por S.

Como corolario del Teorema de Beurling tenemos el siguiente resultado:
Teorema 1.43 (F. y M. Riesz). Si f € H? es una funcién no nula entonces
m ({e" €T: f(e")=0}) =0.
Demostracion. Sea E = {e" € T : f(e") =0} y consideremos el conjunto
ﬁz{gGHQ:g(eit):O VeiteE}.

El subespacio L es cerrado e invariante para el Shift. Ademas, f € £ por lo tanto es un subespacio no
trivial. Luego, por el Teorema de Beurling 1.42 existe una funcién interna ¢ tal que £ = pH?. Dado
que 1 € H? tenemos que ¢ € L, lo cual implica que E C {e” € T : p(e') = 0}. Puesto que |p(e')| =1
en casi todo punto de T, obtenemos el resultado. |
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El operador adjunto de S sobre el espacio H? est4 definido como

/(z) = (0)

z

(S*1)(2) =
Por dualidad, es facil ver que para todo subespacio £ C H?,
SLC L S* Lt Lt

Luego, por el Teorema de Beurling todo subespacio S*-invariante de H? es de la forma (@H?)*, para
alguna funcién interna ¢.

Definicion 1.44. Al subespacio (pH?)* se lo denomina espacio modelo y lo denotaremos H(y).

Como subespacio de H?(ID), el espacio modelo también es un espacio de Hilbert con ntcleo re-
productor. Usando que la proyeccion ortogonal P, del espacio de Hardy H 2 al espacio modelo esta
definida por

Pof = f—oP(@f), (1.6)
donde P : L?(T,m) — H? es la proyecciéon de Riesz

PN = [ 2 dme)

se puede obtener la expresién dada en la siguiente proposicién para los nucleos.

Proposicién 1.45. Los ntcleos reproductores kZ del espacio modelo H(¢) son de la forma

ke (w) = L AW

con z,w € D.
El siguiente teorema nos proporciona un subespacio denso de H (i), que sera de gran utilidad en el

trabajo, en particular en el capitulo 4. Para mas detalle y prueba de este resultado se puede consultar
la seccion 8.5 de [§].

Teorema 1.46. Sea A el adlgebra del disco, es decir, el espacio de las funciones continuas sobre I las
cuales son analiticas en ID. Si ¢ es una funcién interna entonces

Alp) := ANH(p) (1.7)

es un subconjunto denso de H(y).

1.5. Medidas de Clark

En la presente seccién recordaremos algunas propiedades de cierta familia de medidas positivas
sobre T. Dichas medidas estan construidas a partir de una funcién holomorfa dada ¢ del disco unitario
en si mismo y deben su nombre a D.N. Clark, quien en [10] las introdujo en su estudio de medidas
espectrales de la extension unitaria de la restriccion del operador Shift sobre subespacios modelo (ver
[8], [63], [64]). La familia de medidas de Clark se utilizan fuertemente en los capitulos 3 y 4, siendo
parte de los principales resultados de la primera parte de la tesis.
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Sea ¢ : D — D una funcién holomorfa, la cual no es constante. Para cada « € T se tiene que

ot o)\ o ((ate)E- @) _ 1-leE)P
I“(aﬂa>‘R‘( o — p(2)P >__aﬂdPZQ

Luego, por el Teorema de Herglotz 1.10, existe una tinica medida positiva u, definida en los borelianos

de T tal que
a+ ¢(2) / /1—IZ!2
Re| ———= ) = | Py(w)dug(w) = | — dpa(w). 1.8
(212 = [ Pdnate) = [ o) (18)
T T
Observacion 1.47. La medida p, absorbe la constante % de la integral de Poissomn. A

Definicion 1.48. Dada una funcion holomorfa ¢ : D — D que no es constante, a las medidas pq, con
a €T, las denominaremos medidas de Clark.

Dado que

a—p(z) w—2z

GL(z):e w+zaw,
I{< 4 ) R J’ dpta(w)

sus respectivas partes imaginarias son armoénicas conjugadas de la misma funcién y por lo tanto difieren
en una constante. De este hecho se obtiene la férmula de representacion de Herglotz:

at+p(z)  [wtz W)+ 4 Im a+ (0)
g [ i (515 (19)

En la siguiente proposicién recolectamos algunas propiedades elementales de las medidas de Clark.
La prueba se obtiene a partir de la definicién.

Proposiciéon 1.49.

1. Si p € M(T) es una medida positiva y a € T, entonces . = o para alguna funcion holomorfa
p:D— D.

2. Si g = 04 + pddm es la descomposiciéon de Lebesgue de la medida de Clark u,, entonces

“lo(w)|2 )
pig(w) = % st p(w)] < 1

1— |p(0)]?
3. H,uoz”:’a_‘i((o))ng'

Observacion 1.50. Dado que los soportes de las funciones u? y (1 — |¢]) difieren en un conjunto
de medida de Lebesgue cero, para cualesquiera o, 8 € T, las medidas pidm y /ﬂﬁdm son mutuamente
absolutamente continuas. Ademas, si ¢ es una funcién interna, cada medida i, es singular con respecto
a la medida de Lebesgue. Més ain,

o (T\{weT: leigw p(z) =a}) =0.
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Fl item tres de la proposicién anterior implica directamente el siguiente corolario:

Corolario 1.51. Las medidas p, estan uniformemente acotadas. Mas atn, si ¢(0) = 0 entonces son
todas medidas de probabilidad.

Notacién 1.52. Dada una medida p denotaremos ¢, a la funcién interna cuya medida de Clark para
a = 1 es p. Por otro lado, dada una funcién interna ¢ notaremos g, con o € T, a las medidas de Clark
asociadas a ¢. Sin embargo, obviaremos los subindices y supraindices cuando el contexto no genere
ambigiiedad.

El siguiente resultado sobre las medidas de Clark asociadas a la composicién de dos funciones
internas seré utilizado en el capitulo 4.

Proposicion 1.53. Sea ¥ = ¢y o donde ¢ y ¢ son funciones internas. La familia de medidas de Clark
{,ug}aeﬂ, estd dada por

o = / dp dpll ().

T

Demostracion. Sea 9 = 1 o o, donde ¢ y ¢ son funciones internas. Si u?, ug, ph, con o € T denotan

las medidas de Clark de ¥, % y ¢, respectivamente, entonces

L— 2 L— ()P _ 1-[dowp(z)
3 dﬂa(w) 2
jw = 2| oo — ()| \a—wowz)\
1= 1[92 / —le(x)* b (8)
ra—zmo B=w(z) ¢
1-
— [ [ duse)dut o
lw —
T T
Por lo tanto,
[P@dute) = [ [ P i) duis),
T T T
Dado que la familia {P.},p es densa en C(T) se obtiene el resultado. [

Como se mencion6 al comienzo de la seccién, las medidas con las cuales estamos trabajando fueron
introducidas por Clark como medidas espectrales. Clark probd que si p, es una medida de Clark
asociada a una funcién holomorfa ¢ entonces el operador V, definido sobre L?(T, u,) como

V) (2) = (1= 36(2) [ 2L (e (110

es un isomorfismo isométrico de L%(T, us) en el espacio modelo H(y). El operador inverso de V,, fue
caracterizado por Poltoratskii en [58]. Mas precisamente, demostro el siguiente teorema, el cual es muy
importante para los resultados desarrollados en los capitulos 3 y 4.
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Teorema 1.54 (Poltoratskii). Sean v € Ty f € H(yp). Entonces, para u,-casi todo w € T existe el
limite no tangencial

lim f(z).

Lz—w

Més atn, si f* denota el elemento de L?(T, o) definido por este limite entonces

[ f ey = I f 12 = 1 22T p1a)s
y Va(f*) =f.

1.6. Marcos

En la presente secciéon introduciremos definiciones y resultados en espacios de Hilbert abstractos,
los cuales seran utilizados a lo largo del trabajo en espacios de Hilbert especificos. Para més detalle
consultar [7]. La nocién de marco se utilizara en la primera parte del trabajo al estudiar sucesiones
efectivas, mientras que, junto con sucesiones y bases de Riesz, reaparecerd en la segunda parte al
analizar la existencia de conjuntos de muestreo e interpolacién universales.

Definiciéon 1.55. Una sucesion de vectores {fn}tnen en un espacio de Hilbert separable H se dice
sucesion de Bessel en H si existe B > 0 tal que para todo f € H

ST A P < BIFI

neN

Ejemplo 1.56. Todo sistema ortonormal es una sucesién de Bessel. A

Dada una sucesién de Bessel, se puede definir un operador T* : H — ¢2(N) del siguiente modo

T*(f) = {<fv fn>}n€N-

Notemos que resulta un operador acotado tal que ||T*|| < v/B. Este operador se denomina operador
de anAlisis. Su adjunto T : £?(N) — H definido por

T({ead) = 3 en fn
neN

se denomina operador de sintesis. Notemos que como T es acotado, si los coeficientes ¢, cambian
poco (en el sentido £?) entonces la imagen por T también cambia poco.

Definicién 1.57. Una sucesion {fn}nen en H se dice base de Riesz si es de la forma f, = Aby,,
donde {b,},cn s una base ortonormal de H y A es un operador acotado inversible de H en si mismo.

Definicion 1.58. Una sucesion {fy}nen en H se dice sucesion de Riesz si existen constantes posi-
tivas A y B tales que para toda sucesion {c,} € £2(I) se cumple que

2
Az‘cnﬁg chfn SBZ|Cn‘2

nel nel nel

Una sucesién de Riesz, la cual es completa en H, es una base de Riesz para H.

A continuacién vamos a introducir un concepto que generaliza de algin modo el de sistema de
generadores.
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Definiciéon 1.59. Una sucesion {fn}nen en un espacio de Hilbert H se dice un marco (o frame) si
existen constantes A, B > 0 tales que para toda f € ‘H

AIFIP < D1 fa) [P < BIFIP. (1.11)

neN

Las constantes A, B dptimas se denominan cotas del marco, el cual se dice de Parseval si dichas cotas
optimas son ambas iguales a 1. En particular se cumple que

ST P =111

neN
para todo f € H.

Comentario 1.60. Por definicién, todo marco es una sucesién de Bessel. La caracteristica distintiva
de los marcos es que el operador de sintesis T es suryectivo. En efecto, si existiese f € R(T)* de
norma uno, entonces colocédndolo en la expresion del medio de (1.11) nos daria cero. Esto contradice la
existencia de A > 0 tal que valga la primera desigualdad en dicha inecuacién. Como consecuencia de
la suryectividad de T se tiene que el operador S =TT, denominado operador de marco o frame,
es inversible. Notar que

SF=Y {fifa) fn
Por otra parte, no es dificil ver que las cotas 6ptimas, que denominamos cotas del marco son:
A= ST =minfA A€o ()} v B=|T|2=IS|| = max{A: A€ o ()}
A

Definiciéon 1.61. Sea {f,}neny un marco de H. Una sucesion {gn}nen se denomina marco o frame
dual de {f,} si es un marco y cumple que para toda f € H

F=Y i fa)gn=>_(Ffign)fn

neN n

Si Ty y T4 son los operadores de sintesis de { f,}nen ¥ {gn }nen respectivamente, entonces {gy nen
es un marco dual de {f,}nen si y solo si TyT; =T¢T; = 1.

Comentario 1.62. En la definiciéon podemos pedir solamente que {g,} sea una sucesion de Bessel.
Su condicién de marco sale como consecuencia de la definicion. A

En el siguiente resultado se basa gran parte del trabajo desarrollado. Dado un subespacio cerrado
H de un espacio de Hilbert I, denotamos por Py al proyector ortogonal sobre H.

Teorema 1.63. Sea {f,}nen una sucesion en H. Son equivalentes:
i.) {fn} es un marco.

ii.) Existe un espacio de Hilbert K, tal que H C K (como subespacio cerrado) y una base de Riesz
{bn}nen tal que f,, = Py b, para todo n € N. Mas aun, la base de Riesz se puede elegir de modo
que posea las mismas cotas éptimas que el marco original { fy, }nen.
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Demostracion. Veamos que ¢ = ii). Sea T el operador de sintesis de {f,}nen, K = H® N(T), y
definamos el operador
VPN =NT)®NT) - K~HoN(T)

por medio de
V({cn}) = TPyryr ® APy(ry {cn},

donde A es la cota inferior del marco{ f, }nen. Como T(N(T)*) = H, se tiene que V € L(¢?,K) es un
isomorfismo continuo. Luego, si {e,}nen es la base canénica de ¢2(N), entonces b, = Ve, es una base
de Riesz de K. Ademés, por construccion claramente satisface que

Finalmente, no es dificil ver que

ViV = (T;T f?[) JNvg;L

de donde sale que {by, }nen posee las mismas cotas que el marco original { fy, }nen. |

Corolario 1.64. Sea {f,}nen un marco de Parseval. Entonces existe un espacio de Hilbert I, tal que
H C K (como subespacio cerrado) y una base ortonormal {b, },en de K tal que f, = P;by,, para todo
n € N.
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El algoritmo de Kaczmarz

El algoritmo de Kaczmarz originalmente se utilizé para resolver sistemas de ecuaciones lineales
Ax = b. Kaczmarz establecié que para matrices cuadradas no singulares, dado un vector fijo z° € R”,
el algoritmo definido de la siguiente manera:

b; — <£L'k, a’ > 4
7

. 2 a?
[la* ]

donde a’ son las columnas de las matriz adjunta de A y k =i (méd m) + 1, converge a la solucion del
sistema. Mas tarde se probo que el resultado sigue siendo vélido cuando la matriz A pertenece a C™*™.
Mas atn, este problema se puede generalizar a cualquier espacio de Hilbert H como el problema de
hallar una soluciéon x (si existe) en la interseccion de los m hiperplanos M; = {:J: ceH: <x, ai> = bi}
para todo i € I, donde a' denota un vector de H e I el conjunto de indices. Notar que si z ¢ M;
entonces las proyecciones sobre M; estan dadas por

b, —{z,a") .
Py (2) =z + 7< ’2 >az.
a
[la*]
Dado xg arbitrario, el algoritmo de Kaczmarz se puede escribir como
k+1 _
T —PHm“’PprO-

El paper original es de 1937 en alemén y fue traducido a inglés recién en 1993. Se encontraron nume-
rosas aplicaciones de dicho algoritmo, entre ellas se destacan procesamiento de imagenes y tomografia
computada.

Definiremos el método de Kaczmarz y probaremos su convergencia en la seccién 2.2. Para la prueba
vamos a utilizar el Teorema de Halperin (1962), el cual es una generalizacion de un resultado de von
Neumann(1933), quien propuso el método de proyecciones alternadas en la formulacion mas simple:
encontrar la proyecciéon sobre la interseccién de dos subespacios de un punto dado en un espacio de
Hilbert. Luego, daremos un resultado sobre la velocidad de convergencia del algoritmo establecido por
de Smith, Solmon y Wagner [65].

2.1. Producto de proyecciones alternadas

En la presente seccién enunciaremos el método de proyecciones alternadas dado por von Neumann
y probaremos el caso mas general, es decir, para més de dos proyecciones.

25



26 Capitulo 2. FEl algoritmo de Kaczmarz

Notacién 2.1. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H. Denotaremos Py; a
la proyecciéon ortogonal de H sobre M. En particular, Pys satisface las siguientes condiciones:

e P/ es lineal
° P]%I =Py =Py,
e P es la mejor aproximaciéon de x a M, es decir,

|lx — Pyrx|| = dist(z, M).

El método de proyecciones alternadas fue propuesto originalmente por von Neumann en 1933, quién
probo el siguiente resultado:

Teorema 2.2. Sean A y B dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H. Entonces

lim (PgPa)" x = Panpz.
n— oo
Geométricamente el método de proyecciones alternadas dice que, dados dos subespacios cerrados
Ay B de H, la mejor aproximacion de un vector x € H en AN B se obtiene proyectando primero x
sobre A, luego el vector resultante sobre B y se contintia proyectando el resultado de manera alternada
sobre A y sobre B. La sucesion generada de esta manera converge a Panp.

El método de proyecciones alternada tiene utilidad practica cuando es menos costoso calcular
las proyecciones sobre A y sobre B individualmente que calcular la proyeccién sobre A N B 6 dicha
proyeccién no se conoce.

En 1962 Halperin extendi6 el resultado de von Neumann a més de dos subespacios. Vamos a utilizar
la prueba del Teorema de Harperin dada por A. Netyanun y D. Solmon en [52], para lo cual necesitamos
el siguiente lema:

Lema 2.3 (Kakutani). Sean Py, ..., P, proyecciones ortogonales sobre los subespacios cerrados My, ..., M,
de un espacio de Hilbert H, respectivamente, y T'= P, --- P;. Entonces, para cada x € H,

HT’% _ Tk“xH Y
k—o0

Demostracion. Sea x € ‘H, dado que
[7+a] < 7]
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para todo k > 1, la sucesién {HTka}k>0 es decreciente y acotada inferiormente, por lo tanto es

converge. Luego, la sucesiéon {HT’%H } también es decreciente e inferiormente acotada, por lo
k>0

tanto es una sucesion de Cauchy, con lo cual

2 2
[ s el
k—o00

Por otra parte, si P es una proyeccién ortogonal, por el Teorema de Pitdgoras tenemos que
2 2 2
|z = Pz|* = [lzf|” — || P[]

Ahora, si definimos de forma recursiva los operadores Q; = PjQj_1, para j = 1,...,r, con Qo = I
tenemos que @, = 7. Entonces

2 2
r—1

HT% - Tk+1xH2 =13 (T s - @nT*a)| < i HQkax - QjHT’fo
. e

Jj=0

r—1 r—1
2 2 2
<5 ot e < S (oo - o)
j=0 j=0

2 2 2 2
=r (Jarsal - Jorsl ) = (Jrso] - ot ) o

k—o0

donde la segunda desigualdad se obtiene de 2 |a| |b] < a? + b2
|

Teorema 2.4 (Halperin). Sea Pj, para 1 < j <, la proyeccién ortogonal sobre el subespacio cerrado
I8
M; de un espacio de Hilbert H y Pjs la proyeccion ortogonal sobre M = ﬂM]-. SiT=PF,.---P;
Jj=1
entonces TF 9%, Py, es decir,
k—o0
HT’% _ PMx‘ — o0,
k—o0

para cada z € H.

Demostracion. Si escribimos T* — T*+! = T*(I — T') entonces para y € R(I — T, por continuidad de
T y el Lema de Kakutani 2.3, 7"y converge a cero. Por otra parte, como T* = P, ... P,, tenemos que
ker(I —T*)=MN...N M, =M.

Ahora, dado que

H=R(I-T)®R(I -T)' =R(I - T) @ ker(I - T*),

si x € H lo podemos descomponer como & = me + Pyrx, donde M = M N...N M,. Por lo tanto,
k.. _ mk k _ ok I
Tz =T"P, x+T"Pyx=T"P x+PM:1:k—>PMx.
—00

R(I-T) R(I-T)

Observacion 2.5. En las condiciones del Teorema de Halperin 2.4, dado € > 0y Qi = Hle B, si
|Qr — Parll < e entonces [|Qr+1 — Par|| < e. En efecto, como PPy = Py para todo k = 1,...,r
tenemos que

1Qr+1 — Pumll = | Pey1(Qr — Pu)ll < [|Qx — Pull <e.
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2.2. Algoritmo de Kaczmarz

En esta seccién comenzaremos dando la definicién del algoritmo de Kaczmarz y probaremos que
converge a una soluciéon del sistema aplicando el Teorema de Halperin 2.4. Luego veremos una estima-
cion de la velocidad de convergencia, la cual depende de los 4ngulos entre ciertos subespacios.

2.2.1. Definicién y convergencia
Consideremos el sistema de ecuaciones lineales
Az =1 (2.1)

donde A es una matriz de C™*"™ con m > n, x y b son vectores columna en C" y C™, respectivamente.
El producto interno y la norma en C" estan definidos como

<$,y>:Z$k% y ”33‘” =V <l’,£L’>,
k=1

respectivamente. Utilizaremos supraindices para denotar vectores y subindice para denotar las entradas
de los mismos, por lo tanto a’* notara la i-ésima fila de A. La solucién del problema en (2.1) se puede
pensar como hallar el vector x € C" que verifique

(x,a) = b, paratodo k=1,...,m.

En 1937 Kaczmarz propuso el siguiente algoritmo para resolver sistemas de matrices: dado z° € C*
definimos la sucesion de vectores

b; — <xk,ai> '
gl =gbp — 140 (2.2)
la?*

donde k = i (méd m) + 1. Originalmente el algoritmo fue propuesto para resolver sistemas de matrices
cuadradas no singulares con entradas reales.

Para cada k = 1,...,m el algoritmo anterior representa la proyeccion ortogonal del punto z* sobre
el hiperplano

Mk:{xeCn:<x,ak>:bk}.

El punto ™T! se obtiene por proyectar nuevamente sobre el subespacio Mj, el punto ™12 por pro-
yectar sobre el subespacio My, y asi sucesivamente.

El siguiente Teorema prueba que dicho algoritmo converge a la solucién del sistema independien-
temente del punto z° inicial.

Teorema 2.6. Sea Ar = b un sistema de ecuaciones lineales, donde A es una matriz de C"™*™ con
m >n, x 'y bson vectores columna en C™ y C™, respectivamente. Entonces el algoritmo de Kaczmarz
(2.2) converge a una solucion del sistema.

Demostracion. Dada la matriz A € C™*", denotamos a’, para i = 1,...,m, las columnas de la matriz
m

adjunta de A, P; a la proyeccién ortogonal sobre <ai>J‘, parai=1,...m,y M = ﬂ <ai>L. Sea 29 € C"
i=1

fijo. Si b =0, dado que k =i (mdbd m) + 1, el algoritmo de Kaczmarz (2.2) toma la forma

(#a)
bt =gk X L4t = pab = PP ... .P(Py..P)%2°

i 112
[la?]]
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donde k + 1 = sm + 4. Si & es una solucién del sistema entonces satisface que
<:E,ai> =0, parat =1,...,m,
es decir £ € M.

Por el Teorema de Halperin 2.4, sabemos que (Py,....P1)° g converge a Pyp;xo. Luego, por la obser-
vacion 2.5 e inducciéon tenemos que

" = PP ... Pi(Py...P1)*s® —— Pyao.
k—00

Ahora, sea b # 0 y & una solucion particular del sistema Az = b. Entonces

bi—<xk,ai> '
k at

la?l
<£—$k,ai> 4
2
[la?]]

=i+ P(a"—2) =%+ PP_y... Py(Pp..P)* (" — &),

$k+l

=7+ (a" - 3)+

donde k + 1 = sm + i. Entonces 2*T! tiende a 2 = & + 29, donde zg € Py, es decir, zg es soluciéon de
Az = 0. Luego, Z es una solucion del sistema Az = b. |

2.2.2. Velocidad de convergencia del algoritmo

Para saber si el método de proyecciones alternadas es eficiente es necesario estimar la velocidad de
convergencia, ya que si para obtener una buena aproximacién se necesitan demasiadas proyecciones el
método deja de ser una opcién viable numéricamente.

Smith, Solmon y Wagner [65] hallaron una cota para la velocidad de convergencia del algoritmo la
cual depende de los 4ngulos entre los subespacios.

Definicion 2.7. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H. Denotaremos
o Mi={zeM:|z|=1}
e MON=Mn(MnNN)*

Se define el dngulo entre M y N al nimero 0 € [0, 5] cuyo coseno estd dado por

c[M,N]=sup{[(z,y)|:x e (MO N),yec (NoM)}.

Si M CN 6 NCM escribimos c[M,N]| =0, como si fueran ortogonales.
El seno del dngulo entre M y N es

s[M,N] = (1—c[M,N))%.
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Teorema 2.8. Sea P; una proyeccioén ortogonal sobre M, para j = 1,...,r, donde M; es un subespacio

,
cerrado de un espacio de Hilbert H. Si M = ﬂMi, Py es la proyeccion ortogonal sobre M y 0; es el
i=1

,
angulo entre M; y m M;, entonces para todox € Hyn > 1,
i=j+1

H(Pr L. PMa:H < |lw — Pyl

1/2

r—1
dondec=|1-— H sin® 0;
j=1

Demostracion. Sea P = P, ... P;. Dado que Pyyx € M y P actiia como la identidad sobre M, podemos
escribir la desigualdad que queremos probar de la siguiente manera:

k
r—1

2
HP’“(:C—PTx)H < 1—Hsin29j |z — Pyz|)?.
j=1
Si definimos v = = — P,,z, dado que M+ es invariante por P (en efecto, si y € M+ y x € M entonces
(Py,x)=(y,P*z) = (y,Pi...Pyx) = (y,x) = 0), basta probar que

r—1
|1Pu|?< [1- l_Isin2 0; | [[v]|?, parave M=,
j=1

La prueba es por induccién sobre r. Si r = 1 entonces ambos lados de la desigualdad son iguales
cero. Ahora supongamos que dicha desigualdad vale para el producto de r — 1 proyecciones. Sean
M=M.N..NMyy P = P,...P,. Todo vector v € Mt se puede escribir como v = w + v; donde
weM yuv € Mll entonces

PU:Pw—i—Pvl:Pw:ﬁw.

Ahora, podemos descomponer a w como w = wy + wy donde wy € M y wy € M~ entonces
Pw = ]5w1 + ﬁwg =wi + ﬁwg.
Como los vectores de la suma son ortogonales, por el Teorema de Pitagoras, tenemos que
~ 2 ~ 2
[Pl = ot + P

Por la hipétesis inductiva se satisface la siguiente desigualdad:

9 r—1
5 .2 2
HPwQH <|1- | | sin®0; | |lwal|”.
=2
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Por lo tanto,
» 9 r—1
HPwH < Jwi)? + [ 1 =[] sin®6; | flwal?
j=2
r—1

2 . 2 2
= ffwn)*+ {1 =TT sin?0; | (Ilwl® = ffwr )

j=2
r—1 r—1

= [wi|* [] sin®0; + | 1 =[] sin®0; | [Jw]®.
j=2 j=2

Como el angulo entre M y Mj es por lo menos 6, tenemos que
[w1][* = (w,w1) = cos by [[w]| [|wi]

entonces, por ser |lwi]| # 0,
[wr]| = cos b1 [[w]].

Luego, utilizando las dos tltimas desigualdades tenemos que

2 _ |5, |17 e TT o2 2
| Pv||* = HPwH < w1 || Hsin 0+ 1- Hsin ;| [Jwl|
j=2 j=2

r—1 r—1
< cos? Oy Jw|* [] sin® 0 + [ 1 = [ sin® 0 | J|w|®

=2 i=2
r—1 r—1

< (1 —sin®6y) [lw|* [ sin®6; + [ 1= [] sin®6; | [Jw|?
j=2 =2

r—1

2 . 2

= [[w]® = T sin® 6 [|wl|
7=1

r—1
< (1—=]]sin®6; | llv]?,
j=1

donde la altima desigualdad se obtiene por ser ||w] < ||v]|. [ |

Ahora, sea # una solucién del sistema Az = b y 2 una condicién inicial. Como vimos en la
demostracion del Teorema 2.6, los vectores del algoritmo de Kaczmarz estan dados por

2" =74+ P P (Py,...P)* (20 — 7),
donde k + 1 = sm + i. Luego, si P es la proyeccién sobre & + M,
Hx’fﬂ - PxOH = |7 + P PP P (a0 — 7) — P2
= ||& + P PL (P P )P (20 — &) — Pag(2® — &) — &
<N\ Pivoe- Pu|[ || (P P1)* (2 = &) — Par(2® = 2)|
<c? on — 7 — PM(JUO — i)”

=c° on B

)
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donde la segunda desigualdad se obtiene del Teorema 2.8 y por ser ||F;....Pp|| < 1.



Capitulo 3

Sucesiones efectivas

Como mencionamos al comienzo del capitulo 2, el algoritmo de Kaczmarz se puede generalizar a
cualquier espacio de Hilbert H de dimension finita. En tal caso, dados vectores a’ de H y ntmeros
bi, el problema consiste en hallar una solucion z (si existe) en la interseccion de los m hiperplanos
M; = {I eH: <x, ai> = bi}, para todo ¢ = 1,...,m. En 2001, Kwapién y Mycielski [40] extendieron
el algoritmo a espacios de Hilbert de dimensién infinita. En la primera seccion del presente capitulo
veremos dicha generalizacion, a partir de la cual se definen las sucesiones efectivas y estudiaremos la
relacién con cierto marco de Parseval. En la secciéon 3.2 estudiaremos bajo que condiciones las sucesiones
estacionarias resultan efectivas. En particular, estamos interesados en la sucesién de monomios {2"}, o
la cual es estacionaria en L?(T,p), donde p es una medida positiva sobre T. Probaremos que si p
es singular respecto a la medida de Lebesgue, entonces la sucesion {z"}, y es efectiva en L3(T, ).
Luego, dada una medida singular p, tenemos un marco de Parseval asociado a la sucesién efectiva de
monomios. Por otra parte, dado que la sucesion {z"}, .y es una base ortonormal del espacio de Hardy
H?, la sucesion de proyecciones {P,(2")},cn €8 un marco de Parseval en el espacio modelo ¢ H 2
donde ¢ es una funcion interna asociada a la medida p. En la seccion 3.3, nuestro principal objetivo
es relacionar dichos marcos de Parseval. Por iltimo veremos que, utilizando proyecciones ortogonales,
las sucesiones casi periddicas en espacios de dimensién finita son efectivas, como sucede en el caso de
sucesiones periodicas.

3.1. Definicién de sucesion efectiva y algunas propiedades basicas

Comenzamos la seccién con la generalizaciéon a espacios de dimensién infinita dada por Kwapién y
Myecielski [10]: sea {ep},,~, una sucesion de vectores unitarios en un espacio de Hilbert H, dado x € H
el algoritmo de Kaczmarz asociado a esta sucesion se define del siguiente modo:

1’0:<$,€0>€0

(3.1)
Ty = Tp—1+ <$ — Tp—1,€n > €n.-

Notar que por definicién de z, los vectores x — x, y e, son ortogonales para cada n € N. Ademis,
en el caso infinito dimensional, el algoritmo también se puede expresar en términos de proyecciones
ortogonales: si P, denota la proyeccién ortogonal sobre el subespacio <en>L, es decir, Po,x = = —
(x,en ) en, entonces

Ty =Tp—1+ (I — By)(x — xp_1).

Como vimos en el capitulo 2 (Teorema 2.6), en el caso de dimensién finita, la sucesion iterada
generada por el algoritmo de Kaczmarz siempre converge, en cambio esta condicién en el caso infinito

33
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dimensional puede no ser cierta. Si € H y {en},~; es una sucesion linealmente densa de vectores
unitarios en H, para cada n > 2 tenemos que

[ = anll = [(en—1,en)| 2 — zna] . (3.2)
En efecto, dado que
Iz = @nll* = || Pa(e = 2a-1)|I” = & = 2pa|® = [{@ = 2p-1,e0)
si suponemos que ||z — x,—1]| = 1 para simplificar las expresiones, entonces
e =P > min 1= f(uen)?
ue (en_1>
[Jul <1
=1—  max |[(u,Pr_ien)]?
1
ue (€en—1)
Jull <1

=1- ||Pn—1enH2

= |<€n7176n>‘2

= |Presryes
Por lo tanto, a partir de la desigualdad en (3.2) obtenemos
o = zall = [(ere2) - (ensen)l o — 1]

En particular, sea {b,}, oy una base ortonormal de un espacio de Hilbert H y consideremos la sucesion

S b1—2""b
de vectores unitarios dada por e, = ﬁ. Dado que

1
VI AT 4

por la desigualdad antes vista tenemos que ||z — x| no converge a cero. Este hecho conduce a la
siguiente definicién.

<€n717 en>

Definicion 3.1. Sea {e,},~, una sucesion de vectores unitarios linealmente densa en un espacio de

Hilbert H. Si para todo x € H se tiene que x, & x, donde la sucesion {x,},~, estd dada por el

algoritmo de Kaczmarz, entonces la sucesion {en},~, se denomina efectiva.

En [40] se da la siguiente caracterizacion de las sucesiones efectivas en términos de proyecciones
ortogonales.

Proposiciéon 3.2. Sean {e,},~, una sucesion de vectores unitarios linealmente densa en un espacio
de Hilbert H y P, la proyeccion ortogonal sobre el subespacio (e,)". La sucesion {en},>( es efectiva
si y sélo si los operadores P, - - - Py tienden SOT a cero.

Demostracion. Dado x € H,

T—=Tp =T — Tp-1— <l'_xn7176n>en
= Pn(x - fL‘n,1) = PnPnfl(l' - $n72)
=P, PPy
Luego, la sucesion {e, },~ es efectiva si y sélo si los operadores P, --- Py tienden SOT a cero. Notar

que como la norma de dichos operadores estd acotada basta probar la convergencia puntual sobre un
subconjunto linealmente denso de vectores, por ejemplo la sucesion {ey},~¢- n
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Observacion 3.3. Con este resultado podemos probar la convergencia del algoritmo en el caso de
dimension finita planteado por Kaczmarz. En efecto, sea H un espacio de dimension finita y {e,},,~q
una sucesion periddica, entonces existe m € N tal que e, = e,4.m para todo n > 0. Ademas, por la
densidad de la sucesion, M = eé N..NeL = {0}. Si definimos T = P,,P,,_1--- Py, donde P; = ejL,
entonces por el Teorema 2.4, HTkl‘H m 0. Luego, por la Proposiciéon 3.2, la sucesion {en},,~ es

efectiva. A

Por otra parte, en [40] los autores dan otra expresion para la sucesion de vectores definida a partir
del algoritmo.

Proposicién 3.4. Sean H un espacio de Hilbert real o complejo y {e,},~, € H una sucesiéon de
vectores unitarios. Entonces la sucesion {z,},~, definida por el algoritmo de Kaczmarz se puede

expresar como
n

Ty = Z (x,gr) ek, (3.3)

k=0
donde los vectores g, estan definidos de forma recursiva por la siguiente relacion:

go = €o
n—1
(3.4)
gn = en_z<enaek>gk
k=0

Demostracién. Por definicién

zo = (, €0 ) €o,
entonces si tomamos gy = ey obtenemos que

zo = (Z,90) €o-

Supongamos que la igualdad es valida para n — 1. Entonces

Tn Tp—1+ <5L' — Tnp—1,€n > €En

i
L

<$,gk>€k+<x,€n>€n— <xn—laen>€n

i
- o
-

n—

<$7gk>ek+<xa€n>en_ Z
1

(]

<-T,gk>€k;,€n>€n

k=0 k=0
n—1 n—
:Z<$,gk>€k+<$,€n>€n—Z<$;gk><€k,€n>6n
k=0 k=0
n—1 n—1
=S (g ) en+ (moen)en— 3 (@, (enser) gr) en
k=0 k=0
n—1 n—1
= <$agk>€k+<wa€n_z<emek>gk>en-
k=0 k=0
Por lo tanto,
n
Tn =) (T,0k) €k
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n—1
con g, = e, — E (en,ex ) gr como queriamos probar.

k=0
|

Corolario 3.5. Los conjuntos {ex},cr ¥ {gk}rer, generan el mismo subespacio. En particular, la
sucesion {e,},~( es linealmente densa en el espacio de Hilbert # si y s6lo si lo es la sucesion {gn },,~¢-

Demostracion. El resultado se obtiene de la relacion entre {en},o ¥ {gn},>¢ dada en (3.4). En efecto,
x € <{6k’}keﬂn> si y solo si

n

n
T = Zakek =
k=1 k

lo cual es equivalente a que z € ({gr}er )-

k n
Y (erei)gi=> Brgr,
1 = =1

El siguiente resultado, probado en [40], es una herramienta fundamental para nuestro trabajo. Uno
de los principales resultados de la tesis es la caracterizacion del marco de Parseval obtenido en el caso
particular e, = 2" como se verd en la seccién 3.3.

Teorema 3.6. Sea H un espacio de Hilbert y {e,},~, una sucesion de vectores unitarios linealmente
densa en H. La sucesion {e,} es efectiva si y solo si la sucesion {g,},~o es marco de Parseval.

Demostracion. Sea x € ‘H. Dado que los vectores x — x,, y e, son ortogonales para todo n > 0,
|z[* = |l = ol® + (& = zo,20) + (wo,x)
= |l& — @o||* + (z — o, (z,e0) €0) + {{,¢0) €0, x)
= ||z — @o||* + (2, e0) (& — o, €0) +|{x,€0)|”
= [lz = aol® + [{z, 90) I,
y por (3.3),
|z = 21 |® = ll& = 20 + (2, 90 ) enl?
= ||z = 2nl* + (2, 90) (x = Ty en) + (2,90 ) (en, @ — 2n) + [(,00) [ [len]*  (3.5)
= |lz = zall* + {2, gn ).

Por lo tanto,
n
2 2 2
= anll* = [l2]* = > 1{2, 1)
k=0

Luego, la sucesion {e}, 5, es efectiva si y solo si
- 2 2
m > =
T}ggokzolmgw\ [
es decir,

o
2 2
lzl* = [z, g)
k=0

Dado que = € H es arbitrario, la tltima ecuacion establece que {gn},~, s marco de Parseval.
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En general, una sucesion efectiva {e,}, o es redundante y existen diferentes maneras de reconstruir
un vector x. En particular, puede haber mas de un marco de Parseval que satisfaga 3.3. La ventaja
de la sucesion {gn },, o es su definicion recursiva en términos de los vectores e,. A continuacién vemos
algunas propiedades que satisface la sucesion {gn },,~¢-

Observaciones 3.7.

1. Si{gn},>o es el marco de Parseval asociado a {en}, .y entonces cualquier vector g,, de norma 1
es ortogonal a g,, para todo n # m. En efecto,

[%S)

2 2 2 2 2

L= 1gal? = S K g 9 )2 = 109 9 )F 4 S K gms 9a) P = 14+ 37 1(gons g0 )2
n=0

n#Em n#Em

Por lo tanto, { gm, gn ) = 0 para todo n # m.

En particular, si {gn},~q €s el marco de Parseval asociado a la sucesion efectiva {ey }, - entonces
go es ortogonal a g,, para todo n > 1 ya que

190l = lleoll = 1.

2. Si la sucesion efectiva {e,},~, es marco de Parseval entonces el marco de Parseval asociado
definido en la ecuacion (3.4) es él mismo. En efecto,

o

2 2 2

L= leal? =) Wener)* =1+ (en,en)l,
k=0

k#n

por lo tanto (e,,er) = 0 para todo k # n. Luego, de la ecuacion (3.4) concluimos que e, = gy
para todo n > 0.

3. Por la relacion en (3.4) tenemos que

n n
en =Y (enej)gi=Y mujg
§=0 §=0
entonces - -
.- 1 0 0 -] - o
0] mio 1 o ...| |90 60
1 1
9 mao may 1 | |7 _

T+M] || =] : o =
dn ’ - . 9n €n

Luego, tomando la inversa algebraica de la matriz triangular inferior 4+ M, a la cual denotaremos
I + U, podemos expresar la sucesion {gn},~ en términos de {e,},

o 1 0 0o -] - - o
€0 1o 1 0 €0 g0
e ' e
.1 €20 €21 1 .- _1 9.1
I+Ul || =] : : : : =0
€n €n gn
Cn0 Cn1 Cp2 - .
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es decir,
n—1

9n = ch,jej + én- (3.6)
=0

Veamos algunas relaciones entre las matrices M y U establecidas en [25].
Proposicion 3.8. Sean U y M matrices triangulares inferiores estrictas tales que satisfacen
MU =UM =-U - M.
Son equivalentes:
Lu) <1
2 M+M*"+1>0

Demostracion. Sean M, y U(,) los truncamientos de las matrices M y U respectivamente, es decir,

0 0 0 0 0 0
myo O 0 cap 0 0
0 0
M) Mn.0 My n—1 Yy Uny = Cn0 Crn—1
0 0 0 . 0 0 0

Entonces los operadores asociados a M(,) y U, son acotados sobre 12(Np) y por hipotesis
MUy = U)M@ = =Ugm) = M) (3.7)

Si suponemos que la matriz M + M* + I > 0 entonces la matriz M, + M(*n) + I corresponde a un
operador acotado y positivo sobre I?(Ng). Por lo tanto,

0< (U(*n) + I)(M(n) + M(*n) + I)(U(n) + I) =1- U(*n)U(n),

donde la ultima igualdad se obtiene de (3.7). Luego, HU(n) H < 1, para todo n € N, por lo tanto |U|| < 1.
Reciprocamente, si |U|| < 1 entonces HU(n)H <1, es decir, I — U(*n)U(n) > 0. Por lo tanto,

M(n) + M(*n) + 1= (M(*n) +I)(I — U(*n)U(n))(M(n) +1)>0.
Luego, M + M*+1 > 0. |

Observacion 3.9. Si M + M* + I > 0 entonces existen un espacio de Hilbert H y vectores {e,},~¢
en H tales que M + M* + I es una matriz de Gram de dichos vectores. A

La siguiente demostracion es otra prueba del principal resultado de [25]: caracterizar las sucesiones
efectivas. Para ello utilizamos teoria de marco.

Teorema 3.10. Sea H un espacio de Hilbert. La sucesion {ey},~ es efectiva si y solo si es linealmente
densa en H y U es una isometria parcial, es decir, U*U es una proyeccién ortogonal.
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Demostracion. Antes de comenzar la demostracién recordemos que la sucesion {e,}, - es efectiva si y
solo si la sucesion {gn},~( s un marco de Parseval (Teorema 3.6). Ademas, si G es la matriz de Gram
de {gn}nzm por definicién de los vectores tenemos que

j k
Gjr = <ch,h3ha ch,lel >

h=0 =0

j k
=D D cintuilen )

h=01=0

Jj k
=2 cin(I+M+ M), G
h=01=0

=((I+U)I+M+M)I+U"))y, -

Ahora, supongamos que la sucesién {e,},~, es efectiva. Sean T : [*(N) — H el operador de

sintesis de la sucesion de Parseval asociada {gn},~(, €l cual esta dado por (an),~ — Zan In, ¥
n>0

T* : H — [*(N) su adjunto, definido por T*(f) = ({f,gn)),>0- Si componemos ambos operadores

obtenemos el operador de [?(N) en si mismo

T ((an)n20> = <Zan gn,gk>

nz0 k>0

cuya representacion matricial en la base canénica de I?(N) es

[T*T] = (<9j’ 9k >)k,j20 .

Luego, dado que

(I+U)I+M+MYI+U*) =1+ M +UM)I+ U
= [+ UM* + UM*U*
= [+ UM*—UM* - UU*
=1 -UU*,

por lo visto el comienzo de la demostraciéon tenemos que
I - UU" = [G"] = (g, 9 )y, = [T,

por lo tanto I — UU™ es un proyector ortogonal. Luego, UU* es proyector ortogonal, es decir, U* es
una isometria parcial. Dado que el adjunto de una isometria parcial también lo es, concluimos que U
es isometria parcial.
Veamos que {e,},~, es linealmente densa en H. Sea x € H, por el algoritmo de Kaczmarz (3.1),
tenemos que B

r=lmaz, = limx, 1+ (x —Tp_1,6n)en
n—1

= lim (x,eq)ep+ Z (x — Tk, €lr1 ) €ptt,
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por lo tanto {e,},~ es linealmente densa en H.
Reciprocamente, si {e,},~ es linealmente densa en H, por el Corolario 3.5 la sucesion {gn},~
también lo es, por lo tanto <{gn}n>0> = H. Luego, si consideramos el operador T : I?(N) — H dado

por () ey — Zan gn tenemos que R(T) = H. Puesto que T*T es un proyector ortogonal, R(T*T')
neN
es un subespacio cerrado en I2(N) y, por lo tanto, R(T) es un subespacio cerrado de H. En consecuencia,
R(T) = H. Entonces, T' es suryectivo, lo cual implica que T* estd acotado inferiormente y {gn},cy
resulta ser marco.
Veamos que {gn },,cy €8 marco de Parseval, es decir, que las cotas A = (T)* y B = | 7| del marco
son iguales a 1, donde (T) = inf {||Tz|| : = € ker(T)™*, ||z]| = 1}:

HT ((an)nZO)HQ - < Zan In, Zan In >

neN neN
= § Qi Qi < 9n,9m >
n,meN

= (G ((an)n>0)  (@n)n>0)
=[G ((O‘n)HZO)HQ )

donde la ultima igualdad se obtiene por ser G un proyector ortogonal. Dado que |T|| = ||G|| = 1
tenemos que la cota superior es igual a 1. Ademas, como v(T') = 7(G) = 1, la cota inferior también es
igual a 1. Luego, {gn},cn s marco de Parseval. [ |

3.2. Sucesiones estacionarias
Dado un espacio de Hilbert H, una sucesion {ey},,~ se llama estacionaria si

(€ktms€lrm) = (ek,er)
para todo [, k,m € N. Si denotamos
Am, = <€k+maek’> s

donde k € Ny k> —m y consideramos la matriz

0 0 0
aq 0 0
a9 al 0

Qp QGpn—1 Aanp—2

dado que M + M* + I es una matriz definida positiva, por el Teorema de Bochner-Herglotz existe una
tnica medida positiva p sobre T tal que

am = [ €"du(o)

T

para cada m € Z. A dicha medida se la denomina medida espectral de la sucesion estacionaria.



3.2. Sucesiones estacionarias 41

Notar que los vectores de una sucesién estacionaria son unitarios si y sélo si la medida espectral u
es de probabilidad.

En esta seccion vamos a estudiar cuando una sucesion estacionaria resulta ser efectiva. La respuesta
la dieron Kwapién y Mycielski en [40], quienes probaron el siguiente resultado:

Teorema 3.11. Una sucesion estacionaria de vectores unitarios {ey},~, en un espacio de Hilbert H es
efectiva si y s6lo si su medida espectral p es la medida de Lebesgue o es singular respecto a la medida
de Lebesgue.

Nosotros daremos una prueba distinta a la original utilizando medidas de Clark y algunas ideas de
la demostracion dada por Haller y Szwarc en [25]. Para esto necesitaremos dos lemas previos.

Lema 3.12. Sean A y B matrices de Toeplitz triangulares superiores cuyas entradas no nulas son
denotadas por {an},~; ¥ {bn},~; respectivamente, es decir

0 ay; ag as 0 b1 bQ b3

0 0 ay ag 0 O b1 bg
A=10 0 0 a | y B=|0 0 0 b 7

o 0o o0 0 .- 0 0 0 O

tales que (A+ 1) (B+ 1) =1y b la funciéon dada por

o
= g b,2".
n=1

Entonces B es el operador de multiplicacién con simbolo b y

a(z) = 1—i—b 1—Zan "

Demostracion. Sea B una matriz de Toeplitz con entradas no nulas {b, },,~, esdecir, B =T, = PMy,,
donde la funcién b estéd dada por
o0
z) = Z b 2"
n=1

y P es la proyeccion de L?(T) sobre el espacio de Hardy H?2. Dado que la matriz A* + A+ I es definida
positiva y se cumple la relacion A*B* = B*A* = —B* — A* (ya que (B+1)(A+ I) = I), por la
Proposicion 3.8 aplicada a B* y A* tenemos que B* es una contracciéon, por lo tanto B también lo es.
Luego,

[1bll oo = [I1BIl < 1.
Ademés, como b, = 0 para todo n < 0 concluimos que b € H*®. En consecuencia, B = M. Ahora, sea
a(z) definida como en el enunciado del teorema y supongamos que

(o]
= g .

n=1

Dado que (a(z) + 1) (b(z) + 1) = 1, si definimos ¢y = by = 1 tenemos la siguiente relacion

() () B

k=0
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por lo tanto para todo k > 1 se cumple que

k
> enb—ny =0. (3.8)
h=0

Por otra parte,

J
Zal,i bjfl sit < j
(F(A+1),Ci(B+1)) Zazlblj— =i ,
1 sii=j
0 sit> ]

siendo ag = 1. Luego, dado que (A+I) (B + I) = I tenemos que

J Jj—i k
0= Z a—ibj_ = Z anbj_(hyiy = Z ap by_p- (3.9)
=i h=0 h=0

Por definicion ag = c¢g = bp = 1 y dado que las ecuaciones (3.8) y (3.9) valen para todo k > 1 obtenemos
que

1
= (eh—an)bi—p = (c1 — a1) QDo
h=0 >

por lo tanto a1 = ¢1. Ahora, supongamos que ¢, = ap, para todo h < k, entonces
k
0="> (cn— an)bp—n = (c& — ax) bo ,
~—~—
h=0 -1
luego ¢ = ag. Por lo tanto,
o
= Z anz".
n=1
[ |

Lema 3.13. Si {e,},~, es una sucesion estacionaria en H y p es su medida espectral entonces existe
una funcién holomorfa tal que p es su medida de Clark correspondiente a 1.

Demostracion. Sean {e,},~, una sucesion estacionaria en H y p su medida espectral, es decir,

i = iy o) = / ™ ().

T

Si M es la matriz de Toeplitz triangular inferior dada por

0 0 0
al 0 0
a9 al 0

an Gn—-1 0Aan-2
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definimos (I + M)~ = I 4+ U, donde la matriz U es de la forma

0 0 0
(75} 0 0
u9 (5] 0

Up Unp—1 Up—2

Por el Lema 3.12 sabemos que U* es un operador de Toeplitz con simbolo

u(z) = Z%z"

n>1
¥ )l oo = [|U*]| < 1. Ademas, la funcién a(z) = ﬁ(z) — 1 se puede escribir como
o0
a(z) = Zanz"
n=1
y satisface la igualdad (a(z) + 1)(u(z) + 1) = 1. Entonces
— 1 1 1— |u(z)?
1+a(z)+a(z) = + —— —1l=—.
(2) +a(z) L+u(z) ' 1+7a(z) 11+ u(z)?

Por otra parte,

14+a(z)+alz)=1+ Z (@n2" +anz") =1+ Z /w_”z" + w2z M dp(w)

n=1 n=1x
=1 —l—/i (w™™2" +w"2") du(w) =1 +/ ! + L 2dpu(w)
o 1-wz 1-wz
T " T

1 1 11—z
:l/‘ + —-1du@u)=: - |Z| du@”%
T

1-wz  1-wz 11— wz)?
T

por lo tanto u es la medida de Clark correspondiente a o = 1 asociada a la funcion —u. Como —u(0) = 0

tenemos que la medida u es de probabilidad.
|

Demostracion del Teorema 3.11. Dada una sucesion estacionaria {ey},~, sean U y u la matriz y
la funcién definidas en el Lema 3.13, respectivamente.

Supongamos que {e,},~; es efectiva y sea {g,},~, el marco de Parseval asociado. Por el Teorema
3.10, U* es isometria parcial entonces |u| es 1 6 0 sobre T. Por el Teorema de F. y M. Riesz 1.43, u =0
6 el subconjunto de T sobre el cual u = 0 tiene medida cero y por lo tanto w es interna, en tal caso —u
también lo es y u resulta singular respecto a la medida de Lebesgue. Si u = 0 entonces U es la matriz
nula y dado que U + I = (M + I)~! tenemos que M también lo es, por lo tanto

an = /gnd,u(ﬁ) =0 Yn > 1, (3.10)
T
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luego por el Teorema de F. y M. Riesz 1.19, u << m. Por el Teorema de Radon- Nikodym existe una
funcion f medible y positiva tal que du = fdm. Conjugando en la ecuacion (3.10) obtenemos que

/£”du(£) =0 Vvn<l (3.11)

T

Luego, de (3.10) y (3.11) concluimos que
f = [ 1O due) =0 vn o,
T

y por unicidad de la transformada de Fourier tenemos que f debe ser constante. Dado que p es una
medida de probabilidad, f = 1.

Reciprocamente, supongamos que {en}n21 es una sucesién estacionaria y que la medida espectral
1 asociada es la medida de Lebesgue o es singular respecto a dicha medida. En el primer caso

an, = [ £dm(§) =0,
/

por lo tanto M es la matriz nula y dado que U + I = (M + I)~! concluimos que U también lo es.
Ahora, si i es singular entonces su parte absolutamente continua es cero. Dado que p es una de las
medidas de Clark asociada a —u, por la expresiéon de la parte absolutamente continua de tales medidas:

Y

—|u(w)|? .
u _ 7‘1()!”(@))"2 siJu(w)] < 1
:U’a(w) - .
0 si ju(w)] =1

con o € T, tenemos que u es interna.
En ambos casos, U es una isometria parcial entonces por el Teorema 3.10, la sucesion {ey},~, es
efectiva. -
[ |

Observacion 3.14. Sea p una medida singular de Borel sobre T y {en}nzo la sucesién dada por

en = €2™() Si k,1,m € N entonces

1
( €ktm> €l4m >L2(M) - /0 sl dut) = (ex, e >L2(u)‘

Por lo tanto, la sucesion {e,},~, es estacionaria en L?(u) y p es su medida espectral. Ademés, la
sucesion el linealmente densa en L?(u). En efecto, si no fuera asi, existe f € L?(u) tal que para todo
n €N,

1
/0 62”"tmdu(t) —0.

Por el Teorema de F. y M. Riesz 1.19 tenemos que fdu << m. Por otra parte, la medida fduLm, luego
por unicidad en el Teorema de la descomposicion de Lebesgue, resulta que fdu = 0. Por lo tanto, f =0

en casi todo punto con respecto a u, lo cual es una contradiccion. Luego, span ({en}neN) = L%(p). Por
el Teorema 3.11, la sucesion {e,}, 5 es efectiva en L*(u).
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3.3. Sucesiones efectivas y los espacios modelos

En la presente seccién se encuentra uno de los principales resultados del trabajo: Teorema 3.15,
el cual relaciona el marco de Parseval asociado a la sucesion efectiva de monomios {2"}, .y con los
valores en el borde del marco Parseval {P,(2")},>0 para el espacio modelo H(y).

Sea p una medida de Borel sobre T la cual es de probabilidad y singular con respecto a la medida
de Lebesgue, e identifiquemos el intervalo [0,1) con T de manera usual. Por el Teorema 3.11, sabemos
que los monomios {w"},>0 constituyen una sucesion efectiva para L?(T, i), por lo tanto todo elemento
f € L*(T, i1) se puede escribir como

F=Y (frgn)w", (3.12)
n=0

donde {gn},~o es un marco de Parseval para L*(T, u). La convergencia de esta serie es en sentido de
L. -
Por otra parte, consideremos la funciéon holomorfa ¢ : D — C definida por la transformada de

Herglotz
(+=z
P(z) = dp(C).-
( T(— 2
Notar que la parte real de ¢ (z) es precisamente P|[u](z), la cual es positiva, por lo tanto la funcion ¢
dada por

v(z) =1
— 3.13
o2 = ST (313)
mapea el disco en si mismo. Escribiendo 1 en términos de ¢ es facil ver que
1 — Jp(2)]?
Plu](2) = :
11— ()]

Veamos que @ es una funcién interna. Dado que p es singular con respecto a la medida de Lebesgue
sobre T, por el Teorema, 1.16, para m-casi todo w € T se cumple que

lim Plul(z) =0, lo cual implica que  lim |p(z)] =1,
Lz—w

Lz—w

para m-casi todo w € T. En consecuencia, ¢ es interna. Ademas, por ser u una medida de probabilidad
tenemos que ¥(0) = 1, y por lo tanto ¢(0) = 0.

Dado que los monomios {2"},>0 son una base ortonormal para el espacio de Hardy H?, si P, denota
la proyeccion ortogonal sobre el subespacio modelo #H(¢), por el Teorema 1.63 la sucesion { P, (2") }n>0
es un marco de Parseval para H(y). Ademaés, si f € H(y),

f:Z<f>Zn>HQZn:Z(fvpgozn>¢[{22n-
n=0 n=0

Luego, dada f* € L?(u), si en particular f € H(yp) es tal que
Frw) = Jim f(2),
Z—w

respecto a la medida u, entonces tomando limite no tangencial con respecto a p en la identidad anterior,
por ser V,, un operador unitario (ver (1.10)),

o

f* _ Z < f*,P;Zn >L2(M) €n.-

n=0
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Luego, {P¢z }nEN también es un marco asociado a la sucesion efectiva {e,}, -

Dados dichos marcos de Parseval asociados a la sucesion efectiva de monomios nos preguntamos si
existe alguna relacién entre ellos. En el siguiente teorema damos la respuesta a esta pregunta.

Teorema 3.15. Para p-casi todo ( € T

Demostracion. La primera parte de la demostracion es similar a la prueba del Lema 3.13. Para n € Z,
consideremos los coeficientes de Fourier de p

fitn) = [ @ du(e).
T
Sea M la matriz de Toeplitz triangular inferior cuyas entradas estdn dadas por

{m—ﬁﬁwj

M:: —
“ o sii<j

y U la matriz de Toeplitz triangular inferior definida por la relacién algebraica
(M+D)'=T+T, (3.14)

donde I denota la matriz identidad. Si {uy,}n>1 es la sucesion definida a partir de las entradas de la
matriz U de la siguiente manera
Uj—i SL1>7
Uij = { I /

0 sii<j’

sean ¢ y 1 las funciones definidas como

$(z) =Y —mm2" y  n(z) = f(n)2". (3.15)
n=1

n=1

Notar que la identidad (3.14) implica que (1+7(2))(1—¢(z)) = 1. A partir de esta identidad obtenemos
que
1—|¢(2)?
14+n2)+nk2) =7—"7"7%5.

A T
Esta igualdad fue notada por Haller y Szwarc, quienes la utilizaron para probar ¢ es una funcién
interna (ver Seccion 4 en [25]). Sin embargo, si ademas observamos que

L+n(z) = /T N _142 dyi(C)

obtenemos que

1 —|¢p(2)]?

Esto muestra que ¢ y la funciéon ¢ definida en (3.13) tienen la misma parte real. Dado que ¢(0) =
©(0) = 0, concluimos que ¢(z) = ¢(z). Utilizando esta identidad y la expresion para P, dada en (1.6),
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si w € D obtenemos que

n o, mfn _on A n > -\ k
(P ) = =) [ FO0dc = w = ot [ 0673 ()" ac
[ee] n—1
=w" — p(w) < MC""“CK) w = w" — o(w) ( <P(C)C”‘kdc> w*
U, =/
=0ifk>n
n—1 n—1
=w" — @(w)z — Up_pw® = w" + Zgo(w) Up—j w".
k=0 k=0
Ahora, si w tiende a ¢ no tangencialmente, tenemos que
n—1 n—1
(Ppz™)" () ="+ > p(Qunk " ="+ D unpCF,
k=0 k=0

donde la segunda igualdad se obtiene por ser ¢ = 1 sobre el soporte de u. Nos resta probar que
la dltima expresion es justamente g,(¢). Con este propdsito, notar que como consecuencia de (3.4)
podemos escribir el vector ¢ de la siguiente manera

"= fi(n— 5)g;(0),
j=0

el cual en términos de la matriz M definida anteriormente se puede expresar como

1 0 o - G

g0 mio 1 0 o 90 C0

9.1 mao mei 1 .- g1 _1

+M)|:]=1 - : : : N B I

g‘n MmMpo Mp1 Mp2 - gn Cn
n—1

A partir de esta expresion obtenemos que g,(¢) = ("™ + Z Un_1, ¢, 1o cual concluye la demostracion.

k=0

Notar que p es la medida de Clark asociada a ¢ con a = 1. Dado que ¢ es interna, las restantes
medidas de Clark pf también son singulares con respecto a la medida de Lebesgue sobre T. Por lo
tanto, los monomios también son una sucesion efectiva para L?(T,u&), v tienen el correspondiente
marco de Parseval {gﬁla)}nzo asociado. Como la medida de Clark u& es la medida de Clark ug&p), a
partir del resultado anterior, de forma directa, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.16. Dado « € T, para pu&-casi todo ¢ € T

g (Q) = Jim Po(=")(w).
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Antes de continuar, veamos una simple consecuencia del Teorema 3.15: para toda f € H(p), por
el Teorema de Poltoratskii 1.54,

Z ) 2= Y (Pofy 2 gy 2
= n=0
Z £, Pp™) )Z"=Zo<f*,gn>m(#)z”, (3.16)

donde f* es el elemento de L?(T, 1) definido por tomar limites no tangenciales. Notar que, como la su-
cesion de monomios es sobre determinada, este simple argumento no se podria hacer sin el conocimiento
del Teorema 3.15.

Ahora, como una aplicacion del Teorema 3.15, daremos una prueba mas simple y conceptual de
un resultado dado en [27] relacionado con la llamada transformada de Cauchy normalizada. Dada una
medida de Borel (compleja) sobre T definimos la transformada de Cauchy de p como

K(p)(z) = /T . —1z< dp(Q),

donde z € . Si ¢(0) = 0, utilizando la expresion

(K dug)(z) = (K du$¥)(2) = > fii(n)z" = 1—olzga(z)’

el operador V,, definido en (1.10) se puede expresar como

K(gdu&)(z)
(K dud)(z)

El lado derecho de esta identidad se denomina transformada de Cauchy normalizada.

(Vag)(2) =

Corolario 3.17. Sea p una medida de Borel la cual es de probabilidad y singular con respecto a la
medida de Lebesgue sobre T. Si {gn},,cy es €l marco de Parseval para L?(T, u) asociado a la sucesion
efectiva de monomios, entonces

du)(z >
(I({gd:))((z)) ;)(9 9n>L2(ﬂ)

Demostracion. Sea ¢ la funcién interna definida por (3.13). Dado que la transformada de Cauchy
normalizada coincide con el isomorfismo isométrico V; entre los espacios H(p) y L?(T, i), usando
(3.16) tenemos que para toda g € L?(T, ),

o0 [e.o]
Vig = Z (Vi'g, gn >L2(u) 2" = Z (g, 9n >L2(u) 2",
n=0 n=0
donde en la segunda igualdad hemos utilizado el Teorema de Poltoratskii (Teorema 1.54). |

Otra aplicacion es la siguiente expresion para los nicleos reproductores de espacio H(yp).
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Corolario 3.18. Sea p una medida de Borel, la cual es de probabilidad y singular con respecto a la
medida de Lebesgue sobre T, y ¢ la funcion interna definida por (3.13). Si {gn},cy €s el marco de
Parseval para L?(T, u) asociado a la sucesion efectiva de monomios, entonces

kf(w) = Z Z <gnagm >L2(u) Z ™.

m=0n=0

Demostracion. Puesto que los monomios forman una base ortonormal del espacio de Hardy, tenemos
que

B2 (w) = Y (K, w™ ) gz w™ =~ (K2, Pp(w™) )y ™

m=0 m=0
= Z P@(wm)(z)wm = Z Z <gnagm >L2(u) Enﬂ)n?
m=0 m=0n=0
donde en la tltima identidad hemos usado (3.16) y el Teorema 3.15. [

3.4. Sucesiones casi periddicas

El concepto de casi periodicidad es una generalizacién de la periodicidad. Vamos a probar que
en espacios de Hilbert de dimensién finita, al igual que las sucesiones periddicas, las sucesiones casi
periodicas también son efectivas. Comencemos con la definicién (para més detalle ver [70]), para lo
cual denotamos X a un espacio métrico arbitrario y p a la métrica definida sobre el mismo.

Definicion 3.19. Una sucesion {zi},c, © X se dice casi periddica si para todo € > 0 existe un
entero positivo p(e) tal que cualquier conjunto que conste de p(e) niimeros enteros consecutivos contiene
al menos un entero | para el cual

p(Tps1, x) < €,

con k € Z. El nimero | se denomina nimero c-traslacion de {xi}, ;.

Veamos un ejemplo, consideremos la sucesion dada por z,, = sen(27n+/2). Si l € Z entonces
Tpy] = S€n (27r(n + l)\/ﬁ) = sen(2mnV2) cos(2mlV/2) 4 cos(2mnV/2) sen(271v/2),

por lo tanto x,4; = , si y soélo si nlv/2 € Z, lo cual es absurdo para todo [ € Z. Luego, la sucesion
{Zn}, ez no es periédica. Sin embargo, dado € > 0 arbitrariamente chico, por ser T compacto, la

sucesiéon {627”"\/5} tiene un punto de acumulacién. Luego, existen ni,ne € Z tales que
neL

’627rzn1\/§ . 62#1712\& < é:,

por lo tanto ‘62““/5(”1_”2) — 1‘ < €. En consecuencia, siempre podemos encontrar [ € Z tal que 1v/2

difiera de otro entero k menos que /2. Luego, si escribimos [v/2 — k = §, con |§] < 5-, entonces

sen(27mnV'2 + 2mlV/2) = sen(2mnV/2 4 2k7 + 218) = sen(2mnv/2 + 276).
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Si denotamos 0 = 2%5, entonces |0 < 1 y podemos escribir

sen(2mnv/2 + ) = sen(27n\/2) cos(fe) + cos(2mnV/2) sen(fe)
= sen(27nV/2) 4 sen(27nV/2) (cos(fe) — 1) + cos(2mn/2) sen(fe)

— sen(2mnv/2) + (Sen@m@ SOV cos(2mv) ;‘”) fe.

Luego, para ¢ suficientemente chico tenemos que
Tptl = Tn + Oe,

con ‘«9’ < 1, por lo tanto la sucesion {x,}, o, es casi periddica.

Para probar el resultado principal de esta seccién necesitamos el proximo lema. Antes, notar que si
{en},en ©s una sucesion linealmente densa en un espacio de dimension finita # entonces existe m € N
tal que H = (e1,...,em ), con e; € H. En efecto, sea S, = (e1,..., ey ) y supongamos que H # Sp,
para todo m € N. Entonces para cada m existe x,,, € H, con ||z,,|| = 1, tal que z,,, LS,,. Dado que
H tiene dimension finita, la bola unidad es compacta y por lo tanto existe una subsucesion {zy,, } kEN
y z € H tal que x,,, m x. Por la propiedad de encaje que satisfacen los conjuntos S,,, tenemos

que Tp,, LS, para k < h, entonces v1S,,, para todo £ > 1 ya que si existiera j € N tal que x no

fuera ortogonal a Sy,; tampoco lo serfa a Sy, para todo h > j y podriamos tomar Z,,, € Sp, tal que

Ty LTy ¥ (Zmy,x) # 0 lo cual implicarfa que 0 < |(& — @y, , Emy, )| < 12 = 2y, |2 | Emy, |12, ¥ esto

no puede pasar puesto que T, k—> x. Luego, por la densidad de la sucesion {e,}, y en H, debe ser
—00

x = 0, lo cual es absurdo.

Sea Apm = Py... Py, con n > m, donde P es la proyeccion ortogonal sobre <ek>J‘. El siguiente
lema relaciona la dimensién del espacio H con el hecho que A,, ; sea una contraccion.

Lema 3.20. Sea {e,}, y una sucesion linealmente densa en un espacio de Hilbert H de dimensién
finita y S, el subespacio generado por (eq,...,ey). Son equivalentes:

1. H=S8, con my €N,

2. ||Am071|| < 1.
Demostracion. Sea mg € N tal que Sy = H. Si ||Amg,1|l = 1, existe g € H, con [|zg]| = 1, tal que
| Amg 10|l = 1. Entonces
mo
1= [Py Prg—1+-- Pro|| < [T I1Pe]l - | Pro]| < 1, (3.17)
k=2

y por lo tanto ||Pizg| = 1. Luego,
1 = |lzo||? = [0 — Pizol® + || Przol* > || Pizol” = 1,

lo cual implica que |zg — Piaol|> = 0 y por lo tanto 29 € (e )T. Luego, reemplazando en (3.17)
tenemos que

mo
1= || Pag Prng—1 -+ Pro|| = || Prng Pmg—1 -+ Pawol| < [ I1Psll - | Pzl < 1,
k=3
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entonces, al igual que para k = 1, deducimos que xg € (es >J‘. Utilizando el mismo argumento para
k =3,...,mg concluimos que xy € (e >J‘ para todo k = 1,...,mg. Por densidad de la sucesion {e,},cy

debe ser zp = 0, lo cual es absurdo pues ||z = 1. Luego, ||Amy 1] < 1.
Reciprocamente, si existe mg € N tal que [[Am,1]| < 1 entonces A7, 4 ST, ), Luego, por el
’ n—o0
mo
Teorema 2.4, tenemos que M = ﬂ (ex)™ = {0}. Por lo tanto, H = Sy, . [ |
k=1

Proposicién 3.21. Si {e,},y es una sucesion casi periddica y linealmente densa en un espacio de
Hilbert H de dimensién finita entonces {e,},cy es efectiva en H.

Demostracion. Dado que la sucesion {e,}, .y es densa, existe m > 0 tal que H = (e1,...,e,). En
tal caso, por el Lema 3.20, sabemos que ||A, 1] = o < 1. Tomemos 5 € (o, 1) y elijamos € > 0 de
modo que si (T1,...,T) v (S1,...,Sn) son dos n-uplas de operadores de la bola unidad de L(H) que
verifican

IT5 = Sl <e,

para todo j € {1,...,m}, entonces se tiene que
HTmTl—SmSlH S,B—Oz.

Sea M > m de modo que cada intervalo de longitud M de ntmeros enteros contiene al menos un
e-periodo de la sucesion {e,}nen. Si denotamos por medio de 7 al e-periodo comprendido entre
[(2k — 1) M, 2k M|, entonces

Thrl — Tk > M > m.

Luego, usando la submultiplicatividad de la norma de operadores y que los proyectores tienen norma
uno, por la elecciéon que hicimos de € se tiene que

n
1A2nara | < TT 1Antmm |l < 8 —— 0.

n—00
k=1

Como la sucesion {4, } es decreciente, resulta que toda la sucesion tiende a cero y por ende {ey, }nen
resulta efectiva. |
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Capitulo 4

Matrices positivas en el espacio de Hardy

Como vimos en el capitulo de preliminares, dada f € H?(D) existe una tinica funcion f* € L?(T)
tal que

fHw) = lim f(z),

Lz—w

para m-c.t.p. sobre T. Ademas, f* satisface que
Um ||f* = frllz2(r,m) = 0,
r—1
donde f,(w) = f(rw), con r € (0,1). En particular, dicha extension al borde existe para los nucleos

reproductores y por ser los espacios H2(D) y H?(T) isométricos podemos escribirlos de la siguiente
manera

belw) = (b )yn = [ 1O F@ dm(©)

Es decir, los nicleos reproductores se reproducen a si mismos a partir de sus extensiones al borde con
respecto a la medida de Lebesgue. En el presente capitulo, dado un ntcleo k contenido en H? vamos
a estudiar el conjunto de medidas respecto a las cuales existe una extensién sobre el borde de k y se
reproduce a si mismo. En particular, si k es el niicleo reproductor de un subespacio modelo, proba-
mos que tales medidas son las medidas p para las cuales el subespacio modelo esta isométricamente
contenido en L*(T, p).

Definicion 4.1. Sea p una medida finita de Borel sobre T. Dada una funcion f: D — C diremos que
f* € L*(T, 1) es una extension de f si

Tim (1 frllae, =0, (4.)
donde fr = f(r-).

Consideremos un ntcleo definido positivo k : D xID — C. Como hemos mencionado en la seccién 1.2
de preliminares, dado z € D fijo, denotaremos k, a la funcién definida sobre D como k.(-) = k(-, ). Si
1 es una medida positiva de Borel sobre T con respecto a la cual las funciones k., con z € D, admiten
una extension al borde en L?(T, i), decimos que k se reproduce a si mismo con respecto a i si

baw) = [ KOFQ du(0)
T

93
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Definiciéon 4.2. Dado un nicleo fijo k, denotaremos M (k) al conjunto de todas las medidas positivas
de Borel sobre T con respecto a las cuales k se reproduce a si mismo.

Ejemplos 4.3.
e El nucleo de Szegd se reproduce a si mismo con respecto a la medida de Lebesgue.

e Sea ¢ una funcion interna y k¥ el ntcleo reproductor del espacio modelo H(yp). Veremos que
k¥ no solo se reproduce a si mismo con respecto a la medida de Lebesgue, sino que también se
reproduce a si mismo con respecto a las medidas de Clark asociadas a .

El primero de los objetivos en este capitulo sera relacionar el conjunto M (k¥), correspondiente al
nicleo reproductor del espacio modelo H(y), con el conjunto Iso(y) introducido por Aleksandrov en
[3] que definimos a continuacion.

Definicién 4.4. Dada una funcion interna @, el conjunto Iso(y) consiste de aquellas medidas positivas
w sobre T tales que para toda g € A(p) (ver (1.7)) se satisface que

/M%w:w@% (4.2)
T

donde g* denota la restriccion de g a T.

Si g € A(p), notar que las funciones g, convergen uniformemente a la restricciéon g*. Dado que
i € Iso(y) es finita, la convergencia uniforme implica que

7«1—1’>n107 19" — grll2(r ) = 0.

Por lo tanto, si g € A(p) la notaciéon ¢g* para la restriccion sobre el borde es consistente con la notacion
introducida en (4.1). Ademas, como este subespacio es denso en H(p), la ecuacion (4.2) define una
isometria ® de H(y) en L?(T, ). En principio, la accién sobre un elemento f € H(p)\ A(y) es formal.
Sin embargo, el siguiente resultado de Aleksandrov [4] muestra que este operador actiia sobre cada
f € H(yp) por tomar limite no tangencial.

Teorema 4.5. Si pu € Iso(p), toda f € H(p) posee valor no tangencial en el borde en casi todo punto
de T con respecto a p.

Notar que por densidad de A(p) en H(yp), el valor en el borde para f € H(¢) dado en el Teorema
de Aleksandrov es ®(f), es decir,

i £(2) = (/)

en p-casi todo w € T.

El siguiente teorema es el primero de los principales resultados del presente capitulo.

Teorema 4.6. Sea ¢ una funcion interna y k% el nucleo reproductor del espacio modelo H(y). Enton-
ces, M (k%) =Tso(p). Méas atn, para toda f € H(p)

Jim (|2(f) = fillzarg = 0.
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Dado que las combinaciones lineales de los niicleos reproductores kf son densas en H(y), este
resultado es bastante natural. La principal dificultad en la prueba del Teorema 4.6 es tratar con las
diferentes nociones de valor de borde usadas en la definicion de los conjuntos M (k%) y Iso(p). Por un
lado, en la definicion de M (k%) la extension de los nicleos reproductores esté definida mediante restric-
ciones del limite radial en L?(T, u). Por otra parte, en el caso de Iso(y), como hemos mencionado en el
Teorema de Aleksandrov, la definicion de valor de borde esta dada mediante limites no tangenciales.
Para poder lidiar con estas dificultades necesitamos algunos resultados previos.

Recordemos que dada una medida de Borel (compleja) sobre T se define la transformada de Cauchy
de p como

K = [ 1 dulc),
T1—2¢
donde z € D. Por un conocido teorema de Smirnov, K(u) € HP para todo p € (0,1) (ver por ejemplo
[53, Teorema 4.2.2|, [8, Teorema 2.1.10]). Diremos que una funcién interna ¢ es un divisor de una
funcion f € HP si fo~! € HP para algtin p. Notar que esta definicién es compatible con la nocién
de divisién entre funciones internas dada en la seccidon 1.4. El siguiente resultado fue probado por
Aleksandrov en [3].

Proposicion 4.7. Sean p una medida de Borel (compleja) sobre T y ¢ una funcién interna. Si ¢ es
un divisor de K(p) entonces toda funcién f en H(yp) N H* tiene limite no tangencial en |u|-casi todo
punto sobre T y para este valor de borde se cumple que

/ FO) du(¢) = 0.
T

Notar que, en particular, como una consecuencia de la proposicién anterior, todos los nucleos
reproductores tienen limite no tangencial en |u|-casi todo punto sobre T. Usando este resultado podemos
probar el siguiente lema técnico.

Lema 4.8. Si p € M(k¥) entonces existe ¢* € L*>(T, ) tal que

Lz—w

m [l = @pll 27, = 0 y Im ¢(z) = ¢*(w),
r—1
para p-casi todo w € T.

_ 1= e)ew)

Demostracion. Sea z € D tal que ¢(z) # 0. Dado que k¥ (w) 1
— Zw

m ([(K2)" = (k)el 21,0y = O,

r—1-

por célculos directos se obtiene que
lim ||o* — ¢ =0,
el H 7’HL2(T,M)

para alguna funciéon medible ¢* : T — C. Veamos que ¢ converge a ¢* no tangencialmente en casi todo
punto con respecto a u. Puesto que existe una sucesion {ry }nen tal que {p,, }nen converge en p-casi
todo punto a ¢* podemos concluir que |¢*(w)| < 1 para casi todo w € T. Ademas, para todo z € D

(k)" (w) = 1—;0(_2);:@)
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donde la identidad es considerada en p-casi todo punto sobre T. Dado que p € M (k¥) sabemos que
1—w(2)p*(() 2 1— o)
[ - Ll
T 1-%¢ 1— |7

Siguiendo la idea utilizada por Aleksandrov en la demostracion del Teorema 2 en [3], definimos la
funcion I' : D? — C por

1—0(2)¢*(¢) 1 - p(w)e*(() 1 — ¢(Z)p(w)
I'(z,w) —/T 1= 2C | wl dﬂ(C)—ﬁ-

Esta funcion es holomorfa en el bidisco y I'(Z, 2) = 0. Por lo tanto, I'(z, w) es idénticamente igual a
cero en D?, en particular

0-TE0 - | W (1= 20)¢"(©)) du(€) - (1= 9(2)2(0)) . (4.3)

Si g = ps + pace es la descomposicion de Lebesgue de p con respecto a la medida de Lebesgue m
sobre T, entonces

1= e(2)e0) = (1 -0 (0,42 ) =(1-¢"

1—2€
1 —¢(2)¢*(§) Jpp—
/Sop(us)c |- 2t (1 @ (£)so(0)) dm(€)

Luego, si definimos
v = (1= 2(0)97) (1 = Xsop(ue)e ) -
entonces la identidad en (4.3) se puede escribir como

L= 0(2)¢"(Q) 1oy —
/T e wo =0 (4.4)

Observar que la parte singular de pu v v son mutuamente absolutamente continuas. Como hemos
mencionado en la seccién de preliminares,

Im (z) = ¢*(w)

Lz—w
se satisface para m-casi todo w € T. Por lo tanto, solo resta probar que el limite no tangencial se

verifica en |v|-casi todo punto, ya que esto implica que el limite se satisface en pus-casi todo punto
también. Con este proposito, notar que la identidad (4.4) se puede reescribir como

lim k2 (w) = (k£)"(C),

Zw—¢

lo cual de forma directa implica que el limite Zh’m ©(z) = ¢*(w) también se satisface para |v|-casi todo
Z—rw

punto. [ |
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Como consecuencia de este lema, més precisamente como consecuencia de su demostracién, tenemos
el siguiente corolario.

Corolario 4.9. Sea p € M(k¥). Dado z € D
1 - o(2)p*(w)
OVE(y) —
(k) (w) = 222,
para p-casi todo w € T.

Para concluir la demostracion del Teorema 4.6, necesitamos también el siguiente resultado de
Aleksandrov [3].

Teorema 4.10. Si p es una medida positiva sobre T y ¢ es una funcién interna entonces son equiva-
lentes:

i.) p € Iso(p).

ii.) La funcion ¢ tiene valores de borde angulares en p-casi todo punto sobre T y para todo z € D

/ 1 - o(@e(0)]’
T

d
e | 1(C)
ili.) Existe una funcién § € H* tal que ||6|| oo <1y para todo z € D

[P0 ante) =re (115555

2
1 e2)]
- |2

Observacion 4.11. Notar que por el item (iii), si p € Iso(y) entonces
_ 1+0(0)p(0) _ 1—10(0)¢(0)|

ol =Re (17 - y

0)(0) ) 1 = 6(0)p(0)|

Por lo tanto, Iso() esta incluido en la bola de radio R = (1 — |p(0)|)~2. En particular, Iso(¢) es
w*-compacto.

2

En el Teorema 4.6, la prueba de la convergencia [|®(f) — frll;2(r,,) — 0 para todo f € H(y),
’ r—1-

cuando p € Iso(yp), sigue esencialmente las ideas descritas en [58| para medidas de Clark. Sin embar-
go, daremos una prueba detallada adaptada a nuestra situacion. Antes, demostraremos los siguientes
resultados técnicos.

Lema 4.12. Sea g € H(¢) y gn la n-ésima suma parcial de su expansion de Taylor en D. Si p € Iso(p)
se verifica que

Jim [12(9) = gallz2rm = 0

Demostracion. Recordemos que, si S* denota el operador adjunto del operador shift, entonces S*g €
H(p). Luego, por el Teorema 4.5, para p-casi todo w € T

gn(w) = ®(g)(w) — ™ 1D((5%) " g) (w). (4.5)
Por lo tanto,

19(9) = gallz2q = @ (59 g), 0.

-Jir]

L2 () H? m—00
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Lema 4.13. Sea {ay},y una sucesion de niimeros reales que converge a a. Entonces

o0

lim sup Zan(r” — 7‘”+1) = q.

Demostracion. Sea A\, = r™ — "1 Sin pérdida de generalidad podemos suponer que o = 0 ya que

por ser Z/\" = 1 se cumple que
n=0

o0

Oé—ZOén n—Za—an))\n.

n=0

Luego, dado € > 0, existe ng > 0 tal que |ay,| < € para todo n > ng, entonces por la desigualdad de

Jensen .
Zan)\n <Z|an|)\n—2|an|)\ + Z lan | An <Z|an|)\ +e.
n=0

n=ng+1
Dado que )\, tiende a cero cuando r — 17,

Eann

lim sup
r—1—

<hmsupz loun| A ) =e.

r—1- n=0

Comentario 4.14. Recordemos la formula de suma por partes de Abel:

Zak(bk+l - bk) = am(bm-‘rl - bm) + am+1(bm+2 - bm-i—l) +...+ an(bn-i-l - bn)
= _ambm + bm-l—l(am - am-l—l) +...+ bn(an—l - an) + anbn-‘rl

n
= apbny1 — ambm — Z bk(ak - ak—l)'
k=m+1

Demostracion del Teorema 4.6. Dada p € Iso(y), sea g una funciéon holomorfa definida sobre D y

supongamos que
0o

9(z) =3 et

k=0

es la expansiéon de Taylor de g en D. Aplicando la formula de sumacion de Abel para cka = bg11 — bk
v % = aj, obtenemos que

9:(¢) = g(rQ) = _exr™¢*
k=0
n+1 0o k—1
= | lim T”chg“j _ (ch<n> (Tk _ rk—l)
e j=0 k=1 \n=0
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Por lo tanto,

2

dp(Q).

2 _
vl = /T

Observar que Z (rk - rkH) =1, por lo tanto usando la desigualdad de Jensen tenemos que

3 (;: cn¢"> (= 1)

k=0

k=0
lorl2g < | 33 e (rk—r’f“) (<)
k=0 [n=0
0 2
-3 / S enct| @) | (- )
n=0

Z lgi 3o (rF = r*41).
k=

Sean € >0y f € H(p). Por el Lema 4.12, existe n > 1 tal que

£
12(f) = fall2(u < 1

donde f,, denota la n-ésima suma parcial de la expansion de Taylor en D de la funcién f. Ademis,
podemos tomar este n de manera que la desigualdad

*\ (n €
12((5*) " ) 2 < 3

también se satisfaga. Por otra parte, dado que la medida p es finita, existe ro € (0, 1) tal que

m

||fn - (fn)THL?(M) < Za

para todo r € (rg, 1). Por lo tanto, obtenemos que

12(5) = Frllzago < 5 + 1 = Gadellzzgn = 5 + 10 = Fadrllzzg

(Zuf Fleliago (r* r’”l))m.

Utilizando (4.5), un célculo directo muestra que

i [[(F = fulilZag = 1205 Dl

<t
-2

l\D\(‘)

Entonces, por el Lema 4.13, tenemos que

timsup > 10— el (5 = #41) = (7)Y )2,

r—1— k=0

En consecuencia,

, € *\ M
limsup [|0(f) = il 2 < 5 + 1S 1)l 2 < =

r—1-
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En particular esto se cumple para los niicleos reproductores. Por otra parte, puesto que los espacios
H(p) v L*(T, ) son isométricos por definicion de Iso(i), los nicleos claramente se reproducen a si
mismos con respecto a .

Reciprocamente, si u € M (k¥), por el Lema 4.8 y el Corolario 4.9, tenemos que la condicion (ii)
del Teorema 4.10 se satisface. Por lo tanto, pu € Iso(y). [ |

Ahora veremos algunas consecuencias del Teorema 4.6. La primera de ellas se debe al Teorema 1.54
de Poltoratskii y por ser V,, un operador unitario.

Corolario 4.15. Todas las medidas de Clark u& pertenecen a M (k?).

Por otra parte, en [28|, Herr et. al. prueban que si k es un nicleo positivo incluido en un espacio
modelo H(p), es decir k, € H(yp) para todo z € D, y la medida de Clark pf € M(k) entonces
,u“fn € M(k), para todo n > 0. La siguiente proposicion da una generalizacién de este resultado.

Proposicion 4.16. Sean ¢ una funcion interna y k un ntcleo positivo incluido en H(p). Si uf € M (k)
y 1 es una funcién interna tal que ¢|¢) entonces pe e M (k) para todo a € T.

Demostracion. Basta probar el resultado para a = 1 (ver el parrafo anterior al Corolario 3.16). Si
¥ es una funcion interna tal que |y entonces H(p) C H(v)), por lo tanto k C H(). Luego, ki €
L2(uf) N L2(u1f) (definido por el limite no tangencial asi como también por el limite radial en L?) y
cumple que

kz(w) = <kz»kz; >L2(,b1") = <kZak7w >H(<P) = <k3zakw >H2

= (e Dy = (KK g, = [ BCQORIARY (O

donde la primera igualdad la obtenemos por la hipotesis pui € M(k), la segunda y la quinta por la
isometria Vi, la tercera y la cuarta por coincidir las normas en H? y en H(y). [ |

Notemos que, en el resultado de Herr et. al., podemos escribir ¢" como la composicién z" o .
Luego, como consecuencia de la Proposicién 1.41 y la Proposicién 4.16 obtenemos la siguiente versién
sobre el resultado de Herr, Weber y Jorgensen antes mencionado.

Corolario 4.17. Sean ¥ una funcién interna tal que 9(0) = 0 y k un nucleo positivo en H? el cual
esta incluido en H (). Si uf € M (k) entonces la funcién ¢ = ¥ o ¢ es interna y pl e M (k) para todo
aeT.

~ U
Demostracion. Como 9(0) = 0, se tiene que ¥ = — € H*(D). Por el Teorema de Littlewood, el operador
z
composicién

Cw(f):fo@

es un operador acotado de H?(D) en si mismo (ver por ejemplo [63]). Luego, U oy € H2(D). Dado
que 1 = (¥ o @), concluimos que 1. Entonces, por la Proposicion 4.16, Mf € M (k). Considerando
a1) = (ad) o ¢ en lugar de 1), obtenemos el resultado para las restantes medidas de Clark. ]
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Observacion 4.18. Otra manera de obtener la conclusién del corolario anterior es utilizando las
medidas de Clark. Este punto de vista esta relacionado con el ultimo resultado en [28]. Sean ¢ y ¢
funciones internas tales que 9¥(0) = 0. Como ya hemos mencionado, la composiciéon ¢ = 1 o ¢ es una

funcién interna. Por otra parte, la medidas de Clark { MZ} . estdn dadas por la siguiente formula
ac

pl = /duﬂ dpd(B).

T

En efecto, para distintos valores de o € T, sean p?, ,ug, v p& las medidas de Clark de 9, ¥, v ¢,

respectivamente. Entonces

Loy 1= 1= o gl
/mc—z\? B OF " la—dop)P

)
1) [ 1=l
~ o e@)P /w SF W)

/ 1_‘Z|2 ©
= [ [ ans)

/T ¢)dus (¢ / / ¢) du5(Q) dpt ().

Obtenemos el resultado por ser la familia {P.}, . densa en C(T). Dado que 9(0) = 0, sus medidas de
Clark son de probabilidad. Entonces, se cumple que

Y. {3"} .
lu’a CC(MIB ,BET>

Por el Teorema 4.6, cada medida de Clark uf esta incluida en M (k%) = Iso(y). Puesto que Iso(¢p)

Luego,

es convexo y w*-cerrado (ver [3] u Observacion 4.11), se verifica que phy € M(k?) C M(k) para todo
acT.
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Parte 11

Conjuntos de muestreo y de interpolaciéon
universales en grupos localmente
compactos abelianos
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Introduccion

Como hemos mencionado en la Introduccién general, las nociones de espacio de Paley-Wiener,
conjunto de muestreo y de interpolacion se extienden a grupos méas generales que R?.

Sea G un grupo localmente compacto abeliano y €2 un subconjunto precompacto medible Borel del
grupo dual G. Analogamente a la definicién dada en RY, el espacio de Paley-Wiener PWq consiste
de todas las funciones cuadrado integrables definidas sobre G cuya transformada de Fourier se anula
en casi todo punto del complemento de 2. En este contexto, el espacio PWq también resulta ser un
espacio de Hilbert con nucleo reproductor. Por otra parte, un conjunto A C G se denomina conjunto
estable de muestreo para PWg si existen constantes A, B > 0 de modo que para toda f € PWgq se
cumple que

Allfl5 < D IFNE < BIIfI-

AEA

Un conjunto T" se dice conjunto de interpolacion estable para PWgq si para cualquier {C’Y}wer € /2(I)
el problema de interpolacién

f(r) =¢y

tiene una solucion f € PWgq. Recordemos que dichos conjuntos se denominan universales si son
conjuntos de muestreo estable y de interpolacion estable para cualquier espacio PWq para el cual
ma(Q2) <D(A) y mg(2) > D(T'), respectivamente, donde mg denota la medida de Haar de G y D la
densidad uniforme.

Mediante la transformada de Fourier, sigue siendo valida la equivalencia mencionada en la Intro-
duccién general entre conjuntos de muestreo e interpolacién y marcos de exponenciales, considerando
en este caso caracteres en lugar de exponenciales. Mas precisamente, un conjunto A es de muestreo o
de interpolacion para el espacio PWq si y solo si la familia de niticleos reproductores {kx}yc, s un
marco o una sucesion de Riesz para PWq. Luego, el conjunto de caracteres {exxqa}y e, Serd un marco
o una sucesién de Riesz para L?(£2), respectivamente.

El principal objetivo de la presente parte del trabajo es probar la existencia de conjuntos de muestreo
estables universales y de interpolacién estables universales en grupos que no poseen necesariamente
cuasi-cristales. La estrategia seguida para demostrarlo estd basada en la idea utilizada en [1| para
probar la existencia de conjuntos de muestreo e interpolacién con densidades arbitrariamente cercanas
a la densidad critica para el espacio de Paley- Wiener en grupos. Dado un conjunto compacto 2 de G
con medida fija queremos hallar un conjunto Q tal que en el caso de muestreo contenga a {2y en el
caso de interpolacion esté contenido en Q de manera que L?(€2) admita una base de Riesz de caracteres
con frecuencias en el conjunto A. De esta forma, en el primer caso la base de Riesz serd4 un marco en

L?(2) y en el segundo una sucesién de Riesz en L?(().

Sin embargo, obtener el conjunto Q en grupos cuyo dual es isomorfo a R x T% x K puede ser
dificil debido al grupo compacto K. Para sortear esta dificultad vamos a utilizar el siguiente resultado:
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Dado un entorno U de la identidad de CA?, existe un subgrupo compacto K incluido en U tal que
G/K es elemental, es decir,

G/K 2 R% x T% x 7% x F,
donde F' es un grupo finito abeliano.

Luego, en primer lugar, vamos a abordar el problema a resolver para grupos cuyo dual es compac-
tamente generado de tipo Lie, es decir, isomorfos a R4 x T% x Z% x F, siendo F un grupo finito
abeliano (ver Teorema 8.5). En particular, el grupo simple R? x Z3 pertenece a esta familia de grupos.

Para probar la existencia del conjunto Q, por un lado utilizaremos un resultado de aproximacién de
conjuntos compactos por una cantidad finita de cubos cuasi-diddicos dado en [1]. Por el otro, siguiendo
las ideas utilizadas por Olevskii y Ulanovskii en [57], un proceso inductivo el cual en el paso n-ésimo
permite obtener una base de Riesz para todos los conjuntos de medida uno que son unién de a lo sumo
n cubos cuasi-diddicos. El resultado se obtiene aplicando alternadamente la extension del Teorema
de Wiener sobre perturbaciones de bases de Riesz a grupos de la forma R% x T9 x D, donde D es
un grupo discreto (ver Teorema 7.4) y el teorema sobre existencia de bases de Riesz y multiteselados
(Teorema 7.6).

En [1] se prob6 que si Q es un subconjunto de G/K tal que L*(Q) admite una base de Riesz
de caracteres y 7 denota la proyeccién canénica de G en G/K entonces L?(7=Y(Q)) también admite
una base de Riesz de caracteres. Luego, cuando G 1o es de tipo Lie, utilizando este resultado y un
argumento similar al usado en la prueba del Teorema 8.5 aplicado a G /K en lugar de G obtenemos
la demostracion del segundo resultado principal de la presente parte del trabajo (ver Teorema 8.6).

La segunda parte de la tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 5 recordaremos definiciones y resultados basicos sobre grupos localmente compactos
abelianos. En particular, se encuentra el Teorema de Weil, el cual nos da la existencia de la medida
de Haar para un grupo cociente, la transformada de Fourier para grupos y el Teorema de inversion.
La tltima seccion del capitulo contiene los Teoremas de estructura, los cuales son fundamentales en el
trabajo ya que, bajo ciertas hipdtesis, nos permiten concentrar nuestro estudio en grupos de la forma
R% x T x 7% x F, donde dy,da,ds > 0y F es un grupo finito.

En el Capitulo 6 se define el espacio de Paley Wiener en grupos localmente compactos abelianos e
introducimos nuestros principales objetos de estudio: los conjuntos de muestreo estable e interpolacién
estable para dicho espacio. Con el fin de estudiar expansiones de Fourier probaremos que en grupos
sigue siendo valida la equivalencia entre conjuntos de muestreo e interpolacién y marco y sucesiones
de Riesz de niicleos reproductores, respectivamente. Finalizamos el capitulo con las nociones de den-
sidades introducidas por Grochening et. al. en |24]| para grupos. En particular, se prueba que dicha
generalizacion coincide con las densidades de Beurling cuando G = R,

Como hemos mencionado, la estrategia para probar los principales resultados del trabajo es hallar
una base de Riesz de caracteres para L%(Q), de cierto conjunto € del grupo dual. Con este proposito,
en el Capitulo 7 por un lado extendemos a grupos de la forma G = R% x T% x D, donde D es un grupo
discreto, el resultado de Paley y Wiener sobre perturbaciones de bases de Riesz. En términos generales,
establece que si dos conjuntos A y A de G estan “cerca’ (ver definicion 7.3 para mas precision) y los
caracteres en A forman una base de Riesz entonces también lo hacen los caracteres en A. Por otra
parte, en relacion a la conjetura de Fuglede, Grepstad y Lev en [23] y més tarde Kolountzakis en [38]
probaron que si  es un conjunto acotado de R? que multitesela R? con traslaciones de un reticulo A
entonces L?(§)) admite una base de Riesz de exponenciales. En la seccién 7.2 enunciamos la extension
de este resultado a grupos localmente compactos abelianos obtenida en [1].
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El Capitulo 8 contiene los principales resultados de la segunda parte de la tesis. Comenzamos
el mismo con la nociéon de cubos cuasi-diadicos, los cuales fueron definidos en [1] para aproximar
conjuntos compactos arbitrarios de un grupo elemental. En la seccién 8.2, demostramos que L?(£2)
admite una base de Riesz de caracteres (Teorema 8.4) si €2 es un conjunto de medida uno formado por
cubos cuasi-diadicos. Luego, probamos la existencia de conjuntos de muestreo estables universales y de
interpolacién estables universales para grupos isomorfos a R% x T9 x Z% x F, donde F es un grupo
finito. Por altimo, si G es un grupo compactamente generado y U es un entorno de la identidad de G
probamos la existencia de dichos conjuntos, en el caso de muestreo para el espacio PWq para todo €2
tal que mg(Q2 +U) < D(A) y en el caso de interpolacion para el espacio PWqyy para todo  tal que
ma(22) > D(A).
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Capitulo 5

Preliminares sobre grupos localmente
compactos abelianos

En el presente capitulo daremos definiciones y resultados sobre grupos localmente compactos abe-
lianos que utilizaremos a lo largo del trabajo. En particular, se encuentra el Teorema de Weil, el cual
utilizaremos en el Capitulo 8 para demostrar uno de los principales resultados obtenidos. Ademés, re-
pasaremos propiedades del conjunto de morfismos continuos definidos sobre un grupo y recordaremos
la definicién de transformada de Fourier. Por dltimo veremos que, bajo ciertas condiciones, podremos
restringir nuestro estudio a grupos de la forma R4 x T% x Z4 x F, donde dy,ds,d3 > 0y F es un
grupo finito. Las pruebas de los resultados contenidos en esta seccion se puede encontrar en [60] y [13].

5.1. Definiciones y propiedades béasicas

Dado un grupo arbitrario G consideraremos la adicién como la operacion del grupo, denotaremos
e al elemento neutro y —z al inverso de = en G. Recordemos que una topologia 7 sobre G se dice
Hausdorff si para todo par de puntos distintos x,y € G existen entornos disjuntos de = e y. Por otra

parte, si todo punto de G tiene un entorno compacto decimos que 7 es localmente compacta.

Definicion 5.1. Sea G un grupo abeliano dotado de una topologia T la cual es Hausdorff y localmente
compacta de modo que la aplicacion dada por

(,y) =z —y

es continua de (G x G,7 x 1) en (G,7). A tal grupo lo llamaremos grupo localmente compacto
abeliano y utilizaremos la abreviacion grupo LCA.

Ejemplos 5.2.
e R” con la suma y la topologia usual.
e 7™ con la suma y la topologia discreta.

e T" con la topologia producto, considerando a T = {z € C : |z| = 1} con la topologia heredada de

C.
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En un grupo LCA G existe una medida m no negativa regular de Borel la cual no es idénticamente
nula y es invariante por traslaciones, es decir,

m(E) =m(E + x),

para todo x € G y todo conjunto de Borel E contenido en G. A tal medida la denominaremos medida
de Haar del grupo y es tinica salvo productos por escalares positivos. Si el grupo es compacto, la
normalizaremos de modo que resulte una medida de probabilidad.

Notacion 5.3. Dado un grupo LCA G, notaremos m¢g a la medida de Haar de G. Obviaremos el
subindice si no hay posibilidad de confusién sobre a qué grupo corresponde la medida.

Fijada la medida de Haar, los espacios LP(G) = LP(G,m), para 0 < p < oo, se definen de la manera
usual. La norma en LP(G) es invariante por traslaciones, es decir, si f € LP(G) y z € G,

1fell, = 1111,
donde f,(y) = f(y —z), con y € G.

Teorema 5.4. Sil <p< ooy f € LP(G) entonces la aplicacion de G en LP(G) dada por
x— fr

es uniformemente continua.

Definicion 5.5. Sean f,g: G — C dos funciones medibles Borel y x € G tal que

/|fx— ()] dm(y) < oo. (5.1)

Entonces se define la convolucion de f y g en x como

(f*9) /f:c— dm(y).

En la siguiente proposicion listamos algunas propiedades de la convolucién que se deducen més o
menos inmediatamente de la definicién y el Teorema 5.4.

Proposicion 5.6. Sea G un grupo LCA.
1. Sise cumple (5.1) para un z € G entonces (f x g) (z) = (g * f) (x).
2. Si f y g son continuas con soporte compacto, entonces sop(f * g) C sop(f) + sop(g).

3.8i f € LY(G) y g € L*=(G), entonces f * g esta bien definida, es acotada y uniformemente
continua.

4. Si1 < p < 00y q es el exponente conjugado de p, dadas f € LP(G) y g € LI(G) entonces
f*g € Co(G).

5. Si f,g € L'(G) entonces (5.1) se cumple para m-ctp. y vale que

1f*glle <[ fllllglls-

6. El espacio (L'(G),+, *) es un élgebra de Banach conmutativa.
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5.1.1. Grupo cociente

Si H es un subgrupo de G, el conjunto G/H de todos los cosets de H resulta un grupo abeliano si
definimos

(H+x)+ (H+y)=H+x+y,

con z,y € G. Mas ain, si H es cerrado entonces el conjunto G/H es, en realidad, un grupo LCA.

Teorema 5.7. Sea G un grupo LCA y 7 la proyeccion canodnica de G en G/H, donde H es un subgrupo
cerrado de G. Un subconjunto de G/H es abierto si y sélo si es la imagen por 7 de un subconjunto
abierto de G. Entonces G/H es un grupo LCA.

Demostracion. Por definicion 7 es una aplicaciéon continua y abierta, por lo tanto G/H es localmente
compacto. Sean z,y € G tales que x — y ¢ H, entonces dado que y + H es cerrado, existe un entorno
W del elemento neutro e de G tal que x + W no interseca a y + H. Por ser G un grupo LCA, existe un
entorno simétrico y compacto V de e tal que V+V C W, entonces los conjuntos c+H+V ey+H+V
no se intersecan. Es decir, existen entornos disjuntos de los puntos z + H e y + H en G/H, por lo
tanto G/H es un espacio de Hausdorff. Ahora, veamos que la aplicacion ¢y : G/H x G/H — G/H es
continua. Sea U C G/H un conjunto abierto. Consideramos ) = 7 Xy ¢g : G X G — G la aplicacion
que asigna la operacion del grupo. Por ser G un grupo topolégico, ¢g en continua, ademéas dado que
7 es continua y abierta, 1 resulta una aplicacion abierta. Luego, gb;Il(U) = zbgbélw_l(U) es abierto en
G/H x G/H. Por lo tanto, ¢y es una aplicacion continua. [ |

Los conjuntos que se definen a continuacién son fundamentales en el presente trabajo.

Definicion 5.8. Sea G un grupo LCA. Un reticulo uniforme en G es un subgrupo discreto H tal
que G/H es compacto.

Definicion 5.9. Sea G un grupo LCA y H un reticulo uniforme en G. Una seccion de Borel de
G/H es un conjunto de representantes de dicho cociente, es decir, es un conjunto A de G que contiene
exactamente un elemento de cada coset. Luego, cada elemento x € G se puede escribir de manera inica
comox =a+h, donde a € A yh € H. Ademds, se puede probar que existe una tinica seccion de Borel
de G/H relativamente compacta, a la cual se la denomina dominio fundamental. (ver [21] y [56]).

Formula integral de Weil

El Teorema Weil prueba la existencia de la medida de Harr sobre el cociente G/H, siendo H un

subgrupo cerrado de G. Ademds, la formula integral relaciona funciones integrables en G con funciones
integrables sobre G/H.

Teorema 5.10 (Weil). Sean G un grupo LCA y H un subgrupo cerrado de G. Entonces existe una
medida invariante me,y no nula sobre el cociente GG/H tal que mg g es unica salvo factor escalar.
Dadas las medidas de Harr de Gy H, existe una tinica eleccion de mg g tal que para toda f € C.(G)
se verifica la férmula integral para el cociente

/G f () dme () = /G y /H £+ h) dmg () dmg g (n(2)),

donde 7 denota la proyeccién canoénica de G en G/H.

Observacion 5.11. Vamos a asumir esta normalizacion y llamaremos medida cociente a mg/p -
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5.1.2. Grupo dual y transformada de Fourier

Si G es un grupo LCA entonces L' (G) resulta ser un 4lgebra de Banach conmutativa con el producto
dado por la convolucién. La siguiente proposicién relaciona los morfismos sobre G con los morfismos
sobre L'(G).

Proposicion 5.12. Sea G un grupo LCA y v : G — C un morfismo continuo, definimos
o) = [ fantiin(a),

para toda f € L'(G). Entonces la funcién ¢, es un morfismo no nulo sobre L'(G). Més atn, todo
morfismo no nulo sobre L'(G) se obtiene de esta manera.

Consideremos L'(G)* con la topologia débil* y sea Q(G) el conjunto de morfismos no nulos sobre
L'(G). Con la topologia débil* relativa, Q(L'(G)) es un espacio localmente compacto Hausdorff.

Sea G el conjunto dado por
G = {y:G — T : yes un morfismo continuo} .

Dotado con la operacién
(1 +72)(2) = n(2) 12(2),

para y1,7v2 € G y € G, el conjunto G es un grupo y se lo denomia grupo dual de G y a sus
elementos caracteres. Por otra parte, la Proposicién 5.12 nos permite dotar a G de una topologia
Hausdorff locamente compacta via la identificacion de G con Q(L'(@)). Notemos que respecto a esta
topologia, una red {7, }aca converge a v € G si y solo si para toda f € L*(G) se tiene que

h/én Pva (f)= QO’Y(f)‘

Entonces, hemos visto que G es un grupo y un espacio localmente compacto Hausdorff. El préximo

teorema establece que estas dos estructuras juntas hace a G un grupo LCA. Antes consideremos los
siguientes conjuntos

N(K,r,v) ={y€@G: |y(zx) —o(x)| < r para todo z € K},
donde K es un compacto de G y r > 0. Notar que N(K,r,v) = v0 + N(K,7,0).
Teorema 5.13.

i.) La funcién (z,7) — y(x) es continua de G x GenT;
ii.) Los conjuntos N(K,r,7o) son abiertos y son una base de la topologia de G.
iii.) El grupo G es un grupo LCA.
Como consecuencia inmediata se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 5.14. Sea z € G, entonces la funcién e, : G — T definida por ex(y) = v(x) es un caracter.

La Proposicién 5.12 es el punto de partida de la teoria de Fourier en grupos LCA.
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Definiciéon 5.15. Dada f € LY(G) definimos transformada de Fourier a la funcion f: G- C

dada por
_ / f@yy@)dm(z).
G

En otras palabras, f no es otra cosa que la transformada de Gelfand de f. Por medio de A(@) deno-
taremos a la imagen de la transformada de Gelfand en Co(G) (resp. C(G) si G es compacto).

Las siguientes propiedades se obtienen como consecuencia directa de la definicién y de las propie-
dades de la transformada de Gelfand.

Proposicion 5.16.
i.) A(é) separa puntos en G.
ii.) Si f*(z) = f(—=), entonces = ? En consecuencia, A(G) es densa en Co(G).

iii.) A(G) es invariante por traslaciones y modulaciones, i.e. multiplicacién por caracteres. En parti-
cular se tiene que

o (T./)(%) = ea(1) F(7), donde e, (7) = 7(x);
o (1f)(7) = F(v —n).

iv.) [ fllsc < £l
Proposicion 5.17. Si G es discreto entonces G es compacto y si G es compacto entonces G es discreto.

Veamos algunos ejemplos clésicos de grupos y la transformada de Fourier.

Ejemplos 5.18.

e Si G =R", entonces G =R" y f = Jan f( x>dm(aj), con x,y € R™.

e Si G =Z", entonces G=Tn y f iy = Z f(m > con €@ ¢ T™.
mezn

o Si G=T", entonces G =Z" y f(m) = [, f(¢?)e? {0 )dm(6), con m € Z".

Los siguientes subgrupos serdn muy importante para probar los principales resultado en el capitulo
8.

Definicion 5.19. Dado un subgrupo cerrado H de G se denomina anulador de H al conjunto Ht
de G dado por
L:={yeG:y(h)=1,Vhe H}.

Definicion 5.20. El anulador A = HY es un reticulo de G denominado reticulo dual.
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Teorema de inversion

El proximo resultado nos da una normalizacién para la medida de Haar de G. Sea B(G) el conjunto
de todas las funciones f : G — C las cuales se pueden representar de la forma

f(z) = /éem dpi() (5.2)

~

para cierta u € M(G). Por el teorema de Bochner y el teorema de descomposicion de Hahn, este
conjunto es precisamente el conjunto de combinaciones lineales finitas de funciones definidas positivas.
Recordemos que una funcién ¢ : G — C se dice definida positiva si la aplicacién £ : G x G — C
dada por k(x,y) = ¢(x — y) es una matriz positiva.

Teorema 5.21. Sea f € L'(G) N B(G). Entonces
i) feLY(G);

ii.) Si fijamos la medida de Haar mg en G, se puede normalizar la medida de Haar mg de G de
modo que

f(z) = /G F0) ex() dma().

Una consecuencia importante del teorema anterior es la identidad de Plancherel.
Teorema 5.22 (Plancherel). Sea f € L'(G) N L?(G). Entonces fe Lz(é) y ademas

1f 122y = 1l 2

Miés atn, la transformada de Fourier se extiende a un isomorfismo isométrico.

Teorema de Dualidad de Pontryagin

Dado un grupo LCA G, vimos que su dual G también es un grupo LCA | luego la pregunta natural

que surge es qué relacion existe entre G y G. Segin vimos en el Teorema 5.13, todo elemento x € G
induce un caracter e, sobre G del siguiente modo:

Si definimos a : G — G por medio de a(x) = e, entonces claramente la funciéon « posee las siguientes
propiedades:

e « es un morfismo de grupos.

e Es inyectivo (ya que ~ separa puntos en G).

El Teorema de Dualidad de Pontryagin nos dice que G puede ser identificado con G, informalmente
establece que todo grupo LCA es el grupo dual de su grupo dual.

Teorema 5.23. El morfismo o es un homeomorfismo de G en G .
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5.2. Teoremas de estructura

La presente seccién contiene tres teoremas de estructura que nos seran de gran utilidad en los
proximos dos capitulos. Primero veremos que los grupos LCA son isomorfos a grupos de la forma
R? x H, para algin d > 0 y H un grupo LCA que contiene un subgrupo abierto compacto K. Si
ademds contamos con informaciéon adicional sobre el grupo podremos obtener mejores teoremas de
estructura. Por ejemplo, todo grupo LCA compactamente generado es isomorfo a un grupo de la forma
R% x Z% x K, para algin grupo compacto K y di,ds > 0y todo grupo compactamente generado de
tipo Lie es isomorfo a uno de la forma R% x Z% x T% x F, donde F es un grupo finito y di, da, ds > 0.
Los resultados enunciados en esta seccion y sus demostraciones se pueden encontrar en [13] y [60].

A continuacion enunciamos el primer teorema de estructura.

Teorema 5.24. Sea G un grupo LCA. Entonces existen un grupo LCA H y d > 0 tales que
1. G es isomorfo a R? x H.
2. H contiene un subgrupo compacto abierto K.

El segundo teorema de estructura es para grupos LCA compactamente generados. Recordemos que
un grupo topolégico G se dice compactamente generado si

G=()=[Jv",
nez
para algin subconjunto compacto V de G.

Teorema 5.25. Sea G un grupo LCA compactamente generado. Entonces existen di,da > 0 y un
grupo compacto K tales que G es isomorfo a R4 x Z% x K.

El tercer teorema de estructura que enunciaremos en esta seccion es para grupos LCA de tipo Lie.
Para definir esta nocion recordemos que dos grupos localmente compactos Gy G se dicen localmente
isomorfos si existen entornos abiertos de la unidad V y V en G y G, respectivamente, junto con un
homeomorfismo ¢ : V — V tales que

oz +y)=o@)ey) v ol-x)=¢)"" (5.3)

para todo x,y € V tales que x +y € V (resp. —z € V). Un grupo LCA G se dice de tipo Lie si G
es localmente isomorfo a R? para algtin d > 0. Dicho d esta univocamente determinado y se llama la
dimensién del grupo.

Teorema 5.26. Sea G un grupo LCA de tipo Lie. Entonces G es isomorfo a R4 x T% x D, para
di,da > 0y D un grupo discreto abeliano.

Combinando los Teoremas 5.25 y 5.26 junto con los isomorfismos
RA = RD, Zd = Td Tds = 7% (5.4)

v el hecho de que el dual de un grupo discreto es un grupo compacto y el dual de un grupo compacto
es un grupo discreto, obtenemos el siguiente corolario como consecuencia del Teorema de Dualidad de
Pontryagin 5.23.
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Corolario 5.27. Sea G un grupo LCA. Entonces son equivalentes:
1. G esta compactamente generado.

2. G es un grupo LCA de tipo Lie.

Dado que los cocientes de grupos localmente generados estdn localmente generados, el Teorema
5.26 junto con el teorema de estructura para grupos abelianos finitamente generados, el cual establece
que dichos grupos son isomorfos a Z™ x F, donde m € N y F es un grupo finito abeliano, implican
inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 5.28. Sea G un grupo LCA. Entonces son equivalentes:
1. G es un grupo LCA compactamente generado de tipo Lie.

2. Existen dy,dy,ds > 0 y un grupo finito abeliano F tal que G = R% x T% x Z% x F.



Capitulo 6

Preliminares sobre muestreo e
interpolaciéon en espacios de Paley Wiener
de un grupo LCA

Como hemos mencionado en la introduccién en esta segunda parte de la tesis, estamos interesados
en saber cudndo un conjunto es de muestreo o interpolacién para el espacio de Paley-Wiener. En el
presente capitulo veremos que, por medio de la transformada de Fourier, dicha condicién es equivalente
a que los nucleos reproductores constituyan un marco o una sucesién de Riesz, relaciéon que utilizare-
mos fuertemente en el capitulo 8. Luego, recordaremos la nocién de densidad de Beurling para R? y
consideraremos la extension a grupos LCA dada por K. Grochenig et. al. en [24].

6.1. Espacios de Paley Wiener en grupos LCA

El espacio que definimos a continuacién forma parte de la familia de subespacios invariantes del
operador shift. A lo largo de este capitulo estaremos interesados en este espacio y es sobre el cual se
centran los principales resultados obtenidos.

Definicion 6.1. Sean G un grupo LCA y Q un subconjunto precompacto de G. Bl espacio de Paley-
Wiener PWq consiste de todas las funciones cuadrado integrables definidas sobre G cuya transformada
de Fourier converge a cero (en casi todo punto) fuera de 2, es decir,

PWQ:{fGLQ(G):fXQc:O€nm—Ctp}.

Notar que si f € PWq entonces por el Teorema de inversiéon 5.21 y la identidad de Plancherel 5.22,
se cumple que

f(z) = /Q () ea(y) dimg (y) = /éfm (—axa)(7) dms()
— [ 5O Tmxa) O dme(t) = ( f.(e—xa)
G

Luego, obtenemos que las evaluaciones son acotadas, y por lo tanto el espacio de Paley-Wiener PWq
es un espacio con nucleo reproductor. Si x € (G, al nucleo asociado a la evaluacién en = lo denotamos

k. v esta dado por k; = (e_zXxq)-

L2(G)

En gran parte del trabajo supondremos que G es compactamente generado. Esto no es una restric-
cién seria, tal como lo muestra el siguiente teorema (ver también [20]).

77
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Teorema 6.2. Supongamos que 2 C G es relativamente compacto y que H es el subgrupo abierto
generado por €). Entonces H es compactamente generado y existe un subgrupo compacto K C G tal
que toda f € PWq es K-periodica. Més atn, el cociente G/K es isomorfo a R% x T92 x D para cierto
grupo abeliano discreto y a lo sumo numerable D, y (G/K)" = H, donde H es el subgrupo de G
generado por € .

Demostracion. Sea V un entorno abierto y relativamente compacto de 2 C CA}’, y sea H el subgrupo
abierto de G generado por V. Entonces, @/H es discreto, y por ende (CA?/H)A es compacto. Veamos
que K := H' es el subgrupo que estamos buscando. Sean f € PWq, x € G, y k € K, entonces por la
formula de inversion

fat+k) = /Q Fora + k) dmg()
- /Q Fonv(@)y(k) dma()
- /Q Fon(w) dmg () = f(z)

dado que k € H' y Q C H. Como H es compactamente generado, por el Corolario 5.27, H es isomorfo
a un grupo de la forma R% x Z% x L para cierto grupo compacto L. En consecuencia

H~G/H"~G/K ~R" xT% x D,
donde D = L es un grupo discreto. |

Como consecuencia de este resultado, cada funcion f € PWq pertenece a G /K y puede ser identi-
ficada con una funciéon f € L?(G/K).

6.2. Sucesiones de muestreo e interpolaciéon

Intuitivamente, un conjunto es de muestreo si conociendo nuestra funcién sobre él, tenemos sufi-
ciente informacién para reconstruirla, mientras que un conjunto de interpolacién impone restricciones
que debe satisfacer la funciéon. Comenzamos la seccién dando la definicién formal de dichos conjuntos.

Definicion 6.3. Sea A un conjunto de puntos de G. Diremos que A es un conjunto de muestreo
para PWq si existen constantes A, B > 0 de modo que para todo f € PWq se verifica que

AlIFIP < 31PN < BIFIP (6.1)

AEA

Definiciéon 6.4. Un conjunto de puntos A se denomina conjunto de interpolacion del espacio PWq
si para cualquier sucesion {c\} € £2(A) eziste una funcion f en PWq tal que:

FO) = . (6.2)

Cuando el espacio de Paley Wiener esta definido en el grupo R?, es un resultado bien conocido que
todo conjunto de interpolacion es separado y que todo conjunto de muestreo es una union finita de
conjuntos separados. Esto permite, sin pérdida de generalidad, suponer que los conjuntos con los que
se trabaja son separados. A continuacién veremos que lo mismo ocurre en el marco de grupos LCA.
Las demostraciones de estos resultados estéan esencialmente extraidas de [24]. En este contexto, pese
a que en la mayorfia de los casos de interés el grupo es metrizable, es mas usual hablar de conjuntos
uniformemente discretos.
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Definicion 6.5. Diremos que un conjunto A de un grupo LCA G es uniformemente discreto si
existe un entorno de la identidad U de modo que para todo par A\, Ao € A

()\1+U)ﬁ()\2+U):@.

Hecha esta aclaracion, comencemos considerando el caso de las sucesiones de interpolacion. Como
veremos a continuacién, una conjunto de interpolacién es automaticamente separado.

Proposicion 6.6. Si A un conjunto de interpolacion entonces A es uniformemente discreto.

Demostracion. En primer lugar notemos que como consecuencia del teorema del grafico cerrado, el
problema de interpolacion siempre se puede resolver de manera que existe M > 0 tal que el problema

fA) = ax

tiene como solucién una f tal que

I3 < MY Jaxf?
A

para toda sucesion de cuadrado integrable {ay}aeca. Aclarado esto, supongamos que para todo abierto
U en G existen puntos A1 y Ag en G tales que Ao — A1 pertenece a U. Resolviendo el problema para
fA1) =1y f(A)=0si A€ Ay X# Ay, setiene que ||[flla <My

1= [fO0) = fOu)] < /Q Fllex () — ex, () ldme ()

< Mmg(Q)Y2sup |1 — ex,—x, (7)),
vefd

lo cual no puede ocurrir para cualquier abierto U cuando § es relativamente compacto.
[ |

La reduccién en el caso de conjuntos de muestreo también sigue las lineas usuales. Ahora veamos
que un conjunto de muestreo es una unién finita de conjuntos separados. Para eso necesitamos el
siguiente lema.

Lema 6.7. Sea A un conjunto uniformemente discreto de G, y €2 un subconjunto relativamente com-
pacto de G. Entonces existe una constante positiva C' tal que

S IFNE < ClfIB,

AEA

para toda f € PWq.

Demostracion. Sea g una funcién en L'(G) tal que g(y) = 1 para todo v € Q y para cualquier entorno
U de la identidad, la funci6n

g*(z) = sup |g(z + u)|
ueU

también pertenece a L'(G) (sobre la existencia de tal funciéon ver [59, Thm. 5.1.3]). Si f € PWq,
entonces f = fx gy fH(x) < (|f] * ¢*)(z) para todo = en G. Consecuentemente,

15112 < [1fl12llg%
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para toda f en PWgq. Claramente, |f()\)| < f#(z) siempre que z € (A + U). Dado que A es uniforme-
mente discreto, podemos elegir U de modo que

SUNE = X o [ 10 Pdme(a)

NeA xea G
< S [ PP (63
AEA
1 # 2 HQﬁHQ 2
< e L IP@Rane() < ST

Como el espacio PWg es un espacio invariante por traslaciones constituido por funciones continuas,
dado x € G existe una funcion f € PWq, tal que |f(z)| > 0. Esta observacion y el lema anterior nos
conducen al siguiente resultado:

Proposicion 6.8. Sea A un subconjunto de G y €2 un subconjunto relativamente compacto de G.
Entonces, existe una constante C > 0 tal que para toda f € PWgq

Y < Clfl3, (6.4)

AEA

si y s6lo si A es una union finita de conjuntos uniformemente discretos.

Dado que conjunto de muestreo satisface la condicion de Bessel (6.4) resulta que un conjunto de
muestreo es una unioén finita de conjuntos separados.

Si bien no lo utilizaremos en los resultados subsecuentes, cabe mencionar que se puede probar que
dado un conjunto de muestreo A con constantes positivas ¢y C, es decir, que se verifica la designaldad

clfl3 < D IFNIP < ClfIIE

AEA

para toda f € PWq, entonces existe un subconjunto uniformemente discreto A de A y constantes
positivas ¢ y C tales que

=11 £112 V2 <« A el2
alfIz <D IFMP < ClfIS
el
para toda f en PWq.
El principal ingrediente de la prueba de este resultado es el siguiente lema, el cual posee interés en

si mismo y nos serd tutil mas adelante.

Lema 6.9. Sea A un subconjunto uniformemente discreto de G. Entonces, para todo € > 0, existe un
entorno U de la identidad tal que si A — )\ es una funcién de A en G que satisface N’ —\ € U, entonces

SN = FP <ellfl3 (6.5)

AEA

para toda f en PWq.
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Demostracion. Sea g como en la prueba del Lema 6.7. Entonces

2
eru)—fm?sZ( | f(y)|g<A—y>—g<x—y>\de<y>> |

AEA AEA

Por la desigualdad de Jensen, el sumando de la derecha correspondiente a A es mayorizado por la
expresion

/ F@PlgO — ) — 9N — 9)ldma(y) / (A — ) — (X — 2)|dma(z).
G G

Como el operador g(x) + g(n — ) is continuo con respecto a la norma L', la integral

/ 9 — ) — (X — 2)|dma(x)
G

se puede hacer arbitrariamente pequena y de manera uniforme en U, si este entorno se toma de clausura
compacta. Por otra parte, en la integral

/G F@PlgO —y) — g — y)ldma(y)

al sumar en A e intercambiando el orden de la suma con la integral se obtiene
/ f(w)]? (Z lg(A —y) — g(\' — y)\) dmg(y).
G XeA

La serie en el integrando se puede acotar repitiendo la estimacion hecha en (6.3). Por lo tanto, eligiendo
convenientemente U se obtiene (6.5). [ |

Por ultimo veamos que relacién existe entre los conjuntos de muestreo e interpolacién y los nucleos
reproductores indexados en los puntos de dichos conjuntos. A partir de la definicion de conjunto de
muestreo y de la transformada de Fourier es facil ver el siguiente resultado:

Proposicion 6.10. Sea A un conjunto de puntos de G. Entonces son equivalentes:
i.) A es un conjunto de muestreo.
ii.) {kx}xea es un marco para PWq.

iii.) {ex}area es un marco para L%(Q).

Notemos que en particular, {kx}rca v {€x}rea son familias de Bessel en sus respectivos espacios.
Veamos ahora el caso de interpolacion.

Proposicion 6.11. Dado el conjunto A en G, son equivalentes:
1. A es un conjunto de interpolacion.
2. {kx}rea es una sucesion de Riesz.

3. {ex}xen es una sucesion de Riesz.
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4. Existen constantes A, B > 0 tales que para todo f € PWq

A el <lIfl2 < B leal (6.6)

AEA AEA
para toda sucesion {cy} € £2(A) y f en el espacio £ generado por {ky}rea que interpole los cy.
Demostracion.

1 = 2) Sea L el espacio cerrado generado por {ky},c,. Por las Proposiciones 6.6 y 6.8 el conjunto
{kx}\ca s una sucesion de Bessel. Luego, para cada f € PWq la sucesion {f(A)} € £2(A), y el
operador T* que realiza esta asignacion es acotado. Si B denota el operador lineal acotado que a
cada sucesion {cy}ycp € £2(A) le asigna el tnico elemento en f € £ que resuelve el problema de
interpolacion entonces T*B = I, y por lo tanto T es suryectivo. Esto muestra que su adjunto T’
es acotado inferiormente, lo cual equivale a que la sucesion {ky}rca sea una base de Riesz de L.

2 <= 3) Se obtiene por ser la transformada de Fourier un operador unitario.

2 <= 4) Si {kx}xena es una base de Riesz del subespacio que generan entonces el operador de sintesis
es acotado inferiormente y continuo. Esto es equivalente a las dos desigualdades en (6.6).

4 = 1) Las desigualdades muestran que el operador de sintesis es continuo y acotado inferiormente.
Luego el operador de andlisis es suryectivo, lo cual es equivalente a que A sea un conjunto de
interpolacion.

Comentario 6.12. Si {k)},ca es una base de Riesz de un subespacio cerrado £, entonces existe una
base de Riesz {g,} del mismo subespacio £ de modo que

9k(An) = (G kx) = Ok (6.7)

Por ende, toda f € L se puede escribir como
F@) =" Fn)gn().

Esto se asemeja a lo que ocurre entre polinomios de grado acotado y los polinomios de Lagrange. A

6.3. Densidad de Beurling

Lanocién de densidad de Beurling juega un papel importante en muchas areas del anélisis de Fourier
moderno. Las densidades superior e inferior fueron introducidas por Beurling sobre la recta real en sus
trabajos sobre balayage e interpolacion. Luego, Landau en [44] las define para conjuntos uniformemente
discretos de R? al estudiar conjuntos de muestreo e interpolacion en espacios de funciones de banda
limitada. En esta misma linea, Grochenig, Kutyniok y Seip en [24] extienden el concepto de densidades
para grupos LCA.
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6.3.1. En R¢

Sea K un conjunto compacto integrable Riemann de medida 1 y A un conjunto uniformemente
discreto de R?. Si

Tax(r):=sup #(AN(rK +x)) y n, .(r):= inf #(AN(rK +2)),
zeR zER?

entonces se definen las densidades inferior y superior como

Tia, k(1)

D™ (A) = liminf By, (7) D1 (A) = limsup T
”

T—00 T’d r—00

(6.8)

respectivamente. Si D~ (A) = D1 (A) entonces se dice que A tiene densidad uniforme, la cual se
denota simplemente por medio de D(A).

En el trabajo antes mencionado Landau probé que estas densidades no dependen de K, y por lo

tanto podemos definirlas considerando el cubo Q = [~1/2,1/2]%. Notemos que en tal caso
AN +
DA) = Jim TAOU@TT) (ZQ %)
r—00 T

uniformemente en z € RY.

Si k € N entonces no es dificil ver que
ﬂA,Q(kT) > kdﬂA,Q(T) Yy M qkr) < kdﬁAyQ(r)‘ (6.9)
Esta observaciéon nos permite probar que en la definicién de las densidades los limites existen.

Proposicién 6.13. Sea A un conjunto de puntos en R%. Entonces

N N (O
D~ (A) —rlgglo d —ili%) 4 (6.10)
DH(A) = Tim 2A0) _ g Paa(r) (6.11)

r—00 rd r>0 Td

Demostracion. Lo probaremos sélo para DT (A), la prueba para D~ (A) es similar. Definamos

8 = fnf M0

r>0 T

Si B = o0, claramente el limite también es infinito. Si 5 < 0o, dado € > 0 sea r9p > 0 de modo que
nip(ro) < (B+¢€)ro. Si ahora tomamos r € (ro(k— 1),k ], donde k € N, usando la monotonia de 7, (-)
como asi también la segunda desigualdad en (6.9) obtenemos que:

5 < Tnalr) _ Molbn) _ <ko>d”<0> < (’”U)dwm-

- d - d d -
r r r To

De esta cadena de desigualdades se deduce que para r suficientemente grande

‘B _Taolr) ‘ < 2.
r

lo cual concluye la demostracion. |
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6.3.2. En grupos LCA

En R? las densidades antes definidas comparan la concentracion de puntos de un conjunto discreto
dado con la del reticulo entero Z¢. En un grupo topologico, esta comparacion se hace respecto a algin
reticulo de referencia por medio de la siguiente relacion (ver [24]).

Definicién 6.14. Dados dos conjuntos uniformemente discretos A y A’ de un grupo G LCA, y niimeros
no negativos o y o, notamos aA < o'\’ si para todo € > 0 existe un subconjunto compacto K de G tal
que para todo subconjunto compacto L de G se satisface que

(1—e)a#(ANL) < #(N N (K +L)).

Ahora, tenemos que fijar un reticulo de referencia en el grupo G. Asumiendo que G es compacta-
mente generado, por los teoremas de estructura G es isomorfo a R% x T x D, donde D es un conjunto
numerable discreto. Entonces, un reticulo de referencia natural es Hy = Z% x {e} x D. Utilizando dicho
reticulo de referencia, y la relacién transitiva antes mencionada, tenemos todo lo necesario para poder
dar la definicién de densidad superior e inferior (ver [24] para mas detalles).

Definicion 6.15. Sea A un subconjunto uniformemente discreto de G. La densidad uniforme inferior
de A se define como
D~ (A) =sup{a € R" : aHy < A}

Por otra parte, se define la densidad uniforme superior como
DT (A) = inf{a € RT : A< aHp}.
En el caso que ambas densidades coincidan, escribimos simplemente D(A).

Estas densidades siempre satisfacen que D~ (A) < DT (A), y son finitas. Ademas, se puede probar
que el infimo y el supremo en realidad son un minimo y un méximo.

Proposicion 6.16. Sea G un grupo LCA y A un subconjunto de G uniformemente discreto. Entonces
D~ (A) < DM (A) < .

Demostracion. Basta probar que D (A) y D~ (A) son finitas. En efecto, si DT(A) < D~ (A) entonces
A< JA, para algin § < 1. Por la transitividad de la relaciéon <, sélo se puede dar si D7 (A) = 0 o
D~ (A) = 0.
Vamos a probar primero que DT (A) < oo. Para esto necesitamos ver que existe un ntimero positivo
a tal que A <aHy. Sea L un subconjunto compacto de G. Dado que A es uniformemente discreto,
existe una cota uniforme sobre la cantidad de puntos de LNA que se pueden encontrar en cada conjunto
11

v+ K, donde K := [—5, §]d1 x T% x {e} y 7 es un elemento de Hy. Luego, si denotamos por M a la

cota uniforme antes mencionada,
#ANL)<M#(HoN (K + L)),

por lo tanto A < M Hy.
Ahora veamos que D™ (A) < oco. Supongamos que aHy < A para algin «. Entonces para todo € > 0
existe un conjunto compacto K tal que

(1-e)a#(HyNL) < #(AN (K + L)), (6.12)

para todo conjunto compacto L. Dado que estamos considerando G = R% x T% x D, podemos suponer
que K = B x T% x F, donde B es la bola cerrada de R% centrada en cero y F es un subconjunto
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o0
finito de D tal que FF = —F. Entonces UF" es un subgrupo de D finitamente generado, el cual
n=1
tiene la estructura Z' x E, siendo F un grupo finito. Para simplificar el argumento supongamos que
n

F = B’ x E, donde B’ es una bola de Z! centrada en el origen. Consideremos L = ZK y notemos
i=1
que para n suficientemente grande tenemos que

#(HoNL) > (1—¢)mag(L).

Por otra parte, si U C K es un conjunto abierto tal que los conjuntos A+ U, con A € A, son disjuntos
dos a dos, entonces

n+2
#(AN (K + L)) <mgU) ' mg <ZK> < (1+¢&)ma(U) 'ma(L), (6.13)
=1

para n suficientemente grande. Combinando las desigualdades en (6.12) y (6.13), tenemos que para

todo € > 0,

1+4+¢ _
(6% S (1 —6)2 mG(U) 17

por lo tanto D~ (A) < mg(U) L. [

Por tltimo veamos que si G = R?, las densidades definidas para grupos coinciden con las densidades
de Landau-Beurling cuando el reticulo de referencia es Z%.

Proposicién 6.17. Si G = R? y Dp denota la densidad de Beurling entonces D~ (A) = Dgz(A) y
DT (A) = DE(A) para todo conjunto uniformemente discreto A.

Demostracion. Sea A un conjunto uniformemente discreto de R%. Por definicion de densidad uniforme
d

R R

inferior, D~ (A)Z? < A, entonces para todo £ > 0 existe un conjunto compacto K = Qr(0) = [—2, 2]

tal que
(1 =)D~ (M) #(Z N L) < #(AN (L + Qr(0))),
para todo conjunto compacto L. Si consideramos L = Qp(y), con y € R?, tenemos que

e #FZENQR) . #(ANQuir(y))
(L=a)D7(A) Wl =gy = (h+R+)d '

Luego, tomando limite cuando h — oo obtenemos que (1 —)D~(A) < D5 (A). Dado que € se puede
tomar arbitrariamente chico, tenemos que D~ (A) < Dy (A).
Reciprocamente, por definicion de D (A), dado € > 0 existe hg > 0 tal que para todo y € R? y
h > hg se verifica que
#(ANQn(y))

> (1—)Dg(A). (6.14)

Ahora, consideremos la particion de R? formada por cubos Qp(hk), con k € Z%, cuyos interiores son
disjuntos. Dado un conjunto compacto L C R¢, existen finitos k; € Z% con j=1,...,N, tal que

N

L | Qu(hk;) € L+ Qan(0).

J=1
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Luego, por la desigualdad en (6.14), se cumple
N
#(AN (L + Qap(0 Z #(ANQu(hkj)) > h¥(1 — e)NDg(A).
Dado que (h+ 1)¢ > #(Z% N Qy(hk;)) se tiene que

IR
AN E+QuO) = (1-2) (145 D#E D)
Entonces (1 + %)ﬂi D5(A)Z% < A. Luego, por definicion, D~(A) > (1+ %)ﬂl Dy (A). Como podemos
considerar € arbitrariamente chico y h arbitrariamente grande, tenemos que D~ (A) > D5 (A).
De forma analoga se prueba que DT (A) = D5 (A). |



Capitulo 7

Bases de Riesz de caracteres

Como hemos visto en el Capitulo 6 existe una equivalencia entre los conjuntos de muestreo e
interpolacién y los marcos y sucesiones de Riesz de niicleos reproductores, respectivamente. Basados
en este hecho, la estrategia seguida para probar los principales resultados de la presente parte del
trabajo consiste en hallar base de Riesz para L? de cierto conjunto. Para esto necesitamos, por un lado
extender a grupos LCA el resultado de Paley y Wiener sobre perturbaciones de bases de Riesz, y por el
otro la relacién que existe entre los conjuntos que multiteselan y las bases de Riesz. El presente capitulo
contiene estds dos herramientas. Si bien en el capitulo anterior probamos el resultado de estabilidad,
en el presente capitulo daremos una demostracion alternativa para el caso G = R% x T x D, donde
D es un grupo discreto.

7.1. Teorema de perturbaciéon de Paley- Wiener

Vamos a comenzar la seccién con dos lemas técnicos. El primero nos dice que si G = R4 x T4 y
QC G es compacto entonces el espacio de Paley- Wiener PW( es invariante por derivacién, es decir,
si una funcién pertenece a PWq entonces sus derivadas parciales también. El segundo lo podemos
considerar como un Teorema del valor medio para PWq,.

Para evitar confusion denotaremos a los elemento de cada grupo de la siguiente manera: x,y, z, w €
RE nomeZ% rstel0,1)~T,deD, kleK,gheG veq. SiG=R"xT®x D, donde
D es un grupo discreto numerable, en particular, G es metrizable y vamos a considerar el producto
métrico dg = dpd;, + dpa, + dp, el cual en cada componente estad dado por:

dgar (2,y) = [|£ = yllgar »  dpar (W, Q) = [lw = Cllgan , ¥y dp(d,d) =6, 4. (7.1)

donde (5( ) es la funcién delta de Kronecker.

)

Lema 7.1. Sean G = R% x T% y Q C G un conjunto compacto. Si F € PWq y (z,t) € G entonces

OF OF < p
%j’ E S PWQ Mais aun,

Demostracion. Sea F € PWq. Si denotamos f = F entonces

or
a$j

or
ot;

< dian(@,,) 1Pl |

< diam () 1Pl ) -

2 2

F(w+6}h,t)=/Qf(w,n)e"<”’t>ei<w’x+5jh>dm@,
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F(I‘,t) = /Qf(w’n) ei<n>t>ei<wvx>dma’

donde h € Ry {eq,...,eq,} es la base canénica de R%. Dado que

dlw,z+ejh) _ i(w,x) (w2
ix;e’
h h—0
dlw,eih) 4
y | ——————| < |w|, para todo w € Q , , por el Teorema de la convergencia dominada tenemos
h ‘Rdl
que

OF (z,t) i{ ’t>aei<w7x> -
“on —/f(w,n)e n 78% dmg

= /injf(w,n) e’ <n’t>ei<w’x>dm@
= i(z;f)(z,1).

Entonces, como w; f(w,n) € L%(2), concluimos que g—F € PWq. Ademas,
=

Ha% £2( ):/G‘(xjfi(x,t)‘Qde

< dianrlz(Q\Rd1 ) /G |f (w,m)|? dmg
= diamz(Q\Rdl) ”f”i?(é)
= diamz(Q\Rdl) ”FH%%G)

donde la tltima igualdad se obtiene por la 1dent1dad de Plancherel.

De forma anédloga se puede probar que I c PWqy H H < dlam(Q| ) 1F N Loy

Lema 7.2. Sean G = R% x T% v Q) C G compacto. Si a,a € G verifican que d¢ (a,a@) <ny f € L2(Q)
entonces existe (&q,7,) € G tal que

(frea = ea) [ <n? | VF (o)
donde F = f.

Demostracion. Dado que Q C G es un conjunto compacto y la proyeccién sobre cada grupo es una
aplicacion continua, los conjuntos Pya, (2) y P4, (€2) son compactos. En particular, Pya, (2) es discreto,
y por lo tanto finito. Por otra parte, si escribimos a = (z4,t,), donde z, € R¥ y w, = 2™ los
caracteres e, € G estén dados por

ea(’Y) ($, n) =t <.T, La >Rd1 et < n,tq >Rd2 )

Luego, si f € L?(f) se satisface que
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(frea—€a)]? = | F(@arta) — Flaata)] - (7.2)

Ahora, sea F = f y consideremos la aplicacion T : [0,1] — C definida como T'(s) = F(a(s)) donde
a:[0,1] = R% x T es la curva a(s) = ((1 — 8)zq + 524, (1 — 8)tq + sta). Por el Teorema 5.19 de [61]
existe sp € (0,1) tal que

(1) = TO)] < [I"(s0)]

Puesto que I(sg) = VF(a(so))d/(so) , si denotamos &, = (1 — sg)xq + Soxa ¥ 7o = (1 — 80)ta + Sota,
obtenemos la siguiente desigualdad
|F(2a,ta) = F(wa,ta)]” < |VF(6a,7a) (25 — Tas ta — ta)|?
<|IVF (& ra)llP [(wa — Zar ta — ta) || (7.3)
<IVF (Earra)|* 0
Luego, de (7.2) y (7.3) concluimos que

|<fa €q — €&>‘2 S ‘F('Iavta) 7F(xt~1’t&)|2
<’ |[VF(&,ra)l”

A continuacion damos una version para grupos del Teorema de Paley y Wiener sobre estabilidad
de bases de Riesz de exponenciales en R. La demostracion esta basada en la prueba dada en [39]. Para
simplificar la escritura introducimos la siguiente definiciéon:

Definicion 7.3. Dado € > 0, decimos que un conjunto B es una e-perturbacion de un conjunto separable
B C G sies de la forma: _
B={\A+6\: € B},

donde cada 6y satisface que dg(0,0,) € (0,¢€).

Teorema 7.4. Sean A un subconjunto de G = R% x T% x D, donde D un grupo discreto, y Q un
subconjunto compacto de G. Si {eq},c 4 €s una base de Riesz de caracteres de L?(Q), existe > 0 tal

que si A es una n-perturbacion de A entonces {ea}t;c 5 también es una base de Riesz para L (9).

Demostracion. Seaa € Ay a = a+dq, tal que dg(0,0,) € (0,7). Si by = (624, ,06%,4,,0%) y consideramos

Rd1? Y Tdo
n < 1, por definiciéon de dg en (7.1), se tiene que
d(ep,dpH) =0,
es decir, a y @ tiene la misma componente en D. Ademas, 5]1%11 ) <ny ‘ 0Fds ) <.

Es suficiente mostrar que para toda f € L?(2) se cumple que

Z |<faea - €&>|2 < MHfH%Q(Q),

a€A

donde M es una constante suficientemente chica e independiente de f.
Sea G = R% x Z% x K, donde K es un grupo compacto. Los caracteres e, € G estan dados por

ea() (@, k) = 7 (P2 Tt = (oo Dty (),
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por lo tanto, si f € L?(1) se satisface que

2

[ fea—ea)l? = ] [ 30T (Gst) = o ) dnac ()
<| /[ )vda |1 Felarta) = Ful ta)| dmac (k)

/‘fk Tarta) — fr(za,t )\Qde(k),
2
2/’ fkae(xa,ta)_e(x&,ta)>’ dmp (k),
K

donde la segunda desigualdad se obtiene por Jensen. Si aplicamos el Lema 7.2 a fi, para k € K fijo,
entonces

(Frea—ca)? < /K IV Fa(ar ro) |2 dime (k).

Luego,

S (frea—ea)P < 2 / 19 B (Ear )| i ()

acA acA
8Fk gau Ta 2 &2 aFk(gavra) 2
+Y | dmge (k)
aEA 8£Uj j:l 6tj
8F a,?”a 2 aF ayra
_”/ZZ kf ZZ kg de(k:).
j=la€Ay Jj=la€Ag

Dado que {eq},c4 €s una base de Riesz de caracteres, el conjunto A es separado. Entonces, si 1 es
suficientemente chico, el conjunto {(£4,74)},c4 debe ser también separado, por lo tanto {e(faﬁa)}aeA
es una sucesion de Bessel para L?(Q) (ver Lema 6.7) y se cumple que

ori
83:]- 1 (ara)

aFk(fm Ta)
ot

8Fk
Oz: j

a€Ayg L2

Puesto que resultado también se verifica para , concluimos que

oF |*
Ot

OFy |2

8:10] dmg (k)

da
S

L2(G j=1

<7 C’(d1 + dy) max (diam(gwdl ) diam(€ ) 1|2

Z|<f>ea_ a <77

a€A

L2(R% de2)

= PC(dy + dy) maxc? (diam(€ ), diam(Q) )Y 17 g

donde la segunda desigualdad se obtiene por el Lema 7.1. |
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7.2. Multiteselados y bases de Riesz

La relacion entre conjuntos multiteselados y la existencias de bases de Riesz en el caso G = R%
surgio por primera vez en el trabajo [23] de Grepstad y Lev. Mas precisamente, los autores probaron que
un conjunto integrable Riemann de Borel acotado @ C R? admite una base de Riesz de exponenciales
si este multitesela RY con traslaciones de un reticulo A. Mas tarde, Kolountzakis dio en [38] una
prueba mas simple de este resultado un poco mas general (ver también [39] para un enfoque distinto).
Importantes casos especiales fueron probados por Lyubarskii y Seip en [48], y Marzo en [50], (ver
también [47]).

Definicion 7.5. Un subconjunto relativamente compacto de Borel ) de G multitesela, o mds preci-
samente k-tesela, al grupo G si

ng(w —A) =k, ctp. weQaG,
AEA

donde A es un reticulo de G. Si k =1 decimos que ) tesela a G por traslaciones de A.

En este trabajo utilizaremos la siguiente generalizacion del resultado de Grepstad-Lev a grupos
LCA dada en [1].

Teorema 7.6. Sean H un reticulo uniforme de G, A su reticulo dual, y k € N. Entonces, existen
ai,...,ar € G, dependiendo s6lo del reticulo A, tal que para cualquier subconjunto de Borel relativa-
mente compacto ) de G que satisfaga la condicién

Z xalw—A) =k, ct.p. we (A?,
AEA

el conjunto
{eaj_hXQ: h€H7 j:17...,k}

es una base de Riesz para L%(().

Es importante aclarar que en el teorema anterior, el mismo conjunto {as, ..., ax} puede ser utilizado
para cualquier conjunto € k-teselado. Llamaremos a tal k-upla (ai,...,ar) H-universal. Ademas,
necesitamos el siguiente resultado sobre k-uplas H-universal.

Teorema 7.7. Sea H un reticulo uniforme de G y k € N. Entonces, existe un conjunto de Borel
N C G* tal que mgr(N) =0y toda k-upla (a1,...,a;) € GF\ N es H-universal.

Notacion 7.8. Dado un reticulo H de G denotamos E(H) al conjunto
{eajthQ: hEH, ]:1,..71{:}

donde la k-upla (ay,...,a;) es H-universal.
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Capitulo 8

Conjuntos de muestreo e interpolacion
universales

El presente capitulo contiene los principales resultados de la segunda parte del trabajo: dado un
grupo G, cuyo dual es compactamente generado, probar la existencia de conjuntos estables de muestreo
e interpolacién universales para el espacio PWq, bajo ciertas condiciones sobre €2 C G. La estrategia
para la demostracién consiste, por un lado en considerar una familia de conjuntos que aproxime a Q y
por el otro construir una perturbacién del reticulo Hy de manera que las exponenciales con frecuencia
en dicho conjunto formen una base de Riesz para todo elemento de la familia. Dado que los grupos con
los cuales trabajamos tienen dual compactamente generado, por los Teoremas de estructura sabemos
que G es isomorfo a R4 x Z% x K , donde K es un grupo compacto. Hallar una familia que aproximen
a este tipo de grupo puede ser muy dificil debido al factor compacto. Para superar esta dificultad
utilizaremos el siguiente resultado clasico (ver [30]): Dado un entorno U de e en G, existe un subgrupo
compacto K incluido en U tal que G /K es elemental, es decir,

G/K ~R% x 7% x T% x F, (8.1)

donde F' es un grupo finito. Luego, vamos a comenzar nuestro estudio con esta clase de grupos.
Notar que, en particular, el grupo simple R x Zg pertenece a esta familia de grupos LCA. Por lo
tanto, el resultado obtenido amplia considerablemente la familia de grupos para los cuales se sabe
admiten conjuntos de muestreo e interpolacién universales. Para probar los resultados nos basamos en
la estrategia usada por Olevskii y Ulonovski en [57] y utilizamos resultados sobre cubos cuasi-diadicos
probados en [1].

8.1. Cubos cuasi-diadicos

La nocién de cubos cuasi-diadicos fue introducida en [1]| con el objetivo de aproximar conjuntos
complicados por medio de uniones de bloques de construcciéon simple. En el caso clasico de R?, la
aproximacién se hace por medio de conjuntos que son uniones de cubos diaddicos. Notar que los cubos
diadicos de lado igual a 27" son dominios fundamentales para el reticulo 27"Z%. Por lo tanto, la
dilatacion de los cubos se refleja en el refinamiento de los reticulos. Luego, con el objetivo de obtener
buenas aproximaciones en grupos LCA mas generales, la idea es buscar una familia anidada de reticulos
cuyos correspondientes dominios fundamentales, en cierto sentido, se vuelva cada vez mas pequenos.

En G =R% x T% x 79 x F tenemos la familia de reticulos diadicos
Ap = (27"Z)1 x 7% x (Ryn)® x F C G (8.2)
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y
H,=A}CQG. (8.3)
Si n esta fijo, entonces A, tiene el siguiente dominio fundamental
QY = (0,277 x {0} x[0,27)% x {e}, (8.4

donde estamos identificando a T con el intervalo [0, 1). Podemos definir los cubos diadicos de generacion
n como traslaciones de este dominio fundamental usando los elementos de A,,. Esto nos lleva a la
siguiente definicién de cubos cuasi-diddicos en G.

Definicién 8.1. Sean K un subgrupo compacto de G tal que G/K es elemental, y ™ la proyeccion
candnica de G en el cociente. Identificando el cociente G/K con el grupo RY x Z% x T x F, la

familia de cubos cuasi-diddicos de generacion n asociados a K, denotados por @I((), se definen
como

donde Qg\n) =+ Q(()n) para X € A,,.

Notar que utilizamos letras caligraficas para simbolizar a los cubos del cociente G /K con el pro-

posito de distinguirlos de los cubos en G. Observar también que los cubos cuasi-diddicos Q&n) son

(n)

relativamente compactos. En efecto, si S\ es una seccién de Borel relativamente compacta de Q&n)

en el grupo @, entonces Qg\n) = Sgn) + K. La siguiente proposicion fue probada en [1].

Proposicion 8.2. Sean C' un conjunto compacto y V un conjunto abierto talesque C C V C G. Enton-
ces, existe un subgrupo compacto K de G tal que G/K es un grupo LCA elemental, y QE\T), e ,QE\T) €

@( ™) para m € N suficientemente grande tales que

k k
cUeW=r{Un+a"|cv
j=1 j=1

Otro resultado técnico de |1] que necesitamos para probar el Teorema 8.6 es el siguiente resultado
de levantamiento:

Teorema 8.3. Sea K un subgrupo compacto de un grupo LCA G tal que K es numerable. Supongamos
que existe un subconjunto @ de G/K tal que LQ(Q) admite una base de Riesz de caracteres de G/K.
Si 7 : G — G/K denota la proyeccién canénica, y Q = 7 1(Q), entonces LQ(Q) también admite una
base de Riesz de caracteres.

8.2. Conjuntos de muestreo e interpolacién estables

Dado n € N, consideremos los siguientes conjuntos:

2d1 +d3

Su=1q U A+ A € Auyda(0,X]) <4 (8.5)

donde Qén) es el dominio fundamental de A,, definido en (8.4), y

5= s (3.6)
n=0
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El siguiente teorema es una importante herramienta para la prueba del Teorema 8.5. La demos-
tracion estd basada en las ideas seguidas por Olevskii y Ulanovskii en la prueba del Teorema 6.1 en
[57].

Teorema 8.4. Sea G = RY x T?% x Z% x F, donde F es un grupo discreto. Dado € € (0, 3), existe
una e-perturbacion Hée) del reticulo Hy tal que E(H(()E)) es una base de Riesz para L?(12), donde Q es
cualquier conjunto perteneciente a S.

Demostracion. Para la demostraciéon vamos a utilizar un argumento inductivo. Antes de comenzar,
dado H,, el reticulo de G definido en (8.3), sea A,, = {an1,...,anm,} un sistema de representantes
del cociente H,,_1/H,, para cada n € N. Entonces, tenemos que

H, 1= Zan,j + H,.
=1

Ahora, comencemos con el proceso inductivo. Sea Ag = Z% x Z% x {ega,} x {er} C Gy Qg
cualquier conjunto de Sp. Dado que para cualquier j

ZXQ?(W -A) =1

AEAQ

por el Teorema de Fuglede, el conjunto {e};, g, es una base ortonormal de LQ(Q?), donde Hy = Aj.
Sea By = Hy. Por definicion de A;, se satisface que

mi
Hy = U ai,j + H;.
j=1

Ahora, sea 77? la constante dada por el Teorema 7.4 aplicado a By con respecto a Qg € Sy, y definimos
no < min 77?. Entonces, para cada j, tomamos ¢ j < €1 := imin{e, Mo} y definimos
J

mi

By = U(a1,j +e1,5) + Hy.
j=1

Si le es un conjunto de Sy, entonces
e

donde Ap es el reticulo dual de Hy. Luego, por el Teorema 7.6, podemos tomar €1 ; de manera que
E(B;) sea una base Riesz de L2(Q}) para cualquier le en S;. Ademaés, por definicion de 19, E(Bi)
también es base de Riesz para todos los conjuntos en Sy. Notar que B es una &1 /4-perturbacion de
Hy. Ahora, por definiciéon de As,

ma
Hy = U az,; + Ho.
j=1
Luego, como antes, sea njl- la constante obtenida por el Teorema 7.4 aplicado a By y Q € Sg U Sy, ¥
definamos 7 = mjin 7]]1-. Sea €9, < €2 i= %mfn{el, 1M} y consideremos

mi ma
By = U U (a1, +¢e1,5,) + ((az4, + €2,,) + Ha).

J1=1j2=1
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Dado que, Bs es una n;-perturbacion de By, E (Bs) es una base de Riesz para L? (), para todo
Q € §y US;. Por otra parte, por verificarse que

AEAS

donde Ay es el reticulo dual de Hy y Q? es un conjunto de Sg, por el Teorema 7.6, F (B3) es una base
de Riesz para L? (Q?)

Usando este proceso inductivo, dados By,—1 y nn—1, existe un conjunto B,, con €,;, < &, =
271% min {e,_1,M,—1}, el cual es una n,_1-perturbacion de B,_1 y

> xap(w—A) =2",

AEA,

para cualquier Q;L en S,. Luego, por los Teoremas 7.4 y 7.6, B, es una base de Riesz de L?(Q)), para

n
todo Q € US”'
j=0
Si denotamos B(\,e) a la bola de radio € y centro A € Hy, entonces existe un dnico elemento
An € B, N B(Ag), para cada n € N. Por construccion, dado A € Hy, la sucesion {A,}, oy €s una

sucesion de Cauchy, por lo tanto converge a Ao. Notemos por H(ga) al conjunto limite que contiene a
todos los puntos As. Por otra parte, la sucesion {\,}, oy también satisface que

Am € B(An,ent1/2") Vm >n. (8.7)

Entonces, para cada n € N fijo, H(()E) es una €,41/2"-perturbacion de B,. Luego, por el Teorema 7.4,

H(()g) es una base de Riesz en L%(Q), para cada € U Sn-

neN
|

Finalmente, tenemos todos los resultados que necesitamos para probar uno de los principales teo-
remas del presente trabajo.

Teorema 8.5. Sea GG una grupo LCA tal que su dual es compactamente generado de tipo Lie. Entonces,
dado r > 0 existe un conjunto A C G con densidad uniforme finita igual a r tal que:

1. A es un conjunto de muestreo estable para todo PWgq, donde € es un conjunto compacto de
Borel y mz(2) < D(A).

2. A es un conjunto de interpolacién estable para todo PWq, donde £ es un conjunto de Borel
integrable Riemann tal que mg(2) > D(A).

Demostracidon. Sin pérdida de generalidad podemos considerar solo el caso » = 1. Por el Teorema 8.4
existe un conjunto A tal que D(A) = 1y E(A) es una base de Riesz para L?(Q) para cualquier Q € S.
Veamos que A es el conjunto que estamos buscando.

Caso muestreo: Sea Q C G un conjunto compacto tal que mg(£2) < 1. Por la regularidad de la medida
de Haar, existe un conjunto abierto V' tal que & C V' 'y mz(V) < 1. Por la Proposicion 8.2 existe n
suficientemente grande y A7,..., A} € A, tal que

k
acJn+oflcv
j=1
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Tomemos cualquier Qe Sy, que contenga a la union antes mencionada. Dado que E(A) es una base

de Riesz para L?(2), se tiene que E(A) es un marco para L*(Q).

Caso interpolacion: Sea ) C G un conjunto integrable Riemann de Borel tal que mg(Q2) > 1. Por

hipotesis, ma(0€2) = 0, por lo tanto podemos trabajar con el interior de €. Por simplicidad vamos a

usar la misma letra €2 para denotar el interior de 2. Por ser mg una medida regular, para todo € > 0

existe un subconjunto compacto K de G tal que mg (Q\K) < e entonces, por la suposicion sobre la

medida de 2, se cumple que mg(K) > 1. Por la Proposicién 8.2 existe n suficientemente grande, y
oo AR € Ay tal que

k
KcJn+aerco
j=1

Dado que mg(K) > 1, podemos tomar cubos AL+ Q(()n) tales que

mg (U Aji + Qé’”) =1

i=1

Sea ) la unién antes mencionada. Por ser E(A) una base de Riesz para L2(Q), cuyo elementos son
caracteres de G, esta forma una sucesion de Riesz en L?((2). Luego, como puntos de G, A forma un
conjunto de interpolaciéon para PWq.

[ |

Usando ideas de [1], a partir del Teorema 8.5 obtendremos el dltimo de los principales resultados.

Teorema 8.6. Sean G un grupo LCA y Q un conjunto de G. Dado r > 0 y un entorno U de e en CA?,
si Qu = Q + U, entonces existe un conjunto A C G con densidad uniforme finita igual a r tal que:

1. A es un conjunto de muestreo estable para todo PWgq, donde €2 es un conjunto de Borel compacto
y mg(Qu) < D(A).

2. A es un conjunto de interpolacién estable para todo PWg,,, donde € es un conjunto de Borel
integrable Riemann tal que mz(Q2) > D(A).

Demostracion. Dado un entorno fijo U de la identidad e, existe un subgrupo compacto K incluido en
U tal que G/K es elemental (ver [30]), es decir,

G/K ~R% x 7% x T% x F,

donde F' es un grupo finito. Sean 7 la proyeccioén candnica de G en el cociente G /K y mg la medida de
Haar sobre K normalizada de manera que sea una medida de probabilidad. Como en la demostraciéon
del Teorema 8.5, sin pérdida de generalidad podemos considerar solo el caso r = 1. Entonces, en
G/K consideramos los conjuntos S, y S introducidos en (8.5) y (8.6). Por el Teorema 8.4 existe un

—

subconjunto Ag de (@K) tal que D(Ag) = 1y E(Ag) es una base de Riesz de exponenciales para

L?(2) para cualquier 2 € S.

En G consideremos los conjuntos de medida uno que consisten de uniones finitas de cubos cuasi-
diaddicos. Estos conjuntos coinciden precisamente con la preimagen por m de los elementos de S. En-
tonces, por el Teorema 8.3, el conjunto Ao puede ser subido a un subconjunto A de G tal que E(A)
es una base de Riesz para L?(7~1(2)) para cualquier Q € S.
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Ahora, probaremos que este conjunto A es el conjunto de muestreo universal (resp. conjunto de
interpolacion universal) que estamos buscando. Nuevamente haremos la prueba de ambos casos en
forma separada.

Caso muestreo: Sea © C G un conjunto compacto tal que mg(Qu) < 1. Definimos Qr = 71 (7(Q)).
Dado que Qg es de la forma Qx = Q2 + K, es un subconjunto de Q. En particular, mé(QK) <1.Si

normalizamos la medida de Haar en G /K tal que la formula de Weil se verifique, entonces
mé,/K(ﬂ'(Q)) = mé(QK) < 1.

En particular, como en la prueba del Teorema 8.5, es posible construir f:) € S tal que m(Q) C Q. Por

lo tanto, Qx C 7 (). Por ser E(A) una base de Riesz para L?(7~1(Q)), se tiene que E(A) es un
marco para L%(Qg).

Caso interpolacidn: Consideremos un conjunto Riemann integrable de Borel Q) C G tal que mg(Q) > 1.
Como en la prueba del Teorema 8.5, sin pérdida de generalidad podemos asumir que €2 es abierto. Por
ser m una aplicacién abierta tenemos que m({2) también es abierto. Sea Qx = 7 1(7(Q) = Q + K.
Entonces, como consecuencia de la normalizacién que consideramos para la medida de Haar en el
cociente, se cumple que

mé/K(ﬂ'(Q)) = mé(QK) > m@(Q) > 1.

Como en la demostracion del Teorema 8.5, es posible construir QeStal que (2) 2 Q. Luego,
Qu D Qx D 7 L(9),

donde hemos usado que K C U. Dado que E(A) es una base de Riesz para L(x1()), resulta que A
es un conjunto de interpolacion para PWgq,,. Esto concluye la prueba del Teorema 8.6.
]
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