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RESUMEN

En este trabajo definimos un tipo de solucién dindmica para juegos con utilidades
transferibles. La solucidn dindmica fue introducida por Shenoy (1980) en el marco
de juegos abstractos como un medio para describir algunos procesos de negocia-
cién. En el contexto de los juegos con utilidades transferibles estudiamos su com-
portamiento tanto en la clase de los juegos equilibrados (con Core no vacio) como
en el de los juegos no equilibrados. En esta dltima subclase mostramos que la solu-
cién dindmica debe contener los elementos de ciertos ciclos de preimputaciones
denominados ciclos maximales. Estos ciclos aparecen en relacién con un esquema
dindmico elaborado originalmente para aproximar puntos en el Core de un juego.
En la subclase de los juegos equilibrados, la solucién dindmica coincide con el Core,
lo que establece un enfoque unificado de solucién.

El problema de existencia de ciclos maximales no estd completamente resuelto,
pero en algunas subclases de juegos podemos exhibir teoremas de existencia y una
descripcion completa de la solucién dindmica.

ABSTRACT

In this paper we define a particular dynamic solution (Shenoy (1980) for abstract
games related to games with transferable utilities (TU-games). We show that this
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2 EL TRIMESTRE ECONOMICO

solution must contain some cycles of pre-imputations, maximal U-cycles (provi-
ded this cycles exist). The existence of such cycles is strongly connected to the
non-balancedness of the TU-game under study. Besides, the dynamic solution
coincides with the core of the game in the case of balanced TU-games. Thus, it pro-
vides an unifying solution concept for games with transferable utilities.

INTRODUCCION

En Cesco (2003) se caracteriza a los juegos n-personales no balanceados
como aquellos en los que existe al menos un ciclo de pre-imputaciones
con ciertas propiedades especificas denominado ciclo fundamental (Seccién
2). La clase de ciclos fundamentales incluye la de los U-ciclos y la de los
U-ciclos maximales.

Recientemente se ha mostrado que los U-ciclos son suficientes para ca-
racterizar los juegos con Core vacio (Cesco, 2005). Utilizando U-ciclos ma-
ximales se han obtenido resultados positivos de caracterizacién de los
juegos no equilibrados solo en algunos casos particulares (Cesco y Cali,
2004). No obstante ello, los ciclos maximales tienen el atractivo de aparecer
como ciclos limite de un algoritmo o esquema de transferencia elaborado en
principio para aproximar puntos en el Core de un juego (Cesco, 1998) y des-
de esta perspectiva, pueden ser aproximados numéricamente. Aparte del
problema general de existencia, parece interesante discernir en que medida
los ciclos maximales ofrecen informacion de este proceso dindmico que
puede ser empleado para aproximarlos. En este articulo establecemos una
relacién con el concepto de solucién dindmica para juegos abstractos intro-
ducida en Shenoy (1980). Un juego abstracto es un par (X, dom), en el que
X describe el conjunto de resultados del juego y dom es una relacion defini-
da en los elementos de X (mds precisamente, dom < X x X). La solucién
dindmica fue introducida para reflejar ciertas caracteristicas de algunos pro-
cesos dindmicos de negociacion y fue empleada para modelar algunos pro-
cesos de formacién de coaliciones (Shenoy, 1979). Por otra parte, cuando el
juego abstracto en consideracidn tiene un conjunto finito de resultados po-
sibles, la solucién dindmica coincide con el concepto de conjunto R-admisi-
ble de Kalai, Pazner y Schmeidler (1976).

La metodologia que nosotros empleamos en este trabajo es la siguiente:
con cada juego, que siempre serd con utilidades transferibles, asociamos un
juego abstracto definiendo una relacién dom apropiada en el conjunto de
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UNA SOLUCION DINAMICA PARA JUEGOS CON UTILIDADES TRANSFERIBLES 3

preimputaciones (imputaciones). Mostramos entonces las preimputaciones
asociadas a una clase particular de U-ciclos maximales incluidas en la solu-
ci6én dindmica de este juego abstracto. De esta manera, la existencia de una
solucién dindmica no vacia puede inferirse de la existencia de ciertos ciclos
maximales. Es interesante destacar que este problema de existencia estd re-
suelto de manera general sélo en el caso que X sea finito.

La existencia de ciclos maximales sélo puede probarse en el marco de los
juegos no equilibrados. No obstante ello, la solucién dinimica que nosotros
proponemos tiene sentido para cualquier juego. En el caso de que el juego
sea equilibrado, la solucién dindmica coincide con el Core. Asi, la solucién
dindmica aparece como un concepto de solucién unificador que en el caso
de los juegos equilibrados se comporta como el concepto de solucién mds
aceptado como es el Core. El Core tiene una geometria en principio simple,
poliedral. Mucho menos puede decirse de la solucién dindmica en el caso de
los juegos no equilibrados, aunque mostramos en esta nota que, en algunos
casos, puede describirsela completamente en términos de ciclos maximales.

Los puntos en el Core de un juego son aceptados, en general y sin mayo-
res objeciones, como resultados razonables de cualquier proceso de nego-
ciacién debido, fundamentalmente, a sus propiedades de estabilidad que los
hacen resistentes a objeciones por parte de coaliciones. Por el contrario, en
los juegos no equilibrados no hay, hasta la fecha, un concepto que reciba
igual consideracién por parte de los especialistas. En estos casos existe el
convencimiento de que cualquier proceso de negociacidon generard una serie
de objeciones y contraobjeciones sin converger a un punto determinado.
Reconocido este hecho, es necesario apelar a segundos argumentos para se-
leccionar puntos aceptables como resultados de negociaciones; asi surgen,
entre otras, las nociones de nucleolo en el que se busca que la mayor obje-
cién sea lo mds pequefia posible o los conjuntos de regateo con los que sus
puntos son tales que a cada objecién que se le presente estdn en condiciones
de contraponerle una contraobjecién o las teorias de valor (Shapley, Banzhaf,
etc.) que asignan un peso a cada jugador segun diferentes criterios y propo-
nen distribuciones de utilidad acorde con esos pesos. Para una recopilacion
de los conceptos de solucién clisicos que se mencionan en este articulo re-
comendamos al lector la excelente obra de Owen (1995).

La solucidn que nosotros proponemos en este trabajo representa un con-
junto de estadios intermedios alcanzables en un proceso definido de negocia-
cién y que estdn caracterizados por una situacién de equilibrio o status guo
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4 EL TRIMESTRE ECONOMICO

reflejada en la propiedad ciclica de las componentes elementales de la solu-
ci6n dindmica (ciclos maximales). Pretendemos que esta situacién de equili-
brio entre las coaliciones asociadas a un ciclo permita motivar un concepto
de solucién que considere como resultados posibles, no sélo distribuciones
de utilidad sino también familias de coaliciones asociadas que pudiesen for-
marse como resultado del proceso de negociacién. Hasta el momento he-
mos definido una nocién de core, el M-core cuyos elementos son pares
(x, B)en que y x € R"y Bes una familia equilibrada minimal, que coincide
con el Core cldsico si un juego es equilibrado y en tanto se identifiquen los
elementos (x, N) del M-core con los vectores x del Core clisico, pero que
ademds es no vacio para los juegos no equilibrados y satisface un sistema de
axiomas muy similar al que caracteriza al Core cldsico (Cesco, 2006). La ma-
nera de conectar la solucién dindmica con puntos en el M-core estd siendo
objeto de estudio en un marco que plantea la posibilidad de generar una
sucesion de juegos encadenados, cada uno dependiendo del resultado del
anterior.

La organizacién del trabajo es la siguiente. En la seccién I establecemos la
notacién que emplearemos en lo sucesivo y algunos conceptos bésico de la
teoria 3 de juegos necesarios para el desarrollo del trabajo. En la seccién 11
definimos los ciclos de preimputaciones y dejamos establecido que la exis-
tencia de un U-ciclo maximal implica la exsitencia de Core vacio para un
juego (teorema 1). Introducimos la solucién dindmica en la seccién III con
base en el enfoque de Shenoy (1980) y probamos varios resultados que la re-
lacionan con los ciclos maximales. En la seccién IV tratamos el caso de juegos
de tres personas y caracterizamos la solucién dindmica como el conjunto de
las imputaciones en los dos tnicos ciclos maximales que tiene el juego.
Extendemos estas obsevaciones a una subclase de juegos con 7 jugadores en
una seccién final.

[. NOTACION

Un juego con utilidades transferibles, o simplemente un juego, es un par (N,
v)en el que N ={1, 2, ..., n} representa el conjunto de jugadores y v su fun-
cién caracteristica. Asumimos que v es una funcién real definida en la fami-
lia de subconjuntos de N, P(N) que satisface v(N) =1y v({i}) =0 para cada
i€ N.Llamamos coaliciones a los elementos de P(N). Un juego (N, v) es
monoétono si v(S) = v(7T)todavez que So 7.
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Definimos los conjuntos de preimputaciones e imputaciones como E =
{x=(x,..r x,) e R"Z,; yx, =1}y A={x € E: x; >0 paratodaie N}, respecti-
vamente.

Para cada coalicién Sy preimputacidn s, el exceso de la coalicién con res-
pecto a la preimputacion es e(S, x) =v(S) —x(S), en que x(8) =X, sx; si
S#® si §=@. El exceso (S, x) representa la ganancia agregada adicional
para la coalicién (o pérdida si es negativo), en términos de utilidad, si sus
miembros deciden abandonar un convenio que asigna x,, ..., x, unidades de
utilidad a cada uno de los jugadores en N para formar su propia coalicién
que les garantiza obtener una utilidad agregada v(S). El Core de un juego
(N, v)es C={xe E:e(S,x)<0paratoda Se P(N)}.

El Core es el concepto de solucién mds aceptado para los juegos con utili-
dades transferibles pero puede ser vacio. El teorema de Shapley-Bondareva
(Bondareva, 1963, Shapley, 1967) caracteriza los juegos con core no vacio.
Lanocién de familia equilibrado de coaliciones desempefia un papel central
para establecerlo. Una familia de coaliciones no vacias B < P(N) es equili-
brada si existe un conjunto de nimeros positivos (Ag)_, que satisfacen

Yhs=1,

SelB
§>38

para todo (Ag),_;. Los 4 nimeros (A;),_, se denominan pesos de equili-
brado para §3. Bes equilibrado minimal si no contiene una subfamilia propia
que sea equilibrio; en este caso, el conjunto de pesos de equilibrio es dnico.
Un juego (N, v) es equilibrado si
D ks o(S) < o(N) (1)
ScB
para toda familia equilibrado B con pesos de equilibrio (A),_;. El teorema
de Shapley-Bondareva estabece entonces que un juego (N, v) tiene Core no
vacio si y solo si es equilibrado. Una familia en condiciones de objetar es
una familia que no satisface (1).

Para el resto del articulo, la nocién de U-transferencia o simplemente
transferencia es central. Dada x € E y una coalicién propia S, decimos que y
se obtiene de x por una transferencia desde N\S hacia § (sucintamente, y es
una transferencia desde x via S) si

y=x+e(S,x) B )
Aqui
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6 EL TRIMESTRE ECONOMICO

By = 1S x\S
STUS NS

s1§ es una coalicién propia y el vector nulo de R”en caso contrario; | S|indi-
ca el niimero de jugadores en S. El vector B describe una transferencia de
una unidad de utilidad desde los miembros de N\S hacia los de § de manera
uniforme, en el sentido que tanto la disminucién de utilidad en N\S como el
aumento en § se reparte igualitariamente entre sus respectivos participantes.
La transferencia es maximal sie(S,x) > e(T, x) paratoda T € P(N).

[1. CICLOS DE PREIMPUTACIONES

En esta seccién introducimos dos clases de ciclos de preimputaciones y
enunciamos, sin su demostracidn, algunos resultados probados en trababa-
jos anteriores, principalmente en Cesco y Aguirre (2002) y Cesco (2003).

Definicion 1. Un U-ciclo ¢ (o simplemente un ciclo) en un juego (N, v) es
una sucesién finita de preimputaciones (x*)”"_,, m >1 que tiene asociada
una sucesién (S,);"_, de coaliciones propias de N (no forzosamente todas

diferentes) y cuyos elementos satisfacen la siguiente relacién de vecindad:

xk“:xk+fz(Sk,x/e)'B/e paratodo k=1,..,m (3)

P 4)

Un ciclo es maximal si e(S,, x*) > e(S, x*) para toda coalicién S y para
todo k=1, ..., m.Si e(S,, x*)>e(S, x*) para toda S # S, y para todo k=
1,...,m, el ciclo es regular; en caso contrario decimos que es singular.

Dado un ciclo ¢ =(x*)7" |, denominamos soporte de ¢ a la sucesién
asociada (§,);", v la denotamos supp(c); denotamos con B(supp(c)) (o
simplemente B(c) al conjunto de coaliciones ensupp(c), esto es, B(c) ={S €
P(N): S=S, paraalgin k=1, ..., m}. Al conjunto de imputaciones en un
ciclo lo denotamos por X(c¢). Entonces, X(¢)={xe€ E:x =x* para algin
k=1,..., m}.

Un resultado importante mostrado en Cesco (2003), teorema 1, indica
que para todo ciclo ¢, B(c) es una familia equilibrado de coaliciones. Este
resultado fue establecido para una clase aun mds amplia de ciclos denomi-
nados ciclos fundamentales. Mds aun, 3(c) es una familia en condiciones
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UNA SOLUCION DINAMICA PARA JUEGOS CON UTILIDADES TRANSFERIBLES 7

de objetar. Un ciclo es fundamental si en (3.1) remplazamose(S,, x*) por
una cantidad 0< uk(xk) <e(S,, x*).

Nota 1. La existencia de ciclos fundamentales en un juego (N, v) estd estre-
chamente relacionada con la no existencia de puntos en el Core del juego.
Los teoremas 3 y 9 en Cesco (2003) permiten establecer la siguiente carac-
terizacion: un juego (N, v)es equilibrado siy solo si no existen ciclos fun-
damentales en (N, v). Recientemente, se ha probado una caracterizacién
similar en término de U-ciclos (Cesco, 2005).

No se ha conseguido todavia un resultado general que caracterice los
juegos equilibrados en términos de la no existencia de U-ciclos maxima-
les. En ese sentido s6lo disponemos resultados parciales. Consideremos
en un juego con 7 jugadores la siguiente familia equilibrado de coalicio-
nes B ={S,,..., S} donde S, =N\{n}y S, =N\{k—-1}, k=2, ..., n.En Cesco
y Cali (2004) probamos el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea (N, v) un juego con funcidn caracteristica dada por
(8;)=W,,v(Sp) =p}_, paratodo k=2,..,n (5)
v(N)=1,y v(§)=0 en otro caso (6)

Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 7) el juego es equilibrado; i7)
no existe un U-ciclo en el juego; si el juego es mondtono entonces 7) es
equivalente a 777) no existe un U-ciclo maximal en el juego.

Nota 2. Una propiedad que poseen lo ciclos maximales es que aparecen como
ciclos limites de un sistema dinamico discreto. En Cesco (1998) se intro-
dujo un esquema de transferencia de utilidades que converge a puntos del
Core en los juegos equilibrados. Formalmente, el esquema en un juego
(N,v) es una sucesién de preimputaciones (x*)?_, tal que, para todo

> g P P k=t B que, p
k=1,2,...,x""" es una transferencia maximal desde x*. Se instrumenté
una versién de este esquema de transferencia y cuando se corrié sobre
juegos no equilibrados siempre gener6 ciclos limites que resultaron ser
ciclos maximales. No hay todavia una prueba general de este hecho.

[11. LA SOLUCION DINAMICA

En esta seccidn introducimos primero el concepto de solucién dindmica
propuesto por Shenoy (1980) para reflejar algunos de los aspectos de la di-
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8 EL TRIMESTRE ECONOMICO

ndmica de un proceso de negociacion. La terminologia que utilizamos es si-
milar, aunque con algunas diferencias, a la de Shenoy. Luego, en el contexto
delosjuegos con utilidades transferibles, y mediante la definicién de una re-
lacién dom particular, generamos un concepto de solucién para esta clase de
juegos.

Un juego abstracto es un par (X, dom); aqui X es un conjunto arbitrario
cuyos elementos se denominan los resultados del juego y una relacién bina-
ria dom definida en X llamada dominacién. Un resultado y € X es accesible
desde el resultado x € X si existen resultados

-1 1
M=y, 2", 2 P =x

conm un entero positivo tal que

1 0

2" dom 2" \,..., 2> dom 2, 2! dom z

Denotamos esta relacién por y < x y suponemos que siempre x < x. Asi,
esta relacion binaria resulta ser reflexiva y transitiva.

Decimos que dos resultados x, y € X se comunican siy <~ xy x < y.En
este caso escribimos x <> y. Comunicacién es una relacion de equivalencia
(Shenoy, 1980, proposicién 2.1).

Definicion 2. Una solucién dindmica elemental (d-solucién elemental) para
un juego abstracto (X, dom) es un conjunto D < X tal que 7) sixe D,
y € X\D, entonces y <-x; i) six,y € D, entonces x <> y.S51|D|< « deci-
mos que la d-solucién elemental D es finita.

La condiciones 7) y iz) establecen propiedades de estabilidad externa e
interna respectivamente para D en un sentido dinimico. Una d-solucién
elemental es una clase de equivalencia respecto a la relacion de comunica-
cién aunque la afirmacidn reciproca no es verdadera (Shenoy, 1980, pro-
posicién 3.1). Llamemos @ ={D < X: D es una d-solucién elemental}.

Definicion 3. La solucién dindmica (d-solucidn) P para un juego abstracto
(X, dom) es launién de todas sus soluciones dindmicas elementales, esto
es, P=Up,_, D. La solucién dindmica finita (d-solucién finita) P; para
(X, dom) es la unién de todas sus soluciones dindmicas finitas.

Nota 3. La solucién dindmica siempre existe y es tinica en un juego abstrac-
to, aunque puede ser vacia (Shenoy, 1980, proposicion 3.3). Estos hechos
también vélidos en relacién con la solucién dindmica finita.
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Definicion 4. El Core C x4, de unjuego abstracto (X, dom)es el conjunto
de resultados no dominados respecto a la relacién «, esto es,

C(X dom) = ={x €X: paratodo y €X,y #x, y <+x}

Definicion 5. Dado un juego (N, v), su E-juego abstracto asociado es (X,
dom), en que X = E, el conjunto de preimputaciones y dom es la relacién
binaria definidaen E por: y dom xsiy solosiy es una transferencia maxi-
mal desde x [véase (2.2)].

El A-juego abstracto asociado a (N, v) se define similarmente rempla-
zando E por A, el espacio de imputaciones en la definicidn anterior.

De ahora en adelante, denotaremos al E-juego (A-juego) abstracto
asociado a (N, v) por (E, dom)((A, dom)).Las d-soluciones elementales
y d-soluciones que estudiamos a continuacidn estan referidas a estos jue-
gos abstractos asociados a (N, v).

Lema 2. Sea (N, v) un ]uego y x,y € E, x #y. Entonces x <>y si y solo si
existe un ciclo maximal (x*)7_, tal que x =x’, y =x para un par de indi-
ces i# J.

emostracion. Si xexisten x°, ..., x" tal que x“dom x =x,...,x" "' =
D t Siy « ten x2, ..., x* tal ’d Y=x, .., x5!
.. . k+2
dom x*. Similarmente, x <y, y, entonces existen x" °,...,x” tal que

k+1 1 , . . . .
x**% dom x** =y, ., X" =xdom x". Asi, x <>y implica la existencia

de preimputaciones x', ..., x* ™', ..., x” que satisfacen que x' ! esuna trans-
ferencia maximal desde x para todo /=1, ..., m. Ademis, x” "' =x". De
esta manera (x/e),;ﬁ=1 es un ciclo maximal con x' =x, x* "' =y.

Para ver la afirmacién reciproca podemos suponen, sin pérdida de ge-

neralidad, quex' =x, x**' =y, 1 < k< m.En este caso es claro que x* dom

kit
X'y, x® =y dom x* B2 dom " =y, .,
m+1

x"" =xdom x™ y por tanto x < y. Concluimos entonces que x <> . ®

; asi y «—x. Ademis, x

Proposicion 3. Sea (N, v) un juego equilibrado. Entonces D es una d-solu-
cién elemental en su juego asociado (E, dom) no vacia siy solo si D ={x},
xeC.

Demostracion. Primero mostraremos que si D es una d-solucién elemental
finita entonces|D|=1.51 éste no fuese el caso existirian dos preimputacio-
nes x #y en Dy debido a la propiedad i7) de este conjunto, x <> y.Por el
lema anterior, existe un ciclo maximal en (N,v) que une x y y. Pero la
existencia de un ciclo maximal implica que el juego es no equilibrado
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10 EL TRIMESTRE ECONOMICO

(véase la nota 1), hecho que contradice la hipdtesis. Entonces D ={x}.
Afirmamos ademds que x € C.Si éste no fuese el caso, existiria una coali-
cién propia S cone(S, x)>0y tal quee(S, x) > e(T, x) para toda otra coali-
cién T. Sea y la transferencia maximal desde x via S. Entonces y ¢ D e
y < x hecho que contradice entonces la estabilidad externa 7) de D.

Para ver la afirmacién reciproca, sea D ={x}, x € C.La condicién zz) de
la definicidn 2 se satisface trivialmente. Por otro lado, puesto que x € C,
max{e(S, x): S € N}=0y por tanto no existe una transferencia maximal
desde x a cualquier otra preimputacién y. Concluimos entonces que si
y ¢ D,y < x,y esto muestra que D es una d-solucion elemental. m

Los siguientes resultados son conclusiones simples de esta proposicién.

Corolario 4. En un juego equilibrado (N, v) tanto la solucién dindmica como
la solucién dindmica finita de (E, dom) ((A, dom)) coinciden con el Core
del juego.

Corolario 5. El Core de un juego equilibrado y el Core de su juego abstracto
(E, dom) ((A, dom)) coinciden.

Demostracion. Por Shenoy (1980, proposicién 3.4, obtenemos que C ;.

E, dom) - C.
La inclusion contraria estd de hecho demostrada el la dltima parte de la

P.Por el corolario 4 obtenemos que C,

demostracién de la proposicién 3. m

Proposicion 6. Sea(N, v)un juego no equilibrado. SiD es una d-solucién ele-
mental finita no vacia en su juego abstracto (E, dom), existe un ciclo ma-
ximal ¢ =(x*)7"_, tal que D = X(c).

Demostracion. Sea D una d-solucién elemental finita no vacia. Afirmamos
que |D|>1.Siéste no fuese el caso, D ={x}y puesto que el juego es supues-
to no equilibrado, existiria una coalicién § con exceso maximal positivo
e(S, x). Entonces, la transferencia maximal y desde x via X seria tal que
y ¢ D ey < x contradiciendo la propiedad de estabilidad externa para D.
Sean entonces x # y dos preimputaciones en D. Por el lema 2 existe en ci-
clo maximal ¢ =(x*)?" | tal que x =x', y = x para un par de indices i # ;.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 7=1. Afirmamos que
X(c) < D.De hecho, si éste no fuese el caso, existiria r <m tal que x"¢ D.
Debido a la propiedad de estabilidad externa de D, x” <~ x'. Pero puesto
que ambos pertenecen al ciclo x” <> x' se obtiene asi una contradiccién.
Podemos suponer también que | X(c)| > | X(€)| para cualquier otro ciclo
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UNA SOLUCION DINAMICA PARA JUEGOS CON UTILIDADES TRANSFERIBLES 1

maximal € tal que X(€) € D. En estas condiciones D = X(¢). Si no fuese
asi, existirfay € D\x(c),x' <>y y un ciclo maximal & = (9?1);=1 con¥ =x'
yx' =y paraalginl< [ <r.Pero entonces & =(x/, ..., x”, ., x")es tam-
bién un ciclo maximal y puede mostrarse, con la misma técnica empleada
en el caso de X(¢), que X(€) € D.Pero puesto que | X(c)|<|X(¢)|obten-
driamos una contradiccién con la maximalidad supuesta en | X(c¢)|, en-
tonces D = X(c). ®

En general, no todo ciclo maximal c es tal que X(c¢) es una d-solucién ele-
mental finita. Pero es vilido el siguiente reciproco parcial de la proposicion 6.

Proposicion 7. Sea (N, v) un juego no equilibrado. Si ¢ =(5ck);€”:1 es un ciclo
maximal regular, entonces D = X(c) es una d-solucion elemental finita.

Demostracion. Por el lema 2 es claro que D es estable internamente. Supon-
gamos ahora que existe y ¢ D.Esto implica que existe j ¢ D, x* € X(c)tal
que y dom x*, de donde seguiria que j =x* +e(S, x*) B, para algiin §
con e(S, x*)=e(T, x*) para todo T < N. Pero entonces e(S, x*) > e(T,
e(T, x*).Si §=5,,y =x**'e D que contradice el hecho que § ¢ D y si
S # §, también obtenemos una contradiccién con la regularidad supuesta
parac.Portantosiy ¢ D, y < x que muestra que D es también estable ex-
ternamente. B

Como una consecuencia directa de las dos proposiciones anteriores tene-
mos la siguiente:

Proposicion 8. Sea (N, v) un juego no equilibrado tal que todos sus ciclos
maximales sean regulares. Entonces la d-solucién finita P UX(C), en
que c recorre el conjunto de ciclos maximales regulares.

Podemos caracterizar también aquellos ciclos maximales singulares
cuyas preimputaciones generan una d-solucién elemental finita.

Proposicion 9. Sea ¢ un ciclo maximal singular en (N, v). Entonces X(c¢) es
una d-solucién elemental finita D si 'y solo si: 7) no existe otro ciclo maxi-
mal ¢ tal que X(¢) D X(c),y i) para cada x € X(c)tal que existe S # T con
e(S,x)=e(T, x)2e(T, x) para toda T < N, ambos, y =x+e(S, x) By
z=x+e(T,x) B, pertenecen a X(c).

Demostracion. Supongamos que X(¢) es una d-solucién elemental finita D.
Si ) no fuese vélida, existiria un ciclo maximal ¢ con X(¢) > X(c¢). Esto
implicaria la existencia de x € X(c)y y € X(€)\X(c)tal que y < xen con-

GALERAS



12 EL TRIMESTRE ECONOMICO

tradiccién con el hecho de que X(c¢) es una d-solucién. Para probar i7) po-
demos considerar, por ejemplo, que z & X(c). Pero puesto que z < x
contradirfamos nuevamente el hecho que X(c) es una d-solucién elemental.
Para ver el reciproco, sea ¢ un ciclo maximal singular que satisface 7) e
i1). Debemos mostrar que D = X(c¢) es una d-solucién elemental. La pro-
piedad de estabilidad interna iz) de la definicidn 2 se satisface trivialmente
debido a que c es un ciclo. Para probar la propiedad de estabilidad externa
1) de la definicién 2, supongamos que existen x € D, y ¢ D tal que y < X.
Seax* laGltima preimputacién en la cadena x™” =y dom x™"', ..., x* dom
x' dom x°=% que pertenezcaaD.Es claro que x* es un punto que satis-
face las hipétesis iz) que implica, en particular, que x** debe pertenecer a

m-1

X(c) que es claramente una contradiccién. Esto completa la prueba. m

Como consecuencia de este tltimo resultado, si en la proposicién 8 los
ciclos recorren tanto la clase de los ciclos regulares como la de los ciclos sin-
gulares que satisfacen ) y 77) de la proposicion 9 obtenemos una caracteriza-
cién general para Py en la subclase de los juegos no equilibrados en términos
de ciclos maximales. Como en los juegos equilibrados P; coincide con el
Core, tenemos entonces, para la solucién dindmica finita, una descripcién
completa en la clase de juegos con utilidades transferibles. En la seccién IV
probamos que, para algunas clases de juegos, restringirse al estudio de solu-
ciones dindmicas finitas no representa ninguna limitacién.

La relacién binaria < resulta ser la clausura transitiva de la relacién dom.
En la terminologia de la bibliografia de procesos de formacién de coalicio-
nes, la dominacién inducida por dom es usualmente llamada dominacién
directa en tanto que la inducida por <, dominacién indirecta. La nocién
dom que introducimos en este trabajo podria ser también interpretada
como un tipo de dominacién directa (fuerte) en el sentido de Sengupta y
Sengupta (1994) para propuestas asociadas con la particién (S, N\S)de N,
en que la racionalidad grupal es solamente satisfecha para S.Con base en esta
linea de razonamiento, < representaria, en el contexto estudiado por los
mencionados autores, el andlogo de la dominacién indirecta inducida en el
conjunto de propuestas restringidas a esta familia limitada de propuestas.
Mis aun, cada elemento en un ciclo regular serfa una propuesta viable en la
terminologia de Sengupta y Sengupta y el conjunto de propuestas viables
coincidirfa con P; enlos juegos en que la condicién de la proposicion 8 estu-
viese presente.
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Las soluciones (elementales) estudiadas en este articulo se caracterizan
por exhibir una propiedad de estabilidad interna y otra de estabilidad exter-
na presentando una similitud formal con el concepto de conjunto estable de
Von Neumann y Morgenstern (1944) y que es también exhibida en el enfo-
que de Sengupta y Sengupta. Sin embargo hay una diferencia importante
que debe puntualizarse. La propiedad de extabilidad externa iz) de la defini-
ci6én 2 es conceptualmente diferente de la probada en Sengupta y Sengupta
(1994), teorema 3), para el conjunto de propuestas viables. No obstante ello,
mostramos en la seccidén IV que para una cierta clase de juegos una propie-
dad de estabilidad externa que conceptualmente se asemeja a la introducida
por Von Neumann y Morgenstern y recuperada en Sengupta y Sengupta
(1994) es satisfecha de manera aproximada (en un sentido que precisaremos
en la préxima seccién.)

Concluimos esta seccidén destacando que nuestra relacidén « vy, conse-
cuentemente, todo nuestro enfoque del tema, corresponde a una teorfa en la
que los jugadores se comporta de una manera “miope”, en contraste con
una serie de trabajos que incorporan a los modelos de formacién de coali-
ciones alguna forma de previsién en los procesos de negociacion (por ejem-
plo Chew, 1994; Xue, 1998; Konishy y Ray, 2003; Barbera y Gerber, 2003).

[V. LA SOLUCION DINAMICA EN JUEGOS CON TRES JUGADORES

Los resultados de la seccién anterior muestran que las imputaciones asocia-
das con ciclos maximales son candidatas a conformar soluciones dindmicas
elementales y, en algunos casos, hasta pueden caracterizar la solucién dina-
mica. No obstante ello, el problema de existencia de ciclos maximales estd
todavia abierto. El objetivo de esta seccion es estudiar la solucién dindmica
en juegos mondtonos de tres jugadores y mostrar que, en el caso no equili-
brado, son vilidas las siguientes afirmaciones: 7) existen s6lo dos ciclos ma-
ximales; 7z) todos los ciclos son regulares, y i2z) el esquema de transferencia
descrito en la seccidn II siempre tiene como ciclo limite uno de estos ciclos
maximales para cualquier imputacién inicial.

Para esta clase de juegos y de acuerdo con la proposicién 8, la d-solucidon
finita estd determinada por los ciclos maximales. Pero ademds coincide con la
d-solucién dindmica. Finalmente, la afirmacidn 7z7) permite advertir que para
todo y e A\Py e>0 existe x°c A, x € P tal que x* <y con||x*—x||<e.
Esta propiedad es un tipo de estabilidad externa aproximada en el espiritu
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delanocién dada por Von Neumann y Morgenstern al definir los conjuntos
estables.

Consideremos de ahora en adelante un juego (N,v) con N ={1, 2, 3} y
funcién caracteristica dada por

v({L,2) =v({1, 3) =2({2,3}) = )
v(N)=1y v(§) =0 en otro caso (8)

Si2/3< p < 1entonces el juego es mondtono y no equilibrado en el que la
familia B={{1,2},{3,1}} es la Unica en condiciones de objetar. Llamaremos
S, ={1,2},8,={2,3}y §, ={3,1}.

Proposicion 10. Sea (N, v) un juego con funcidn caracteristica dada por (7) y
(8) con2/3< u < 1.Entonces & ={X, %°,%}en que

#={iip -1, 2=lu-L1 1|, #={1-p,u-1,1
T I TR N T

es un ciclo maximal en (N, v).
3 s ~1
Demostracion. Calculando explicitamente los excesos para X obtenemos que

e(S;,7) = 2(u —%j e(S,, %) =2 (u —%j,e(53,)?1) -0

~1 L.
y e(S, %) <0en otro caso. Puesto que pu>2/3, el mdximo exceso es alcan-
zado solamente en §,. Para esta coalicidn,

11
BSl = (Ea E’ 71)

Entonces, como

~ ~ 1 1 2)(1 1
x1+e(Sl,xl>-le=[§’l‘“’“‘3)*2[“7) (?z"lj
I P R S

H 33 H

As, la sucesién maximal iniciada en X' tiene a ¥* como segundo ele-
mento. De manera similar puede mostrarse que el tercer elemento es % =
(1—p, u—1/3,1/3)y que al calcular el cuarto, % *, se recupera %'. Por tanto
(%', %%, %°) es un ciclo maximal.
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Nota 4. ¢=(x', x?, x’) en que:

a0 TR SUTRNTNS | J-= 0 VRIS TR § S O (6 VR
X _[H 3)1 Ma3]’x _(1 My 3)“ 3),96' _(3)11 3’1 Mj

es también un ciclo maximal.

Los ciclos ¢ y € descritos son esencialmente los tinicos ciclos maxima-
les en (N, v), que son ademds, regulares. Para mostrarlo probaremos el si-
guiente resultado de convergencia:

Teorema 11.Sea(N, v)un juego con funcidn caracteristica dada por (7) y (8)
conp=lyseaé=(x', x°, x’)elciclo

~1 1 2) .2 21 3 21
=2 0,2 =2 20l x%=|0,%, 2
x (3’ ’3j)x (3’ 3’ j’x [)3’ 3)

0 1 1 1 : 2z : 1 1 1
Entonces, six =(x;, x,, :3 ) es una imputacién que satisface x; > x, > x, =
0,la sucesién maximal (x*), . que tiene ax' como imputacidn inicial po-
see las siguientes propiedades:

msaxe(s’xl+3'/e): e(Sl’x1+3~k):xl3+3-/€
) ms?‘xe(S,xZJr}-/e):e(Sz’x2+3-k):x12+3'/e

msaxe(S,x3+3i) 23(53’x3+3-k):x;+3-k

paratodo k> 1.

likmxl”'k =51

b) likmx2+3~k:5c~2
343k _ 53

lim x
k

Demostracién. Segun las hipétesis consideradas, e(S,, x') =0. Mostraremos
primero que si una preimputacién x # X' satisface e(S;, x) =0 para algin
1=1, 2, 3, entonces

ly =21, <[l= - %l

en que y =x +¢(S;,x)-Ps,. En esta demostracion los indices i+1 serdn
considerados mod(3). Es ficil observar que f¢ es ortogonal a la variedad
afin E(S) ={x € E: (S, x) =0} para toda coalicién no trivial § (Cesco, 1998,
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s ~1+1 .
lema 2.2). Asi, puesto que y — %' son las proyecciones ortogonales en
E(S,) de x, x' respectivamente, obtenemos que

ly =1, <[lx - %Il

Nuestra afirmacién sigue ahora adV1rtlendo que lly =x|], =e(S;,x) ||
Bs.||, es diferente de e(S;, x)-||Bs. ||, = || % A x'||,, de manera que la de-
sigualdad estricta es vélida en la relacién anterior. Mis atin, es vilido que
(véase grifica 1)

=511, =[cos T - =l ®

También se cumple que e(S,, x') =1—(x, + x}) =x1,e(S,, x") =x, y e(S,,
x') =x},de manera que el miximo exceso respecto ax' es alcanzado por la
coalicién §,, con un valor de x;. Por tanto, x* =x' +x, - (1/2,1/2,-1).Es
facil verificar que x} > x; > x; =0.Un cilculo simple indica que el médximo
exceso respecto a x” es alcanzado en §, con un valor de x;. Por tanto x> =
x? +x] - (~1,1/2,1/2) que satisface x} > x; > x, =0, tiene un exceso méxi-

mo de x; alcanzado por S,.Un paso mds muestra que x'* > satisface x1+ >
x, "7 >x,"? =0satisfaciendo una condicién similar a la exhibida por x'. La

Vahdez de a) se obtiene ahora por un argumento inductivo.
Para probar b) tenemos en cuenta (9). Entonces

=1, =(cosZ] fl- %,

2
:(cos T;)J [|x* - %],
. 3
:(cos 3)) [l - =,

relacién que generaliza a

3k — a1 =[cos"j3'k||xl—xl||
2 3 2

1+3-k

para todo k >1. A partir de ella obtenemos que hmx =x'. Los otros

casos se muestran en forma similar. B

GALERAS



UNA SOLUCION DINAMICA PARA JUEGOS CON UTILIDADES TRANSFERIBLES 17

GRAFICA 1
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Nota 5. Vale un resultado completamente anilogo para el cicloc =(x", x?,

x’) con
(2 01 2o (p 1 2) 5 (12
X _(3’0’3)’x _[O’ 3’ 3),)(3 _(3a 3:0)

y una imputacién inicial x' que satisfaga x, > x} > x; =0. Entonces el es-
quema de transferencia maximal iniciado en x' tiene como ciclo limiteac.
Una importante consecuencia del teorema 11 es el siguiente resultado.

Proposicion 11. Sea (N, v) un juego con funcidn caracteristica dada por (7)
(8) conp=1.Los ciclos ¢ = (%', %, %°) yc=(x', x?, x°) dados por

gl g 2] 22-(2 1 o) #3-(g 2 1
X _(3303 3)376 [3’3’O]ax (0’3’ 3]
#=(2 0 1) 52-(0 1 2) (12

X _(S’OaB)ax (O) 3,3),3(3 (3) 3>)

respectivamente, son esencialmente, los dos tnicos ciclos maximales de
imputaciones en (N, v).

Demostracion. Consideremos un ciclo maximal ¢ =(x* ), _, conunaimputa-
cién inicial x' con x} > x| > x} =0.Relacionado al ciclo ¢ hay un esquema
de trasferencia maximal que incluye a las imputaciones de ¢ consideradas de
manera ciclica. Usando el teorema 11 ) obtenemos que lim, x'*" % = &’
para todo i=1, 2, 3, y puesto que las imputaciones x'*"'*, k>1 provie-

i+n-k

nen de un conjunto finito, concluimos que x =x' paratodok>k, i=

1, 2, 3 para un k suficientemente grande. A partir de esta observacidn se
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infiere que la secuencia de imputaciones en ¢ =(x', x°, ..., x”*) debe coin-
cidir con la sucesién (%', °, %) o con una repeticion ciclica de ella.

Si el ciclo maximal c tiene una imputacién inicial x' que satisface x, >
x} > x) =0, entonces, con una técnica similar, se muestra que ¢ = ¢ coinci-
de con una repeticién ciclica de .

Para completar la demostracién tenemos en cuenta las siguientes ob-
servaciones: 7) para cualquier imputacién x', el mdximo exceso se alcanza
en alguna de las coaliciones S, S, y S;; 1) y =x' +e(S;, x') - s, es siempre
una imputacién que tiene e(S;, y) =0y por tanto, y, _, =(i —1 mod(3)); i)
si y=x'+e(S;,x")Bs, y x' satisface x3 =x;>x, =0 entoncesy,>y,>
y;=0stz=1loy,>y,>y, =0s17=2.

En la gréfica 2 se ilustran los dos ciclos ¢ y .

GRAFICA 2

Nota 6. Las afirmaciones 7), iz) y 71z) implican que las condiciones supuestas
en laimputacién inicial x' de un ciclo maximal no representan restriccién
alguna.

. 1 . . ., .
Nota 7. Considerar que x, =0 no es una limitacién porque si ese no fuese el
caso 0 x” 0 x” se ponen en esta condicién.

Corolario 6. Enun juego (N, v) con funcién caracteristica dada por (7) y (8) con
p=1,P = X(&) U X(c),en que P; es la d-solucién dinimica en (A, dom).
Demostracion. Inmediata a partir de las proposiciones 8 y 11. m

Teorema 15. En un juego (N, v) con funcidn caracteristica dada por (7) y (8)
conp =1, P =P,,en que ambas son soluciones consideradas en (A, dom).
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Demostracion. Siempre es vilido que P, c P. Para ver la inclusién opuesta,
consideremos una d-solucién dindmica elemental D con tres o mas ele-
mentos, x, ¥, z. Por el lema 2 existe un ciclo maximal ¢ =(c*)}"_, tal que
x=x"yy =x' paraun par de indices1 < i # j < m. Pero por la proposicién
11, c puede ser elegido como € o como ¢. Hay también otro ciclo maximal
que conecta y con z que, con el mismo argumento, puede ser tomado como
¢ o como ¢. Pero como el ciclo que vincula x con y y el que vincula y con z
tienen a y como punto comun, deben coincidir. Esto muestra que {x, y,
z} < X(€)o{x, y, z} = X (<) pero no en ambos. Como este argumento es
vélida para una seleccidn arbitraria de tres imputaciones concluimos que
D = X(c) probando que D es finita. Asi, Pc P; m

OBSERVACIONES FINALES

El estudio realizado para los juegos de tres personas parece limitado en tan-
to se ha considerado un juego muy particular, esto es, el juego simple con
o(N)=v(8,)=v(S,)=v(S;) =1y v(S) =0 para toda otra coalicién. Sin em-
bargo esto tampoco hace perder generalidad a las conclusiones puesto que
puede mostrarse que los ciclos maximales de cualquier juego monétono no
equilibrado de tres jugadores estin en una relacion 1 a 1 con los del juego
simple estudiado en la seccién anterior. La manera de vincularlos involucra
una traslacién y una homotecia adecuadamente elegidas (Cesco y Aguirre,
2002).

Destacamos también que los resultados expuestos en la seccién IV pue-
den extenderse a los juegos monétonos no equilibrados con zjugadores que
tienen funcién caracteristica dada por (5) y (6). La metodologia es similar a
la aqui expuesta, aunque la demostracién de un teorema de convergencia si-
milar a la proposicion 11 requiere el uso argumentos mas complejos que los
trigonométricos empleados en su prueba (Cesco y Cali, 2004b).

Finalizamos comentando que la solucién dindmica introducida en este
articulo tiende, basicamente, a encontrar otro concepto del Core para jue-
gos no equilibrados. El elemento basico para su desarrollo es la nocién de
exceso maximal. Salvo en casos muy simétricos no hemos hallado relaciones
directas con otros conceptos de solucidn de la teoria de juegos con utilida-
des transferibles, aunque un estudio comparativo estd pendiente. No obs-
tante ello es interesante destacar que cada uno los puntos de cada ciclo estd
enuneg-core cone igual a su exceso maximal y, por ende, cada ciclo maximal
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proporciona una cota para el menor ¢ que genera un g-core no vacio (least
e-core), aunque no sabemos todavia que tan ajustadas pueden ser estas cotas.
Es también posible determinar, en funcién de los puntos en los ciclos maxi-
males, regiones en las que se ubica el nucleolo. Determinar que tan precisa-
mente acotan la region de busqueda del nucleolo es también un problema
abierto de cierto interés en virtud de ciertos algoritmos recientes para el
cilculo del nucleolo cuyo desempefio numérico depende de una buena se-
leccién de un punto inicial.
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