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1 Introduccion

En esta nota se da una versién matricial del algoritmo de aceptacién diferida
para el modelo de matching uno a uno.

El modelo de matching uno a uno se usa para estudiar problemas de
asignacion bilateral, es decir donde los agentes se dividen en dos conjuntos
disjuntos, el conjunto de empresas y el conjunto de trabajadores. El pro-
blema consiste en asignar a cada empresa un trabajador. Este problema de
asignacion se puede generalizar si se le permite a cada empresa contratar a
un conjunto de trabajadores y a cada trabajador trabajar para varias empre-
sas. Este modelo se lo conoce como modelo de matching muchos a muchos,
también hay un modelo intermedio de matching, conocido como muchos a
uno. La generalizacion de los resultados en general no son inmediatas.

Cada empresa tiene preferencias sobre los potenciales trabajadores y
simétricamente los trabajadores tienen preferencias sobre las empresas para
las cuales quisieran trabajar. Una solucién de este problema de asignacién
es un matching, que dice que companero le toca a cada agente. Un matching
es estable si a cada agente le toca un companero aceptable y si no existe un
par de agentes empresa-trabajador que ambos prefieran asociarse mejorando
en sus preferencias al companero que le tocaba en la solucién propuesta.
Gale y Shapley (1962) mostraron que en el modelo de matching uno a uno el
conjunto de matching estables es no vacio. Los libros de Roth y Sotomayor
(1990) y de Gusfield e Irving (1986) son una importante referencia para es-
tudiar los modelos de matching. El conjunto de matching estables esta bien
estructurado ya que contiene dos matching: el optimo de las empresas (de-
notado por ur) y el optimo de los trabajadores (denotado por ). Los
matchings pp y py son considerados undnimemente por todas las empresas
como el mejor y el peor entre todos los matching estables, simétricamente
My v pp son considerados por los trabajadores como el mejor y el peor de los
matching estables. Blair (1988) mostré que el conjunto de matching estables
tiene estructura de latfs.

Los algoritmos han jugado un rol central en la literatura de matching. El
algoritmo NIMP (Programa de médicos internos nacionales) de 1951, y pos-
teriores modificaciones NRMP (Programa de médicos residentes nacionales)
1979, 1987 1999 se usan para asignar a hospitales médicos residentes en Es-
tados Unidos. El Algoritmo de Aceptacion Diferida de Gale y Shapley se usa
en otros programas de asignaciéon de distintas especialidades de la salud a
hospitales. Ademads del algoritmo de aceptacién diferida de Gale y Shapley,



Adachi (2000) usé técnicas de punto fijo para construir matching estables.
Fleiner (2001) y Echenique y Oviedo (2004) extendieron la técnica de punto
fijo al modelo de matching muchos a uno para construir matching estables.

Mec Vitie and Wilson (1971) e Irving a Leather (1986) definieron un algo-
ritmo para computar el conjunto de todos los matching estables en el modelo
de matching uno a uno. Martinez, Mass6, Neme y Oviedo (2004) extendieron
el algoritmo al modelo de matching muchos a muchos.

El algoritmo que presentamos aqui, es una version del algoritmo de acepta-
cién diferida en forma matricial. Para esto construimos dos matrices, M y
M™Y. La primera contiene en cada fila la informacién del orden de prefer-
encias de las empresas, asignandole un "1" al trabajador més preferido, "2"
al siguiente en su orden de preferencia y asf siguiendo; la segunda matriz,
contiene en forma simétrica en cada columna la informacién del orden de
preferencias de los trabajadores, asigna un "1" a la empresa méds preferida,
"2" a la que sigue y asi siguiendo. El algoritmo va modificando la matriz
MY, primero ubica todos los "1", es decir, cada empresa ubica al traba-
jador més preferido, si en alguna columna hay més de un "1", ese trabajador
cslcula, usando MW, el minimo, o sea, el trabajador elige a la oferta mas
preferida. Redefinimos la matriz M* asignandole "oo" a la fila (empresa)
donde hay un "1" y columna (trabajador) que no es minimo, es decir, para
el trabajador esa empresa no es la mas preferida. En los otros elementos de
la fila le restamos "1", es decir, el trabajador que era segundo, en el orden
de preferencia original, ahora tendrd un "1", es decir, es el trabajador més
preferido, el tercero en el orden de preferencias original ahora sera el "2",
y asf siguiendo. Se ubican nuevamente los "1" de la matriz modificada M*
y se repite el proceso anterior. El algoritmo se detiene cuando no podemos
modificar mds M. Ubicando los "1" de M* tenemos que trabajador (si es
que hay uno) le toca a cada empresa. Mostramos que este matching coincide
con el matching éptimos p de las empresas.

Esta articulo esta organizado como sigue. En Seccién 2 damos las defini-
ciones y notaciones preliminares. En Seccién 3 contiene el algoritmo y el
resultado principal que dice que cuando el algoritmo se detiene, los "1" de
M* nos dén el matching estable optimo . de las empresas.



2 Definiciones Basicas

Hay dos conjuntos finitos y disjuntos de agentes F'y W, F' = {f1, fa, ..., fu}
el conjunto de empresas y W = {wy, ws, ..., w,} €l conjunto de trabajadores.
Cada agente g € F'U W tiene una relacién de preferencias P(g) estricta,
transitiva y completa sobre los agentes del otro conjunto unido él mismo,
por ejemplo:

w1 P(f)wsP(f)wsP(f)fP(f)wsP(f)wa,

dice que la empresa f tiene a w;, como el trabajador mas preferido, luego
sigue en orden ws, ws, f, wy y wy. Los trabajadores w tales que wP(f)f
se dice que son aceptables. fP(f)w, significa que este trabajador no es
aceptable para la firma f. Tenemos que los trabajadores wy, ws y ws, son
aceptables para la firma f, mientras que wy y ws, son inaceptables para f.
Para expresar el orden anterior en forma concisa, debido a que los agentes
no estan obligados a contratar o ser contratados por un agente no aceptable,
denotaremos en el orden de preferencias, solo a los agentes aceptables, es
decir, el orden anterior se denota por:

P(f) = W1, W3, Ws.

Un perfil de preferencias es una (n + p)—upla de relaciones de preferencias
y lo representamos por P = (P(f1),...P(fn), P(w1),...P(w,)). R denota el
orden débil asociado a P.

Un modelo de matching uno a uno se denota por (F, W, P).

Definicién 1 Un matching p es una aplicacion uno a uno de F U W en
FUW, donde para todo f € F yw e W se cumple que:

1y (f) # f implica p(f) € W
2. 1 (w) # w implica p(w) € F
3. w=p(f) siysolosif=pw)

Un matching es representado por

M:(fl fo [z Ja w5),0poru:(w1 Wy W3 Wy w5)

W2 W4 W1 W3 Ws s i Ja 2 ows
en este caso i (f1) = wa, p(f2) = wa, p(fs) = wy, p(fa) =wsy p(ws) = ws
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El matching i es individualmente racional si para todo agente g € FUW

1(9)P(9)g,

es decir que el matching le asigna a cada agente un companero aceptable.
El par de agentes (f,w) bloquea al matching p si p(f) #w'y

wP(f)u(f) v fPw)u(w),

esto dice que tanto f como w quieren romper el matching p para formar una
nueva asignacién emparejandose entre ellos.

Los matching individualmente racionales que sobrevivan a bloqueos por
pares de agentes, juegan un rol fundamental en los modelos de matching, ya
que no podran modificarse, porque en caso de hacerlo, algiin o algunos de los
agentes intervinientes quedaran con un companero menos preferido que los
que le asignaba el matching original, formalmente:

Definicién 2 Un matching p es estable, si es individualmente racional y no
es bloqueado por ningin par de agentes.

Sea, P un perfil de preferencias, S(P) denota el conjunto de matching
estables.
El ejemplo siguiente muestra las definiciones dadas hasta aqui:

Ejemplo 1 Sea el siguiente modelo de matching (F,W,P) donde
F = {fl’ f27 f3’ f4}) W = {wl,UJQ,wg},

P(f1) = W2, W;,wWs P<w1) = fi.f3 fo
P(fy) = wi,ws,wy  Plwe) = f3, f1, fo
P(f3) = wi,wy,ws  Plws) J1, f3, fa.
P(f4) = W3, Ws, W1

Consideremos los matching siguientes:
by = wy we w3z fi 1y = wy wy w3 fy
! fo f2 fs )72 i o fs fa )’

[y = wy wy ws fy
’ fs o fo fo )
El matching py, no es individualmente racional, porque wyP(wy)fy = p1y(w1).

Uy es individualmente racional pero es inestable ya que (fi,ws) es un par
blogueante. 15 es un matching es estable.
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El orden de preferencia P(g) de un agente, se puede extender para que
pueda comparar matching. Sea g € F'U W, decimos que

pP(g)u', sip(g) P(g)r'(g)-

Decimos que

L W()RUW(S) paracada f e F
pP(E) s { w(f) P (f) para algin f' € F

pR(F)p' sip=p'" o pP(F)u'.

En forma andloga se define uP(W)y' y pR(W)u'. En el ejemplo anterior
tenemos que fi3 P(F') 1.

Gale y Shapley (1962) mostraron que el conjunto de matching estables es
distinto del vacio. También mostraron que existe el matching estable iz (1)
que es el mejor de los matching estables para las empresas (trabajadores).
Ademis el 6ptimo de los matching estables para un lado del mercado es el
peor para el otro lado, es decir para cada pu € S(P) se cumple que

pip R(F) pp R(EF) py y poyy ROW) p R(W) .

El algoritmo de aceptacién diferida definido por Gale y Shapley (1962) cons-
truye pp o py, dependiendo quien hace las ofertas. En cualquier paso del
algoritmo, en el cual las empresas hacen las ofertas, una firma se propone
al mejor trabajador de su orden de preferencia que no la ha rechazado aun,
mientras que un trabajador acepta, provisionalmente, a la mejor empresa
aceptable que le hizo una oferta (si la hubiera) unido con la firma provision-
almente aceptada en un paso anterior. El algoritmo se detiene en cualquier
paso en el cual todas las ofertas son aceptadas; el matching provisional que se
forma con las propuestas aceptadas se vuelve definitivo. El resultado del al-
goritmo es el matching estable . Simétricamente si los trabajadores hacen
las ofertas el resultado del algoritmo es el matching estable puy, .

Ejemplo 1 continuacién. Tenemos que pp = ji3 y

" :<w1 Wy Ws f4>
v fi 3 fa Ja



3 Algoritmo de aceptacion diferida matricial

Este algoritmo usa notacién matricial. Las filas de la matriz representan a
las empresas y las columnas notan a los trabajadores, asi que fijaremos un
orden para los agentes. Cuando no haya problemas denotamos con ¢ la fila
de la matriz que representa a la empresa f;, simetricamente la columna j rep-
resenta al trabajador w;. Dado el modelo de matching (F, W, P), definimos
las siguientes matrices de preferencias M* y MW sean f; € F y w; € W

mF { k+1 wiP(fi)fi vy Hwy:wpP(fi)wi}| =k
< fiP(fi)w;

o

W { k+1 fiP(wjw; y [fi: fuP(w)fi}] =k

v oo w;iP(w;)f;
Tenemos que el trabajador w; es aceptable para la empresa f;, si mfjj < 00
y que la empresa f; es aceptable para el trabajador w;, cuando m}g-f < . La
empresa f; y el trabajador w;, son mutuamente aceptables cuando mf; leJV <
00.
Ejemplo 2 Construyamos de las matrices de preferencias M, y M"Y, para
F={fi, fo, f3, fa, [5} » W = {w1, wa, w3, wa} y los ordenes de preferencia

P(fl) = Wy, Wy, W3, W4 ( ) Jos 3, f1, fa, [

(f2) = Wy, W2, W3, W1 (wz) I35 f1, f2, fa, 5
P(fs) = Wy, W3, W1, W2 (wz) Iss Jas J1, fo, f3
P(f4) = W1, Wy, W3, W2 (w4) Ji Jas [55 f2, f3
P (f5> = W1, Wy, Wy.

Como wiP (f1) f1 y [{wj : wyP(f1)wi}| = |0] =0 =k, entonces mi; =1,
similarmente, miy = 2 pues waR (f1) f1 y [{w; : wjP (fi)we}] = [{w1}] =
k=1, ymly =3 pues wsR(f1) f1 y |[{wj : wpP(f1)ws}| = {wi,ws}| =
k = 2. Notemos que mky = oo pues f5P (fs)ws.Obtenemos las siguientes

matrices de preferencias

1 2 3 4 3 2 31
4 2 3 1 1 3 4 4
Mf=134 2 1 MY=121565
1 4 3 2 4 4 2 2
1 2 o0 3 55 1 3



Algoritmo
Entrada: M*° = M¥, y M"Y, matrices de preferencias de los agentes
Salida: Matriz de a lo mas un uno por columna.

1. Si para cada j, H };t : mf;’t = 1}‘ < 1, paro // se ha determinado la
matriz.
2. Si no, defino!
w . Fit
00 j=17 ymm%mln myg sy =1
Fit4l _ W, Ft
g 1 A ym 7 min ¢myj o my =1
mFFt en otro caso

v

Defino t + 1 :=t. Regresa a 1.

El algoritmo trabaja de la siguiente manera. Dada la matriz de prefer-
encias de las empresas M, cuenta cuantos "1", tiene en cada columna, si
para todo trabajador w; hay a lo mds un "1", el algoritmo se detiene, pues se
encontré la matriz de salida. Si esto no ocurre, construye una nueva matriz
de preferencias para las empresas, de la siguiente forma: Sea el trabajador
wj, tal que existe una tnica empresa f;, con mf;’t = 1, entonces la fila 7, de

. : Fit+1 Ft -
MP1 no se modifica, es decir, M;. = M; . Si para el trabajador wj,

Ft

existen al menos dos empresas f; e fZ , tales que m; ;" = =mby 75 =1, sin perdida

| /. |4 1
de generalidad supongamos que m;; = min {mlj tmy =1

Fit+1

, entonces, en

Fit
este caso la fila i de M+ no se modifica, es decir, M;7" = M; ", mientras

Ft 1
que la fila i" se modificard por m,, +

mfft'—Oo)ymF”l—m,,—lparatodowj # w;. Luego hace t +1 =1,y

Vuelve a 1., a contar cuantos "1" tiene por columna.

= 00 (notemos que para cada ' >t+1

. . . Fi+l | Fi+l _
Si el algoritmo no para, es porque existe w;, tal que |{m;; " tm;; " = 1} ‘ >
1, entonces pasamos a 2, donde modiﬁcarén ciertas filas en donde la columna,
w.
lj

bia un "1" por un "oo". Por finitud de las entradas el algoritmo debe parar,

w; sea tal que m]); 7 min {m ml ;= 1} . Note que en modificacién cam-

Fit

1os wo. . Ft o . . .
min {mlj Smy = } 1= 00, si no existe [, j’ tal que my =



es decir existe t tal que para cada j se cumple que:
’{mlljt mf;’E = 1}‘ <1.

Supongamos que el algoritmo se detiene en t, entonces definimos una
aplicacién w de FUW en F U W por:

. F
_ w; sl —1ym < 00
M(fi):{ ’

fi si ‘v’j mf; = 0.

_ fi si F 1ym < o0
W EZ t

Notemos que 7i(f;) = f; es cuando en la fila i de M, todos los elementos
son oo, pues si hubiese un elemento menor que oo, debe existir un trabajador
wjy tal que mFt = 1, ya que por construcciéon de MF+1 el algoritmo le resta
"1" en cada pOSlClOIl de la fila o se cambia un 1 por oo.

Por otra parte, 7i(w;) = wj, cuando la columna j de M*’ _no posee ningin
1, es decir el trabajador w; no recibié ninguna propuesta de las empresas
aceptables para él.

El Ejemplo siguiente muestra el algoritmo para el Ejemplo 2

Continuacién Ejemplo 2 Datos M0 = M¥F y MW,

1 2 3 4 3 2 31
4 2 3 1 1 3 4 4
MO =13 4 2 1 MY=12155
14 3 2 4 4 2 2
1 2 oo 3 5 5 1 3

1. El algoritmo no para ya que en la columna 1 y 4 hay méds de un "1".
2. Dada M "% MW, construimos M

1 2 3 4
4 2 3 1
M =] 2 3 1
© 3 2 1
oo 1 oo 2



notemos que las filas 3, 4, y 5 se modifican ya que

min{m‘é‘i,m},ﬁ,} — min {4,5} =4 = m}};, (1)
luego mf;il = 00, y para j' # 4, mf;il = m&o — 1. También (1) implica que

para todo j = 1,2, 3,4, mi’;l = mg’f. Como

min {m{}, myy,mi } =min{3,4,5} =3 = m},

la fila 1 de la matriz M !, no se modifica mientras que si lo hacen las filas 4

y 5.
Hacemos t = 1.

1. El algoritmo no para ya que en la columna 4 hay dos "1".
2. Dada M®'y MW construimos M2

1

4
0
MP? = 00
1
2

— W W b
R oo w

3

2
00
00

note que se modifica la fila 2 ya que

. w. F2 __ s w wy _ W
min {mi4 iy = 1} = m1n{m24,m44} = Myy.
Hacemos t = 2

1. El algoritmo no para ya que la columna 2 tiene dos "1".
2. Dada M2y M"Y construimos M3

1 2 3 4
3 1 2 o
MfM=12 3 1 o
co 3 2 1

oo o0 oo 1

Hacemos t = 3.
1. El algoritmo no para ya que la columna 4 tiene dos "1".
2. Dada M3y MY construimos M**

1 2 3 4
3 1 2
MAA=] 2 3 1 ~
© 3 2 1
oo X xS X



Hacemos t = 4.
1. El algoritmo se detiene, ya en cada columna hay a lo més un "1". Tenemos
que t = 4.

El matching que se obtiene a partir de M4, es:

. <f1 fofs i f5>_

/’L:
w; W2 W3 W4 f5

Presentamos ahora el resultado principal.

Teorema 1 71 es un matching estable y @ = pp

Demostracién. Supongamos que el algoritmo para en la t.
Mostremos que 7 es matching. De la definicién de 1, se cumple que si
7 (f) # f, entonces i (f) € Wy i (w) # w, entonces i (w) € F. También se
. FI . . _ _
cumple que si m;;” = 1, implica que f1(f;) = w; y fi(w;) = f;, por lo tanto es
un matching.

Veamos que [ es individualmente racional. Supongamos que 7i( f;) = wy,

Fit c
entonces m;;” = 1,, m};V < 00, por lo tanto por la definicién de M" tenemos

que f; P (w;) w; el algoritmo implica que si mf;-’t = 1 entonces mfj’o = mf; <
oo y por la definicién de M, w; P(f;) f;.

Mostraremos que 7z no es bloqueado por ningtn par de agentes. Supong-
amos que existe un par de agentes (f;,w;) € F x W tal que 7i(f;) # w;

y

w; P(fi)i(fi) = wy (2)

: F F Ft _ Rt _
es decir que m;; < myj, y como m;;, = 1, entonces m;;” = oo, por lo tanto
. -~ Ft .
existe ¢ tal que m;; = 1, por el algoritmo tenemos que
w : W, Fi _ _ \_ W
m;; # min {mlj :my, =1, parat =1, ...,t} = my,;

entonces my; < my;, (note que fi(w;) = fir) por lo tanto fy P(w;) f;, es decir

que (f;, w;) no puede bloquear a fi.
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Veamos que i = pp. Como i € S(P) tenemos que pp R(F) i R(F) iy
Supongamos que iy # [, sin pérdida de generalidad sean f, ..., f;, tales que
wp(fi) # i(fi). Podemos suponer que existen wy, ..., w; tales que

wy = pp(fi) P(fi) ﬂ(fl) = Ws
= up(fe) P(f2) &

w; = pp(f;) P(.fz) a(f;) = wr.

Para cada i = 1, ..., 1, sean t;, [; tales que

Ft; Fti+1 _

m;" = lym,"" =00 (3)
Fit; _ Ft +1

myt = lym, =1.

Tanto t;, como [; existen, ya que al aplicar el algoritmo se cumple que mf;il =
1, mf < mf i+1, por lo tanto en algin paso ¢;, existe [; tal que las condiciones
(3) son verdaderas. Supongamos que

. Fit; Fiti+1 Fit; Fiti+1
tlzmm{ti:mii”zl, m;; T = oo, myt =1y m; * 1},
entonces
Fit1 Ft1+1
my;t = lym =00 (4)
Ft; Ft1+1
myyt o= lymt =1,
notemos que
w w
myy < myy o fi, P(wi) fi, (5)

si ocurre que wy P( f;, )wy,, entonces (f;,, wy) bloquerfan a piz, por lo tanto se
cumple que

wl1p(fl1)w1- (6)

Supongamos que g (fi,) = a(f)- mfzfl = 1 entonces w1 P(fi, ) i(f,) =
wp(fi,) y condicién (5) implica que (fi,, w;) bloquean a . Luego, pp(f,) #
(fi,), es decir que pup(f;,) = w;,. Entonces tenemos que t;, satisface las
condiciones (3), ademds ¢;, < t; ya que por (6) tenemos que m/, < m/.
Esto contradice la elecciéon minimal de ¢;. [ |

11



4 Referencias

Adachi, H., 2000. On a Characterization of Stable Matchings. Economic
Letters. 68, 43—49.

Echenique, F., Oviedo, J., 2004. Core Many-to-one Matchings by Fixed Point
Methods. Journal of Economic Theory 115, 358-376.

Fleiner, T., 2003. A Fixed-Point Approach to Stable Matchings and Some
Applications. Mathematics of Operations Research, 28 103-126.

Gale, D., Shapley, L., 1962. College Admissions and the Stability of Mar-
riage. American Mathematical Monthly 69, 9-15.

Gusfield, D., Irving, R., 1989. The Stable Marriage Problem: Structure and
Algorithms. MIT Press, Cambridge.

Irving, R., Leather, P., 1986. The Complexity of Counting Stable Marriages.
SIAM Journal of Computing 15, 655-667.

Martinez, R., Mass6, J., Neme, A., Oviedo, J., 2004. An Algorithm to
Compute the Full Set of Many-to-Many Stable Matchings. Mathematical
Social Sciences. 47, 187-210.

Roth, A.., Sotomayor, M., 1990. Two-sided Matching: A Study in Game-
Theoretic Modeling and Analysis. Cambridge University Press, Cambridge,
England. [Econometrica Society Monographs No. 18].

McVitie, D., Wilson, L., 1971. The Stable Marriage Problem. Communica-
tions of the ACM 14, 486-493.

12



