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1 Introducción

En esta nota se da una versión matricial del algoritmo de aceptación diferida
para el modelo de matching uno a uno.
El modelo de matching uno a uno se usa para estudiar problemas de

asignación bilateral, es decir donde los agentes se dividen en dos conjuntos
disjuntos, el conjunto de empresas y el conjunto de trabajadores. El pro-
blema consiste en asignar a cada empresa un trabajador. Este problema de
asignación se puede generalizar si se le permite a cada empresa contratar a
un conjunto de trabajadores y a cada trabajador trabajar para varias empre-
sas. Este modelo se lo conoce como modelo de matching muchos a muchos,
también hay un modelo intermedio de matching, conocido como muchos a
uno. La generalización de los resultados en general no son inmediatas.
Cada empresa tiene preferencias sobre los potenciales trabajadores y

simétricamente los trabajadores tienen preferencias sobre las empresas para
las cuales quisieran trabajar. Una solución de este problema de asignación
es un matching, que dice que compañero le toca a cada agente. Un matching
es estable si a cada agente le toca un compañero aceptable y si no existe un
par de agentes empresa-trabajador que ambos pre�eran asociarse mejorando
en sus preferencias al compañero que le tocaba en la solución propuesta.
Gale y Shapley (1962) mostraron que en el modelo de matching uno a uno el
conjunto de matching estables es no vacío. Los libros de Roth y Sotomayor
(1990) y de Gus�eld e Irving (1986) son una importante referencia para es-
tudiar los modelos de matching. El conjunto de matching estables esta bien
estructurado ya que contiene dos matching: el optimo de las empresas (de-
notado por �F ) y el optimo de los trabajadores (denotado por �W ). Los
matchings �F y �W son considerados unánimemente por todas las empresas
como el mejor y el peor entre todos los matching estables, simétricamente
�W y �F son considerados por los trabajadores como el mejor y el peor de los
matching estables. Blair (1988) mostró que el conjunto de matching estables
tiene estructura de latís.
Los algoritmos han jugado un rol central en la literatura de matching. El

algoritmo NIMP(Programa de médicos internos nacionales) de 1951, y pos-
teriores modi�caciones NRMP (Programa de médicos residentes nacionales)
1979, 1987 1999 se usan para asignar a hospitales médicos residentes en Es-
tados Unidos. El Algoritmo de Aceptación Diferida de Gale y Shapley se usa
en otros programas de asignación de distintas especialidades de la salud a
hospitales. Además del algoritmo de aceptación diferida de Gale y Shapley,
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Adachi (2000) usó técnicas de punto �jo para construir matching estables.
Fleiner (2001) y Echenique y Oviedo (2004) extendieron la técnica de punto
�jo al modelo de matching muchos a uno para construir matching estables.
Mc Vitie and Wilson (1971) e Irving a Leather (1986) de�nieron un algo-

ritmo para computar el conjunto de todos los matching estables en el modelo
de matching uno a uno. Martínez, Massó, Neme y Oviedo (2004) extendieron
el algoritmo al modelo de matching muchos a muchos.
El algoritmo que presentamos aquí, es una versión del algoritmo de acepta-

ción diferida en forma matricial. Para esto construimos dos matrices, MF y
MW . La primera contiene en cada �la la información del orden de prefer-
encias de las empresas, asignándole un "1" al trabajador más preferido, "2"
al siguiente en su orden de preferencia y así siguiendo; la segunda matriz,
contiene en forma simétrica en cada columna la información del orden de
preferencias de los trabajadores, asigna un "1" a la empresa más preferida,
"2" a la que sigue y así siguiendo. El algoritmo va modi�cando la matriz
MF ; primero ubica todos los "1", es decir, cada empresa ubica al traba-
jador más preferido, si en alguna columna hay más de un "1", ese trabajador
cálcula, usando MW ; el mínimo, o sea, el trabajador elige a la oferta más
preferida. Rede�nimos la matriz MF asignandole "1" a la �la (empresa)
donde hay un "1" y columna (trabajador) que no es mínimo, es decir, para
el trabajador esa empresa no es la más preferida. En los otros elementos de
la �la le restamos "1", es decir, el trabajador que era segundo, en el orden
de preferencia original, ahora tendrá un "1", es decir, es el trabajador más
preferido, el tercero en el orden de preferencias original ahora sera el "2",
y así siguiendo. Se ubican nuevamente los "1" de la matriz modi�cada MF

y se repite el proceso anterior. El algoritmo se detiene cuando no podemos
modi�car más MF . Ubicando los "1" de MF tenemos que trabajador (si es
que hay uno) le toca a cada empresa. Mostramos que este matching coincide
con el matching óptimos �F de las empresas.
Esta artículo esta organizado como sigue. En Sección 2 damos las de�ni-

ciones y notaciones preliminares. En Sección 3 contiene el algoritmo y el
resultado principal que dice que cuando el algoritmo se detiene, los "1" de
MF nos dán el matching estable optimo �F de las empresas.
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2 De�niciones Básicas

Hay dos conjuntos �nitos y disjuntos de agentes F y W , F = ff1; f2; :::; fng
el conjunto de empresas y W = fw1; w2; :::; wpg el conjunto de trabajadores.
Cada agente g 2 F [ W tiene una relación de preferencias P (g) estricta,
transitiva y completa sobre los agentes del otro conjunto unido él mismo,
por ejemplo:

w1P (f)w3P (f)w5P (f)fP (f)w4P (f)w2;

dice que la empresa f tiene a w1; como el trabajador más preferido, luego
sigue en orden w3; w5; f; w4 y w2: Los trabajadores w tales que wP (f)f
se dice que son aceptables. fP (f)w4 signi�ca que este trabajador no es
aceptable para la �rma f: Tenemos que los trabajadores w1; w3 y w5; son
aceptables para la �rma f; mientras que w4 y w2; son inaceptables para f:
Para expresar el orden anterior en forma concisa, debido a que los agentes
no están obligados a contratar o ser contratados por un agente no aceptable,
denotaremos en el orden de preferencias, solo a los agentes aceptables, es
decir, el orden anterior se denota por:

P (f) = w1; w3; w5:

Un per�l de preferencias es una (n+ p)�upla de relaciones de preferencias
y lo representamos por P = (P (f1); :::P (fn); P (w1); :::P (wp)). R denota el
orden débil asociado a P:
Un modelo de matching uno a uno se denota por (F;W; P ) :

De�nición 1 Un matching � es una aplicación uno a uno de F [ W en
F [W; donde para todo f 2 F y w 2 W se cumple que:

1. � (f) 6= f implica � (f) 2 W

2. � (w) 6= w implica � (w) 2 F

3. w = � (f) si y solo si f = � (w)

Un matching es representado por

� =

�
f1 f2 f3 f4 w5
w2 w4 w1 w3 w5

�
; o por � =

�
w1 w2 w3 w4 w5
f3 f1 f4 f2 w5

�
en este caso � (f1) = w2; � (f2) = w4; � (f3) = w1; � (f4) = w3 y � (w5) = w5
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El matching � es individualmente racional si para todo agente g 2 F [W

�(g)P (g)g;

es decir que el matching le asigna a cada agente un compañero aceptable.
El par de agentes (f; w) bloquea al matching � si � (f) 6= w y

wP (f)�(f) y fP (w)�(w);

esto dice que tanto f como w quieren romper el matching � para formar una
nueva asignación emparejandose entre ellos.
Los matching individualmente racionales que sobrevivan a bloqueos por

pares de agentes, juegan un rol fundamental en los modelos de matching, ya
que no podrán modi�carse, porque en caso de hacerlo, algún o algunos de los
agentes intervinientes quedarán con un compañero menos preferido que los
que le asignaba el matching original, formalmente:

De�nición 2 Un matching � es estable, si es individualmente racional y no
es bloqueado por ningún par de agentes.

Sea P un per�l de preferencias, S(P ) denota el conjunto de matching
estables.
El ejemplo siguiente muestra las de�niciones dadas hasta aquí:

Ejemplo 1 Sea el siguiente modelo de matching (F;W; P ) donde
F = ff1; f2; f3; f4g, W = fw1; w2; w3g,
P (f1) = w2; w1; w3 P (w1) = f1; f3; f2
P (f2) = w1; w3; w2 P (w2) = f3; f1; f2
P (f3) = w1; w2; w3 P (w3) = f1; f3; f2:
P (f4) = w2; w3; w1

Consideremos los matching siguientes:

�1 =

�
w1 w2 w3 f1
f4 f2 f3 f1

�
; �2 =

�
w1 w2 w3 f4
f1 f2 f3 f4

�
;

�3 =

�
w1 w2 w3 f4
f3 f1 f2 f4

�
:

El matching �1; no es individualmente racional, porque w1P (w1)f4 = �1(w1):
�2 es individualmente racional pero es inestable ya que (f1; w2) es un par
bloqueante. �3 es un matching es estable.

4



El orden de preferencia P (g) de un agente, se puede extender para que
pueda comparar matching. Sea g 2 F [W; decimos que

�P (g)�0; si � (g)P (g)�0(g):

Decimos que

�P (F )�0 si
�

� (f)R(f)�0(f) para cada f 2 F
� (f 0)P (f 0)�0(f 0) para algún f 0 2 F

y
�R(F )�0 si � = �0 o �P (F )�0:

En forma análoga se de�ne �P (W )�0 y �R(W )�0: En el ejemplo anterior
tenemos que �3P (F )�2:
Gale y Shapley (1962) mostraron que el conjunto de matching estables es

distinto del vacío. También mostraron que existe el matching estable �F (�W )
que es el mejor de los matching estables para las empresas (trabajadores).
Además el óptimo de los matching estables para un lado del mercado es el
peor para el otro lado, es decir para cada � 2 S(P ) se cumple que

�F R(F )�R(F )�W y �W R(W )�R(W )�F :

El algoritmo de aceptación diferida de�nido por Gale y Shapley (1962) cons-
truye �F o �W ; dependiendo quien hace las ofertas. En cualquier paso del
algoritmo, en el cual las empresas hacen las ofertas, una �rma se propone
al mejor trabajador de su orden de preferencia que no la ha rechazado aún,
mientras que un trabajador acepta, provisionalmente, a la mejor empresa
aceptable que le hizo una oferta (si la hubiera) unido con la �rma provision-
almente aceptada en un paso anterior. El algoritmo se detiene en cualquier
paso en el cual todas las ofertas son aceptadas; el matching provisional que se
forma con las propuestas aceptadas se vuelve de�nitivo. El resultado del al-
goritmo es el matching estable �F : Simétricamente si los trabajadores hacen
las ofertas el resultado del algoritmo es el matching estable �W :
Ejemplo 1 continuación. Tenemos que �F = �3 y

�W =

�
w1 w2 w3 f4
f1 f3 f2 f4

�
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3 Algoritmo de aceptación diferida matricial

Este algoritmo usa notación matricial. Las �las de la matriz representan a
las empresas y las columnas notan a los trabajadores, así que �jaremos un
orden para los agentes. Cuando no haya problemas denotamos con i la �la
de la matriz que representa a la empresa fi; simetrícamente la columna j rep-
resenta al trabajador wj: Dado el modelo de matching (F;W; P ) ; de�nimos
las siguientes matrices de preferencias MF y MW , sean fi 2 F y wj 2 W

mF
ij :=

�
k + 1 wjP (fi)fi y jfwj0 : wj0P (fi)wjgj = k
1 fiP (fi)wj

y

mW
ij :=

�
k + 1 fiP (wj)wj y jffi0 : fi0P (wj)figj = k
1 wjP (wj)fi

Tenemos que el trabajador wj es aceptable para la empresa fi; simF
ij <1

y que la empresa fi es aceptable para el trabajador wj, cuando mW
ij <1: La

empresa fi y el trabajador wj, son mutuamente aceptables cuandomF
ij m

W
ij <

1:

Ejemplo 2 Construyamos de las matrices de preferencias MF ; y MW ; para
F = ff1; f2; f3; f4; f5g ; W = fw1; w2; w3; w4g y los ordenes de preferencia

P (f1) = w1; w2; w3; w4 P (w1) = f2; f3; f1; f4; f5
P (f2) = w4; w2; w3; w1 P (w2) = f3; f1; f2; f4; f5
P (f3) = w4; w3; w1; w2 P (w3) = f5; f4; f1; f2; f3
P (f4) = w1; w4; w3; w2 P (w4) = f1; f4; f5; f2; f3
P (f5) = w1; w2; w4:

Como w1P (f1) f1 y jfwj0 : wj0P (f1)w1gj = j;j = 0 = k; entonces mF
11 = 1;

similarmente, mF
12 = 2 pues w2R (f1) f1 y jfwj0 : wj0P (f1)w2gj = jfw1gj =

k = 1; y mF
13 = 3 pues w3R (f1) f1 y jfwj0 : wj0P (f1)w3gj = jfw1; w2gj =

k = 2. Notemos que mF
53 = 1 pues f5P (f5)w3:Obtenemos las siguientes

matrices de preferencias

MF =

0BBBB@
1 2 3 4
4 2 3 1
3 4 2 1
1 4 3 2
1 2 1 3

1CCCCA MW =

0BBBB@
3 2 3 1
1 3 4 4
2 1 5 5
4 4 2 2
5 5 1 3

1CCCCA :
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Algoritmo
Entrada: MF;0 =MF ; y MW ; matrices de preferencias de los agentes
Salida: Matriz de a lo más un uno por columna.

1. Si para cada j;
���nmF;t

ij : m
F;t
ij = 1

o��� � 1; paro // se ha determinado la
matriz.

2. Si no, de�no1

mF;t+1
ij =

8>><>>:
1 j = j0 y mW

ij0 6= min
n
mW
lj0 : m

F;t
lj0 = 1

o
:

mF;t
ij � 1 j 6= j0 y mW

ij0 6= min
n
mW
lj0 : m

F;t
lj0 = 1

o
mF;t
ij en otro caso

De�no t+ 1 := t: Regresa a 1.

El algoritmo trabaja de la siguiente manera. Dada la matriz de prefer-
encias de las empresas MF;�; cuenta cuantos "1", tiene en cada columna, si
para todo trabajador wj hay a lo más un "1", el algoritmo se detiene, pues se
encontró la matriz de salida. Si esto no ocurre, construye una nueva matriz
de preferencias para las empresas, de la siguiente forma: Sea el trabajador
wj; tal que existe una única empresa fi; con m

F;t
ij = 1, entonces la �la i; de

MF;t+1 no se modi�ca, es decir, MF;t+1
i;� = MF;t

i;� : Si para el trabajador wj;
existen al menos dos empresas fi e fi0 ; tales que m

F;t
ij = m

F;t
i0j = 1; sin perdida

de generalidad supongamos que mW
ij = min

n
mW
lj : m

F;t
lj = 1

o
; entonces, en

este caso la �la i deMF;t+1; no se modi�ca, es decir,MF;t+1
i;� =MF;t

i;� ; mientras
que la �la i0 se modi�cará por mF;t+1

i0j =1 (notemos que para cada t0 � t+1
mF;t0

i0j =1) y m
F;t+1
i0j0 = mF;t

i0j0 � 1 para todo wj0 6= wj: Luego hace t+ 1 = t; y
vuelve a 1., a contar cuantos "1" tiene por columna.
Si el algoritmo no para, es porque existewj; tal que

���nmF;t+1
ij : mF;t+1

ij = 1
o��� >

1, entonces pasamos a 2, donde modi�carán ciertas �las en donde la columna
wj sea tal que mW

i0j 6= min
n
mW
lj : m

F;t
lj = 1

o
: Note que en modi�cación cam-

bia un "1" por un "1". Por �nitud de las entradas el algoritmo debe parar,
1min

n
mW
lj0 : m

F;t
lj0 = 1

o
:=1; si no existe l; j0 tal que mF;t

lj0 = 1:
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es decir existe t tal que para cada j se cumple que:���nmF;t
lj : m

F;t
lj = 1

o��� � 1:
Supongamos que el algoritmo se detiene en t; entonces de�nimos una

aplicación � de F [W en F [W por:

�(fi) =

(
wj si mF;t

ij = 1 y m
W
ij <1

fi si 8j mF;t
ij =1:

�(wj) =

(
fi si mF;t

ij = 1 y m
W
ij <1

wj si @i : mF;t
ij = 1:

Notemos que �(fi) = fi es cuando en la �la i de MF;t, todos los elementos
son1; pues si hubiese un elemento menor que1; debe existir un trabajador
wj0 tal que m

F;t
ij0 = 1; ya que por construcción deM

F;t+1; el algoritmo le resta
"1" en cada posición de la �la o se cambia un 1 por 1:
Por otra parte, �(wj) = wj; cuando la columna j de MF;t; no posee ningún
1, es decir el trabajador wj no recibió ninguna propuesta de las empresas
aceptables para él.
El Ejemplo siguiente muestra el algoritmo para el Ejemplo 2

Continuación Ejemplo 2 Datos MF;0 =MF y MW :

MF;0 =

0BBBB@
1 2 3 4
4 2 3 1
3 4 2 1
1 4 3 2
1 2 1 3

1CCCCA MW =

0BBBB@
3 2 3 1
1 3 4 4
2 1 5 5
4 4 2 2
5 5 1 3

1CCCCA :
1. El algoritmo no para ya que en la columna 1 y 4 hay más de un "1".
2. Dada MF;0y MW ; construimos MF;1

MF;1 =

0BBBB@
1 2 3 4
4 2 3 1
2 3 1 1
1 3 2 1
1 1 1 2

1CCCCA
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notemos que las �las 3, 4, y 5 se modi�can ya que

min
�
mW
24 ;m

W
34 ;
	
= min f4; 5g = 4 = mW

24 ; (1)

luego mF;1
34 = 1; y para j0 6= 4; mF;1

34 = mF;0
34 � 1: También (1) implica que

para todo j = 1; 2; 3; 4; mF;1
2;j = m

F;0
2;j : Como

min
�
mW
11 ;m

W
41 ;m

W
51

	
= min f3; 4; 5g = 3 = mW

11 ;

la �la 1 de la matriz MF;1; no se modi�ca mientras que si lo hacen las �las 4
y 5.
Hacemos t = 1:
1. El algoritmo no para ya que en la columna 4 hay dos "1".
2. Dada MF;1y MW ; construimos MF;2

MF;2 =

0BBBB@
1 2 3 4
3 1 2 1
2 3 1 1
1 3 2 1
1 1 1 2

1CCCCA :

note que se modi�ca la �la 2 ya que

min
n
mW
i4 : m

F;2
i4 = 1

o
= min

�
mW
24 ;m

W
44

	
= mW

44 :

Hacemos t = 2
1. El algoritmo no para ya que la columna 2 tiene dos "1".
2. Dada MF;2y MW ; construimos MF;3

MF;3 =

0BBBB@
1 2 3 4
3 1 2 1
2 3 1 1
1 3 2 1
1 1 1 1

1CCCCA :
Hacemos t = 3:
1. El algoritmo no para ya que la columna 4 tiene dos "1".
2. Dada MF;3y MW ; construimos MF;4

MF;4 =

0BBBB@
1 2 3 4
3 1 2 1
2 3 1 1
1 3 2 1
1 1 1 1

1CCCCA :
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Hacemos t = 4:
1. El algoritmo se detiene, ya en cada columna hay a lo más un "1". Tenemos
que t = 4:

El matching que se obtiene a partir de MF;4; es:

� =

�
f1 f2 f3 f4 f5
w1 w2 w3 w4 f5

�
:

Presentamos ahora el resultado principal.

Teorema 1 � es un matching estable y � = �F

Demostración. Supongamos que el algoritmo para en la t:
Mostremos que � es matching. De la de�nición de �; se cumple que si

� (f) 6= f; entonces � (f) 2 W y � (w) 6= w; entonces � (w) 2 F . También se
cumple que si mF;t

ij = 1, implica que �(fi) = wj y �(wj) = fi; por lo tanto es
un matching.
Veamos que � es individualmente racional. Supongamos que �(fi) = wj;

entoncesmF;t
ij = 1; y,m

W
ij <1; por lo tanto por la de�nición deMW tenemos

que fiP (wj)wj; el algoritmo implica que si m
F;t
ij = 1 entonces m

F;0
ij = mF

ij <
1 y por la de�nición de MF ; wjP (fi)fi:
Mostraremos que � no es bloqueado por ningún par de agentes. Supong-

amos que existe un par de agentes (fi; wj) 2 F � W tal que � (fi) 6= wj
y

wjP (fi)�(fi) = wj0 (2)

es decir que mF
ij < m

F
ij0 ; y como m

F;t
ij0 = 1; entonces m

F;t
ij = 1; por lo tanto

existe bt tal que mF;bt
ij = 1; por el algoritmo tenemos que

mW
ij 6= min

n
mW
lj : m

F;t
lj = 1; para t = 1; :::; t

o
= mW

i0j

entonces mW
i0j < m

W
ij ; (note que �(wj) = fi0) por lo tanto fi0P (wj)fi; es decir

que (fi; wj) no puede bloquear a �:
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Veamos que � = �F : Como � 2 S(P ) tenemos que �F R(F ) � R(F ) �W :
Supongamos que �F 6= �; sin pérdida de generalidad sean f1; :::; fi; tales que
�F (fi) 6= �(fi): Podemos suponer que existen w1; :::; wi tales que

w1 = �F (f1) P (f1) �(f1) = w2
w2 = �F (f2) P (f2) �(f2) = w3

...
wi = �F (fi) P (fi) �(fi) = w1:

Para cada i = 1; :::; i, sean ti; li tales que

mF;ti
ii = 1 y mF;ti+1

ii =1 (3)

mF;ti
lii

= 1 y mF;ti+1
lii

= 1:

Tanto ti; como li existen, ya que al aplicar el algoritmo se cumple quem
F;t
i;i+1 =

1; mF
ii < m

F
i;i+1; por lo tanto en algún paso ti; existe li tal que las condiciones

(3) son verdaderas. Supongamos que

t1 = min
n
ti : m

F;ti
ii = 1; mF;ti+1

ii =1; mF;ti
lii

= 1 y mF;ti+1
lii

= 1
o
;

entonces

mF;t1
11 = 1 y mF;t1+1

11 =1 (4)

mF;t1
li1

= 1 y mF;t1+1
l11

= 1;

notemos que
mW
l11
< mW

11 o fl1P (w1)f1; (5)

si ocurre que w1P (fl1)wl1, entonces (fl1 ; w1) bloquerían a �F ; por lo tanto se
cumple que

wl1P (fl1)w1: (6)

Supongamos que �F (fl1) = �(fl1): m
F;t1
l11

= 1 entonces w1P (fl1)�(fl1) =
�F (fl1) y condición (5) implica que (fl1 ; w1) bloquean a �F : Luego, �F (fl1) 6=
�(fl1); es decir que �F (fl1) = wl1 : Entonces tenemos que tl1 satisface las
condiciones (3), además tl1 < t1 ya que por (6) tenemos que mF

l1l1
< mF

l11
:

Esto contradice la elección minimal de t1: �
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