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Infroduccion

En este texto se presenta un recurso de ensenanza propuesto
para la escuela secundaria. El objetivo es promover una actividad
matemadtica genuina, debatir, explorar, conjeturar, formular preguntas,
crear nuevos problemas. El estudio adopta una concepcidon
epistemoldgica que permite considerar a la matematica como un saber
funcional, Util, y que posibilita a los alumnos vincularse con ella de este

modo.

Se comienza con el andlisis de una situacidbn que requiere
comparar planes de companias que ofrecen el servicio de telefonia
celular. Se trata de anadlizar una situacion cercana a cualquier
ciudadano, donde ni los datos ni las variables estdn completamente

determinados de antemano.

La situacion estd inspirada en la propuesta de Rodriguez -
Quintana (2005), quien propone comparar tarifas de telefonia celular a
partir del estudio de una situaciéon proxima a la realidad. El conjunto de
interrogantes que surgen permiten involucrar al grupo de clase en un
estudio compatible con el paradigma de la investigacion y del
cuestionamiento del mundo. En esta propuesta, se requiere comparar
tarifas de telefonia celular analizando el estado actual de companias

en Argentina.

En consonancia con la concepcidon epistemoldgica de la Teoria
Antropoldgica de lo Diddctico (TAD), esta situaciéon, genera un tipo de
actividad matemdtica poco habitual en los sistemas actuales de
ensenanza, y donde la modelizacion del sistema cobra un lugar

esencial. Esto implica un trabagjo a largo plazo, con el objetivo de



responder a una pregunta inicial que constituye su razén de ser. El
andlisis de la situacion inicial y la bUsqueda de respuesta constituyen el

motor del recorrido de estudio e investigacion que se realiza.

Segun la TAD la actividad matemadtica es mds que resolver
problemas: se trata de formular y responder peguntas, buscar en
diferentes medias, desarrollar diferentes técnicas, realizar conjeturas,
validar soluciones, interactuar con ofros miembros del grupo de estudio,
cotejar resultados, técnicas, validaciones, etc. Es requisito fundamental
en esta propuesta, romper con la concepcidon atomizada de la
matemdatica y dar lugar a recorrer diversas organizaciones matematicas

segun las necesidades del estudio.

Para gestionar la propuesta se requiere un rol de profesor
diferente, pues tiene que desplazarse del lugar habitual que se acepta
en la instifucion y abandonar el papel de protagonista principal, para
ceder lugar al hacer de los estudiantes. Esto no debe llevar al error de
un profesor ausente, sino, de un director del proceso de estudio y de
investigacion, capaz de incidir oportuna y eficazmente para hacer
evolucionar el estudio. Es necesario que sus “ayudas al estudio” se
orienten a que el grupo de alumnos logre problematizar la situacion y

que el estudio no pierda sentido.



La Teoria Antropoldgica de lo Diddctico y los Recorridos
de Estudio e Investigacion

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard, 1999, 2007,
2012, 2013a, 2013b) propone infroducir en los sistemas de ensenanza
procesos de ensenanza funcionales en lugar de estudiar saberes
inmotivados, como respuesta a preguntas cuyo origen se desconoce o
se oculta. Se proponen preguntas umbilicales que requieran de
herramientas materiales y conceptuales, Utiles para estudiar y responder
preguntas, siempre de manera inacabada. Los Recorridos de Estudio e
Investigacion (REl) son dispositivos que permitirian afrontar el fendmeno
de monumentalizacion del saber a partir de una nueva epistemologia
escolar basada en la investigacion y el cuestionamiento del mundo
(Otero, Fanaro, Corica, Llanos, Sureda y Parra, 2013). Llevar adelante |la
metodologia propia del nuevo paradigma, requiere incorporar un
conjunto de gestos didacticos, que implican modificaciones radicales

con respecto ala ensenanza tradicional.

Un sistema diddactico propio del paradigma de la investigacion
S(X;Y; Q) se caracteriza por un conjunto de alumnos X, que estudia una
pregunta Q, con la ayuda de un profesor o un conjunto de profesores Y,
con el propdsito de aportar una posible respuesta RY a Q. La produccion
de RY requiere que el sistema diddctico § disponga de instrumentos,
recursos, obras. Es decir, el sistema necesita generar un medio

didacticoM, para producir RY.

Un REI comienza con una pregunta Q, propuesta por el profesor,
cuyo estudio conducird al encuentro o reencuentro con varias
organizaciones matemdadticas y/o de otras disciplinas. De esta manera,
se establece una cadena de preguntas y respuestas que son el corazéon

del proceso de estudio P=(Q;; R) 1<i<n, siendo Q; todas las
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preguntas que habitan el corazdn ¥ y R; las respectivas respuestas a
ellas (Chevallard, 2007).

Implementar un REl requiere ejecutar gestos diddcticos, propios

del estudio y la investigacion, llamados dialécticas (Chevallard, 2007,

2013a, 2013b). A contfinuacion se mencionan tres dialécticas esenciales

que pueden emerger al gestionar el estudio de la situacidn que se

propone en este libro:

La dialéctica del estudio y de la investigacion. Una investigacion
supone la combinacidn del estudio de preguntas y respuestas
preestablecidas. Esta dialéctica constituye el motor de una
ensenanza por REl. No es posible investigar sin estudiar y a su vez

un estudio genuino es productor de preguntas a ser investigadas.

La dialéctica de los media y los medios. La elaboracion de las
sucesivas respuestas  provisionales requiere de respuestas
preestablecidas, accesibles a través de los diferentes medios de
comunicacion y difusidon: los media (libros, articulos de
investigacion, apuntes de clase, etc.). Estas respuestas son el
producto de conjeturas, y como tal, debe ponerse a prueba,

resultando ser tfransformadas e incorporadas al medio.
La dialéctica del individuo y el colectivo. Los estudiantes con su
director de estudio deben repartirse el conjunto de tareas vy

negociar las responsabilidades que debe asumir cada uno.

Una ensenanza por RElI presupone que una vez propuesta la

pregunta generatriz por el profesor, se desencadena un estudio de

preguntas que readliza con el acuerdo de todos los integrantes de la



comunidad de estudio. Esto demanda repartir responsabilidades vy
asignar tareas individuales, para luego retornar el proceso grupal de
elaboracién de una respuesta. Las obras encontradas o reencontradas
para elaborar la respuesta, serdn estudiadas con cierto nivel de
profundidad, para establecer su pertinencia. Asi, también surgirdn
nuevas preguntas, que la comunidad de estudio decidird cudndo vy
cOmo va a responder. Por lo que, la responsabilidad del estudio no
recae en el individuo, sino en la comunidad productora, que sostiene y

valida las respuestas que genera colectivamente.

A continuaciéon se propone la descripcidon de una situacion que si
bien no seria un RElI en sentido estricto, su estudio permitiria la
emergencia de algunos gestos propios de la pedagogia de la
investigacion y el cuestionamiento del mundo, y el desarrollo de una

ensenanza por investigacion.



Descripcion de la propuesta didactica

La propuesta puede desarrollarse en cursos de los Ultimos anos de
la escuela secundaria. Se sugiere dividir el conjunto de alumnos en
pequenos grupos, compuestos por 2 o 3 estudiantes, para que cada

uno realice aportes y favorezca el intercambio de propuestas.

El andlisis de la situacidon inicial, tiene la particularidad de
engendrar preguntas no previstas desde un principio y la actividad
puede desarrollarse en diversas direcciones. Abordar con mayor o
menor profundidad el estudio de estas preguntas, dependerd del interés

general.

La actividad del profesor consistiria principalmente en supervisar la
propuesta de los alumnos y regular el espacio temporal para
sistematizar las discusiones de los diferentes grupos. Esto es de vital
importancia para poder contfinuar con el estudio, evitando que pierda
sentido la situacion inicial por respuestas inmediatas, la imposibilidad de
problematizar o no encontrar la funcionalidad de la matemdatica para

aportar respuesta.

Se requiere contar con software para el estudio matematico vy
acceso a internet (en caso de no tenerlo, el profesor puede facilitar la
informacion de los planes de telefonia celular que proporciona cada

compania).

Se comienza analizando la siguiente situacion:
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Situacion 1
En el mercado existen diversas companias de telefonia celular y

queremos contratar una, sPor cudl optar? sPor qué?

A confinuacion se describe de manera general, posibles
recorridos que pueden emerger durante la gestion del estudio. Asi
también, se proponen situaciones que podrian surgir de la propuesta de
los alumnos, o que tendria que formular el profesor para hacer

evolucionar el estudio.

En esta propuesta, es esencial que el grupo ingrese en el
necesario juego de formular preguntas y respuestas, y que no se aporte
una respuesta final y acabada desde el inicio. Dependiendo de la
oferta que proponga cada compania de telefonia celular, en
ocasiones puede que el grupo opte por aquella que ofrece tarifas a

menor costo y considere que el estudio se encuentra finalizado.

Primero, el profesor puede preguntar a los estudiantes acerca de
sDe qué compania de telefonia celular son usuariose gPor qué optaron
por la misma?¢ Las preguntas se pueden focalizar en analizar los planes
de telefonia celular de las companias del grupo. Esta informacion se
encuentra disponible en la pdgina web de cada compania. Como
resulta ser variada, es necesario organizarla para poder compararla y

tomar decisiones acerca de como proceder para estudiarla.

En el momento de redactar este texto fres companias de

Argentina ofrecen la siguiente informacion de sus planes:
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Compaiiia 1

Control Libre

Control 200MB Control 1GB Control 3GB Control 5GB

$ 160 $210 $ 290 $ 430

al mes al mes al mes al mes

E@ 200 MB Eg Ilimilad_as E@ 1GB Eﬂ Ilimilad_as E@ 3GB E.@ llimitadas C@ 5GB E'@ llimitadas

Intemet Intermet Intermet Lismadas & Intemet Lismadas a
neiuido incluida incluido atros Clsra incluido otros Clara
é $55 Crédito E_ Bonificada é 300 Min E_ Bonificada é 300 Min E_ Bonificada é 300 Min E_ Bonificada
o g3 i =[] & ™ =[] & . =[] B
Otr: L a Otr L Otr Ot
compafiias D compafiias Di compafiias Distancia compafiias Distancia
m 12 meses 6 meses m 12 meses 6 meses m 12 meses 6 meses m 12 meses 6 meses
o ¥ ciaro misica Clara videa & ¥ ciaro misiea Clara videa & ¥ Claro misica Claro video < ¥ Claro misica Claro video
ncluido ncluido incluida ncluido incluido ncluido incluido ncluido
Vermds » Comparar Vermds » Comparar Vermas » Comparar Vermas » Comparar

Para el plan Control 200MB, los términos y condiciones se indican

a continuacion:

(1) Llamadas ilimitadas a otros Claro Argentina (2) Crédito para todo Consumo (3} Internet (4) Internet $6,00 el dia (5) SMS incluidos (6) Larga Distancia
Macional (V) Larga Distancia Internacional bonificada (8) Establecimiento de llamadas (9) Segundo Incluido y Excedente (10) Recarga de saldo (11)
Recompra de Internet (12) Claro Mdsica (13) Claro Video

Oferta valida en Argentina del 01/09/2016 al 20/09/2016 para nuevas activaciones con Plan Control $160. No incluye cargo ENARD Ley 26.573. 1)
Llamadas nacionales a destinos Claro Argentina. 2) Crédito disponible para realizar llamadas a todo destino nacional e internacional y/o SMS excedente
y/o MBE excedente y/o mensajes multimedia y/o consumaos realizados sobre |as redes de otros operadores en el exterior = $55. 3) Capacidad: 200 ME.
Servicio de alcance nacional sujeto a tecnologia de equipo, cobertura 3G/4G de CLARQ y disponibilidad técnica y geografica. Maxima velocidad hasta
llegar a los 200 MB. Lineas con equipos BlackBerry: el servicio de valor agregado BlackBerry no 5e encuentra disponible para Planes Control. 4) Una vez
consumidos los datos incluidos en el plan, Precio nominal $6,00 hasta las 23:59 hs. del dia. Velocidad maxima hasta S0MB por dia, luego 128Kbps. $6,00
seran descontados automaticamente al habilitar datos. 5) Capacidad: 100 SMS. Beneficio nacional mensual no acumulable. Este beneficio no incluye envio
de SMS Premium, Internacionales, ni Mensajes Multimedia (MMS). SMS Excedente: $1,40. MMS $1,40. SMS Internacional: $3,00. 6) Llamadas nacionales
a todo destino se abonan a precio de llamada local. 7) Llamadas desde Argentina hacia los paises de América se abonan a precio de llamada local. Paises
incluidos: Anguila, Antigua y Barbuda, Antillas Holandesas, Aruba, Bahamas, Barbados, Belice, Bermudas, Bolivia, Brasil, Islas Caiman, Canada, Chile,
Colombia, Costa Rica, Cuba, Dominica, Repulblica Dominicana, Estados Unidos, Ecuadar, El Salvador, Granada, Guatemala, Guyana, Haiti, Hawai,
Honduras, Islas Virgenes y Britanicas, Jamaica, Islas Malvinas, México, Nicaragua, Panama, Paraguay, Perd, Puerto Rico, San Cristobal y Nieves, Santa
Lucia, San Vicente y las Granadinas, Surinam, Trinidad y Tobago, Islas Turcas y Caicos, Uruguay y Venezuela. 8) Es el cargo por inicio de la llamada y
cubre |a primera fraccion de 30 segundos. Luego se comienza a tasar |a llamada por segundo. Establecimiento de llamada Incluido: $1,3050.
Establecimiento de llamada Excedente: $2,90.9) La unidad de medida de las llamadas ariginadas es el sequndo a partir de los primeros 30 segundos de
establecida la llamada, excepto en las llamadas sobre |as redes de otros operadores en el exterior las que serdn tasadas y redondeadas en unidadeas de
minuto. Precio Segundo Incluido: $0,0435. Precio Segundo Excedente: $0,0967. 10} El crédito prepago tiene costo diferencial al crédito incluido en el plan.
El crédito de regalo proveniente de las recargas de saldo es valido para llamadas y envios de SMS a cualquier destino nacional y tiene plazo de
caducidad distinto al de la recarga. 11) Una vez alcanzada, enviando INTERMNET al 252 podes recomprar datos conforme al plan contratado. Maxime 3 usos
por ciclo. Costo del servicio: Planes $160: 200 MB a $60; $210: 1 GB a $80, $290: 3 GB a $100. La recompra tiene una vigencia hasta corte de ciclo de
facturacion o hasta agotar la capacidad recomprada. 5i no se consume en su totalidad no es acumulable. 12) Valido para Argentina bonificade por 12
meses para clientes con abono, luego final $15/mes. Pack con Renovacidn Automatica. 13) Valido en Arg. para clientes con abono masivo 6 meses
incluido, luego $89 final/mes. Servicio con renovacidn automatica con consumo de datos mbviles. No incluye titulos de “pago por evento™. Los beneficios
del plan podran ser suspendidos o dados de baja por Claro, 5in derecho a reclamo alguno para el cliente y seran facturados los servicios y cualquier otro
concepto que corresponda (5egln precios del plan contratado), 5i CLARO identifica el uso abusivo en los siguientes casos: (i) utilizacion con fines
comerciales o para obtener rédito econémico; (i) utilizacion para realizar llamadas masivas o enviar SMS a través de maquinas, PC u otros dispositivos
automatizados. Condiciones en www.claro.com.ary en locales de venta. AMX ARGEMTINA SA. CUIT 30-66328849-7 Av. de Mayo 878, CABA.
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Compaiiia 2

Abono Fijo

Plan Crédito Internet Liamadas SMS Info

CONEXION TOTAL
$100 x mes 1GB cuota de datos imitadss a Personal, a todo e llimitados & cuslquiera CONTRATAR

326 DX mes incluida pais compafia T

CONEXION TOTAL
E 2GB cuota de datos imitadss a Personal, a todo e llimitados & cuslquiera CONTRATAR

355 DX mes Six e incluida pais compafis

CONEXION TOTAL
5350 x mes 3GEB cuota de datos mitadas & Personal, & todo &l limitados & cualquiers CONTRATAR

:4 6 DX mes incluida pais compafia

Para el plan CONEXION TOTAL $260, los términos y condiciones se

indican a continuacion:

Legales

Plan de alcance Macional. Valida desde &l 28/0072015 hasta 30V1072015. Aplica para altas nuevas, portabilided y/o cambio de plan.
Pracios para consurnidores finales. Mo incluye Cargo 1% ENARD. Beneficio por activacion: 540 de crédito inicial bonificado. Precio
Abono Mensual § 250 final, incluye 5130 de crédito mensual y llamsdss nacionales a ndmeros de Personal, bonficedas. Precio
Bloque inicial {30 segundos) 52,07 final. Precio final del segundo aire: 50,050 para llamadas nacionales & nimeros de otras
companias. Mo aplice en Roaming Internacional. SMS nacional tradicional bonificado [se excluye SMS Premium, Contenidos,
Internacionales v a linea fijg). Precio final MMS nacional: 52,00, Internet Incluido: ls velocidad de nevegacion dependera de los
recursos disponibles de la red hasta alcanzar los 1GE mensusles, una ver alcanzads la cucta mensual, |a velocided se reduce a 32
kbps, pudiendo resetear dicha cuota por 100 MB a 525 finales; o 500 MB a 550 finales; o 1 GB & 575 finales. Para hacer uso de la
lines deberg encontrarse vigente sin ningdn tips de restriczidn. La tasacion de una llameda comienza desde &l momento en el que =l
abonedo lamedo contesta directamente o por medio de una casilla de mensajes o sisterna equivalente, hasta que finaliza la
comunicacion. Incluye servicio de Factura Online, &l mismo es sin cargo v est8 sujeto & ls evaluscion sobre el comportamiento de
miorosided del titular de 1s lines. Pars conocer los Términos y Condiciones dal servicio ingresa en Mi Cuenta
http:/"www. personal. com.ar/micuenta. Oferta habiliteda solo para uso personal, esta totalmente prohibido su reventa y/o uso
comercial. La deteccion de su uso indebido habilta a Telecom Personal 5.4, & la suspension de la linea. Conforme a lo dispuesto
por la Res. SC MW* 25/2013, |a tasacion de cads llamada se compondra de un valor fijo corespondiente &l Bloque Inicisl de
Comunicacion (incluye hasta 30 segundos), conforme el precio filado en el plan elegido, mas la tasacion por segundo que transcurra
después del segundo 30 de establecida la comunicacion, valorizeds al precio del segundo fijsdo en el plan elegido. Mas informacion
en *111 o www. personal.com.ar . Telecom Personal 5.4, Alicia M. de Justo 50, CABA CUIT 30-57E1E544-5. [

13



Ensenanza por Investigacion en el marco de la TAD:
Una propuesta para estudiar las funciones a trozos.

Ana Rosa Corica

Compainia 3

& PLANES () PRECIO
Comunidad
00

Més 2 5 $/mes
1GB

Comunidad :
Mas 380%
3GB

a

HABLA

Libre a
todos los
Movistar

Libre a
todos los
Movistar

[}
MENSAJEA

Libre a cualquier
compafiia

Libre a cualguier
compafiia

NAVEGA {cREDITO
$50 si los
1GB consumis te
4G hasta 10 | prestamos § 30
veces mas hasta dos
rapido veces al mes
3 GB $100 si los
4G hﬂ-’:tﬂ:w consumis te
vec‘es. mas  prestamos § 30
rapido hasta dos

veces al mes

{EXTRA

Tu habla y
mensajea
gratis a
cualguier
lugar del
mundo

Tu habla y
mensajea
gratis a
cualquier
lugar del
mundo

15% de dto.
en equipos

Para el plan Comunidad Mdas 1GB, los términos y condiciones se

indican a continuacion:

14



Plan Comunidad Mas 1GB - $250

Plan disponible en Angentina para personas fisicas del 14/09/6 al 30/110/16. En cada llamado, se descontaran del credito del cliente los
primeros 30 segundos desde el establecimiento de la comunicacion, que tendran un valor fijo de 52,6135 en llamadas destinos maoviles
o fijos de cualquier operadora de telefonia de Amgentina, independientemente de la duracidn de 1a lamada o de que se consuma la
totalidad de estos primeros 30 sequndos. A partir del sequndo 31, cada segundo de comunicacion tendra un valor de 50,0871 a
destinos maviles o fijos de cualquier operadora de telefonia de Argentina.

El plan incluye los siguientes senvicios:

(iampliacion de Credito (excepto Tiema del fuego), que pemite obtener hasta 2 ampliaciones de crédito automaticas por mes de 30
cada una (en total, $60 por mes de recargas automaticas extras), a pagar en la siguiente factura, de manera adicional al abono y
cualquier otro senvicio contratado. Las ampliaciones de crédito automaticas se realizaran cuando el saldo disponible sea de 3. El cliente
podra solicitar que las ampliaciones de crédito no se realicen automaticamente, y realizaras manualmente cuando desee, a través del
envio de un SM3 sin cargo con la palabra CONSULTA al 83668, En caso de guerer vohver al sistema de ampliacion de crédito
automatico original, debera enviar un SM3 sin cargo con la palabra ALTS al 83668,

(i)Credito de regalo, 850 por ciclo mensual de facturacion.

(W) "SMS5 Libres™, incluyen SM3 muttidestino fimitados, para enviar a cualquier operadora movil de Argentina. Mo incluyen SM3
Premium, SMS Intemacionales, SMS a n® fijos, ni MMS. Precio de cada SMS a numeros fijos: 52,1268, Consultar precios de cada SMS
Intemacicnal ¥ MMS en http:/fenww. movistar.com. antienda/larga-distancia-intemacional. Consultar precie de cada SMS Premium en
hitp:thererw. movistar com. artiend a/senvicios/entretenimiento-e-intemet.

(v} 1 GB de Intemet: |a velocidad de navegacion dependera de los recursos disponibles de |a red hasta alcanzar 1GB de consumo por
ciclo mensual de facturacion. La velocidad de navegacion denominada "4G Plus™ sera de hasta 10 Mbps, aproximadamente. La
velocidad de navegacian 3G pennitira a los clientes navegar a una velocidad promedio de 1 Mbps. Consumidos los MB incluidos en el
plan, se activara automaticamente Intemet por Dia Plus que incluye senvicio de datos para utilizar en la Rep. Amentina desde el
teléfono mdvil durante un dia, es decir, desde las 0 hs. hasta las 23.59 hs. Cuando se agoten los MB o GB de Intemet incluidos en el
plan del cliente, se activara Intemet por Dia Plus diaramente, de manera automatica, mediante el uso de Intemet en cualguiera de sus
funcionalidades {navegacion, uso de mail, chat, redes sociales, descarga de archivos, descarga y uso de aplicaciones, etc.). Intemet por
Dia Plus se prestara diaramente en dos bloques de 50 MB de Intemet cada uno. El precio de cada blogue es de 56,50, Consumido el
primer blogue de 50 MB antes de las 23.59, se activara automaticamente el segundo blogue de 50 MB para utilizar en las mismas
condiciones que el primero. De manera opcional, los clientes podran contratar otros blogues de 50 MB de Intemet por 56,50
adicionales, para utilizar en un mismo dia, respondiendo &l SM3 que les llegara desde el nimero 772 con |a palabra 5. La velocidad de
navegacion de cada blogue de 50 MB dependera del tipo de senvicio de datos de cada cliente (3G o 4G). Una vez consumido el Ultimo

bloque contratadoe de 50 MB disponible para utilizar en un mismo dia, la velocidad de navegacion se reducira a velocidad minima (32
Kbps) hasta las 23.59 hs. Los MB que no se consuman en el dia caducaran y no seran acumulables. El cliente podra solicitar, en
cualquier momento, la baja del servicio Intemet por Dia Plus, enviando un SMS con la palabra MO al 772 y navegar a velocidad minima
{32 Kbps) hasta el fin de su ciclo mensual, momento en el cual se le renovaran los MB o GB incluides en su plan para navegar. Para dar
de atta Intemet por Dia Plus nuevamente, deberan enviar un SM3 con |a palabra Sl al 772. El cliente podra contratar tantos blogues de
50MB en un dia como desee. En ningln caso, se podra contratar el senvicio Intemet Por Dia utilizando crédito de regalo obtenido en
cualquier promocion sino Gnicamente con crédito de recargas o incluido en el plan.

Adicionalmente, se descontaran del crédito los siguientes importes: Larga Distancia Nacional: De 30 a 110 Km., 1ros 30 seq.: 50,5535,
luego, 30,0184 porseg. De 110 a 240 Km., 1ros 30 seq.:80,7518, luego, 50,0251 por seq. Mas de 240 km., 1ros. 30 seq.: 51,0120,
luego, 50,0337 por seg. En este caso, también se descontaran del crédito del cliente los pimeros 30 sequndos desde el
establecimiento de la comunicacion segin los precios anteriores, y adicionalmente a los precios de la llamada local,
independientemente de |a duracian de la llamada. Larga Distancia Intemacional: consultar precios en

hitp:therene. movistar. com. antiend aflanga-distancia-intemacicnal!. Consultar precios de los senvicios para utilizares en el exteriorde la
Repiiblica Argentina en httpoAwew movistar.com. an'seniciosiviajes-e-intemacional'roaming/.

Cualquier o todes los servicio del plan podran ser suspendidos o dados de baja por Movistar sin derecho a reclamao alguno para el
cliente y seran facturados los sequndos y cualquier otro concepto que comesponda (segln precies del plan contratade), en los siguientes
casos: utilizacion con fines comerciales o para obtener redito econdmico; o utilizacion para realizar llamadas o enviar SMS a través de
maquinas, PC u otros dispositivos automatizados.

Todos los senvicios son para utilizar en Argentina y con destino a nimeros argentines. Consultar precios de los servicios para utilizardos
en el exterior de la Repiblica Argentina en http:ifeneny movistar.com. antienda/roaming,.

El plan se prestara con la modalidad "Factura Electrdnica” (Sin Papel). Los precios ¥ condiciones comerciales de los beneficios,
promociones y servicios incluidos o compatibles con el plan, que tengan fecha de vigencia limitada, podran ser renovados, modificados
o dades de baja per Movistar sin previe aviso. Los precies incluyen IVA consumider final e impuestes intemes; no incluyen impuesto
EMARD del 1% ni otros cargos o percepciones.

SERVICIO TU: disponible para clientes Movistar de Argentina (personas fisicas y juridicas) que posean cualquier plan de voz. Pemite
usar la linea en un smartphone, PC o tablet para realizar llamadas y enviar SM3 ilimitados desde Argentina y el mundo, a cualquier
numero fijo o movil de Argentina, con senvicio de datos 4G o Intemet inalambrico (WIF1). Los clientes pospagoes pedran utilizar TU con
WIFI en cualquier momento. Para utilizar TU con 4G deberan contar dicho senvicio. Los clientes prepagos deberan realizar recargas para
peder utilizar TU con WIF o 4G (de S40 para usaro por 5 dias, de 550 para usaro por 7 dias o de S60 para usaro per 10 dias). En
caso de uso de TU exclusivamente con WIF en Argentina o el exterior, no se facturara o descontara suma alguna por las llamadas y
SMS. En caso de uso con 4G, se facturara o descontara el precio comespondiente por el uso de datos para realizar las llamadas y enviar
SMS, segin el plan de voz contratado. Para usar TU con 4G en el exterior (si hubiera senvicio 4G disponible), consultar precios en
movistarcom. antienda/roaming. 5i se descarga o accede a TU para realizar consultas con redes 2G, 3G o 4G, se facturara o descontara
el precio por el uso de dichos datos. TU no es compatible con Linea en Casa, Movittalk y Tonos de Espera, ni para llamar a servicios de
ememencia ni destinos de LDI. Prohibido su uso comercial. Mas info. movistarcom. antu.
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En la seccidon de términos y condiciones de cada plan se puede
encontrar una variada informacién. La misma fue indicada para los
planes mds econdmicos de cada compania. En la siguiente tabla, se

sintetiza la informacién para cada plan que ofrecen las tfres companias:
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Compania Plan

Control
200MB
1 Control 1GB
Control 3GB
Control 5GB
Conexion
total $260
Conexion
total $350
Conexion
total $460
Comunidad
mas 1G
Comunidad
mds 3G

Crédito
para todo
consumo

$55

$30
$30
$30

$100
$150
$250
$50

$100

SMS
Incluido

100

10.000
10.000
10.000

llimitado

llimitado

llimitado

llimitado

llimitado

Establecimiento

s 4 lomede
Excedente q
(primeros 30
segundos)
$1,40 $1,3050
$1,40 $1,1888
$1,40 $0,9638
$1,40 $0,8700
$2,07
----- $2,07
----- $2,07
$2,6135
$2,3769

17

Establecimiento
de llamada
excedente
(primeros 30
segundos)

$2,90

$2,90
$2,90
$2,90

Precio
segundo
incluido

$0,0435

$0,0396
$0.0321
$0.0290

$0.069
$0.069
$0.069
$0.0871

$0.0792

Tabla 1. Descripcién de planes ofrecidos por 3 companias de telefonia celular.

Precio
segundo
excedente

$0.0967

$0.0967
$0.0967
$0.0967



Los planes de las companias de telefonia celular, contienen una
amplia informacion acerca de costo de abonos, y para cada uno de

ellos:

e Megas disponibles para el uso de internet.

e NUmeros telefonicos para hablar de manera ilimitada.

e Crédito disponible para todo consumo.

e SMS incluidos en el abono.

e Costo parare-compra de internet.

e Forma y costo de la tasacion para llamada local y de larga
distancia.

e Forma y costo de la tasacion para llamada local y de larga
distancia, luego de agotar el crédito disponible.

e Acceso a paqguetes de musica y video.

e Minutos disponibles para hablar incluidos en el abono.

La informacion que se propone en términos y condiciones permite
comprender coémo las companias de telefonia celular tasan las
comunicaciones mediante llamadas teléfénicas. Segun la resolucion N°
26/2013 del MINISTERIO DE PLANIFICACION FEDERAL, INVERSION PUBLICA
Y SERVICIOS de la Republica Argenting, se establece lo siguiente:

ARTICULO 1° — Establécese que la unidad de medida de tasacion de las llamadas
originadas por usuarios de servicios de comunicaciones moviles serd el segundo,
medido a partir de los primeros TREINTA (30) segundos de establecida la
comunicacion, conforme lo dispone la Resolucion N° 45 de fecha 31 de mayo de
2012.

A continuacion se desarrolla la Situacion 1. Esto conduce a
recorrer distintfas organizaciones matematicas. Algunas de ellas forman
parte del diseno curricular de la escuela secundaria en Argentina, vy
otras no. La propuesta se sintetiza en el Esquema 1. Se compone de 14

situaciones, y su andlisis dependerd del interés y necesidades del grupo.
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También podrdn emerger ofras situaciones no contempladas aqui y el
estudio puede que derive en una organizacion diddctica diferente a la

indicada a continuacion.

Las situaciones 1y 14 parecen ser fundamentales en la propuesta.
La Situacion 1 engendra el estudio y la Situacion 14 tiene como objetivo
recuperar el sentido de la Situaciéon 1, luego de haber realizado todo el

andlisis.
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Esquema 1

Situacion 1

optare sPor quée

En el mercado existen diversas companias de telefonia celular y queremos contratar una, 3Por cudl

Situacioén 2

5Qué planes ofrecen cada una de las companias de telefonia celular?

Situacion 3
sCudl es el uso que realizamos de
nuestro celular?

Situacion 4
sQué ofras formas de
comunicaciéon podemos
establecer con el celular?

Situacion é
sQué datos hay que tener
en cuenta para comparar

Situacion 7
5Coémo calcular el costo
de una llamada?

Situacion 11
5Cudl es el costo de un
segundo?

tarifas de telefonia celular?

Situacion 5
Elaborar una encuesta que permita
recoger informacién acerca del
empleo del celular de estudiantes de
la escuela secundaria.

Situacién 8

5Cudl es el costo de todas las llamadas registradas en
el teléfono celular personal? 3Cémo calcularlo?
s Cudl seria el costo de las lamadas a los nUmeros sin
cargo gue nos ofrece la compania, si nos facturaran
el consumo?

Situacioén ¢

sQué conviene mds:
segundos en una llamada o en
variase zPor qué?

hablar t

Situacién 10

Consideremos dos companias de telefonia celular que
ofrecen diferentes tarifas para el establecimiento de la
comunicaciéon y el costo por segundo luego de
franscurrido fe segundos del establecimiento de la misma.
5Cudl es el mds econdmico y para qué tiempo de
duracién de la llamada?

Situacién 12
2 Qué relacion existe entre
la duracion de la llamada
Y em(1))?

Situacion 13
5Como calcular la
diferencia de costo entre
dos empresas?e

|

Situacion 14

Un usuario de telefonia celular se encuentra disconforme con su plan de abono. Realiza un
informe que le permita tomar decisiones teniendo en cuenta sus posibles necesidades.




Luego del andlisis de la Situacion 1, se puede derivar en el estudio
de las siguientes situaciones. En cada sesidon, se sugiere que los
pequenos grupos elaboren un informe que contenga los elementos de
la situacion considerada, asi como los ejemplos que podrian haber

desarrollado, y se proponga un plan para proseguir el estudio.

Situacion 2
5Qué planes ofrecen cada una de las companias de telefonia

celularg

La Situacion 2 tiene la intencidn de que se exploren las propuestas
de cada una de las companias de telefonia celular consideradas. Para
profundizar en el andlisis, se puede abordar la Situacién 3. Pues, para
poder optar por una compania de telefonia celular no basta con
conocer la oferta de cada una, sino ademads el uso que realizamos de
nuestro celular. Es necesario establecer las necesidades personales y a

partir de esto tomar decisiones.

Situacion 3

sCudl es el uso que realizamos de nuestro celularg

La Situacion 3 conduce a que los estudiantes busquen
informacion en sus teléfonos celulares, o en el perfil personal de la

pdgina web de cada compania de Ias que son usuarios.

Establecer cudl es el uso que realizamos del celular, requiere
recoger informacion acerca de nUmero de contactos, registros de
llamadas, empleo de SMS, etc y poder sintetizar esta informacion. Asi, el
grupo se podrd centrar en abordar tareas fundamentales de estadistica

descriptiva, como ser:
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T,: Recolectar datos. Esta tarea requiere por ejemplo, registrar
para cada llamada la duracion, el contacto, el costo, el tipo de
lamada (entrante o saliente), la compania con la que se
establece la comunicaciéon; asi como también para el empleo de
SMS se requiere registrar el contacto, cantidad y costo, compania,

tipo de SMS (entrante o saliente), etc.

T,: Organizar datos en tablas. Esta tarea conduce, por ejemplo, a
definir espacios temporales para recoger los datos mencionados
en T, y organizarlos en tablas. En esta organizacion tal vez
infervengan nociones bdsicas de estadistica como ser frecuencia

relativa y frecuencia absoluta.

T5: Analizar valores de variables categdricas y variables numeéricas.
La organizacidon de datos puede derivar en la necesidad de
analizar valores de ambos tipos de variables. Esto requiere recurrir

a nociones bdsicas de estadistica descriptiva.

T,: Resumir y representar datos. En esta tarea es necesario analizar
valores de variables categodricas y variables numeéricas. El estudio
de esta tarea requiere recurrir a diversas nociones de estadistica
para aportar respuesta, tal como ser media, mediana, moda,
desvio estdndar, varianza, histograma, grafico de torta, etc. El
andlisis tal vez demande emplear algun software que facilite el

andlisis estadistico.

Ts: Comunicar informacion a partir de estudios estadisticos. Esta
tarea procura recuperar lo realizado en las anteriores. El propdsito
es que los estudiantes elaboren un informe, que permita conocer

cudl es el empleo del celular que realiza cada usuario.
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Si el estudio no avanza y las preguntas que se formulen no
sugieren respuestas profundas, se propone el estudio de la siguiente
situacion. Pues, todo dependerd del uso personal que realice cada uno
de su teléfono celular. Asi por ejemplo, la proliferacion del empleo de
WhatsApp para establecer comunicaciones mediante mensajes, hace
que el envio de SMS resulte obsoleto o solo empleado por la compania

de telefonia celular para publicidad.

Situacion 4
sQué ofras formas de comunicacion podemos establecer con el

celular?

En funcion del estudio de las situaciones 3 y 4, se puede ampliar la
informacion del empleo del teléfono celular y no solo restringirse al uso
personal del grupo. A partir de este andlisis, la informacidon recogida
podria resultar Util para la confeccidn de una encuesta, tal como se

propone en la siguiente situacion:

Situacion 5
Elaborar una encuesta que permita recoger informacién acerca

del empleo del celular de estudiantes de la escuela secundaria.

Esta situacion nos sumerge en la problemdtica de 3Como
confeccionar una encuesta?e 3Como implementarla? 3Como analizar
los datos que se generen2 3Como informar el andlisis de los resultados
de la encuesta?e Asi nuevamente, el estudio de los datos a partir de
nociones de estadistica descriptiva cobra vital importancia. El andlisis
también involucra el empleo de algun software que permita sintetizar el

volumen de datos que se obtengan.

23



Retomando la situacion inicial, se puede estudiar también la

siguiente:

Situacion 6
sQué datos hay que tener en cuenta para comparar tarifas de

telefonia celular?

El grupo de estudio puede acordar en que los aspectos a
considerar para poder comparar los planes que ofrece cada compania

son:

e Megas disponibles para el uso de internet.

e NUmeros telefonicos para hablar de manera ilimitada.

e Crédito disponible para todo consumo.

e SMS incluidos en el abono.

e Costo parare compra de internet.

e Forma y costo de la tasacion para llamada local y de larga
distancia.

e Forma vy costo de la tasacion para llamada local y de larga
distancia, luego de agotar el crédito disponible.

e Acceso a paguetes de musica y video.

e Minutos disponibles para hablar incluidos en el abono.

El empleo de megas para el uso de internet es posible cuantificar
a partir de diferentes aplicativos disenados para teléfonos celulares. Esto
resulta complejo de analizar porque depende de las aplicaciones que
emplee el usuario. Si se tomard en consideracion para el andlisis, la
cantidad de megas ofrecido por cada compania en relacion al costo

del plan.
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El acceso a paquetes de musica y video depende de cada
compania y en algunas de ellas se ofrece de manera promocional a
costo cero, por un periodo limitado de tiempo a partir de la

contratacion del plan.

La comunicacion mediante SMS es sencilla de analizar. El costo de
SMS viene dado por valor unitario. Facilmente se puede arribar a una
conclusion relativa a cudl compania ofrece el envio de SMS mds

econdmico, analizando la informacién brindada por cada empresa.

Para calcular el costo del envio de SMS se puede emplear la

siguiente expresion:
m(x) = kx

La expresion m(x) corresponde a la de una funcidn de
proporcionalidad directa, donde x representa el nUmero de mensaqjes y

k el costo unitario del mensaije.

Supongamos un caso ideal, donde el crédito disponible para todo

consumo (c,) incluido en el abono, es utilizado para el envio de SMS.
Resulta que a lo sumo se podrdn enviar [Ck—’"] mensajes. En esta Ultima

expresion se utiliza la funcidon parte entera, pues si el cociente no resulta
ser un numero natural, los decimales resultantes de la operacion no son

suficientes para cubrir el costo del envio de un mensaje.

Resulta entonces que el dominio de la funcidn m(x) es:

dom(m(x)) = {x EN/1<x< [%]}
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Para decidir qué compania tiene menor costo para el envio de
SMS, basta con comparar la pendiente de m(x) correspondiente a
cada empresa. Esto también debe ser estudiado en relacion al crédito
disponible para todo consumo que se indican en los planes. Ocurre que
las companias ofrecen diferente costo para el envio de SMS y crédito
disponible para todo consumo. Resulta ser que no siempre la compania
que ofrece a un costo menor el envio de SMS, ofrece mayor crédito
para todo consumo dentro del mismo plan. Por lo que el estudio
necesita ser realizado de manera integral. Esto mismo ocurre entre
planes de la misma compania, por lo que el estudio también es

necesario hacerlo al interior de cada compania.

La mayor problematizacion de la situacion se encuentra cuando
se pretende analizar el costo de las llamadas telefénicas. Pues es
necesario comprender cOmo las empresas tasan las mismas. En relacion

a esto, se propone estudiar la siguiente situacion:

Situacion 7

3Como calcular el costo de una llamada?

Segun la Resoluciéon N° 26/2013 del MINISTERIO DE PLANIFICACION
FEDERAL, INVERSION PUBLICA Y SERVICIOS de la Republica Argentina, la
forma de tasacion de llamadas para la companias de telefonia celular
es un costo fijo para los primeros 30 segundos de establecida la
comunicacion y luego de transcurrido este periodo, se comienza a tasar

el costo por cada segundo que dure la comunicacion.

Dependiendo de los planes que ofrezcan las companias, los
estudiantes podrian aportar respuestas inmediatas, indicando

informacion disponible en la pdgina web de cada empresa. Esto es sin
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necesidad de problematizar e indagar en la utilidad de la matematica
para aportar respuesta. Ante esto, se puede proponer estudiar las

siguientes situaciones:

Situacion 8

sCudl es el costo de todas las lamadas registradas en el teléfono
celular personal? 3sComo calcularlo? sCudl seria el costo de las
llamadas a los numeros sin cargo que nos ofrece la compania, si Nos

facturaran el consumo?

Situacion 9
sQué conviene mas: hablart segundos en una llamada o en

variase zPor qué?

A partir de la informacion disponible en los planes que ofrecen las
companias de telefonia celular, se concluye que: para calcular el costo
de una llamada se facturard un costo fijo que contempla los primeros t,
segundos de comunicacion, y luego de este periodo, se establece un

costo por cada segundo que dure la comunicacion.

Finalmente, se pretende que el grupo pueda arribar al siguiente
modelo matemdtico, que permite el cdiculo del costo de una llamada

de t segundos.

ce si 1<t<t,

_ ¢, —C
c() ce +c(t—t,) sit,+1<t< [u

+t
Cs eJ

Siendo t,: fiempo mdaximo que contempla el costo por el

establecimiento de la llamada ¢,: el crédito para todo consumo,
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c.. costo por establecimiento de la llamada y c¢,: costo por segundo

luego de los t, segundos de establecida la comunicacion.

La expresion costo c(t) corresponde a la de una funcion definida
a frozos. Se compone por una rama gue concierne a la expresion de
una funcidn constante y ofra rama que corresponde a la expresidon de
una funcion lineal. Esta Ultima resulta ser positiva y creciente, pues ¢, > 0
y ¢ > 0. Ademas, c,t, €s menor a c,, pues si no fuera asi, la situacion no
tendria sentido. Si resultara ser c¢t, = c,, para ciertos valores de t el costo
de la llamada podria ser negativo. Es decir, indicaria pérdida para la
empresa y saldo a favor del usuario. Asi, resulta que el costo minimo de

una llamada es c,.

El domino de c(t) resulta ser:
Cr — Ce
Dom(c(t)) = {t EN/1<t< [C— + teJ}

t representa el tiempo y es continuo. Sin embargo, en el contexto
del problema se considera que t toma valores naturales, por la forma de

tasacion de las llamadas de las companias de telefonia celular.

Es fundamental comprender que para tasar el tiempo que dura
una comunicacion las companias lo hacen mediante la funcién techo.
Es decir, si se establece una comunicacion telefénica de 33,5 segundos,
la empresa facturard 34 segundos. Si se considera el tiempo t € RY,
siendo que t representa el fiempo y es confinuo, es necesario
transformar la segunda rama de la funcidn c¢(t), resultando
c. + c.([t] — t,). Preferimos considerar en este caso el dominio como se

indicd mads arriba, porque el registro que podemos obtener en el celular
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de nuestras llamadas, o en el perfil personal de la compania, es en

segundos y no fracciones del mismo.

En particular, interesa detenernos en el andlisis de la funciéon c(t) y
el intervalo en que se encuentra definida. La rama en la que se
involucra una funcidn constante representa el costo para llamadas
cuya duracidén es de 1 a t, segundos. En este periodo, todas las
llamadas tienen el mismo costo y todas valen t, segundos. En cambio,
para llamadas cuya duracion superen los t, segundos, la funcidon costo
corresponde a una funciéon lineal y se requiere analizar cudles son sus

limites de validez.

Las companias de telefonia celular, para cada plan que ofrecen,
estipulan un crédito disponible para todo consumo (c,). Supongamos
que ese crédito es consumido en una llamada continua, con el
propodsito de maximizar su empleo. Pues, si consumiéramos el crédito
disponible en comunicaciones teleféonicas de distinta duracion, el costo
de la llamada siempre se enconfrard afectado por el costo del

establecimiento de la comunicacion.

Asi, de manera ideal con el crédito disponible para todo consumo

que estipula la compania, se podrd mantener una comunicaciéon que

dure a lo sumo [C’"C;Ce + teJ segundos. El tiempo mdaximo para hablar surge
S

de resolver la siguiente ecuacion:

c, +c.(t—t,) =c,

t=""¢+¢,

Cs
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Se utiliza la funcién piso en la expresidn [C’"C;Ce + teJ, porque segun el
S

valor que corresponde a cada pardmetro, el resultado de la operacion
puede ser un nUmero no entero. Las fracciones de segundos que surjan
del cdlculo son perdidas por el usuario, pues las companias de telefonia

celular tasan las comunicaciones por segundo de duracion.

En particular, resulta interesante analizar situaciones reales de las
companias de telefonia celular, para profundizar en el andlisis de la
comparacion entre ellas. Al momento de escribir este texto, las tres
companias de Argentina consideradas proponen los siguientes planes.

Estos datos corresponden a los planes mds econdmicos de las tres

empresdas:
Compaiiia 1
Control 200MB
al mes
@ o (s o
nciuido otros Claro
$35 Crédito =_ Bonificada
6 e
ﬁ 12 meses 6 meses
% ¥ Claro misica Claro video
inciuido ncluido
Establecimient | Establecimiento
Crédito o de llamada de llamada Precio Precio
SMS SMS
para todo incluido excedente segundo ssegundo
Incluido Excedente
consumo (primeros 30 (primeros 30 incluido excedente
segundos) segundos)
$55 100 $1,40 $1,3050 $2,90 $0,0435 $0,0967
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Compaiiia 2

Plan Credito Internet Liamadas SM5 Info

CONEXION TOTAL
P ~ 5100 1GE cuota de datos mitades & Personal, & todo & llimitados a cusiquiera
! 5100 x mes 2 1 A
pais

‘26[ K mes - incluida compafiia

Establecimiento Establecimiento

Crédito de llamada de llamada Precio Precio
SMS SMS
para todo incluido excedente segundo segundo
Incluido Excedente
consumo (primeros 30 (primeros 30 incluido excedente
segundos) segundos)
$75 limitado $2,07 $0,069 |

Compaiiia 3

B & @

= (%) ) = : 2 RE "
;L PLANES %) PRECIO HABLA MENSAJEA NAVEGA . “CREDITO ‘zv?EXTRA
$50 si los Tu habla y
i i 1GB ied
Comridsd 0 s E@00 e, s o i e
Mas Hmes Movistar compariia veces mas hasta dosu cualquier
1GB rapido veces al mes lugar del
mundo
Establecimiento Establecimiento
Crédito . . de llamada de llamada Precio Precio
para todo . incluido excedente segundo segundo
Incluido Excedente X X X X
consumo (primeros 30 (primeros 30 incluido excedente
segundos) segundos)
$50 llimitado $2,6135 $0,0871 | -

Supongamos que gqueremos conocer cudnto podemos hablar
con el crédito disponible para todo consumo, que ofrece cada
compania. Este crédito es diferente para cada empresa y ademds,
cada una estipula diferente costo para el establecimiento de llamada y
por segundo que dure la comunicacion luego de los 30 segundos de

iniciada la misma.
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Para el plan de la Compania 1, resulta que si se emplea todo el
crédito disponible para todo consumo en llamadas telefénicas, a lo
sumo se podria hablar 1264 segundos (aproximadamente 21 minutos).
Para el plan de la Compania 2, se podria hablar a lo sumo 1449
segundos (aproximadamente 24 minutos). Mientras que para la
Compania 3 a lo sumo se podria hablar 574 segundos
(aproximadamente 9 minutos) En particular, el plan de la Compania 1
tiene menor costo en el establecimiento de la llamada y por segundo
que dure la comunicacion luego de los 30 segundos de iniciada la
misma, con relacion al plan de la Compania 2. Sin embargo, el crédito
disponible para todo consumo es mayor en el plan que ofrece la
Compania 2. Finalmente, se concluye que para ambos planes, se
pueden mantener comunicaciones mediante llamadas de similar
duracion. En cambio, el abono de la Compania 2 y la Compania 3 son
muy proximos, sin embargo, con el crédito disponible, la Compania 3
permite establecer tiempo de comunicacidn mediante llamadas mds

breve que la Compania 2.

Por ofro lado, se puede profundizar el andlisis del costo de las
llamadas estudiando las funciones para los casos particulares de cada
compania. A modo de ejemplo se indica la funcidn costo
correspondiente  al plan mds econdmico de cada empresq,
considerando solo comunicaciones locales y donde se emplea solo el

crédito disponible para todo consumo.
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Compaiiia 1

1,3050 si1<t<30

c(t) = 55-1,3050 J

— i <t<
1,3050 +0,0435(t —30) si 31<t< [ 0,0435

55-1,3050 J}

Dom(c(t)) = {t EN/1<t< l 0.0435

Compaiiia 2

2,07 si1<t<30

_ 100 — 2,07
c() {2,07 +0,069(t—30) si 31<t< [—

0,069 30J

Dom( t)—{teN 1<t< 100_2'07+30}
om{c(t)) = /1= —[ 0,069 J

Compaiiia 3

26135 sil1<t<30

c(t) = 50 —-2,6135 OJ

— i <t<
2,6135+0,0871(t —30) si 31<t —[ 0,0871

50-2,6135 0 }
0,0871 J

Dom(c(t)) = {t EN/1<t< l

A continuaciéon, se sugiere independizarse de las situaciones
particulares de cada compania, para estudiar posibles situaciones a las
que nos podriamos enfrentar. En este sentido, se puede proponer
estudiar la siguiente situacion. Se considera pertinente el andlisis porque
al momento de escribir este texto, los planes de las companias que mdas

econdmico ofrecen el costo por establecimiento de llamadas, también
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ofrecen mds econdmico el costo del segundo que dure Ia
comunicacion luego de los 30 segundos de iniciada la misma. En este
caso, resulta sencillo decidir qué plan y compania ofrece el costo de
llamada mds econdmico. Sin embargo, en futuras ofertas, esto puede

cambiar.

Situacion 10

Consideremos dos companhias de telefonia celular que ofrecen
diferentes tarifas para el establecimiento de la comunicacion y el costo
por segundo luego de transcurrido t, segundos del establecimiento de
la misma. Cudl es la mds econdmica y para qué tiempo de duracion

de la lamada?

En este caso se propone realizar un andlisis considerando dos
companias, pero también puede ser considerando dos planes de

abono para una misma compania.

Supongamos que la funcidn costo para dos companias de
telefonia celular son las siguientes. En ambas expresiones, mediante
técnicas algebraicas, se modificd la expresion de la segunda rama,
donde se involucra una funcion lineal. El propdsito es obtener una
expresion de la forma f(x) = ax + b, y en partficular conocer la forma del
pardmetro b. El mismo depende de ¢, y ¢, Y €s necesario conocer la

relacion para poder profundizar en el andlisis.
Resulta que b = ¢, — cst,, siendo este un pardmetro positivo. Pues

Ce, Cs te SON valores fijos y por lo establecido en las diferentes companias,

e indicado en un principio, resulta ¢, > ct,.
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Ce, SIlSt<t,
c,(t) = . Crq—C
1(6) Cst+ Coy — Cs e si t,+1<t< %+te|
51
Ce, SL1StSTE,
c,(t) = . Crp —C
2(t) Cs b+ Cep — Csote si t,+1<t< %+te|
S2

El estudio de la situacién se ubica en analizar para qué valores de
tiempo t, resulta ¢, (t) = c,(t), ¢, (t) < c,(t) y ¢,(t) > c,(t). Es fundamental
para esta comparacion, interpretar las expresiones involucradas. Los
casos particulares de cada empresa pueden ser estudiados mediante
técnicas aritméticas, graficas y algebraicas. Aqui solo se profundiza en
las técnicas algebraicas que justifican las ofras técnicas y se

proporciona la interpreta grdfica de cada situacion.

Para comparar el costo de la llamada entre las dos companias, es
necesario analizar los posibles valores de los pardmetros que componen
a la expresion (c, y ¢;). No consideramos en este caso el andlisis de ¢,
porgque es un valor fijjo e igual para todas las companias, que se
encuentra establecido por el MINISTERIO DE PLANIFICACION FEDERAL,
INVERSION PUBLICA Y SERVICIOS de la RepuUblica Argentina. Esto permite
predecir desde el andlisis del modelo, posibles casos que se podrian

presentar:

1. Sic,, = Ce, Y €5y < Cs5,0 SiCey =Cc Y Csy >Cs,

Para ambas empresas, el costo por establecimiento de llamada
es el mismo, pero a partir de los t, segundos de comunicacion, el costo

es mayor en una de las companias.
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La segunda rama que compone a la funcion costo c¢(t) entre
ambas companias difiere en ordenada al origen y pendiente. Por lo
tanto, dependiendo del valor del costo por establecimiento de llamada
(c.). el costo del segundo luego de t, segundos de establecida la
comunicacion (cg), y el crédito disponible para todo consumo (c,),
puede establecerse un periodo donde el costo de ambas empresas
serd el mismo. Luego de este periodo, la compania de mayor costo del
segundo luego de t, segundos de establecida la comunicacion, serd la

compania mas costosa.

Para conocer el tiempo t donde ambas companias tienen el

mismo costo, planteamos:

Ceq + Csl(ti - te) = Ce, + Csz(ti - te)

Ce,—C . .7
Resulta que para t; = 22— + t, el costo de la comunicacién para

Csl CSZ

ambas companias es el mismo. El instante ¢; es igual t,. Pues, como

C., = C._, resulta que t; =0+t,, es decir, t; =t,. Para comunicaciones
1 2

cuya duracion sea de 1 a t, segundos, el costo es el mismo para ambas

empresas.

Mediante técnicas grdficas, podemos interpretar la situacion del

siguienfe modo. Supongamos que ¢,, = Ce, Y Csq < Cs,):
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N

= c(t); . <c(t),

Grdfico 1

2. Sic,, > Ce, Y €54 <C5, O sice, < Ce, Y €sq > Cs,

En este caso, el costo por establecimiento de llamada (c,) es
mayor en una de las companias, pero esta tiene un costo menor del

segundo luego de los t, segundos de establecida la comunicacion (c).

Para los primeros t, segundos de comunicacion, serd mads
econdmica la compania que ofrece menor costo por establecimiento

de llamada. Para el estudio de comunicaciones cuyo tiempo de
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duracion superen los t, segundos, es necesario analizar la segunda
rama de la funcidon costo. La funcion lineal para cada compania
difieren en el valor de ordenada y pendiente por lo tanto, en algun
instante ambas funciones tomardn el mismo costo c(t). A partir de este
instante la compania que en principio era mds costosa va a comenzar

a ser mds econdémica. Para conocer este punto, se plantea:

Ceq + Csl(ti - te) = Ce, + Csz(ti - te)

Cez_

Ceq . .z
Resulta que para t; = 2—=+t, el costo de la comunicacion para

Cs17Cs2
ambas companias es el mismo. Resulta que t; > t,, pues si se analiza el

o o Cer,—C
signo del cociente 2=, para c,, > Ce, Y €5y <C5, O PArA coy <Ce, Y

Csl CSZ

c.. > c. , resulta ser siempre positivo.
S S2

1

Para llamadas cuya duracidon sea mayor a t;, la compania mds
econdmica serd la que tiene mayor costo por establecimiento de

llamada.

Mediante técnicas grdficas, podemos interpretar la situacion del

siguienfe modo. Supongamos que ¢, > Ce, ¥ Coy <Cs,
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c(t) C(t)z.
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o
°
°
°
o
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°
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o
° o
o
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°
e o
o
oo
°
:C(t)z--——____...
o
1
1
eccop !
1
1
:
eeoen |
1 1
1
1
:
t, i
Sle(0), < c(®), !
Grdfico 2

:CS

3. Sice, > Ce, Y €54 = Cs, O Cey < Ce, Csy

2 2

En este caso, para comunicaciones hasta t, segundos, serd mas
econdmica aquella compania que tenga menor costo en el
establecimiento de llamada (c¢.). Para comunicaciones de duracion
mayor a t, segundos, tfenemos que considerar la funcidén lineal que
compone a la funcidn costo ¢(t). Esta funcidon entre ambas companias
difiere en la ordenada al origen pero fienen igual pendiente. Por lo

tanto, la compania mds econdmica serd aquella que también tenga
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Ensenanza por Investigacion en el marco de la TAD:
Una propuesta para estudiar las funciones a trozos.
Ana Rosa Corica

menor costo por establecimiento de la llamada. Se ftrata de la
representacion de dos rectas paralelas. No existe ningun punto en el

que se intersecten.

Mediante técnicas grdficas, podemos interpretar la situacion del

siguiente modo. Supongamos que c,, < Ce, Y Csy = Cs)

Grdfico 3
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4. Sic,, < Ce, Y €54 <C5, O sice, > Ce, Y €54 > Cs,

Esta es la situacion que nos encontramos con los planes vigentes
de las companias, al momento de redactar este texto. Para
comunicaciones cuya duracidon no superen los t, segundos la empresa
que tenga mayor costo por establecimiento de la llamada (c¢,.) serd la

que tenga mayor costo de comunicacon.

Para llamadas cuya duracion supere los t, segundos, las funciones
costos involucradas son lineales y difieren en ordenada al origen y
pendiente, por lo que es necesario conocer si existe un punto donde el
costo de la comunicacion sea el mismo para ambas companias. Para

conocer este punto, se plantea:

Ceq + Csl(ti - te) = Ce, + Csz(ti - te)

Resulta que para t; = Zeptes 4 t, el costo de la comunicacion para

Cs17Cs2
ambas companias es el mismo. Resulta que t; < t,, pues si se analiza el

. . Cer—C
signo del cociente “2—=, para c,, > Ce, Y €5y >Cs, O PArQ coy <Ce, Y

CSI_CSZ

Csy < Cs,). resulta ser siempre negativo. Es decir, ambas funciones se

1
intersectan en un punto donde t; < t,, lo que resulta imposible para el
tipo de tasacidn de las comunicaciones que se propone. Por lo tanto,
luego de t, segundos de establecida la comunicacion serd mas
econdmica la compania que tenga menor costo del segundo luego de

los t, segundos de establecida la llamada.
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Mediante técnicas grdficas, podemos interpretar la situacion del

siguiente modo. Supongamos que c,, < Ce, ¥ Csq < Cs )

c(t) ]
c(t), ®
°
°
°
°
°
°
™
o
™
o
1)
° o
1)
o )
)
o )
1)
° )
1)
)
1)
o
)
°
)
eo0000
eoo0o¢
< c(t)(;e < c(t), [
Grdfico 4

El estudio puede ser ampliado analizando la diferencia de costo
de la llamada entre las dos companias, a partir del estudio de la

situacion 13, que se presenta mds adelante.

A partir del andlisis realizado, resulta de interés preguntarse,

sHasta qué instante t contfinuard la comparacion? Para dar respuesta,
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es necesario considerar el crédito disponible para todo consumo que
proponen las companias. Pues, algunas de ellas, para poder adquirir
mas crédito, los costos por establecimiento de llamada y segundo se
encuentran modificados. Es el caso, por ejemplo, de la oferta de la

Compania 1.

Asi, la comparacion serd posible hasta el menor valor entre

l—cﬁ_cgl + teJ y [C’"Z_CZ + teJ.

Csl CSZ

Otra situacion tipica que puede emerger del estudio es:

Situacion 11

sCudl es el costo de un segundo?

Para poder dar respuesta es necesario analizar la informacion que
brindan las companias de telefonia celular y no dar una respuesta

inmediata a partir de los cuadros tarifarios.

El costo medio de una llomada de t segundos, puede ser

representado de la siguiente manera:

Ce .
? sil <t< te
Cm(t) - Ce + Cs(t - te)

t

Cr — Ce

si te+1StS[ +teJ

Cs

Dom(f) = {t EN/1<t< [Cr C_ Ce y teJ}

S
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La expresion c,,(t) corresponde a una funcion definida a trozos,
compuesta por dos ramas. Cada una de ellas corresponde a funciones

racionales.

El estudio de la Situacion 11 conduce al andlisis de funciones
racionales. En particular, interesa estudiar a qué valor tiende la funciéon
a medida que transcurre el tiempo. Esto implica el andlisis de asintotas
de la funcion y profundizar en el estudio de la relacion que existe entre
la duracion de la llamada vy ¢, (t). Por lo que se propone estudiar la

siguiente situacion:

Situacion 12

2 Qué relacion existe entre la duracion de la llamada y ¢, (t)?

Como el costo por establecimiento de la llamada (c¢,) y el costo
del segundo luego de t, segundos de establecida la comunicacion (c;)
son positivos y ademdads ¢, > cst,, resulfa que el costo medio ¢, (t) es
decreciente para cualquier tiempo t de duracion de la llamada. Es

decir, a mayor duraciéon de la llamada, menor es el costo medio.

Para llamadas cuya duracidon sea entre t y t, segundos, se

e

considera la funcidn ¢, (t)= C? Esta funcion decrece segun se

incrementa t. El costo medio cada vez estaria mds cerca a cero si t
creciera de manera indefinida, pero para el caso de las companias en
estudio, esto se limita porque t e N tal que 1 <t <t,. Asi mismo, esta
funcidn tiene una asintota vertical. Esto indica que cuanto mds breves
sean las llamadas, mayor serd el costo del segundo, en el intervalo

considerado.
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Para llamadas cuya duracidn sea superior a t, la funcidon
e
+ t—t . , . .
Cm(t):W' tiene una asintota horizontal y =¢,. Es decir, para

comunicaciones que superen los t, segundos de duracion el precio por

segundo se aproxima a ¢, No alcanzando nunca al valor c,.

Otra situacion a la que nos podriamos enfrentar es:

Situacion 13

sComo calcular la diferencia de costo entre dos empresas?e

Consideremos dos empresas cuya funcidn costo es ¢;(t) y c,(t)
respectivamente, por lo que resulta que la diferencia de costo entre

ambas empresas es:

|Ce1_ce2| sil<t<t,

Cr — Ce

D(t) =

|ce, + ¢, (t —te) —co, +C5,(E—t)| si te+1<t< l + teJ

Cs

De esta maneraq, la funcién definida a trozos queda compuesta
por ramas que corresponden a funciones modulos. El andlisis de esta
expresion nos conduce a preguntarnos gHasta cudndo realizar la
comparacion de tarifase La comparacion serd posible hasta el menor

1" Ceq Crp,—C2

valor enftre [C—+teJ y [

Csl

+t€J por las razones indicadas

CSZ

anteriormente.

El estudio no concluye aqui. Las companias también tienen
formas de pago mediante planes prepago. Se puede continuar
analizando estos en relacion a los planes con abono. Asi también

hay empresas que incluyen costos adicionales a las tarifas segun la
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distancia de la llamada, por lo que también se requiere indagar en

este sentido.

El estudio realizado se centra en analizar el costo por
establecimiento de comunicacion mediante llamadas pero,
5CoOmo recuperar el sentido de la situacion iniciale Se requiere
profundizar y volver a la situacién original para dar respuesta. Es
necesario suponer diversas situaciones, tales como ser, si una
persona no tiene compania celular, gpor cudl optar? Y sila persona
ya tiene compania celular, 3le conviene cambiar de empresa? 3Y

de plan dentro de la misma compania?

Como sintesis del estudio y con el propdsito de recuperar el

sentido de la situacion inicial, se propone la siguiente situacion:
Situacion 14
Un usuario de telefonia celular se encuentra disconforme con su

plan de abono. Readliza un informe que le permita tomar decisiones

teniendo en cuenta sus posibles necesidades.
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Consideraciones finales

La propuesta puede ser gestionada por cualquier profesor de
matemdtica en la escuela secundaria actual. Esto requiere que el rol
del profesor se ubique en dar espacio a los alumnos para indagar y
proponer las situaciones que les interese estudiar. Asi fambién, la gestion
del estudio requerird que el profesor tome las decisiones necesarias
para evitar que la situacion inicial se desvanezca, buscando mantener

viva la problematizacion de la misma.

Las posibles respuestas a la situacion inicial requieren recorrer
distintas organizaciones matemdticas que en el diseno curricular de la
escuela secundaria en Argentina, aparecen poco articuladas o se
encuentran ausentes. Estas organizaciones son: estadistica descriptiva,
funcidn constante, funcién lineal, funcién racional, funcién definida a
trozos, funcion techo, funcién piso, funcion maodulo, estimacion por
redondeo y truncamiento, ecuaciones e inecuaciones lineales, sistema
de ecuaciones lineales, dominio continuo y discreto de funciones. El
estudio permite reencontrar la utilidad de las distintas organizaciones
matemdaticas y vincularlas para estudiar una situacion real, dando
respuesta a preguntas como las siguientes: sComo usar funciones para
solucionar problemas reales? ;Como elegir la tarifa mads barata para
hablar por teléfono celulare 3Como comparar tarifas de telefonia
celularg Como asi también comprender el funcionamiento de la forma
de tasacion de llamadas de telefonia celular y entender que siempre se
puede hablar t, segundos por teléfono, porque las companias cobrardn
siempre como minimo este importe aungue se hable menos. Y ademads,
que no siempre hay una Unica forma de solucionar los problemas, a
veces que hay varias, algunas son mejores que otras dependiendo de

las necesidades.
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Por ofro lado, el estudio de la situacion inicial, permite dar un lugar
esencial a la actividad de modelizacion, caracterizada por las

siguientes etapas:

e Delimitacidon del sistema en el que hay una situacion
problemdtica y la formulacidn de peguntas que no fienen
respuesta inmediata. Esto conduce a seleccionar ciertos aspectos

del sistema que se simbolizan como variables.

e Establecimiento de algunas relaciones matemdticas entre las

variables del sistema.

e El trabqgjo técnico dentro del modelo, que permite tomar
decisiones sobre la fecundidad y pertinencia del modelo

construido.

e El planteo y estudio de problemas aumenta el conocimiento
sobre el sistema. La formulacidon de nuevas preguntas no seria
posible sin disponer del modelo del sistema y del estudio realizado
a partir del mismo. Algunos de estos nuevos problemas llegan a
independizarse del sistema inicial requiriendo la construccion de

nuevos modelos matemdaticos para poder dar respuesta.

En este trabajo se profundizé el estudio sobre técnicas algebraicas
que derivaron en la formulacion de diversos modelos, pero también
pueden emplearse otras técnicas como ser grdficas y aritméticas. Las
técnicas grdficas pueden ser utiizadas tanto para contrastar
informacion que se obftenga mediante técnicas aritméticas o
algebraicas. Asi también para obtener informacion a partir de su
interpretacion, que posteriormente se puede contrastar con otras

técnicas. Es de vital importancia no privilegiar una técnica sobre las
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demds, sino focalizar en el cardcter de funcion explicativa de la técnica
(es correcta, adecuada y eficaz) junto a la funcion justificativa (es Ufil
para el hacer de la tarea que se encuentra resolviendo, permitiendo

resolver de manera efectiva).
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