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Abstract: Modeling of few-body quantum systems

This thesis presents a study on systems that can be modeledfes-body
guantum systems, which was motivated by the progress in nateahnology
and quantum information over the last decades. It consistsf dhree main
parts, each one focusing on systems with di erent propertse All of the-
se systems accept similar analytical and computational appaches. In the
rst one, we study open quantum systems in which electrons arable to
escape (such as quantum dots). In the second part, we congai® on endo-
hedral compounds constituted by atoms enclosed in fullerermolecules. We
study the valence electron localization of the enclosed awand the possi-
ble presence of light induced conical intersections. Fimglwe focus on three
experimentally observed con ned particle systems which hibit strong corre-
lations: Wigner molecules (the nite-size analogue of Wignerrystals), the
Calogero model (which allowed the explanation of the fraanal quantum
hall e ect), and systems of non-interacting hard-core partles (basis of the
Tonks-Girardeau gas). For these systems, we calculate thataral orbitals,
their ocuppancies and some entropic entanglement measures
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Resumen

En este trabajo, motivados por el avance en nanotecnolgiargdarmacion
cuantica de las ultimas décadas, estudiamos sistemas quesgen ser mo-
delados como sistemas cuanticos de pocos cuerpos, acepiamd abordaje
comun en cuanto a métodos de resolucion y algoritmos compcitanales. La
tesis consta de tres partes principales enfocadas a sistsman distintas pro-
piedades. En la primera parte nos concentramos en sistemdseatos, que
modelan por ejemplo electrones en puntos cuanticos; losctlenes pueden
escapar y el sistema tiene por lo tanto un comportamiento tido en el um-
bral del continuo. En la segunda, estudiamos la localizaci@lectrénica y la
posible existencia de intersecciones coénicas, inducidasmdo el sistema es
sometido a un campo laser en sistemas compuestos por atomestid de
cavidades de fullerenos que presentan estados de diso6rapiarticulares. Fi-
nalmente, la Ultima parte esta dedicada a las ocupacionesbitales naturales
y entropias de sistemas de particulas con nadas que exhibearrelaciones
fuertes, y que han sido observados experimentalmente. Egimmos las mo-
leculas de Wigner, analogo en tamafo nito de los cristales d&igner; el
modelo de Calogero, que ha permitido explicar el efecto hallantico frac-
cionario mediante cuasiparticulas llamadas anyones y el dado de esferas
rigidas, base del gas de Tonks Girardeau.
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CAPITULOL

Introduccion

Nanotechnology is the idea that we can
create devices and machines all the way
down to the nanometer scale, which is a
billionth of a meter, about half the

width of a human DNA molecule.

Paul McEuen (1963 presente)

A lo largo de la segunda mitad del siglo XX hemos presenciad@eeciente
avance en la capacidad experimental de manipular la matergaescala nano-
métrica, tanto en el contexto de la biologia, como la quimiaala fisica. Este
avance y la inherente manipulacion directa de atomos, motdas o electrones
alcanzada en las ultimas décadas, ha motivado la difusion denanociencia
y nanotecnologia cuya escala de trabajo caracteristica Ihga indisoluble-
mente a la mecanica cuéntica. Esta capacidad creciente denipalacion de
la materia en la nanoescala, con la esperanza de aplicac®aetecnologias
electrénicas de lo mas diversas, materiales, farmacos, poencionar solo al-
guna de las posibilidades; fomento el estudio tedrico y nuried de sistemas
tales como: puntos cuanticos (también llamados atomos adiales), molécu-
las exdticas, particulas atrapadas en distintos tipos deampas (por ejemplo

1



Capitulo 1. Introduccion

trampas opticas de iones), entre otros. Al mismo tiempo, le@vances en el
area de Informacion Cuantica han desplazado el foco de estudra no solo
se estudia el espectro de energias y los observables de uemsB cuantico,
sino el contenido de informacion del estado, la posibilidade manipularlo
coherentemente y como transmitir dicha informacion.

Todos los sistemas mencionados anteriormente pueden sedelados en
gran medida como sistemas cuanticos de pocos cuerpos, ameqd un abor-
daje comun en lo que a métodos de resolucién y algoritmos cangeionales
se re ere. Este trabajo esta dedicado al estudio de algunos dsos sistemas
cuanticos. Hemos considerado diferentes Hamiltonianoseqmodelan siste-
mas como atomos, moléculas, iones en trampas, electronea@ados en pun-
tos cuanticos y particulas con nadas. Estudiamos la estdlilad, ionizacién
y/o disociacion, la localizacion electronica, la posibleteracciéon con luz, o
el contenido de informacion cuantica de los estados mediargl calculo de
diferentes entropias.

El abordaje de esta variedad de sistemas cuanticos y sus pealades,
se hizo siempre utilizando métodos variacionales o exactasalizando prin-
cipalmente el comportamiento de los autovalores y autoesias del Hamil-
toniano o de las ocupaciones de nidas como los autovalores th matriz
densidad reducida obtenida a partir de la funcién de onda ydaentropias
gue en base a estas ocupaciones pueden derivarse.

La tesis consta de tres partes enfocadas a sistemas con dias propieda-
des. En la primera, apuntamos a sistemas abiertos que modarelpor ejemplo,
electrones en puntos cuanticos. Los electrones pueden pacy el sistema
por lo tanto tienen un comportamiento critico en el umbral decontinuo.
En la segunda parte, tratamos sistemas compuestos por at@sndentro de
cavidades de fullerenos, estudiando la localizacion eléctica y la existencia
de estados de disociacidon particulares, y analizando la fade presencia de
intersecciones coénicas inducidas cuando el sistema es gsmea un campo
laser. Finalmente, la tercera parte la dedicamos a las ocuanes, orbita-
les naturales y diversas entropias de sistemas de particuleon nadas que
exhiben correlaciones fuertes y que han sido observadosezkpentalmente.
Estudiamos las moléculas de Wigner (analogo en tamafio nitoedos cris-
tales de Wigner), el modelo de Calogero (que ha permitido eiqar el efecto



Capitulo 1. Introduccion

Hall cuantico fraccionario mediante cuasiparticulas llaadas anyones) y el
modelo de esferas rigidas base del gas de Tonks Girardeau.

Cada uno de los capitulos esta dedicado a uno de los sistemascionados
en el parrafo anterior, por lo tanto, se organizaron de forntal que contienen
una introduccion y conclusion propia. El capitulo8 es un resumen de las
conclusiones por capitulo, las perspectivas de investigat a futuro y las
conclusiones generales.

Presentamos a continuacion los contenidos de cada capituibmo men-
cionamos anteriormente, la primera parte esta dedicada stmas abiertos,
capitulo 2. En la segunda parte, capitulo8 y 4, estudiamos atomos encapsu-
lados en moléculas de fullerenos. Finalmente, en los capigb, 6y 7, tercera
parte, tratamos distintos sistemas de particulas con nada

El capitulo 2 esta centrado en el estudio de criticalidaden el umbral del
continuo que re ere a lo ocurrido cuando un estado ligado edsorbido o
degenera con el fondo del contintioEn particular, estudiamos sistemas que
presentan estados con vida nita cerca del umbral del contilo que se de-
nominan resonancias o estados resonantes. Los estadosna@#es describen
sistemas abiertos en los que una o mas particulas permaneceasi-ligadas
durante un intervalo nito de tiempo asociado al tiempo de \da del estado.
Siguiendo el formalismo de Hatano y coautores de nimos a lassonancias
como autoestados del Hamiltoniano con condiciones de canto de Siegert
(onda saliente). Estas condiciones de contorno hacen queriblema de au-
tovalores sea no Hermitiano y por lo tanto se pueden obteneutavalores
complejos, cuya parte imaginaria es la mitad de la inversaldeempo de vida
del estado. Los estados obtenidos no son de cuadrado intédgal.os métodos
mas extendidos para obtener los tiempos de vida de los estadesonantes
involucran célculos de escaleo complejo 0 métodos variactes combinados
con una aproximacion de la densidad de estados mediante unisig de los
datos numéricos con una funcién Lorentziana. En este cagtiyoroponemos
un método para calcular el tiempo de vida de un estado resotargue in-
volucra unicamente cantidades reales y una expansion vani@nal con una

iCon punto critico nos referimos a un punto en el espacio de pametros del Hamilto-
niano donde el estado del sistema cambia cualitativamente.
""Esto en la literatura también suele denominarse commear-threshold phenomena

3
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base nita de funciones reales que si son de cuadrado intedgea EI método
propuesto hace uso solamente de algebra real y no complejegsentando
en consecuencia una ventaja importante en tiempo computanal. Ademas
permite calcular el valor del tiempo de vida con el mismo gradde precision
gue el de la energia del estado (por otros métodos en generaka logra una
precision tan alta).

En los capitulos3 y 4 nos concentramos en un sistema que en los ultimos
afos ha sido muy estudiado junto con el grafeno y los nanotugde carbono:
las moléculas de fullerenos. Gracias a sus propiedadestedeacas y meca-
nicas unicas, como son el bajo peso, la gran resistencia, &ibilidad y la
estabilidad térmica, estas estructuras de carbono son esjgémente adecua-
das para la creacion de nanodispositivos. Como las molésutie fullerenos
tienen forma de cascarones esféricos o elipsoidales, pnealbergar atomos
en su interior formando lo que se conoce como compuestos é@divicos que
son denotados com&X @Cy , donde X es el atomo huésped €y es una mo-
|écula de fullereno formado polN atomos de carbono. La principal ventaja
de estos compuestos es que aislan el &tomo huésped del artdi¢os fullere-
nos endohédricos son producidos en laboratorios y hay un gresfuerzo por
parte de la comunidad cienti ca para incorporarlos a desaslos tecnologicos
como agentes transportadores de drogas y para almacenartoede litio e
hidrégeno con aplicaciones a baterias.

En el capitulo 3, especi camente, estudiamos la localizacion del electron
de valencia de atomos de hidrogeno, litio y sodidd(, Li y Na) encapsu-
lados en tres moléculas de fullereno distintas. Para obtenia posicion de
equilibrio del nucleo del endoatomo se calcularon los mireside un poten-
cial de Lennard-Jones clasico dd + 1 cuerpos usando la estructura de tres
moléculas diferentes de fullereno. Una vez que se determiadposicion del
atomo huésped, se model6 la cavidad del fullereno con un putial de tipo
cascara atractiva de corto alcance respetando la simetria th molécula, en
tanto que, el atomo alojado en el fullereno se model6 medianin potencial
efectivo para un unico electrén. Con el objetivo de estudiai el compuesto
endohédrico esta formado por un atomo neutro dentro de un leleno neutro
X @Cy o si el electron de valencia pasa a localizarse en el fulleresando
lugar a un estado con la formaX * @C,,, analizamos la densidad electronica,

4



Capitulo 1. Introduccion

las proyecciones sobre los estados del atomo libre y los ped®las ondas an-
gulares parciales en funcion de la atraccion que la cascasd fillllereno ejerce
sobre el electron de valencia. Encontramos que los electerde valencia del
Li y Na se localizan en la céascara del fullereno aun cuando la atiéeccque

el fullereno ejerce es débil. Por lo tanto, estos elementasrhan compues-
tos endohédricos de la formai*@C, y Na" @C, . El hidrégeno presenta
un comportamiento diferente, su estado fundamental permace inalterado
hasta que el fullereno se vuelve lo su cientemente atractiv Obtuvimos el

valor critico a partir del cual el electron de valencia pasa estar localizado
en el fullereno y lo comparamos con valores experimentalesncluyendo que
para el caso del hidrégeno, el compuesto endohédrico se @m&scomo atomo
neutro dentro del fullereno neutroH @Cy .

En el capitulo 4 iniciamos un estudio que tiene por objetivo conocer los
efectos de las intersecciones conicas inducidas por luzredbs probabilida-
des de transicion entre lo estados moleculares deg@Cg, teniendo en cuenta
posibles con guraciones de tipdi " @Cg,. Las intersecciones conicas induci-
das por luz (LICI de sus siglas en inglés,ight induced conical intersection
hacen referencia a un acople entre los modos nucleares ytgdeos que fue
observado inicialmente en fotoquimica de moléculas orgéas poliatbmicas
y han sido recientemente estudiados para moléculas diat@as homonuclea-
res de sodio por el grupo de Nimrod Moiseyev, Milan 'indelka Yy orenz S.
Cederbaum. En este capitulo desarrollamos las expresiomesa el Hamil-
toniano molecular del compuesto endohédrida @Cg, Sometido a un campo
laser de luz polarizada lineal y explicamos las di cultadesncontradas para
el célculo de los espectros moleculares teniendo en cueaihtersecciones
conicas. Esbozamos ademas, varias perspectivas a futurajye esta linea de
investigacion continda abierta y seguimos trabajando enlal

Como ya mencionamos anteriormente, en los capitulés 6 y 7 de la
tercera parte, estudiamos las ocupaciones, orbitales nedles y entropias de
sistemas de particulas con nadas que exhiben correlacisnfuertes y que
han sido observados experimentalmente. Para ser mas exacten estos tres
capitulos consideramos dos particulas en trampas armorsdaidimensionales
con diversas interacciones.

En el capitulo 5 mostramos cémo las distintas entropias diferencian in-
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teracciones de largo y corto alcance entre las particulas dea molécula de
Wigner. Las moléculas de Wigner son el analogo nito a los craes de Wig-
ner, es decir, cristales electronicos que se forman cuand@hergia potencial
domina sobre la cinética en el régimen de densidades eletités bajas. En los
ultimos afos se ha logrado observar experimentalmente nmiéas de Wigner
en puntos cuanticos bidimensionales y recientemente se etyaron molécu-
las de Wigner de dos electrones en nanotubos de carbono. Estotivd la
consideracion del problema de dos particulas con nadas en potencial ar-
monico anisotrépico que interactian via diferentes poteiates que dependen
de la distancia entre las particulas. Primeramente calcutaos una expresion
exacta para las ocupaciones del estado fundamental en elilérde interac-
cion fuerte que permite la formacion de moléculas de Wignerégo, en base
a las ocupaciones obtenidas, se calcularon diferentes epfas de informa-
cion cuantica en forma cerrada. Nuestro propésito principdue determinar
la in uencia de la anisotropia de la trampa y del tipo de inteacién entre
particulas sobre las entropias lineal, de von Neumann, mémtropy, max-
entropy y entropias de Rényi. Nos interesé principalmente teminar cuéles
eran las diferencias entre las interacciones interpartieude corto alcance en
comparacion al caso de largo alcance, para el que la formacite moléculas
de Wigner ha sido ampliamente estudiado. Encontramos que ansiderar
interacciones interparticula de largo alcance, las entrigs de von Neumann,
min-entropy y la familia de entropias de Rényi son nitas pardrampas an-
isotrépicas y divergen logaritmicamente para trampas isd@ipicas. En el caso
de interacciones de corto alcance, las entropias divergeargcualquier para-
metro de anisotropia e interpretamos estas divergencias femma cualitativa
basandonos en el principio de incertidumbre de Heisenberg.
En el capitulo 6 calculamos las entropias de von Neumman y Rényi para

el estado fundamental del modelo de Calogero de dos partagilen una y
dos dimensiones. Este modelo ha sido muy estudiado en el &mhie la
materia condensada por su relacion con el efecto Hall cudmatifraccionario
y la estadistica fraccionaria. Nuestro resultado principaen esta linea de
investigacion es que para aquellos valores de los paramstdel sistema para
los cuales la matriz densidad reducida de una particula tienun namero
nito de autovalores no nulos (soporte nito) las entropiasde Rényi muestran
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un comportamiento no analitico que expone el soporte nitoala matriz
densidad reducida. En este sentido, profundizamos en la qu@nsion de qué
informacion acerca del sistema provee el analisis de la famide entropias
de Rényi. Resultados similares habian sido recientemente ogjados por el
grupo de Amico y colaboradores para cadenas de spin 1/2.

Finalmente, en el capitulo/, calculamos las entropias lineal y de von Neu-
mann para dos esferas rigidas unidimensionales distingefbe indistinguibles
de diametros variables. Los modelos de esferas rigidas ¢mtas en potencia-
les armonicos aportan a un entendimiento mas profundo de |psopiedades
de gases bosoénicos unidimensionales que han sido obses/axperimental-
mente desde el afio 2004. Estos potenciales de soporte corapde tipo hard
core completan el estudio de los posibles tipos de potencial deeiraccion
entre particulas que se comenzoé en los capituley 6 al considerar los casos
de interacciones de corto y largo alcance. En este ultimo é¢apo mostramos
los principales resultados obtenidos hasta ahora en estaela de investigacion
y presentamos las perspectivas a futuro como cierre de lopitalos 5y 6.

Los resultados sobre estados resonantes del capitiltueron publicados
en el afo 2013 en la revistdournal Of Physics B: Atomic, Molecular and
Optical Physicscon el titulo The energy and lifetime of resonant states with
real basis setsque aparece como referencid]][ Lo desarrollado acerca de fu-
llerenos endohédricos fue publicado en el afio 2016 en lastvinternational
Journal of Modern Physics Bcon el titulo Localization of the valence electron
of endohedrally con ned hydrogen, lithium and sodium in fullerene caggs
gura como referencia 2]. El trabajo sobre moléculas de Wigner se encuentra
en prensa al dia de hoy en la revistBhysics Letters A referencia 8], mien-
tras que los avances respecto al modelo de Calogero fuerobligados en el
afno 2016 en la revist@hysical Review Acon el titulo Detecting dimensional
crossover and nite Hilbert space through entanglement entropjegferencia
[4].

En el desarrollo de este trabajo aparecen varios términosuéi@dos origi-
nalmente en inglés, por eso muchas veces se incluye una tidn al espafiol
y entre paréntesis el término en inglés en letra italica.
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CAPITULOZ2

Energia y tiempo de vida de estados resonantes
calculados con una base nita de funciones reales

Resonances are associated with
metastable states of a system which has
su cient energy to break into two or
more subsystems.

Nimrod Moiseyev (1947-presente)

En este capitulo, partiendo de una interpretacién probabilistica
de los estados resonantes, proponemos un método para el calculo
del tiempo de vida de un estado resonante que involucra unica-
mente técnicas de expansion en una base real de funciones de
cuadrado integrable y no requiere de una estimacién de la den-
sidad de estados. llustramos el método calculando la energia y
tiempo de vida de resonancias con funciones de onda de tigo/

p.
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2.1. Introduccion a las resonancias y motiva-

cion

En el afio 1928, dos afios después de la aparicion del trabajoeércual
Erwin Schrédinger presentdé su famosa ecuacion y en el comtexle pleno
desarrollo de la teoria cuantica, George Gamow publicé un oo para el
decaimiento de nucleos radioactivos basandose en el concepto de estados
resonantes o resonanciaS][ Podemos a rmar entonces que los estados reso-
nantes han sido estudiados desde la segunda mitad de la décdd 1920, en
los inicios mismos de la mecanica cuantica hasta la actualal Al dia de hoy,
hay muchas maneras rigurosas de tratarlos y son de gran iréseren diversas
areas tales como la fisica nucleas, [6], la fisica atdmica y molecular{, 8] y
mas recientemente, en nanofisica [12].

En el campo de la fisica nuclear, los nucleos inestables setados reso-
nantes que cuentan con variadas aplicaciones. Son utilizadcomo generado-
res o disparadores de las reacciones nucleares base de lduym@on de energia
nuclear. También se utilizan como trazadores en investiganes quimicas y
en medicina y en los métodos mas importantes de datacion tangeologi-
cos como arqueoldgicos. En fisica atbmica y molecular lantlada femtofisica
ha permitido la observacion de una gran cantidad de estadostaestables
(resonancias) en diversos sistemas moleculares; por ejempl Unico anion
atomico doble que se conoce es un estado resonante del oxigén nanofi-
sica el calculo de la conductancia en puntos cuanticogu@ntum dot9 puede
ser planteado como un problema dscattering o dispersién cuantico involu-
crando estados resonantes.

Las resonancias pueden ser descriptas desde un punto deavdinamico
0 bien desde un punto de vista estatico. Desde el punto de astlinamico
pensamos que una particula cuantica o paquete de ondas irsgren una zona
sobre la cual actia un potencial dispersor o deattering es capturada por un
cierto tiempo, llamado tiempo de vida, en el que podemos pangjue rebota
hacia adelante y hacia atras en la trampa de potencial para almente esca-
par. La evolucion temporal de este proceso esta gobernada fgecuacion
de Schrodinger dependiente del tiempo. Desde el punto detaisstatico hay
a su vez dos formas equivalentes de de nir las resonanciagrgitodo directo e
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indirecto. El método indirecto es quiza el mas usado en ladiatura e intro-
duce las resonancias como un polo complejo de la matriz stattering que
relaciona los estados inicial y nal implicados en un procedle dispersion.
El método directo de ne una resonancia como una autoestadergeralizado
de la ecuacion de Schrodinger bajo ciertas condiciones detomo especiales
llamadas condiciones de contorno de Siegert.

En una serie de trabajos recientes Hatano y colaboradorés [15 presen-
tan una interpretacion probabilistica de los estados resantes, sentando las
bases para la uni cacion en una sola caracterizacion fisida las propiedades
de los mismos. En esos trabajos, en el marco del método dicedbs autores
de nen una resonancia como una autofuncion de un dado Hanaittino con
condiciones de contorno de Siegert. Esto quiere decir qupsede la region
sobre la cual actua el potencial dispersor la funcién de ondegpresenta una
onda saliente (r) € donder es la distancia al centro dispersor ¥ es
el vector de onda 16]. Debido a las condiciones de contorno de onda saliente
el momento no se conserva y el problema resulta no Hermitigresto tiene
como consecuencia que los autovalores sean complejos y Uésfanciones no
estén acotadas.

El estado resonante aparece entonces como una funcién estaaria mul-
tiplicada por un factor que hace que la amplitud de onda degs exponen-
cialmente en el tiempo. Las particulas escapan del volumeabsge el cual
actla el potencial dispersor generando un ujo de momentolgnte que con-
lleva una divergencia espacial de la funcion de onda a distéas grandes de
la region sobre la cual actta el potencial dispersdr7. Es por esto que estos
estados sirven para describir sistemas abiertos con tasa&sescape no nulas.

En otras palabras, al considerar sistemas cuanticos abigstlos estados
presentan autovalores complejos o sea que el Hamiltoniarmes Hermitiand
y la funcién de onda no es de cuadrado integrable. Si cons@®os un vo-
lumen constante en el tiempo que contiene a la region sobreclzal actia el
potencial, al que llamaremos volumen o region central, emtces el nUmero de
particulas contenidas en ese volumen decae exponencialiaon el tiempo.

'Notar que el Hamiltoniano total (sistema mas entorno) es Hermitano y el Hamilto-
niano del sistema en presencia del entorno es no Hermitiano,op eso a este Hamiltoniano
muchas veces se lo denomina Hamiltoniano efectivo.
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Al haber una pérdida o ujo neto de particulas escapando delssgema se
puede asociar a los estados resonantes un tiempo de vida deddo que es la
mitad de la inversa del médulo de la parte imaginaria del autalor mientras

qgue la energia del estado es la parte real del autovalor (vércapitulo 2 de

la referencia L7)).

Mostraremos aqui de forma muy sintética por qué al consideraner-

gias complejas con parte imaginaria no nula puede haber unjouneto de

particulas. Para una explicacion mas detallada ver el caplo 2 de la refe-
rencia [L7]. La solucion de la ecuacion de Schrddinger dependiente tiein-

po i@@t( x;t) = H ( %;t) para un Hamiltoniano independiente del tiempo

(en unidades atomicas), puede escribirse comp %;t) = (%) €F'. Ade-
as, de nimos el nimero de particulas en el volumen comoN,. (t) =
j ( x0j%dv.

Si consideramos un autovalor generalizado de la ecuacionSt#hrodinger
E = ReE + ilmE , entonces el nimero de particulas se reduceNg. (t) =
e'MEt " (r)j?dV. Por lo tanto, si la parte imaginaria de la energia es ne-
gativa el numero de particulas decae sobre el volumera medida que trans-
curre el tiempo (ujo neto de particulas salientes); mientts que si la parte
imaginaria es positiva, entonces hay un ujo neto de partidas ingresando
al volumen . Para el caso de ujo de particulas s&lientes se tiemmE < 0,

al considerar esto en la expresioN,. (t) = €™t j (r)j2dV queda claro
gue el numero de particulas en el volumen disminuye en un factorl=e
cuandot = = 1=2j)ImE | quedando de nido de esta forma el tiempo de
vida del estado resonante.

Por otro lado, si pensamos que el sistema esta sujeto a un pai@l cen-
tral™ que actla en una region restringida del espacio y tiende acduera de
esa region denotada por, entonces la funcion de onda fuera del volumen
puede escribirse como (r) = €k con la siguiente relacion entre la energia
E = k?=2m y el vector de ondak. Si la energia es compleji también lo sera
y podemos escribir (r) = €Rekre 'mkr Esto quiere decir que si la parte
imaginaria del vector de onda es negativa, la funcién de ondaerge lejos
de la region de interés es decir pama! 1

Como se puede ver en la gurd.l, el lugar en el plano complejo que

it Asumimos que el potencial es central solamente por simplicat.
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Im{k} Im{E}

Re(k} i . Re(E}

m Ligado
o Antiligado
® Resonante

& Antiresonante

Figura 2.1: Representacion de los distintos posibles autoestados generalizadie
la ecuacién de Schrddinger en el plano complejo del vector de onklay energiaE.

ocupan los autovalores de las distintas autofunciones obidas al resolver
la ecuacion de Schrodinger en un sentido generalizado detara sus pro-
piedades. Los estados ligados cuya funcién de onda decaeoarpcialmente
en el espacio tienen energias reales y negativas y vectoresodda imagi-
narios puros. Las soluciones con parte real #epositiva y parte imaginaria

negativa son los estados resonantes (ondas salientes),acado de los cua-
les tiene asociado un estado anti-resonante (ondas entrasit con la misma
parte imaginaria del vector de onda y parte real de signo opste, mientras

que la parte real de la energia es igual y positiva en ambos @aay la ima-

ginaria es opuesta. Finalmente, algunos sistemas puedendesoluciones en
el eje k imaginario negativo generados cuando un estado resonanteairyo

anti-resonante coalescen. Estos estados divergen esgamate y su energia
es real y negativa.

Existen varios métodos para calcular los autovalores coreps de los
estados resonantes, entre los cuales los mas extendidos asaib en trans-
formaciones de tipo escaleo complejedmplex scalingen inglés) que llevan
el estado resonante hacia una funcion de cuadrado integralfl8, 19. En
particular una modi cacion de estos métodos, llamada esea complejo ex-
terior, ha sido utilizada recientemente en varios problensade fotoionizacion
[20, 21].

También existen técnicas variadas para calcular la parteakdel autovalor
de un estado resonante con una base de funciones de cuadratigrable. Es-
tos ultimos métodos, denominados en general métodos de baizacion [22],

13
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son mas simples si se los compara con los de escaleo complefzgn uso del
cambio abrupto de alguna cantidad fisica cuando una variablcruza alguna
resonancia (el término utilizado en inglés es el deossing). La cantidad fisica
usada para detectar la parte real de la energia de la resonianegaria segun
los autores. Algunos, usan las energias variacional2§, [24], la entropia de
von Neumann [L2] o propiedades como la condicién de doble ortogonalidad
[25]. Cuando se quiere calcular la parte imaginaria del autoval del estado
resonante, todos estos métodos se combinan con una aproxiida de la den-
sidad de estados ajustando los datos numéricos con una fa@mcLorentziana
[22, 24, 2€).

En este capitulo, basandonos en el formalismo de Hatari@[15] obten-
dremos una expresion de la parte imaginaria del autovalor da resonan-
cia que involucra Uunicamente cantidades reales que se puedalcular con
métodos de estabilizacion y sin necesidad de hacer una ajmacion de la
densidad de estados ni trabajar con algebra compleja. Todw desarrollado
en este capitulo asi como los resultados mostrados fuerorblzados en la
referencia [].

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la sectid.2, ob-
tenemos una relacion entre la parte real e imaginaria del awialor de la
resonancia y la densidad de probabilidad en la regién certr&n la seccion
2.3 aplicaremos los resultados de la secci@m® junto con una expansion de
la funcion de onda en una base real de cuadrado integrable paxalcular la
parte imaginaria del autovalor del estado resonante. Finakente, en la sec-
cion 2.4 presentamos los puntos mas importantes de nuestros resdia y las
conclusiones.

2.2. Obtencion de la parte imaginaria del au-
tovalor del estado resonante

La solucién general de la ecuaciéon de Schrédinger depentiatel tiempo
(de ahora en adelante usamos unidades atdbmicass 1 ;m =1 ;e=1) dada
por
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H (xt) =i @@t (1) (2.1)
obedece la siguiente ecuacién de continuidad
@ (% 1) =0 -
at +r J(xt)=0; (2.2)

donde y J son respectivamente la densidad de probabilidad y la comie
de probabilidad estandar 27] de nidas como

(6t = (607 5 Jeet) = 2—1i[ sor () (xxtHr (x9)]:

(2.3)
La Ec. (2.2) puede ser escrita en forma integral
@ Z Z
= (1) d = J(x;t) dS; (2.4)
@t @

donded es la dimension espacial, un volumen arbitrario, y @ es la frontera
de ese volumen. Siguiendo a Hatano y colaboradords [L5 de nimos el
nuamero de particulas dentro del volumen , denotado porN , como
Z
N (t) = (%; 1) dX:: (2.5)

De la de nicion de J [27], la Ec. (2.5 toma la forma

z
@N (t) = Re ()P (xt) dS (2.6)
@1 e 1

dondep es el operador momento. Esta ecuacion corresponde a la E&) (de
la referencia 14] y expresa la conservacién del nimero de particulas dentro
del volumen . Si la funcién de onda tiende a cero mas rapido que( Y
para valores grandes de entonces el lado derecho de la Ec2.6) también
tiende a cero y la normalizacion se conserva de una forma dania lo que
ocurre para estados ligados.

Como ya dijimos en la introduccion, los autoestados resorias son so-
luciones no Hermitianas de la ecuacién de Schrodinger. Lanéibn de onda
diverge exponencialmente (véase el capitulo 2 de la refari@n[17]) y la Ec.
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(2.6) describe un ujo de particulas hacia afuera del volumen gérico
incluso en el limite ! RY. Todo esto indica que el nimero de particulas no
se conserva.

Hatano y coautores sugieren cOmo mantener la interpretani@robabilis-
tica de la funcion de onda de los estados resonant&8 [L5. La resonancia
es interpretada como un estado metaestable localizado en wolumen , a
t = 0. Para esto se de ne un volumen dependiente del tiempf t) con la
condicion

d
a N ( t)(t) =0: (27)
La condicion inicial razonable para esta ecuacion dsg (0) = 1 (todas las
particulas inicialmente dentro del volumen central). Estacondicion, junto
con la Ec. €.7) implican que N ( 1(t) = 1 8t 0, esto quiere decir que el
volumen considerado crece con el tiempo de forma tal de carge siempre
todas las particulas.

El valor de expectacion de un operadd® es calculado dentro del volumen
( t) como

h O iy
hjicy '
gue queda de esta forma bien de nido para todo tiempio
Las Ecs. @.5), (2.6), y (2.7) dan lugar a la siguiente ecuacion para la
frontera , denotada por@ t), de ese volumen variable en el tiempo que
contiene 0 acompafa a todas las particulas que escapan
|

ex =0: (2.9)
@t e

Con el objetivo de obtener soluciones de la Ec2.9), tenemos que pensar
en un sistema en concreto. Restringimos entonces nuestroued a las solu-
ciones de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiengom una dada
energia

hdi (o

(2.8)

Re

()= e ™ £(x%); (2.10)
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dondeE y (%) son los autovalores y las autofunciones de la ecuacion de
de Schrédinger independiente del tiempo respectivamengsumimos que el
Hamiltoniano se puede reducir al de una particula en un poteial central que
tiende a cero en in nito. Como consideramos potenciales ¢eles entonces
debemos resolver la ecuacion de Schrédinger radial redacghra ondas de
momento angularl

Hiug, (r) = Eug,(r); (2.11)
con el Hamiltoniano dado por
1 d (1 +1)

_ = Y . _ UE;I(r)
H, = > ar2 + o2 + V() y e(® = r

Yim() 5 (2.12)

dondeY; () son los armoénicos esféricog7).

Como ya dijimos, los estados resonantes obedecen a las coades de
contorno de Siegert no Hermitianaslf], es decir quaug, (r) €% parar !
1,conk = 2E. Estos estados no son normalizables, no son funciones de
cuadrado integrable y por lo tanto no corresponden a un espacle Hilbert.
Los autovalores son complejoE = E i =2y son interpretados como
las energiasE e inversas del tiempo de vida, , de los estados resonantes
metaestables.

Por simetria la solucion de la Ec. 4.7) para el volumen ( t) es una
esfera de radioR(t) con la condicion inicialRg = R(t = 0), es decir que
( t) = B(R(t)) dondeB (R) denota una esfera o bola de radi®. La evolucion
de R(t) esta dada por la Ec. 2.9) de la siguiente maneral7],

@ug; (r)
Ug; (r) r=R(t) .

Notar que el lado derecho de esta ecuacion no depende exliicente det.
La solucion formal es

R(t) = Im (2.13)

Z R
{ = __a . (2.14)

RO Im - GE

Aunque las funciones de onda de los estados resonantes no deacuadra-
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do integrable la condicion inicial paraNg ja la constante de normalizacion
arbitraria

Z Z g,
Newro(©0) = | (%0)°dx = jugg (r)j’dr = 1: (2.15)
0
Con esta condicion la expresion parblg g (t) toma la siguiente forma

Z R
Nerayt) = e drjug, (n)j* = 1: (2.16)
0

Derivando respecto d¢ obtenemos

. JUEy (R(t))j
r‘ - -
O dr jugy (n)j?

Al combinar esta ecuacion con la Ec.2(13 [1, 17] se puede escribir

R(t) : (2.17)

Im uE;I (R(t)) @UE:I (r)jr:R(t)
N\
SO dr jugy (n)j?

Esta férmula para no es conveniente para calculos numéricos con una base
real. Para ello es util escribir el comportamiento asintato de la funcién de
onda de forma explicita

(2.18)

ugs (r) = Ce¥ vi(k;r); (2.19)

dondeC es una constante de normalizacion dada por la EQ.(5.
Usando la Ec. .19 en la Ec. (2.18 queda que

@vi(k;r) _ jugs (R(Y)j°

= Im ik + N ’
wkin re o drjugg (N

(2.20)

Por de nicion k? =2E =2E i quedando
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2s 312
Im(ik) = Re(k) = 4 E2+ 5 * ES (2.21)

Finalmente, usando la Ec. 2.21) en la Ec. (2.20 llegamos a la siguiente
expresion [, 17]

02 S 31 [ 1
2" dy(k;r) jues (R(1))j2
= %)4E+ B2+ o O +1Im ST RR(t)E’ - 2
2 vi(k;r) —re o driug (N

(2.22)
Para el caso de potenciales de soporte nito, tratado en lagferencias

[13 14

V(r) sir<ry

V(r) =
) 0 Sir>r g

(2.23)

se dispone de la forma explicita dg para ondas con momento angular
valida siempre quer >r g
XKooy ey 1
vi(k;r) = 1) - —
(ki) ,-=o( )j!(| i) (2ikr)i
En particular, para ondass se tienel = 0, vpo(k;r) = 1 y entonces la Ec.
(2.22 se reduce a una relacion lineal para? con la siguiente forma

(2.24)

2 I 231:2
. .2 . 2
_ 4op 4 JJUg;o(R(1))] 5 o Ueo(R(1)]

_ . R : (2.25)
2 oR(t) dI’J'UE;O(r)J.2 oR(t) drjUE;O(r)j2

La ecuacion .22 y la (2.25 para el casd = 0 relacionan con las magni-
tudes realesE y jug; (R)jz. Esto convierte estas ecuaciones en herramientas
adecuadas para el célculo de usando una expansion de la funciéon de onda
en una base real de cuadrado integrable como mostraremos @rsiguiente
seccion 1J.
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2.3. Resonancias y el método variacional de Ritz

En esta seccion, usaremos las Ec8.22 y (2.25 combinadas con el méto-
do variacional de Ritz con una base real de funciones de cuativantegrable
para calcular la parte imaginaria del autovalor del estadeesonante.

Para ello haremos uso de tres caracteristicas de la expansiériacional:

(i) Existen varios métodos muy precisos para calcular la parteal de los
autovalores o energiak, de los estados resonante2y].

(ii) El método variacional provee de una buena aproximacion adeensidad
exacta (r) (no normalizable) alli donde los estados resonantes estén
localizados (véase la gura.2).

(iii) La Ec. (2.22 involucra unicamente cantidades reales que pueden ser
evaluadas con el método variacional de Ritz sobre la funciée dnda.

Es importante notar que las Ecs. 2.22 y (2.295 son validas paraR
ro. En los célculos numéricos tomamoR = Ry = rg y hacemos uso de la
caracteristica (Il) del met&do variacional. Ademas, deba a esto se tiene
la siguiente normalizacion Ro dI‘]UE|(I‘)j = 1. En las siguientes secciones
trataremos por separado Ios casoss 0yl =1.

2.3.1. Elcaso |l =0

Empezaremos con el caso die= 0, es decir ondas angulares de tipo En
esta seccion, en vistas a una notacion mas clara, omitiremos subindices
Eyl=0

La funcién de onda radial reducidau(r) para un potencial central arbi-
trario V(r) tiene la forma

ury = - - SIr=Tlo (2.26)
us(ro) € ro) sir>r,
con lo que la Ec. .25 se reduce a
2 | 231:2
jus (ro)j? N
= 42E+ — S jus(ro)j”: (2.27)
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Esta Ultima ecuacion involucra dos cantidades realeii (ro)j*> y E. Ambas
cantidades pueden ser calculadas en buena aproximacion raate el método
de Ritz con una base real de cuadrado integrable truncada a erdN . Esto
quiere decir que se consideran las primerak funciones de la base comple-
ta en el subespacio de momento angulérf ;g). En esta aproximacion, el
Hamiltoniano H, se reemplaza por una matriz Hermitiand N cuyo ele-
mentoi;j esta dado porfH]i; = h ijH,j ;i y a partir de la cual se obtienen
N autovaloresE, y autovectoresd™. Las correspondientes autofunciones
ortonormales’ son

(N)(r) — X al(n) (r) © con al(n) =1:-n=1::::: N :
n I 1 ) gy .
i=1 i=1

(2.28)

Para calcular la parte real del autovalor del estado resoni@nE™) y la apro-
ximacion variacional (que es de cuadrado integrable) a larfcion de onda
del estado resonantey™)(r), usamos el método de doble ortogonalidad (DO)
[25.

El método de doble ortogonalidad asume que el potencial deple de
un cierto parametro . Cuando se hace variar sobre un intervalo[ [ ; Rr]
y se calculan los autovalores y autovectores mediante el méb de Ritz se
observa que un dado autovalong cruza la energia de la resonancia a un dado
valor |, tal y como se ilustra en la gura2.3. En esta gura se ve un estado
ligado que ingresa al continuo mostrando varios cruces eds @voiding-
crossing) de las energias de los distintos estados, como se puede @aresn
la ampliacion del panel (a) en la gura2.3(c). Esos cruces evitados se deben a
la ortogonalidad de todas las autofunciones. Los estados smtogonales a la
resonancia y por eso la evitan , ademas, la base intenta agimar la funcién
resonante que no es de cuadrado integrable con funciones gu® son. Esto
hace que la parte real del autovalor del estado resonante oegygia de la
resonancia quede expuesta en esos anticruces. Para losregalo, y g los
autovalores y autovectores indizados par, corresponden a diferentes estados

il a ortogonalidad no es necesaria pero la asumimos para simphr resultados. La
generalizacién al caso no ortogonal es directa.
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del cuasi-continuo ortogonales al estado resonante. Denmbs entonces la
funcién doble ortogonalidad como

Da( )=jh a( 1); n()ii?+jh a( r); ()% para (< < g
(2.29)
Nétese que como las autofunciones estan normalizadas D,( ) 2.

Para un dado autovalorny, de nimos la localizacion de la resonancia,,
como el valor del pardmetro para el cualD,,( ) alcanza su valor minimo.
Dicho en otras palabras, asociamos la resonancia al valot darametro que
garantice que la proyeccion de la autofuncién sobre los edta del cuasi-
continuo sea minima, como se muestra en las gur@sdy 2.7.

Este método presenta una ventaja signi cativa respecto dgros méto-
dos de estabilizacion ya que el problema variacional se rels@ una unica
vez. Notar que el valor del parametro asociado aln ésimo estado reso-
nante y denotado por , es un output del método y no podemos elegirlo
arbitrariamente.

En este marco, la mejor aproximacion a la resonancia esta deéa como

no = mn ]Dno( ) ; E( no) = Eno( no) (230)

L;

Una vez que determinamos el valor éptimo,, y por lo tanto tenemos la
autofuncion asociada rﬁt”(r) [25], que obedece la condicién de normalizacion
dada por la Ec. .15, podemos obtener la expresion para la funcion de onda
radial reducida

[
(N)(r) . ai(N) i(r)
u(N)(r) = R ::\J‘) 5 = s i=1 1 (231)
o (A ey (rg
L) =
donde
Zg

lij (R) = m(r) n(r)dr: (2.32)

0
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Escribiendo esto en la Ec.4.27) obtenemos la siguiente formula para™)[1]

20 1, 31=2

2 2
& (ro) 5 (ro)
(N) = +2E

[
— aaMly(ro) 2 L a1y (o)
b= e

(2.33)
Mostraremos este resultado mediante el calculo de los esiadesonantes
para un problema del cual se conoce la solucion exacta y quenpige por
tanto hacer la comparacion para ver si la precision del métodes su cien-
temente buena. Para esto elegimos un potencial que ha sidopdiaimente
estudiado: el pozo con barrera?B]

8
2 \p sir<
v(r) = si <r<rg ; (2.34)

0 Sir>r g

con todos los parametros positivosv; ro; ; > 0).

Las funciones de onda exactas que constituyen las solucede este pro-
blema estan dadas por diferentes combinaciones de funcemegponenciales
en cada sector@<r< , <r<r oYyr>rg)con derivadas logaritmicas
continuas enr = yr = ro.

Los autovalores exactos para los estados ligados (energ&aes y nega-
tivas, k positivo imaginario puro), virtuales (energias reales y gativas, k
negativo imaginario puro) y resonantes estan dados por lasgciones de tres
ecuaciones trascendentes diferentes obtenidas cuando gieca la condicidon
de contorno correspondiente en = r [28§].

Los calculos se realizaron en funcion del alto de la barreracon valores
jos para V; =0:15 =5 ,yro=6. La base ortonormal utilizada fue

1

i(r) = p me =2 @y i=1; N (2.35)

donde Li(z)(r) denota a los polinomios de Laguerre de gradoy orden dos
[29). Todas las integrales para los elementos de matriz del Hdiomniano se
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Figura 2.2: Densidad de probabilidad (r) de un estado resonante con momento
angular | = 0. Curvas exacta (linea negra) y obtenida de la aproximacién varia-
cional por el método de Ritz-DO conN = 100 (linea roja) para el potencial de la

Ec. (2.34). (a) Vista global. (b) Region 0 r ro = 6 donde el estado resonante
esta localizado. (c) Region exteriomr  rg = 6 donde la resonancia diverge y la
expansion variacional da una onda estacionaria.

calcularon analiticamente y solo el calculo de autovalorgsautofunciones se
realizd en forma numeérica usando rutinas de LAPACK.

En la gura 2.2 mostramos la densidad de probabilidad(r) de un es-
tado resonante con momento anguldr= 0 obtenida en forma exacta (linea
negra) y calculada mediante una aproximacion variacionalop el método de
Ritz y doble ortogonalidad con una base truncada eN = 100 (linea roja),
siempre para el potencial de la Ec2(34). La gura 2.2(a) presenta una vista
global de la densidad de probabilidad mientras que la gur&.2(b) mues-
tra la region 0 r ro = 6 donde el estado resonante esta inicialmente
localizado. La gura 2.2(c) muestra la region exteriorr  ro = 6 donde la
resonancia diverge, la funcion no es de cuadrado integralgl@or lo tanto la
expansion variacional con una base que si es de cuadradograble da una
onda estacionaria.

En la gura 2.3(@) se pueden ver los primeros treinta autovalores obte-
nidos por el método de Ritz con una base truncada hashh = 100. En la
gura queda expuesta la resonancia en el anticruce de los autlores como
fue explicado anteriormente. En la gura2.3(b) hemos superpuesto a los au-
tovalores de la parte (a) la energia de la resonancia obteaide forma exacta
(linea verde) y los valores calculados con las funciones abig ortogonalidad
DO, (puntos azules), mostrando un gran acuerdo entre ambos. Bstfuncio-
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Figura 2.3: (a) Primeros treinta autovalores del bloquel = 0 de la matriz del

Hamiltoniano N N con N = 100 para el potencial dado por la Ec. 2.34 como

funcion del alto de la barrera . (b) Igual que (a) con los datos exactos (linea
verde) y la aproximacion de la energia de los estados resonantes ffas azules).

(c) Ampliacién de los cruces evitados del panel (a) en la zona dondéestado ligado

ingresa al continuo.

en la gura 2.4 donde es posible notar los minimos de cada una de BS,,.
Una vez que se han obtenido las energias de los estados ragesael

ancho de la resonancia se calcula con la Ec.4.33. En la gura 2.5a)

se pueden ver los valores obtenidos par@ ,) para dos tamafios de base

celente con la curva exacta( ) incluida en la gura 2.5a) como una linea

roja. Esto también puede verse en la gur&.5b) donde se muestra el error
de nido como el valor absoluto de la resta entre el valor extcy el ob-

tenido variacionalmente, notar que la mayoria de los puntgsara caen
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it
il

wﬁm

\

nalidad D, conn =2;:::;30 para el blo- 0.75
que | = 0 del Hamiltoniano N N con D i
N =100 para el potencial dado por la Ec. : 0.5
(2.34) como funcion del alto de la barrera '

. El minimo de cada curva es el que de-

ne la localizacién del estado resonante.

0.25

por debajo del0 ° [1].

2.3.2. Elcasol=1
De la Ec. (2.24), la funcién v,(k; r) para ondas de tipop toma la forma

i
vi(k;rg) = 1+ kTO: (2.36)

En este caso es conveniente reescribir la EQ.Z2 en funcién de una
nueva variablex = Im (k)

. 0" . 27 : 2
NER R (7)) T SR S (1)) EJu(rzo)J -0

ro 2 2r2 2ro

(2.37)
La de nicion de resonancias establece quen (k) > O (ver referencia 17)),
con esto en mente probamos para cada caso estudiado que la(E®&7) tiene
una Unica raiz positiva. Finalmente, es obtenido de la de nicién dé&k como

q__
= 2Xp 2E+ x3; (2.38)

dondex, es la raiz positiva de la Ec.4.37) [1].
Calculamos la inversa del tiempo de vida para un estado resonante con
| =1, es decir una onda, para el potencial dado por la Ec.4.34) en funcion
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1 I 1 I 1 I 1 B 1 I 1 I ] I 1 I ] i

0.0006 - 0.0001k . (b) -
E 1§ e

0.0004 - |
r AT 1e-05F -
0.0002} N .
i 16-065— E

% 0 10

Figura 2.5: (a) Valores de para el bloquel = 0 del Hamiltoniano N N

con N =100 para el potencial dado por la Ec. 2.34 como funcion del alto de la
barrera . Valores exactos (linea roja) y obtenidos de la aproximacion numérc
con N = 100 (puntos turquesa) y N = 500 (cuadrados negros). (b) Error

de nido como el valor absoluto de la resta entre el valor exacto y el lwenido
variacionalmente paraN = 100 (puntos turquesa) y N =500 (cuadrados negros).

del alto de la barrera con valores jos de los parametroyy = 0:3; =5 ,
yro=6.

En la gura 2.6 se muestran los primeros treinta autovalores del bloque
p del HamiltonianoN N con N = 100 y la energia de las resonancids
calculadas con el método de Ritz y doble ortogonalidad (purgazules). Las

pueden ver en la gura2.7. Las diferencias cualitativas entre las curvas de
DO paral =0y |l =1 enlas guras2.4y 2.7 se deben a la existencia de
un estado virtual entre el estado ligado y los estados resoas para el caso
| = 0 que no esta presente en el casa= 1, para el cual el estado ligado se
continua directamente en el estado resonante.

Por ultimo, en la gura 2.8a) se puede apreciar la curva de la inversa del
tiempo de vida en funcion del alto de la barrera . Se muestran los valores
obtenidos de forma exacta (linea roja) y los aproximados madte el método
de Ritz y doble ortogonalidad con dos tamafos de base distintd = 100

y cuadrados negros respectivamente. Al igual que en el cas® mMomento

27



Capitulo 2. Energia y tiempo de vida de estados resonantes calculados con

una base nita de funciones reales

Figura 2.6: Primeros treinta autovalores
del bloquel = 1 del Hamiltoniano N

N con N = 100 para el potencial dado E
por la Ec. (2.34 como funcién del alto
de la barrera . Las energias aproximadas
calculadas por el método de Ritz-DO se
muestran como puntos azules.

Figura 2.7. Funciones de doble ortogo-
nalidad D, conn = 2;:::;30 correspon-
dientes al bloquel = 1 del Hamiltoniano pD
N N con N = 100 para el potencial
dado por la Ec. (2.34) en funcién del alto
de la barrera . El minimo de cada curva
de ne la localizacion de la resonancia.
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0.0015 1 I 1 I 1 I 1 N 1 I 1 I 1 I 1 _

B ] i (b)

1le-05 o f =

0.001} - - K Poong,

r - AL 1e-06 =
0.0005 . e .

i ] le-07 3 : =

oL— =EE T N T R T N T

0 8 0 2 4 6 8

Figura 2.8: (a) Valores de para el bloquel = 1 del Hamiltoniano N N

con N = 100 para el potencial dado por la Ec. 2.349 como funcién del alto de
la barrera obtenidos en forma exacta (linea roja) y aproximada corN = 100
(puntos turquesa) y N = 500 (cuadrados negros). (b) Error de nido como el
valor absoluto de la resta entre el valor exacto y el obtenido varidonalmente para
N =100 (puntos turquesa) y N = 500 (cuadrados negros).

angular nulo los resultados aproximados muestran un acueréxcelente con
los exactos. Esto puede verse en la gura8b) donde se muestra el error

de nido como el valor absoluto de la resta entre el valor exexry el
obtenido variacionalmente, notar que la mayoria de los purs para  caen
por debajo del0 ° [1].

2.4. Resumen y Conclusiones

En el marco de la interpretacion probabilistica de los estad resonantes
basada en la conservacién del nimero de particulas dentro ule volumen
gue varia con el tiempo13 15|, obtuvimos a una férmula exacta y novedosa
para el calculo de la parte imaginaria del autovalor del esla resonante que
se relaciona directamente con el tiempo de vida o ancho de Esonancia.
Quisiéramos recalcar que la principal ventaja de esta infaetacién probabi-
listica de los estados resonantes es que permite trabajandas resonancias
en una forma similar a la de los estados ligados, calculandmipabilidades y
valores de expectacion de una forma mas o menos simple.
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una base nita de funciones reales

El resultado principal al que llegamos es la obtencién de l&cE2.22 en
forma exacta, que a su vez se reduce a las EE52§ (reescrita como £.27)
y (2.37%) paral =0 y | = 1 respectivamente (ondas de tips y p). Estas
ecuaciones relacionan la inversa del tiempo de vida o ancleld resonancia,
gue hemos denotado a lo largo del capitulo comq con otras magnitudes
reales como la energia y la densidad de probabilidad del ekiaresonante.
Basandonos en estas ecuaciones presentamos un método npakeel calculo
del tiempo de vida de los estados resonantes.

En los trabajos previos, una vez que los autores logran obégra energia
de la resonancia con algun método de tipo estabilizaciéon célgebra real,
deben calcular el ancho de la resonancia mediante un ajust ld densidad
de estados con una funcion Lorentziana (véase las referascp4, 25]) o
se valen directamente métodos de escaleo complejo con algetompleja.
Nosotros, en cambio, gracias a la Ec2(22 podemos obtener un valor para

con la misma precision con la cual obtenemos la energia dedaananciee
(por otros métodos en general no se obtiene una precision tta). Ademas
nuestro método no necesita ningun ajuste extra de la densiide estados y
al utilizar solamente algebra real simpli ca el tratamienb computacional del
problema.

Por todo esto hacemos especial énfasis en la simplicidad destros calcu-
los, que basados Unicamente en algebra real, permiten c#dciel tiempo de
vida de los estados resonantes sin involucrar algebra cosjplni ajustes de
la densidad de estados.

Cabe aclarar, por un lado, que si bien presentamos los readlibs para
potenciales de soporte nito, la Ec. 2.22) es valida en general y los célculos de

pueden realizarse con una expansion perturbativa sisternct de la funcion
de onda. Por otro lado, una pregunta que continla abierta esla Ec. (2.22
puede ser generalizada para un sistema de pocas particulas earios canales
presentes, ya que el caso aqui tratado corresponde a una gxdicula con
un solo canal.
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CAPITULO3

Localizacion del electron de valencia de hidrogeno, litio y
sodio con nados endohédricamente en cavidades de
fullerenos

Concerning the question of what kind of
60-carbon atom structure might give rise
to a superstable species, we suggest a
truncated icosahedron, a polygon with
60 vertices and 32 faces, 12 of which are
pentagonal and 20 hexagonal.

En abstract de la referencia 30].

En este capitulo estudiamos la localizacion del electrén de valen-
cia de atomos deH, Li y Na contenidos en tres moléculas de
fullerenos diferentes. A partir de la estructura de las moléculas
de fullerenos calculamos la posicién de equilibrio del nicleo del
atomo endohédrico como el minimo del potencial de Lennard-
Jones clasico déN + 1 cuerpos. Una vez que se ha determinado
la posicién del endoatomo, la cavidad del fullereno es modela-
da por un potencial de tipo cascara atractiva de corto alcance
respetando la simetria de la molécula y el atomo huésped es mo-
delado por un potencial efectivo de un electron. Con el objetivo
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de determinar si el compuesto endohédrico esta formado por un
atomo neutro dentro de una molécula de fullereno neutrX @Cy

0 si el electron de valencia del &tomo encapsulado se localiza en
el fullereno dando lugar a un estado con la formX * @C,, anali-
zamos la densidad electrdnica, las proyecciones sobre los estados
atomicos libres y los pesos de las ondas angulares parciales.

3.1. Introduccioén a los fullerenos endohédricos
y motivacion

Los fullerenos son moléculas estables de carbono con forsigrica, elip-
soidal o cilindrica hueca. La existencia de estas estrucasrde carbono fue
predicha tedricamente por diferentes autores entre los &ith965 y 197531
33, pero no fue hasta 1985 cuando Kroto, Curl y Smalley observa la
molécula delCg [30, 34 36] por lo que ganaron el premio Nobel de quimica
en 1996.

A modo anecdotico, cabe mencionar que al dia de hoyGg} es el fullereno
mas popularizado por su particular geometria, ya que estafioado por doce
pentdgonos y veinte hexdgonos con una estructura igual a la dna pelota
de futbol o ctpula geodésica. Por esta llamativa caracteita se le denomina
buckminsterfullerengen honor al arquitecto Buckminster Fuller que fue quien
disefio la cupula geodésica.

Las moléculas de fullerenos, junto con el grafeno y los nanbbs de car-
bono, han constituido un campo de enorme interés para invagdores de
diversas areas de la ciencia y cuentan con multiples aplicates en espe-
cial en nanotecnologia. Debido a sus propiedades mecanigaslectronicas
Gnicas, como bajo peso, gran resistencia, exibilidad y ediilidad térmica,
estas estructuras de carbono son particularmente adecuadzara la creacion
de nanodispositivos 37, 38|.

Como los fullerenos tienen forma de cascarones esféricodigs@dales,
una de sus caracteristicas mas importantes es que puedereadar atomos
en su interior formando lo que se conoce comompuestos endohédricosle-
notados porX @Cy [39 46], cuya principal ventaja es la de aislar el atomo
encapsulado del ambiente. Los compuestos endohédricos pmducidos en
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laboratorios 37 54] y hay un gran esfuerzo (y una gran esperanza) por par-
te de la comunidad cienti ca para aplicarlos a desarrollostnolégicos que
contemplan su uso como agentes transportadores de drogasla@mdustria
farmacéutica, contenedores moleculares en general, alerv@miento de hi-
drégeno o litio para su uso por ejemplo en baterias, entre agr b5).

Los trabajos previos apuntan sobre todo al estudio de la egttura de
capas electronicas y propiedades espectralesXi@Cg. En todos estos tra-
bajos el atomo encapsulado es localizado en el centro geaioetdel Cgg y
la molécula de fullereno se modela por un potencial atracbivde tipo cas-
caron esférico de corto alcanc®$ 63]. Asi y todo, al considerar moléculas
de fullerenos més grandes, debe tenerse en cuenta que lagi@sidel atomo
con nado no es el centro geomeétrico de la moléculé4] 65|.

Entre las varias preguntas relevantes y que aun no se ha logwaesponder
en forma completa acerca de los fullerenos, consideramasstr

(i) %Como pueden ser controlados los endoatomos?

(if) %Qué nuevas caracteristicas respecto de los fullerenasostienen los
fullerenos endohédricos?

(iii) ¥%Coémo se modi ca la estructura electronica y espectral deslendoéto-
mos por la cascara del fullereno?

Para acercarnos a las respuestas de estas preguntas se ianesstudios
tedricos y numéricos para interpretar y predecir los resatios experimen-
tales. En nuestro caso podria decirse que motivados pringimente por las
preguntas (I1) y (I1I) nos propusimos estudiar la estructua electronica del
atomo con nado.

El propésito de este capitulo es, entonces, calcular y debarlas espe-
radas diferencias entre los estados electronicos del atooun nado en la
cavidad del fullereno y los estados del &tomo libre. Nos eocémos en siste-
mas de tipoX @Cy conX = H, Li, Nay N =80; 180 Los isbmeros elegidos
deCg fueronCgy D2 2y Cg D5d 1 porque esos son los dos Ginicos
isbmeros delCgy que han sido preparados y caracterizados como estructuras
pristinas [66].

La notacion D2 2y D5d 1 hace referencia a la simetria de la molécula.
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1 +
o Hydrogen

1.008

3 + . .
< Li [ ® elipsoidal
Lithium
6.041
1 1 ’ %
Na
Sodium
22980
esférico

Figura 3.1: Consideramos compuestos endohédricos de hidrégeno, litio y sodio
contenidos en moléculas d€gp (isbmerosCgg D2 2y Cgy D5d 1)y Cigo.
Cada una de estas moléculas de fullerenos fue modelada por un patih tipo
cascardn de corto alcance, respetando la simetria de la molécula.

Cada una de estas moléculas de fullerenos fue modelada popuotencial
tipo cascaron de corto alcance, respetando la simetria der@lécula. La
molécula deC,go fue modelada por un cascarén esférico, mientras que los
dos isébmeros deCgy fueron descriptos por un cascarén elipsoidal con los
parametros adecuados. En la gura3.1 se muestra un resumen graco de
nuestro trabajo.

La pregunta fundamental de nuestro trabajo podria ser enuiatia de
la siguiente forma: ¥el compuesto endohédrico esta formado pn &tomo
neutro dentro de un fullereno neutro X @Cy ) o el electrén de valencia del
atomo encapsulado se localiza en el cascardn del fulleremadb lugar a un
estado de tipo zwitteridénico K * @C,)? "

Con el objetivo de entender la transferencia del electron dalencia a la

il _a palabra zwitterion hace referencia a una molécula que tige carga positiva en una
parte de la misma y negativa en otra pero que en su totalidad esléctricamente neutra.
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cascara del fulleren @Cy ! X *@C, analizamos la densidad electronica,
las proyecciones sobre los estados del atomo libre y el pesaial de las ondas

angulares en funcién de la atraccién que el fullereno ejesmbre el electrén de
valencia. Todo lo que desarrollamos en este capitulo asi ahos resultados

presentados se basan en lo publicado en la referen@a [

Es importante recalcar que el modelo basado en un potencia dorto
alcance esférico (o elipsoidal) para la molécula del fukso es en verdad
un abordaje muy simple, pero aun asi este modelo es capaz dpliear y
proveer de una buena descripcion del sistema y sus propiegsadHay una gran
cantidad de estudios de la estructura electronica, asi come la fotoionizacion
de X @Cgo donde la molécula de fullereno se modela como un cascaroarash
de corto alcance§7 71]. Todos estos estudios muestran un excelente acuerdo
tanto con otros estudios tedricos mas complejos (como poemiplo trabajos
basados en la teoria del funcional densidad, DFT por sus siglen inglés, o
métodos que combinan DFT para los orbitales de valencia con potencial
de tipo cascarén para los orbitales internos), asi como candeccion e caz de
fotoionizacion o la seccion e caz de dispersion elastica electrones obtenida
experimentalmente 72 76.

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la seeti®2 hacemos
una descripcion completa del modelo seguido, la secci®Besta dedicada a la
presentacion y discusion de los resultados, mientras quelaniltima seccion
(seccion3.4) resumimos nuestros principales resultados y conclusiaene

3.2. Modelo y métodos tedricos

Nuestro trabajo podria dividirse en dos céalculos principas. En un primer
paso, a partir de la estructura de las moléculas de fulleren@btuvimos la
posicion del atomo con nado como el minimo del potencial di&o deN +1
cuerpos como se explica en la seccidr?. 1

Una vez que la posicion del endoatomo queda determinada,ccdhmos
la estructura electrénica del atomo encapsulado modelandbfullereno como
un cascaron con simetria esférica o elipsoidal de acuerda ¢t simetria de
la molécula de fullereno, seccios.2.2
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Tabla 3.1: Parametros de Lennard- X (X) (X)

Jones para la interaccionX C. (a) H @ 8:7488 10° 5:820

obtenidos de la referenciaig], (b) de 5 : 2 :
la referencia [/9] y (c) de la referencia Li 15921 10 4:668

[80]. Na© 6:574 10° 5:990

3.2.1. Determinaciéon de la posicion del endoatomo

Modelamos la interaccion entre el atomo huéspeX y la estructura de
carbono del fullereno con un potencial clasico de Lennardais no ligado
con cada atomo de carbono dély .

VO = vl k) 5 vo(D =4 X RGO R

- (3.1)
dondex es la posicion del a&tomo con nadox; es la posicion del-ésimo atomo
de carbono sacadas de la referencie], y el par (x), (x) son los parametros
de Lennard-Jones ajustados para la interaccidh C y mostrados en la tabla
3.1 (en este capitulo al igual que en el anterior y en toda la tesigsamos
unidades atomicas). La posicién de equilibrieg del atomo con nado X es
calculada minimizando este potencial,

Vi 06) = mn W9 (3.2)

En la gura 3.2 mostramos para el caso del hidrogeno el potencial de
Lennard-JonesVN(H) calculado a lo largo de una linea entre el centro geomé-
trico de la molécula deCy y alguno de sus atomos de carbono elegido en
forma arbitraria. Los céalculos fueron hechos pard = 60;80; 180 320y las
posiciones de los atomos de carbono se jaron de acuerdo adaectura de
las moléculas de fullerenor[7]. En la gura 3.2 se puede ver que solo para el
Ceo la posiciéon del minimo es el centro de la molécula, es degir= 0. En
cambio, para fullerenos mas grandes el &tomo huésped no dsté@lizado en
el centro geométrico del fullereno.
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f Figura 3.2: Potencial de Lennard-Jones
] : de la Eq.(3.1) para un atomo de hidro-
* 71 geno dentro de una molécula d&€y pa-
i : ra N = 60 (linea negra), N = 80 (linea
- ? anaranjada cortada) y N = 180 (linea
: magenta cortada). El tamafio promedio
‘= de las moléculas de fullerenos se muestra
-] como una linea cortada del mismo color

| | T T H
75 10 125 due las curvas del potencial.

Vi -0.002

-0.004

3.2.2. Calculo de los estados electronicos

Como ya mencionamos en la introduccion, la mayoria de los edibs de
compuestos endohédricos del tip$ @Cy han sido realizados coN =60y el
endoatomo localizado en el centro de la molécula de fulleoegue es modelado
con un potencial esféricogdb 63]. Sin embargo, como mostramos en la gura
3.2, paraN > 60la posicion de equilibrio del &tomo con nado no es el centro
del fullereno. En estos casos el sistema no es esféricamesntetrico y por
lo tanto la ecuacion de Schrodinger no es separable en vakegbangulares y

radiales.
El sistemaX @Cy se modeld con el siguiente Hamiltoniano de un electron,

Hy = %r 24+ W (30 + Ve(%) ; (3.3)

donde el potenciaM:- modela la interaccion electron-fullereno y el potencial
Vx representa la interaccion del electrén de valencia con elrezo (core)

multielectronico. ParaX = H;Li;Na planteamos un potencial efectivo para
el electron de valencia que incluye el efecto promedio de &ectrones de las

capas internas 31 8§,
— 1 2r 2r
Vy (r) = - (Z N+ N¢ e + re (3.4)

donder es la distancia entre el electron externo (de valencia) y elicleo
cargado positivamente ¢ore multielectrénico), Z es el nUmero de protones
del nacleo yN. es el numero de electrones en @re multielectronico.
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Tabla 3.2: Para del x A = Na
abla 3.2: Parametros de
potencial efectivo para el Z 1 3 11
electron de valencia deH, N¢ 0 2 10
Li y Na dado por la Ec. 0 1:6559 1:8321
(3.4), obtenidos de la referen- - :
cia [85]. 0 1:6559 1:0591

0 1:6559 1:3162

Los parametros , y (véase la tabla3.2) fueron tomados de la refe-

rencia BY]. En esta referencia los autores eligen los parametros queaastran
el mejor acuerdo entre los niveles de energia del atomo likvktenidos re-
solviendo la ecuacion de Schrodinger con el potencial de le. E3.4) y los
valores experimentales de las energias de ionizacion det&bn de valencia.
En otras palabras, el potencial efectivo de la Ec3(4) sirve para calcular los
estadosnl del hidrogeno, los estadoss? nl del litio y los estadosls? 2s? 2p° nl

del sodio.

En el caso delLi, los parametros del potencial = = describen la
carga efectiva delcore 1s?. Notese ademas que para el caso del hidrogeno
N. =0 y por lo tanto Vy (Ec. (3.4 con X = H) se reduce a la interaccion
Coulombiana entre proton y electron con la que se calculansimiveles de
energia del atomo de hidrégeno.

El potencial de interaccion entre el fullereno y el electréde valenciaVe
es modelados por una cascara de corto alcance. El cascard@ries toma la
forma

U si R <r<R +

esferico _
\ (%) =
0 en otro caso

; (3.5)
dondeR es la posicidon radial promedio de los atomos de carbono entel f
llereno, 2 es el ancho del cascardn, Y, la profundidad efectiva del pozo
asociado al cascaron.

Los isomeros elipsoidales d€lgy fueron modelados por una cascara elip-
soidal,
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Uy si R() <r<R ()+

VFeIipsoidaI (‘X) - : (36)
0 en otro caso
n 2 ., 0 :
dondeR( ) = <« 4+ ) para el angulo polar0 (coor-

denadas esféricasyg y b son los semi-ejes del elipsoide, y y U igual que
como fueron de nidos més arriba. Los valores de todos estoar@metros se
muestran en la tabla3.3. En todos los caso® =1 :89, valor sacado de la
referencia H6).

Cn Csp D2 2 Cs D5 1 Ciso O
R 7:540 7:554 11:305
a 8:84 9:19 1
b 6:94 6:74 1

Tabla 3.3: Parametros de los cascarones esféricos y elipsoidales con los que se
modelaron las distintas moléculas de fullereno€y .

Nuestro caballito de batalla es el método variacional de Ritzon una base
de funciones de cuadrado integrable, de soporte compactoyecse adapta a
diferentes condiciones de contorno. Como el hamiltoniane mvariante ante
rotaciones respecto del eje, la funcion de onda puede escribirse como

(0="020 () 37)

donde |, es una autofuncidon normalizada dé& ., la componentez del mo-
mento angular. Para expandir la funciéru(r; ) usamos una base de polino-
mios B-Splines,

X
u(r; ) = Cj Bix(r) Bix(); (3.8)
i5j
Bix (r), B;.x( ) son polinomios B-Splines radiales y angulares de ordery K
de nidos en los intervalos[O;rmax] Yy [O; ] respectivamente. Una vez que se
de ne el conjunto de funciones usadas como base, la ecuaaérSchrédinger
puede ser expresada en forma matricial

He= ESe; (3.9)
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dondeE es la energiag es el vector de coe cientes del estado electronico y
S es la matriz de solapamientodverlap) de la base. Este método permite
calcular la estructura electronica (orbitales y niveles denergia) mediante la
diagonalizacion de la matriz del Hamiltoniano.

Los resultados numéricos son obtenidos de niendo un radie dorter nax -
Luego, el intervalo[0; rmax ] €s dividido enl sub-intervalos iguales. Los poli-
nomios B-Splines§9, 90] son funciones a trozos de nidas por una secuencia
deknotst; =0 t, txk+1 1= Imax (en castellano se usa la palabra
nodo, en este trabajo usaremos el término en inglés para evitamfosiones)

y la siguiente relacion de recurrencia

1 sit; r<tin
B..(r) = ; 3.10
i1(r) 0 en otro caso ( )

r t t; r
LBy o(r) + K

Bix 1(r) (sik> 1): (3.11)
i+k 1 ti i+k ti+1

Bix (r) =
t

En nuestros calculos usamos B-Splines de orden siete en asnziables.
La secuencia de&knots se eligid para satisfacer las condiciones de contorno
de nuestro problema. En la variable angular la secuencia #aots tenia K
multiples knotsen = 0; . En la variable radial la secuencia dknots tenia
k multiples knotsenr = 0;rmax ; kK 2 maltiples knots en la posicion del
nucleo del endoatomo (condicion de cuspideansp-condition); y sélo en el
caso del modelo esféric&, 3 multiples knots en el radio interno y externo del
cascaron esférico. Esto ultimo no es posible en el modelp®didal debido
a que la de nicion del cascarén involucra tanto variables gulares como
radiales.

Un detalle no menor es que en la variable angular la secuend&knots
se eligio con la distribucion de puntos de la cuadratura de @ss-Legendre.
Se eligid esta distribucion porque al comparar la convergaa de los valores
numeéricos de los niveles de energia de un atomo de hidrégeaoo rado en
una cavidad esférica impenetrable ubicado en diferentesspmones del eje
z, la distribucion de Gauss-Legendre presenta grandes vejas numéricas
cuando se la compara con distribuciones de otro tip@4, 65, ya que la
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convergencia es mas rapida y para un mismo tamafio de base lagsion es
mayor.

3.3. Resultados y discusion

3.3.1. Posicion del endoatomo

Para obtener la posicion del a&tomo con nado minimizamos elogencial
de interaccion entre el atomoX y los atomos de carbono de la molécula
de fullereno, dado por la Ec. §.1). Como ya se dijo, la localizacién de los
atomos de carbono fueron jadas de acuerdo a las estructumdes los fullerenos
tomadas de la referenciar[/].

Dado que la molécula deC,g9 O tiene forma esférica bien de nida la
posicion del endoatomo es la norma euclidea del vector dehimio absoluto
%o obtenido a partir de la Ec. 3.2).

Por otro lado, las moléculas de&Cgy D2 2y Cgg D5d 1 tienen
forma elipsoidal, simetria que es en realidad ligeramenteta por la natura-
leza discreta del fullereno. Esto quiere decir que la deratdatomica no se
distribuye de forma constante en el elipsoide sino que loatos de carbono
se localizan en posiciones de nidas. Esto es también valigdara elCygp 0,
pero como este ultimo tiene forma esférica los efectos senasmn.

Si la densidad atémica sobre el elipsoide asociado a los iséws delCg
fuera constante entonces, debido a la simetria elipsoidalsperariamos dos
minimos globales del potencial de la Ec3(1) degenerados y ubicados de
manera simétrica respecto del centro geométrico sobre enseje mayor de
la molécula. Sin embargo, como la distribuciéon de los atomde carbono del
fullereno es discreta, el potencial dd +1 cuerpos presenta un minimo global
y un segundo minimo cuasi-degenerado, ambos sobre el sgenr@yor [2].

Para poder apreciar la simetria de los isomeros Ggy, consideramos algun
plano arbitrario que contenga a los vectores del minimo glalo absoluto y el
segundo minimo cuasi-degenerado, siempre pensando el delcsistema de
referencia en el centro geométrico de la molécula. Llamaresna este plano
como plano de los minimos. De nimos como el angulo entre el minimo
global y un vector genérico que barre el plano de los minimogése gura
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Figura 3.3: (a) Esquema de la de nicén de . (b) Minimo del potencial de
Lennard-Jones dado por la Ec.8.1) paraLi @Cgp D2 2(lineanegra)yLi @Cgo
D5d 1 (linea gris) sobre una direccién arbitraria en el plano que contiene los
vectores del minimo globales y el segundo minimo (cuasi-degenerafid.os minimos
se muestran como lineas cortadas del mismo color que las curvas degncial.

3.3(@)). Si a medida que ese vector genérico barre el plano cédenos, en
cada una de las direcciones que ese vector va marcando, eliménlocal del
potencial VN(X) de la Ec. 3.1), denotado porvhﬁx)(rmin ), Yy lo gra camos en
funcion de obtenemos la gura3.3(b), que se ha realizado para el caso del
Li connado en moléculas de&Cgy D2 2 (linea negra) yCgg Db5d 1
(linea gris). En la gura se puede ver que el minimo global dglotencial y
el segundo minimo cuasi-degenerado (indicados con una dipeinteada del
mismo color que las curvas del potencial) estan separadog poa barrera
de potencial. Gracias a la presencia de esa barrera podemssgarar que, en
una primera aproximacion, la posicion de equilibrio del edtomo es la del
minimo global.

Finalmente, mostramos las posiciones de equilibrj®j para cada uno de
los compuestos endohédricos analizados en la taldla. Ademas, las posi-
ciones del hidrégeno, litio y sodio encapsulados dentro d&dy D2 2 se
muestran en la gura 3.4
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X Csp D2 2 Cg D5&d 1 Ciso O
H 1:214 1:386 5:310
Li 3:536 3:837 6:622
Na 0:321 0:381 5:127

Tabla 3.4: Posiciones de equilibrigxgj para los compuestos endohédricas @Cy
conX = H; Li; Na .

+

11
Na

Sodium
22990

3 +
Li
Lithium
6.941

Hydrogen
1.008

Figura 3.4. Posiciones de equilibrio deX @Cgg D2 2conX = H; Li; Na .

3.3.2. Estados electronicos

Una vez que la posicion del atomo encapsulado ha sido deterada nos
concentramos en los estados del electron de valencia. Corokjetivo de
estudiar como las propiedades espectrales de atomosHieLi y Na son
modi cadas por el cascaron del fullereno nuestros calculogluyeron valores
para la profundidad del cascaron atractivo d&Jy en el rango[0; 1:5].

Los primeros cuatro niveles de energia del endoatomo paradaana de las
moléculas de fullereno consideradas se muestran en la gu@& en funcion
de Uy. Los compuestos endohédricos cddgg D2 2 en lineas negras,
Cgy Dbd 1enlineas anaranjadas de puntos y rayasGigg O en lineas
grises de puntos y rayas.

Incluso cuando las diferencias principales en el espectrigeden observarse
entre los isdmeros d€gy ¥ la molécula deC,g 0 esta diferencia es pequefia
porque la distancia entre etore del atomo X y la cascara del fullereno esta
determinada por el parametro (x) del potencial de la Ec. 8.1). En la tabla
3.5 puede apreciarse que para cada elementd ,(Li y Na) encapsulado en
las distintas moléculas de fullereno consideradas, la digtia entre el nicleo
del endoatomo y la parte mas cercana del cascaron del fullediene valores
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mas o menos similares entre si y ademas similares al valor dg,. Notar
que para el caso deC,g0 O el acuerdo entre (x) y la distancia entre el
nucleo del endoatomo y el cascar6n es mayor. Esto nos hacespergue
al considerar fullerenoCy cada vez mayores a partir de cierto nUmero de
atomos de carbono esta distancia seria casi independientd thmafio del
Cn.

X Csoo D2 2 | Cg D5d 1 | Cigo O )

H 6:77 6:57 5:995 5:820
i 5:30 5:32 4:683 4:668
Na 6:93 6:73 6:178 5:990

Tabla 3.5: Distancia entre el nacleo del atomo encapsulado y el cascaron del
fullereno para los compuestos endohédricos @Cy con X = H; Li; Na . Se inclu-
yen ademas los datos de(x) a nes comparativos (tltima columna de izquierda a
derecha).

Al variar la profundidad del pozo del cascardn, incluso parealores de
Uy > 0:6, el estado fundamental deH permanece estable en el valor de la
energia de ionizacion del estado fundamental del atomo kbE, = 0:5".
Este comportamiento también fue observado para €k, en la referenciagl].
Dicho de otra manera, el estado electronico fundamental deidrogeno esta
fuertemente localizado alrededor del ndcleo y por ende nowein uenciado
por el potencial del cascaron externo de carbono hasta quefdlereno se
vuelve lo su cientemente atractivo. Los otros estados déil, asi como los
estados delLi y Na, son in uenciados por el cascarén atractivo del fullereno
incluso para valores deJ, pequefos. Esto se debe a que todos estos estados
son estados mas deslocalizados, con energia de ionizaciénan

El método variacional de Ritz no solo provee de los autovaleréde la ma-
triz del Hamiltoniano, sino también de las autofunciones.d_probabilidad de
encontrar al electron de valencia alrededor de una dada pmén determinada
por r; es proporcional ar? (r; )drd = u?(r; )drd , dondeu(r; ) esta
de nida en la Ec. (3.7).

La probabilidad de hallar el electrén de valencia en el plan@ para los
estados fundamentalf = 1) y primer excitado (n =2)de X @Cgg D2 2

it Como a lo largo del trabajo usamos unidades atomicas, la ergia esta en Hartrees.
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H Li Na
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Figura 3.5: Primeros cuatro autovalores para los atomos encapsulados ¢, Li
y Na en moléculas deCgg D2 2 (linea negra),Csg D5d 1 (linea anaranjada
de puntos y rayas), yCigo O (linea gris de puntos y rayas).

se muestran en la gura3.6. Notar que el endoatomo esta localizado en el
semi-eje positivo del eje en la posicion dada por la table3.4.

Esta gura muestra varias caracteristicas interesantes.rEprimer lugar,
la simetria de la localizacion del electrén de valencia endascara del fulle-
reno depende tanto de la distancia del endoatomo al centroogeétrico de la
molécula (origen del sistema de coordenadas) como de la sifaedel estado
atomico libre (estado paraly = 0), es decir, ondas de tipas para el estado
fundamental y de tipop para el primer estado excitado.

Fisicamente esperamos que un electron en una orglain una direccion
espacial preferencial se localice en la parte del cascardi flllereno mas
cercana. En el caso de un electron en una onda de tipacon una preferencia
espacial por el semi-eje positivo y negativo del epe(que denotaremos por
z+ y z ) esperamos una competencia entre esta preferencia espagita
tendencia a localizarse en la parte mas cercana del cascaabractivo del
fullereno. La variable decisiva en esta competencia es latdincia entre el
nucleo del atomo encapsulado y el centro geométrico del énéino PJ.

En el caso delNa, cuyo nucleo es entre los tres elementos considerados
el que se ubica mas cerca del centro geométrico del fullereabelectrén de
valencia en el estado fundamental se localiza en todo el aasn del fullereno
cuando el fullereno se vuelve cada vez mas atractivo. Por @tiado, un elec-
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tron en el primer estado excitado deNa se va a localizar mayoritariamente
en los hemisferios superior e inferior de la cdscara deléuéno, con una
simetria caracteristica de las ondas de tipp.

En el caso delLi, cuyo nucleo es entre los tres elementos considerados
el que se localiza mas lejos del centro geométrico del fudleo, un electron
de valencia en el estado fundamental se localiza en la partéisncercana
del cascardn del fullereno, que es el hemisferio superitin electron en el
primer estado excitado deLi también se localiza en el hemisferio inferior
debido a la simetria de tipop del estado inicial o libre Jy = 0).

Como dijimos, el estado fundamental deH permanece inalterado hasta
gue el cascardn del fullereno se vuelve lo su cientementerattivo (U
0:73), y para valores deU, por encima de este valor critico el electron pasa
a localizarse en el fullereno.

El primer estado excitado deH presenta un fenémeno muy interesante
que coincide con los valores dg, del anticruce de los niveles de energia,
Uo [0:6;0:76] en la gura 3.5 Al aumentar el valor de Uy en el rango
Uo [0;0:6] el electron pasa a localizarse en el fullereno mientras quara
los valores del anticrucdJ, [0:6; 0:76] el electrén es con nado en el atomo
y nuevamente relocalizado en el fullereno con una nueva sirfee Un efecto
similar fue descripto y denominadanirror collapse por Conneradeet al. para
el caso delCq en la referencia$7).

Con el objetivo de clari car las caracteristicas observadeen la gura 3.6
calculamos en funcion d&Jy la probabilidad de hallar el electrén en el interior
de la molécula de fullereno,

Z Zg,
in = h(%)j( iy, = u?(r; )dr sin d ; (3.12)
0 0
dondeV;,, es el volumen interno del fullereno. También calculamos lagba-
bilidad de encontrar el electron de valencia en el hemisier positivo superior
del cascaron del fullereno (denotado pof - )
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H@Cgo—D2—2 Li@080—D2—2 Na@ogo—D2—2
n=1 n =2 n=1 n =2 n=1 n =2

— ejez —

— ejexr —

Figura 3.6: Densidad de probabilidad en el planxz para el electron de valencia en
el estado fundamental 6 = 1) y primer estado excitado | =2)de X @Cgg D2 2
para valores cada vez mayores ddy desde arriba hacia abajo. Pardd @Cgg D2 2
y n =1 los valores sonUg = 0;0:682 0:736,0:764, 0:818 1:364, paran = 2 los
valores sonUg = 0;0:245,0:682 0:709 0:736,0:764. ParaLi@Cggy D2 2y n=
1 los valores sonUg = 0;0:191; 0:409 0:491; 0:955 para n = 2 los valores son
Up = 0;0:273 0:382 0:545 0:955 Para Na@Cgpy D2 2y n =1 los valores
son Ug = 0;0:191;0:273 0:355 0:545,0:818 y para n = 2 los valores sonUp =
0;0:191,0:273 0:682 0:955
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Figura 3.7: Esquema de los volimenes del fullereno sobre los cuales se de nen
las probabilidades in, t+ Y ¢

Z 2RO
t+ = h( %] ( Wiy, = u?(r; )dr sin d ; (3.13)
0  R()
dondeV; . es el volumen del hemisferio superior de la molécula delé&rkeno.
La probabilidad de hallar el electron en el hemisferio iefior del fullereno
¢ se de ne de una manera similar. Véase la gura.7 para una representa-
cibn esquematica de los volimenes de los fullerenos sobseclales se de nen
las probabilidades i, + Y ¢

Todas estas probabilidades se muestran en la gura8 para el estado
fundamental y en la gura 3.9 para el primer estado excitado.

En las guras se puede ver que el electron de valencia del y del Na
pasan a estar localizados en el cascardn del fullereno apelainteraccion
con el fullereno es no nula. Ademas esta localizacion tiengar de forma
suave y monaotona.

Los estados electrénicos del hidrégeno muestran un comg@oniento dife-
rente. La localizacion en el fullereno de un electron en etado fundamental
ocurre en forma escalonada para valores g  0:73, como se puede ver de
las curvas tipo escalon dej,, f+ Yy ¢ enla gura 3.8

El recon namiento del electrén en el primer estado excitaddel hidrégeno
en un rango pequefio d¥&, se ve re ejado en el agudo pico dg, (véase gura
3.9@)) paraU, [0:6;0:76]en el caso de los isémeros @y, y en el intervalo
[0:65; 0:82] para la molécula deC,59. Como es de esperar, para esos valores
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deUy, ¢+,Y f muestran un decrecimiento apreciable.

Como se puede ver en las gura8.8y 3.9, la principal diferencia en la
localizacion del electrén de valencia del atomo huésped seahtre los com-
puestos endohédricos formados con isomeros @g) y aquellos formados con
moléculas deC,go. Comparando los compuestos endohédricos formados por
las distintas moléculas de fullereno consideradas podemves que el caso del
Cig0 €S el que presenta la distancia mas grande entre los nuclees atomo
encapsulado y el hemisferio inferior del cascaron del fieleno. Como con-
secuencia de esto, un electrén en el estado fundamental dalguiera de los
elementos considerados se localiza solofen (véase gura3.8) mientras que
el primer estado excitado (ondg para Uy = 0) se localiza mayoritariamen-
te enf + mostrando una localizacion pobre ef , como puede verse en la
gura 3.9

En el caso de los isomeros d&,, el nicleo deN a es el que se localiza mas
cerca del centro geométrico del fullereno y por lo tanto sustados muestran
una localizacion equilibrada en todo el cascardn del fuléero con preferencia
espacial por las puntas de los hemisferios en el case 2 (ver gura 3.9b))
por tratarse de una ondap. Por otro lado, un electron de valencia en el estado
fundamental delLi muestra una completa localizacion eh+, y como es de
esperar por la simetria del estado del atomo libre, el primestado excitado
presenta una localizacion mas equilibrada entfer y f  [2].

A esta altura uno podria preguntarse si el recon namiento gupresenta
el primer estado excitado del hidrégeno es un recon nhamienten el &tomo o
s6lo hacia el interior del fullereno. Para responder estaggunta calculamos
las proyecciones sobre los estados del atomo libre, es desiim interaccion
con el fullereno Uy = 0),

nno = N n(Uo)j ng(Uo=0)i; (3.14)

dondeng = 1; 2 denota el estado fundamental y primer estado excitado del
atomo libre. La proyeccion sobre el primer estado excitadaeldH sobre los
estados del atomo libre se muestran en la gurd.1Q En la gura puede
verse que el recon namiento del electrén es efectivamente el &tomo con
un estado muy parecido al estado fundamental del atomo libseno solo el
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Figura 3.8: Probabilidad de hallar el electron de valencia dentro del fullereno
in (primer panel de izquierda a derecha) y localizado en los hemisferiosuperior
e inferior del cascaron del fullerenos+ y f respectivamente (segundo y ter-
cer panel). Todas estas probabilidades corresponden al estadmélamental de los

distintos compuestos endohédricos considerados.

retorno del electron hacia el interior del fullereno.

Para nalizar, hicimos un analisis de la mezcla de las distias ondas
angulares parciales. Para esto seguimos a Kaagal. [65 y calculamos el
peso de las distintas ondas angulares para el estado fundataky el primer
estado excitado.

Partiendo de la condicion de normalizacion de la funcion deda, usando
la Ec. (3.8) y expandiendo el polinomio B-Spline angular en polinomiade
Legendre,

X
Bir() = A“PI(): (3.15)
|
es posible de nir una matriz de solapamiento de las ondas p#les con
elementos dados por

Z r
max 2 - )
Sﬂ)J gfEtg — . Bix (r) Bek(r) dr mA{’ RAFR : (3.16)

Basandonos en esta de nicidén, obtenemos los pesos de lasasndngulares
parciales
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— H@GC,;D2-2
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Figura 3.9: Probabilidad de hallar el electron de valencia dentro del fullerenoj,
(primera columna de izquierda a derecha) y localizado en los hemisfes superior
e inferior del cascar6n del fullerenof+ y f respectivamente (segunda y tercera
columna). El caso del hidrogeno gura en la la superior y el del litio y elsodio en
la la inferior. Todas estas probabilidades corresponden al primer eéado excitado
de las distintas moléculas consideradas.

Figura 3.10: Proyeccion del primer esta-
L do excitado sobre el estado fundamental
2,1 0.5 “1 delatomo libre paraelH @Cgg D2 2(li-

nea gris oscuro continuaH @Cgy D 5d
i 1 1(lineagris oscuro cortada) yH @C1gp O
B 1 (linea gris clara cortada).
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W, = €5 €: (3.17)

Los pesos parciales de las ondasp y d en funcion deU, se muestran en
la gura 3.11para los isbmeros d€g,.

Como era de esperar, a mayor distancia entre el nicleo del @ encap-
sulado y el centro geométrico del fullereno mas mezcladasaaslas ondas
angulares parciales. Por lo tanto, los estados del litio eolédrico presentan
una mayor mezcla de las ondas angulares parciales (ver gsf@all(c) y (d))
mientras que el sodio endohédrico tiene estados con momsrdaogulares mas
puros o de nidos, ya que un electrén en el estado fundamentdé valencia
del Na es mayoritariamente una onda (véase la gura3.11(e)) y el primer
estado excitado una ondg como se puede ver en la gurd.11(f).

Todos los pesos de las ondas angulares parciales para el dakhidrogeno
exhiben un comportamiento cuasi-critico ebly = Uéc) 0:73, como se puede
ver en la gura 3.11(a) y (b). En particular, el primer estado excitado del
H @Cgo cambia su peso parcial principal de a p caracteristica apreciable en
la gura 3.11(b). Esto signi ca que al aumentar desde cero los valores tg
un electrén en este estado se localiza en el fullereno coma ondas. Luego,
si los valores ddJ, siguen aumentando hasta llegar a un intervalo pequefio
alrededor de los valores del anticrucUéC) el electron se con na en el atomo
y vuelve a localizarse en el fullereno pero esta vez como umaap [2].

3.4. Resumen y conclusiones

En este capitulo describimos cémo el electron de valenciaadlemos deH ,
Li y Na encapsulados en tres moléculas de fullereno distint@g, D2 2,
Cgg Db5d 1y Cigp 0 selocalizan en el fullereno cuando la magnitud de
la interaccion atractiva con la estructura de carbono aumésn

Usamos la estructura de las moléculas de fullerenos paraccddr la po-
sicion de equilibrio del atomo endohédrico como el minimold®otencial de
Lennard-Jones clasico d& + 1 cuerpos. Con los parametros de Lennard-
Jones dados por la tabl&8.1 obtuvimos que los atomos déi se ubican mas
lejos del centro geométrico de la molécula de fullereno qos deH y Na en
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Figura 3.11: Pesos de las ondas angulares parcialssp, y d para los isbmeros de
Cgo. Las columnas pertenecen a los diferentes elementdd (Li y Na de izquierda
a derecha) y las las corresponden al estado fundamental y primeexcitado ( la
superior e inferior respectivamente).

todos los casos considerados.

Una vez que determinamos la posicion del endoatomo, la malkec de
fullereno fue modelada por un potencial de tipo cascaron attivo de corto
alcance respetando siempre la forma del fullereno y el atoreacapsulado
se model6 con un potencial efectivo de un electrén. La molécde Cqgy fue
modelada como un cascaron esférico mientras que los dos s delCgg
fueron descriptos por cascarones elipsoidales con parametapropiados.

Encontramos que la localizacion del electron de valencia ehcascaron
del fullereno depende de la distancia entre el nlcleo del &o encapsulado
y el centro geométrico del fullereno asi como de la simetrialdestado del
atomo libre (atomo sin interaccion con el fullereno). Comoesesperaba, las
principales diferencias entre las moléculas de fullerengefon observadas al
comparar elCqgg con los isomeros deCygy.

El electron de valencia deLi y del Na se localizan en el cascardn del fu-
llereno en forma continua y monétona, aun para interaccioaeon el fullereno
es muy pequefiasl, casi nulo). Por lo tanto los atomos dd.i y Na dentro
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de la molécula de fullereno se presentan en un estado de tipatterion, es
decir el compuesto endohédrico tiene la forma ™ @Cy y Na* @C, .

Los estados electrénicos del hidrogeno presentan un contporiento di-
ferente. Para entender esto, analizamos la densidad de pmbbidad electro-
nica, las proyecciones sobre los estados del &tomo libre peto de las ondas
angulares parciales.

El estado fundamental deH permanece inalterado hasta que la atraccién
gue ejerce el fullereno, representada en la profundidad ge&lzo del cascaron
Uo, es lo su cientemente grande lo que en este caso quiere deaiores
0:73 (siempre en unidades atdmicas); por encima de este valor &ctron
se localiza en el fullereno y las funciones analizadas (cotaodensidad de
probabilidad) muestran cambios de tipo escaldon. Todo est@fgla que el
compuesto endohédrico en el caso del hidrogeno esta formpdo un atomo
neutro dentro de un fullereno neutroH @Cy .

El primer estado excitado deH presenta un fendbmeno muy interesante
para valores deU, que coinciden con aquellos valores del anticruce de los
niveles de energia. Si se aumenta el valor dg manteniéndose por debajo de
los valores asociados al anticruce, el electron se locakzeael fullereno como
una ondas. Para los valores ddJ, en el pequefio intervalo del anticruce, el
electrén es con nado en el &tomo en un estado similar al estafindamental
del atomo libre, mientras que para valores dgy ligeramente por encima del
anticruce, el electrén se relocaliza en el fullereno perdsegez como una onda
p. Este intercambio entre los pesos de las principales ondasgalares puede
ser entonces una forma posible de de nir el valor ddy del cruce evitado.
Véase la gura 3.11(b), donde el switch entre la curva de los pesos de las
ondass y p marcan como valor del anticrucdJ, 0:75,

Queremos hacer hincapié en que la variacién experimental gardmetro
Uo presenta una gran di cultad. De hecho este pardmetro en gaaése ja
de acuerdo a la a nidad electrénica, por ejemplo, para €gy, modelado como
una esfera (de radio dado por la tabl&.3) se tiene Ué"fe 0:32 y para
el Ciso, U{;‘fe 0:29. Para jar este parametro se debe calcular el estado
fundamental de un anico electrén con nado en la molécula dalfereno (mo-
delada por el cascaron de simetria adecuada) en funcionldg El valor de
Ug’,"fe se ja entonces de forma tal queeq(Up) sea igual a la a nidad elec-

54



Capitulo 3. Localizacion del electron de valencia de hidrégeno, litio y sodio
con nados endohédricamente en cavidades de fullerenos

tronica. Una vez hecho esto se pueden analizar las curvas debabilidades
alrededor del vanrUS‘fe y saber, por ejemplo, donde esta localizado el elec-
tron de valencia del compuesto endohédrico, si en el atomoroed fullereno,
y qué tipo de mezcla de ondas angulares presenta. Esto pesniademas,
evaluar cuan consistente es el modelo al variar por ejemploa@cho del cas-
caron, los semi-ejes mayores y menores, o el radio promedé fdillereno,
calculando para estas variaciones un intervalo dé{;‘fe y analizando si en
ese rango de valores dg2'® el sistema muestra el mismo comportamiento.
Hasta ahora, las intersecciones coénicas inducidas por IUA¢l de sus
siglas en ingléd.ight Induced Conical Intersectior), propuestas inicialmente
por M. ’indelka, N. Moiseyev y L.S. Cederbaum, fueron aplicdas a mo-
léculas diatdbmicas en ondas de laser viajeras o estacioasr{running and
standing laser waves[91]. Creemos que con nuestro modelo es posible estu-
diar el acoplamiento entre los modos nucleares y electrémgcen compuestos
endohédricos cuando una interseccion conica entre los ih@geelectronicos es

inducida por ondas laserg2]. Dedicaremos el siguiente capitulo a ello.
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CAPITULO4

Intersecciones conicas inducidas por luz@deo

These light-induced Cls (LICIs) emerge
from the fact that light couples
electronic states and these coupling
involves the vibrational and rotational
degrees of freedom.

Nimrod Moiseyev (1947-presente)

En este capitulo tomamos como punto de partida los resulta-
dos del capitulo anterior y los estudios de intersecciones conicas
inducidas por luz en moléculas diatdbmicas por parte del grupo
de N. Moiseyev y desarrollamos las expresiones para el Hamilto-
niano molecular del compuesto endohédrichi @Cgp €n ausencia

y presencia de un campo laser de luz polarizada lineal. Conta-
mos con todos los elementos tedricos y los codigos desarrollados
para calcular los espectros moleculares mediante el principio de
Franck-Condon teniendo en cuenta las transiciones desde el es-
tado fundamental del Li @Cgp hacia estado excitados (posible-
mente de tipo zwitterionicos Li * @Cg,) y seguimos trabajando
en el célculo de los espectros moleculares teniendo en cuenta las
intersecciones conicas.
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4.1. Introduccidon a las intersecciones conicas
inducidas por luz

Como ya se menciono6 en el capitulo anterior, hasta ahora, lesersec-
ciones cobnicas inducidas por luz (LICI de sus siglas en irgyléight induced
conical intersection) propuestas inicialmente por Nimrod Moiseyev, Milan
'indelka y Lorenz S. Cederbaum 91, 93 95, han sido estudiadas en siste-
mas de moléculas diatdmicas (principalmente sodio) considndo ondas de
laser viajeras o estacionariasriinning or standing laser waves Este capi-
tulo lo dedicaremos a iniciar un estudio que apunta a conoclers efectos de
las intersecciones conicas inducidas por luz sobre las @bitidades de tran-
sicion entre lo estados moleculares da @Cgo teniendo en cuenta posibles
con guraciones de tipo zwitterionicasLi * @Cg,.

Si bien en esta linea de investigacion no hemos obtenido fesdos de ni-
tivos para los espectros moleculares, se tienen importasiteesultados sobre
todo en lo referido al modelado del sistema que sirven comosbegpara la
obtencion de los espectros moleculares. La idea inicial estudiar los efec-
tos de las LICIs sobre el espectro molecular del sistema. Rallo se deben
comparar los resultados obtenidos cuando se tienen en cielas LICIs con
los obtenidos mediante la aproximacion adiabatica que ncetie en cuenta el
acoplamiento entre los modos electronicos y nucleares gewes por la LICI.

La aproximacion de Born-Oppenheimer, presentada en el afi®2r pq],
se ha constituido como una herramienta fundamental para lasualizacion de
los procesos quimicos, ya que permite, mediante la sepabacile los modos
nucleares y electronicos, la representacion de un conjumte nicleos movién-
dose en una super cie de energia potencial creada por loscalenes P2].
Esta aproximacion valida para un gran numero de situacionegiimicas falla
en varios casos muy importantes, sobre todo en fotoquimica tholéculas po-
liatdbmicas, para los cuales el movimiento o0 modos nucleaseslectronicos se
acoplan y aparecen nuevos fendmenos. El acople entre los asoaucleares y
electrénicos se denomina acople vibridnico y tiene lugarmpeemplo cuando
hay una interseccidn conica entre los estados electrénicBstas interseccio-
nes conicas, también conocidas como embudos fotoquimigaisotochemical
funnels), permiten un cruce entre estados en la escala de los femthselos
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[97, 98]. Las observaciones experimentales de las interseccionésicas se
basan en la aparicién de una banda inesperada en el espectitodléctrico
que solo puede ser explicado en base a la ruptura de la aproxaidn de
Born-Oppenheimer en los alrededores de la interseccion icdnque conec-
ta dos estados adyacentes. Esto ha sido descripto inicialme en moléculas
organicas, como el butatrieno o el bencen89 100. En los ultimos afios,
quedd claro que las intersecciones cénicas son una carastiea comun en
la fotoquimica de moléculas organicad(l, 103 y que juegan un rol crucial
en la quimica de moléculas biolégicas como por ejemplo en laéica de
fotoisomerizacion del retindl [103 104.

Estudios recientes de Nimrod Moiseyev, Milan 'indelka y Lanz S. Ce-
derbaum, apuntan a que el fenomeno de LICIs no solo puede anicarse en
moléculas poliatbmicas organicas, sino también en redegiégs de moléculas
diatébmicas P3] y en moléculas diatomicasdl, 94, 95|. Los autores muestran
que las intersecciones coOnicas tienen un gran impacto en jesbabilidades
de transicién entre estados y por ende en el espectro de triaimes vibrioni-
cas por absorcién fotonica Los autores encuentran diferencias signi cativas
al comparar el espectro molecular obtenido en base al pripia de Franck-
Condon con aquellos espectros obtenidos al tener en cuerata LICIs y en
una primera aproximacion sin tener en cuenta las LICIs.

Luego de la visita del Prof. Dr. Nimrod Moiseyev a la FaMAF en @rzo
de 2015, nos propusimos investigar si los compuestos deef@ho endohédri-
cos cuya importancia ya se explicé en la introduccion del dago anterior,
particularizando con elLi @Cgg, exhiben estas diferencias espectrales. A con-
tinuacion mostraremos los avances en términos de modelidacdel proble-
ma y las di cultades de tratamiento numeérico que encontran®y que dejan
abiertas nuevas posibilidades de investigacion.

La idea principal para extender los resultados de LICIs en négulas dia-
témicas a fullerenos de la form& @Cy es que si reducimos el fullereno a su

'El retinal es un cromoéforo (parte de una molécula que desendana un cambio con-
formacional inducido por luz) acoplado a una proteina (opsia) relacionada a la visién en
colores de los animales. El retinal es un compuesto de tipotamina A que al isomerizar-
se en presencia de un fotdén genera el paso inicial de la traeséncia de electrones en la
reaccion que concluye en la activacion del sistema nerviosola vision.

i Aqui, con la palabra espectro nos referimos al término esptoscopico y no a los
autovalores de un operador como en el resto de la tesis.
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centro de masa el compuesto endohédrico podria pensarse @ama molé-
cula diatébmica heteronuclear. Elegimos el caso de@Cg y N0 X @Cgo CON
X = H;Li;Na para hacer uso de la simplicidad numérica de la simetria esfé
rica del Cgg Ya que en ese caso las super cies de energia potencial adiaba
son funciones de la distancia del atom¥ al centro geométrico del fullereno.
Elegimos el compuesto endohédrico con litio ya que hay mushestudios de
H @Csqo Y porque la presencia de los estados de tipo zwitteriénitdo™ @Cq,
vistos en el capitulo anterior podian generar comportamitrs interesantes.
Ademas, comparado con el sodio, el potencial de la E8.4) de la subseccion
3.2.2del capitulo anterior tiene una forma mas simple y depende da sélo
parametro con una interpretacion fisica directa.

Aunque originalmente pensamos que el compuesto endohédrpresen-
taria grandes similitudes con las moléculas diatobmicas honucleares consi-
deradas por el grupo de Moiseyev, nuestro sistema resultd ssencialmente
diferente en dos aspectos. En primer lugar, para el caso deléoolas diatomi-
cas homonucleares, gracias a la simetria de las funcionesuéda electronicas,
es posible considerar s6lo dos curvas de energia potencabpresolver los
estados adiabaticos nucleares. Esto quiere decir que laeirsteccién conica
s6lo acopla dos estados electrénicos, mientras que paraahpuesto endo-
hédrico el acople involucra al menos tres estados electgds. En segundo
lugar, en el caso estudiado por Moiseyev y coautores, la farde la matriz
del operador dipolar permite construir bloques diagonalgs desacoplar los
modos de Floquet, lo que posibilita restringirse al espacit®e un solo foton
absorbido o emitido. En nuestro sistema la forma de la matridel operador
dipolar di culta la construccion de bloques diagonales dasoplados y por
ende, en principio, la restriccion al subespacio de s6lo wtdn absorbido o
emitido no es una aproximacion valida.

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la seatib.2 desa-
rrollamos la expresion para el Hamiltoniano molecular adigético delLi @Cqg
en ausencia de campo, mientras que en la seccib@llegamos a la expresion
del Hamiltoniano para el compuesto endohédrico sometido a laser de luz
polarizada lineal. En la secciénrt.4 mostramos que eligiendo otras expresio-
nes (razonables y que respetan las simetrias del problemaya el campo
eléctrico y la posicion del atomo de litio se reobtienen logsultados de la
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seccion4.3". Finalmente en la secciért.5 resumimos lo hecho y esbozamos
algunas perspectivas a futuro.

4.2. Hamiltoniano adiabatico para Li@Cgp €n
ausencia de campo

Siguiendo los lineamientos de la secci@?.2del capitulo anterior, el Ha-
miltoniano para el electrén de valencia del litio encapsuda en una molécula
de Cgo (siempre en unidades atébmicas) esta dado por

o 1@ 1 @ . @ 1 @
H(r’ ) ’R) z@ W@ Sin @ + m@+
Vi (K S R))+ Ve (r) (4.1)

donde la posicion del electrén de valencia del litio esta megentada en coor-
denadas esféricas = (r; ;' ) cuyo centro de coordenadas esta ubicado en
el centro geométrico del fullereno. Al igual que en el capituanterior r y R
denotan la distancia del electron y del ndcleo de litio al ca geométrico
del fullereno. Notar que debido a la simetria esférica plaadamos el Hamilto-
niano para la funcion de onda reducida (funcion de onda onigl multiplica-
da por r) por lo tanto el elemento de volumen edV = dr sin d d° y no
dV = r2dr sin d d'

Como el sistema es esféricamente simétrico podemos pensia & atomo
de litio se ubica en el eje. En ese caso la distancia entre el electron y el
nucleo cargado positivamente esta dada por

Nr i R)=j* sz:pr2+R2 2rR cos ; (4.2)

y la interaccién del electron de valencia con el carozooore nuclear (nu-
cleo apantallado por los electrones de la cafa?), que hemos denotado por

il Esta seccion es netamente aclaratoria y su lectura por lo tan depende de si el lector
tiene un particular interés en ahondar sobre la equivalena entre ambas expresiones para
el campo eléctrico, de hecho esta seccion surgié a partir deypedido del Prof. Dr. Nimrod
Moiseyev y hemos decidido incluirla aqui s6lo por completitd.
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VL (Hr; ;R)), esta dada por

Vi (Hr; ;R)) = (Z N+ N1+ me?" (4.3)

donde la carga nuclear eZ = 3 y el nimero de electrones en alore es
N. = 2. El pardmetro = 1:6559describe la carga efectiva dedore 1s?, es
decir que este potencial modela estados de la forrst nl.

En esta parte de la tesis decidimos probar otra forma funciahpara la
interaccion con el fullereno, denotada poYg (r), mas suave que el modelo
de tipo cascardn y que tiene en cuenta que el efecto del fudleo no es algo
totalmente localizado £3]

Tl

2
r RCGO

VE(r) = Uge ; (4.4)

dondeRc,, es el radio promedio del fullereno (promedio de las distaaside
los atomos de carbono al centro geométrico del fullereno)l iyual que en
el capitulo anterior2 es el ancho asociado al fullerenoly, la profundidad
efectiva del pozo gaussiano calculado para ajustar la a rad electronica del
Cso- Nosotros tomamosR¢,, = 6:507 (promedio de distancias utilizando las
posiciones dadas en la referenci@7/) y 2 = 1 :25 con lo que se obtiene
Up = 0:422 Por mas que este modelo arroja resultados muy parecidos al d
cascaron esférico el tratamiento numérico de las condicgsnde contorno es
mas simple pues no se debe tener en cuenta la continuidad dedéivada
logaritmica en los extremos del pozo del cascaron.

Como el Hamiltoniano de la Ec. 4.1) es invariante ante rotaciones en
el eje z sus autoestados electronicos,m (r; ;' ;R) pueden expandirse en
la base de las autofunciones normalizadas de la componentgdel momento
angular (',

n;m (r; ; I ) R) n;jmj(r; ; R)Sr;: ; (4-5)

donden=1;23;::; m=0; 1, 2:y njmj(r; ;R) son las autofunciones
del Hamiltoniano dado por
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i 1 1 1 . ., 1
HUM(r; ;R) = E% o2 SIT@@D sin @@ J mszinz +
Vi (M SR+ Ve (r) (4.6)

Los autovaloresE . jnj(R) asociados a las autofunciones,.jm;(r; ;R) sir-
ven como potenciales en la ecuacion de Schrédinger nucleatependiente
del tiempo que describe el movimiento roto- vibracional debre de litio en-
capsulado dentro delCgy. Notar que como los autovalores dependen ¢i@j2
entonces aquellos com =0; 1; 2;::son degenerados.

El Hamiltoniano nuclear adiabatico, en unidades atdmicassta dado por

1 @ N C2( s u)
2 Lizcey @R 2 ¢, R?
Vi+ ceo(R) (4.7)

HM™(R: o) = + Engjmi(R) +

donde V- ¢, (R) es la interaccion entre el ion de litio y el fullereno (que
seria el equivalente a la interaccion inter-ndcleo en la aptimacion adiabatica
para una molécula) y i-c,, €s la masa reducida, de nida pold= |i—c,, =
I=my; +1=mc,,.

Si conociéramos€E,jmj(R) + Wi+ ¢4 (R) podriamos resolver el Hamilto-
niano nuclear y obtener asi los autoestados paraoelre Li * . En las siguientes
subsecciones mostraremos como calculag;jmj(R) Y Vii+ ¢ (R).

4.2.1. Interacciéon entre el core de litio y el fullereno

En el desarrollo del trabajo que sent6 las bases del capitaloterior ja-
mos la posicion del endodtomo como el minimo de un potencial dennard-
Jones con parametros obtenidos de las referenci@8 BO]. En general los
parametros de Lennard-Jones son elegidos a los nes de repr@d alguna
medicion experimental o céalculos de teoria del funcional medad o DFT
por sus siglas en inglésDensity Functional Theory). En lo que sigue mos-
traremos los ajustes obtenidos de nuestro célculo de DFT cehprograma
cp2k [103. Para los calculos DFT tomamos como base para los atomos de

63



Capitulo 4. Intersecciones conicas inducidas por luz émn @Cgg

carbono DZVP-GTH-PADE con potencial de tipo GTH-PADE-g4 y ara el
litio DZVP-GTH-PADE con potencial de tipo GTH-PADE-g3. Los atomos
de carbono se ubicaron en las posiciones dadas en la refesef1d).

Se calculé la energia para una grilla de puntos espaciales patir de
eso hicimos dos tipos de ajustes para la interaccidy + ¢, (R) obtenida por
DFT: mediante un potencial de tipo Lennard-Jones y otro de tip Bucking-
ham con cada uno de los 4tomos de carbono.

La interaccion de Lennard-Jones esta dada por:

X 12 6
W (%) = v (% %)) 5 vu(r)=4 T T , (4.8)
i=1
dondex es la posicion del a&tomo con nadox; es la posicion del-ésimo atomo
de carbono extraidas de la referenci@q] y el par , son los parametros de
Lennard-Jones ajustados para la interaccidhi  C. Notar que el potencial
de Lennard-Jones diverge en la posicion de cada atomo.
Los parametros de Lennard-Jones obtenidos fuerdn= 4:6527 10 3y
= 3:4759
También ajustamos la interaccion con un potencial de Buclkgmham,
X C
W (%) = Ver (iX  %j) ; Vvep(r)= Ae ® —
i=1

(4.9)

6 ;

-~

dondex y % estan de nidos de la misma manera que para el potencial de
Lennard-Jones yA; B; C son los parametros de Buckingham ajustados para
la interaccion deLi  C.

Para los parametros de Buckingham obtuvimo#\ = 107:9766 B =
2:3394y C =52:4739

Los dos ajustes hechos a lo largo del ejese muestran en la gura4.l
donde puede verse que el potencial de Lennard-Jones divergelas posi-
ciones de los atomos de carbono. También puede verse que étmmal de
Lennard-Jones sobreestima la barrera de potencial del fud@o que queda
mejor representada por el potencial de Buckingham. Sin emba, el poten-
cial de Buckingham no presenta la impenetrabilidad del n(eb de carbono y
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0.25
0.2
0.15

vV 0.1
0.05

Figura 4.1: InteraccionesLi C obteni-

das parali @Cgo mediante un ajuste de
los calculos de DFT (curva negra con pun-
tos) por un potencial de Lennard-Jones
(curva anaranjada) y uno de Buckingham

(curva magenta).
-0.05F

debemos imponer esta condicidon con una barrera in nita de famcial loca-
lizada en algun radio, por ejempldRc,, = 6:507 0 algun radio menor. Cabe
aclarar que si bien los célculos de DFT se hicieron con atommsutros en
fullerenos neutros sirve como primera aproximacion para lateraccion de
Li®* C.

Es importante mencionar que en las secciones siguientesepasque el
ajuste obtenido por el potencial de Buckingham es visiblemte mejor he-
mos aproximadoV;- ¢, (R) con la interaccion proveniente del ajuste de
Lennard-Jones. Hicimos esto por simplicidad y para poder cparar con los
resultados del capitulo anterior y de la literatura, ya que lepotencial de
Lennard-Jones por sus conveniencias huméricas es mucho nseda que el
de Buckingham. Las curvas de potencial para el nucleo en laragmacion
adiabatica usadas a la hora de resolver efectivamente lotades del Hamilto-
niano de la Ec. @.7) serian, por supuesto, las que mejor ajustan los célculos
de DFT (Buckingham).

4.2.2. Curvas de energia potencial

Con el objetivo de calcular los estados electronicos que daigar a las
curvas de energia potencial hicimos calculos variaciorslesando como base
funciones de B-Splines para expandir.jmi(; ;R)
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O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1

Figura 4.2. Primeros siete niveles de io-
nizacion conm = 0 para el atomo de li-
tio libre con nado en una cavidad esféri-
ca de radio50 en funcién de la distancia -0.1
al origen de coordenada®. Las energias E B =
experimentales se muestran como puntos -0.15— -
rojos obtenidos de la referenciall0g y - -
el ancho aproximado del fullereno dado _Q 2

-0.05 =

por [Rcy, iRcg + 1 esta represen- 5 4
tado por lineas grises cortadas. oo —Ln L 111
) 5 10 15 20 25 30
R
X
mimi(h R) = @) Bix(r) Bg( ) (4.10)

i
donde se uso la misma notacion que el el capitulo anterior,rvecs. (3.9),
(3.10 y (3.1)) de la secciorB.2.2 También usamos funciones B-Spline de or-
den siete, es decir quk = K = 7, de nidos en los intervalosr 2 [0; rmax = 50]
y 2 [0; ]. El tamafo de la base fue elegido para obtener los resultadites
las energias de ionizacion experimentales del atomo deolitibre cuando se
varia la posicionR respecto del origen de coordenadas en el intervalo de in-
terés (esto equivale a resolver el problema de litio con nacen una cavidad
esférica de radid0 variando la posicion del litio). Las energias de ionizacién
obtenidas param = 0 con una base d&\ = 70 B-Splines tanto radiales como
angulares se muestran en la gurd.2junto con las energias exactas (puntos
rojos) y el ancho aproximado del fullereno dado pdRc,, iRcg, + ]
(lineas grises cortadas). A partir de esta gura podemos ifir que la ba-
se empieza a fallar para estados excitados recién p&a 17, concluimos
entonces que la base es muy buena para nuestros propositos.

Las curvas de energia potencial para el Hamiltoniano de la .Hgl.6) se
muestran en la gura 4.3 donde puede verse gque la curva con energia mas
baja es la asociada &n-1;jm=0j(R), €l primer estado excitado doblemente
degenerado e& -1 jm- 1j(R), y el segundo estado excitado &5,-, jm=0j(R)
que enR = 0 es degenerado COE,-1;m- 13;(R). Notar que paraR = 0
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-0.1- = Figura 4.3: Niveles de energia electr6-
] nicos para Li @Cgo en funcion de R,
E con m = 0;1;2 (curvas negras, azu-

-0.2= les y verdes respectivamente). El an-
cho aproximado del fullereno dado por
[Rceo 'Rce + ] esta representado
-0.3 -1 por lineas grises cortadas.

P RERT N A TR A T N
0510][?5202530

el sistema tiene simetria esférica y por lo tant&,-1 jm=0;(R = 0) es un
estado2s y En=2;jm=0j(R = 0) Yy En=1;jm= 3(R = 0) son estadosZp con
m=0y m= 1respectivamente. En la gura ademas se muestra el ancho
aproximado del fullereno.

El potencial total que veria el nucleo dado por los terminds,m;j(R) +
Vii+ ce(R) del Hamiltoniano de la Ec. ¢.7) y tomando comoVi+ ¢, (R)
el potencial de Lennard-Jones obtenido en la seccidr?.1 se muestra en la
gura 4.4(a) junto con el potencial de Lennard-Jones y los dos niveldse&tro-
nicos mas bajos. En la gurad.4(a) puede verse que en primera aproximacion
el nacleo se ubicaria en el minimo de la curé.o(R)+ Vii+ ¢, (R) enR 3.
Recordar que para los isbmeros deg, en el trabajo previo habiamos obte-
nido que el nicleo se ubica a una distancia 3:5 del centro geométrico del
fullereno, como gura en la tabla3.4 del capitulo anterior. Notar ademas que
hay un segundo minimo del potencial fuera del fullereno en 10. Como
ya se dijo en la seccion anterior esta gura se confecciontoel potencial
de Lennard-Jones como una primera aproximacion al problemamsimpli-
cidad y para poder comparar con los resultados del capitulatarior y de la
literatura.

Con todo esto disponemos de los elementos necesarios paleuts los
autoestados nucleares y por lo tanto conocer los estadosaduditicos del com-
puesto endohédrico como un todo. Para ello hicimos una exgém variacio-
nal de la funcion de onda nuclear (también en funciones de Piaes) cuyos
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Figura 4.4: (a) Curvas de energia potencial para el nicleo de litio encapsula-
do en una molécula deCgo dadas porEpjmj(R) + Vii+ ¢4 (R) y calculadas con
el estado electronico fundamental y primer excitado mas una intexccién de tipo
Lennard-Jones (curva roja y verde respectivamente). Se muesin ademas los es-
tados electronicos fundamental (curva negra) y primer excitadqcurva azul) y el
potencial de Lennard-Jones (curva gris) ademas del ancho apiiaxado del fulle-
reno dado por[Rc, iRce, + ] (lineas grises cortadas). (b) Esquema de niveles
adiabaticos asociados a las curvas de energia potencif,o(R) + Vi i+ ¢4, (R) Y
E11(R) + Vii+ ¢4 (R) (curvas roja y verde al igual que en el panel (a)).

resultados no se muestran aqui, sin embargo, siguiendo gstecedimiento
se obtienen niveles energéticos que pueden representacdgeslas curvas de
potencial obtenidas tal y como se esquematiza en la gura4(b). La inter-
seccién conica ocurre cuando las curvas de energia potdre@acruzan y hay
por lo tanto un acople entre los modos nucleares y electroosc

En la referencia 107 los autores comparan las curvas de energia potencial
obtenidas para atomos alcalinos encapsulados por fulleosnusando aproxi-
maciones de la teoria del funcional de la densidad local (LOfe sus siglas
en inglés). Muestran que las curvas obtenidas para la inte@énLi™ Cg
tienen pocas diferencias con las obtenidas pata™ Cg, pero si dieren
respecto de las obtenidas parhi  Cgo, Ya que estas Ultimas presentan un
minimo enR = 0. Queremos hacer énfasis en que nuestros calculos para las
curvasEn.jmj(R)+ Vii+ cg(R) usando un método variacional paré&.jmj(R)
y aproximandoV,;+ ¢, (R) por los datos obtenidos de los célculos DFT para
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atomo neutro encapsulado por fullereno neutro y ajustadosmt un potencial
de tipo Lennard-Jones muestran un comportamiento muy similaal de los
calculos DFT paralLi*® encapsulado en urCg, de la referencia07.

4.3. Hamiltoniano para Li @Cgy Sometido a un
campo laser con polarizacion lineal

En esta seccion veremos como escribir el Hamiltoniano pataempuesto
endohédrico inmerso en un campo laser polarizado linealrteesiguiendo los
trabajos del grupo de Moiseyevdl, 93 95, 108 109.

4.3.1. Hamiltoniano electrénico

La interaccion del electrén de valencia del litio en el compsto Li @Cgg
con un laser de luz polarizada linealmente esta dada per E, donde

E=(Ex= osin gcos(t );Ey, =0;E, = (cos g cos(t)) (4.11)

siendo! la frecuencia del laser. En lo que sigue despreciamos el tefale
prender y apagar el laser y pensamos que la duracién del pudsolo su cien-
temente larga como para asumir que la onda es continua. Notguwe el angulo

e determina el angulo entre el eje del compuesto endohédrida linea que
conecta la posicion del nacleo de litio y el centro d€lsg) que hemos tomado
como ejez y el eje de polarizacion de las ondas del laser. Los paramstro
Ry g dan los dos grados de libertad necesarios para la existendeauna
interseccion conica.

El Hamiltoniano para el electrén de valencia deli del compuesto en-

dohédrico Li @Cgp interactuando con luz polarizada linealmente esta dado
por

HY (r 35t SR 0f) = HI™(r 5 R) + od( e)cos(t);  (4.12)
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donde el operador dipolo esta de nido como

d( g)=r sin cos sin g+ r cos cos g : (4.13)

Usando como base las autofunciones d(r; ;' ;R) dadas por la Ec.
(4.5 entonces la matriz del HamiltonianoH"?(r; ;t ;R; ¢;!) de la Ec.
(4.12) tiene elementos de matriz dados por

HY (GRS 031 )memosnmy = D nomo(r; SR)JHY (1 55t SRS 03 1)i nm (155 R i
= En;jmj(R) n%n mom *

o coslt ) Dmomo:(nm)(R; €); (4.14)

conh::i,. . indicando integracion sobredV = dr sin d d' . Los elementos
de matriz del operador dipolar son

D (nemo;mm)(Ry ) = D nomo(r; ;R )J@( )] nm(n ;R)ip;

1 . . (n©
= 5sin gh |§2;,’nm)o)( mem+1 * mem 1)+
CcOoSs Ef‘IZIEE,Omm)O) mom ; (415)

donde si .jmj(r; ; R ) denotan las autofunciones del Hamiltoniano de la Ec.
(4.6) entonces

hiom? = 1 nojma(r; sR)IFSin j wjmi(r iR )i ; (4.16)
y
I'Z'Ezomm)cy) = h nojmg(r; ;R)Jrcos j njmi(r; sR)I; (4.17)

conh:::i indicando integracion sobredV = dr sin d . Notar queh |Eﬂomm)o) y

. (n% .
hzi ("™ son funciones deR, como puede verse en la gurd.5.

(nim)
La forma explicita de la matrizD restringida al espacio de las funciones
nimj(h ;R)conn=1,m=0,n=1,m= 1yn=2;m=0, es decir

tomando Unicamente las funciones con energias electrosicads bajas (ver
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Figura 4.5: Elementos de matriz del operador dipolo en funcién dR. (a) Elemen-

tos diagonaleszi 88; (curva azul), tei gi; (curva verde) y tei ggi (curva anaranja-
da). Notar que la forma asintética esrzi ™™) = R como indica la linea gris oscura

(m;m) ~

cortada. (b) Elementos no diagonalesh |8(1); (curva negra), h |g(l);

y hzigfg; (curva violeta). En ambos paneles se muestra el ancho aproximaditel
fullereno dado por[Rc, ;Rce, + ] (lineas grises claras cortadas).

(curva roja)

gura 4.3) queda

cos g heify S2Ehiy; SEhiy} cos e tzizg

sin + 1,0 Ll sin 11
D:%TEh'l;l cos g heig; 0 Ehiyg

2
S0 higd 0 cose hziy; ¥LE higg
cos g fzizy = hizg e hizg cos g lwidy

(4.18)

Los elementos de matriz del operador dipolo en funcién Bese muestran
en la gura 4.5 donde los elementos diagonales pueden verse en la gura
4.5a) y los elementos no diagonales en la gurd.5b). Notar que lejos de
la region del fullereno, paraR & 20, los elementos diagonales tiendenRy
los no diagonales a una constante.

Si de nimos

jogi = n=im=0(r; ;R) ; (4.19)
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. 1
jer = p_éf n=1;m=1(r; ' R) n=1:m= 1(n sR)g ; (4.20)

joei = h=2;m=0(r; ;R) ; (4.21)

entonces la matrizD en la basefj Ogi;je+i;jOei;je ig tiene la siguiente
forma

OcosEhziiég B-£ hiy) cos e teigg '
D = e hiy] coseteiyy SBEhigg 0 g (4.22)
os g feizy SBEhijp cos e hzijg 0 ' '
0 0 0 cose feity

Esto signi ca que los estados com = 0 se acoplan a una combinacién lineal
especi ca de los dos estados excitados degeneradosrtcenl;m = 1 dada
por je +i. Al no acoplarse con el estadge i la dimension efectiva del
subespacio elegido € 3y esta dado por la basdj Ogi;je+i;]Oeig.

4.3.2. Hamiltoniano molecular

La matriz del Hamiltoniano nuclear para el compuesto endotgco Li @Cgg
sometido al campo laser en la badgOgi;je+i;jOeig estd dado por

H(r;t)(no;mo);(n;m) = H(L?;jmj)(R; E; Li) n%n mom *
0 D(nomoy:(mm)(R; g)cos(t ) ; (4.23)

donde H™™(R; £;' i) es el Hamiltonino adiabatico nuclear dado por la
Ec. (4.7).

En el marco del formalismo de Floquét [110 se obtiene un Hamiltoniano
independiente del tiempo. Este abordaje se llama aproximén no adiaba-
tica en la representacion de estados vestidosof-adiabatic dressed picture

v Cuando el pulso laser es su cientemente largo la dinamica pde calcularse usando las
cuasi-energias de Floquet.
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representatior). Para ello se toma como baske™ jOgi; €™ je+i;e" jOeig lo
gue permite escribir la matriz del Hamiltoniano de la siguige manera

)
- 1 @ C2( 6 w)
(0] diabat — Li» Li
HEi @és:)a:Igslgcr) - 2 Li=C 0 @R + 2 Li=C &0 R2 + VLi* Ceo(R) I+

Vno adiabatico .

(4.24)

dondeV "o adiabatico g |3 matriz del potencial @ es la matriz identidad en el
mismo espacio qué&/ "° adiabatico

Si denotamos pojei; je alguno de los estados electronicigi;je+i;j0ei;je ig
los elementos dé/ "° adiabatico gy

\Vj no adiabatico
n%e%n:e

Ee(R) eve+ In |’E(]el non *

S1EIDE (nones + nom 1) ; (4.25)

donden es el nimero de fotones absorbido por el compuesto endohemlri
Los elementos de matriz explicitos dg "o 2adiabatico ggn

0 1
E 21 2$D 0 0 0
3 E !l 3D 0 0
\/ o adiabatico — 0 D E D 0
2 2
0 0 2D E+!l =2
0 0 0 4D E+2!I
(4.26)
donde E es la matriz diagonal cuyos elementos son las energias de daeb
electrénica elegida, en nuestro caso
0 1
Eowy O O
E=%0 E. 0XK: (4.27)
0 O Ege
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La matriz V"o adiabatico tiane yna estructura tridiagonal matricial, con
acoplamiento dado por la matriD restringida al subespacidj Ogi;je+i;]Oeig.
Si la matriz D tuviera ceros en la diagonal entonces podriamos llevar la ma
triz v no adiabatico 3 ng forma de bloques desacoplados como en la referencia
[94]. En nuestro caso la forma obtenida para la matriD no nos permite
construir V"o adiabatico comqo ploques diagonales desacoplados. Es importan-
te aclarar que los elementos diagonales no nulos apareceidiz a la paridad
no de nida de la funcidn de onda electronica de la Ec4(5). Notar que el Ha-
miltoniano de la Ec. @.6) no es simétrico respecto al intercambio!

Esto implica que la funcion de onda no tiene paridad de nidaespecto a la
variable y por lo tanto no podemos garantizar que al calculdrzigzém ob-
tengamos valores nulos excepto cuandoaalre de litio se localiza en el centro
geomeétrico del fullereno, como puede verse en la gudai(a).

Para resolver el problema buscamos si habia alguna transf@cion que
pudiera llevar la matriz D a tener elementos nulos en la diagonal. También
pensamos que si los elementos diagonales fueran pequefdsigmos hacer
teoria de perturbaciones incluyendo los elementos de la glimal como una
perturbaciéon y los demas elementos como parte del Hamiltanio Hy pero
al comparar los elementos diagonales con los no diagonaledae gura 4.5
vemos que los elementos diagonales son comparables (imciuayores) que
los no diagonales.

El Hamiltoniano HP 202020 de la Ec. (.24 con V"o adabatico dadg
por la Ec. (4.26 puede resolverse variacionalmente para la funcion de onda
nuclear (sobre el subespacio de funciones de onda electasielegido) trun-
cando la matriz a una cierta cantidad de fotones absorbidos (o emitidos).
Hicimos esto y buscamos un conjunto de parametrgs o) que desacople
los modos de Floquet. Tampoco obtuvimos resultados conchmnges, por lo
gue no los mostramos aqui.

Queremos enfatizar que en los trabajos del grupo de Moisey&ra molé-
culas diatdbmicas homonucleares la simetria de las funcisrae onda electro-
nicas permite considerar solo dos curvas de energia potahpiara el nucleo.
Esto quiere decir que la interseccion conica sélo acopla dmstados electro-
nicos y no al menos tres como en nuestro caso (ver E€.2Q)). Ademas, en
el caso que ellos analizan la forma de la matriz del operadapalar permi-
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te construir bloques diagonales y desacoplar los modos dedtlet. Es por
eso los autores pueden restringirse al espacio de solo urdrioabsorbido o
emitido.

4.4. Aclaracion sobre la forma del campo

Hasta ahora calculamos las funciones de onda electronicasael electrén
de valencia de un atomo de litio con nado en la cavidad d€g, como las
soluciones del Hamiltoniano dado por las Ec4(1) y (4.6) para cualquier
distanciaR entre el centro geométrico de la molécula de fullereno y elahéio
deLi. Debido a la simetria del problema consideramos que el atom®Li se
mueve sobre el eje. La posicion del nucleo de litio entonces puede escribirse
como R = (0;0;R) y al agregar el pulso laser elegimos un campo con
componentey nula (ver Ec. (4.11)).

Mostraremos ahora que tomar el campo en una posicion genancres-
tringir el movimiento del atomo de litio al ejez equivale a tomar un campo
en el ejez y dejar que el litio se mueva a lo largo de un eje cualquiera. &d
mas veremos que la matrib obtenida en ambos casos es igual a la obtenida
en la seccion anterior. Como ya se dijo esta seccion es netaf@eaclaratoria
y su lectura por lo tanto depende de que el lector tenga un partlar inte-
rés en ahondar sobre la equivalencia entre ambas expressopara el campo
eléctrico.

Comenzaremos considerando un campo de la siguiente forma

E =(Esin gcos g;Esin gsin' g;Ecos g) ; (4.28)

como el que se muestra en la gurd.6.

Mostraremos que hacer una rotacion de forma tal que el nuevanepo
esté en el eje es equivalente a lo que hemos hecho hasta ahora. Al hacer
esta rotacion el atomo de litio pasara a estar localizado efgana posicion
geneérica, esto quiere decir que

RR = RyRL = Ra(R2) : (4.29)

Ademas, la matriz de rotaciénR;, asociada a esta operacion debe satisfacer
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Figura 4.6: Posicién del &tomo deLi en el fullereno y un campo genéric .

gue el campo rotado esté a lo largo del eze

ER = E2= R4E; (4.30)

donde el sombrero denota versores (vectores unitarios) y lperindiceR
hace referencia al vector rotadd) es el versor que de ne el eje alrededor del
cual se hace la rotacion que es normal al plano que contieng \ectoresE y

2

A=(sin'g; cos g;0): (4.31)

Una rotacién anti-horaria alrededor de este versor en un amg esta
dada por la siguiente matriz
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n
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Figura 4.7: Rotacion del campoE hacia el ejez.
0 - - - 1
cos +sin?' g(1 cos ) sin" g cos g(1 cos ) coS' g Sin
Ry = % sin'gcos g(1 cos ) cos +cos’' g(1 cos ) sin' g sin
cos' g Sin sin' g sin cos
(4.32)
Como la rotacién que buscamos lleva el vectdét a 2 entonces = ¢
(ver gura 4.7) y la matriz toma la siguiente forma
O - 2 . . 1
cos g +sin“" g(1 cos g) sin" g cos g(1 cos g) cos' g Sin g
Ra = sin'gcos g(1 cosg) cosg+cos? (1 coSg) sin' g sin g
coS g Sin g sin' g sin g COS g

(4.33)

Si con esta matriz rotamos el vector posicion del atomo deititR,R; =
Ra(R2) obtenemos
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0 . 1
CcoS' g Sin g
RR=R® sin'csin X : (4.34)
COS g

Los angulos para el vector posicion del litio rotado se relapan con
los angulos del vector campo inicial de la Eel.28 de la siguiente manera:

"Li="g+ VY L = e.Podemosentoncesreemplazag! | ycos g!
cos' i, sin' g ! sin' | en la matriz de rotacion de la Ec. 4.33
0
cos  +sin?' (1 cos ) sin' ;j cos' (1 cos ) cos' sin
Rp = %) sin' jcos (1 cos ) cos +cos?' (1 cos ) sin'ysin
CoS' | Sin sin' | sin COS (|
(4.35)

Siguiendo la seccion 7 del capitulo 17 de la referen@d][ la transforma-
cion para la matriz dipolarD es

D {homoyum) = E h nomo(r; ;' 5 R)jf RusX + Ragy + Raszgj nm(r: ;' R)I ;
(4.36)
donde (r; ;' ) denota las coordenadas electronicas no rotadd®; son los
elementos de la matriz de rotacioR, y E es la magnitud del campdE =
o cos(t ).
Usando la forma explicita de los elementd?; obtenemos

D{\;O;m");(n;m) = h no;mo(r; . ;R)j (Sin Li COS' (; X +sin Li sin' iyt
COS | Z)J n:m (r; . ;R)i . (4.37)

Teniendo en cuenta la funcion de onda de la Ec4.§) y las expresiones
de las Ecs. 4.16 y (4.17) se puede ver que
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. , . 0;
D themo:nm) (R 1is' 1) = 5SIn Li cos Lih IEQ;mm)O’( mom+1 + mom 1)
1 . . (no
t5sin sin' ih |Ez;r’nm)o)( mem+1  mom 1)+
(RO
cos ;i {n " nom (4.38)
donde por simetria podemos tomar |; = 0 y recordando que [ = ¢

reobtenemos la Ec.4.15.

Concluimos que, tal y como esperabamos, la matr2 obtenida es la
misma si modelamos el sistema con el atomo de litio en el jg un campo
con componentey nula que si modelamos el sistema con el atomo de litio en
cualquier lado y el eje de polarizacion del campo en la coondéa z.

4.5. Resumen, conclusiones y perspectivas

Hemos desarrollado las expresiones para el Hamiltoniano lecular del
compuesto endohédrichi @Cgp €n ausencia de campo y para el compuesto
sometido a un campo laser de luz polarizada lineal. El objeti de este tra-
bajo era poder comparar el espectro para el compuesto endiii@ obtenido
a partir del principio de Franck-Condon con aquellos espeot obtenidos al
tener en cuenta las LICIs y en una primera aproximacion que rene en
cuenta las LICIs. Sin embargo nos encontramos con ciertascditades nu-
méricas que aparecen como consecuencia de que la estruatierdloques del
Hamiltoniano H P 20020 de la Ec. (4.24) con V" adabatico dado por la Ec.
(4.26 no permite aplicar métodos similares a los usados por el g de
Moiseyev.

Aunque no pudimos llegar a resolver el espectro considerand intersec-
cion conica, tenemos todos los elementos para calcular lepextros mediante
el principio de Franck-Condon o también haciendo una primarmproximacion
sin tener en cuenta las intersecciones conicas, ya que etglal de estas dos
aproximaciones a los espectros (explicados en la referari@il]) involucra las
funciones de onda adiabaticas que se pueden obtener comoxpéic® al nal
de la subsecciod.2.2 Vale la pena mencionar que el célculo de los espectros
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Figura 4.8: Transiciones entre los esta-
dos adiabéaticos de la gura 4.4(b), es
decir aquellos estados obtenidos a par-
tir de las curvas de potencialE1.o(R) +
Vi+ ceo(R) Y Epna(R) + Vii+ g (R)
(curvas roja y verde).

moleculares esta basado en el célculo de probabilidades dmsicion dadas
por la regla de oro de Fermi entre los estados asociados a las/as de ener-
gia potencialE,.jmj(R) + VLi+ ¢4 (R), como se representa en el esquema de
la gura 4.8 que completa lo presentado en la gurd.4.

Podemos a rmar entonces, que los avances obtenidos en Iceriefo a la
modelizacion del problema, constituyen un primer paso hacia obtencion
de los espectros moleculares. Esta linea de investigaci@mtmta abierta y
seguiremos trabajando en ella. Una posible perspectiva duto ademas del
calculo de los espectros moleculares es el analisis deltefde la polarizacion
de la luz (lineal, circular o eliptica) sobre el espectro metular (ver referencia
[94]). Otra, el andlisis de la in uencia de la presencia de inteecciones conicas
en la dindmica de la funcion de onda molecular, con posibldfnaamientos
del eje de la molécula con el campo externo, como fue reportado en las
referencias 95, 111] para moléculas diatomicas homonucleares. También se
puede estudiar el cambio en las fases de Berry (fases topmag) del sistema
molecular al moverse en un contorno cerrado del espacio da garaciones
alrededor de la interseccién conicd 11].

Queremos hacer especial énfasis en que, como ya se mencioria sub-
seccion4.3.2 si bien originalmente pensamos que el compuesto endohéalri
presentaria grandes similitudes con las moléculas diat@as homonucleares
consideradas por el grupo de Moiseyev, resultd ser esems@ite diferente. En

VLinea entre el ndcleo de litio y el centro geométrico del futreno.
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el caso de moléculas diatobmicas homonucleares, la simettéalas funciones
de onda electrénicas permite considerar sélo dos curvas dergia potencial
para el nicleo lo que signi ca que la interseccion conica gta solamente dos
estados electronicos, mientras que para el compuesto englitico el acople
es de al menos tres estados electronicos. Ademas, en el camo apalizan
Moiseyev y coautores, la forma de la matriz del operador dilao permite
construir bloques diagonales y desacoplar los modos de Flefy Al lograr
desacoplar los modos de Floquet los autores pueden restiieg al espacio de
solo un fotén absorbido o emitido, cosa que nosotros no podethacer o al
menos no de manera directa. Por todo esto, si bien la resofurcidel sistema
endohédrico sometido a un campo laser conlleva algunas dilades, abre
un abanico nuevo de posibilidades sobre las que seguimogatigando.
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CAPITULOD

Huellas de las interacciones de corto y largo alcance en
las entropias de entrelazamiento de moléculas de Wigner
de dos particulas con nadas en trampas cuanticas
bidimensionales

A dilute system of electrons interacting
through long-range Coulomb forces has
been predicted to form a periodic solid
known as a Wigner crystal.

En abstract de la referencia 112.

En este capitulo estudiamos las ocupaciones y distintas entropias
del estado fundamental de dos particulas en trampas armonicas
anisotropicas. Para ello presentamos un método que permite cal-
cular el espectro y distintas entropias en el limite de interaccion
fuerte para distintos potenciales de corto y largo alcance. En-
contramos que, en el caso de interacciones de largo alcance, las
entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de entropias
de Rényi son nitas para trampas anisotropicas y divergen loga-
ritmicamente cuando la trampa es isotrépica. En el caso de corto
alcance obtuvimos que las entropias divergen para cualquier valor
del pardmetro de anisotropia e interpretamos estas divergencias
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entropias de entrelazamiento de moléculas de Wigner de dos particulas
con nadas en trampas cudanticas bidimensionales

de forma cualitativa en base al principio de incertidumbre de
Heisenberg. También mostramos que cuando la matriz densidad
reducida de una particula tiene soporte nito las entropias de
Rényi presentan un comportamiento no analitico.

5.1. Introduccion a las moléculas de Wigner y
motivacion

En los ultimos afos, la fisica de sistemas de particulas coadas ha
atraido el interés de investigadores de diferentes areasdrabajan tanto en
el campo tedrico como el experimental L3 114. También ha cobrado gran
importancia el estudio cualitativo y cuantitativo de las melidas de entrelaza-
miento y entropias cuanticas4, 115 116. En este capitulo nos enfocaremos
en uno de los tantos sistemas que pueden abordarse mediaatéidica de sis-
temas con nados: las moléculas de Wigner, que constituyenaialogo nito
de los cristales de Wignér

En el afio 1987 fue reportada la observacién experimental gedrimera
cadena colineal de iones por el grupo de D. Winelaridlff]. Desde entonces, la
capacidad para con nar, controlar y manipular sistemas degsticulas cuan-
ticas ha aumentado sostenidamente. Todo esto signi c6 unavalorizacion
de los cristales de Wigner y su anélogo nito, las moléculas &eigner [121],
gue se constituyeron como sistemas claves para testear losaeptos y rasgos
de la mecanica cuantica que ya se estaban aplicando a sisternan nados
asi como para descubrir y explicar nuevas caracteristicd28.

Las trampas de iones no son los Unicos sistemas que permiterorma-
cion de entes como las moléculas de Wigné2p|. En general, la observacion
experimental de sistemas fuertemente correlacionados eanfps cuanticos
se ha convertido en foco de enorme interés2[. Las moléculas de Wigner

iLos cristales de Wigner son cristales electrénicos que serfiean cuando la energia
potencial domina sobre la cinética para densidades electnicas bajas. Fueron predichas
por E. Wigner en el afio 1934 113 y observados experimentalmente por primera vez en el
afio 1979 en una monocapa de electrones en la super cie de leeliquido [117. También
fueron observados en heteroestructuras semiconductorag ausencia y presencia de campo
magnético débil o fuerte (régimen Hall fraccionario) y espean observarse en el regimen
Hall del grafeno [L18 12(0.
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también han sido observadas en heteroestructuras semicootbras bidimen-
sionales 124 125, puntos cuanticos semiconductoresl 2§, hilos cuanticos
unidimensionales quantum wire9 [127 13(, en estados cristalinos de plas-
mas complejos qusty plasmas o complex plasmgagL3]] y recientemente en
nanotubos de carbonol[14. Nos interesa particularmente que en el afio 2013
se observaron moléculas de Wigner de dos electrones en namosude car-
bono [L32.

Varios estudios tedricos133 140 han demostrado que la fisica de estos
sistemas con dimension reducida usualmente no dependen adokrma fun-
cional del con namiento sino de las simetrias de la misma y laagnitud de
con namiento [14]]. En general, para puntos cuanticos pequefios que con-
tienen pocas particulas el potencial puede ser aproximadorpuna parabola
[123. Es por eso que en este capitulo usaremos un modelo basadeleon-
namiento armaonico y representaremos distintas situacias fisicas mediante
diferentes potenciales de interaccion entre particulas.

Al igual que los cristales de Wigner las moléculas de Wigner apaen
cuando la interaccidn entre particulas es mucho mayor que dmergia ciné-
tica. Por eso, la temperatura del sistemalpP? y la densidad de particulas
son variables crucialesl4d. La localizacion de Wigner se espera para bajas
densidades o interacciones fuertes y ha sido ampliamenteudsgada para par-
ticulas que interactian via potenciales de largo alcancE3B 14Q con poca
atencion a los potenciales de corto alcance.

Los ejemplos mas sobresalientes de modelos exactamentabdée$ para
particulas con nadas, como el de Calogero y Moshinsky, y csissolubles,
como el de Hook (con solucidn exacta solo para ciertos vakae los para-
metros del Hamiltoniano 143 144), permiten (entre varias otras cosas) el
calculo exacto de las entropias de informacion cuanticé [L15 145 150Q. El
modelo de Calogero, que se tratara en mayor detalle en el dafu 6, es con-
siderado de gran importancia en fisica de la materia condeds. Su estudio
ha experimentado varios resurgimientod 51, 152 como el descubrimiento de
una relacion explicita entre el modelo de Calogero y el efedtall cuantico
fraccionario [L53 y la estadistica fraccionaria154.

Motivados por todo esto, consideramos entonces un con nagnio armo-
nico anisotropico y calculamos una expresion exacta paraslaumeros de
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ocupacion u ocupaciones del estado fundamental bidimensb en el limi-
te de interaccion fuerte para dos particulas que interacthavia diferentes
potenciales que dependen de la distancia entre las partisil

Los orbitales naturales exactos son obtenidos de la descamsipion de
Schmidt de la funcion de onda del estado fundamental, siengpen el li-
mite de interaccion fuerte y a partir de esas ocupaciones &w@mos varias
entropias de informacion cuantica como la entropia de von d@ann y las
entropias de Rényi en forma cerrada. El método que presentssnen este
capitulo es una generalizacién de la estrategia desarrdbaen las referencias
[116 148 155 154 para ciertos tipos de potenciales de interaccion entre
particulas a cualquier tipo de interaccion que dependa Umimente de la dis-
tancia entre particulas. En las referenciaslL§ 155 156 se tratan sistemas
unidimensionales de dos particulas con interaccién de tig@oulombiana y
de potencia inversa. En tanto los orbitales naturales y lascopaciones de
puntos cuanticos con forma eliptica se obtuvieron numériceente en la re-
ferencia L449. Nosotros encontramos la expresion analitica de los oriis
naturales, los niumeros de ocupacion, y las entropias linedé¢ von Neuman,
min-entropy, max-entropy y la familia de entropias de Rényireel limite de
interaccion fuerte para dos particulas con nadas que intactian mediante
cualquier potencial que dependa de la distancia entre pantilas.

Nuestro propdsito principal es determinar la in uencia ded anisotropia
y del tipo de interaccion interparticula sobre las entrop&lineal, de von Neu-
mann, min-entropy, max-entropy y la familia de entropias d&ényi. Tenemos
particular interés en determinar cuéles son las diferensiajue aparecen al
considerar interacciones de corto alcance respecto a laslatlgo alcance, ya
gue para estas ultimas la formacion de moléculas de Wigner hidosdescripta
en gran detalle 133 134 137. Con este objetivo, estudiamos dos tipos de
potencial de interaccidn entre las particulas para cada urde los rangos de
potencial considerados, siempre incluyendo un potencialgpuede ser exac-
tamente soluble. En el caso de potenciales de largo alcancensideramos
los potenciales de potencia inversa y potencial logaritmaidnverso. Para el
caso de corto alcance, resolvimos el potencial de potencigersa apantalla-
da y una barrera Gaussiana. Es importante enfatizar que lateraccion de
tipo potencia inversa se usa para modelar puntos cuanticd?f] y trampas
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de iones 114. Para estos sistemas el régimen de interaccion fuerte peed
ser logrado experimentalmente mediante una interacciontes particulas de
gran magnitud o una energia de con namiento débil. Tambiénale aclarar
que para el potencial de potencia inversa cuadratica se abte el modelo de
Calogero y que el potencial Coulombiano apantallado provele un modelo
muy simple para iones en plasmasT].

El método que desarrollamos puede también aplicarse a otrsistemas
como el modelo de Moshinsky de dos particulas y el N-armonist}, 149,
proveyendo de un marco sistematico para abordar este tipo geoblemas.
Ademas, todos los modelos mencionados, asi como otros maglekactamen-
te solubles, pueden ser usados para alcanzar un entendintoemas acabado
del signi cado fisico de la matriz densidad reducida de unaagicula, sus or-
bitales naturales y respectivas ocupaciones. También p@edayudar a arrojar
un poco de luz sobre cédmo tratar con funcionales de la matriemkidad de
una particula en miras a mejorar la generalizacion de la tdardel funcional
densidad a matrices densidad reducida$q7.

En la seccion5.2 damos algunas de niciones de las entropias a partir de
las cuales se de nen distintos cuanti cadores de informam cuanticay en la
seccién5.3 discutimos el modelo. En las seccionés4 y 5.5 presentamos la
derivacion de las ocupaciones y orbitales naturales analds para dos par-
ticulas interactuantes en una trampa armonica anisotropéc bidimensional
respectivamente y en la secciéb.6 calculamos las entropias. Los resultados
para potenciales de interaccién de largo y corto alcance se@stran en las
seccione$.7y 5.8 respectivamente. Las conclusiones, junto con un resumen
de los resultados principales aparecen en la seccifl Finalmente, la gene-
ralizacién a dimensiones mayores que dos de las ocupacignestropias las
mostramos a modo de apéndice en la seccibriQ Todo lo desarrollado en
este capitulo, junto con los resultados que aqui presentasn@e basan en lo
publicado en la referenciad].
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5.2. Preliminares sobre entropias de informa-
cion cuantica

El contenido de informacion de una particion o porcion de unstema
cuantico puede ser estudiado analizando diferentes entfap de nidas en tér-
minos de la matriz densidad reducida del sistema. Como estasrinteresados
en los orbitales naturales la particion debe ser hecha sempado el sistema
por particulas.

La matriz densidad reducida de una particula para un sistemde dos
particulas sin spin con funcion de onda total( +;;+), donde +;; ¥ son los
vectores posicion de las particulas, puede construirse zeamdo (ver gura
5.1) sobre una de las particulas

z
(fit)) = T(ruR) (£ ) iy (5.1)

Las ocupaciones de los orbitales naturales asociados a eatrimdensidad
reducida se obtienen a partir de la siguiente ecuacion inted
Z
(F;£2) ((FDAFY= i i (F) (5.2)

donde las autofunciones; (+;) son los orbitales naturales y los autovalores
las ocupaciones correspondientes. Para una discusion tlatia en torno a la
de nicidn y signi cado de la matriz densidad reducida de ungarticula, sus
orbitales naturales y ocupaciones asociadas, véase lasnafcias 57, 159".
Las ocupaciones y orbitales naturales se de nen normalizésios de forma tal

T Al hacer la descripcion de un sistema déN particulas indistinguibles uno puede ha-
cerlo usando el formalismo de la funcién de onda y resolver lacuacién de Schrédinger
o bien desde el formalismo de la matriz densidad y resolver lacuacién de evolucién. La
matriz densidad es muy usada cuando se tratan problemas quanolucran ensembles ya
que provee la probabilidad de cada estado en forma mas o mendsecta. Haciendo una
gran simpli cacion podemos pensar que la matriz densidad esina generalizacion de la
densidad de probabilidad en forma de probabilidad conjuntaen particular si a la matriz
densidad (x;x9 se la evalia enx = x° se obtiene la densidad de probabilidad. Ademas,
la descripcion en orbitales naturales y ocupaciones da luga una generalizacién del mé-
todo de Hartree-Fock, es decir la descripcion de un orbital d& particulas indistinguibles
mediante orbitales monoelectrénicos mas intuitivos . Apuntando a esa descripcion es que
se traza sobreN 1 particulas y se calculan los autoestados de este nuevo opdm de
una particula que ve a las otras en forma efectiva, como sesquematiza en la gura 5.l
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Figura 5.1: Altrazar sobre N 1 particulas en la matriz densidad deN particulas
indistinguibles, se obtiene la matriz densidad reducida a partir de la cugpueden
calcularse los orbitales naturales y sus ocupaciones. Estos nuewbitales y sus
ocupaciones proveen de una descripcién mas intuitiva del problemayue en lugar
de considerar un orbital deN particulas se consideran orbitales monoelectrénicos.
Este esquema se confecciond en base a la obEstudio de color. Cuadrados con
circulos concéntricos. de V. Kandinsky (1913).

de obtener el numero de particulas total del sistema. Sin eango, es posible
normalizar todo a la unidad e identi car los autovalores y atovectores de la
matriz densidad reducida de nidos de esta manera con los dddes naturales
y Sus ocupaciones ya que la uUnica diferencia radica en una stante de
multiplicacion.

El entrelazamiento puede ser cuanti cado mediante funci@s que se de-
nen en base a diferentes entropias. Las entropias de Rénynama familia
de estas entropias de nidas por

X
log, i (5.3)

1 1
S = 1 log, Tr = 1

muy usadas en sistemas de muchos cuerpos o extendid&®[16]].

Algunos valores especiales del pardmetropermite recuperar otras en-
tropias como, por ejemplo, las entropias maxima y minima qaenotaremos
por su nhombre en inglés (min- y max-entropy) y que se obtiengamando
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el limite !'1 'y ! O, respectivamente. La min-entropy sirve como una
cota inferior para toda la familia de entropias. La entropide Hartley o max-
entropy, S° = log, R, sélo depende el rango de Schmi® del espectro y da
lugar a una medida del entrelazamiento bipartito que sirveoeno criterio para
una representacion clasica e ciente del estaddd. La distribucion del espec-
tro de la matriz densidad reducida puede ser analizada en naayrofundidad
si se calculan las entropias de Rényi para varios valores dafgmetro ya
gue de esta forma se le da distintos pesos a las ocupaciodgs [

La entropia de von Neumann puede ser recuperada de las enfespde
Rényi en el limite ! 1. Su uso para estudiar entrelazamiento en sistemas
de variable continua y modelos de spiripl, 163 164 esta muy extendido y
se de ne como

X
Sn= Tr( log, )= ilog, i: (5.4)
i
Finalmente, algunos autores consideran la entropia lineal

X
S =1 Tr 2=1

z. (5.5)
|
ya que en sistemas de variables continuas el calculo de ¥ise reduce a una
simple integral que puede resolverse con un esfuerzo conagianal relativa-
mente bajo.

Es importante aclarar que a lo largo de la tesis estudiamosidamente las
entropias de nidas en base a la matriz densidad reducida deaiparticula
del sistemd'. Estas entropias nos dan una nocién, por ejemplo, de cuanto
podemos describir a una de las particulas sin tener en cuetdaotra. Este es
uno de los aspectos del entrelazamiento (traduccion acegéapara el término
entanglemenj. El entrelazamiento puede ser cuanti cado mediante distias
medidas de entrelazamiento, que son funciones de las entagpde nidas de
forma tal de anularse para estados separables (ausencia aigetazamiento).
En particular, la de niciobn de las medidas de entrelazami¢én debe tener
en cuenta el entrelazamiento debido a la simetria de la funoi de onda
[145 169.

il También trabajamos siempre con estados puros.
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5.3. Sistemas bidimensionales de dos particulas
con nadas

La basqueda de interpretaciones y predicciones relaciomaadcon los ex-
perimentos en trampas de atomos frios o puntos cuanticos heavivado el
interés por algunos conceptos de la fisica de sistemas ddipatas con nadas
[124 130. En general, los modelos para estos sistemas contienen clastri-
buciones a la energia potencial: uno dado por el potencial ldetrampa y el
otro por la interaccién entre particulas. Dado que para puons cuanticos pe-
quefios con pocos electrones el potencial de la trampa puedeaproximado
por un potencial arménico 123 nos enfocamos en dos particulas interactuan-
tes en una trampa arménica anisotropica bidimensional e ingmentamos un
método para obtener el espectro de la matriz densidad reddaide una par-
ticula en el limite de interaccion fuerte para un potencial rhitrario. Este
método es una generalizacion de lo presentado por Kozxcik ywaores (ver
referencias 116 148) y Cavaliere y coautores (véase por ejemplo referencia
[137).

El Hamiltoniano para dos particulas en una trampa anisotrdpa, en uni-
dades atomicas, es

1 1 n
H= Sri+rs +5 0G+x)+ " (yi+yy) +oV(raif g (56)

donde la frecuencia de la trampa se tomé igual a la unidatl> 1 es el pa-
rametro de anisotropia,V (ri,;f ig) denota el potencial de interaccion como
funcién de la distancia entre particulag i, y algan conjunto de parametros
f igy g es el cociente entre la interaccion y la energia de con namie
(energia del modo fundamental de la trampa). Notar que las ilades deg
varian segun la forma funcional d& (rq2;f ig) de manera tal que el término
gV (ri2;f ig) tenga unidades de energia.

Considerando las coordenadas de las variables del centrondasaR =
%(1‘1 + ) =(X;Y)yrelativa+= ++ + =(x;y) el Hamiltoniano de la Ec.
(5.6) puede escribirse comél = HR + H', donde
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HR: }r2+ X2+||2Y2

2 R ; (5.7)
H = r 2+ VIxy:"f i) (5.8)
y V¢ es el potencial efectivo del Hamiltoniano relativo dado por
ef TS 1 2 n2.,2 P Y2 4 2. .
VExy; "t oig) = 2 Xy +gV  x2+y2%f g (5.9)

La funcion de onda total es entonces el producto de una fungide onda
del centro de masa y otra relativa

(xy;XY)= REXGY) "(xy); (5.10)

por esto, la ecuacion de Schrédinger se separa en dos ecunasio

HR R(R)= ER R(R); (5.11)
H' "(®)=E" "(¥: (5.12)

La solucién de la ecuacion del centro de masa (E&.11) son las auto-
funciones del oscilador armonico,

P

_ . P—
R(R)=e ™ H, 2X e " 'Hy 2V ; (5.13)

con energias

1
Erm = n+ 3 +" m+ = (5.14)

gue son invariantes ante el intercambio de particulas.

El Hamiltoniano relativo tiene un potencial efectivo que eprincipio debe
ser analizado para cada caso particular. Sin embargo, en la@xima seccion
presentaremos un método para obtener los numeros de ocupacen el li-
mite de interaccion fuerte para potenciales genéricos quengplan solamente
ciertas condiciones simples.
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5.4. Derivacion de las ocupaciones exactas

La funcion de onda relativa puede ser obtenida resolvienda ¢cuacion
de Schrédinger en el limite de interaccion fuertg 1 en el marco de
la aproximacion armoénica 166 167. En esta aproximacién uno tiene que
encontrar el minimo del potencial efectivo de nido en la E¢(5.9) y luego
reemplazar este potencial por su expansion de Taylor de ond#gos alrededor
del minimo, que satisface V¢ (x;y;"; f ig) = 0. Si el potencial es repulsivo,
decrece monétonamente ¥ (r;f jg)! Oparar!1l con"> 1, entonces,
el minimo yace sobre el ejg (la ordenada del minimo es nula) y puede ser
escrito

fmin = ( X0;0) conxg > 0 dado por 1. 1@V

2 Fer . (5.15)

0
Llegados a este punto es importante notar que cuando las parilas estan
con nadas en una trampa isotropica, es decir para= 1, los minimos dege-
neran en un circulo de radiog.

La aproximacion armonica provee de un Hamiltoniano de osailores des-
acoplados

1 1
Hip =1 P45 13(x x°+ 5 " 1y (5.16)
con una frecuencia asociada a la coordenadalada por
1 @V
12="+g — ; 5.17
X 2 g @? ‘o ( )
Considerando la Ec. .19 las frecuencias pueden ser reescritas como
0 1
1 or
12= é%>1+ TVXOX : (5.18)
r @r X0

donde la dependencia respecto de los parametpy f ;g esta incluida en
forma explicita enxg = X0 (g;f Q).
Las soluciones de la ecuaciéon de Schrddinger correspongieson
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r —
Ly (x xg)2 T pT "2 1 1=4
M= T P x) e e He sy
(5.19)
con energias
P_ 1 —_— 1
Epm= 2% R+ 3 P ome 5 (5.20)

Usando las Ecs.§.13 y (5.19 conn=m=xa=m=0 enla Ec. 6.10
se obtiene la funciéon de onda totalmente simétrica del esmdundamental

P
W (y1+y2)? "2 1y, yp)? (x1+x2)? ,‘QL(Xz x1 xg)? M(Xz x1+x0)?
4 4 e 4 2 2

GS(#;1)=Ce fe 2 2 +efz 7 g,

(5.21)
dondeC es la constante de normalizacion dada por
0 1 1 |
Py P %
C= TN : (5.22)
2 l+e 'z

La funcion de onda total, Ec. £.21), es separable en las coordenadase
y como S5 (f;;f) = x(X1;X2) y(Y1;Y2) con

n (6]
X X X X
«(X1;%2) = Cx @ X1 7°;x2+ 70 +q X+ 7°;x2 50 . (5.23)

donde

Guiv) = e H07 (W) 3@ 2w (5.24)
y

WPy 2,02 " Py
y(yl;yz) e Cye 7 (Y1+y2) > Yi1y2 ’ (525)

dondeC, y C, son el primer y segundo factor de la Ec5(22) respectivamente.
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Como nosotros estamos interesados en las ocupaciones deotb#ales
naturales debemos resolver la ecuacion integrél.?) con la matriz densidad
reducida de una particula obtenida a partir del estado fundaental total-
mente simétrico ©S (1 +») de la Ec. £.21). El esfuerzo de calculo puede ser
reducido signi cativamente si se tiene en cuenta que el keghiterado ( ) de
un kernel simétrico ( ©°) tiene las mismas autofunciones que el kernel y que
los autovalores del kernel iterado son los autovalores derkel al cuadrado
[168. Esto quiere decir que en lugar de resolver directamenteHa. (5.2) uno
puede resolver la siguiente ecuacién

Z
S (k) i(R)dR= | (f); (5.26)

con ;= 2 (véase Ec. 6.2).
Resolver el problema de autovalores de nido por la Ec5(26 es equiva-
lente a encontrar la descomposicién de Schmidt de las funés ,(x1;X2) y
y(Y1;¥2). Y con este objetivo nos valdremos de la formula de Mehlergd,

2 R
e (u2+v2)%z+uv1‘yz — p 1 y X M : (527)

y
2 I ’

|
para escribir la descomposicion de Schmidt,

X
(u;v) = Fo(u) (V) (5.28)
|

de las Ecs. .24 y (5.29, a las cuales se puede aplicar la formula de Mehler
en forma directa. Al hacer esto obtenemos las ocupacionesetrimite de
interaccion fuerteg 1 (ver la seccion5.5 para un calculo detallado de los
orbitales naturales)

a= Y (5.29)

donde
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- (1 (IZX)) 0D . ()= @3)—?1 : (5.30)
2 1+e 'z @+l
y
|
n2 1)% p—..z
=1 DO O (®-31)
n 1)4+ "

Cada una de las ocupaciones es doblemente degenerada deaidb si-
metria de intercambio de particulas en 4(x1;X,). De la Ec. (6.15 vemos
que la abscisa del minimay aumenta cuandog aumenta. Por lo tanto, para
magnitudes de interaccién lo su cientemente grandes laspi@ulas se locali-
zan en minimos su cientemente separad@s,in = ( Xo;0) y el solapamiento
entre g X3 X+ % Yy Qg Xxi+ P;Xe % se anula. Gracias a esto el
intercambio de particulas tiene su correlato en el intercdro de los minimos
dando lugar a la simetria a partir de la cual surge la doble degeracion de
las ocupaciones (ver la siguiente seccidén para mas detaiebre esto).

Para calcular las entropias de informacion necesitamos ehgportamiento
y valores limites de (! ) y ("). Por esto es importante notar que para
Iw>0 (!) esta siempre por debajo de la unidad y que(! ) ! 1 cuando
I'«!1 .Ademas, para"> 1 (") esta siempre acotado porunoy(")! 1
para" ! 1". Todo esto indica que debemos ser especialmente cuidadosos
en el caso de con namiento isotropico (ver Ec5(31). Cuando el parametro
de anisotropia es grandé 1 se tiene que (") ! Oy por lo tanto las

ocupaciones alcanzan el valor asintotico del modelo unidémsional .

5.5. Orbitales naturales analiticos

En la seccién anterior mostramos como calcular analiticamte los nUme-
ros de ocupacion de los orbitales naturales para el estadodamental total-
mente simétrico de dos particulas en una trampa armonica apirépica. En
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esta breve seccion, antes de pasar al calculo de las entrepfaostraremos la
forma funcional de los orbitales naturales.

A partir de la formula de Mehler Ec. 6.27) encontramos la descomposi-
cion de Schmidt de la expresion de la Ec5(24). Con esto la Ec. 6.23 puede
ser reescrita como

X X X X X
x(X1;X2) = X 70 " X2+70 +' Xl"‘E0 Y1oX2 709;
(5.32)
donde' | denota a los estados del oscilador arménico,
P35 x S Py P i
"1(u) = —lpﬁe 2 H, 2y u (5.33)
4 .
De niendo
+ I|U'|'X—o'|"|U X0 "1u X0 I|U'|'X—O
I(u)= Zpé 2 y |(U): Zpé 2 1
(5.34)
la Ec. (5.32 toma la siguiente forma
)4 + +
x (X1, X2) = for () (%) (X)) (X2)9: (5.35)
D E
Es importaréte notar Bue () rE(u) = 0 es siempre valido pero
U S o= vy (U _(u = s6locuando el solapamien-
to 'y u % 'pu+% = 0.Este solapamiento disminuye a medida

gue Xo aumenta y se anula paraxgo ! 1 . Todo esto signica que la Ec.
(5.35 es la descomposicion de Schmidt de la funcion de onda dadalan
Ec. (5.23 a partir de algan valor de la magnitud de interaccion lo su -
cientemente grande como para garantizar que los minimos calscisas Xg
estén lo su cientemente alejados entre si y por lo tanto seropla la condi-

cion 'y u B 'L u+ % =0.Cabe destacar que esta condicion es la
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responsable de la degeneracion de spin a través de la cualdesti can ex-
perimentalmente las moléculas de Wigner, ya que de esta maamse suprime
la interaccion de intercambio 137.

Mas aun, de las Ecs.5.2) y (5.26), y el teorema alli mencionado para ite-
raciones de kernels simétricos, la Ec5.35 es la descomposicién de Schmidt
de la matriz densidad reducida de una particula.

De la Ec. (5.35 se puede ver que cada ocupacion = ? es doblemente
degenerada con dos orbitales naturales asociados dados gotu) y | (u).

o . P
La normalizacion entonces esta dada por | =1=2.

|
Debido a la separabilidad de la funcién de onda, los orbital@aturales son
el producto de un orbital natural asociado a 4(x1;Xz) (justamente | (u) y
, (u)) y un orbital natural asociado a (y1;Y2) con la siguiente forma

"p"2— 3 p—pz—l 2 q T—
#m(V) = —%pﬁe me "2 1v (536)

Ahora que ya tenemos los orbitales naturales y sus ocupaa@sren forma
analitica calcularemos las diferentes entropias de infoagion.

5.6. Entropias en el limite de interaccion fuerte

Una vez que hemos obtenido los nimeros de ocupacion u ocupes
podemos calcular las entropias cuénticas. Como estos cldsuinvolucran
series geométricas en(! ) y (") los valores limites deben ser tenidos en
cuenta con sumo cuidado.

Empezaremos entonces con las entropias de Rényi de nidas perEc.
(5.9). Es facil mostrar que debido a la separabilidad de la funeiéde onda,
las entropias de Rényi en el limite de interaccion fuerte sengponen de dos
términos: uno asociado a (X1;X2) y otro a y(y1;Y2). Es decir que

S =S,(1)+S,(); (5.37)

donde
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1 @ ()

S, ('x)= 1 log, m +1; (5.38)
y
S, (") = 1ilog2 H : (5.39)

Nuevamente, debido a la separabilidad de la funcién de ondapdemos
escribir la entropia de von Neumann (Ec.5.4)) bidimensional como

Sw = SH()+ SH); (5.40)

donde cada uno de los términos de la suma tiene la forma de umdrepia
de von Neumann unidimensionallflq, i.e.

. |ng (1 (! X))(l (x)) (! x) (x)
| = .
Sc(fx) ) +1; (5.41)

g @ (DT (MO
S,(") = @) : (5.42)
El supraindice indica que la entropia de von Neumann pueder sibtenida
como un caso limite de la familia de entropias de Rényi con! 1.
Como dijimos en la seccidrb.2 la min-entropy S se obtiene tomando
'l enlas entropias de Rényi. Por lo obtenido en las Ec$.89 y (5.39

la min-entropy también puede escribirse como una suma de désminos:

St =lm S (1)+S,(") =Im S, ()+Im S, ()= St (1)*+S) ()
(5.43)
La entropia de Hartley o max-entropy también se obtiene comun caso
limite de la familia de entropias de Rényi con ! 0. Esta entropia tiene
valores nitos solo cuando la matriz densidad reducida de arparticula tiene
soporte nito.
La entropia lineal, de nida por la Ec. (6.5), para el caso bidimensional
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Figura 5.2: Ambos términos de la entropia bidimensional de von Neumann (linea
negra cortada), min-entropy (linea magenta cortada con puntgsy entropias de
Rényi con = 0:2; 0:4; 0:8; 1.5; 2 (lineas roja, azul, verde, anaranjada y cian
respectivamente). (a)Sy en funcion del parametro de anisotropid'. (b) Entropias
unidimensionalesS, en funcién del cuadrado de la frecuenciaf.

aqui tratado da

11 (01 ().
21+ (1) 1+ ()
Como para el modelo isotrépicd ! 1* se tenia que (") ! 1 entonces en
el caso isotrépico la entropia lineal tiende a uno mientrasig para cualquier
otro valor de " la entropia lineal permanece por debajo de uno.

Los resultados hasta ahora presentados pueden generafizaa dimension
D considerandoD 1 parametros de anisotropia (véase a este respecto la
secciérb.10. En dimensionD las entropias de von Neumann y de Rényi estan
formadas por sumas d® términos cada uno de los cuales esta asociado a
una coordenada cartesiana. De la misma manera que ocurre emehsion
dos el término de la entropia erx depende de los parametros del potencial
de interaccion a través dé , y cada uno de los términos restantes dependen
solamente de uno de loB 1 pardmetros de anisotropia.

Los dos términos de las entropias bidimensionales de von Reunn, min-
entropy y de Rényi con = 0:2; 0:4; 0:8; 1.5; 2 se muestran en la gura

St =1 (5.44)
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5.2 Primero discutiremos el comportamiento de las entropiagspecto de la
anisotropia de la trampa y en un segundo paso analizaremosraiencia de
la interaccion entre particulas.

Como puede apreciarse en la gurd.2(a), para el modelo isotropico
(! 17) las entropiasS, (") divergen logaritmicamente mientras que para
cualquier otro valor de" estas entropias adoptan valores nitos. Calculando
la primera derivada de la Ec. $.42) es facil ver que

In(" 1)
" In16
Este término dominante asintotico esta representado en lgura como una
linea amarilla cortada que expone la divergencia logaritoa de la entropia
de von Neumann. De hecho, para! 1" tanto las entropias de Rényi como
la min-entropy muestran el mismo comportamiento que la entpia de von
Neumann. La gura también muestra que para trampas con anigopias
fuertes S, (") se anula. Esto quiere decir que para 1 se recupera el
problema unidimensional y las entropias de von Neumann, Rény min-
entropy alcanzan los valores unidimensionale& (! ).

El comportamiento de las entropias asociadas a la coordenady deno-
tadas porS, (! x) se muestran en la gura5.2(b) en funcion de la frecuencia.
En esta gura se puede ver que las entropias son funcionesrdeentes de
la frecuencia para0 <! 2 < 1=2 y funciones crecientes de la frecuencia para
I 2> 1=2. Mas auln, las entropias divergen logaritmicamente para éen-
cias grandes y también pard , ! 0 ya que en estos limites se tiene que

('y)! L

La entropia de un dado sistema se calcula a partir de la frecuéa ! ,
obtenida mediante la aproximacion arménica, Ec5(18. Si la frecuencia se
mantiene nita cuando el parametro de interaccion es grandg 1 entonces
las entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de emtpias de Rényi
son nitas para el modelo anisotrépico y divergen logaritaamente para el
modelo isotrépico. En el caso anisotrépico las particulagstalizan alrededor
de los dos minimos clasicos del potencial efectivo del Hawmliano relativo
dando lugar a la formacion de una molécula de Wigner. En el casotropi-
co los minimos degeneran a un circulo. Por esto las particilga no estan

SN for * 1% (5.45)

101



Capitulo 5. Huellas de las interacciones de corto y largo alcance en las
entropias de entrelazamiento de moléculas de Wigner de dos particulas
con nadas en trampas cudanticas bidimensionales

localizadas alrededor de minimos discretos y esta pérdida iiformacion es
re ejada en la divergencia de las entropias.

Por otro lado, si la frecuencia obtenida aumenta monétonamie para
interacciones grandes las entropias de von Neumann, mirtrepy y la familia
de entropias de Rényi divergen logaritmicamente para cualgu valor del
parametro de anisotropia. Es por esto que el comportamientiel sistema
esta de nido por la entropia unidimensionalS, (! x) [3].

Todo este analisis puede ser entendido en forma cualitatisabre la base
del principio de incertidumbre de Heisenberg. El ancho dehpuete de onda
Gaussiano en la coordenada relativa denotado pof(¥) (obtenido con el es-
tado fundamental dado por la Ec.$.19 en la Ec. (5.21)) tiende a cero cuando
la frecuencia aumenta. La incerteza en la po&icién y el monemsociados a

la variable relativa estan dados por xj, = hX2 x1)2i h x, x4i2=
2P0y pi. = Pri=2%. Entonces sit, ! 0 se tiene que X[, ! 1
ypara!, !'1 es facil ver que p;, ! 1 . La entropia de la molécu-
la de Wigner diverge paral , ! 1  porgue la posicion queda determinada
completamente y en consecuencia, la incerteza en el momedierge. Nos
referiremos a este limite comaristalizacion fuerte El caso! , ! 0 conlleva
un estado con momento bien de nido y por lo tanto no tenemos Bocimiento
acerca de la posicion. En ambos casos la divergencia ya sedaeincerteza
del momento o de la posicion generan la divergencia en lasrepfas J].

La divergencia en la entropia asociada a la coordenagdambién puede
ser explicada en forma similar: cuando la trampa es isotr@ai los minimos
degeneran en un circulo y por lo tanto las particulas no estéocalizadas en
posiciones angulares de nidas sino en estados con momemguar de nido.

Para! 2 = 1=2 las entropias adoptan su valor minimo igual a uno. Alrede-
dor de este punto las entropias de von Neumann, min-entropydg Rényi con

> 1 presentan un comportamiento analitico mientras que las enpias de
Rényi con < 1 muestran un comportamiento no analitico. La entropia de
von Neumann y las entropias de Rényi con = 0:4; 0:5; 0:6 y sus derivadas
primeras en un intervalo alrededor del puntd 2 = 1=2 se muestran en la
gura 5.3a) y (b) respectivamente. En la gura se puede ver que en el pto
I 2=1=2 las entropias de Rényi tiene derivada in nita para = 0:4, deriva-
da discontinua para = 0:5y primera derivada continua pero con segunda
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Figura 5.3: (a) Términos de la entropia asociados a la coordenadq S, (! x) ¥y

(b) sus derivadas alrededor del puntd 2 = 1=2. Se muestran la entropia de von
Neumann (linea negra cortada) y entropias de Rényi con = 0:4; 0:5; 0:6 (lineas

roja, azul y verde respectivamente).

derivada in nita para = 0:6 mientras que la entropia de von Neumann
( ! *1) es siempre una funcion analitica de la frecuencia.

Estudios recientes de Amico y colaboradores en cadenas de 4g2 mues-
tran las implicancias fisicas de las propiedades no monoéasde las entropias
de Rényi en sistemas de muchos cuerpos con orden topolégicoceslas a
un truncamiento del soporte de la matriz densidad reducidd 70O 172. En
la referencia L1159 nuestro grupo de trabajo mostré que el modelo de Calo-
gero unidimensional tiene un nimero nito de ocupaciones mulas para un
conjunto discreto de valores del pardmetro de interacciomtee las particulas
y en la referencia 4] demostramos que para esos valores particulares de la
interaccion las entropias de Rényi tienen un comportamientoo analitico.

En resumen, el comportamiento no analitico de las entropiae Rényi
expone aquellos valores de parametros del Hamiltoniano paos cuales el
soporte de la matriz densidad reducida es nito3. En el caso que estamos
tratando en este capitulo, si se toma?2 = 1=2en la Ec. (.29 es facil ver que
para esa particular eleccion de frecuencia hay unicamentestdocupaciones no
nulas: § asociadas a los dos orbitales naturales funciones de la ceorada
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X mas bajos (ver seccios.10" .

Llegado este punto, es importante hacer la siguiente aclar@n. Notar
que para! 2 = 1=2 las entropias adoptan su valor minimo igual a uno y
el estado es separable, como puede verse en las EE23(y (5.24. Como
mencionamos en la seccidh 2, las medidas de entrelazamiento se de nen de
forma tal que se anulen para estados separables. Por lo tgnioa medida de
entrelazamiento de nida en base a las entropias de Rényi o dervNeumann
debe anularse en 2 = 1=2, requisito que se consigue restando una unidad
a las de niciones dadas por las Ecs5(3) y (5.4) [165. Ademas, en caso de
querer de nir una medida de entrelazamiento basada en la eapia lineal
de la Ec. 6.5), deberiamos multiplicar por dos el segundo término de esa
ecuacion 145. Estas rede niciones justamente excluyen el entrelazaemto
debido a la simetria de la funcion de onda, ya que la aparicidle la unidad
en las Ecs. $.39 y (5.41) asi como del factorl=2 en el segundo término de
la Ec. (5.44) se produce al tener en cuenta que todas las ocupaciones son
doblemente degeneradas como consecuencia de la simetriantercambio
entre particulas en (Xz;X») (ver nuevamente las Ecs.5.23 y (5.249).

En las secciones que siguen aplicaremos nuestros resulsgolra estudiar
el comportamiento de las ocupaciones y las diferentes emitas, siempre en
el limite de interaccion fuerte, para dos grupos de potenta separados en
interacciones de largo y corto alcance. Dado que ya hemosla@ao en detalle
el aporte del términoS, (") de ahora en mas soélo calcularemos la entropia
unidimensional S, (! ).

5.7. Potenciales de interaccion de largo alcance

Con el objetivo de ejempli car nuestros resultados en est&ccion consi-
deraremos dos potenciales de largo alcance: la interacail@enpotencia inversa
y la interaccién logaritmica inversa.

v Una manera de interpretar esto es que para cualquier frecueiecque cumpla! 2 6 1=2
la funcién de onda esta desparramada en todos los orbitatenaturales (in nitos orbitales
naturales cuyos pesos, dados por las ocupaciones, son ce@s a cero pero no nulos) y
cuando! 2 = 1=2 la funcién de onda se localiza en dos orbitales. Notar que I@alabra
localizacion hace referencia a una localizacién en estadgsio a una localizacién espacial.
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Figura 5.4: Ocupaciones en funcion dén(" 1) (ver Ec. (5.29) obtenidas en el
limite de interaccion fuerteg 1. (a) .conl=0yr=0;12;::20de arriba a
abajo (b) 00, 01, 1.0, 11Y 20€n lineas negra, roja, verde, azul y cian. Los
valores asintoticos unidimensionales se muestran como lineas grisestadas [116).

5.7.1. Interaccion de potencia inversa
El potencial de potencia inversa esta dado por

- 1

\VAL (r’ ): — : (546)
r

Para este potencial, de las Ecs5(19 y (5.19, se pueden obtener en forma

exacta tanto xo como!

Xo=(4g )T y 12= +1: (5.47)

Cuando la magnitud de interacciérg aumentax, aumenta pero la frecuencia
se mantiene constante. Recordar que para= %; 1 se obtienen los modelos
de Hook y Calogero respectivamente.

Mostraremos los resultados de este potencial concentrands en el mo-
delo de Calogero, = 1. Las ocupaciones en el limite de interaccion fuerte
g ldenidas en la Ec. 6.29 se muestran en la gura5.4 como funciones
de In(" 1) junto con las ocupaciones asintéticas unidimensionalesteii-
das de la Ec. .30. Estas ultimas presentan gran acuerdo con los valores
reportados en la referencidlfl§. La gura muestra que para ! 1* (modelo
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Figura 5.5: Potencial efectivo del Hamiltoniﬁrlo relativo dado por la Ec. 6.9)‘)ein
funcioén de las coordenadas relativas. (&) = 5, g=100y =1.(b) "=2 5
g=100y =1.

isotrépico) las ocupaciones tienden a cero pero su suma esstante e igual
a 1=2 debido a la doble degeneraciéon ya mencionadatfy. Cuando la aniso-
tropia aumenta, todas las ocupaciones,.. con"8 0 presentan un maximo
local. Al jo los valores del parAmetro de anisotropia asociados al xiéno
de las ocupaciones decrecen cuandaumenta mientras que para valores jos
de el valor del parametro de anisotropia del maximo es el mismarna cada
| (esto ultimo no puede verse en la gura debido a la escala).

Para" 1 el Hamiltoniano se reduce a un oscilador unidimensional ysla
ocupaciones | alcanzan los valores asintoticos del modelo unidimensibna
En la gura 5.4 se puede ver que para valores decercanos d'. = P 5 las
ocupaciones cofir= 0 se estabilizan en los valores unidimensionales mientras
gue aquellas cori"6 0 saturan en valores cerca de cero. Esta caracteristica
puede explicarse teniendo en cuenta que para " el Hamiltoniano relativo
de la Ec. (6.16 se reduce a un oscilador armoénico en coordenadas polares
alrededor de cada minimo. Esto quiere decir que pata= ". el potencial
efectivo del Hamiltoniano relativo (Ec. £.9)) es isotrépico en una pequefia
regién circular alrededor de sus minimos como puede versdaemura 5.5a)
comparado con el mismo potencial para=2 5 de la gura 5.5b), que no
es isotrépico alrededor de los minimos.
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Figura 5.6: Términos unidimensionales
de las entropiasS, obtenidos en el limi-
te de interaccion fuerte g 1 en fun-
cion del exponente de la interaccion entre
las particulas . Se muestran las entro-
pias de von Neumann (linea negra corta-
da), min-entropy (linea magenta de pun-
tos y rayas) y entropias de Rényi con

= 0:2; 0:4; 0:8; 1.5; 2 (linea roja, azul,
verde, anaranjada y cian).

En general, para un valor arbitrario del pardmetro , el régimen uni-
dimensional se alcanza para el valdr, = 2( +1)+1. Para" > " la
ocupacion mas grande oo toma un valor 0:4853mientras que la suma de
todas las ocupaciones restantes es solo0:0147 Esto signi ca que los dos
orbitales naturales asociados a este autovalor son los Wwscdos ocupados
y la contribucion de los otros orbitales naturales es despiable. Por todo
esto la forma funcional de la funcion de onda espacial es mumigar a la de
los orbitales naturales mas bajos asociados a las ocupae®mas grandes y
doblemente degeneradad4§.

Como ya se menciond, la dependencia del parametraesta presente de
forma implicita en el términoS, (! ) de la entropia. El ancho del paquete de
onda Gaussiano en la coordenada relativa es nitox!,, =2=( +1)4 y por
lo tanto las entropias de von Neumann, min-entropy y las erdpias de Rényi
son nitas. La entropia de Hartley o max-entropy diverge ya ge el soporte de
la matriz densidad reducida de una particula es nito. Notaue en el limite

'l las entropias divergen logaritmicamente debido a la divengcia de la
incerteza del momento asociado a la variable relativa. Estivergencia puede
apreciarse en la gura5.6 donde se muestran las entropias de von Neumann,
min-entropy y las entropias de Rényi en funcién del pardmetro. En esta
gura también se puede ver que la entropia de Rényi aumenta sisl valores
de son cada vez mas pequefios y que la entropia de von Neumann es un
caso limite de las entropias de Rényi con! 1.
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Para nalizar esta seccidn es importante mencionar que alrt@ar el limite
I 0 en las entropias no se recupera el resultado que se obtieneagas
entropias de un sistema con con namiento armonico e inter@on constante
(Ec. (5.46 con = 0). Esto se debe a que este limite no conmuta con el
limite de interaccion fuerte.

5.7.2. Interaccion de tipo inversa del logaritmo

El potencial para interaccién de tipo inversa del logaritmes

- 1
V()= ———: 4
=+ (5.48)
En este casig y ! « satisfacen las siguientes ecuaciones
1( ) 1 )
29=X(xo+)IN*(xo+1) y 1i=7 1+ T (5.49)

X0

Para magnitudes de interaccidon grandeg, aumenta cuandog aumenta como
puede apreciarse en la guré.7(a) en consecuencia la frecuencia tiende a
uno. Todo esto indica que parayy 1 las entropia unidimensionales de von
Neumann y de Rényi con > 0 toman valores nitos como se muestra en la
gura 5.7(b). En esta gura se han gra cado las entropias unidimensiales
en el limite de interaccion fuerteS, como funcién de junto con la min-
entropy que se ve como una linea magenta de puntos y rayas. Uma mas
las entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de emtpias de Rényi
son nitasy la entropia de Hartley o max-entropy diverge (veel limite ! 0
en la gura 5.7(b)). En relacion a esto el mismo analisis realizado para elsp
de la interaccién de potencia inversa puede aplicarse a laeiraccion inversa
logaritmica.

5.8. Potenciales de interaccion de corto alcance

En esta seccion consideraremos dos particulas en una tranfy@dmensio-
nal anisotropica que interactlan via dos potenciales de tmralcance diferen-
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Figura 5.7: (a) Abscisa del minimo del potencial efectivo de la Eq.H.9) para

dos particulas que interactian mediante un potencial de tipo inveis del logaritmo

en funcion de la magnitud de la interaccion entre particulag. (b) Entropias unidi-

mensionales en el limite de interaccion fuert§, como funciones de . Notar que la

entropia de Rényi diverge para ! 0" (max-entropy) mientras que el limite nito
'l (min-entropy) se muestra como una linea magenta de puntos y raga

tes: el potencial de potencia inversa apantallada y una ineccion Gaussiana
repulsiva.

5.8.1. Interaccion de potencia inversa apantallada
Para la interaccion de potencia inversa apantallada el pateial es

e r

VPE(E L 9=

(5.50)

donde 1= es la distancia de corte. Al aumentar el parametro la distancia
de corte disminuye como puede apreciarse en la guras3 donde se muestra
este potencial en funcibnde para =1y =0; 1=5; 1=2; 1; 2; 5. El efecto
de la distancia de corte sobre el potencial efectivo del Hdtahiano relativo
(ver Ec. (5.9) se muestra en la gura5.9. En esta gura se comparan los
potenciales efectivos para el caso de potencia inversa cor 1, " = 1:25y
g = 5 y potencia inversa apantallada con =1," =1:25 g=5y =1
(gura 5.9a) y (b) respectivamente).
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0.2+
Figura 5.8: Potencial de interaccion de
tipo potencia inversa apantallada (Ec. B
(5.50) en funcion der para =1y , pia
= 0; 1=5; 1=2; 1; 2; 5 en lineas negra, 0.1
roja, verde, azul, magenta y gris respec- '
tivamente. Notar como al aumentar la i
distancia de corte disminuye.
OO
Y
X X

Figura 5.9: Potencial efectivo del Hamiltoniano relativo dado por la Ec. 6.9)

para interaccion de tipo potencia inversa apantallada con =1," =1:25g=5y
(@ =0 (b) =1.Los minimos del potencial efectivo se muestran como puntos
negros.
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2.2|: I | I | I

Figura 5.10: Entropia de von Neumann
unidimensional S} en funcién del paréa-
metro de interaccién g con =1y

=0; 1=2; 1; 2 (desde la curva inferior a
la superior con lineas negra, roja, azul y
verde respectivamente).

11.75

15

1.25- -

Para este tipo de interaccion entre particulag, y !  estan dadas por

X 0y 21+ )

Zg:ez)fr—OXO y !fz% 1+242r—x0+2 + Xo (5.51)
Notar que altomar = 0 se recuperan los minimosy las frecuencias obtenidas
para el potencial de potencia inversa y que para= 0 la interaccion decae
exponencialmente. Para magnitudes de interaccion grande 1los minimos
y la frecuencia aumentan monotonamente cany por lo tanto la entropia de
von Neumann y la familia de entropias de Rényi divergen logariicamente.
Como explicamos en la secci6h.6 la divergencia de las entropias puede
explicarse como consecuencia de la divergencia en la ineeaten el momento
asociado a la variable relativa pf,, = P I_X:Z% cuando! , !'1 . De hecho,
cuanto mas grande es el parametro mas grande es la frecuencia y por
ende mayor la entropia, como se ve en la gura.10donde se ha gra cado
la entropia unidimensional de von Neumann en funcion de la gwitud de
interaccion para =1y =0;1=21; 2.

5.8.2. Interaccion Gaussiana repulsiva

En esta subseccion consideramos el potencial de interanci®aussiano

2

VO (r; )=ez?; (5.52)
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P~ : _— .
donde 2 es la longitud caracteristica del potencial. En este casg y ! «
pueden calcularse exactamente

29 2

29 ! In — con g R (5.53)

Xo = 2In = y

X N
|><
Y[\

2

I
NI =

Ambos son funciones crecientes del parametro de interaecci Por esto las
entropias unidimensionales de von Neumann y de Rényi divengegaritmi-
camente en el limite de interaccion fuerte. Interpretamost& divergencia de
la misma manera que para el potencial de potencia inversa apallada.

Al igual gue para el caso de potencia inversa es importantetanque adn
con la normalizacién adecuada el limite ! 0 no reproduce los resultados
para las entropias de una interaccion de tipo delta, ya quetedimite no
conmuta con el limite de interaccion fuerte. Mas aun, la emipia de von
Neumann para interaccion de tipo delta de Dirac es nita, compuede verse
a partir de los estados dados en la referencia/[j.

Partiendo de la Ec. 6.53 es facil ver que parag = g. con

2.1
ez
Qe = : (5.54)
2
Xo= y!2= 3, porlo tanto, como se explicé en la seccidh4 todas las

ocupaciones se anulan excepto dos de ellas (las mas grandes)natriz den-
sidad reducida de una particula tiene entonces soporte ity las entropias
de Rényi con < 1 tienen un comportamiento no analitico. La entropia de
von Neumann y las entropias de Rényi cor> 1tienen un minimo eng = .

El comportamiento de las ocupaciones doblemente degeneradadas por
la Ec. (5.30 conl =0; 1paraelcaso =10 se muestraenla guras.11ljunto
con el valor deg. como una linea gris cortada. Las primeras dos ocupaciones

5 (gura 5.11(a)) alcanzan el valor maximol=2 para g = g, valor al cual

todas las demas ocupaciones se anulan como puede aprecigaise ’ en la
gura 5.11(b).

Resumiendo, encontramos que dos particulas con nadas en unampa
con interaccion Gaussiana repulsiva entre ellas tienen umaatriz densidad
reducida de una particula con soporte in nito (in nitas ocypaciones no nu-
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Figura 5.11:  Ocupaciones unidimensionales | (Ec. (5.30) para =10 con (a)
=0y (b) I =1. El valor g. se muestra como una linea gris cortada.

las) para todas las magnitudes de interaccion salvo pagg= g. valor en el
cual todas las ocupaciones se anulan excepto dos (las masdes) y el so-
porte de la matriz densidad reducida es nitoJ]. Sin embargo, es importante
notar que la ocupacion mas grandef & 0:49 en todo el rango de valores de
g considerados y que la suma de todas las ocupaciones restwme. 0:.01
(recordar que todas las ocupaciones son doblemente degadas, teniendo
esto en cuenta la suma de todas las ocupaciones es igual a idaat). Enton-
ces, en un intervalo alrededor dg. la principal contribucion a la expansion
de la funcion de onda espacial (véase E®&.89) es la de los dos orbitales
naturales asociados a j.

5.9. Resumen, conclusiones y perspectivas

Nuestros calculos nos permitieron obtener expresiones htigas en el li-
mite de interaccion fuerte para las ocupaciones y entropide informacion
cuantica del estado fundamental de una molécula de Wigner desdparticu-
las en una trampa armdnica bidimensional anisotropica. Nst&os resultados
nos llevan a la conclusion principal de que es posible detémar la in uencia
de la anisotropia de la trampa y del rango de la interaccion &e particu-
las analizando diferentes entropias a partir de las cuales pueden de nir
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cuanti cadores de entrelazamiento.

La funcién de onda fue calculada en el marco de la aproximatiarmé-
nica para grandes magnitudes de interaccion entre partiasl y una vez que
obtuvimos el estado fundamental calculamos las ocupacigngartiendo de
la descomposicion de Schmidt de la matriz densidad reducidabtuvimos
ocupaciones doblemente degeneradas, caracteristica qglacionamos con la
equivalencia entre el intercambio de particulas en la furisi de onda y el
intercambio entre dos minimos del potencial efectivo en elarhiltoniano re-
lativo. Las entropias lineal, de von Neumann, min-entropynax-entropy y la
familia de entropias de Rényi se calcularon en forma exacta arfir de las
ocupaciones en funcion de los parametros de anisotropia § parametros del
potencial de interaccion.

Encontramos que debido a la separabilidad de la funcién dedanen
coordenadas cartesianas, las entropias de von Neumann, f@imropy, max-
entropy y las entropias de Rényi estan compuestas por una sud&términos
asociados a cada coordenada. Ademas, que en el caso bidinaak uno de
esos términos depende del parametro de anisotropia y el o&sta asociado
al potencial de interaccion. Este Gltimo término es justanmge la entropia del
problema unidimensional. En consecuencia, el comportamie de las entro-
pias respecto al parametro de anisotropia puede ser anali@aasin considerar
el potencial de interaccion y la dependencia respecto al patial de inter-
accion queda completamente de nida por la frecuencia obtiela mediante la
aproximacion arménica del problema unidimensional. Mas afien la seccion
5.10generalizamos estos resultados a dimensiones mayores qse d

Mostramos que, cuando la frecuencia permanece nita paraémacciones
fuertes, las entropias de von Neumann, min-entropy y la falia de entro-
pias de Rényi adoptan valores nitos para el modelo anisotriqw y diverge
logaritmicamente cuando la trampa es isotropica. La diveegcia de las en-
tropias en el caso isotropico puede ser entendido sobre laddel principio de
incertidumbre de Heisenberg. En el caso anisotropico lasrpeulas se locali-
zan en los minimos clasicos del potencial efectivo del Hamiliano relativo
formando una molécula de Wigner. En el modelo isotropico esmgnimos
degeneran en un circulo por lo tanto no podemos saber dondéoslizan las
particulas y esta pérdida de informacion sobre el sistemasere ejada en la
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divergencia de las entropias. Si la frecuencia aumenta metamente para
interacciones grandes, entonces las entropias de von Neamamin-entropy
y la familia de entropias de Rényi divergen logaritmicamenggara cualquier
parametro de anisotropia. Por esto concluimos que la in uera del potencial
de interaccion esta presente solamente en la entropia umidinsional.

Para analizar la in uencia del alcance del potencial sobrad entropias
agrupamos las interacciones en potenciales de corto y la@oance y mos-
tramos las diferencias en los resultados obtenidos para aagrupo. Para los
potenciales de interaccion de largo alcance las frecuescse mantienen -
nitas en el limite de interaccién fuerte y por lo tanto las embpias de von
Neumann, min-entropy, max-entropy y la familia de entropis. de Rényi son
nitas. Para los potenciales de corto alcance las frecueasiaumentan moné-
tonamente en funcion de la magnitud de interaccion y por endas entropias
de von Neumann y de Rényi divergen en el limite de interacciounefte. La
divergencia de las entropias es una consecuencia de la djeacia en la incer-
teza del momento para frecuencias grandes. Llegado este tpuconcluimos
que las entropias de von Neumann, min-entropy y entropias Renyi uni-
dimensionales para el caso de interaccién de tipo potenciweérsa, divergen
logaritmicamente cuando la potencia de la interaccion aumt@ ya que en es-
te limite la interaccion entre las particulas tiende a una teraccion de corto
alcance (ver Ecs.%.39 y (5.40).

Asi mismo, demostramos que cuando la frecuencia asociad@eatencial
de interaccion satisfacé 2 = 1=2 las entropias adoptan su valor minimo igual
a uno. De hecho, las entropias de von Neumann, min-entropy gtepias de
Rényicon > 1 presentan comportamientos analitico alrededor de ese pant
mientras que las entropias de Rényi con< 1 muestran un comportamien-
to no analitico que expone el soporte nito de la matriz dendad reducida.
Para esta frecuencia particular se anulan todas las ocupaes excepto las
dos ocupaciones mas grandes (degeneradas). Un comportaiisimilar fue
reportado recientemente por Amico y colaboradores para aths de spin
1=2[170 177 y por nosotros para el modelo de Calogerd|[ En este contex-
to, encontramos que dos particulas con nadas que intera@i mediante un
potencial Gaussiano repulsivo tienen una matriz densida@ducida con so-
porte in nito (in nitas ocupaciones no nulas) para todos I® parametros del
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Hamiltoniano excepto para aquellos valores para los cuakstiene! 2 = 1=2
ya que para estos ultimos valores todas las ocupaciones salam excepto
dos y por lo tanto la matriz densidad reducida tiene soportenito.

En Ausencia de moléculas de Wigner en sistemas unidimensitas de
pocos fermiones con interacciones de corto alcance Wangopauatores 74
consideran tres tipos de interaccion. Una interaccion depth delta de dirac
(que llaman corto alcance en lugar de rango cero), interaéni Coulombiana
y un potencial de tipo Yukawa. Al comparar los tres potenciak para mag-
nitudes de interaccidén equivalentes deducen que en el casola delta no se
forma una molécula de Wigner. Consideramos que se debe sedadoso en
esta interpretacion, ya que la molécula de Wigner se forma panteraccio-
nes fuertes y cuan fuerte debe ser esa interaccion, depenaggmente del
potencial considerado. En otras palabras, el ingreso al négn de Wigner
depende de la interaccion entre particulas y por lo tanto cqrarar distintos
potenciales a interacciones equivalentes no signi ca quarp interacciones
lo su cientemente fuertes los sistemas no alcancen el régimde Wigner.
Concluimos entonces que sus resultados no entran en conica@n con lo
desarrollado en este capitulo.

Hay un trabajo reciente del grupo de Toranzo, Plastino y Deka sobre dos
particulas que interacttan en forma Coulombiana con nadas una esfera de
dimensiénD 1 en el que se analiza la dependencia de las entropias respecto
al radio del sistemay la dimension espacidlTg. Por esto, como perspectiva a
futuro seria interesante tomar como punto de partida nuesis resultados para
la generalizacion a dimensiones mayores que dos (secéidn) y estudiar los
efectos de la dimensionalidad y la magnitud de interaccidnlsre las entropias
de dos particulas con nadas que interactian mediante alggpotencial que
depende solo de la distancia entre particulas.

Para nalizar, el espectro posible de interacciones entragiculas se com-
pleta con el analisis de potenciales de soporte compacto yrdago cero. A
este respecto dedicamos el capitulo
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5.10. Apéndice: Generalizacion a dimensiones
mayores que dos

Si bien todos los célculos que hemos presentado en este cédpitorres-
ponden a dimension dos, la generalizacion a tres dimensi®oanas es directa.
En esta seccion mostraremos la generalizacion de las férasufjue obtuvimos
para las ocupaciones y entropias en las seccioBe8y 5.5 a dimensionD.
Para ello consideramos un sistema compuesto de dos partsuén una tram-
pa armonica anisotropica de dimensiolD que interactian mediante algun
potencial que depende de la distancia entre las particuldsl. Hamiltoniano
para este sistema es

L 1( 50 )
H = > ri+rs +§ (x5, + xTp) + "2 (Xt X5) +gV(risf oig) ;
i=2
(5.55)

con"p 1 >"p 2 > >" 1y Xx; denotando lai-ésima coordenada de la
particula j. Siguiendo el mismo procedimiento de la seccién4 se puede
separar el Hamiltoniano en una parte asociada al centro de saay otra a la

variable relativa. El Hamiltoniano en la variable relativatiene un potencial

efectivo cuyos minimos satisfacen nuevamente la E&.15. En dimensién

D los minimos del potencial cuando la trampa es isotropica y&t en un

cascaron esféric® -dimensional de radiox, (ver Ec. (5.15).

La ocupaciones son

(5.56)

donde { son iguales que en la Ec5(30 y |y iguales que en la Ec.H.3])

con" 7! ";.
La entropia lineal es

11 () ¥P1 .
21+ (1) L1+ (o)’

SP=1 (5.57)

con (!y)y (") como en las Ecs.%.30 y (5.3]) respectivamente.
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Finalmente, la entropia de von Neumann y la familia de entrdas de
Rényi estan dadas por

X
Sp =S (tx)+ S (" 1); (5.58)
i=2
dondeS, (! x) y S, (") son como en las Ecs.5(39 y (5.39 respectivamente
para las entropias de Rényiy como en las Ec$.41) y (5.42 respectivamente
para la entropia de von Neumann.
A continuacion analizaremos en detalle el comportamientcedas entro-
pias unidimensionalesS, (! ) obtenidas para interacciones entre particulas
de largo y corto alcance.
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CAPITULOD

Deteccidon derossovedimensional y truncamiento del
espacio de Hilbert mediante entropias de entrelazamiento
en el modelo de Calogero

The publicity of the Nobel Prize has
made clear that the research work
connected with the Quantum Hall E ect
was so successful because a tremendous
large number of institutions and
individuals supported this activity.

Klaus von Klitzing (1943-presente)

En este capitulo estudiamos el contenido de informacion del mo-
delo de Calogero para dos particulas en una y dos dimensiones,
calculando las entropias de Rényi y von Neumann. Encontramos
gue las entropias del modelo en una dimensién son no monoéto-
nasy nitas en el limite de interaccion fuerte. La entropia de von
Neumann para el modelo en dos dimensiones con con namiento
isotropico es una funcidbn monotonamente creciente de la mag-
nitud de interaccion, que diverge logaritmicamente en el limite
de interaccion fuerte. En el marco de la aproximacién arménica
mostramos que al aumentar la anisotropia el sistema bidimen-
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sional eventualmente alcanza el comportamiento unidimensional
(crossover de dimension dos a uno). Demostramos ademas que
las entropias de Rényi permiten resaltar la estructura del espec-
tro de la matriz densidad reducida y detectar aquellos valores del
parametro de interaccion para los cuales el espacio de Hilbert es
nito y por ende también lo es el espectro de la matriz densidad
reducida.

6.1. Introduccion al modelo de Calogero y mo-
tivacion

Los modelos de muchas particulas interactuantes en variablcontinuas
han recibido gran atencion en los ultimos tiempos por parteeda comunidad
cienti ca interesada en la informacion cuantica y en los futamentos de la
mecanica cuantical76 177. Esto se debe principalmente a que estos modelos
presentan algunas caracteristicas fisicas inesperadas yuwe permiten un
abordaje analitico relativamente simple, proveyendo saliones exactas en
las cuales apoyarse para evaluar soluciones aproximadashoraar en el
signi cado fisico de varios conceptos ampliamente utilidas en el area de
informacion cuantica [L57.

Entre las propiedades fisicas inesperadas que estos maleloseen pue-
de mencionarse la similitud en el régimen apropiado entreslmimeros de
ocupacion de sistemas formados por bosones o fermiordd$][ Cabe aclarar
gue los orbitales naturales y sus nimeros de ocupacion haceferencia a los
autovectores y autovalores de la matriz densidad reducidaie puede cons-
truirse a partir del estado cuantico del sistema. Como se diqb en la seccion
5.2 del capitulo anterior, al trazar sobre las variables d& p particulas
en la matriz densidad asociada a un sistema cuantico & particulas se
obtiene otra matriz. Esta matriz, denominada matriz densiad reducida de
p particulas, describe el estado cuantico de un subconjunte & particulas
y permite estudiar varias magnitudes fisicas como los orhies naturales y
Sus respectivas ocupaciones. En esa misma seccion explicsague las ocu-
paciones o0 numeros de ocupacion y orbitales naturales sos #utovalores y
autoestados de la matriz densidad reducida de una particula

120



Capitulo 6. Deteccion de crossover dimensional y truncamiento del espacio
de Hilbert mediante entropias de entrelazamiento en el modelo de Calogero

Las situaciones en las que es posible obtener en forma exdatamatri-
ces densidad reducida de particulas [L15 147 149 178 179 son menos
frecuentes que aquellas en las que el espectro exacto o ldeestados estan
disponibles. Ademas, la obtencion de la matriz densidad meclda no siem-
pre puede hacerse en forma analitica, aun cuando el model@ractamente
soluble, como bien ejempli can el modelo de Moshinsk¥§Q, el de Calogero
[181 187 y el de Calogero-Sutherlandl83.

Estudiaremos aqui en forma exclusiva el modelo de Calogenye estudio
ha experimentado varios resurgimientos puesto que estéagbnado con otros
sistemas o problemas fisicos. En lo que sigue haremos un ereasumen al
respecto, para luego explicar qué preguntas motivan nuestirabajo.

En 1971, a menos de un afio de que Calogero publicara el trabaijoel que
presenta el modelo originall]87, Sutherland mostro la correspondencia entre
la distribucién de probabilidad del estado fundamental parel modelo deN
particulas y la probabilidad conjunta para ensembles aleaios [L83. Esta
correspondencia puede ademas ser extendida a las funciahesespuesta o
las correlaciones en la densidad de estados de un sistemantiod caotico
[184 18Y. En el afio 1992, los trabajos de Azuma e 1s@93 retoman el
modelo de Calogero como instrumento para explicar el efedtiall cuantico
fraccionario sobre la base de cuasiparticulas denominadasyones. Estas
particulas no son ni bosones ni fermiones y obedecen a lamfdas estadis-
ticas fraccionarias y a una generalizacion del principio dclusion de Pauli
[154. Es por eso que cuando se habla de bosones o fermiones en etana
del modelo de Calogero en dos dimensiones, se esta hacieefkrencia a la
simetria de la funcion de onda.

Estos hallazgos motivaron a su vez nuevos descubrimientosmo la re-
lacion entre el modelo de Calogero y los sistemas de redesige Haldane-
Shastry [L51 157. El paso clave en la demostracion de estas relaciones con-
sistio en tomar el limite de interaccion fuerte que funcionauando las par-

iAnte el intercambio de particulas la funcién de onda para anyaes no es ni totalmente
simétrica ni totalmente antisimétrica, sino que se genera na fase global. En otras palabras,
el grupo de permutaciones en dos dimensiones deja mas pofitades a las particulas
y da lugar a las llamadas estadisticas fraccionarias y geraizaciones del principio de
exclusiéon de Pauli. Por este motivo el parametro de interadén entre particulas es llamado
parametro estadistico .

121



Capitulo 6. Deteccion de crossover dimensional y truncamiento del espacio
de Hilbert mediante entropias de entrelazamiento en el modelo de Calogero

ticulas tienen posiciones de equilibrio clasicas bien dédas como es el caso
del modelo de Calogero de una dimension con o sin condiciodescontorno
periddicas. Avances mas recientes en la obtencion de masadensidad re-
ducida de p particulas en forma exactaJ15 179 18¢ han permitido un
mayor entendimiento sobre el comportamiento de los nimerds ocupacién
de los sistemas de fermiones y las generalizaciones delgyio de exclusion
de Pauli [187, 188. A su vez, la cantidad de nUmeros de ocupacion no nulos
y la rapidez con la que se vuelven despreciables funcionamnooexcelentes
cuanti cadores de las calidad de la aproximacion obtenideson métodos de
expansiones en bases nitas de funciones. Si bien es implesieterminar a
priori cuantas ocupaciones se anularan, en general la presencizaspides
de Coulomb Coulomb cusp¥ esta asociada a la obtencion de in nitas ocu-
paciones no nulasl89. Es por esta razén que para sistemas de fermiones se
espera un conjunto in nito de ocupaciones no nulas.

Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto es una caracséca ines-
perada del modelo que al calcular en forma exacta la matrizrggdad reduci-
da dep particulas para el modelo de Calogero unidimensional nuesgrupo
de trabajo encontrara un conjunto nito de ocupaciones no nas asociadas
a un conjunto discreto de valores del parametro de interaéei tanto para el
caso de bosones como el de fermion&s&q. Esto equivale a decir que para
ciertos valores del parametro de interaccion la matriz deidsd reducida dep
particulas es una matriz nita cuya dimensién depende d& N, el parAmetro
de interaccion y de si las particulas son fermiones o bosarksnbién se mos-
tr6 que para cualquierpy N, ya sea para bosones o fermiones, la entropia de
von Neumann es una funcién no monaotona del parametro de indecion que
presenta un maximo para algun valor nito de la magnitud de iteraccion.
Este ultimo resultado también puede considerarse como ipesado si tene-
MOS en cuenta que numerosos trabajos muestran que las distinentropias
obtenidas a partir de matrices densidad reducidas geparticulas asociadas
a la funcion de onda del estado fundamental para problemas des y tres
dimensiones son funciones monoétonas de la magnitud de iaieeion entre
las particulas [L45 163. Puede mencionarse por ejemplo, las entropias de los
estados liquidos de Laughlin del efecto Hall cuantico fraonario estudiadas
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en los trabajos de Zengt al. [190, Iblisdir et al. [19]] y Haqueet al. [197."

Partiendo de todos estos avances previos, sobre todo deliteglo de que
la matriz densidad reducida para el modelo unidimensionakhe soporte -
nito para ciertos valores del parametro de interaccién, nggeguntamos qué
ocurre en todos los demas valores para los cuales no conocelm@xpresion
exacta de la matriz densidad reducida. También nos pregumis si esta
caracteristica era unica para el caso unidimensional o sieaas podia obser-
varse en otras dimensiones. El objetivo de este capitulo estonces, estudiar
algunas entropias como funciones de la magnitud de interagnt entre parti-
culas para el modelo de Calogero en una y dos dimensiones sasrando el
parametro de interaccion en forma continua.

Aplicaremos todo lo desarollado en el capitul® para mostrar que el
modelo en una dimensidén tiene siempre una entropia nita nméas que en
dos 0 mas dimensiones se observa un comportamiento divetgan el limite
de interaccion fuerte. También veremos, al igual que en elpitulo anterior,
que la entropia para el modelo bidimensional anisotropice somporta como
si el sistema fuera unidimensional o bidimensional depeaddo del valor del
parametro de anisotropia y de la magnitud de interaccién. Cacterizaremos
ademas este cambio en el comportamiento bidimensional coomocrossover
dimensional.

Mostraremos ademas que las entropias de Rényi son capaceseateatiar
aguellos valores de los parametros del Hamiltoniano (en estaso valores de
la magnitud de interaccién) para los cuales el espacio de b6t del sistema
es nito, es decir, que el sistema tiene soluciones exactasitas y la ma-
triz densidad reducida tiene soporte compacto. En este s& ahondaremos
sobre lo ya expuesto en el capitulo anterior.

Todo lo desarrollado en este capitulo asi como los resultadgue aqui
mostramos se basan en lo que publicamos en la referendja Qrganizamos
el capitulo de la siguiente manera. En la seccidh2 presentamos algunos
resultados basicos para el modelo de Calogero, mientras gonda secciort.3

i Notar que la funciéon de onda de Laughlin paran particulas y factor o fracciéon de
llenado (lling factor ) 1=m tiene exactamente la misma forma que la funcion de onda
del estado fundamental para el modelo de Calogero unidimeial de n particulas con
magnitud de interaccionm (m 1). Sin embargo, las particiones que determinan entre qué
subsistemas se calculan las entropias no son equivalentes.
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describiremos el método numérico utilizado para la obteriei de resultados.
En la seccion6.4 calculamos el espectro y la entropia de von Neumann para
la matriz densidad reducida de una particula en una dimensidLa seccion
6.5 esta dedicada a las entropias de Rényi. En la secciérb estudiamos el
caso isotrépico bidimensional mientras que en la secci®r tratamos el caso
anisotropico en el limite de interaccion fuerte particulazando el método de
la seccionb.6 del capitulo anterior al potencial del modelo de CalogeronHa
seccion6.8 analizamos elcrossoverdimensional, y, para nalizar, en la sec-
cion 6.9 discutimos nuestros resultados y presentamos algunas dosones.
Si el lector desea repasar las de niciones de las entropiastriz densidad
reducida de una particula y los orbitales naturales con susspectivas ocupa-
ciones asociados es recomendable una relectura de la sectiddel capitulo
anterior.

6.2. Estado fundamental del modelo de caloge-
ro para dos particulas

El Hamiltoniano de Calogero para dos particulas en dimensid [18]]
puede escribirse como
1
H=nh(1)+ h@)+ ( 1)r7; (6.1)
12
donde+, = % % denota la distancia entre las particulas); y % son
las posiciones de las particulas y( 1) es la magnitud de interaccion
como fue presentada por Sutherlandl83. La ecuacion anterior involucra
dos Hamiltionianos armoénicos de una particula,

. 1 1 :
h(i) = S 2+ ériz; i=1;2; (6.2)
en unidades atomicas{=1, m =1y ! =1) que como ya se dijo son las

utilizadas a lo largo de toda la tesis.
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6.2.1. Caso unidimensional

Para dos bosones la funcion de onda totalmente simétrica @sitado fun-
damental y la correspondiente energia estan dadas por

Sxiixp) = C& e Mivd); B = ( +1); (6.3)

donde es el factor de Jastrow

= jX1 Xz (6.4)

Para dos fermiones sin spin se tiene la funcion de onda totanie anti-
simétrica

b(xi;xz) = Ci sign(x;  xp) e 20409 (6.5)

donde C{’; y CL son constantes de normalizaciori93.

En la referencia 1159 nuestro grupo de trabajo mostré que para la fun-
cién de onda bosénica (fermiénica) con=2n ( =2n+1); n2 N; el valor
absoluto en la Ec. 6.4) (Ec. (6.5) puede ser ignorado, y las Unicas integrales
requeridas para encontrar la matriz densidad reducida de armparticula son
integrales Gaussianas con potencias pares (impares) deltéa de Jastrow.
Mas aun, la matriz densidad reducida de una particula se caaexte enton-
ces en una funcion Gaussiana multiplicada por una expresipolinomica de
(X;y¥). En estos casos, la expresion general c{\@ (cuya obtencion es bastante
engorrosa) puede ser escrita como una suma nita de funcienge Hermite.

6.2.2. Dos o mas dimensiones

Para dimensiones mayores que dos las funciones de onda exaetra el
estado fundamental de dos bosones

b= CB jx % ve (), (6.6)

o fermiones

o= lej; j¥1 %) " se 2(ri+rd), (6.7)
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son bastante similares a las del modelo en una dimensid®4. En las Ecs.
(6.6) y (6.7) los exponentes , y ; son funciones de la magnitud de inter-
accion y la dimensiéonD y s es uno de los determinantes de Slat& 2
gue son las funciones de onda del estado fundamentale= 2 fermiones
no interactuantes [L94.

Al igual que en el caso unidimensional, la funcion de onda exa del
estado fundamental de bosones y fermiones no puede ser oiol@rpara el
mismo conjunto de parametros puesto que

=2 "0 2%+ ( D © 2 ; 69
y
f:% pD2+4( 1) D ; (6.9)

son numeros enteros para valores distintos de El factor s asegura que
la funcién de onda de la Ec.&.7) sea totalmente antisimétrica respecto al
intercambio de particulas. ParaD = 2 hay dos determinantes que cumplen
esta condicion. Ambos son linealmente independientes y piea ser elegidos
de forma tal que sean autofunciones del operador de momentwalar

.= (X1 X2)+i(yr Yo) L, o= . (6.10)

(X1 X2) i(yr Y2)

La funcion de onda del estado fundamental puede ser constfaiutilizan-
do distintas combinaciones lineales deg pero esto no implica que la matriz
densidad reducida correspondiente tenga las misma entragiomo veremos
en las proximas secciones.

6.3. El método variacional

El caso unidimensional fue analizado exhaustivamente en faferencia
[115 para aquellos valores de que permiten el calculo exacto de la matriz
densidad reducida dep particulas y sus autovalores, es decir para= 2n
en el caso de bosones y=2n+1 en el caso de fermiones dondees un
namero natural. En este capitulo consideramos entonces acomo una va-
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riable continua y calculamos los autovalores de la matriz dsidad reducida
de una particula utilizando el método variacional de Ritz, geiya fue expli-
cado en los capitulos anteriores. Luego, a partir de los auédores obtenidos
numéricamente calcularemos diferentes entropias (ver sén 5.2).

La eleccion natural para la base son los autoestados del @stor armdnico
gue ya fueron usados para obtener los autovalores exactos njitos de la
matriz densidad reducida de una particula para valores emtes de

142

n(X) = EBM ; (6.11)

2'n! 2
donde H,(x) son los polinomios de Hermite. La manera en la que este mé-
todo variacional puede usarse para calcular el espectro apmado para una
matriz densidad reducida ha sido descripto en las refereasifl63 189 195
y por lo tanto aqui mostraremos Unicamente los elementos deamz de la
matriz densidad reducida en la base elegida.

Si expresamos la matriz densidad reducida de una particula & siguiente
manera

z
(%; %) = (%3 (%2 dz; (6.12)

entonces sus elementos de matriz son

Z z
[ (i%)]ym = " (%) (X1:%2) " m(¥2)d%  dxq ; (6.13)

donde ' (%) denota un elemento de la base en un espacio de la misma
dimension quex;. Esto quiere decir un producto de funciones como las de la
Ec. (6.11) cada una asociada a una coordenada del vectar. Si la dimension
de x%; es uno entonces la base coincide con la de nicion dada por le. [65.17)
y si es dos la basé' ,(%;)g esta dada por todos los productos de la forma
i(X1) j(ya)-

Cuando el kernel es totalmente simétrico o antisimétrico i@ el teorema
enunciado en la seccio®.4 del capitulo anterior y por lo tanto podemos
reducir el esfuerzo de célculo haciendo una expansién vaitgmal sobre el
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estado y no sobre la matriz densidad. En este caso los elenoentie matriz
del estado estan dados por

Z Z
[(*x5%)]hm = " n(%) ( %1 %) " m(%) d¥%  dxg: (6.14)

Como los estados de las Ecs6.Q) y (6.5 son totalmente simétricos o
antisimétricos todos los calculos (tanto bosones como feomes) para el caso
unidimensional de la secciéf.4 se hicieron con expansiones variacionales del
estado fundamental. Para el caso bidimensional se hiciererpansiones del
estado fundamental de bosones dado por la E®&.) y expansiones de la
matriz densidad reducida construida a partir de los estadgsara fermiones
dados por las Ecs.€.7) y (6.10 ya que estos estados son en general comple-
jos. Para hacer la expansién variacional de la matriz densid reducida los
elementos de matriz de la misma se obtuvieron partiendo dedtado funda-
mental conocido de forma exacta y usando la integracion nuriea de la Ec.
(6.12 en la Ec. (6.13.

6.4. Ocupaciones y entropia de von Neumann
para el caso unidimensional

Los autovalores de la matriz densidad reducida de una pauia calcula-
dos utilizando el método variacional para el modelo unidimsional de bo-
sones y fermiones se muestran en un gra dog-log en la gura 6.1 La
caracteristica sobresaliente de ambos conjuntos de cunessque la mayoria
de los autovalores decrecen de forma abrupta a cero en loka$ enteros
del parametro .

En el caso fermionico, puesto que todos los autovalores estibbblemente
degenerados19q, sélo hay cuatro autovalores (los mas grandes) que nunca
se anulan. Para = 2n+ 1, solo hay2n + 2 autovalores distintos de cero
[115. El error numérico de los autovalores variacionales paraleres enteros
de esO( ), donde , 2 10 *® es la precision de la maquina.

Tanto para bosones como para fermiones las ocupaciones rtraesdos
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Figura 6.1: Ocupaciones obtenidas variacionalmente usando una base de 50fun
ciones de una particula (ver Ec. 6.11)) para el estado fundamental del modelo de
Calogero unidimensional de (a) fermiones y (b) bosones. Las caiddzraptas a cero
de los autovalores para valores enteros del parametro de interEién (impares en el
caso de fermiones y pares en el caso de bosones) indican que el eninde ocupa-
ciones no nulas para dichos valores es nito. En (a) cada autovalor edoblemente
degenerado.

regimenes bien de nidos. En uno de los regimenes una dada paaion se
anula para un cierto valor de la interaccién y en el otro régiem las ocupa-
ciones son independientes de Este Ultimo régimen corresponde a aquellos
valores del parametro de interaccion a partir de los cuales sumple la apro-
ximacion arménica en donde la forma de las ocupaciones eséla por una
ley de potencias (Ec. %.30 de la seccion5.4 del capitulo anterior). Como
puede verse en la gurab.2(a), para valores grandes del parametro de inter-
accion (1) las ocupaciones de fermiones y bosones tienen el mismo valor
asintotico dado por la Ec. 6.30 de la secciorb.4 del capitulo 5. Esto se debe
a que en el régimen de interaccion fuerte las interacciones itercambio
se suprimen (ver seccioi.5 del capitulo anterior). Como consecuencia, la
entropia de von Neumann para ambas estadisticas resulta #misma en el
limite de interaccién fuerte como se ve en la guré&.2(b). En este limite la
entropia de von Neumann converge a un valor nito que puedersealculado
analiticamente a partir de la Ec. 6.41) de la secciorb.6 del capitulo anterior.
La entropia de von Neumann alcanza un valor maximo alrededde =5
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Figura 6.2: (@) Ocupaciones mas grandes para bosones (linea roja) y fermiaene
(linea azul cortada) y (b) entropia de von Neumann para el estadédundamental
del modelo de Calogero unidimensional para dos bosones (linea rojafermiones
(linea azul cortada). Todos los valores se obtuvieron mediante elétodo variacional
usando una base de 50 funciones de una particula (ver Ed5.{1). Notar que
las ocupaciones para bosones y fermiones se vuelven degeneradagl limite de
interaccion fuerte.

para ambos casodl], caracteristica que puede apreciarse en la gu@2(b).
La aparicion de un maximo en la entropia de von Neumann es unaopiedad
inesperada ya que en general se ha observado un comportatoie® monoé-
tono en un cuanti cador de contenido de informacion cuandody cambios
en la analiticidad de la energia del estado fundamental, consucede en una
transicion de fase cuantical97. Este comportamiento también puede ser
consecuencia de cambios en el peso relativo entre estados diferente en-
trelazamiento como sucede cuando la temperatura varia emgahas mezclas
térmicas ¢hermal mixeg [199. La energia del estado fundamental y las fun-
ciones de onda totalmente simétricas o antisimétricas desl&qgs. 6.3) y (6.5
son analiticas con respecto al parametra Este maximo también podria apa-
recer si las ocupaciones fueran no analiticas para este valel parametro de
interaccion, sin embargo, las ocupaciones son de hecho #itals con respecto
al parametro , aun para aquellos valores en los que la matriz densidad redu
cida de una particula tiene soporte nito. Esto puede garaitarse a partir de
un analisis mediante técnicas de tipo escaleo nitor(ite size scaling) muy
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Figura 6.3: (a) Cuarta mayor ocupacion para el caso bosoénico calculada varia-
cionalmente para diferentes tamafios de badd . (b) Colapso de los datos luego de
un analisis de tipo escaleo nito. En intervalo del pardmetro de interacién tenido
en cuenta esta centrado alrededor de = 2 que es el primer valor para el cual esta
ocupacién se anula.

utilizadas para evaluar el comportamiento analitico de défentes autovalores
cerca del umbral de ionizacidén para sistemas cuasi-atongda99.

La primera ocupacion que se anula en = 2 para el caso de bosones
(cuarta ocupacion si se indiza con valores descendiente)rseestran en la
gura 6.3a) calculada para varios tamafios de base denotados pdr. Co-
mo es de esperar, los resultados dependen del tamafio de laeh@ero como
puede verse en la guras.3(b) los datos colapsan en una Unica curva al rea-
lizar una transformacion de escaleo nito. Este colapso esnsistente con la
analiticidad del autovalor respecto del parametro. Si bien no lo mostramos
aqui, obtuvimos la misma dependencia cuadratica cuando dimamos otras
ocupaciones en la vecindad de los puntos donde los autovatse anulan
tanto para bosones como para fermiones.

6.5. Entropia de Rényi y soporte nito de la
matriz densidad reducida

El comportamiento suave de la entropia de von Neumann no poude
mani esto la estructura de la matriz densidad reducida de umparticula como
funcién del pardmetro de interaccion . Aquellos valores discretos de para
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los cuales el espacio de Hilbert en el que se describe el siates nito y por
lo tanto la matriz densidad reducida de una particula tieneddo un conjunto
nito de autovalores no nulos no tienen asociado ninguna piEcularidad en
la entropia de von Neumann que los exponga o resalte. Este partamiento
suave es una consecuencia de la analiticidad de los autokedorespecto a .

Sin embargo, la estructura del espectro puede ser puesta giencia por
la entropia de Rényi de nida en la Ec. $.3) de la seccion5.2 del capitulo
anterior ya que la familia de entropias de Rényi permite explar distintas
regiones del espectro pues al cambiares posible modi car los pesos de los
distintos autovalores de la matriz densidad reducida.

Como mostramos en la seccion anterior, los autovalores dematriz den-
sidad reducida de una particula son funciones analiticas deEn esta seccion
mostraremos para el caso de bosones (el caso de fermionesnatag que
aungue las ocupaciones son analiticas en la vecindad de lalonres , = 2n
donde la matriz densidad reducida tiene sol2zn + 1 ocupaciones no nulas la
entropia de Rényi es una funcion no analitica de

Es importante destacar que para llegar a los resultados dié&alos a con-
tinuacion la dnica hipétesis en la que nos basamos es la atigtiad de las
ocupaciones en las cercanias de los puntos discretos pasaiamles el espectro
de la matriz densidad reducida es nito. Esto esta garantizip por el anterior
analisis con técnicas de escaleo nito. El desarrollo quewdpresentamos es
valido para cualquier sistema que cumpla esa hipoétesis. Asinos entonces
que

8
> ()t W n) siio2n+1

() para !
. (2 2k;; P .
( n) < sii>2n+1;
(6.15)
donde i(l); i(z) son constantes ¥K;, 1 es un entero. Con esto la de nicion

de la entropia de Rényi dada por la Ec.53) de la seccién5.2 del capitulo
anterior puede ser reescrita como
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%+1 )Q
S() = log, | i()"‘_ i ()
0 i=1 '|=2n+2 0 P ( )1 1
1 Xt - i=2n+ ’
S GRS B
0 | P (i)zll |
q+1 ) . [
| % %Iogz () = nzpil §
o i=1 In2 i( )
i=1
= S, ()+s5,(): (6.16)

Notar que S,( n) = S () Y S,( n) = 0. Con todo esto es posible evaluar
la derivada de la entropia de Rényi en =

0
1 )
@S( ) _ @S( ) N %i:2n+2 0@
@ .. @ .. In2@ ) zm_()
11=1 '
P 2pr1
_— i()__l CrOH)@ ()
et 2P*Il_ . § : (6.17)
. i () )

El primer término de la Ec. (6.17) es una constante bien de nida y el tercero
es cero. Como consecuencia de esto la derivada esta dominaatael segundo
término. Usando la expansion analitica de los autovaloresdh por la Ec.

(6.15 y asumiendo queky es el valor minimo dek;, el comportamiento

asintético dominante des,, es

Sh( ) - Cn (( n)ka) = Chj njkm; (6.18)

donde =2 . Esto implica que
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8 knGa et tsien( i (619
Esta ecuacion tiene como resultado que
8 )
i |
D e sk <t
sign or !
@S( ) _ g n n)
= @S,( ) C for o _
@ _ si ky =1
" @S,( n) + C for roy
@S, (n) sikn 1:
(6.20)

Por més que la derivada dé&s es continua para 1 es facil ver que por
la forma asintéticas de los autovalores Eq6(19 la segunda derivada de la
entropia diverge paral < k;, < 2 pero es analitica parak,, = 2. Esto
quiere decir que ekink presente enk,, = 1 se hace cada vez mas suave
hasta desaparecer ek,, =2.

La evidencia numérica acumulada indica que en el caso del retmdde
Calogero unidimensionak, = 1 para todos los valores dey n (ver analisis
de escaleo nito al nal de la seccién anterior). La entropiale Rényi presenta
entonces puntos criticos con derivadas in nitas para< 1=2y un kink para

= 1=2 que va desapareciendo en forma continua a medida quaumenta
hasta que toma el valor de la unidad 4]. Por esto, la entropia de von
Neumann, que pude ser obtenida con! 1 es una funcién analitica de .

El comportamiento no analitico de las entropias de Rényi pristhas por
la Ec. (6.20 es una consecuencia de haber asumido la analiticidad de los
autovalores expresado en la Ec6(15. Esta interesante propiedad puede re-
conocerse con facilidad para = 2 en la gura 6.4(a) donde se muestran
las entropias de Rényi obtenidas variacionalmente en fungidlel parametro
de interaccion para varios valores de para el modelo de Calogero unidi-
mensional para bosones. Esta gura también muestra las eapias de Rényi
exactas para aquellos valores depara los que la matriz densidad reducida
tiene soporte nito, es decir para = 2n. Vale la pena destacar que, como
vimos en el capitulos, las entropias de Rényi son funciones decrecientes de
por lo tanto la curva superior de la gura corresponde al vatomas pequefio
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Figura 6.4: Entropia de von Neumann unidimensional (linea negra) y entropias de

Rényicon =0:1; 0:2; 0:3; 0:4; 0:5; 0:6; 2 en funcidn del parametro de interaccion
(lineas roja, verde oscuro, azul, anaranjada, verde claro y ciamspectivamente).

(a) Para el caso de bosones. (b) Para fermiones. Los valores etacde las entropias

para =2no0 =2n+1 se muestran como puntos grises para el caso de bosones

y fermiones respectivamente.

elegido para mientras que la curva inferior corresponde al valor mas gran
de. Ademas todas estas curvas tienen como limite inferiorri@n-entropy S}
(ver la Ec. (5.43 de la secciérb.6 del capitulo anterior).

Para el caso de fermiones las cuentas son similares y no lgeeteemos.
Como se puede ver en la gur&®.4(b) el gra co obtenido es muy similar al
de bosones siendo la Unica diferencia que los comportamésnho analiticos
en lugar de presentarse en los valores= 2n se presentan en los valores en

=2n+1. Cabe aclarar que en la confeccion de la gurd4(b) se tuvieron
en cuenta menos valores del parametroy por eso las curvas pueden verse
menos suaves comparado a las curvas de la guBaj(a). Como esta gura
s6lo se presenta por completitud y a nes de una comparaciomsual entre
los casos bosénico y fermidnico creemos que la cantidad detps usados es
su ciente para este n.

La entropia de Rényi y su primera derivada en funcion del par&tro
de interaccion en un intervalo alrededor de = 4 para = 0:4; 0:5; 0:6 se
muestran en la gura 6.5 donde puede apreciarse que la entropia de Rényi
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Figura 6.5: Entropia de Rényi unidimensional para el caso de bosones ( la supe-
rior) y sus derivadas ( la inferior) en funcion del parametro de interaccion en un
entorno de =4 para = 0:4; 0:5; 0:6 de izquierda a derecha.

presenta un punto critico con derivada in nita para = 0:4, un kink con
derivada discontinua para = 1=2y una derivada continua para = 0:6 con
derivada segunda in nita.

En resumen, las entropias de Rényi son capaces de dejar exjpseaque-
llos valores de para los que la matriz densidad reducida de una particula
tiene soporte nito. Un comportamiento similar fue observdo por Amico y
colaboradores para cadenas de splr2 [162 170 177.

6.6. Ocupaciones y entropia de von Neumann
para el caso bidimensional

La funcion de onda del modelo de Calogero para sistemas de piaiculas
en dos dimensiones se conoce en forma exacta para todos ltzes de y
estan dadas por las Ecs.6(6) y (6.7) [194. Con esto las ocupaciones y las
entropias de nidas en base a esas ocupaciones se calculaesiacionalmente
con el método de Ritz, como se explicé en la secci®i.
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El comportamiento de la entropia de von Neumann esta represado en
la gura 6.6(a) para el caso bosoénico y el caso de fermidnico, notar que el
eje de las ordenadas de la gura esta en escala logaritmican &sta gura,
la linea roja corresponde al caso de bosones y las lineasatisouas al de
fermiones. La linea verde discontinua corresponde @ = ¢ = (X1 Xz)+
i(y1 Y2) mientras que la linea azul discontinua corresponde & = ¥ =
pl—i <+ ¢ .Las curvas obtenidas permiten ver que que los tres conjusto
de datos son consistentes con una divergencia logaritmioa ld entropia de
von Neumann cuando el parametro aumenta.

Usando la de nicion anterior de ¥y de niendo %= & ¢ s uno

2
puede construir la funcién del estado fundamental fermiceo  §*, L, &

+

y gy sustituyendo ¢, o, ¥y & enlaEc. 6.7). Una vez hecho eso es
posible demostrar que

L 1+1]° S D (6.21)

1 2 1 2

5 ol Dr+5 F0C 1

donde el argumento entre corchetes es la magnitud de intec&mn de la Ec.
(6.1) para la cudl la funcion de onda del estado fundamental debersalcu-
lada [4].

Los primeros dos términos en la igualdad obtenida aseguramegpara va-
lores su cientemente grandes de las entropias de von Neumann de bosones
y fermiones tienen la misma forma asintética si los estadogreespondientes
son autofunciones dé.,. No hemos encontrado hasta ahora una manera de
traducir la relacion entre los modulos cuadrados de las fuones de onda de
la Ec. (6.21) a una relacién entre las ocupaciones.

La disponibilidad de las funciones de onda degeneradas dghdo funda-
mental fermiénico permite estudiar la entropia de von Neuma para dife-
rentes combinaciones lineales de estados ortogonalesuBstmos la entropia
de von Neumann de diferentes funciones de onda del estadodamental ob-
tenidas mediante el reemplazo des en la Ec. (6.7) por la siguiente expresion

()= &+ 1 2 o 2][01]: (6.22)
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Figura 6.6: (a) Entropia de von Neumann como funcién de la magnitud de
interaccién  para las funciones de onda fermidnicas invariantes ante rotaciones
¢ (linea verde cortada) y para la funcién de onda fermionica construia con
§ =(x1 X2) (linea azul cortada). Notar la divergencia logaritmica en el limite
de interaccion fuerte. Un punto en el area gris es un par ( Syn) que puede
ser obtenido con una eleccidn particular de la combinacion lineal de la E€6.22)
y que queda de nido por el parametro . La entropia de von Neumann para el
estado fundamental de bosones (linea roja) y el estado fundamtal invariante ante
rotaciones de fermiones (linea verde cortada) tiene la misma formaiatotica. (b)
Entropia de von Neumann para el estado fundamental fermionicoonstruido con
ic( ) en funcién del parametro 2 para dos valores del parametro de interaccion
= 2 (linea anaranjada cortada) y = (L+ 33)=2 (linea negra cortada). Las
lineas horizontales corresponden a las entropias de von Neumann dg, ¥. Notar
que al cambiar el parametro se van recorriendo puntos (, Syn) en la region

sombreada del gra co (a).
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Las entropias de von Neumann de los estadog( ); %Xy 5 son mos-
trados en la gura 6.6 donde se puede ver que las entropias de von Neumann
para todos los estados de nidos por la Ec6(22) divergen logaritmicamente
en el limite de interaccion fuerte. Para un valor dado delas entropias de ¢
( =0y =1en i())son maximas mientras que las deg” ( = pl—z)
son minimas. La regién sombreada en la guréd.6(a) corresponde a todos los
otros valores deS,y[ c( )] variando . Ademas, en el limite de interaccion
fuerte las entropias de los estados fundamentales fermis construidos con

s Y el estado fundamental de bosones son asintéticamente igsacomo se
pude ver en la gura6.6(a)).

En la gura 6.6(b) se muestra el comportamiento de la entropia de von
Neumann calculada para el estado fundamental construido arglo la Ec.
(6.22 en funcién de 2 para =2 (numérica)y (=2) =(1+ P 33)=2
(exacta). En la gura se puede apreciar que las entropias @sadas a ¢
son maximas y las de ¥ son minimas (lineas horizontales verdes y azules
respectivamente).

La entropia lineal muestra un comportamiento diferente yaug converge
mondtonamente a la unidad en el limite de interaccion fuert&ste compor-
tamiento ha sido reportado previamente por numerosos sistas y ha sido
asociado a la naturaleza competitiva de los potenciales dgamiltioniano
[145 148. En nuestro modelo el término arménico en las Ecs6.(0) y (6.2)
mantiene a las particulas cerca del origen de las coordensdael término
repulsivo intenta mantenerlas lo mas lejos posible en esfggcuando !1

Las divergencias logaritmicas son siempre dificiles de enttar basando-
se solo en informacion numérica. La razon de esto es que eddms dificil
estudiar valores grandes de pues el nimero de funciones de base requeridas
para poner en evidencia la divergencia logaritmica aumentamo 2. Noso-
tros fuimos capaces de obtener la entropia de von Neumann taas = 80.
Para respaldar la divergencia logaritmica mostrada en la wga 6.6 haremos
a continuacion una aproximaciéon analitica del problema enod dimensiones
basada en los resultados desarrollados en las seccidnéy 5.6 del capitulo
anterior.
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6.7. Desarrollo analitico del modelo de Caloge-
ro bidimensional anisotropico en el limite
de interaccion fuerte

En esta seccidn particularizaremos los resultados obteoglen el capitu-
lo 5 en el marco de la aproximacion armonicallg 148 166 167 para el
modelo de Calogero. Para ello consideraremos el Hamiltomade Calogero
bidimensional anisotrépico

1 1 " ( 1
H= privri g o+ iy + =51 (629
Al igual que en la secciérb.4 del capitulo anterior consideramos las coor-
denadas del centro de masd = 1(x;+ %) = (X;Y) yrelativas+= %, %, =

(x;y). Entonces, el Hamiltoniano puede escribirse contb = HR + H" con

1
HE = Jrg+ XZ+"2v2 (6.24)
1 y ( b

Como se explico en la seccidn3 del capitulo anterior la funciéon de onda
es el producto de una funcion asociada al centro de masa y ofigociado a
la variable relativa ( X;Y;x;y) = R(X;Y) "(x;y) ver Ecs. 6.11), (5.12,
(5.13 y (5.19.

El valor absoluto de las abscisas de los minimos del poteth@#gectivo del
Hamiltoniano relativo (Ec. (5.15 de la seccion5.4 del capitulo anterior) es
Xo = P 2(( 1))% (Ec. (5.47) de la subsecciorb.7.1 del capitulo anterior
con =1). De hecho, todos los resultados del capitulo anterior sodlidos
cong7! ( 1)y!,=2.DelasEcs.5.29, (5.30 y (5.3]) de la secciorb.4
del capitulo anterior las ocupaciones en el limite de intereion fuerte tienen
la siguiente forma

_ P iy P T,
w=2 32 4@ ()M 17 122 ; (6.26)
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donde (") esta dada por la Ec. $.31) de la secciorb.4 del capitulo anterior.
La entropia lineal de la Ec. §.44) de la secciénb.6 del capitulo anterior
queda
I
32 41 (),
9 62 1+ (")’

S =1 (6.27)

Partiendo de las Ecs. $.40), (5.41) y (5.42 de la secciorb.6 del capitulo
anterior la entropia de von Neumann para este modelo es

log, @ ("N& P (MO
S\ =1:197371889 § : 6.28
" D) (6.29)
Y de las Ecs. 6.37), (5.39 y (5.39 de la secciorb.6 del capitulo anterior la

entropia de Rényi en el limite de interaccion fuerte es

p_
1 6 2 8 1 @a
S =7 e 1 17 12)'32)) AR I (R OB
(6.29)
Como dijimos en el capitulo5, el modelo isotrépico puede recuperarse
tomando" ! 1". En este limite (") ! 1 todos los autovalores tienden

a cero y la entropia de von Neumann diverge logaritmicamentaientras
que la entropia lineal tiende a uno. Para parametros de anismpia grandes
">> 1 seprecupera el problema unidimensional ya qué¢") ! 0y por ende
Se! 1 -£ySw ! 1:197371889La entropia de Rényi muestra el mismo
comportamiento que la entropia de von Neumann: diveprge pata! 1"y
para"” >> 1 alcanza el valor unidimensiona{l— log, €628 414

1 @7 12 2))
Finalmente, la min-entropy tiene la siguiente forma

3
1 _— — .
S =Im S, =log, 1+ _p< (6.30)

6.8. Crossover de dimension dos a uno

Las entropias unidimensionales en el limite de interaccituerte se pueden
recuperar a partir de los resultados para el modelo bidimaosal. Podemos
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Figura 6.7: Entropia de von Neumann 10 I ! I ! I
y entropia lineal como funciones del pa-
rametro de anisotropia” en el limite de 8
interaccién fuerte calculadas con la expre-

sion exacta (linea magenta de puntos y 6
rayas) y truncando la suma de la de ni-

cion dada por la Ec. 6.4) de la secciorb.2

del capitulo anterior (lineas continuas). El 4
namero de ocupaciones incluidas en la su-

ma es de 50, 100, 150 y 200 (lineas conti-
nuas negra, roja, verde y azul respectiva-
mente). El término asintético de la entro-

pia de von Neumann exacta se muestra 0 20 10 0
como una linea cortada amarilla. |n(e _1)

preguntarnos entonces qué marcas deja @bssoverdimensional de dimen-
sion dos a uno en la entropia de von Neumann y si esto tambiénmede
observar para valores nitos del parametro de interaccion.

La entropia de von Neumann de la Ec.6(28 obtenida en el marco de la
aproximacion armoénica para el modelo bidimensional anisépico se muestra
como una linea de puntos y rayas magenta en la gufa7 que recuerda a la
gura 5.2de la secciérb.6 del capitulo anterior. En la gura se pude ver que
la entropia alcanza el limite unidimensional pard & 2 (correspondiente al
".= 2( +1)+1 con =1 de la subsecciérb.7.1del capitulo anterior).
La entropia diverge en el caso isotropico y se mantiene nif@ara cualquier
valor del pardmetro de anisotropid > 1.

Como ya mostramos en la seccidn 6 del capitulo anterior al calcular la
derivada primera de la Ec. .42 es facil ver que

log(" 1)
log 16
Este comportamiento asintotico que se muestra en la guré.7 como una
linea cortada amarilla que hace evidente la divergencia dedntropia de von

Neumann para" ! 1.

Las entropias obtenidas sumando la contribucién de una céad ni-
ta de ocupaciones (Eqf.26) en la de nicion dada por la Ec. 6.4) de la
seccion5.2 del capitulo anterior también se muestran en la gurg.7 como

Sun for * 1 (6.31)
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lineas continuas. Como se ve en la gura, no importa cuantagupaciones
se tengan en cuenta en la suma siempre hay un valor ‘tigpara el cual la
entropia de von Neumann alcanza un maximo y luego decae paegmetros
de anisotropia menores. Esto quiere decir que mientras mastropico es el
sistema mas orbitales naturales son necesarios para unarecta descripcion
del problema y esto es justamente lo que hace dificil dema@stmumérica-
mente la divergencia logaritmica. El abordaje numérico sigre provee de
un ndmero nito de ocupaciones para calcular la entropiay pa" ! 1°
necesitamos una cantidad creciente de ocupaciones parardogina buena
aproximacion de la entropia4].

A continuacion compararemos los resultados obtenidos en lghite de
interaccion fuerte mediante la aproximacion armoénica com lobtenido para
interacciones nitas. En la secciorb.6 vimos que la entropia de von Neumann
de la gura 6.6(@a) aumenta logaritmicamente y en la secci6f.7, en base a
los resultados del capitulo anterior, mostramos que la eopia exacta en el
limite de interaccion fuerte para’ ! 1" realmente diverge logaritmicamente
apoyando lo inferido numéricamente. Para evaluar qué ocerpara magnitu-
des de interaccion intermedias estudiamos los autovalor@sl Hamiltoniano
relativo dado por la Ec. 6.25. De la Ec. (5.20 de la secciorb.4 del capitulo
anterior vemos que los autovalores del Hamiltoniano relab en el limite de
interaccion fuerte dependen en forma no analitica del par&@tno de anisotro-
pia. Compararemos la energia del estado fundamental obt@mimediante la
aproximacion armonica (que denotaremos conif,,(")) a la obtenida varia-
cionalmente para valores de nitos y diferentes parametros de anisotropia
" (que denotaremos poEy (;")). Para ello de nimos E}, como

1,.0y- Eoo (5") .
Egp(;")= 1) 1 (6.32)
Ed, nos da una idea de cuan diferentes son las energias variagies a las
del limite de interaccion fuerte. Cuando las energias vacianales se compor-
ten de la misma manera que las obtenidas en el marco de la apmcion
armonica esta cantidad sera igual a la unidad.

Enla gura 6.8se puede ver el comportamiento dé,( ;" ) en funcion de

" para varios valores de . La gura muestra que el comportamiento obtenido
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Figura 6.8: Relacion entre la energia del 102y 7 71

estado fundamental del Hamiltoniano re-
lativo obtenida variacionalmente y en el
limite de interaccion fuerte de nida en la
Ec. (6.32. Por como se eligi6 el eje de_y 0.9873
las abscisas el limite de interaccién fuer-—oo
te corresponde a la unidad indicada co- 0.973
mo una linea negra cortada. Las ener-
gias variacionales fueron calculadas con 0.9623

( 1) = 20;50; 100, 500 2000y se ven
en las curvas de colores desde abajo hacia ~ 0.93
arriba.

1

por la aproximacion armoénica siempre se alcanza, sin embarguanto mas
chico es se necesita un valor dé cada vez mayor. Como vimos en el capitulo
5y en la seccion6.7, el comportamiento unidimensional se alcanza para
" & 2. Por esto concluimos que no importa cuan pequefio sea el paedm
de interaccion un sistema bidimensional lo su cientementanisotropico se
comporta como un sistema unidimensional. Esto quiere decqjue un sistema
bidimensional anisotrdpico presenta urcrossover de dimensién dos a uno
ya que se comporta como bidimensional o unidimensional degeendo de la
relacion entre los parametros y ".

6.9. Resumen, conclusiones y perspectivas

Estudiamos las entropias de von Neumman y Rényi para el modale
Calogero de dos particulas en una y dos dimensiones. Encanios que la
entropia de von Neumman en el modelo bidimensional con comamiento
isotropico es una funcién monétonamente creciente de la nmégd de inter-
accion que diverge logaritmicamente en el limite de inter@én fuerte pero
se mantiene nita tanto en el caso anisotropico como para eladelo unidi-
mensional. Demostramos también que para valores grandes$ prametro de
anisotropia el sistema bidimensional presenta el mismo cpartamiento que
el modelo unidimensional. Ademds, en el marco de la aproxionan armé-
nica, mostramos elcrossoverdimensional de dos a una dimension y que la
divergencia en la entropia de von Neumman ocurre sélo en et@asotrdpico.
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La divergencia logaritmica de la entropia de von Neumman ehraodelo
de Calogero bidimensional era esperable, ya que la entrogde&avon Neumann
de la funcion de onda de Laughlin diverge para factores denéslo (lling
factor) decrecientes 19]]. Mas aun, los resultados obtenidos para sistemas
tridimensionales de tipo atbmicos apoyan la hipétesis de gsi la energia
fundamental es una funcién analitica y monoétona respecto dgano de los
parametros de interaccion la entropia de von Neumman tamipiéo sera [L45.
Siguiendo este razonamiento, podria llamar la atencion elogelo unidimen-
sional cuya energia del estado fundamental es crecientegexso al parametro
de interaccion (ver Ec.6.3) y a su vez presenta una entropia no monaotona.

También encontramos que las entropias de Rényi exponen o i@saaque-
llos valores del parametro de interaccion para los cualesraatriz densidad
reducida tiene soporte nito. Todo esto esta de acuerdo coh@mportamien-
to no analitico de las entropias de Rényi en cadenas de spiP reportado
recientemente por el grupo de Amico para valores criticos tes parametros
del Hamiltoniano [L62 170 177 relacionado a la restriccion del problema
a un espacio de Hilbert mas pequefio o truncado. En una lineangar a
la desarrollada por Amico en sus trabajos sobre cadenas deep, nosotros
mostramos en sistemas de variables continuas que las enfespde Rényi para
valores pequefios de tienen un comportamiento no monatono y no analitico
en un intervalo alrededor de los valores del parametro de @maccion donde el
soporte de la matriz densidad reducida es nito. Nos gustarienfatizar que
lo demostrado en la secciof.5 respecto al comportamiento no analitico de
la entropia de Rényi es completamente general ya que es valeocualquier
caso en el cual las ocupaciones sean analiticas respect@aelmetro elegido.
Ademas, la Unica caracteristica propia del modelo de Caldgegue tuvimos
en cuenta en esa deduccion es que este modelo permite conoseralores del
pardmetro de interaccion para los cuales la matriz densidadducida tiene
un espectro nito y para los que contamos con el nimero de oagipones no
nulas en forma exacta.

Concluimos que la familia de entropias de Rényi se constituyeomo una
herramienta fundamental para detectar aquellos valores ttes parametros de
un sistema para los cuales el mismo posee un niumero nito deupaciones.

A lo largo de todo este capitulo, nos hemos referido a fermemy bo-
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sones. Como ya dijimos en la introduccion, en el caso unidinsgonal las
particulas son bosones o fermiones pero en el caso bidinamai el grupo
de permutaciones permite la aparicion danyones que no son bosones ni
fermiones. Por ello no esta de mas repetir que en dimensiors dsociamos
el término fermiones a las funciones de onda totalmente asithétricas y el
término bosones a las funciones de onda totalmente siméasc

Los resultados para el modelo bidimensional fermidnico gentan una
interesante particularidad que es consecuencia de la dobiegeneracion del
estado fundamental dado por las Ecs6(7) y (6.10. Cualquier funciéon en el
espacio expandido por combinaciones lineales de estosdstada lugar a un
estado fundamental con un valor diferente de la entropia dewr Neumann.
Al explorar los valores de las entropias de von Neumann asmas a cada
uno de estos estados fundamentales encontramos que el estBamionico
cuya entropia de von Neumann tiene el mismo comportamientae la en-
tropia de von Neumann obtenida para el estado fundamental d®sones es
aguel estado que también es autoestado del momento angulsids aun, la
entropia de von Neumann para esos autoestados del momentguar es la
cota superior de las entropias asociadas al conjunto de ekia de nidos por
las combinaciones lineales dadas por la E&.22). Creemos que éste puede
ser un ejemplo particular de un resultado general sobre latespia de von
Neumann asociada a estados degenerados. Suponemos quel@sigue pre-
sentan mas simetrias, como aquellos estados fermidnicasstidos a partir
de ¢ con respecto a aquellos construidos a partir de&”, siempre tendrén
una entropia de von Neumann mayor respecto a los estados coenws sime-
trias, sin importar el nimero de particulas y caracteristas particulares del
Hamiltoniano. Formulado de una manera mas precisa, @ es un observable
que conmuta con el HamiltoniangH; O] = 0y ; conl = 1;:::;L son
autofunciones degeneradas del Hamiltoniano

H = Ek «; (6.33)

y autofunciones de

O k=1 ks (6.34)
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entoncesSyn [ k1] = 1= Sin [ kL] Y ademas es un maximo sobr8,y [ ]
con 2B = spanf ,g. M&s aun, los estados para los cuales se obtienen
minimos de la entropia corresponden al conjunto con combaianes de igual
peso

1 X
min = P= R (6.35)
L =1
Las proposiciones hasta aqui planteadas son validas paralds los sis-
temas que analizamos en este capitulo utilizando métodosnméricos y nos

impulsa a continuar trabajando en una prueba formal de las smas.
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CAPITULO/

Entropias de dos esferas cuanticas rigidas no
interactuantes con nadas armoénicamente

In order to minimize their mutual
repulsion, the bosons are prevented from
occupying the same position in space.
This mimics the Pauli exclusion principle
for fermions, causing the bosonic
particles to exhibit fermionic properties.

En abstract de la referencia 200.

En este capitulo estudiamos las entropias lineal y de von Neu-
mann para particulas que interactian mediante un potencial de
soporte compacto, en concreto, para interacciones de tiploard
core o barrera in nita. Matematicamente esto completa el estu-
dio de los posibles tipos de potencial de interaccion entre particu-
las que se comenzé en los capitulésy 6 contemplando los casos
de interacciones de corto y largo alcance. Fisicamente, el estu-
dio de esferas rigidas con nadas en potenciales arménicos puede
aportar a un entendimiento més profundo de las propiedades de
gases bosonicos unidimensionales que han sido observados ex-
perimentalmente desde el afio 200201, 202. Sobre esta linea
de investigacién estamos trabajando actualmente, este capitulo
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con nadas armoénicamente

muestra los principales resultados obtenidos hasta ahora y pre-
senta las perspectivas a futuro como cierre de los capituldsy
6.

7.1. Introduccion al problema de esferas cuan-
ticas rigidas y motivacion

Los capitulos5 y 6 presentan nuestros estudios sobre distintas entro-
pias para dos sistemas de dos particulas con nadas: las ncolés de Wigner
analogo en tamafio nito de los cristales de Wigner y el modeleedCaloge-
ro que ha permitido explicar el efecto hall cuantico fracanario basandose
en la existencia de cuasiparticulas llamadas anyones. Amsbsistemas han
sido observados experimentalmente y exhiben correlacisrfeertes. En este
capitulo nos concentraremos en otro modelo Util para sistas de particu-
las con nadas fuertemente correlacionadas: el modelo ddegas rigidas no
interactuantes, base del gas de Tonks Girardeau.

El modelo de Tonks Girardeau considera un gas de bosones c@uos
en una dimension en el cual las particulas no pueden pasar umdravés
de la otra y por lo tanto no pueden intercambiar lugares; lasgpticulas son
impenetrables y no pueden atravesarse. Esto tiene como camngencia que
el estado de una de las particulas esté fuertemente corr@aado con el de
sus vecinos. En el afio 1960 Girardeau demostré que para urtesig con
estas caracteristicas hay una correspondencia uno a uno ope@ exacto
a un sistema de fermiones sin spin completamente no interaahtes R0J.
Para minimizar la repulsion mutua, los bosones son restriiigps a un arreglo
espacial de nido. Esto imita una especie de principio de dxsion de Pauli
generando que algunas de las propiedades de este sistemaad®res sean
parecidas a las propiedades del sistema de fermiones, pengjlo el espectro
de energia es el mismo. Lo anterior llevé a la formulacion de hocién de
fermionizacion de bosones. Sin embargo, las consecuasailel principio
de exclusién de Pauli son mas profundas que la localizaciépacial y por
eso algunas propiedades son diferentes, por ejemplo lagtipatas en un gas
de Tonks Girardeau pueden ocupar estados con el mismo morntendando
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lugar a una distribucion de momentos muy diferente a la de unsgema de
fermiones.

Sistemas de este tipo no fueron observados experimentaltegmasta cua-
renta afios después de su propuesta teorica. En el afio 2004grapo de I.
Bloch present6 la preparacién de una red Optica bidimensiande atomos
ultrafrios de rubidio en la cual el agregado de un tercer pateial de con -
namiento permite alcanzar el régimen de Tonks Girardeal20(d. Luego de
este avance varios grupos experimentales reportaron ohseiones de gases
de bosones fermionizado2(4 2095.

Desde un punto de vista tedrico, a partir de todos los resullas de las
entropias calculadas a partir de los estados fundamentalgs dos particulas
con nadas que interactian mediante potenciales de largo yorto alcance
(capitulo 5) podemos preguntarnos qué ocurre con las entropias para &
de un potencial de soporte compacto como las interaccionestigbo hard core
0 barrera in nita. La pregunta que guia este trabajo podriadrmularse de la
siguiente manera: ¥aqué diferencias exhiben las entropiaspnteracciones de
tipo hard core respecto de las halladas para interacciones de corto alcahc

Uno podria estar tentado a obtener un potencial de tipo bama in nita
como limite de algun potencial de interaccién repulsiva (ow por ejemplo
el potencialg e ()’ cong!l yP!1 [63)y aplicar las expresiones
desarrolladas para las distintas entropias en el capitu® Sin embargo, la
funcion de onda obtenida en el marco de la aproximacion arnmiéa no cumple
con las condiciones de contorno adecuadas y ademas, comoogiran ese
mismo capitulo, el limite de la aproximacion armoénica no camuta con limites
tomados sobre los parametros del potencial de interaccién.

Desde un punto de vista relativo a aplicaciones, estudiarfems rigidas
con nadas en potenciales armdénicos puede aportar a un entltmiento mas
profundo de las propiedades de los gases bosonicos unidsierales obser-
vados experimentalmente desde el afio 20@0], 207. Ademas, el estudio de
las entropias y diferentes funciones de correlacion en sistas fuertemente
correlacionados siempre constituye un aporte a la compréns de sistemas
de muchas patrticulas.

Motivados por todo esto nos propusimos estudiar entoncesnctodas las
técnicas desarrolladas en los capituldsy 6, las entropias para dos esferas
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rigidas no interactuantes con nadas en una trampa harmoéracunidimensio-

nal teniendo en cuenta el caso de particulas distinguiblesralistinguibles.

Nuestra investigacion sobre estos temas todavia esta ensay por lo tanto

este capitulo esté presentado, al igual que el capitulpcomo una perspectiva
a futuro de todo el trabajo desarrollado en esta tesis.

Organizamos el capitulo de la siguiente manera. En la sectid.2 pre-
sentamos la funcion de onda obtenida para dos esferas rigiahstinguibles
e indistinguibles con nadas en una trampa harmdnica unidiensional mien-
tras que en la secciom.3 mostramos las entropias lineal y de von Neumann
obtenidas para esos estados. Finalmente, las conclusiogeserspectivas a
futuro guran en la seccion7.4.

7.2. Obtenciéon de la funcidn de onda

El Hamiltoniano para dos esferas rigidas no interactuanteson nadas
unidimensionalmente, en unidades atomicas, es

1 d?
5 w2t 2
2 dxi dxs
donde nuevamente la frecuencia de la trampa se tomé igual auaidad y
V (r) denota el potencial de interaccion como funcién de la disteia r entre
particulas. En este caso sa denota el diametro de las esferas tenemos
( |
1 sir a

v = 0 sirsa (72)

H = + 206G+ V(1) ; (7.1)

Notar que en dimensién uno si las particulas no pueden diggmrse enton-
cesr = jX, X4 Yy tanto x; comox, pueden tomar valores en el intervalo
(1 ;1).Sien cambio las particulas pueden distinguirse entoncesb@&mos
tener por ejemplox, > x; y podemos tomarr = X, X;. ES por eso que
en el caso distinguible tenemos mas informacién sobre etesisa ya que las
particulas tienen posiciones que estan restringidas a ¢&x rangos de valores.

Introduciendo nuevamente las coordenadas de las variabtéd centro de
masaX = 2(x1+ X2) = (X;Y) yrelativa x = x, X, el Hamiltoniano puede
escribirse comdd = HX + HX, donde
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1 d?
X = anc X2, (7.3)
d?  x? .
H* = st gt V (jxj) : (7.4)

Siguiendo el procedimiento de la seccidn3 del capitulo 5, la funcién de
onda puede escribirse como el producto de una funcion asdeia la variable
centro de masa y otra asociada a la variable relativa x; X ) = X (X) *(x).

La funcién de onda normalizada asociada a la variable del tende masa
tiene la siguiente forma

ﬁm=cwxmﬁpﬂ : (7.5)

con energias

1
E§=ﬂ+§: (7.6)

Por la forma del potencial de la Ec. {.2) necesitamos que *(x) sea nula
parar ay que parar >a sea solucion del oscilador armonico de frecuencia
1= 2. Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para la paréativa
dada por la Ec. (/.4), para un conjunto discreto in nito de valores dea que
estan dados por los nodos de los polinomios de Hermite y quaataremos
comof a'g, pueden escribirse como

(

sir al
g;m (X) = x2

Chl'e #H, &5 sir>ap

X (7.7)

donde C" es el factor de normalizacion y si denotamos paf' al m-ésimo
cero del polinomio de Hermiten entoncesal = = 2XxT y r = jXo Xij Si

las particulas no pueden distinguirse mientras que si las raulas pueden
distinguirse entonces tomamos, > X y asir = X, X;. Las energias de
estos estados son

1
E§=n+§: (7.8)

Como ya mencionamos ;. (x) = 0 en la region de nida porr  af'.
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Parar >a el estado fundamental no tiene nodos, el primer estado exab
tiene un nodo y asi sucesivamente. Podemos entonces infegile 7., (X)
es el estado fundamental para= 2 = x! (Gltimo nodo), el primer estado
excitadg paraa= 2 = x7 ! (pendltimo nodo), el segundo estado excitado
paraa= 2= x" 2y asi sucesivamente.

Todo esto estd esquematizado en la gurd.l CUIXO ejex representa los
nodos de los polinomios de Hemite (sin el factor2) y en el ejey las
energiasn +r;.:2 etiquetas de los estados del oscilador armonicq(x) =
e %XZHn(x)z 2'n! 2. En la gura 7.1(a) se muestran las primeras cinco
funciones ,(x) conn 6 0 gracadas sobre la linea asociada a su energia
n+1=2. En la gura puede verse que cada una de esas funciones es taldes
fundamental del sistema de dos esferas rigidas de diametre =~ 2x7.

En la gura 7.1(b) se muestran los nodos de las funciones de Hermite
representados nuevamente sobre la linea asociada a la ei@edg la funcién
de ondan + 1=2. En esta gura se puede apreciar que ;. (x) funciona
como estado fundamental o estados excitados del sistema @etigulas de
distintos diametros. Las curvas azules unen los puntes 2 = x{ para los
cuales conocemos los estados fundamentales, primerostasos, segundos
excitados y asi sucesivamente de derecha a izquierda indiba ademas a qué
n pertenecen. Por ejemplo, el polinomio de Hemite can= 5 tiene nodos
en0; 096, 202con lo cual es el estado fundamental para  2:86,
el primer estado excitado paraa 1:36y el segundo estado excitado para
a =0 como se puede ver en la gurd.l(c).

Las guras 7.1(b) y (c) también muestran que las funciones};, (x) conn
impar son autofunciones del oscilador singulacon interaccion in nita [173.

7.3. Entropias de informacion

En esta seccion mostraremos las entropias lineal y de von N&unn ob-
tenidas. Recordar que las entropias son calculadas a parte th matriz den-

'El término oscilador singular hace referencia a un osciladoal cual se le agrega un
potencial de tipo delta de Dirac. En la referencia 173 se dan tanto los autoestados como
el espectro exactos para este problema para cualquier magund de interaccion. En nuestro
caso, el potencial de tipo delta con interaccién in nita coresponderia a esferas rigidas
puntuales.
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Figura 7.1: (a) Funciones de onda del oscilador armonico n(x) con n =
1;2; 3;4;5 (curvas negra, roja, verde, azul, magenta y cian respectivames) gra-
cadas sobre la linean + 1=2 correspondiente a sus energias (lineas horizontales
grises claras cortadas). La curva en linea cortada gris oscura regzenta los dltimos
nodos de las funciones de onda}.,, (x) dados porxp. Cada una Se estas funciones
es el estado fundamental del Hamiltoniano de la Ec.7;7) cona= 2 = x_. Las dos
esferas rigidas de diametr@ estan representadas sobre las funciones de onda. (b)
Nodos de los polinomios de Hermitéd,(x) (puntos rojos) sobre la linean + 1=2
asociada a su eneEgl'a (lineas horizontales grises claras cortadas)s curvas azules
unen los puntosa= 2 = x! para los cuales conocemos los estados fundamentales,
primeros excitados, segundos excitados y asi sucesivamente (echa a izquierda
respectivamente). Los circulos verdes indican que las funcioneg., (x) conn im-
par son las soluciones de particulas rigidas puntuales (autofunciomeel oscilador
singular con interaccion in nita) [ 173. (c) El polinomio de Hemite conn =5 tiene
nodos en0; 0:96; 2:02con lo cual es el estado fundamental para esferas rigidas
de diametroa 2:86, el primer estado excitado paraa 1:36y el segundo estado
excitado paraa=0.
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sidad reducida de una particula, para un repaso de las de moes de las
mismas el lector puede releer la seccién? del capitulo 5. Cabe aclarar que
no mostramos las entropias de Rényi porque no proporcionan snaforma-

cion sobre el sistema. Ademas, como ya dijimos, consideraral caso de
particulas indistinguibles con funcion de onda simétrica particulas que si
pueden distinguirse cuya funcién de onda no esta de nida endo el espacio
y por lo tanto no esta simetrizada.

Los calculos de los autovalores de la matriz densidad rediecise hicie-
ron de forma variacional siguiendo el método explicado endaccion6.3 del
capitulo 6 con la misma base de funciones. En el caso de particulas itidis
guibles como el kernel es simétrico hicimos una expansiomi&aional sobre
el estado. Para el caso de particulas distinguibles hicimoea expansion de
la matriz densidad reducida. Ademas, para corroborar nueet resultados
calculamos de forma exacta la entropia lineal parapequefios, haciendo una
Unica integral Tr 2.

Las entropias lineal y de von Neumann obtenidas para el estatlunda-
mental (R =0 yn =0 enlas Ecs. (.5 Yy (7.7) respectivamente) de dos esferas
rigidas distinguibles e indistinguibles en funcion del ddetro a de las esferas
se muestran en la gura7.2 Como puede verse, tanto la entropia lineal como
la de von Neumann es mayor para el caso de esferas indistildgs respecto
al caso distinguible. Esto era de esperarse ya que en el selguoaso tenemos
mas informacion sobre el sistema como muestra el hecho de Guposicion
de las particulas tiene una restriccion extra. En la gura agimas se puede ver
que las entropias lineales exactas obtenidas para 1;2; 3;4; 5 muestran un
perfecto acuerdo respecto a la entropia lineal obtenida iacionalmente.

Las entropias para los estados excitados de particulas stiiguibles con
rR=0yn=1;:: 40enlas Ecs. (.5 y (7.7) respectivamente, se muestran en
la gura 7.3 en funcién del pardmetrca. La entropia lineal puede apreciarse
en la gura 7.3(a) para el estado fundamental y estados excitados (curvaz.é
y grises respectivamente) junto con los valores exactosaahdos para el es-
tado fundamental (circulos anaranjados). También se mueah las entropias
lineales para los estados de particulas puntuales calcubadvariacionalmen-
te (puntos rojos) y exactos (circulos amarillos). Como puedobservarse, los
calculos exactos muestran nuevamente un gran acuerdo cos Valores obte-
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Figura 7.2: Entropia lineal para dos es-
feras rigidas indistinguibles y distingui-
bles (curvas azul y cian respectivamente)
y entropia de von Neumann para los mis-
MOS casos (curvas negray gris respectiva-
mente). Los circulos son las entropias li-
neales exactas para = 1;2; 3; 4; 5 (circu-
0.5~ — los anaranjados para particulas indistin-

' guibles y circulos verdes para particulas
distinguibles).

nidos de las expansiones variacionales. La entropia de voeuxhann para el
estado fundamental y estados excitados (curvas negra y g@gsespectivamen-
te) se pueden ver en la gura/.3(b) junto con la entropia para los estados de
particulas puntuales (puntos magenta) obtenidos variaai@lmente a partir
de las funciones de onda dadas en la referenci&@y.

En las guras se puede ver que tanto la entropia lineal como e von
Neumann paraa! 0 tienden a las entropias del oscilador singular. Ademas,
ambas entropias crecen al aumenta. Esto esta de acuerdo con lo observa-
do por el grupo de Manzano, Plastino y Dehesa que la entropia dstados
excitados aumenta com [145, ya que al considerara mayores la solucion

n:m (X) involucra n cada vez mas alto (mayores energias). Mas aun, los esta-
dos excitados para un valor jo dea presentan entropias cada vez mayores lo
gue esta nuevamente en concordancia con lo mostrado por losntionados
autores. Otra caracteristica llamativa de la gura7.3 es que para valores del
parametroa cercanos a = 0 las entropias muestran un pequefio valle que se
hace mas pronunciado para estados excitados cada vez magocemo puede
apreciarse en las guras’.3(c) y (d).

Notar que si bien en las guras’.3a) y (b) hemos puesto lineas continuas,
los valores calculados corresponden a los de las raices deplainomios de
Hermite, como bien se indica en la gur&/.1(b) y las guras 7.3(c) y (d).
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Figura 7.3: (a) Entropia lineal para el estado fundamental y estados excitaols
de dos esferas rigidas indistinguibles (curvas azul y grises respgamente). Los
valores exactos calculados para el estado fundamental se muast como circulos
anaranjados junto con las entropias lineales para los estados derfieulas puntua-

les calculados variacionalmente (puntos rojos) y exactos (circulosmarillos). (b)

Entropia de von Neumann para el estado fundamental y estadoseitados de dos
esferas rigidas indistinguibles (curvas negra y grises respectivante) junto con la

entropia para los estados de particulas puntuales (puntos mageajt (c) Ampliacion

del panel (a) donde pueden verse los minimos que presenta la emifa lineal. (d)

Ampliacion del panel (b) donde pueden verse los minimos que presaria entropia
de von Neumann. En estos Ultimos dos paneles se agregaron puntyrsses sobre
la curva del mismo color para indicar los valores de los diametros paradacuales
calculamos las entropias.
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7.4. Resumen, conclusiones y perspectivas

Estudiamos las entropias lineal y de von Neumann para dosesfs rigi-
das, es decir para interacciones de tipmard core o barrera in nita. Inicial-
mente nos preguntamos qué diferencias exhiben las entrapéalculadas para
particulas con interacciones de soporte compacto respeatlas halladas para
interacciones de corto y largo alcance en el limite de inte@dn fuerte que
fueron tratadas en los capitulo$ y 6. La diferencia principal encontrada es
qgue para un diametro nito de las particulas la entropia de vo Neumann
para el casohard core se mantiene nita y no diverge como vimos que Su-
cede para el estado fundamental de dos particulas que intet@an mediante
potenciales de corto alcance en el limite de interaccion ftee

Ademas encontramos que si consideramos particulas indigfilibles y dis-
tinguibles entonces tanto la entropia lineal como la entré@ de von Neumann
del estado fundamental es mayor para el caso de particulaslistinguibles
respecto al caso de particulas distinguibles (ver gurd.2). Interpretamos
esto como consecuencia de que en el caso distinguible tereemas informa-
cién acerca del sistema, como muestra por ejemplo que lasipioses de las
particulas estén restringidas.

Encontramos también que, en concordancia a lo visto por og@utores
[145, las entropias aumentan al considerar estados de energfag/ores. A la
vez, para un mismo estado, la entropia aumenta al incremental diametro
de las particulas ya que la solucionj, . (x) involucra n cada vez mas alto
(energias mayores). Las curvas de la entropia lineal y de vbieumann en
funcién del diametro de las particulas de los estados exdts muestran un
pequefio valle cerca del valor de diametro nulo. No hemos lado explicar
completamente esta caracteristica. Inicialmente pensamgue quiza podia
deberse a la distribucién cerca de cero de los nodos de losrnpohios de
Hermite de grado alto, pero corroboramos que esta no es la sawa que la
estructura mostrada en la gura7.1(b) se mantiene aun para polinomios de
Hermite de grado alto.

Esta es una linea abierta de investigacion sobre la que segos traba-
jando. Una de las direcciones posibles es la busqueda de e&cion de que
la entropia para el caso de particulas distinguibles es mereolas entropias
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en el caso de particulas indistinguibles aun al comparar adbs excitados.
Otra, aclarar el signi cado fisico del minimo cerca de dianr® nulo de las
entropias para el caso de particulas distinguibles y el sigmdo del incre-
mento de la entropia al considerar particulas de diametrosayores. Incluso
guerriamos conocer la forma de ese incremento y si divergecoem el limite
de diametros grandes.

Otra cuestion a la que estamos abocados es la demostracioriamatica
del mapeo del problema dbard core para particulas de un dado diametro al
de particulas puntuales (barrera in nita de potencial de fpo delta de Dirac).
Si bien en la literatura mencionan esta equivalencia, no hes encontrado
una demostracion rigurosa, ver a este respecto por ejemmaéferencia 207
y referencias alli mencionadas. Sobre este mapeo tenemasiqdar interés
ya que en la referenciall/3 se da la expresion de los estados en funcion de
la altura de la barrera de tipo delta de Dirac y no solo para begra in nita,
lo que podria signi car la capacidad de analizar el sistemaam cualquier
magnitud de interaccion.

La entropia de von Neumann en funcion de la magnitud de intezeidn
g para el estado fundamental de dos particulas indistingudd con nadas
armoénicamente y que interactian mediante un potencial de farma V (r) =
g (r) (ver Ec. (7.1)) se muestra en la gura7.4, donde podemos ver que
la entropia tiende a la unidad parag 1. Esto corresponde a tomar el
limite a! Oenlas guras7.2y 7.3b). Estos resultados fueron obtenidos
haciendo una expansién variacional de la funcion de onda girica dada en
la referencia 173. Como en ese trabajo se da la expresion explicita de todos
los estados del oscilador singular podemos obtener las epias para todos
los estados que en el limite de interaccion fuerte tiendena@slvalores de los
puntos magenta de la gura7.3(b).

Queremos recalcar que comparando las entropias de los estagixcitados
para particulas puntuales con los estados de esferas de uaniktro dado
podemos lograr algun avance en el entendimiento de la in ugia de los nodos
de la funcién de onda sobre las distintas entropias. Como ya dijo, existen
varios trabajos previos que apuntan a que la entropia aumenal considerar
estados excitados con un numero creciente de nodos. En nuesiaso una
misma funcion de onda 7, (x) an jo es el estado fundamental o excitado
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1 1 1 : 1 :
0.8 -
| Figura 7.4: Entropia de von Neumann
0.6 1 en funcién de la magnitud de interaccion
SvN 7 g para el estado fundamental de dos par-
0.4 — ticulas puntuales indistinguibles (interac-
-4 cién mediante un potencial de la forma
0.2 - V(r)=g ().
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dependiendo del didametro de las particulas. Matematicanten esto signi ca
la inclusién o no de los nodos de la funcion en la region de igtacion del
calculo realizado para la obtencién de la matriz densidaddecida. A partir
de las guras 7.3@) y (b) inferimos que la entropia aumenta al considerar
mas nodos de la funcion de onda. Esto equivale, por ejemplomavernos
sobre las puntos con circulos rojos como indican las echasla gura 7.5.
Actualmente estamos trabajando de manera sistematica enas
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Figura 7.5: Entropias mostradas en la gura7.3sobre las que se ha esquematizado
como la entropia aumenta al considerar en los calculos corresponalies un nimero
cada vez mayor de nodos dep.,, (x) an jo, para ello se deben seguir los circulos
rojos en el sentido que indican las echa.
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CAPITULOS

Resumen, conclusiones y perspectivas de investigacion a
futuro

The way to get good ideas is to get lots
of ideas and throw the bad ones away.

Linus Pauling (1901-1994)

En el marco del avance en nanotecnolgia e informacién cu&atide las
ultimas décadas, nos hemos enfocado en sistemas que puedem®dela-
dos como sistemas cuanticos de pocos cuerpos y que aceptaraluordaje
comun en lo relativo a métodos de resolucion y algoritmos cpuatacionales.
Consideramos diferentes Hamiltonianos que modelan atomasoléculas, io-
nes en trampas, electrones atrapados en puntos cuanticos igtititos tipos
de particulas con nadas. Para estos sistemas estudiamosestabilidad, io-
nizacion y/o disociacion, localizacion electronica, pdse interaccion con luz
o el contenido de informacion cuantica de los estados medwel calculo de
diferentes entropias. El estudio de este abanico de siste&r@ianticos y sus
comportamientos se hizo utilizando métodos variacionalesexactos para el
calculo de los autovalores y autoestados del Hamiltoniandas ocupaciones
y las entropias que se derivan a partir de esas ocupaciones.
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A continuacion retomamos las conclusiones de cada capitiiaciendo
hincapié en las perspectivas de investigacion a futuro.

Primeramente estudiamos estados caracteristicos de sisés abiertos en
los que las particulas pueden escapar denominados estadesonantes, ca-
pitulo 2. En el marco de una interpretacion probabilistica de los exlos
resonantes basada en la conservacion del nimero de pardsutlentro de
un volumen que varia con el tiempo, obtuvimos una formula esi para el
calculo de la parte imaginaria del autovalor del estado resante que se rela-
ciona directamente con el tiempo de vida del estado. El resado principal
es la obtencién en forma exacta de la Ec2.22, que a su vez se reduce a
las Ecs. .25 y (2.37) para ondass y p en potenciales centrales, respecti-
vaamente. Estas ecuaciones relacionan la inversa del tieange vida , con
otras magnitudes reales como la energia y la densidad de @bitidad del
estado resonante. Gracias a la Ec2(22 podemos obtener un valor para
con la misma precision con la cual obtenemos la energia de ésanancia
sin hacer ningun tipo de ajuste y usando siempre algebra rdd]. Ademas,
si bien presentamos los resultados para potenciales de stgpmito, la Ec.
(2.22 es valida en general haciendo, por ejemplo, una expansiG@riprrbativa
sistematica de la funcion de onda.

Queremos hacer especial énfasis en la simplicidad de nuzstetodo para
calcular el tiempo de vida de los estados resonantes utilizi Unicamente
algebra real y que no involucra algebra compleja, ni ajustds la densidad de
estados como sucede para los métodos utilizados en trabgjosvios. Como
perspectiva a futuro de esta linea de investigacion, podesnmencionar la
generalizacion de la Ec.4.22 a un sistema de pocas particulas con varios
canales presentes ya que el caso analizado en el capifutorresponde a una
sola particula con un solo canal.

Luego nos concentramos en atomos con nados en cavidadesudiefenos,
llamados compuestos endohédricos, para los que analizar@$ocalizacion
electrénica y la posible presencia de intersecciones casicuando el sistema
es sometido a un campo laser, capitul@sy 4.

En el capitulo 3 estudiamos la localizacion del electrén de valencia de
atomos deH, Li y Na encapsulados en tres moléculas de fullereno distintas:
Cgp D2 2,Cgp DbBAd 1y Cigo 0. Nos preguntamos si el compuesto
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endohédrico estd formado por un atomo neutro dentro de un ledeno neu-
tro (X @Cy) o si el electron de valencia del atomo encapsulado se lozali
en el cascardn del fullereno dando lugar a un estado de tipoitt@riénico
(X*@c,). Para responder esa pregunta, usamos la estructura de laslé
culas de fullereno y calculamos primero la posicion de edjilo del atomo
endohédrico como el minimo del potencial de Lennard-Jone&asito deN +1
cuerpos. Obtuvimos que los atomos dg se ubican mas lejos del centro geo-
métrico de la molécula de fullereno que los d¢ y Na en todos los casos
considerados. Una vez que determinamos la posicién del eftdono, mode-
lamos la molécula de fullereno con un potencial de tipo cas@a atractivo
de corto alcance respetando la forma de la molécula de fudleo. EI atomo
encapsulado se model6 con un potencial efectivo de un eléntr

Encontramos que el electron de valencia del y del Na se localizan en
el cascaron del fullereno en forma continua y monétona insl para valores
muy pequefios de la interaccion con el fullereno. Concluimpsr lo tanto
que los atomos dd.i y Na dentro de la molécula de fullereno se presentan
en un estado de tipo zwitteridn, es decir, el compuesto endahrico tiene la
formaLi* @C, y Na*@C, . Los estados electronicos del hidrogeno presen-
tan un comportamiento diferente. El estado fundamental deH permanece
inalterado hasta que la atraccion que ejerce el fullerenolessu cientemente
grande. Esto indica que el compuesto endohédrico, en el cdsbhidrégeno,
esta formado por un atomo neutro dentro de un fullereno newtrH @Cy .
Ademas, un electréon en el primer estado excitado del, para cierto rango
del parametro de interaccién con la estructura de carbonoe $ocaliza en el
fullereno como una onda. Al aumentar la atraccion el electron es con nado
en el atomo en un estado similar al estado fundamental del &to libre. Si la
atraccion que ejerce el fullereno sigue aumentando, el &éon se relocaliza
en el fullereno pero con un cambio en el momento angular pripal ya que
lo hace como una onda [2].

Continuamos trabajando con fullerenos endohédricos, capo 4. El ob-
jetivo fue estudiar el acoplamiento entre los modos nucleegry electronicos
en compuestos endohédricos cuando una interseccion coictie los niveles
electrénicos es inducida por luz, apuntando a la comparanide los espectros
moleculares obtenidos con el principio de Franck-Condonrcaquellos obte-
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nidos teniendo en cuenta las intersecciones conicas. Palla desarrollamos
las expresiones para el Hamiltoniano molecular del comptegndohédrico
Li @Cgp €n ausencia y presencia de un campo laser de luz polarizadaai.

Aunque no pudimos llegar a resolver el espectro moleculaniendo en cuenta
la interseccion coénica, tenemos todos los elementos pardcokar los espec-
tros con el principio de Franck-Condon y en una primera aprgxacion sin

tener en cuenta las intersecciones conicas.

Las intersecciones conicas inducidas por luz fueron origimente observa-
das en la fotoquimica de moléculas organicas poliatbmicakan sido recien-
temente estudiados para moléculas diatbmicas homonuclesirde sodio por
el grupo de Nimrod Moiseyev, Milan ’indelka y Lorenz S. Cedé&aum. Si
bien inicialmente pensamos que el compuesto endohédricegantaria gran-
des similitudes con las moléculas diatbmicas homonucleaemalizadas por el
grupo de Moiseyev, resulté ser esencialmente diferente. Bincaso de molé-
culas diatdbmicas homonucleares, la simetria de las funcésnde onda electro-
nicas permite considerar solo dos curvas de energia potahpiara el nucleo,
mientras que para el compuesto endohédrico el acople en presa del campo
laser, es de al menos tres estados electronicos. Ademas| easo considerado
por Moiseyev y coautores, la forma de la matriz del operadoipdlar permite
construir bloques diagonales, desacoplar los modos de Fletyy restringirse
al espacio de solo un foton absorbido o emitido, cosa que pata&ompuesto
endohédrico no es directa.

Concluimos que aun cuando la resolucién del sistema endotién some-
tido a un campo laser conlleva algunas di cultades, abre urbanico nuevo de
posibilidades sobre las que seguimos investigando. En estatido el estudio
presentado en el capitul@l se con gura como una perspectiva a futuro de lo
hecho en el capituld3. Como investigaciones futuras, ademas del calculo de
los espectros moleculares, podemos mencionar el analisiefecto de la pola-
rizacion de la luz (lineal, circular o eliptica) sobre el eggtro molecular. Otra
posibilidad el estudio de la in uencia de la presencia de imtsecciones conicas
en la dinamica de la funcién de onda molecular con posiblesnabmientos
del eje de la molécula con el campo externo. También puede seeresan-
te calcular el cambio en las fases de Berry (fases topologicael sistema
molecular al moverse en un contorno cerrado del espacio de garaciones
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alrededor de la interseccién conica.

A continuacién, estudiamos sistemas de particulas fuertemte correla-
cionados: las moléculas de Wigner, analogo en tamafio nito tes cristales
de Wigner que fueron observadas experimentalmente desde i@ £2008; el
modelo de Calogero, que contribuyd a la explicacién del dfeddall cuan-
tico fraccionario mediante cuasiparticulas llamadas anges y el modelo de
esferas rigidas, base del gas unidimensional de Tonks Gdeaau observado
experimentalmente en el afio 2004, capitulés 6y 7.

Obtuvimos expresiones analiticas en el limite de interaéai fuerte para
las ocupaciones y entropias de informacién cuantica del adb fundamental
de una molécula de Wigner de dos particulas en una trampa arnicen bi-
dimensional anisotropica, capitulds. Nuestro resultado principal es que se
puede determinar la in uencia de la anisotropia de la trampg del rango de
la interaccién entre particulas analizando las distintasntropias. Calculamos
la funcion de onda en el marco de la aproximacion armoénica pagrandes
magnitudes de interaccion entre particulas. Una vez que aivimos el estado
fundamental, calculamos las ocupaciones haciendo la desposicion de Sch-
midt de la matriz densidad reducida. Las entropias lineal,edvon Neumann,
min-entropy, max-entropy y la familia de entropias de Rényies calcularon
en forma exacta a partir de las ocupaciones en funcion de largmetros de
anisotropia y los parametros del potencial de interaccion.

Demostramos que el comportamiento de las entropias respeal pa-
rametro de anisotropia puede ser analizado sin considerdrpetencial de
interaccion y la dependencia respecto al potencial de ing&cion queda com-
pletamente de nida por la frecuencia obtenida mediante lapoximacion
armoénica del problema unidimensional. Ademas, generalimas estos resul-
tados a dimensiones mayores que dos. Encontramos que cuaadoecuencia
permanece nita para interacciones fuertes, las entropiate von Neumann,
min-entropy y la familia de entropias de Rényi adoptan valoee nitos para el
modelo anisotropico y divergen logaritmicamente cuando teampa es isotré-
pica. La divergencia de las entropias en el caso isotrépiatcege ser entendido
sobre la base del principio de incertidumbre de Heisenbeign el caso an-
isotropico, las particulas se localizan en los minimos di&ss del potencial
efectivo del Hamiltoniano relativo formando una moléculaelWigner. Para
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el modelo isotropico esos minimos degeneran en un circulog [ tanto, no
podemos saber donde se localizan las particulas y esta péadile informa-
cion sobre el sistema se ve re ejada en la divergencia de lagr@pias. Si la
frecuencia aumenta mondtonamente para interacciones gdas entonces las
entropias de von Neumann, min-entropy y la familia de entrops de Rényi
divergen logaritmicamente para cualquier parametro de aatropia. Es por
esto que la in uencia del potencial de interaccion esta presste solamente en
la entropia unidimensional.

Para analizar la in uencia del alcance del potencial sobr@ad entropias,
agrupamos las interacciones en potenciales de corto y lagjoance y mos-
tramos las diferencias en los resultados obtenidos para aagftupo. Para los
potenciales de interaccion de largo alcance las frecuescse mantienen -
nitas en el limite de interaccién fuerte y por lo tanto las embpias de von
Neumann, min-entropy, max-entropy y la familia de entropis de Rényi son
nitas. En cambio, para los potenciales de corto alcance ld®cuencias au-
mentan mondétonamente en funcioén de la magnitud de interaéei y, por ende,
las entropias de von Neumann y de Rényi divergen en el limite idéeraccion
fuerte. La divergencia de las entropias es una consecuertgda divergencia
en la incerteza del momento para frecuencias grandés [

También demostramos que cuando la frecuencia asociada alepaial de
interaccion satisfacel 2 = 1=2 las entropias adoptan su valor minimo igual
a uno. De hecho, las entropias de von Neumann, min-entropy ptepias
de Rényi con > 1 presentan comportamientos analiticos alrededor de ese
punto, en tanto que, las entropias de Rényi con< 1 muestran un com-
portamiento no analitico que expone el soporte nito de la ntaz densidad
reducida. Para esta frecuencia particular se anulan todaasl ocupaciones ex-
cepto las dos ocupaciones mas grandes (degeneradas). Unpostamiento
similar fue reportado recientemente por Amico y colaborades para cadenas
de spin1=2[170 1727 y por nosotros, para el modelo de Calogerd][tratado
en el capitulo6.

Como perspectivas de investigacion a futuro puede ser irésante estu-
diar los efectos de la dimensionalidad y la magnitud de inteccion sobre
las distintas entropias de dos particulas con nadas que eractian median-
te algun potencial que depende Unicamente de la distanciatrenparticulas
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tomando, como punto de partida, los resultados obtenidos @ala generali-
zacion a dimensiones mayores que dos.

Calculamos las entropias de von Neumman y Rényi para el modele
Calogero de dos particulas en una y dos dimensiones, capmitél Encon-
tramos que la entropia de von Neumman en el modelo bidimensib con
con namiento isotrépico es una funcion monoétonamente criente de la mag-
nitud de interaccion que diverge logaritmicamente en el lite de interaccion
fuerte pero se mantiene nita en el caso anisotrépico y pard eodelo uni-
dimensional. Demostramos también que para valores grandis parametro
de anisotropia el sistema bidimensional presenta el mismongportamiento
que el modelo unidimensional. Siguiendo el mismo procedemio explicado
en el capitulo5, mostramos elcrossoverdimensional de dos a una dimension
y también que la divergencia en la entropia de von Neumman aoeisélo en
el caso isotropico.

Como dijimos antes, encontramos que las entropias de Rényperen o
resaltan aquellos valores del parametro de interaccion alos cuales la ma-
triz densidad reducida tiene soporte nito. Nuestros hallagos concuerdan
con el comportamiento no analitico de las entropias de Rényi eadenas de
spin 1=2 estudiado recientemente por el grupo de Amico para valoresticos
de los pardmetros del Hamiltoniano162 170 177 relacionado a la restric-
cion del problema a un espacio de Hilbert mas pequefio o trudca En una
linea similar a la desarrollada por Amico, nosotros mostrass en sistemas
de variables continuas que las entropias de Rényi para valeqgequefios de
tienen un comportamiento no monétono y no analitico en un ietvalo alre-
dedor de los valores del parametro de interaccion para losates el soporte de
la matriz densidad reducida es nito. Concluimos que la fari de entropias
de Rényi se constituyen como una herramienta fundamental @adetectar
aquellos valores de los parametros de un sistema para loslesial mismo
posee un numero nito de ocupacioned]

Los resultados para el modelo bidimensional fermionico gentan una
interesante particularidad, consecuencia de la doble degeacion del estado
fundamental. Cualquier funcién en el espacio expandido poombinaciones
lineales de estos estados degenerados da lugar a un estadddmental con
un valor diferente de la entropia de von Neumann. Al explordos valores de
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las entropias de von Neumann asociadas a cada uno de esosdestéunda-

mentales, encontramos que el estado fermionico cuya enti@giene el mismo
comportamiento que la entropia obtenida para el estado fuathental de bo-
sones es aquel estado que también es autoestado del momengukar. Mas

aun, la entropia de von Neumann para esos autoestados del nemo angular

es la cota superior de todas las entropias asociadas al comjude estados
expandidos por todas las combinaciones lineales. Creemao® @ste puede
ser un ejemplo particular de un resultado general sobre latespia de von

Neumann asociada a estados degenerados.

Finalmente, nos preguntamos qué diferencias exhiben lagrepias cal-
culadas para particulas con interaccion de soporte compaatespecto a las
halladas para interacciones de corto y largo alcance, tratas en los capitulos
5y 6. Por este motivo calculamos las diferentes entropias parasesferas
rigidas, es decir para interacciones de tiploard core o barrera in nita, que
es un modelo usado para gases bosoénicos unidimensionalesoel gases de
Tonks Girardeau observados experimentalmente desde el@#004 P01, 203,
capitulo 7. Encontramos que para un didmetro nito de las particulahard
core la entropia de von Neumann se mantiene nita y no diverge a difencia
de lo que sucede para el estado fundamental de dos particujas interactian
mediante potenciales de corto alcance en el limite de intez@on fuerte. Mos-
tramos que, si consideramos particulas distinguibles e istinguibles, tanto
la entropia lineal como la entropia de von Neumann del estadiandamen-
tal es mayor para el caso de particulas indistinguibles resgto al caso de
particulas distinguibles. Consideramos que esto es una seouencia de que
en el caso distinguible tenemos mas informacion acerca distesna, como
muestra por ejemplo que las posiciones de las particulaséestestringidas.
Obtuvimos también que, en concordancia con lo visto por os@utores 145,
las entropias aumentan al considerar estados de energiagones y que pa-
ra un mismo estado la entropia aumenta al incrementar el dig@tro de las
particulas.

El andlisis de las entropias para dos esferas rigidas es uimead de in-
vestigacion abierta sobre la que seguimos trabajando. Emt@mos algunas
caracteristicas que aun no hemos podido explicar del todaleés como que las
curvas de las entropias lineal y de von Neumann en funcion digametro de
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las particulas para estados excitados muestran un pequerale en valores
del diametro cercanos a cero. Enumeramos ademas varias pecsivas a fu-
turo, como veri car que la entropia para el caso de particutadistinguibles es
menor a las entropias en el caso de particulas indistingueblain al comparar
estados excitados, aclarar el signi cado fisico del minine@rca de diametro
nulo de las entropias para el caso de particulas distinguésly el signi cado
del incremento de la entropia al considerar particulas deahetros mayores
determinando si diverge o no en el limite de didmetros grarsle

Estamos trabajando en la demostracion matematica del mapdel proble-
ma de particulas de un diametro dado al de particulas puntugd. Este mapeo
es recurrentemente mencionado en la literatura, sin embargo hemos en-
contrado una demostracion rigurosa. Esto podria signi cala capacidad de
analizar el sistema para cualquier magnitud de interaccioya que en la refe-
rencia [L73 se dan los estados en funcion de la altura de la barrera dedip
delta de Dirac y no sélo para barrera in nita. Mostramos inaiso algunos
resultados preliminares calculados partiendo de los estedde la referencia
[173, que son consistentes con los valores obtenidos tomanddimiite de
diametro nulo en nuestros célculos para el modelo de esferigidas.

Otra prometedora perspectiva a futuro, es el estudio de la uencia de
los nodos de la funcion de onda sobre las distintas entropiasalizadas.
Comparando las entropias de los estados excitados para pautas puntuales
con los estados de esferas de un didmetro dado, podemos datear las
diferencias entre resultados obtenidos al incluir mas noslae la funcion de
onda en la region de integracion del célculo realizado pama dbtencion de
la matriz densidad reducida. Por los resultados hasta ahoabtenidos y la
tendencia mostrada en la referencidl4§ creemos que la entropia aumenta
al considerar mas nodos de la funcion de onda.

Concluimos que desde la mecénica cuantica de pocos cuerpa®mbi-
nando una metodologia de resolucion relativamente simp&mmo los métodos
variacionales aqui usados, con algunos resultados exaqioslemos aportar
a un entendimiento mas profundo de sistemas variados talesnmo: puntos
cuanticos en los que las particulas pueden escapar, compagsle fullerenos
endohédricos con y sin interaccion con luz, moléculas de Wegry modelos
muy estudiados en el area de materia condensada, como los @do@ero es-
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trechamente relacionado al efecto Hall cuantico fracciona y el modelo de
esferas rigidas base del gas de Tonks Girardeau. Como yairdi)s algunas
preguntas continGan abiertas y seguimos trabajando en edla

172



Bibliografia

[1] E. Cuestas y P. Serral. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys., vol. 46,
p. 115001, 2013. Citado en pagstz, 14, 18, 19, 23, 26, 29, and 164

[2] E. Cuestas y P. Serrdnt. J. Mod. Phys. B, vol. 30, p. 1650055, 2016.
Citado en pags. 7, 35, 41, 45, 49, 52, and 165

[3] E. Cuestas, M. Garagiola, F. M. Pont, P. Serra'y O. Osendghys. Lett.
A. En prensa. Citado en pags.7, 87, 102 103 113 and 168

[4] M. Garagiola, E. Cuestas, F. M. Pont, P. Serray O. Osendahys. Reuv.
A, vol. 94, p. 042115, 2016. Citado en pags/, 84, 85, 90, 103 115
123 130 134 137, 141, 143 168 and 169

[5] G. GamowZeitschrift fir Physik, vol. 51, p. 204, 1928. Citado en pag.
10.

[6] E. Brandas y N. Elandar,Resonances Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg, 1989. Citado en pag.10.

[7] N. Moiseyev y C. CorcorarPhys. Rev. A vol. 20, p. 814, 1979. Citado
en pag. 10.

[8] T. Sommerfeld y L. S. CederbauniPhys. Rev. Lett, vol. 80, p. 3723,
1998. Citado en pag.10.

173



Bibliografia

[9] M. Bylicki, W. Jaskélski, A. Stachéw y J. DiazPhys. Rev. B vol. 72,
p. 075434, 2005. Citado en pagl0.

[10] A. D. Dente, R. A. Bustos-Marun y H. M. PastawskiPhys. Rev. A
vol. 78, p. 062116, 2008.

[11] R. A. Bustos-Marun, E. A. Coronado y H. M. PastawskPhys. Rev. B
vol. 82, p. 035434, 2010.

[12] A. Ferrén, O. Osenda y P. Serr&hys. Rev. A vol. 79, p. 032509, 2009.
Citado en péags. 10 and 14.

[13] N. Hatano, K. Sasada, H. Nakamura y T. Petrosk{?rog. Theor. Phys
vol. 119, p. 187, 2008. Citado en pagsll, 14, 15, 16, 19, and 29.

[14] N. Hatano, T. Kawamoto y J. FeinbergPramana J. Phys, vol. 73,
p. 553, 2009. Citado en pagsl5and 19.

[15] N. HatanoProg. Theor. Phys. Supp.vol. 184, p. 497, 2010. Citado en
pags. 11, 14, 15, 16, and 29.

[16] A. J. F. SiegertPhys. Rev, vol. 56, p. 750, 1939. Citado en pagsll
and 17.

[17] M. E. Cuestas,Sobre Estados Resonantes entendidos como autofun-
ciones generalizadas de la ecuacién de Schrodinger, su localizacién y
tiempo de vida tesis de licenciatura dirigida por Pablo Serra, presen-
tada en FaAMAF-UNC, marzo de 2012. Citado en pagsll, 12, 15, 17,

18 19, and 26.

[18] N. MoiseyevPhys. Rep, vol. 302, p. 211, 1998. Citado en pagls.

[19] N. MoiseyevNon-Hermitean Quantum MechanicsCambridge Univer-
sity Press, 2011. Citado en pagl3.

[20] A. Palacios, T. N. Rescigno y C. W. McCurdyPhys. Rev. A vol. 79,
p. 033402, 2009. Citado en pagl3.

[21] L. Tao, C. W. McCurdy y T. N. RescignoPhys. Rev. A vol. 82,
p. 023423, 2010. Citado en pagl3.

174



Bibliografia

[22] V. A. Mandelshtam, T. R. Ravuri y H. S. Taylor Phys. Rev. Lett,
vol. 70, p. 1932, 1993. Citado en pagsl3 and 14.

[23] A. U. Hazi y H. S. Taylor Phys. Rev. A vol. 1, p. 1109, 1970. Citado
en pag. 14.

[24] S. Kar y Y. K. Ho J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys, vol. 37, p. 3177,
2004. Citado en pags.14 and 30.

[25] F. M. Pont, O. Osenda, J. Toloza y P. Serr&hys. Rev. A vol. 81,
p. 042518, 2010. Citado en pagsl4, 20, 21, 22, and 30.

[26] F. M. Pont, O. Osenda y P. Serr&hys. Scrip, vol. 82, p. 038104, 2010.
Citado en pag. 14.

[27] E. Merzbacher,Quantum Mechanics (3 ed.) John Wiley, New York,
1998. Citado en péags.15, 17, and 78.

[28] H. HogrevePhys. Lett. A, vol. 201, p. 11, 1995. Citado en pag23.

[29] M. Abramowitz y I. Stegun, Handbook of mathematical functions (9
ed.). Dover Publications New York, 1972. Citado en pag23.

[30] H. W. Kroto, J. R. Heath, S. C. O'Brien, R. Curl y R. E. Smalley
Nature, vol. 318, p. 162, 1985. Citado en pags31 and 32

[31] H. P. SchultzJ. Org. Chem, vol. 30, p. 1361, 1965. Citado en pag32
[32] E. OsawaKagaku (Kyoto), vol. 25, p. 854, 1970.

[33] D. A. Bochvar y E. G. GalpernDokl. Akad. Nauk SSSRvol. 209,
p. 610, 1973. Citado en pag.32

[34] H. W. Kroto Nature, vol. 329, p. 529, 1987. Citado en pag32

[35] W. Kratschmer, L. D. Lamb, K. Fostiropulos y D. R. Hu man Nature,
vol. 347, p. 354, 1990.

[36] B. Halford Chem. Eng. Newsvol. 84, p. 13, 2006. Citado en pag32

175



Bibliografia

[37] B. J. Cox, N. Thamwattana y J. M. Hill Proc. R. Soc. A vol. 463,
p. 461, 2007. Citado en pag.32

[38] B. J. Cox, N. Thamwattana y J. M. Hill Proc. R. Soc. A vol. 463,
p. 477, 2007. Citado en pag.32

[39] K. Laasonen, W. Andreoni y M. ParrinelloScience vol. 258, p. 1916,
1992. Citado en pag.32

[40] D. S. Bethune, R. D. Johnson, J. R. Salem, M. S. de Vries y C. S.
Yannoni Nature, vol. 366, p. 123, 1993.

[41] R. L. Murry y G. E. ScuseriaScience vol. 263, p. 791, 1994.

[42] L. Becker, R. J. Poreda y J. L. Bad&cience vol. 272, p. 249, 1996.
[43] H. ShinoharaRep. Prog. Phys, vol. 63, p. 843, 2000.

[44] L. Forré y L. Mihaly Rep. Prog. Phys, vol. 64, p. 649, 2001.

[45] V. Averbukh y L. S. CederbaumPhys. Rev. Lett, vol. 96, p. 053401,
2006.

[46] M. Xu, F. S. B. R. Gibbons, Z. Bafi¢, R. Lawler y N. J. Turra). Chem.
Phys, vol. 130, p. 224306, 2009. Citado en pag32

[47] C. S. Yannoni, M. Hoinkins, M. S. de Vries, D. S. Bethund, R. Salem,
M. S. Crowder y R. D. JohnsorScience vol. 256, p. 1191, 1992. Citado
en pag. 33

[48] T. Kato, S. Suzuki, K. Kikuchi y Y. Achiba J. Phys. Chem, vol. 97,
p. 13425, 1993.

[49] M. Saunders, H. A. Jiménez-Vazquez, R. J. Cross y R. J. PoreSeien-
ce vol. 259, p. 1428, 1993.

[50] M. Saunders, R. J. Cross, H. A. Jiménez-Vazquez, R. Shimshi y
A. Khong Science vol. 271, p. 1693, 1996.

[51] T. A. Murphy, T. Pawlik, A. Weidinger, M. Hohne, R. Alcalay J. M.
SpaethPhys. Rev. Lett, vol. 77, p. 1075, 1996.

176



Bibliografia

[52] L. Becker, R. J. Poreday T. E. BunchH’. Natl. Acad. Sci. USA vol. 97,
p. 2979, 2000.

[53] K. Komatsu, M. Murata y Y. Murata Science vol. 307, p. 238, 2005.

[54] P. W. Dunk, J.-J. Adjizian, N. K. Kaiser, J. P. Quinn, G. T. Blakney,
C. P. Ewels, A. G. Marshall y H. W. Kroto Proc. Nat. Ac. Sci. U.S.A,,
vol. 110, p. 18081, 2013. Citado en pag33.

[55] D. M. Mitnik, J. Randazzo y G. GasaneoPhys. Rev. A vol. 78,
p. 062501, 2008. Citado en pags33 and 37.

[56] Y. B. Xu, M. Q. Tan y U. Becker Phys. Rev. Lett, vol. 76, p. 3538,
1996. Citado en pag.39.

[57] J.-P. Connerade, V. Dolmatov, P. A. Lakshmi y S. Mansod. Phys. B:
At. Mol. Opt. Phys., vol. 32, p. L239, 1999. Citado en pag46.

[58] J.-P. Connerade, V. Dolmatov y S. Mansod. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys, vol. 32, p. L395, 1999.

[59] P. Decleva, G. D. Alti, G. Fronzoni y M. StenerJ. Phys. B: At. Mol.
Opt. Phys, vol. 32, p. 4523, 1999.

[60] H.-X. Quiao, T.-Y. Shi y B.-W. Li Commun. Theor. Phys, vol. 37,
p. 221, 2002.

[61] M. Neek-Amal, G. Tayebirad y R. AsgariJ. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys, vol. 40, p. 1509, 2007. Citado en pag44.

[62] S. A. Ndengué y O. Motaportur. Phys. J. D, vol. 55, p. 43, 2009.

[63] C.-Y.LinyY.-K. Ho J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys, vol. 45, p. 145001,
2012. Citado en pags.33, 37, 62, and 151

[64] T.-Y. Shi, H.-X. Quiao y B.-W. Li J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys,
vol. 33, p. L349, 2000. Citado en pags33 and 40.

[65] J. L. S. Kan y y T.-Y. ShiJ. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys., vol. 39,
p. 3491, 2006. Citado en pags33, 40, and 50.

177



Bibliografia

[66] C. Rios y R. Salceddolecules vol. 17, p. 14588, 2012. Citado en pag.
33

[67] V. K. Dolmatov Adv. Quantum Chem, vol. 58, p. 13, 2009. Citado en
pag. 35.

[68] A. V. Koroly A. V. Solov'yov J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys,, vol. 43,
p. 201004, 2010.

[69] V. K. Dolmatov, J. L. King y J. C. OglesbyJ. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys vol. 45, p. 105102, 2012.

[70] T. W. Gorczyca, T.-G. Lee y M. S. Pinzolal. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys, vol. 46, p. 195201, 2013.

[71] V. K. Dolmatov, M. B. Cooper y M. E. Hunter J. Phys. B: At. Mol.
Opt. Phys, vol. 47, p. 115002, 2014. Citado en pag35.

[72] J. Cioslowskiy E. D. Fleishmanrd. Chem. Phys vol. 94, p. 3730, 1991.
Citado en pag. 35

[73] E. M. Nascimento, F. V. Prudente, M. N. Guimar&es y A. M. Mniero
J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys., vol. 44, p. 015003, 2011.

[74] A. S. BaltenkovPhys. Lett. A, vol. 254, p. 203, 1999.

[75] M. E. Madjet, T. Renger, D. E. Hopper, M. A. McCune, H. S. Ca-
kraborty, J.-M. Rosty S. T. Manson Phys. Rev. A vol. 81, p. 013202,
2010.

[76] C.-Y. Liny Y.-K. Ho Few-Body Syst, vol. 54, p. 425, 2013. Citado en
pag. 35.

[77] D. Toméanek, Guide Through the Nanocarbon Jungle (supplementary
information). Morgan & Claypool Publishers, 2014. Citado en péags.
36, 41, 62, and 64.

[78] M. Xu, F. Sebastianelli, Z. Ba£i¢, R. Lawler y N. Turrd. Chem. Phys,
vol. 129, p. 064313, 2008. Citado en pag86 and 63.

178



Bibliografia

[79] Y. Chan y J. Hill Nanoscale Res. Lett.vol. 6, p. 203, 2011. Citado en
pag. 36.

[80] Y. Chany J. Hill Eur. Phys. J. B, vol. 85, p. 56, 2012. Citado en pags.
36 and 63.

[81] W. Schweizer, P. Faybinder y R. Gonzélez-Férektom. Data Nucl.
Data, vol. 72, p. 33, 1999. Citado en pag37.

[82] S. Sahoo y Y. Hal. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys,, vol. 33, p. 5151,
2000.

[83] S. Sahoo y Y. Hd’hys. Rev. A vol. 65, p. 015403, 2001.
[84] S. Sahooy Y. K. HoChinese J. Phys. vol. 43, p. 58, 2005.

[85] S. Sahoo y Y. HdPhys. Plasmasvol. 13, p. 063301, 2006. Citado en
pag. 38

[86] S. Kary Y. HoEur. Phys. J. D, vol. 35, p. 453, 2005.

[87] H. W. Liy S. Kar Phys. Plasmasvol. 19, p. 073303, 2012. Citado en
pag. 87.

[88] S. Kar, H. W. Liy Z. C. ShenCent. Eur. J. Phys vol. 11, p. 915, 2013.
Citado en pag. 37.

[89] C. de Boor,A Practical Guide to Splines Springer, New York, 2001.
Citado en pag. 40.

[90] N. Brandefelt,Resonants states in negative ionsAkademisk Avhand-
ling, 2001. Citado en péag.40.

[91] M. ’indelka, N. Moiseyev y L. Cederbaumd. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys, vol. 44, p. 045603, 2011. Citado en pag$s5, 58, 59, 69, and 79.

[92] G. Worth y L. CederbaumAnnu. Rev. Phys. Chem,. vol. 55, p. 127,
2004. Citado en pags.55 and 58.

[93] N. Moiseyev, M. 'indelka y L. CederbaumJ. Phys. B: At. Mol. Opt.
Phys, vol. 41, p. 221001, 2008. Citado en pag$8, 59, and 69.

179



Bibliografia

[94] N. Moiseyev y M. 'indelka J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys., vol. 44,
p. 111002, 2011. Citado en pags9, 74, and 80.

[95] G. J. Halasz, A. Vibok, M. ’indelka, L. S. Cederbaum y N. Mdseyev
Chem. Phys, vol. 399, p. 146, 2012. Citado en pag$8, 59, 69, and 80.

[96] M. Born y R. OppenheimerAnn. Phys., vol. 84, p. 457, 1927. Citado
en pag. 58

[97] H. Kbppel, W. Domcke y L. S. Cederbaurdv. Chem. Phys vol. 57,
p. 59, 1984. Citado en pag.59.

[98] W. Domcke, D. R. Yarkony y H. Kdppel,Conical Intersections: Elec-
tronic Structure, Dynamics y SpectroscopyWorld Sci. Singapore, 2004.
Citado en pag. 59.

[99] L. S. Cederbaum, H. Koppel y W. Domckdnt. J. Quant. Chem.,
vol. 15, p. 251, 1981. Citado en pag59.

[100] M. Doéscher y H. KboppelChem. Phys, vol. 225, p. 93, 1997. Citado en
pag. 59

[101] M. Klessinger y J. Michl,Excited States y Photochemistry of Organic
Molecules VCH, New York, 1994. Citado en pag.59.

[102] M. A. Robb, F. Bernardi y M. Olivucci Pure Appl. Chem, vol. 67,
p. 783, 1995. Citado en pag59.

[103] M. Garavelli, P. Celani, F. Bernardi, M. A. Robb y M. OliwcciJ. Am.
Chem. Soc, vol. 119, p. 6891, 1997. Citado en pagh9.

[104] S. Gozem, A. I. Krylov y M. OlivucciJ. Chem. Theory y Comput,
vol. 9, p. 284, 2013. Citado en pagh9.

[105] J. Hutter, M. lannuzzi, F. Schi mann y J. VandeVondeleWIREs Com-
put. Mol. Sci., vol. 4, p. 15, 2014. Citado en pag63.

[106] A. Saleh-Jahromi y W. Moebs=ur. J. Phys., vol. 19, p. 355, 1998.
Citado en pag. 66.

180



Bibliografia

[107] B. I. Dunlap, J. Ballester y P. Schmidt]. Phys. Chem vol. 96, p. 9781,
1992. Citado en pags.68 and 69.

[108] N. Moiseyev y T. Seidemad. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys., vol. 39,
p. L211, 2006. Citado en pag.69.

[109] M. ’indelka y N. MoiseyevJ. Phys. Chem, vol. A110, p. 5561, 2006.
Citado en pag. 69.

[110] J. H. ShirleyPhys. Rev, vol. 138, p. B979, 1965. Citado en pag72

[111] G. J. Halasz, M. ’indelka, N. Moiseyev, L. S. Cederbaum #. Vibok
J. Phys. Chem. A vol. 116, p. 2636, 2012. Citado en pag30.

[112] V. V. Deshpande y M. BockratiNat. Phys,, vol. 4, p. 314, 2008. Citado
en pags. 83 and 85.

[113] E. WignerPhys. Rev, vol. 46, p. 1002, 1934. Citado en pag34.

[114] D. J. Wineland, J. C. Bergquist, W. M. Itano, J. J. Bollinger y C H.
Manney Phys. Rev. Lett, vol. 59, p. 2935, 1987. Citado en pagsd4
and 87.

[115] O. Osenda, F. M. Pont, A. Okopi«ska y P. Serrd. Phys. A: Math.
Theor., vol. 48, p. 485301, 2015. Citado en pag84, 85, 103 120 121,
122, 125 126 and 128

[116] P. KoxcikPhys. Lett. A, vol. 379, p. 293, 2015. Citado en pags34, 86,
91, 99 105 and 14Q

[117] C. C. Grimesy G. Adam#>hys. Rev. Lett, vol. 42, p. 795, 1979. Citado
en pag. 84

[118] J. Yoon, C. C. Li, D. Shahar, D. C. Tsui y M. Shayegafhys. Rev.
Lett., vol. 82, p. 1744, 1999. Citado en pag84.

[119] Y. Chen, R. M. Lewis, L. Engel, D. C. Tsui, P. D. Ye, L. N. Réiery
K. West Phys. Rev. Lett, vol. 91, p. 016801, 2003.

181



Bibliografia

[120] C. H. Zhang y Y. N. JoglekaPhys. Rev. B vol. 75, p. 245414, 2007.
Citado en péag. 84.

[121] J. S6lyomEPJ Web of Conferencesvol. 78, p. 01009, 2014. Citado en
pag. 84.

[122] M. DrewsenPhysica B vol. 460, p. 105, 2015. Citado en pags84
and 85,

[123] F. Cavaliere, U. D. Giovannini, M. Sassetti y B. KrameNew J. Phys,
vol. 11, p. 123004, 2009. Citado en pags4, 85, and 91

[124] E. Y. Andrei, G. Deville, D. C. Glattli, F. I. B. Williams, E. Paris y
B. Etienne Phys. Rev. Lett, vol. 60, p. 2765, 1998. Citado en pags35
and 91

[125] B. A. Piot, Z. Jiang, C. R. Dean, L. W. Engel, G. Gervais, L. NPfei er
y K. W. West Nat. Phys, vol. 4, p. 936, 2008. Citado en pag85.

[126] S. Kalliakos, M. Rontani, V. Pellegrini, C. P. Garcia, A Pinczuk,
G. Goldoni, E. Molinari, L. N. Pfei ery K. W. West Nat. Phys,, vol. 4,
p. 467, 2008. Citado en pags85 and 86.

[127] C. Ellenberger, T. Ihn, C. Yannouleas, U. Landman, K. @sslin,
D. Driscoll y A. C. GossardPhys. Rev. Lett, vol. 96, p. 126806, 2006.
Citado en péag. 85.

[128] A. Singha, V. Pellegrini, A. Pinczuk, L. N. Pfeier, K. W. West y
M. Rontani Phys. Rev. Lett, vol. 104, p. 246802, 2010.

[129] L. H. Kristinsdaéttir, J. C. Cremon, H. A. Nilsson, H. Q. Xu, L. Sa-
muelson, H. Linke, A. Wacker y S. M. ReimanrPhys. Rev. B vol. 83,
p. 041101, 2011.

[130] J. S. Meyery K. A. MatveeW. Phys. Condens. Mat, vol. 21, p. 023203,
2009. Citado en pags.85and 9L

[131] A. MelzerPhys. Rev. E vol. 67, p. 016411, 2003. Citado en pag5.

182



Bibliografia

[132] S. Pecker, F. Kuemmeth, A. Secchi, M. Rontani, D. C. RalptP. L.
McEuen y S. llaniNat. Phys,, vol. 9, p. 576, 2013. Citado en pag85.

[133] K. Jauregui, W. Hausler y B. KramerEurophys. Lett, vol. 24, p. 581,
1993. Citado en pags.85 and 86.

[134] A. D. Guglu, A. Ghosal, C. J. Umrigar y H. U. BarangeiPhys. Rev.
B, vol. 77, p. 041301(R), 2008. Citado en pagae6.

[135] C. B. MendI, F. Malety P. Gori-GiorgiPhys. Rev. B vol. 89, p. 125106,
2014.

[136] F. M. Gambeta, N. T. Ziani, F. Cavaliere y M. Sassettturophys. Lett,
vol. 107, p. 47010, 2014.

[137] F. Cavaliere, N. T. Ziani, F. Negro y M. Sassettl. Phys. Condens.
Mat., vol. 26, p. 505301, 2014. Citado en pags6, 91, and 98.

[138] F. Cavaliere, F. M. Gambetta, N. T. Ziani y M. Sassettd. Phys. Con-
dens. Mat, vol. 27, p. 425301, 2015.

[139] F. Cavaliere, F. M. Gambetta, S. Barbarino y M. SassetPhys. Rev.
B, vol. 92, p. 235128, 2015.

[140] I. Kylanpaa, F. Cavaliere, N. T. Ziani, M. Sassetti y ERasanenPhys.
Rev. B, vol. 94, p. 115417, 2016. Citado en pags5.

[141] D. Pecak y T. Sowi«skiPhys. Rev. A vol. 94, p. 042118, 2016. Citado
en pag. 85.

[142] A. V. Filinov, M. Bonitz y Y. E. Lozovik Phys. Rev. Lett, vol. 86,
p. 3851, 2001. Citado en pag85.

[143] S. Kais, D. R. Herschbach y R. D. Levind. Chem. Phys, vol. 91,
p. 7791, 1989. Citado en pag35.

[144] M. Taut Phys. Rev. A vol. 48, p. 3561, 1993. Citado en pags5s.

183



Bibliografia

[145] D. Manzano, A. R. Plastino, J. S. Dehesa y T. Koga Phys. A: Math.
Theor., vol. 43, p. 275301, 2010. Citado en pags85s, 90, 104, 122, 139
145 157, 159 170 and 171

[146] J. S. Dehesa, T. Koga, R. J. Yafez, A. R. Plastino y R. O. Esq&M.
Phys. B: At. Mol. Opt. Phys,, vol. 45, p. 239501, 2012.

[147] C. L. Benavides-Riveros, I. V. Toranzo y J. S. Dehesa Phys. B: At.
Mol. Opt. Phys, vol. 47, p. 195503, 2014. Citado en pag87and 121

[148] P. Kozxcik y A. Okopi«skaPhys. Lett. A, vol. 374, p. 3841, 2010. Citado
en pags. 86, 91, 106 107, 139 and 14Q

[149] P. Kozxcik y A. Okopi«skdew-Body Syst, vol. 54, p. 1637, 2013. Citado
en pags. 87 and 121

[150] P. Kozcik y J. K. Sah&Eur. Phys. J. D, vol. 69, p. 250, 2015. Citado
en pag. 85.

[151] A. P. PolychronakosPhys. Rev. Lett, vol. 70, p. 2329, 1993. Citado en
pags. 85and 121

[152] A. P. Polychronakos]. Phys. A, vol. 39, p. 12793, 2006. Citado en
pags. 85and 121

[153] H. Azuma y I. SatoshiPhys. Lett. B, vol. 331, p. 107, 1994. Citado en
pags. 85and 121

[154] M. V. N. Murthy y R. Shankar Phys. Rev. Lett, vol. 73, p. 3331, 1994.
Citado en pags. 85and 121

[155] P. KoxcikFew-Body Syst,. vol. 56, p. 107, 2015. Citado en pag86.

[156] M. Glasser y I. NagyPhys. Lett. A, vol. 377, p. 2317, 2013. Citado en
pag. 86.

[157] N. Helbig, I. V. Tokatly y A. Rubio Phys. Rev. A vol. 81, p. 022504,
2010. Citado en pags.87, 88, and 120

184



Bibliografia

[158] E. R. Davidson,Reduced Density Matrices in Quantum Chemistry
Academic Press, New York, 1976. Citado en pags.

[159] P. Calabrese, M. Mintchev y E. VicariPhys. Rev. Lett, vol. 107,
p. 020601, 2011. Citado en pag89.

[160] P. Calabrese, M. Mintchev y E. VicariJ. Stat. Mech, vol. S/V,
p. P09028, 2011.

[161] V. Alba, L. Tagliacozzo y P. CalabresPhys. Rev. B vol. 81, p. 060411,
2010. Citado en p&gs.89 and 90.

[162] S. Santra, A. Hamma, L. Cincio y. Subasi, P. Zanardi y lLAmico Phys.
Rev. B, vol. 90, p. 245128, 2014. Citado en pag80, 136 145 and 169

[163] O. Osenda y P. Serr&hys. Rev. A vol. 75, p. 042331, 2007. Citado
en pags. 90, 122 and 127.

[164] F. M. Pont, O. Osenda, J. H. Toloza y P. Serr&hys. Rev. A vol. 81,
p. 042518, 2010. Citado en pag90.

[165] A. R. Plastino, D. Manzano y J. S. Dehes&urophys. Lett, vol. 86,
p. 20005, 2009. Citado en pags90 and 104

[166] D. F. V. JamesAppl. Phys. B, vol. 66, p. 181, 1998. Citado en pags.
93 and 140

[167] K. Balzer, C. Ndlle, M. Bonitz y A. Filinov J. Phys. Conf. Ser, vol. 35,
p. 209, 2006. Citado en pags93 and 14Q

[168] F. G. Tricomi, Integral Equations Interscience Publishers, London,
1957. Citado en pag.95.

[169] A. Erdélyi, Higher transcendental functions vol. Il McGraw Hill, New
York, 1957. Citado en péag. 95.

[170] A. Hamma, L. Cincio, S. Santra, P. Zanardi y L. Amicd’hys. Rev.
Lett., vol. 110, p. 210602, 2013. Citado en pagsl03 115 136 145
168 and 169

185



Bibliografia

[171] J. Cui, L. Amico, H. Fan, M. Gu, A. Hamma y V. VedralPhys. Rev.
B, vol. 88, p. 125117, 2013.

[172] F. Franchini, J. Cui, L. Amico, H. Fan, M. Gu, V. Korepin, L. C. Kwek
y V. Vedral Phys. Rev. X vol. 4, p. 041028, 2014. Citado en pag4.03
115 136 145 168 and 169

[173] M. P. Avakian, G. S. Pogosyan, A. N. Sissakian y V. M. TeAntonyan
Phys. Lett. A, vol. 124, p. 233, 1987. Citado en pagsll12 154 155
157,160 and 171

[174] J.-J. Wang, W. Li, S. Chen, G. Xianlong, M. Rontani y M. Polim Phys.
Rev. B, vol. 86, p. 075110, 2012. Citado en padl16

[175] I. V. Toranzo, A. R. Plastino, P. Sadnchez-Moreno y J. S. DesaJ.
Phys. A: Math. Theor., vol. 48, p. 475302, 2015. Citado en pagl16

[176] N. Killoran, M. Cramer y M. B. Plenio Phys. Rev. Lett, vol. 112,
p. 150501, 2014. Citado en pagl2Q

[177] lemini y R. O. ViannaPhys. Rev. A vol. 87, p. 022327, 2013. Citado
en pag. 120

[178] H. Katsura y Y. Hatsudad. Phys. A: Math. Theor., vol. 40, p. 13931,
2007. Citado en pag.121

[179] C. SchillingPhys. Rev. A vol. 88, p. 042105, 2013. Citado en péags.
121and 122

[180] M. MoshinskyAm. J. Phys., vol. 36, p. 52, 1968. Citado en pagl21l

[181] F. Calogeral. Math. Phys,, vol. 10, p. 2191, 1969. Citado en pags.21
and 124

[182] F. Calogeral. Math. Phys,, vol. 12, p. 419, 1971. Citado en pagl2l

[183] B. SutherlandJ. Math. Phys,, vol. 12, p. 246, 1971. Citado en péags.
121and 124

186



Bibliografia

[184] B. D. Simons, P. A. Lee y B. L. AltshulerPhys. Rev. Lett, vol. 70,
p. 4122, 1993. Citado en pagl21l

[185] B. D. Simons y B. L. AltshulerPhys. Rev. B vol. 48, p. 5422, 1993.
Citado en pag. 121

[186] C. L. Benavides-Riveros, J. M. Gracia-Bondia y M. Sprihgrg Phys.
Rev. A vol. 88, p. 022508, 2013. Citado en pagl22

[187] R. Chakraborty y D. A. Mazziotti Phys. Rev. A vol. 89, p. 042505,
2014. Citado en pag.122

[188] C. SchillingPhys. Rev. A vol. 91, p. 022105, 2015. Citado en pad.22

[189] K. J. H. Giesbertz y R. van Leeuwen]. Chem. Phys, vol. 139,
p. 104109, 2013. Citado en pagsl22and 127.

[190] B. Zeng, H. Zhaiy Z. XuPhys. Rev. A vol. 66, p. 042324, 2002. Citado
en pag. 123

[191] S. Iblisdir, J. I. Latorre y R. OrusPhys. Rev. Lett, vol. 98, p. 060402,
2007. Citado en pags.123and 145

[192] M. Haque, O. Zozulya y K. Schouteng’hys. Rev. Lett, vol. 98,
p. 060401, 2007. Citado en pagl23

[193] P. J. Forrester y S. O. WarnaaBull. Am. Math. Soc., vol. 45, p. 489,
2008. Citado en pag.125

[194] A. Khare Phys. Lett. A, vol. 245, p. 14, 1998. Citado en pags126
and 136

[195] O. Osenda, P. Serra y S. Kaisit.J. Quantum Inf, vol. 6, p. 303, 2008.
Citado en pag. 127

[196] M. Altunbulak y A. Klyachko Commun. Math. Phys, vol. 282, p. 287,
2008. Citado en pag.128

[197] L. Amico, R. Fazio, A. Osterloh y V. VedralRev. Mod. Phys, vol. 80,
p. 517, 2008. Citado en pag.13Q

187



Bibliografia

[198] O. Osenda y G. Raggi®hys. Rev. A vol. 72, p. 064102, 2005. Citado
en pag. 130

[199] P. Serray S. KaisChem. Phys. Lett, vol. 319, p. 273, 2000. Citado en
pag. 131

[200] B. Paredes, A. Widera, V. Murg, O. Mandel, S. Folling, ICirac, G. V.
Shlyapnikov, T. W. Hansch y I. Bloch Nature, vol. 429, p. 277, 2004.
Citado en péags. 149and 151

[201] M. D. Girardeau, E. M. Wright y J. M. Triscari Phys. Rev. A vol. 63,
p. 033601, (2001. Citado en pagsl49 151, 160 and 17Q

[202] A. G. Volosnie, D. V. Fedorov, A. S. Jensen, M. Valiente M. T. Zinner
Nat. Comm,, vol. 5, p. 5300, 2014. Citado en pagsl49 151, and 17Q

[203] M. Girardeaud. Math. Phys, vol. 1, p. 516, 1960. Citado en pagl5Q

[204] T. Kinoshita, T. Wenger y D. S. WeissScience vol. 305, p. 1125, 2004.
Citado en pég. 151

[205] T. Jacgmin, J. Armijo, T. Berrada, K. V. Kheruntsyan y |. Bouchoule
Phys. Rev. Lett, vol. 106, p. 230405, 2011. Citado en padl51

188



	Abstract: Modeling of few-body quantum systems
	Agradecimientos
	Resumen
	Otras actividades realizadas en la etapa de doctorado
	Índice de contenidos
	Índice de Figuras
	Índice de Tablas
	Introducción
	Energía y tiempo de vida de estados resonantes calculados con una base finita de funciones reales
	Introducción a las resonancias y motivación
	Obtención de la parte imaginaria del autovalor del estado resonante
	Resonancias y el método variacional de Ritz
	El caso l=0
	El caso l=1

	Resumen y Conclusiones

	Localización del electrón de valencia de hidrógeno, litio y sodio confinados endohédricamente en cavidades de fullerenos
	Introducción a los fullerenos endohédricos y motivación
	Modelo y métodos teóricos
	Determinación de la posición del endoátomo
	Cálculo de los estados electrónicos

	Resultados y discusión
	Posición del endoátomo
	Estados electrónicos

	Resumen y conclusiones

	Intersecciones cónicas inducidas por luz en Li@C60
	Introducción a las intersecciones cónicas inducidas por luz
	Hamiltoniano adiabático para Li@C60 en ausencia de campo
	Interacción entre el core de litio y el fullereno
	Curvas de energía potencial

	Hamiltoniano para Li@C60 sometido a un campo láser con polarización lineal
	Hamiltoniano electrónico
	Hamiltoniano molecular

	Aclaración sobre la forma del campo
	Resumen, conclusiones y perspectivas

	Huellas de las interacciones de corto y largo alcance en las entropías de entrelazamiento de moléculas de Wigner de dos partículas confinadas en trampas cuánticas bidimensionales
	Introducción a las moléculas de Wigner y motivación
	Preliminares sobre entropías de información cuántica
	Sistemas bidimensionales de dos partículas confinadas
	Derivación de las ocupaciones exactas
	Orbitales naturales analíticos
	Entropías en el límite de interacción fuerte
	Potenciales de interacción de largo alcance
	Interacción de potencia inversa
	Interacción de tipo inversa del logaritmo

	Potenciales de interacción de corto alcance
	Interacción de potencia inversa apantallada
	Interacción Gaussiana repulsiva

	Resumen, conclusiones y perspectivas
	Apéndice: Generalización a dimensiones mayores que dos

	Detección de crossover dimensional y truncamiento del espacio de Hilbert mediante entropías de entrelazamiento en el modelo de Calogero 
	Introducción al modelo de Calogero y motivación
	Estado fundamental del modelo de calogero para dos partículas
	Caso unidimensional
	Dos o más dimensiones

	El método variacional
	Ocupaciones y entropía de von Neumann para el caso unidimensional
	Entropía de Rényi y soporte finito de la matriz densidad reducida
	Ocupaciones y entropía de von Neumann para el caso bidimensional
	Desarrollo analítico del modelo de Calogero bidimensional anisotrópico en el límite de interacción fuerte
	Crossover de dimensión dos a uno
	Resumen, conclusiones y perspectivas

	Entropías de dos esferas cuánticas rígidas no interactuantes confinadas armónicamente
	Introducción al problema de esferas cuánticas rígidas y motivación
	Obtención de la función de onda
	Entropías de información
	Resumen, conclusiones y perspectivas

	Resumen, conclusiones y perspectivas a futuro

