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1. Resumen

El objetivo de la presente tesis es el estudio del comportamiento de un
decelerador de alas rotatorias, denominado pararrotor, ante las variaciones ciclicas
del angulo de paso de las palas. En particular, se investiga la posibilidad de con-
trolar el desplazamiento lateral de un pararrotor mediante las variaciones ciclicas
del angulo de paso de las palas, y, extendiendo el anélisis, controlar la trayectoria
del dispositivo en régimen de descenso, de modo de satisfacer los requerimientos
operacionales.

El pararrotor es un decelerador aerodinamico que vuela en régimen de
autorrotacion, es decir, que no extrae ni comunica energia del medio. La descripcion
aerodinamica formal de su comportamiento se basa en una adaptacion de la teoria
de elemento de pala, ya que no se realiza la integral a lo largo de la envergadura si
no que se supone la fuerza aerodindmica resultante concentrada en un punto de la
pala, en virtud del pequeno alargamiento de las mismas.

El modelo tedrico desarrollado comienza con la formulacién de las ecua-
ciones que describen los efectos dinamicos de las variaciones ciclicas del angulo de
paso. Las fuerzas y torques aerodinamicos son estimados mediante un modelo com-
pleto de la pala, obteniéndose una expresién matematica que permite conocer la
fuerza y el momento a lo largo de una vuelta. Del analisis de las magnitudes mo-
deladas se observa que los efectos dinamicos son sensiblemente menores que los
aerodinamicos, por lo que se puede suponer que los tltimos son los dominantes en
el calculo de las acciones dinamicas que alteran el comportamiento del pararrotor.

En cuanto al desarrollo experimental, se construyé un modelo a escala
con control del angulo de paso de las palas para ser montado en el tinel de viento,
junto a un arreglo adecuado de elementos de medicion y adquisicién de datos. Con
estos ensayos se busco calcular experimentalmente parametros caracteristicos que
permitieron validar el modelo tedrico.

Se demostré que las variaciones ciclicas del angulo de paso de las palas
permiten modificar el torque que se genera sobre el pararrotor y, por lo tanto, es
factible utilizar este efecto como elemento de control sobre el dispositivo.



También se realizaron una serie de simulaciones numéricas, a partir de
un modelo promediado de las fuerzas y los momentos sobre el pararrotor a lo largo
de una revolucion que fue utilizado en el modelo completo. Estas simulaciones per-
mitieron establecer estados de operacion cercanos al equilibrio a partir de soluciones
obtenidas para un modelo simplificado de la dinamica del pararrotor.



2. Introduccion

2.1 Introduccion al concepto de pararrotor

Los pararrotores son deceleradores aerodinamicos conformados por alas
giratorias en régimen de autorrotacién. Existen distintos tipos de deceleradores,
que se podrian clasificar en aerodindmicos (donde se ubican los pararrotores) y no
aerodindmicos (donde se ubican los globos u otros sistemas autopropulsados). La
presente tesis hace foco en los primeros, orientdandose hacia el control de este tipo
de dispositivos para la realizacién de una variedad de tareas en las que se requiera
la utilizacion de vehiculos aéreos no tripulados.

2.2 Antecedentes bibliograficos

2.2.1 Antecedentes bibliograficos en aerodinamica de bajo nimero de
Reynolds y pequeno alargamiento

Las palas que utiliza un pararrotor son, en general, de pequeno alarga-
miento. Esto se debe a los requerimientos de almacenamiento que deben disponer
estos dispositivos, ya sea para facilitar su traslado o reducir las dimensiones del
mismo. Por lo tanto, el régimen aerodindmico en el cual se inscribe contempla esta
singularidad: la del pequeno alargamiento de sus alas.

Se destaca este aspecto porque hay factores que hay que incorporar al
estudio aerodinamico de las palas, como ser la fuerte componente tridimensional del
flujo y el bajo nimero de Reynolds al que operan las palas.

Entre los primeros trabajos publicados, se destaca el de Bollay [!], quien
desarroll6 una teoria no lineal para alas rectangulares de pequeno alargamiento.
Para ello reemplaza el ala por un sistema de vértices constantes a lo largo de la
envergadura, asumiendo que el downwash es constante. Partiendo de la ley de Biot-
Savart se estima la velocidad inducida por los vortices del ala y los de punta de ala
obteniendo una expresion para la velocidad inducida por unidad de longitud, y una



distribucion de presiones. Esta teoria demostro tener un buen comportamiento para
alargamientos menores a 1, a partir de los cuales comienza a haber discrepancias
considerables con los resultados experimentales.

Kuchemann [2] desarrollé una teorfa para calcular la sustentacién de un
ala, cualquiera sea su planta y su alargamiento, modelando la etapa de transicion
entre alas de pequefio y gran alargamiento. Basa sus fundamentos en la teoria de
linea sustentadora de Prandtl y obtiene una expresion para la variacion de la posicién
del centro de presién en funcién de la cuerda, el alargamiento y el angulo de torsion
de la pala. Analiza los efectos no lineales en la sustentacion, mostrando que para
pequeno alargamiento la sustentacion crece de manera pronunciada con el angulo
de ataque. Incorpora un factor de correccion para el coeficiente de sustentacién por
efecto de los vértices de punta de pala.

Carmichael [3] realiz6 un relevamiento de los trabajos referidos a perfi-
les de bajo nimero Reynolds, caracterizando el tipo de flujo segin el nimero de
Reynolds, estudiando la generacién de la burbuja de separacion de la capa limite.
Clasifica la informacion segin ensayos en tunel aerodindamico y ensayos en vuelo,
para dar lugar a los trabajos de diseno de perfiles de bajo nimero de Reynolds.

Motorizados por el novedoso interés despertado por el desarrollo de micro
vehiculos aéreos (MAVs, segin las siglas en inglés), Mueller et al. [1] realizaron
una caracterizacion del flujo segin el nimero de Reynolds en perfiles Eppler 61
y Pfenninger 048, logrando identificar distintas configuraciones de estructuras de
flujo que se detallan a continuacién: para ntimero de Reynolds entre 1.000 y 10.000
observaron una capa limite laminar, con dificultades para convertirse en turbulenta.
Para el rango entre 10.000 y 30.000 observaron la formacién de capa limite laminar
con desprendimientos. Para nimeros de Reynolds 30.000 y 70.000 identificaron la
formacion de una capa limite laminar con transicion a turbulenta. Y para niimeros
de Reynolds mayores a 70.000 y menores a 200.000 obtuvieron un flujo laminar con
la presencia de una burbuja de separacion.

En esta misma linea investigativa, Pelletier y Mueller [5] ensayaron dis-
tintas configuraciones alares de pequeno alargamiento a bajo nimero de Reynolds.
Estudiaron el efecto del alargamiento (con una relacién entre envergadura y cuerda
de 0,5 a 3) y el efecto de la curvatura (para placas planas y de 4% de curvatura).
Se destacan como resultados de este documento de referencia el hecho de que a me-
nores alargamientos se tienen dngulos de ataque de pérdida mayores, por lo que se
concluye que este tipo de palas tienen un rango de sustentacién mayor que las de
gran alargamiento. Los autores sostienen que este hecho se debe a que el flujo per-
manece adherido para mayores angulos de ataque, y la capa limite laminar deviene
en turbulenta, por lo que el desprendimiento de la misma se produce mas cerca al
borde de fuga. Desde esta perspectiva, los autores puntualizan que la contribuciéon
fundamental para el sostenimiento de este fenémeno la realizan los vértices de punta



de pala.

Otro comportamiento en el que se predice la diferencia entre las alas de
alargamiento mayor a 4 y aquellas de pequeno alargamiento, es la pendiente del
coeficiente de momento del ala, que en el primer caso se muestra negativa y en el
segundo positiva.

Torres y Mueller [0] analizaron distintas configuraciones de plantas alares
de pequeno alargamiento. Se analizaron las componentes lineales y no lineales de
sustentacién, generadas por la circulacién de flujo y los vértices de punta de ala
respectivamente. Entre las conclusiones de los experimentos se puede citar que el
parametro que tiene principal incidencia en la caracterizacién de los perfiles es el
alargamiento, seguido por la forma de la planta y el nimero de Reynolds. Se encontré
una fuerte dependencia de la posicion del centro de presiones con el alargamiento
y el angulo de ataque. Para pequeno alargamiento y pequeno angulo de ataque,
el comportamiento aerodindmico del perfil se asemeja a uno de gran alargamiento,
dominando la sustentaciéon el término lineal de la misma. El centro de presiones
se encuentra alrededor del 25% de la cuerda. Para pequeno alargamiento y alto
angulo de ataque los vortices de punta de ala tienen mayor incidencia respecto a la
componente lineal de sustentacién y desplazan el centro de presiones hacia el borde
de fuga.

2.2.2 Antecedentes bibliograficos sobre casos naturales

Los pararrotores son vehiculos aéreos inspirados en la biologia, que in-
tentan imitar el comportamiento de formas de vuelo que muestra la naturaleza.
Es posible incluir entre estos a pédjaros, insectos y semillas, incluso algunas de una
sola ala como las semillas de algunas frutas. Estas semillas planeadoras, llamadas
samaras, son tal vez los elementos voladores mas simples, estables y eficientes que la
naturaleza haya creado. Son concebidas para dispersarse ellas mismas a distancias
suficientemente apartadas de su punto de lanzamiento (drbol madre), de manera que
los nuevos especimenes no compitan con sus padres en la obtencién de sus fuentes
de subsistencia (agua, luz, nutrientes, etc.).

Cabe destacar que entre las principales dificultades para adaptar el méto-
do de calculo de helicépteros a la modelizacion de las sdmaras y otros vehiculos
aéreos se encuentra el bajo nimero de Reynolds al cudl operan estos aparatos y a
la compleja rotacién tridimensional a la que estdn sometidos.

Rosen y Seter [7] desarrollaron un modelo con el objeto de predecir el
equilibrio dindmico de un pararrotor tipo Samara. El modelo se basé en la teoria del
Elemento de Pala. Los resultados obtenidos fueron comparados con observaciones
publicadas que convalidan el modelo a pesar de las fuentes importantes de incerti-



dumbre en las mediciones. Posteriormente los mismos autores presentan un modelo
numérico para investigar la estabilidad de la autorrotacién vertical de la sdmara [3],
obtenido a partir del método de pequenas perturbaciones aplicado a las ecuaciones
del movimiento de la samara. Estudiaron la influencia de diferentes parametros en
la estabilidad. Compararon los resultados del modelo con resultados experimentales
cualitativos realizados sobre samaras artificiales diversas.

Crimi [9] realiz6 un modelo numérico con 11 grados de libertad para
describir el movimiento de un dispositivo de una sola ala en estado estacionario.
El modelo permitié alcanzar buena efectividad en la caida de la carga 1til debido
al régimen de descenso constante y al movimiento de rotacion periédico. El autor,
ademas menciond que el cuerpo se mueve con un movimiento donde el angulo entre
el eje vertical del sistema inercial y el eje de rotacién propia del cuerpo es constante,
y la velocidad de precesion es constante e igual a la velocidad de rotacion del cuerpo.

También en el campo numérico, Roccia et. al. [10], desarroll6 una herra-
mienta para la simulaciéon numérica de la aerodindamica no lineal e inestacionaria de
semillas autorrotantes. Estos casos presentan un mejor desempeno en la mecanica
del vuelo, sobre todo en lo que se refiere a la estabilidad y robustez en la iniciaciéon de
la deceleracion aerodinamica. La utilizacién del programa elaborado permite obtener
resultados numéricos respecto a la sustentacién y el momento que genera la pala, y
también de como se desarrolla el angulo de ataque a lo largo de la envergadura.

Inspirados en el concepto de la sdmara, también se han desarrollado mo-
delos a escala autopropulsados. Se destaca el trabajo de Fregene et. al. [I1], donde
model6 el comportamiento dindamico y aerodindmico de la samara y fabricaron un
modelo propulsado, denominado samarai. El modelo tiene una envergadura de 0,3
m, pesa 0,2 kg y gira a 600 RPM. Tiene una superficie de control (flap) que varia
ciclicamente el angulo de ataque de la pala, y es utilizado para el control y el guiado.
El modelo matematico se realizé a partir de las ecuaciones de la dindmica, y utili-
za un vector de estado de 13 elementos (3 posiciones, 3 velocidades, 3 velocidades
angulares y 4 cuaterniones). Para la estimacién de las variables de estado se filtran
las senales adquiridas por los sensores y se utiliza un filtro de Kalman extendido.
La figura siguiente presenta una semilla de arce y un modelo de samarazi:



(a) Semilla de arce (b) Samarai

Figura 1: Modelo de monocoptero inspirado en la semilla de arce

Kang, en su articulo de 2016 [12], estudié aspectos dindmicos y aero-
dindmicos de un monocoptero. Utilizé la teoria de elemento de pala para el calcu-
lo de las fuerzas aerodinamicas. Una vez obtenida la expresion diferencial para la
sustentacién y la resistencia, descompuso las mismas en una direcciéon paralela y
perpendicular al plano de las palas. Estas expresiones se linealizaron y se integraron
numéricamente, ya que debido a la complejidad que presentron no era factible su
tratamiento analitico. El modelo dinamico se obtuvo a partir de las ecuaciones de la
dindmica, incorporando el término aerodinamico desarrollado antes. Para el analisis
de la estabilidad consideré que que las perturbaciones son pequenas y formuld la
ecuacién de momentos, desacoplando la ecuacién que corresponde al eje vertical de
las del plano horizontal. De este modo planted un sistema dindmico no homogéneo,
cuya solucion depende de sus autovalores. El andlisis de estabilidad lo realizé defi-
niendo tres factores: inercial, aerodinamico y de estabilidad marginal. Del anélisis se
desprende que el momento aerodindmico tiene un efecto estabilizante en el sistema;
de otro modo no seria estable.

2.2.3 Antecedentes bibliograficos sobre casos de aplicacion tecnolégica

El desarrollo de la tecnologia asociada a los dispositivos autorrotantes
tuvo un impulso importante a partir de su introduccion en los sistemas de artilleria,
por un lado, y en aplicaciones espaciales por otro. Numerosos trabajos han sido
elaborados para obtener mecanismos de control en deceleradores del tipo paracaidas,
que han brindado aportes al modelado y al control de los dispositivos no propulsados.

Algunos trabajos pioneros en el area fueron los desarrollados por Karlsen,
Borgstrom, y Paulsson [13], donde describen la aerodindmica de un cuerpo giratorio
provisto de aletas, para ser utilizado como submunicion de artilleria, y se destacan
las ventajas de utilizar alas rigidas en lugar de flexibles.

También Doherr y Schilling [14] han estudiado sistemas de paracaidas
giratorios para decelerar municiones. En la referencia mencionada realizan una si-
mulacién numeérica de la trayectoria y la dindamica del sistema de paracaidas rotato-
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rio. Comentan que los paracaidas rotatorios son muy sensibles a las perturbaciones
atmosféricas.

Shpund y Levin han enfocado su estudio a las propiedades aerodinami-
cas de paracaidas giratorios. Orientaron sus investigaciones a la aplicacion de los
pararrotores a sistemas de municiéon que buscan blancos mientras descienden con-
troladamente. El paracaidas se utilizo como mecanismo de control del vuelo. El ob-
jetivo fue poder controlar el régimen de descenso, la velocidad de giro y la posicion
espacial instantédnea de la carga. El estudio de la referencia [15] se orient6 a enten-
der los efectos de las variables geométricas del paracaidas (relacion entre el ancho y
el largo de las bandas del paracaidas —relacion de aspecto, porosidad geométrica—,
y relacion entre la longitud de las bandas y la longitud de las cuerdas de suspen-
sién) en la estabilidad dindmica del sistema. Estudiaron paracaidas tipo “cruz”. Los
resultados presentaron movimientos estables e inestables, dependiendo de las varia-
bles mencionadas. Obtuvieron una configuracién estable donde el sistema presenta
movimiento de precesion, describiendo un movimiento conico estable y donde la fre-
cuencia dominante es el giro sobre el propio eje. Los autores destacaron la presencia
de tres frecuencias dominantes: las dos mas bajas relacionadas con las propiedades
de inercia y aerodinamicas de la carga y del paracaidas; la tercera relacionada con
la velocidad de giro propia, que depende estrechamente de las variables geométricas
(las dos primeras varian poco con los cambios en la configuracién). Se expusieron
también las diferencias que existen entre los ensayos en tinel aerodindamico, donde el
movimiento del modelo esta restringido, y el vuelo libre. Afirman que, sin embargo,
las principales propiedades aerodinamicas, estaticas y dinamicas, y las propiedades
de inercia se manifiestan, en ambos casos, de forma cualitativamente igual, aunque
no cuantitativamente, y que los resultados de los ensayos en tinel aerodinamico
podrian ser empleados para el diseno y andlisis de las configuraciones reales. En la
referencia [10], los mismos autores investigaron la interferencia aerodindmica entre
la carga ttil y el paracaidas, para sistemas giratorios y no giratorios. También se
estudio el efecto de la geometria del paracaidas. Mencionaron el aumento de la resis-
tencia aerodinamica que se genera en los paracaidas por el movimiento de rotacién
y la intencion de que el paracaidas sirva como medio de control de la trayectoria del
sistema paracaidas mds carga. Peyada [17] modelé la trayectoria de descenso de pa-
racaidas a partir de la estimacion teodrica de las derivativas de estabilidad. El modelo
que desarrollé cuenta con 9 grados de libertad, y supone al paracaidas y la carga 1til
como un cuerpo rigido, vinculados por una articulaciéon. Las derivativas, obtenidas
a partir de las ecuaciones de la dinamica, fueron utilizadas en la determinacion de
la trayectoria del sistema bajo distintas configuraciones de frenado. Calise [18] pre-
senté un sistema de control adaptable al amplio rango de condiciones operativas que
se requieren de un paracaidas, evaluando distintas estrategias de aproximacion al
objetivo. El control fue realizado en base a la tasa de cambio del angulo de nutacién,
y los resultados obtenidos en los ensayos fueron considerados por los autores como
aceptables.



También en lo referente a la recuperacion de sondas en reingreso a la
atmosfera, Pepper Jr. [19], present6 un disenio de paracaidas giratorio de altas pres-
taciones. Se destaca en el trabajo la ventaja del vuelo en autorrotacion, en particular,
con referencia a la mayor estabilidad giroscopica y resistencia aerodindmica que se
obtienen.

Nadal Mora [20], estudié en forma tedrica y experimental el descenso en
autorrotacion axial, y, tedricamente, la dinamica de vuelo de un cilindro provisto
de aletas, como el que se muestra en la figura 2. Respecto a la primera linea de
investigacion, obtuvo una herramienta matematica para predecir el comportamiento
de un pararrotor que funciona en un régimen de autorrotacién axial, y determiné
cuales son los parametros que afectan al comportamiento del pararrotor y de qué
manera se manifiesta su influencia, entre otros. Respecto al analisis de la dinamica
de vuelo, hall6 un modelo que describe regiones estables e inestables, limites de
estabilidad y condiciones de estabilidad para el giro alrededor de un eje préximo
a uno de los ejes principales de mayor, menor e intermedio valor de momento de
inercia.

Continuando con esta linea, Piechocki [21] desarrollé un modelo tedrico
de la accion de las fuerzas aerodinamicas sobre el movimiento del cuerpo en ro-
tacion que permite identificar los factores de los que dependen los pardametros de
funcionamiento del pararrotor y su influencia. También se desarrollé una rutina de
simulaciéon numérica a partir del modelado analitico de la dindmica de pararrotores,
analizando los efectos del desplazamiento del plano que contiene a las palas respecto
al centro de masas.

Figura 2: Modelo de pararrotor en tinel vertical

Otro mecanismo que altera el comportamiento de los pararrotores se
presenta en [22], en donde se presentan los efectos de modificar la curvatura y el
alargamiento de las palas para modificar parametros operacionales del pararrotor,



como ser el coeficiente de velocidades y el coeficiente de resistencia del modelo. Se
observa experimentalmente que la relacion entre la velocidad de descenso y la de
rotacion se incrementa con la curvatura, mientras que el coeficiente de resistencia
del modelo no presenta variaciones significativas. Este punto permite desprender
una inmediata aplicacion practica, en la que el pararrotor disminuya la velocidad de
giro manteniendo constante la velocidad de descenso. En cambio, se verifico que el
incremento en el angulo de paso de las palas reduce la relacion de velocidades.

Taamallah [23] present6 un sistema de control y guiado para helicépteros
de pequena escala en régimen de autorrotacion. En comparacién con los helicopteros
de gran escala, los de tamano pequeno tienen alta relacién potencia/peso, ensamble
muy rigido del rotor y alta relacién torque/inercia, lo que deriva en regimenes de
inestabilidad y de acoplamiento dinamico de mayor relevancia que en los aparatos
de gran tamano. En el planteo del controlador propone un diseno de dos etapas:
para el guiado utiliza un modelo de movimiento horizontal, en donde independiza la
caida vertical del desplazamiento en el plano perpendicular a la direcciéon de caida,
y reduce el modelo de estados a un vector de 12 componentes (cuerpo rigido). Cada
variable del vector de estado, en el caso de movimiento horizontal, es representada
por un polinomio, sobre el que se plantea el problema de encontrar el valor de
los coeficientes de dicho polinomio de modo de obtener la trayectoria 6ptima. La
optimizacién se realiza definiendo una funcion de costo que se busca minimizar.
El médulo de control se basa en un método de control robusto: el sistema tiene 4
entradas de control y 6 grados de libertad, por lo que hay 2 grados de libertad sub
actuados. Las referencias de seguimiento son posicién, velocidad y angulo de cabeceo
(7 en total). La dindmica de las variables posicionales es mucho més lenta que las
de velocidad, por lo que plantea un sistema de realimentacion del tipo master-slave,
donde el ancho de banda del lazo interno es més grande que el externo. Disena un
sistema de control para cada lazo (interno y externo). Para las simulaciones define
condiciones iniciales y finales de las variables de referencia, alcanzando condiciones
satisfactorias segin las condiciones de modelo definidas.

En cuanto a la operacion de las palas ante un régimen ciclico de cambio de
paso, Li et al. ([24] y [25]) presentaron una serie de trabajos experimentales en base
a ensayos sobre una turbina edlica. El angulo de paso de la turbina es controlado
por un plato oscilante, que permite definir tanto el angulo de paso ciclico como
colectivo. Para la medicion de las fuerzas y los momentos sobre la turbina se utiliza
una celda de carga de 6 ejes. El trabajo se dividio en tres partes: la primera es la
caracterizacion de los parametros de desempeno de la turbina, para investigar la
relacién entre los pardmetros de desempeno (coeficiente de potencia y de empuje)
y el cociente entre la velocidad de rotacién y la velocidad de la corriente, para
distintos angulos de paso. La segunda parte es la caracterizacion de los parametros
segin la variacion colectiva del angulo de paso, y por ultimo la caracterizacién
de dichos coeficientes segin variaciones ciclicas del angulo de paso de las palas.
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Respecto al primer eje del trabajo, concluyeron que existe un valor 6ptimo para
el cociente entre la velocidad de rotacién y la velocidad de la corriente, asociado
a la variacion del angulo de ataque de la pala. En cuanto al desempeno de los
coeficientes de potencia y empuje respecto al angulo de paso colectivo, se observé
que existe un angulo de paso 6ptimo en el que estos coeficientes se maximizan. Los
autores indican que esta optimizacion tiene relacién con la fluctuacion del angulo
de ataque y el desprendimiento del flujo alrededor del perfil. Respecto a la tercera
parte del trabajo, los coeficientes de empuje y de potencia no presentaron variaciones
significativas a medida que se modifica el angulo de paso ciclico. Si se observaron
modificaciones sustanciales en los coeficientes de momentos de cabeceo y guinada,
por lo que se demuestra posible controlar el momento sobre la turbina mediante
acciones ciclicas en el angulo de paso. La modificacién del angulo de incidencia del
flujo respecto al eje de la turbina altera principalmente el angulo de ataque de las
palas. Los coeficientes de empuje y de potencia no se ven alterados por el cambio en
el angulo de incidencia del flujo, y la utilizacién del angulo de paso ciclico permite
compensar el efecto del viento cruzado en la turbina.

El desarrollo de la tecnologia aeroespacial y la necesidad de reutilizar
los vehiculos espaciales (lanzadores, satélites, médulos) impulsaron la creacién de
distintas alternativas de recuperacién de dichos vehiculos. Por el lado de los siste-
mas de alas rotatorias, se destacan trabajos de la NASA de las décadas de 1960 y
1970, donde se investigd un concepto de vehiculo de entrada planetaria basado en
el concepto de pararrotor, que daba a los astronautas la habilidad de maniobrar y
aterrizar el vehiculo de manera precisa y segura; y trabajos privados [20] que dotaron
de palas a un cohete para su recuperacion. Las siguientes figuras muestran algunos
de los modelos disenados:

(a) Modelo NASA (b) Rotary Rocket

Figura 3: Variantes autorrotantes para recuperacion de sondas
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2.3 Aplicaciones

El desarrollo de las investigaciones sobre pararrotores se sustenta en la
necesidad de frenar de manera controlada el descenso de un cuerpo bajo ciertas
condiciones atomosféricas. Entre las aplicaciones para las que es necesario frenar la
caida de manera controlada podemos listar las siguientes:

recuperacion de elementos provenientes del espacio exterior,

control de trayectorias de proyectiles,

control de sondas meteorologicas,

ingreso de vehiculos en atmosferas extraterrestres.

Las tareas de caracterizacién atmosférica (relevamiento de presion, hume-
dad, viento, contaminantes, etc) presentan un creciente interés medioambiental, que
va de la mano del desarrollo de actividades productivas y econdémicas sustentables.
Si bien existen diversos métodos como la utilizacion de globos, sistemas electro-
magnéticos o sistemas embarcados, la utilizacion de pararrotores para estos fines es
una alternativa viable debido a las ventajas practicas y econémicas que presentan.

En lo referido al sistema de ingreso de dispositivos en atmésferas, se debe
tener en cuenta la robustez, simplicidad y economia en la utilizacion.

También la industria armamentista presenta constantes avances en este
tipo de tecnologias, ya que estos dispositivos permiten el control remoto, con lo
que las operaciones son no tripuladas. Empresas como Lockheed Martin y Textron
presentan desarrollos al respecto en los que se destacan el bajo peso, la facilidad en
el ensamble y la sencillez de los mecanismos.
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3. Estudio tedrico del desplazamiento lateral de
un decelerador aerodinamico a través de las
variaciones ciclicas del paso de las palas

3.1 Introduccién

El presente capitulo tiene como objetivo estudiar tedricamente el com-
portamiento dindmico de un pararrotor en vuelo libre ante las variaciones ciclicas
del dngulo de paso de las palas. Para esto, se describe la geometria de un pararrotor,
junto a las magnitudes cinematicas necesarias para la determinacion de su posicion
y velocidad.

A partir del planteo de las ecuaciones de Newton-Euler sobre el cuerpo
cilindrico del pararrotor, se busca llegar a la expresion de las mismas en su forma
candnica. Para esto, se desglosa el analisis, considerando las fuerzas que actian
sobre el cuerpo cilindrico, las fuerzas que actiian sobre las palas, las condiciones de
ligadura cinematica entre las variables de estado y la ecuacién de trayectoria del
centro de masas del pararrotor.

Una vez obtenida la ecuacién de estado del sistema, se analizan y asig-
nan modelos a cada uno de los elementos que la constituyen. Los efectos inerciales
y aerodindmicos son estudiados a efectos de asignarles expresiones matematicas que
permitan su inclusion para el calculo. Distintos modelos simplificativos son estudia-
dos, ademéds de la evaluacion del desarrollo en series de Taylor de las expresiones
obtenidas.

Con las expresiones obtenidas se resuelve la ecuacién de estado del pa-
rarrotor en vuelo libre, y se particulariza su soluciéon para el caso de ensayo de un
pararrotor en tunel de viento.
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3.2 Autorrotacion

A modo introductorio se describe el fenémeno de autorrotacion, que es
el principio sobre el cual se basa el desempeno como desacelerador del pararrotor.

La autorrotacion es la rotacién continua de un cuerpo inmerso en un
flujo sin otras fuentes externas de energia mas que la propia accién de la corriente de
fluido. Bajo esta definicién, los molinos de viento, turbinas hidraulicas, anemoémetros
de cazoletas, frutos de especies vegetales tipo sdmaras, algunos tipos de extractores
de aire, funcionan bajo el principio de autorrotacion. Todos estos dispositivos giran
puramente por efecto de fuerzas fluidodindmicas, sin fuentes externas de energia;
estan conformados geométricamente de tal manera que, cuando se sitian en el seno
de una corriente de fluido, se crea un par que inicia la rotacion cuando se libera
el cuerpo permitiéndole girar libremente. En algunos casos, se requiere un impulso
que inicie el movimiento. En los ejemplos mencionados también se observa que el
eje de rotacion del cuerpo puede ser paralelo o perpendicular a la direccion de la
corriente, generando distinto tipo de movimiento (periédico o constante). También
puede ocurrir que un cuerpo se mueva libremente en un fluido, sin que su eje de
rotacion tenga impedido ningtin movimiento e incluyendo efectos giroscépicos.

El principio de la autorrotacion es ampliamente conocido por su aplica-
cion al caso de helicopteros. Representa un caso especial de operacion en el descenso
del rotor, en el que los helicépteros descienden con velocidad constante. En este
caso, realizando un balance de energia se puede concluir que la potencia que el rotor
necesita para generar la traccién que equilibra al peso se obtiene de la disminucién
de la energia potencial del helicoptero. Desde el punto de vista de la operacién la au-
torrotacion se traduce en una maniobra que en caso de falla del motor del vehiculo,
permite descenderlo con velocidad controlada. La maniobra de aterrizaje en régimen
de autorrotacion se divide en tres fases: una fase inicial no estacionaria en la que
la disminucion del dngulo de paso colectivo incrementa la velocidad de rotaciéon del
rotor y la energia cinética del mismo; una segunda fase estacionaria en la que el
descenso se produce a velocidad constante; y una tercera y ultima fase no estacio-
naria en la que, mediante el incremento del dngulo de paso colectivo se produce un
par sobre el rotor que conlleva la deceleracién angular que produce la desaceleracién
brusca en el descenso del vehiculo.

En el caso de los pararrotores, la diferencia fundamental se encuentra
en el alargamiento de las palas. Sin embargo, el establecimiento del régimen de
autorrotacion se da de la misma manera: la corriente de aire acelera el rotor hasta
alcanzar el régimen estacionario, momento en el que las fuerzas aerodinamicas tienen
resultante en la direccién del flujo incidente.

Una primera aproximacién para la descripciéon de este fenémeno es la que
puede obtenerse en base a la teorfa de cantidad de movimiento [27]. Si se modelan
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las palas como un disco resistente que se desplaza con velocidad de descenso V,
en el caso de la autorrotacion la traccién es igual a la resistencia aerodinamica. A
partir de plantear esta igualdad, es posible obtener la siguiente expresion para la
velocidad de descenso en régimen de autorrotacion ideal:

W
V.= 1,77, | — 1
295 (1)

Donde W es el peso del helicoptero, p la densidad del aire y S la superficie
barrida por las palas. La evaluacion de esta expresién para los valores promedio de
los parametros que se utilizan en los pararrotores estudiados tiene como resultado
valores de velocidad de descenso del orden de los -5 m/s, que son consistentes con
los obtenidos mediante modelos desarrollados a partir de teorias méas complejas,
como las que se desarrollan en el anexo de modelos aerodinamicos y que incluyen
parametros de control, aerodinamicos u operacionales.

3.3 Definiciones generales del modelo tedrico

El pararrotor es un sistema multicuerpo, constituido por diferentes ele-
mentos que, en principio, presentan movimientos relativos entre si. Por este motivo
es conveniente definir adecuadamente cada uno de los elementos que lo componen,
como asi también sistemas de referencia solidarios a cada uno de ellos, para poder
expresar las fuerzas y momentos, como también para desarrollar las ecuaciones de
Newton-Euler segin sea conveniente.

A los fines de modelar geométricamente el pararrotor, se denomina H
al cuerpo cilindrico del pararrotor, y b=1,2 a cada una de las palas del mismo (ver
figura 4). Cada una de las palas se mueven solidarias al cilindro acopladas en el
punto FEj, alrededor del cual pueden girar un dngulo 6, (dngulo de paso de cada
pala) en la direccién del eje de la pala. El punto de acoplamiento Ej se encuentra a
una distancia denominada e respecto al eje del cilindro.

T
~_

— © | ;eb
® =

Figura 4: Esquema del pararrotor y definicién del dngulo de paso.
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Se define un sistema de referencia inercial fijo compuesto por la terna
[z7, yr, 27|, denominado sistema tierra e indicado con la letra T, y un sistema ligado
al cuerpo del pararrotor denominado A1b, cuyo eje x 415 coincide con el eje de una de
las palas. El eje 241, estéa alineado con el eje de simetria axial del cuerpo cilindrico,
y el eje ya1, forma un triedro derecho con los ejes 41, ¥ 2415. Esta terna moévil se
indica como [ a1y, Ya1p, 2a16)- El &ngulo de paso de las palas 6y, determina un sistema
solidario a la pala b indicado como [x gy, Yy, 28] El sistema B, resulta de girar un
angulo 0, el sistema A1 segun el eje x 415.

La transformacion de un sistema a otro se realiza mediante matrices que
permiten transformar magnitudes de un sistema de ejes a otro sistema, ademas de
posicionar el cuerpo del pararrotor en el espacio. La posicién del dispositivo queda
definida mediante el vector de posicion del centro de masas del cuerpo del pararrotor
r“(t), mientras que la velocidad del centro de masas del cuerpo del pararrotor es
VY(t) y la velocidad angular del cuerpo del pararrotor es w(t).

Segun sus componentes, la posicién, velocidad y velocidad angular resul-
tan:

r(t) = ra, (H)ir + re, (t)ir + ra, (ke (2a)
VE(t) = u(t)ia +v(t)j, + w(t)ka (2b)
W (t) = we(t)ia + wy(t)ja + w(t)ka (2¢)

Donde r, V¢ y w& representan la posicién del centro de masas, la
velocidad del centro de masas y la velocidad angular del cuerpo del pararrotor. La
transformacién del sistema T al A1b se define mediante rotaciones sucesivas, que se
describen a continuacion. En primer lugar, se define un sistema de referencia en ejes
cuerpo, denominado sistema A, que es producto de la rotacién de los dngulos de
Euler: un primer giro, indicado mediante ® y un segundo giro, indicado mediante ©.
Por tdltimo, un tercer giro indicado mediante 1), determina el sistema de referencia
A1b. Definidos de esta manera, la primera rotacion es respecto al eje yr, la segunda
respecto al eje x7; y la tercera respecto al z4. En la bibliografia de referencia [28]
esta rotacién se reconoce como 2-1-3.
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Yri=Yr®

X711
0<©6
X7

771 Y Z7 Zp 771

Figura 5: Definicién de los sistemas T1 y A para una posicién azimutal 1 arbitraria

Figura 6: Definicion tridimensional de los sistemas T1 y A para una posiciéon azimutal
1 arbitraria .

La transformacion del sistema en ejes tierra al sistema Alb viene dada
por el producto T = [Ta1pa][Tar1][Tri7], siendo las matrices de transformacién
para cada giro las siguientes:

cosO(t) 0 —sinO(t) 1 0 0
[Tri7] = 0 1 0 JTar] = 0 cos®(t) sind(t)
sin®(t) 0 cosO(t) 0 —sin®(t) cos®d(t)
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cos(t) siny(t) 0

[Ta114] = | —siney(t) cosy(t) 0

0 0 1
cos[t(t) +m|  sinf(t) + 7] 0O —cos(t) —siny(t) 0
[Tai0a] = | —sin[ep(t) + 7] cos[(t)+x] 0 | = sing(t) —cosy(t) 0
0 0 1 0 0 1

Se definen sobre el pararrotor una serie de puntos de interés, a los efectos
de disponer de referencias para expresar las fuerzas, momentos y deméas magnitu-
des. Las principales referencias geométricas del modelo se muestran en la siguiente
imagen:

ya

Figura 7: Puntos de referencia geométrica del modelo para la expresion de magni-
tudes dinamicas y cinematicas.

donde

= Py, es el centro de presiones de la pala 1,

= E;, es el punto de acoplamiento de la pala 1,
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= A, es el punto de interseccion entre el eje de las palas y el eje del cilindro,
= G, es el centro de masas del cuerpo del pararrotor,

» I es el punto de aplicacion de fuerzas y momentos aerodinamicos del cilindro
del pararrotor.

Con esta convencién podemos definir a E1Py = xpip, +ypjp, + 2pr ks,
como el vector posicién del centro de presiones de la pala 1 respecto al punto de
acoplamiento en el sistema By, y a AE; = eigy; el vector posicion del punto de
acoplamiento de la pala 1 respecto al punto A en el sistema Al11l. De la misma manera
se pueden definir las referencias de la pala 2. También se observa que el punto al cual

se transmiten las acciones de las palas (punto A) se encuentra desplazado mediante
el vector GA=-L k4.

De manera complementaria se define la matriz de transformacién del
sistema de ejes pala [By] al sistema de ejes [A1b]:

1 0 0
[Tap,) = | 0 cos sinb,
0 —sinf, cosb,

Matriz de transformacién del sistema B, al sistema Alb

En cuanto a la nomenclatura utilizada para las fuerzas y los momentos,
se utilizara a partir de aqui un esquema que contenga toda la informacién necesaria
para su correcta interpretacion en un tunico simbolo. En el caso de tratarse de un
vector, se indicard resaltando la variable mediante el uso de negrita. Los superindi-
ces utilizados indican la naturaleza de la accién (aerodindmica, inercial, gravitatoria,
transmitida) y, si fuera necesario, el punto de aplicacién de dicha accién. Los subindi-
ces indican sobre que agente se aplica dicha accién (pala, cuerpo del pararrotor, etc.)
y el sistema de referencia o la direcciéon en la cual esta expresada. Por ejemplo, la
magnitud M‘Zf indica el momento aerodinamico respecto al punto G que genera la
pala b, expresado en el sistema de referencia A.

3.4 Modelo dinamico del pararrotor en vuelo libre

Para la obtencion de las ecuaciones que describen el movimiento del pa-
rarrotor en vuelo libre se consideran los distintos elementos que lo constituyen y
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las fuerzas que se transmiten entre ellos, ya sean de origen aerodindmico, inercial o
gravitatorio. En primer lugar, se analizan las fuerzas y momentos sobre el cuerpo
cilindrico, denominado H, incorporando los efectos aerodinamicos, inerciales y gra-
vitatorios sobre este cuerpo. Una vez concluido este estudio, se analizan las fuerzas
y momentos que se generan en las palas, discriminandolas en aquellas que tienen
origen aerodinamico, inercial o gravitatorio. La manera en la que estos fenémenos
modifican el comportamiento del pararrotor también es analizada en el apartado
correspondiente.

Se utilizaran de aqui en adelante, las siguientes variables de estado para
caracterizar al sistema:

= u, v y w, son las componentes del vector velocidad absoluta del centro de
masas del cuerpo del pararrotor expresada en el sistema de referencia A.

" Wy, Wy Y W, son las velocidades angulares del cuerpo del pararrotor en el
sistema A.

» O, &y 1, son los angulos de Euler entre el sistema tierra y el sistema A.

" TGy, TGy, ¥ TGy, sOn las coordenadas de la posicion del centro de masas del
pararrotor en el sistema tierra.

Se define el vector de control como uc(t), cuyas componentes son 6y
(dngulo de paso colectivo), 015 v 61¢ (dngulos de paso ciclico longitudinal y lateral,
respectivamente).

Las secciones subsiguientes detallan la relacion entre las variables de es-
tado y de control definidas a partir de las ecuaciones de Newton-Euler, la relacién de
ligadura cinematica entre ellas y las ecuaciones de trayectoria del centro de masas
del pararrotor.

3.5 Fuerzas sobre el cilindro

Para analizar las fuerzas y momentos aplicadas sobre el cilindro se expli-
citan las fuerzas y momentos que las palas transmiten al cuerpo cilindrico. A tal fin,
se utiliza la figura 8, donde se manifiestan las acciones (fuerzas y momentos) que
realizan las palas sobre el cuerpo del pararrotor.

Sobre los puntos E; y FE, se aplican las fuerzas que generan las palas
(identificadas como F% y F}) y los momentos que las mencionadas fuerzas generan
sobre estos puntos (identificados como M4 y M“") . Estas acciones estan aplicadas
sobre el punto Ej, que, en principio, no coincide con el punto A.
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Figura 8: Fuerzas de la pala transmitidas al cilindro del pararrotor

Estas componentes pueden expresarse como:

F'=F| +F, (4a)
M = MPP 4+ M5™ + AE| AF| + AE, AF) = M** + M?* + M (4D)
donde los superindices ¢ indican acciones transmitidas al cuerpo del pararrotor.

Si consideramos el cilindro como un cuerpo rigido con masa My, se pue-
den introducir sobre el cuerpo, ademés de las fuerzas que transmiten las palas, las
fuerzas y momentos aerodinamicos y gravitatorios propios del cilindro, tal como se
observa en la siguiente figura:

Myg

Figura 9: Diagrama de fuerzas y momentos sobre el cilindro
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En la figura 9 se identifican las fuerzas y momentos que se aplican al
cilindro del pararrotor. La fuerza gravitatoria, indicada como Myg en la figura
9, esta aplicada en el centro de masas G del cilindro, y las fuerzas y momentos
aerodindamicos que provoca el cuerpo cilindrico se indican mediante los vectores F¢;
y M'}{F aplicados en el punto F. Con la ayuda de este diagrama de fuerzas es posible
formular las ecuaciones de Newton-Euler correspondientes a la dinamica en vuelo
libre referidas al centro de masas del cuerpo del pararrotor como sigue:

A
S +F + Myg = My—— (5)
a,A t,A t a dhy
My" +M" +GAAFV+GFAFH:7%- (6)

El miembro derecho de la ecuacién (6) representa la variaciéon temporal
del momento cinético del cilindro del pararrotor. Esta magnitud se calcula como:

hH|A11 = IHw|A11 (7)

siendo w| 411 la velocidad angular del pararrotor expresada en el sistema de referencia
del cuerpo e Iy el tensor de inercia del cuerpo, que es diagonal si los ejes de inercia
son principales. La validez de la ecuacién (7) se circunscribe al caso en el que, tanto
el tensor Iy y w se encuentran definidos en el sistema A11.

Redefiniendo :
4 A
Y = —My——
H Tt

M"Y = M"“* + GAAF'
M$¢ = M$" + GF AFY,

1,G H

se pueden reescribir las ecuaciones (5) y (6) como sigue:

F'+F +F, +Fy =0 (8)

M + M5+ M =0 (9)
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Las expresiones (8) y (9) describen la dindmica de vuelo libre de un
pararrotor. En ellas se identifica el aporte que hace cada uno de los elementos cons-
titutivos del pararrotor a la dinamica de vuelo.

3.6 Ligadura cinemaéatica

Las grupos de variables de estado definidas como velocidades angulares
(We, wy ¥ w,) y angulos de Euler (0, ® y ) no son independientes entre si. Con-
siderando la definicién del los dngulos de Euler en la figura 5 se puede relacionar
la velocidad angular w(t) con la tasa de cambio temporal de los dngulos de Euler
como:

0. 4o,  dv

= — — —k 10
W= g dn At KA (10)
W 0 ‘fi—f 0
Wy | = [TATl] % + 0 + d?p (11)
Wy 0 0 &
resultando:
Wy 0 10][%
wy| =1 cos® 0 0 Zi—cf (12)
W, —sin® 0 1 v

En la ecuacién (12) se identifica la matriz [LC] como:

0 10
LC=| cos® 0 0 (13)
—sin® 0 1
que se invierte como:
0 cos® ! 0
LC)=|1 0 0 (14)
0 _ sin® 1



y dando lugar a:

doe 1
dt  cos (IDwy (15&)
dd
o 15b
ar e (15b)
dy sin ¢
o _ 1
dt CoS @wy T (15¢)

De la ecuacion (15¢) se desprende que la tasa de cambio temporal del
angulo 1) no es exactamente w, (t), si no que también estd compuesta por una fraccién
de wy(?).

3.7 Ecuaciones de la trayectoria del centro de masas del cuerpo del
pararrotor

La trayectoria del centro de masas del pararrotor puede describirse me-
diante el sistema de ecuaciones diferenciales:

— V() (16)

La integracién temporal de esta ecuaciéon diferencial permite obtener la
trayectoria del centro de masas del pararrotor. Este sistema expresado en el sistema
de referencia T toma la forma de:

d ra, U U
E TGy | = |V | = [TTlT] [TATl] v (17)
TGS wr w

Y

donde el superindice ’ indica la trasposicion de la matriz. Desarrollando segin sus

componentes resulta:

d
:;1 =ucosO + vsin O sin ® + w sin O cos ® (18a)
dT’G2 .
=vcos® — wsin ® (18b)
dt
drg.
Zf“ = —usin® + vcosOsin P + w cos O cos P (18c¢)
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3.8 Fuerzas sobre las palas

En el apartado correspondiente a las fuerzas que tienen lugar sobre el
cuerpo cilindrico del pararrotor se manifiestan las que introducen las palas apli-
cadas sobre el punto A. En este apartado se detalla cémo estan compuestas estas
fuerzas, y se desarrollan las hipdtesis necesarias que permiten elaborar un modelo
matematico para representarlas. El desarrollo que sigue se realiza tomando como
objeto de estudio a una pala genérica, que se indica mediante el subindice b, siempre
que sea necesario determinar alguin tipo de referencia a la pala. La masa de las palas
es M,, v el tensor de inercia de las mismas, representado en el sistema B, respecto
al punto FEj, se indica como I, siendo la expresion correspondiente para el tensor
de inercia la siguiente:

L, 0 0
Ip=| 0 I, 0
0 0 I,

La figura 10 muestra el diagrama de fuerzas y momentos sobre la pala. Las
fuerzas aerodinamicas sobre las palas se originan durante la traslacion y la rotacion
de las mismas dentro de la corriente de aire en la que se mueve el pararrotor. Estas
fuerzas se suponen concentradas en el punto P, y se indican como Fj. También
se aplica, sobre el centro de masas de la pala (punto GBy), el peso de la misma,
indicado como M,g. Sobre el punto de acoplamiento Ej aparecen fuerzas y momentos
reactivos, transmitidos por el cuerpo del pararrotor, e indicados como F y MZ’Eb.

Figura 10: Diagrama de fuerzas y momentos sobre una pala del pararrotor

En la siguiente figura se muestran las fuerzas y momentos que la pala
transmite al punto Ej, punto de acoplamiento entre la pala b y el cuerpo del para-
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rrotor. En el diagrama se identifican las fuerzas y momentos de origen aerodindmico
como asi también las fuerzas transmitidas por el cuerpo del pararrotor (indicadas
como reacciones mediante el superindice r).

Y

a,k
Mp

Figura 11: Diagrama de fuerzas y momentos sobre una pala del pararrotor

Para el planteo de las ecuaciones que describen la dinamica de la pala
es conveniente definir diferentes magnitudes cineméticas para una pala genérica
identificada con el subindice b. El acoplamiento presenta una velocidad absoluta
VE_ El centro de masas, indicado como G By, tiene una velocidad absoluta V&5,
La velocidad angular de la pala en el sistema B, se indica como wy|p, siendo:

do, .
—Vip, (20)

wb|Bb =w + dt

La velocidad del acoplamiento Ej, se expresa como sigue:
VB = VY + wAGE, (21)

y la velocidad del centro de masas de la pala como:

VGBb = VEb + wble A EbGBb (22)

Con la ayuda de la figura 11, se plantean las ecuaciones de Newton-Euler
de manera vectorial:

dvVerr
dt

Fp + F, + Myg = M, (23)
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dh AV
M, + M + EyGBy A Myg = — = + E,GB, A M, (24)

dt dt

Donde MZ’Eb = E,P, A F} es el momento que realiza la fuerza aero-
dindmica aplicada en el centro de presiones de la pala e I es el tensor de inercia de
la pala respecto al punto Ej en el sistema de referencia B.

La pala transmite al punto de acoplamiento una fuerza igual en direccion
y moédulo pero contraria en sentido a aquella que el acoplamiento le transmite, por
lo tanto se puede decir que:

dveh
FZ =—-F;, = FZL + Mbg — Mb di (25)
El mismo razonamiento vale para los momentos, por lo que:
dh A
MZ’Eb = —MZ’EI’ = MZ’Eb + EbGBb A Mbg — d_tb — EbGBb A Mb (26)

Se puede redefinir a la fuerza gravitatoria de la pala como:

F“Z = Myg

y el término inercial como:
dVGBb

dt

F, =—-M,

En los momentos involucrados en la expresién (26) se puede identificar
el que genera la fuerza gravitatoria y redefinirlo como:

M7 = E,GB, A FY
y el momento inercial como:

. dh,, AV B
M = —— — ME,GBy, A
dt b0 dt

En base a estas redefiniciones, las expresiones (25) y (26) pueden refor-
mularse de manera compacta como:

P+ FI+F)+F =0 (27a)
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M, + My 4+ M+ M =0 (27b)

El sistema (27) da cuenta de la magnitud de los efectos que las palas
transmiten al cuerpo cilindrico a través del punto Eb.

3.8.1 Leyes de variacion de paso

El angulo de paso que se le asigna a cada pala se constituye a partir de
la definicién de una funcion armonica de primer orden, del tipo:

0b()) = bo(t) + br0(t) cos[y(t) + (b = )7] + Ors(t) sin[y(t) + (b — D)n]  (28)

donde 1y (t) = 1(t) + (b—1)m. En la ecuacién (28) la funcién 0y(t) se denomina paso
colectivo, que es el asignado a todas las palas de manera simultanea. Las funciones
01c(t) y 615(t) son los dngulos de paso ciclico lateral y longitudinal respectivamente, y
son quienes dominan la actitud en los planos correspondientes. Estos tres parametros
son los elementos del vector de control uc.

La derivada primera respecto al tiempo de la ecuacién (28) es

de db, db db,s . . d
d_tb = d_to + dltc cos iy, + djfs sin ¢y, + (— sin b1 + cos wbels)d—f

(29)

Del mismo modo se puede definir la derivada segunda de la ecuacién (28)
respecto al tiempo:

d*0y  d’0, | d*0\c d?0,5 dbrc dip dfhs di
= i -9 2 _
dE T odir T g COSYe T g S m 27y Sin Gy 2 m g cos Gy
& dp\ d?
— bic [d;b sin ¥y, + (;f) cos Yy | + bis [d;b cos iy, — (dzf) sin ¢y,
(30)

3.9 Forma canonica de la ecuacién de estado del pararrotor

En virtud del desarrollo previo, se formula la representacion del sistema
matematico en su forma canodnica. Esto permite describir el problema matematico
de manera directa para su resolucién mediante la implementacion de un codigo
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numérico. Las ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales (8), (9), (12) y (17) se
expresan en funcion del vector de estado y el vector de control.

En base a las definiciones previas, el vector de estado se constituye como
sigue:

ra1
rGge
g3

y el vector de control como:

to
uc(t) = 915 (32)
thc

La relacién entre el vector de estado y el vector de control viene dada
por:

dx(t)

L (33)

donde M es una matriz cuadrada de 12 x 12 y f un vector fila de 12
elementos. A su vez, son funciones no lineales dependientes de x(t) y de uc(t) y sus
derivadas. Dentro de cada una de estas matrices es conveniente identificar cada uno
de los subsistemas que las conforman.

La matriz M estéd formada por las submatrices [M”],[M™] [M*“] y
[MTR].

La submatriz [M”] es aquella asociada a las fuerzas inerciales del cilindro
del pararrotor y sus palas, es decir:

[M"] = [M] + [M] (34)
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siendo [M}] la matriz asociada a las fuerzas inerciales del cilindro y [M&] asociada
a la fuerzas inerciales de las de las palas.

La submatriz [M"] es la asociada a los momentos inerciales del cuerpo
del pararrotor y de las palas alrededor del centro de masas del cuerpo pararrotor.
Esta submatriz puede desglosarse en:

[MY] = [M] + [M] (35)

La submatriz [M*“] es la que representa a la ligadura cinematica im-
puesta, y la submatriz [M”#] corresponde a la trayectoria del pararrotor expresada
en ejes tierra.

En lo que sigue se desarrolla la obtencién de cada uno de los elementos
de estas matrices.

3.9.1 Forma canoénica de la ecuaciéon de Newton

En este apartado, se desarrollan las expresiones de la submatriz del siste-
ma y del vector independiente para las fuerzas del cilindro y las palas. La dimension
de las submatrices del sistema M% y MZ% es 3x12, mientras que los vectores inde-
pendientes f5; y 5 resultan de dimensién 3x1. La ecuacién (8) puede transformarse
a la forma candnica considerando que el término inercial puede expresarse como:

dx
i
e

donde M% vy f%, son funciones no lineales del vector de estado y el vector de control.
Asimismo, el término inercial de las fuerzas transmitidas por las palas (ecuacién
(27) ) puede transformarse como sigue:

Fy; = [My]

dx g

F' = [Mg} dat —fp

La ecuacién (8) se reescribe en su forma candnica como sigue:

[M7] Cfi—’lf = (36)

donde se puede identificar que:

[MF] = [M] + [M)]
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3.9.2 Forma candnica de la ecuacion de Euler

A continuacion, se desarrollan las submatrices y los vectores correspon-
dientes a los momentos que generan el cilindro y las palas. Del mismo modo que para
la ecuacion de Newton, se puede reescribir la ecuacién (9) considerando el término
inercial como:

; dx
G _ M M
M;{ - [MH} dt fr
Donde M¥ y £ son de dimensién 3 x 12 y 3 x 1 respectivamente. El
momento transmitido por las palas en el punto G (centro de masas del pararrotor)
tiene una componente inercial que puede escribirse como:

A , d
Mj + GANF = [M}] = — £
Aqui también, las matrices MY y f} tienen dimensién 3 x 12y 3 x 1

respectivamente. Sustituyendo en la ecuacion (9) se tiene la ecuaciéon de Euler en su
forma candnica:

M dx M
(MM = =1 (37)
donde
[MY] = M| + [M]
y

M = £ 4 £ — MY — M@ — M9 — GA A (F* + FY)

3.9.3 Forma canodnica de la ligadura cinematica y la ecuacion de trayec-
toria

En el caso de la ligadura cinematica, la expresion en la forma candnica
viene dada por la ecuacién (12), que se expresa del modo siguiente:
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dX7.9x1
MLC — fLC
en donde X795 = [0, 0, 9] v X9 = £ = [w,,w,,w,] . La matriz [M*“] es una
matriz cuadrada de 3 x 3 y viene dada por la ecuacién (13):

0 10
LC=|cos® 0 O
sin® 0 1

La expresién en forma canoénica de la trayectoria viene dada por:

dX10:12x1
[MTF] = —== — {7 (38)
dt
. . ., /
donde M™* es una matriz cuadrada de dimensién 3 x 3, X10.19x1 = [Fa1, 762, Tas] ¥
7 s un vector de dimensién 3 x 1 que se obtiene del tercer miembro de la ecuacién

(17).

3.9.4 Ecuacion de estado en forma candnica

Para concluir esta seccién se presenta la ecuacién de estado en su forma
canonica, representada de modo de facilitar la resolucion del sistema de ecuacio-
nes diferenciales obtenido. Cada subsistema desarrollado previamente se integra al
modelo general del pararrotor, ubicando cada una de las submatrices en el lugar
correspondiente. De este modo se tiene que:

[M§><12]
[Mé\{<12]
(036 [M5 5] [0353]
[03x9] [MsTf?,]

[Misy12] = (39)

fgx 1
fM

f12><1 = f%é‘l (40)
f3>< 1

Esta formulacién permite describir genéricamente el sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias no lineales. Por ejemplo, el efecto de las fuerzas y
momentos de origen inercial, tanto de las palas como del cuerpo cilindrico, aparecen
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en los primeros 3x6 elementos de la matriz de masas, que son los que constituyen las
submatrices M* y M. En el vector f, se manifiestan a través de las primeras seis
componentes. Los efectos aerodinamicos interactian junto a los inerciales a través
de las componentes del vector f.

Cada uno de los elementos que constituyen la matriz (39) y el vector (40)
se obtienen analitica y numéricamente en los apartados que siguen. Sustituyendo en
el sistema (33) con condiciones iniciales X12x1 = x(0) y con una ley de control uc(t)
conocida se puede describir la evolucion de cada una de las variables que conforman
el vector de estado y la determinacion de la trayectoria del pararrotor. Desde ya
que, para su utilizacién con fines practicos, las condiciones iniciales y el vector de
control seleccionados deben ser tales que garanticen que el sistema (33) tenga una
solucién convergente. A tal fin, es necesario indagar alternativas en la resolucion del
sistema:

Ml?le% = f12><1 (41)

3.10 Solucién de la ecuacion de estado del pararrotor

Para la solucién general de la ecuacion de estado que caracteriza el mo-
vimiento de un pararrotor en vuelo libre (ecuacién (41)), se necesita simbolizar me-
diante expresiones matematicas cada uno de los elementos que constituyen la matriz
de masas y el término independiente del sistema citado. A tal efecto, se estudia cada
uno de los elementos y se obtiene su representacién matematica, para ser utilizados
en la resolucién del sistema. Se desarrollan en primer lugar los términos de origen
inercial, e inmediatamente después los que tienen origen aerodinamico.

3.10.1 Calculo de fuerzas y momentos de origen inercial

Para el desarrollo de la expresion de momentos se considera lo desarrolla-
do en [27]. Lo que se busca en este apartado es determinar expresiones matematicas
para las fuerzas y el momento transmitido al pararrotor debido a efectos inercia-
les durante el cambio en el dngulo de paso 6, en vacio (no se incluyen los efectos
aerodindmicos). En términos elementales, este fenémeno puede explicarse de forma
conceptual con la ayuda de la figura 12. Alli se observa que en el plano x a1, — Ya1p
las fuerzas centrifugas que actian sobre las masas elementales dispuestas en el borde
de ataque y el borde de fuga del perfil se encuentran equilibradas, mientras que en
el plano 241, — Y1, las rectas de accién de las fuerzas no coinciden, por lo que se
genera una cupla que se transmite al eje del rotor.
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Figura 12: Generacién del momento inercial debido al desbalance de masas

La determinacién de las acciones inerciales transmitidas consiste en asig-
nar a cada uno de los términos del sistema (27) una expresién en funcién de las
variables de estado. La siguiente figura muestra las principales referencias dinami-
cas y cinematicas que ayudan al planteo:

Figura 13: Referencias dinamicas y cinematicas para el calculo de acciones inerciales
de las palas

En la figura 13 se identifican como variables cinematicas a la velocidad
del centro de masas de la pala (VGBb), la velocidad del punto de acoplamiento £}
(VE®) y la velocidad angular de pala (w;). Las fuerzas inerciales que se manifiestan
son el peso de la pala (M,g), v las acciones que el cuerpo del pararrotor transmite
a la pala a través del punto de acoplamiento (la fuerza F} y el momento MZ’EZ’ ).
La expresion de la fuerza inercial que las palas transmiten al cuerpo del pararrotor
se obtiene utilizando la formulacién del término inercial utilizada en la ecuaciéon
canénica de Newton (ecuacion (36)). Para esto, se debe considerar a la aceleracién
del centro de masas de la pala como:

GBy

a dt

(42)
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y la fuerza es :

F, = —M,-a%% (43)

La determinacién de la aceleracién del centro de masas se produce a
partir de la derivada de la velocidad del centro de masas de la pala. La expresion
que modela la velocidad del centro de masas esta dada por:

VP = VP 1w, AE,GB, (44)

Se puede expresar esta velocidad en el sistema de referencia A como sigue:
VB 4 = [T aawn] [T aws) VP 5, (45)

y al derivarse respecto al tiempo en el sistema A resulta la aceleracién del centro de
masas.

La velocidad angular de la pala es:

dby . . .
Wy = d—;13+wx1A+waA+wzkA (46)
El momento cinético de la pala se obiene multiplicando el tensor de inercia
en el sistema B, por la velocidad angular w expresada en el sistema de referencia
de la pala:

hy|, = [Ty]wy| B, (47)

El momento inercial, en el sistema de referencia de las palas, es igual (en
valor absoluto) a la derivada absoluta del momento cinético de las mismas:

i dh,

La derivada absoluta del momento cinético hy|p, se calcula mediante:

dh, _ (dhbbe

E dt ) +wb/\hb\3b (49)

La transformacion de las expresiones anteriores al sistema de referencia A
se realiza utilizando las correspondientes matrices de transformacién (3.3), es decir:
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M5 = [T aan)[T arpn,) M (50)

donde [T 4415] = [Tamw A]/. Al ejecutar la transformacién (50) obtenemos el conjunto
de ecuaciones que dan los momentos en el sistema A.

3.10.2 Calculo de fuerzas y momentos de origen aerodinamico

Las fuerzas y momentos de origen aerodinamico son aquellos generados
por el movimiento relativo del fluido sobre las palas. El fenémeno sobre el que se
desarrolla el presente trabajo se da cuando el pararrotor se encuentra en régimen de
rotacién, de manera que se establece una corriente fluida sobre la pala que provoca la
aparicién de la sustentacion y la resistencia. Cabe aclarar que también aparecen mo-
mentos aerodinamicos sin la necesidad de que se establezca un régimen de rotaciéon
en el pararrotor, aunque no es objeto de estudio en este trabajo. En este apartado
se busca obtener expresiones simbodlicas para las fuerzas y momentos aerodinamicos
que generan las palas, suponiendo las fuerzas aplicadas en el centro de presiones de
la pala (B).

La figura siguiente muestra una vista lateral de una pala, con los sistemas
de referencia utilizados, las fuerzas y velocidades que aparecen sobre las mismas.

Figura 14: Diagrama de fuerzas sobre la pala.

En la figura 14, las fuerzas de resistencia y sustentacién (L, y D,) estdn
aplicadas en el centro de presiones de la pala (punto P,). Las componentes de la
velocidad del viento relativa a la pala se indican cémo Vy‘;f by V;;f by la relacién
entre ambas determina el dngulo de incidencia de flujo ¢. El angulo de ataque de la
pala, ay, queda definido una vez establecido el angulo de paso de la pala (6,). Con
esta convencion, el angulo de paso de la pala (6,) aumenta en sentido antihorario.
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Figura 15: Vista en planta del diagrama de fuerzas sobre la pala.

En el caso bajo estudio debe considerarse que, debido a que las palas
tienen un movimiento ciclico del angulo de paso, existe una componente de velocidad
angular segun el eje xp, que genera una velocidad relativa extra en el centro de
presiones.

De esta manera se tiene que la velocidad del centro de presiones de la
pala viene dada por la siguiente expresion:

Va,Pb _ _(VEb + wb|Bb A Ebe) + UW + V; (51>

donde

VB =VY 4 wAGE, (52)

Los términos Uy, vy v; representan la velocidad del viento y la veloci-
dad inducida por el rotor respectivamente. El término entre paréntesis es el que
corresponde al movimiento del centro de presiones.

La velocidad wy|p, es la velocidad angular del pararrotor expresada en
ejes By. Dicha formulacion se obtiene valiéndose de las matrices de transformacion
[Ta1pa] v [T a1, ( matrices 3.3 y 3.3).

Se puede expresar la velocidad del aire respecto al punto P, en términos
de sus componentes segun el sistema By:

Va,Pb — ‘/;Ca];fbiBb 4 %C;fbij + Vzcngkab (53>
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y a partir de esta descomposicion se puede obtener la formulacion de los angulos de
ataque (ap) y deslizamiento (/) indicados en las figuras 14 y 15 :

_V;Pb
ap = arctan - =L - (54a)
() ()
Vi
— By
By = arctan <Vy1;”b) (54b)

Con la definicién de estos angulos se pueden establecer un par de sistemas
de referencia segin las componentes de la velocidad del viento, que relacionan los
angulos de ataque y deslizamiento de las palas (dngulos oy y ) con las direcciones
definidas por el sistema B;. Estas transformaciones son:

sinf, —cosf, 0
[T,wi) = | —cosfBy —sinfy 0
0 0 1

Matriz de transformacion del sistema W1b al Bb

cosayp 0 sinay
[Twiews] = 0 1 0
sinap 0 cosqy

Matriz de transformacién del sistema Wb al W1lb

Con estos sistemas de referencia se pueden plantear las fuerzas aero-
dindamicas de las palas como:

Fy = Dyiws + Yojwy + Lokws (57)

La fuerza de sustentacion tiene la direccién kyyp, mientras que la resis-
tencia estd direccionada segun iy,. La componente en la direccion jy, se considera
nula, asumiendo la hipdtesis de que el flujo a través de la pala es bidimensional.
Esto se debe a que, a lo largo del eje jy;p, la componente aerodindmica es de menor
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orden que en las otras direcciones, y tiene un comportamiento ciclico alrededor de
un valor promedio nulo [29].

Generalizando el desarrollo de la tesis de Piechocki [21], se pueden estimar
las fuerzas aerodinamicas partiendo de las siguientes expresiones:

1
Ly = 5pSCu, (cu, AU, (58)

1
Dy = §PSCD(04b75b)|Ur!2 (59)

donde

= p es la densidad del aire,

C'L, () es el coeficiente de sustentacién de la pala b,

Cp es el coeficiente de resistencia de la pala,

ay es el angulo de ataque de la pala b,

By es el angulo de deslizamiento de la pala b,

U,=|V*| es el médulo de la velocidad relativa a la pala,

S es la superficie de la pala.

La fuerza aerodindmica resultante sobre cada pala en ejes [B] resulta:

D,

o8 = [Tewu)[Twisws] | 0 (60)
Ly

El céalculo del torque se realiza por medio del producto vectorial entre el
vector posicién del centro de presiones y el vector fuerza aerodinamica resultante. El
momento instantaneo de las fuerzas se calcula como el producto MZ’Eb = E,P,\F},
donde E,P; es el vector posicion del centro de presiones de las palas respecto al
punto de acoplamiento de la pala b (punto £j).
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3.10.2.1 Velocidad del viento

La variable Uy, presentada en la ecuacién (51), representa la velocidad
del viento atmosférico. En general, su magnitud serd conocida en el sistema de
referencia tierra. La variable Uy, se define como:

Uw = wirir + uorjy + usrke (61)

La expresion de Uy, en el sistema de referencia asociado a las palas se
obtiene aplicando la transformacion correspondiente entre los sistemas de referencia.
Por ejemplo, para conocer la expresion en el sistema de referencia de la pala By se
premultiplica el vector como se muestra a continuacion:

uyr
Uwls, = [Ts,a16)[Ta1pal[Tar1][Trir] |uer (62)
usr

3.10.2.2 Velocidad inducida

Debido a la generacion de traccién por parte de las palas del pararrotor,
existe una variaciéon en la cantidad de movimiento del flujo que lo atraviesa. Esto
implica la aparicion de una velocidad inducida en el flujo.

Existen distintos estados aerodinamicos en los que puede hallarse sumer-
gido un rotor, que se encuentran desarrollados en la bibliografia de referencia [27],
[30], [29]. Para el caso en estudio, puede suponerse que la relacién entre la veloci-
dad de descenso, Uy, y la velocidad inducida, v;, es mayor, en valor absoluto, a 2.
Este caso se conoce como molinete frenante. En esta situacion, la estela del rotor se
encuentra bien definida, sobre la zona superior del mismo.

Para el presente desarrollo se trabaja con la hipétesis de no considerar la
velocidad inducida, dado que es dos veces mas pequena que la velocidad de descenso.
Por lo tanto, no introduce modificaciones sustanciales en el régimen aerodinamico
que se establece a través del pararrotor. Esto significa asignar, en la ecuacién (51),
VZ‘:O.

3.10.3 Resolucién del sistema de ecuaciones

La implementacién del modelo tedrico elaborado en un codigo de reso-
lucion numérica permite obtener resultados de las magnitudes que caracterizan el
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estado del sistema, como asi también representaciones del comportamiento del dis-
positivo en distintas configuraciones de vuelo.

El desarrollo se realiza mediante una herramienta de célculo simbdlico
(Maple ®), de la que se obtienen los elementos que constituyen la matriz Myox12 ¥
el vector fis.12. Las expresiones obtenidas son las que se utilizan en la formulacion
numérica a partir de la cual se obtienen las soluciones, para un vector de estado
inicial x(0) y un vector de control uc definidos.

3.11 Modelo del pararrotor en tinel de viento

A continuacién, se modela el problema de la dindamica del pararrotor en
el tunel de viento, determinando las fuerzas y momentos con las restricciones que
impone el montaje del pararrotor en el tunel de viento. La figura 16 muestra el
esquema del montaje experimental del pararrotor, donde se indican los sistemas de
referencia que se utilizan:

X7

Zr
b,

YBb

Uwy=- Uy
»w/z(t)—fz(t)

Figura 16: Esquema de montaje del pararrotor en el tinel de viento

Como se menciona anteriormente, el torque aerodinamico que transmiten
cada pala al cuerpo del pararrotor a través del punto Ej, se obtiene realizando el
siguiente producto:

M; " = EyPy A Fy (63)
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Mientras que el inercial viene dado por:

: dh AV
i, B b
MbB b= —E - MbEbGBb A dt

(64)

Se considera cémo hipotesis que las acciones aerodinamicas directas sobre
: F
el cuerpo del pararrotor son despreciables, resultando que My = F¢, = 0.

Tal como se define en la ecuacién (6), la vinculacién entre los efectos
inerciales y aerodindmicos viene dada por la ecuacién de conservacién de momento
angular del pararrotor.

Se particulariza esta ecuacion para el modelo de pararrotor en tiunel de
viento, atendendiendo a las restricciones impartidas por el montaje del dispositivo,
con el objetivo de validar los resultados con los ensayos en el tinel aerodinamico. El
desarrollo del modelo dindmico del pararrotor en el tinel de viento supone asumir
una serie de simplificaciones acordes a la ejecucion del ensayo. Por ejemplo, dado
que el unico grado de libertad que presenta el modelo es segin el eje z4, se debe
considerar que la velocidad angular solamente tiene componente en esta direccion,
siendo :

w’A = [Ov 0, Q(t)]/ (65)

También se considera un modelo de coeficiente de sustentacién que varia
linealmente con el angulo de ataque, y un coeficiente de resistencia constante, es
decir:

Cp,=Ch (66a)

CLb(Oé) = CLQOC (66b)

El esquema de acciones transmitidas por el pararrotor al punto de anclaje
al sistema de montaje (punto O) se observa en la siguiente figura:
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Figura 17: Esquema de transmision de fuerzas y momentos del pararrotor al sistema
de montaje

El punto de acoplamiento O (ver figura 17) se encuentra fijo, por lo que
las ecuaciones de Newton referidas a dicho punto resultan:

~0 dV.
F'+BY + Mug+F;° = My =0

donde F? es la fuerza que transmiten las palas, Myg el peso del cilindro
y F;}O la fuerza de reaccién que recibe el pararrotor a través del punto O.

La ecuacién de Euler queda como sigue:

~ () ~( dh s
(M4 +OFABY )+(M'+OAAF)+OGAMug+M;° = d—tH = Is-ka
(67)

donde el término (M"* + OA A F?') corresponde al momento que transmiten ambas
palas al punto A, OG A Myg es el momento del peso del cilindro respecto al punto
de acoplamiento O y M;’IO es el momento de reaccién sobre el pararrotor en el punto
de acoplamiento O. La derivada temporal del momento cinético del rotor se expresa
en su componente k4, ya que en las otras dos direcciones dicha derivada es nula. La
fuerza y el momento que el pararrotor transmite en el punto O viene dado por las
siguientes expresiones:

F9 = —F' — Myg (68a)

9
M} = —(M" + OA AF') — (OG A Myg) — Iz—-ka (63b)
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La proyeccion de estas ecuaciones sobre el eje z4 da lugar a la ecuacion
que describe la dindmica del modelo en el tunel de viento:

s
M k4 + (OAAFY) -ky+(OG A Myg) - kg = Iy—Ka (69)
o o

Como resultado del desarrollo de la ecuacién de momentos, tanto ae-
rodindmicos como inerciales, resulta la siguiente ecuacion diferencial ordinaria no
lineal:

t,A
M, ;" — I3 =0 (70)
Esta ecuacién representa el modelo del pararrotor en el tinel de vien-
to. Las expresiones que representan a cada uno de los términos que la componen
son algebraicamente extensas, por lo que resulta conveniente explorar técnicas que
permitan su interpretacion cualitativa antes de proceder a su resolucion.

El término sz;lA de la ecuacién (70) puede expresarse en forma funcional
del modo siguiente:

ds?

MG =m0, 60,015, 6:10) = — [0, 60,615, 61) (71)

donde m y f son funciones de la velocidad angular Q(t), del dngulo de azimut v (t)
y de los angulos de paso ciclicos y colectivos, 6y, 015 vy 01c. La ecuacion diferencial
(70)se resuelve en conjunto con la ecuacién siguiente:

W _q

dt (72)

Ambas ecuaciones (70 y 72) dan lugar a la formulacién candnica del
problema:
Ii+m 0[S [f
o) [e] -l "

El sistema (73) es un subsistema de (33), concretamente es la extraccién
de los elementos en comun de las filas y columnas 6 y 9. Si se indican los elementos
de la matriz de masa en el sistema (33) como a; ; resulta que:

[3 +m = Qg.6, 0= Q6.9 (74)

0=uage,1=agy
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El resto de las variables de estado se establecen constantes en el problema
simplificado, como se indica a continuacion:

05><1

(b O4><1

A fin de cuantificar el orden de magnitud con el que contribuye cada uno
de los términos que modelan las fuerzas y momentos que actian sobre el pararro-
tor, como asi también obtener una idea general del comportamiento de la ecuacién
diferencial con la que se modelan las variables cinematicas del pararrotor, se realiza
un analisis en series de Taylor multivariable para cada una de las componentes de
fuerzas y momentos, tanto inerciales como aerodinamicas.

3.11.1 Desarrollo en serie de Taylor del modelo en tinel de viento

El subsistema (73) modela el comportamiento del pararrotor en el tinel
de viento. El analisis que se realiza en este apartado esta orientado a determinar de
modo cuantitativo la influencia de las variables de estado y de control en el desem-
peno del pararrotor. Para esto, se realiza un analisis en serie de Taylor multivariable
reteniendo distintos 6rdenes de magnitud a fin de evaluar el impacto del truncamien-
to en la solucién del sistema. La simplificacién del sistema en un intervalo de tiempo
relativamente pequeno proporciona informacién valiosa sobre como modifican cada
una de las variables el comportamiento del sistema, ya que la relacién entre dichas
variables se visualiza de manera mas clara en expresiones de orden reducido.

En términos generales, el desarrollo en serie de Taylor de segundo orden
implica redefinir la funciéon f como sigue

f(x) = f(a) + Vf(a) - (x —a) + (x —a) - Hf(a)(x —a) (76)

02 f
Ox;0x;

Donde H indica el operador Hessiano y a es una configuracion de

equilibrio del vector de estado.
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3.11.1.1 Simplificacion de términos inerciales

Las expresiones que gobiernan el comportamiento de los momentos iner-
ciales presentan términos extremadamente complejos para analizarlas en su tota-
lidad. Sin embargo, se pueden estudiar los rasgos generales de dichos elementos
asumiendo ciertas hipdtesis simplificativas.

Una hipotesis de trabajo que se utilizard es la que se conoce como hipote-
sis de lamina, en la que se considera que los momentos de inercia de la pala cumplen
la relaciéon I, = I,, + I,,. Esto implica considerar a la pala, desde un punto de
vista mésico como una placa de dimensiones l,,, l,, v l.,, con ., = 1, < l,,.
Bajo esta hipétesis, el tensor (3.8) resulta:

Otro aspecto que contribuye a la simplificacion es el analisis de expre-
siones de menor orden. Por ejemplo, reteniendo términos de primer orden para los
parametros de control en los momentos inerciales transmitidos por las palas al ci-
lindro (ecuacién (50) ) y considerando la hipétesis de ldmina, se tienen la siguientes
expresiones para los momentos:

; ds?
MM = —2Lapths— (78a)
, ds
,A __
Mo = 21}5910% (78b)
, dQ)(t
M;::l = % [—2Mb€2 — 4Mb6IGB — 2(Iy3 + IxB)} (786)

En estas expresiones se observa la dependencia directa del momento iner-
cial con las variaciones temporales de la velocidad angular.

Ademas, para las fuerzas de inercia se tiene que son nulas en el desarrollo
en serie de Taylor con términos de primer orden:

F, =0 (79)

Ahora bien, si se retienen términos de segundo orden para los parametros
de control (esto es, se retienen los términos en los que aparecen productos entre los
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distintos pardmetros del vector de control) se tiene que las expresiones de momentos
segun los ejes x4 e y4 no se modifican, pero si lo hace la expresién del momento
inercial segun la direccién z4. A continuacién se muestra esta expresion, en la que
se identifican los términos cuadraticos de los parametros de control:

M;‘;“ = (21, cos® (07 — 07 g) + AL, cos ¥ sinypbcbis + 21, (05 + 07g)—

dQ(t
- 2Mbe2 — 4Mb6.l’GB — Q(IyB + IIB)]d—E)—f—

+ 4 [(2cos* ¢ — 1)b1cb1s — cos ¥ sinp(big — 070)] L, (1)

(80)

Las fuerzas inerciales, reteniendo términos de segundo orden para los
parametros de control, también son nulas.

3.11.1.2 Simplificaciéon de términos aerodinamicos

Del mismo modo que en el caso de los momentos inerciales, se busca
expresar el momento aerodinamico, bajo algunas consideraciones y definiciones, de
manera sencilla dando cuenta de los principales parametros que inciden.

Respecto a las acciones de control, definidas por los angulos 6y, 615 y
0,c, se retienen términos de hasta primer orden. Esto significa que los términos que
aparecen en las expresiones son, a lo sumo, lineales con 6y, 61¢ 0 015.

Para la excentricidad e y la coordenada yp, del centro de presiones se
retienen términos de orden 0, es decir que se suponen nulas.

Si ademds se definen los coeficientes adimensionales p,4 = Uy(Q2Ry) !
y Xp = prRb_l, donde U, es la velocidad de referencia de la corriente de aire,
Q2 la velocidad angular de referencia, R; el radio de adimensionalizacién y zp, la
coordenada segun xp, de la posicién del centro de presiones de la pala, se puede
afirmar que estas relaciones son pequenas. Por lo tanto, también se retienen términos
de hasta primer orden. Con este cambio de variables y el desarrollo en serie de Taylor
resultan las siguientes expresiones para el momento aerodindmico segun el sistema

de ejes A:

Mg = pSQ(t)? X3 sin ) Cra (61 cos P + frgsin ) (81a)

Myt = —pSQt)* X} cos hCra(bio cos P + brgsiny)) (81b)
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Mt = =pSQt)* X} (Cp + Crafopiza) (81¢)

Mientras que las fuerzas aerodindmicas resultan:

F;, = PSQ(t)QXPRgCLa,UzA sin ¢ (01c cos ) + O15sin ) (82a)
F), = —pSQt)? XpRip,, coshCra (010 cosh + 01 sin ) (82Db)
F2, = pSQt)* XpRy[XpCralo — 12, (Co + Cra)] (82c)

Se obtienen expresiones mas complejas si se retienen términos de hasta
segundo orden para p.4. Para los pardmetros de control (6y, 015 v 61¢) se retienen
hasta los términos de primer orden y para ycp v e de orden cero:

M;IAA _ pSQ(t)2XPR§ sin Y Crq [915 sin Qﬁ(XIQD + M;A) + 01c cos ¢(X123 + 'u;A )]
(83a)

M;‘AA _ —pSQ(t)ZXPRg cos QﬂCLa [913 Slnw(XIZD + MSA) + 610 COS w(XJQD + M;A ):|
(83b)

C
MgAA = —pSQ(t)>* XpR} [CD + Craptz, 00 + (TD — CLQ/@A)} (83c)

Las fuerzas aerodinamicas que generan las palas no modifican su expre-
sién al aumentar el orden del factor p,,.

Con las expresiones anteriores se puede formular nuevamente la ecuacion
(70), reemplazando las expresiones para los momentos.
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Tanto en (81) como en (83) se observa la dependencia del momento ae-
rodindmico del cuadrado de la velocidad angular (€(¢)?), mientras que la variacién
temporal de la velocidad angular (%Et)) no interviene. También se puede observar
que el control del pararrotor en los planos y4 — 24, dominado por el momento MJ?AA,

y T4 — zZ4, dominado por el momento M;AA, es realizado por los parametros ¢ y
01c. El movimiento en el plano x4 — y4 estd dominado por el pardmetro 6y, que es

el inico parametro controlable en la ecuaciéon M. gf del sistema (83).

Por 1ltimo, si se analizan las expresiones que se obtienen retienendo
términos de segundo orden tanto para p,, como para 0y, 015y 61¢ se puede observar
que son idénticas a las anteriores (ecuacién (81)), en el caso de que el orden para los
parametros de control era de primer grado. Esto da un indicio de que los momentos
aerodinamicos pueden ser considerados de orden uno al plantear la ecuacion de
conservacién del momento angular.

3.11.2 Solucién del modelo en series de Taylor del pararrotor en tunel
de viento

Resumiendo, el momento estimado al variar ciclicamente el paso de las
palas se compone de dos términos, uno inercial y otro aerodindmico. La expresién
analitica para el momento total se puede obtener de la suma de las componen-
tes inerciales y aerodinamicas, obteniéndose un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales de segundo orden:

M, + MW, — D < (84
i
L = (84D)

La solucién de este sistema de ecuaciones entrega como resultado el perfil
de variacién temporal del momento y de la velocidad angular del pararrotor en el
tunel de viento.

De la evaluacién de los términos que corresponden a cada uno de los
momentos resulta la ecuaciéon diferencial ordinaria no lineal que modela el compor-
tamiento de la velocidad angular del pararrotor. Como se muestra en el apartado
correspondiente, los términos inerciales y aerodinamicos pueden ser representados
por desarrollos en serie de Taylor para retener los términos de primer orden para
facilitar la solucién numérica del sistema (70).

Con estas hipdtesis de simplificaciéon y suponiendo excentricidad nula
(e=0), la ecuacidn a resolver para el modelo del pararrotor en tunel de viento resulta:
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[_Q(Iys - IZB)(l — COS ¢2) - 2(1113 - ]ZB>0(2) — 2L, — IH} 7

dt
_ [4(]yB — I.,) cospsin iy + xi’ppSCD] Q(t)? (85)
UO U2 OD
_ xz’ppSCDECLQQOQ(t) + xippSE%(CLa — 7) =0

expresion que resulta ser una ecuacién diferencial cuadrética, del tipo:

(1)

— HAW)QAY” + B + C(v) =0 (86)
en donde:
Al — 41y, — I.,,) cospsinpbig + 23 pSCp
W) = 2(1,, + L,)(1 — cos?) + 2(1,, + I.,,)0% + 21, + I3
Bl — 4(1y, — I.,) cospsinpbig — 2 pSCp
(V) = 2(L,, + I,)(1 — cos¥p?) + 2(1,, + I,,)02 + 21, + I3
Clw) = z2 pSU(5Cp + Cra)

2(—]1/3 + IZB)(]‘ — cos1p?) + 2(IyB + ]ZB>9(2) + 2L, + I3

La expresion (85) no presenta a la vista de forma clara elementos para
el analisis cualitativo del comportamiento del dispositivo, por lo que, mediante la
definicion de una serie de parametros adimensionales, se adimensionaliza la ecuacién:

d — B YB
IZB
he I
IZB
Tp
Xp =L
P R,
M- pR3S
IZB
Q(t)R,



y reemplazando en la ecuacién (85) se puede reescribirla como sigue:

{d(1 — cosy*)0ig + dbg — 1 — g}w(w)du:i—gzb) + {2d cos ¢ sin B g — Xf’p]\/[%}w(w)Q—
— lXcszCLaeow(dJ) + %XCPM(CLQ — %) =0

2
(87)

Se puede identificar en la ecuacién anterior una estructura del tipo:

o)+ Ae(w) + B+ C) =0 (58)

que resulta una ecuacion diferencial de Abel de segundo tipo clase A para la cual
no existe solucién analitica general conocida [31].

Para obtener la solucién se formula el problema desarrollando una funcién
de MATLAB ®), y se utiliza el solver ode45.

Existen distintos métodos para obtener la solucion del sistema. La fa-
milia de métodos elegida para aproximar la solucién corresponde a los métodos de
Runge-Kutta, entre los que se pueden citar el método Bogacki-Shampine (de segun-
do y tercer orden) o Dormand-Prince (de cuarto y quinto orden). Segin el método
seleccionado seran la cantidad de coeficientes necesarios para la realizacién de la in-
tegracién numérica. Los parametros generales del sistema se presentan en el siguiente
cuadro, en los que se fija una configuracion del vector de control determinando los
valores de 6y, 01c v 015.

Parametro Valor
Cp 0,3
Cra 1,44 1/rad
0 (0,069 0,104 0,169] rad
015 0 rad
910 0 rad
ur -5m/s
I 19,15-10~*kgm?

3,64-10~*kgm?

zB
L, 3,25-10~*kgm?
Woj 2 [

Cuadro 1: Pardmetros generales para la resolucién del sistema (84)
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Para las condiciones detalladas en el cuadro (1) se grafica en la figura
(18) la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (84).

T T T T T T T T T 0y = 0,069 [rad]
—— 0y = 0,104 [rad]
— 0y = 0,139 [rad]

T s B N
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000
Y [rad]

Figura 18: Solucién para la ecuacién adimensionalizada de la velocidad angular en
el tinel de viento con paso ciclico nulo (615 = 01 = 0).

También se muestra el comportamiento de las variables para el caso en
el que se introduce un paso ciclico distinto de cero. Los casos analizados son los que
se caracterizan en el siguiente cuadro:

Parametro Valor
Cp 0,3
Cra 1,44 1/rad
0o 0,104 rad
015 (0,069 0,104 0,169] rad
610 0 rad
ur -5m/s
I 19,15-10~*kgm?

3,64-10*kgm?

zB
v 3,25-10~*kgm?
Woj 2 [

Cuadro 2: Pardmetros generales para la resolucién del sistema (84)
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—— 615 = 0,069 [rad]
| |— 615 = 0,104 [rad]
—— 615 = 0,139 [rad]

&

T O Y ) S |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000
Y [rad]

Figura 19: Solucién para la ecuacién adimensionalizada de la velocidad angular en
el tinel de viento con un angulo de paso colectivo constante (6y = 0,104 rad) y 61
variable. El detalle muestra la oscilacion en funcion del dangulo de paso ciclico.

La recuperacion de las variables dimensionales se realiza por medio de la
definicién de los pardmetros adimensionales, siendo Q(t) = w()Uy(Ry) . Mediante
esta transformacion se obtienen las graficas correspondientes a la velocidad angular
Q(t) para los casos con dngulo de paso ciclico nulo y variable:

i 1 |——6p = 0,069 [rad]
—— 6y = 0,104 [rad]
100 7 |—— 6o = 0,139 [rad]
=
T 90 |
<1
80 a
70 L | | 1 | =
0 5 10 15 20 25 30
t [s]

Figura 20: Velocidad angular del modelo tedrico para el caso tunel de viento con
paso ciclico nulo (615 = 61¢ = 0).
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[ | | |— 615 = 0,069 [rad]
U/ —— 015 = 0,104 [rad]
100 1 |—615=0,139
1S — Y, [rad}
=
T 90 .
S
80 h
70 - | 1 1 1 I =
0 ) 10 15 20 25 30

t [s]

Figura 21: Velocidad angular del pararrotor en el tunel de viento a partir de la
velocidad angular adimensional para un angulo de paso colectivo constante (6y =
0,104 rad) y 615 variable. El detalle muestra la oscilacién en funcién del dngulo de
paso ciclico.

Por tltimo, se muestra la comparacién de la solucién del sistema (70)
obtenida para el modelo simplificado de fuerzas y momentos sobre el pararrotor y
la obtenida para el modelo completo:

—— Modelo simplificado
L 1 |—— Modelo completo
80 | :
"m’
~
] | i
<
=
= 75 1
c
70 :
| | |
0 ) 10 15 20

Figura 22: Comparacién entre la solucién del modelo simplificado y la solucién del
modelo completo de la velocidad angular en el tinel de viento con paso 6y = 6° y

Ois = 0°).
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A partir de la figura 22 se observa que la diferencia segin el modelo
utilizado para la resolucién del sistema (83) alcanza un 4 %. Vale decir que el modelo
descriptivo desarrollado a partir de las hipdtesis simplificativas y el desarrollo en
series de Taylor permite el andlisis del comportamiento dindmico del pararrotor.

El sistema fue resuelto mediante distintos métodos numéricos, a fin de
evaluar la convergencia del mismo. Se utilizaron los métodos de Adam-Bashforth,
Bogacki-Shampine y Dormand-Prince, y se observé que la evolucién temporal de la
diferencia relativa entre iteraciones alcanza el 1% en un tiempo de cémputo menor
a 10 segundos.

3.11.3 Otros resultados derivados de la resolucién del modelo tedérico

La obtencién de una solucién para la velocidad angular en el tinel de
viento permite recuperar parametros del estado dindmico del pararrotor, como ser
fuerzas y momentos, y paramétros aerodindmicos, como por ejemplo los angulos de
ataque de cada una de las palas. Si bien la validaciéon de este modelo se realiza en el
capitulo 4, se presentan a continuacién, obedeciendo solamente a respetar el orden
de desarrollo logico propuesto en el documento, algunas caracteristicas de interés
que pueden analizarse a partir de este modelo tedrico.

Por ejemplo, resulta de interés determinar la incidencia en el momen-
to total de la componente aerodindmica y la inercial. También se pueden estimar
parametros de diseno, como el torque que tienen que aplicar los motores que accionen
las palas (momentos respecto al punto Ej) a partir del calculo de este valor.

» Momentos aerodindmicos e inerciales

A partir de la resolucién del sistema (84) se puede obtener un perfil de
la variacién del torque aerodinamico, ya sea en sus componenetes en el sistema Alb
o A. En la figura 23 se trazan distintas curvas que grafican el valor del momento
aerodinamico en funcién del dngulo de paso ciclico longitudinal 8,5 para una vuelta
del pararrotor, para un angulo de paso colectivo 8y = 0,104 rad y un angulo de
paso ciclico lateral 6;-=0. Este perfil de variaciéon del momento aerodinamico se
obtiene utilizando la solucién de €2(¢) obtenida del sistema (70) para la configuracién
determinada y reemplazando en la expresion desarrollada mediante la herramienta
simbdlica de calculo. Nétese que se grafican los momentos aerodinamicos segun el
eje 4. La matriz de transformacion (3.3) permite obtener las expresiones de los
momentos en el sistema de coordenadas A.

De este modo se obtienen el siguiente conjunto de graficas presentadas:
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—— 615 = 0,069 [rad]
—— 615 = 0,104 [rad]
—— 615 = 0,134 [rad]

0,02

a,A
oy [Nm]
(@]

M

—0,02

¢ [rad]

Figura 23: Momento aerodindmico para distintos valores del paso ciclico longitudinal.

1073

I | | [— 615 = 0,069 [rad]
—— 615 = 0,104 [rad]
—— 615 = 0,139 [rad]

[Nm]

i?

A

M

Y [rad]

Figura 24: Momento inercial para distintos valores del paso ciclico longitudinal.

Segun la figura 23, el momento aerodindmico aumenta su valor maximo
conforme lo hace el dngulo 6;5. Recurriendo a la ecuacién (83), puede atribuirse este
comportamiento a la relacién directa que tiene el momento aerodindmico segin x4
con el parametro 6;5. En esta ecuacion se observa que dicho parametro multiplica
una funcién de sin® ¢, haciendo las veces de modulador de M22.
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Para el caso de los momentos inerciales, la variacion segun el paso ciclico
puede verse en la figura 24, donde se grafica la solucién de la componente inercial
de MfA segun el sistema (73) y distintas configuraciones del ciclico longitudinal (el
paso ciclico lateral se supone nulo).

Refiriéndose a la ecuacién que desarrolla hasta el primer orden el mo-
mento inercial (ecuacién (78)), se observa que la componente segin z 4 depende en
forma lineal del parametro 6,5, lo que explica el comportamiento incremental con
este parametro del momento inercial. Ademas, en el caso de no asignar variaciones
ciclicas al angulo de paso de las palas, el valor de esta componente de momento
resulta nulo.

Comparando las magnitudes que alcanzan los momentos en las figuras
23 y 24 se observa que los momentos inerciales son un orden de magnitud menores
que los momentos aerodinamicos.

= Momento en el acoplamiento de la pala

El hecho de conocer el valor que toma el momento que la pala genera
en el punto Fj tiene una aplicacién practica inmediata en el dimensionado del aco-
plamiento de la pala y en la seleccién del tipo de servomecanismo necesario para
accionarla.

La figura 25 muestra como evoluciona a lo largo de una vuelta el momento
respecto al eje de una pala (Mg;BEb). Como es de esperar, el momento aerodinamico
b
respecto al eje zp, aumenta con el dngulo de paso ciclico.

Observando la variacién del angulo de ataque en la vuelta (figura 26),
puede verse que el momento en la direccion g, (figura 25) reproduce el mismo com-
portamiento. Los valores mas pequenos y mas altos de Mgib (en valor absoluto) se
corresponden respectivamente con los valores de ay. También debe destacarse que el
angulo de ataque que se alcanza es elevado, con lo que se necesita analizar con mayor
profundidad el modelo aerodinamico utilizado para establecer los coeficientes aero-
dinamicos. La utilizaciéon de un modelo lineal genera fuerzas aerodinamicas tedricas
incluso a elevados valores del angulo de ataque, sin contemplar la posibilidad de la
entrada en pérdida de los perfiles.

La figura 26 muestra la variacién del angulo de ataque oy, en funcién del
angulo de azimut v, para distintos valores de dngulo de paso ciclico longitudinal.

Este andlisis brinda elementos para el dimensionado del eje y de los ser-
vomecanismos necesarios para realizar la actuacién necesaria.
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—— 615 = 0,069 [rad]
—— 615 = 0,104 [rad]
—— 615 = 0,139 [rad]

¢ [rad]

Figura 25: Momento aerodinamico respecto al eje xp de la pala b para distintos
valores del paso ciclico longitudinal.

—— 615 = 0,034 [rad]
—— 615 = 0,069 [rad]
—— 615 = 0,104 [rad]

Y [rad]

Figura 26: Angulo de ataque de la pala en funcién de la posicién azimutal.

3.12 Conclusiones del capitulo

La representacion matematica del comportamiento del pararrotor en vue-
lo libre se realiza a partir de suponerlo como un sistema compuesto por tres sélidos
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rigidos (dos palas y un cuerpo cilindrico), en el que interactiian acciones aerodinami-
cas, inerciales y gravitatorias, que sobre cada elemento componente tienen lugar. Se
formularon las ecuaciones de la dinamica utilizando distintos sistemas de referencia,
lo que permitié obtener expresiones matematicas sencillas para las fuerzas y mo-
mentos, en las que se pueden identificar que parametros son los que tienen mayor
relevancia para caracterizar la dindmica del vuelo.

A partir de la utilizacion de las ecuaciones de Newton-Euler, en conjunto
con las condiciones de ligadura cinematica entre los angulos de Euler y las veloci-
dades angulares expresadas en ejes cuerpo y con las ecuaciones de trayectoria del
centro de masas del cuerpo del pararrotor, se obtuvo la formulacién matematica de
la dindmica del pararrotor en su forma canoénica. Esta formulacién tiene la ventaja
de que permite su inmediata implementacién en un cédigo de resolucién numérico,
incorporando los modelos que se han presentado en el desarrollo de la seccién, y
también facilita el analisis de los efectos de cada elemento en la dindmica global del
dispositivo.

A su vez, hipotesis simplificativas son introducidas en el modelo aero-
dinamico. Se considera que sobre el cilindro las fuerzas y momentos de origen ae-
rodinamico son nulas, que la velocidad inducida por las palas es nula, que la com-
ponente de fuerza aerodindmica perpendicular a la direccién del viento relativo a la
pala es nula, y que los coeficientes aerodinamicos son constantes.

Estas hipotesis permiten obtener un modelo descriptivo del comporta-
miento del pararrotor, a partir del desarrollo de hasta segundo orden de las expre-
siones de fuerzas y momentos.

Particularmente para el modelo adaptado al tinel de viento, los desarro-
llos de orden superior permiten senalar que:

= Los momentos de origen inercial son consecuencia de la aplicaciéon de un angulo
de paso ciclico, ya sea lateral o longitudinal. Observando las ecuaciones (78),
se evidencia que los momentos segin x4 e y4 tienen relacién lineal con el
angulo de paso ciclico, mientras que el momento segin z,4 contiene términos
cuadraticos.

= Los momentos inerciales se originan también debido a cambios temporales
en la velocidad angular. Considerando términos de segundo orden, también
contribuye el factor Q%(¢).

= Los momentos aerodinamicos segin x4 e y4 aparecen cuando se establece una
ley de variacién ciclica de las palas, mientras que el momento segtin z4 depende
del d4ngulo de paso colectivo y del régimen de descenso (a través del pardmetro

fzn)
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Estas observaciones permiten establecer que, mediante la variaciéon ciclica
del dngulo de paso de las palas, es posible controlar fuerzas y momentos de modo
tal que se provoquen en el pararrotor modificaciones en las variables de estado.

La solucién del sistema de ecuaciones reducido por las condiciones im-
puestas al arreglo en el tinel de viento se realizé tanto para el orden completo como
para el desarrollo de segundo orden, arrojando resultados que difieren entre si alre-
dedor del 4 %. Estas diferencias pueden atribuirse al truncamiento en el desarrollo en
series del modelo, en el que se descartan efectos de segundo orden para las acciones
de control.

En cuanto al desarrollo en serie de Taylor, puede decirse que las expre-
siones obtenidas para las fuerzas y momentos brindan una herramienta de analisis
cualitativo, a partir de la cual puede fundamentarse el comportamiento del para-
rrotor. A los efectos de cuantificar dicho comportamiento con mayor precision, debe
utilizarse el modelo completo, considerando incluso la adaptacién del mismo me-
diante la implementaciéon de modelos aerodindamicos de mayor sofisticacién, en los
que se consideren coeficientes de resistencia y sustentacién no lineales.

La comparacién entre los érdenes de magnitud de los momentos aero-
dindmicos y los inerciales permite desestimar estos ultimos respecto a los primeros.
El valor medio del momento aerodindmico aumenta junto al dngulo de paso ciclico,
mientras que el momento inercial promediado en la vuelta es nulo. Esto puede expli-
carse refiriéndose a la ecuacién (81) para los momentos aerodindmicos y la ecuacion
(78) para los momentos inerciales. En el caso de los momentos aerodindmicos, el
promedio azimutal del desarrollo de primer orden expresado en (81) resulta distinto
de cero, debido al factor sin? que contiene la expresién. En cambio, para los mo-
mentos inerciales, si se considera que €)(¢) tiene una expresién armonica, al realizar
la integral para calcular el promedio azimutal se tiene que en una vuelta completa
este resulta nulo.
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4. Estudio experimental del desplazamiento late-
ral de decelerador aerodinamico a través de las
variaciones ciclicas del paso de las palas

4.1 Introduccién

Para el desarrollo de los estudios experimentales se prepararon una serie
de ensayos en base a la fabricacién de un modelo de pararrotor con control de paso
ciclico de las palas.

Se presentan a continuacién las investigaciones experimentales realizadas
en cuanto a la medicién de fuerzas transmitidas por el pararrotor en funciéon de
variaciones ciclicas del angulo de paso de las palas, a fin de validar, a través de
ensayos, el modelo tedrico elaborado.

4.2 Descripcién del modelo fisico

El modelo fisico utilizado para los ensayos fue fabricado en base a un
carenado cilindrico, que representa el cuerpo del pararrotor, y dos palas acopladas al
carenado mediante un rotor de un helicéptero de aeromodelismo del tipo T REX 450.
Tanto el carenado cilindrico como las palas del dispositivo se fabricaron mediante la
técnica de impresién 3D, utilizando como material base el Acrinlonitrilo Butadieno
Estireno (ABS), cuya densidad es de 1.050 kg/m?.

También se fabricé en ABS el elemento de encastre y fijacion de las
palas, cumpliendo la funciéon de unir las palas rectangulares y el portapalas del
rotor. Como se muestra en la figura 27, las dimensiones de altura y diametro del
cilindro principal son iguales (88 mm), y la pala presenta una planta rectangular de
88 mm de envergadura y 138 mm de cuerda, siendo de las mismas dimensiones que
las utilizadas en trabajos previos [20],[21].

A continuacion se presentan los tensores de inercia del modelo, tanto
para el cuerpo del pararrotor (H) como para las palas (b):
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(891 0 0

Iy=1| 0 891 0 - 10" *kgm
0 0 11,86
03 0 0

IL,=1| 0 325 0 |- -10""kgm
| 0 0 364

En el cuadro siguiente se muestran las dimensiones caracteristicas de las
palas del modelo utilizado para los ensayos:

Envergadura [m] Cuerda [m] Superficie [m?|
0,088 0,138 0,012

Cuadro 3: Dimensiones de las palas

La figura siguiente indica graficamente las dimensiones indicadas en el
cuadro 3, junto a las dimensiones del cuerpo del pararrotor:

88

138

Figura 27: Dimensiones del modelo [mm]
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El rotor de helicoptero utilizado para el acople de las palas contiene un
plato ciclico para el control del paso, que es accionado por una serie de servomeca-
nismos ubicados en un chasis.

4.3 Configuracién experimental

El pararrotor se ubicé dentro de un tunel de viento de seccién de prueba
rectangular. El tunel es de tipo “circuito cerrado”, cuya seccion de prueba tiene
dimensiones de 1,4 m de ancho x 1 m de alto x 7,2 m de longitud. El aire es
impulsado a partir de un motor de corriente continua de 50 Hp de potencia, equipado
con una hélice de paso fijo ajustable. Las velocidades se controlaron con un sistema
electronico, permitiendo ajustar la misma desde practicamente 0 a 20 m/s. El tunel
posee, ademas, un sistema de aletas para generar distintas configuraciones de flujo
en la seccion de prueba.

Para ubicar el pararrotor dentro de la seccién de prueba se disenaron
una serie de bancadas. El primer disenio adoptado dispuso al pararrotor en forma
de veleta, montado sobre el extremo de una barra vertical. En esta configuracion,
las vibraciones propias del dispositivo generaban interferencias mecanicas con las
senales que se buscaba medir. Finalmente, se adopté un diseno que se fijo al piso del
tunel de viento y que contiene el eje de giro vertical mediante dos puntos, con lo que
se redujo notablemente la interferencia mecanica del primer modelo de bancada. La
bancada permite el giro del dispositivo alrededor del rotor por el efecto del viento, y
también permite el giro alrededor del eje z, que es el eje alrededor del cual interesé
medir la fuerza lateral que genera el modelo. El bloqueo del modelo (la relacién entre
el area frontal y el drea de la seccién de prueba) en el tunel de viento es menor a

5%.

La figura 28 muestra, de modo esquematico, el soporte disenado para el
pararrotor.

La variacion ciclica de las palas produce un momento sobre el cuerpo del
pararrotor que es transmitido mediante la barra de aluminio vertical. Refiriéndose
a la figura 28, se observa que esta barra (2) se encuentra empotrada sobre un par
de rulemanes que permiten el giro alrededor de eje z4'. La celda (4) se encuentra
vinculada a la barra vertical mediante una rétula, por lo que el momento transmitido
en es punto es nulo.

En la figura 29 se observa el modelo montado dentro del tunel, junto a
los componentes necesarios para la ejecucién del ensayo:

Ide aqui en adelante se indica la direccién de la barra del sistema de medicién en la direccién
T4, que es coincidente con la direccién zp
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1 Pararrotor
2 Chasis

3 Bancada
4 Balanza

Figura 28: Esquema del soporte

1 Pararrotor

N 2 Chasis
3 Placa
" 4 Fuente
~ 5 Bancada
» 6 Balanza

Figura 29: Montaje del modelo en el tinel de viento



4.3.1 AnaAlisis estatico de la bancada

La bancada disenada responde a las posibilidades constructivas con las
que se contaron al momento de realizar el modelo experimental. Con el objetivo
de establecer claramente las magnitudes medidas mediante el sistema disenado, se
realizé un andlisis del equilibrio del sistema.

De esta manera se establece que magnitud se estd midiendo en la celda
de carga.

Se adopta como modelo bajo estudio a la barra vertical que sostiene al
chasis (ver figuras 28 y 29), ya que es sobre esta barra donde concurren las fuerzas
generadas por el pararrotor, los rodamientos que la sostienen y la celda de carga.

El desarrollo presentado en el apartado anterior permite obtener el mo-
mento generado sobre el centro de masas del pararrotor.

Dado que se busca comparar el modelo tedrico desarrollado con resultados
experimentales, es necesario presentar una ecuacién que habilite tal comparacion.

Esta ecuacién se obtiene simplemente trasladando el momento y la fuerza
que genera el pararrotor respecto a su centro de masas. Se debe tener en cuenta que la
fuerza generada en el centro de masas del pararrotor genera un momento respecto al
punto de medicién que es necesario tener en cuenta. La figura 30 muestran los puntos
de referencia utilizados sobre el pararrotor para la definicién de las magnitudes
necesarias.

XA

Figura 30: Puntos de referencia para la determinacién de fuerzas y momentos sobre
el pararrotor

En la figura 30 se identifican los siguientes puntos de referencia:

» F) v FE,, puntos de acoplamiento de las palas con el cilindro del pararrotor,
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= A, punto de coincidencia del eje del pararrotor con el eje de las palas,
= 5, centro de masas del pararrotor,
= O, punto de acoplamiento del pararrotor al sistema de media.

Valiéndose de la figura 31 se puede deducir la expresion para la compo-
nente de fuerza que se registra mediante la celda de carga.

Figura 31: Diagrama de fuerzas transmitidas a la barra del sistema experimental

Al desplazar el eje respecto al cual se miden momentos desde el punto A,
perteneciente al pararrotor, al punto O, que vincula el pararrotor con el mecanismo
de medida, la fuerza F* contribuye con un momento igual a OA AF? (ver figura 31).

La ecuacién de equilibrio rotacional sobre la barra respecto al centro de
masas de la barra (punto GS) puede plantearse, de manera general, como sigue:

t,0
MS

M + OA AF! +GSO A FLY + M + GST, A FL™ (89)
+ML" 4 GST, AFL™ + MY + GSCy AR =0

Donde los superindices t y r indican la naturaleza de la fuerza o el mo-
mento. El superinice ¢t indica transmision hacia el elemento sobre el que se plantea
el balance de fuerzas y momentos, y el superindice r indica reaccién por parte del
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elemento sobre el que se plantea el balance. Los superindices T;, O, A, C; indican
los puntos de aplicacién. Los subindices indican el cuerpo sobre el que se aplican (S
se utiliza para representar la barra). Para simplificar la ecuacién (89), se asume que
los puntos 7} y 15 son rodamientos cuyo eje coincide con el eje x4 (no transmiten
momentos segun esa direccién) y que el punto C; es una rétula. Con estas hipotesis,
se puede plantear la proyeccién de la ecuacién (89) segiin x4 en el punto GS como
sigue:

Mg, +GSO., - Fgy, +CCy,, - Fil =0 (90)
Considerando que Mg’o = —M;°y Fg’o = —F}°, pueden asignarse a

estas magnitudes las expresiones desarrolladas previamente. De la ecuacién (90) se
puede obtener la expresion para la fuerza que registra la celda de carga, despejando
Fg% Llamando F:—Fgfj, GSO,,=lpy CCyy,=—lc, resulta:

lo o to 1
F=_9F0 _pto — 01
lC'1 S,ya S,z A lCl ( )

A partir de la ecuacién (91) se compararon los resultados del subsistema
correspondiente del modelo tedérico con el desarrollo experimental.

4.4 Parametros medidos e instrumentacion

Los parametros medidos durante los ensayos fueron:
= Velocidad de la corriente, Uy,
= Velocidad angular del pararrotor, €2,
» Fuerza medida en la balanza, F',
. Angulos de paso colectivo y ciclico longitudinal de las palas, 0y v 015
= Temperaturas de bulbo seco y bulbo hiimedo, Ty, vy Ty,
= Presion atmosférica, P,,,.

Para la medicion de estos parametros se utilizaron los siguientes instru-
mentos:
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Parametro Instrumento Marca Modelo Rango Resolucién
Velocidad de la  Anemdmetro de hilo Extech 407123 0,2-20 m/s 0,1 m/s
corriente caliente
Velocidad angu- Lampara estro- Lutron DT-2239A  10-10000 RPM 1 RPM
lar boscépica
Fuerza Celda de carga tipo S BSL MTS-1 0-10 N 2mV/V
Angulo de las Goniémetro digital RC Logger 4000 0 a 90° 0,1°
palas 2RCD
Temperatura Termoémetro bulbo se- - - BH -25° a 35°C,

co y humedo BS 0°C a 100°C
Presién Bardometro digital Druck DPI740 75000 a 115000 1 Pa.

Pa.

Cuadro 4: Instrumentos utilizados

4.4.1 Medicién de la fuerza en la balanza

Para poder obtener resultados experimentales relativos al torque genera-
do por la variacion ciclica del paso de las palas, se midié y adquiri6 la fuerza medida
por la balanza. Para esto se utilizo una celda de carga tipo S dispuesta de la manera
que se indica en la figura 28 e indicada con el ntiimero 5 en la figura 29. Un esquema
de esta celda se muestra en la figura (32).

A continuacién se tabulan las especificaciones de la celda de carga utili-

zada:
Dato técnico Unidad Valor
Sensibilidad mV/V 2 40,01
Rango kg 0-5
Material - Acero inoxidable
Tipo de rosca - M8x1,25
Altura (B) mm 64
Ancho (C) mm 51
Profundidad (A)  mm 12,7

Cuadro 5: Datos técnicos celda de carga

Esta celda absorbe la carga que el pararrotor transmite a través del
sistema de medida.

La senal que genera la celda de carga es acondicionada antes de ser
adquirida por un programa de adquisicion desarrollado a propédsito del ensayo. El
acondicionador de senial convierte la senal que envia la celda de carga y la transforma
en una corriente, que es enviada al programa de adquisicion a través de una placa
adquisidora externa. Esta senal es almacenada con una frecuencia de 1 kHz en un
fichero que posteriormente es utilizado para el analisis y procesamiento de los datos.
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Figura 32: Esquema de la celda

Los registros de la velocidad media de la corriente, Uy, v de la velocidad
de giro del pararrotor, €2, se realizan manualmente para cada una de las corridas del
ensayo.

Los parametros atmosféricos de referencia son relevados al inicio y al final
de la realizacion de los ensayos, para determinar posteriormente la densidad del aire.

4.5 Control del paso ciclico de las palas

El sistema de control de paso ciclico de las palas es llevado a cabo por un
sistema de tres servomecanismos colocados en un chasis que facilita la vinculacion
espacial entre los servomecanismos y los puntos de anclaje del plato ciclico del rotor.
A continuacién se presentan los datos técnicos de los mismos:

Dato técnico Unidad Valor

Peso kg 0,009
Tension de operacion \Y% 3-6
Torque kg.-cm 1,6

Cuadro 6: Datos técnicos de los servomecanismos

La senal a los servomecanismos es enviada a través de una placa Arduino
® UNO, que media entre los servomecanismos y la CPU utilizada para el control y
la adquisicion de los datos. La alimentacion de los servomecanismos es provista por
una fuente externa.

Se disen6 un instrumento virtual con una interfaz grafica (figura 33) uti-
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lizando un lenguaje de programacion grafico. Este instrumento permitio establecer,
para cada uno de los servomecanismos, la posiciéon angular que deben tomar para que
cada una de las palas del pararrotor se ubiquen en el angulo deseado. Mediante esta
interfaz se ingresaron los angulos colectivos y ciclicos deseados, que son procesados
por el programa desarrollado para enviar la senal a cada uno de los servomecanismos.

i
105 2N 125 N 125

F

Indicatitn

¥
©

Sefil vokage G

Amplitude

o 3 5
no anexando Time:

Figura 33: Interfaz del sistema de adquisicién

La calibracién de este sistema se realizé fuera del tunel de viento. Para
esto, se realizé un procedimiento que se detalla a continuacion:

1. Definicién del plano de angulo colectivo nulo: con el eje del rotor en forma
vertical, se midié en tres dngulos de azimut distintos del rotor (indicados como
testigos en la figura 34) el dngulo de paso de las palas. Mediante el programa
de control desarrollado se busco que el angulo de las palas, cuando las varillas
que controlan el angulo del portapalas se encuentran sobre dichos puntos, sea
0.

2. Obtencion de la curva de calibracién: para obtener la relacion entre el valor
numérico ingresado al programa y el angulo que toman los servomecanismos,
se construyé una tabla a partir de determinar el plano del plato para el cuél
las palas tomaban valores de 2°,4°, 6° y 8°. De esta manera, se vinculo el valor
numérico del programa asociado a la posicién angular de cada servomecanismo
con un angulo de paso de las palas.

En base a esto, y por medio de un ajuste por minimos cuadrados, se obtienen
las ecuaciones que se programan en el software para controlar cada uno de los
servomecanismos.
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Figura 34: Puntos de calibracién del plano ”0”

3. Calibracién del paso ciclico: para obtener la ecuacion de calibracion del paso
ciclico se procedié de manera similar a la del paso colectivo, colocando las palas
en =0 rad y ¥ = 7 rad, y configurando los servomecanismos de manera que
las palas tomen los angulos que se listan a continuacion, siempre para 6,=0 :

(91 (rad) 02 (rad)

0,034  -0,034
0,069  -0,069
0,104  -0,104
0,14 0,14

Cuadro 7: Angulos de paso ciclico para la calibracion

Para todas estas combinaciones se realiz6 la vinculacion entre el valor
numérico ingresado al programa para cada servomecanismo y el angulo de paso que
tomaba cada pala.

4.6 Ensayos
4.6.1 Mediciéon de la fuerza en la balanza
Para el modelo fisico descripto en la seccién 4.2 se realizaron una serie

de ensayos en el tunel de viento segiin los parametros establecidos en el siguiente
cuadro:
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0o [rad] 615 [rad]
0,034
0,034 0,069
0,104
0,139
0,174
0,034
0,069 0,069
0,104
0,139
0,174
0,034
0,104 0,069
0,104
0,139
0,174

Cuadro 8: Angulos de ensayo

Para cada una de las configuraciones del cuadro 8 se realizaron mediciones
de la fuerza en la balanza, de la velocidad angular del modelo y la velocidad de la
corriente de viento, a fin de cuantificar el valor de la fuerza lateral sobre la balanza
generada por la variacién ciclica del angulo de paso de las palas.

4.6.2 Resultados

En este apartado se presentan los resultados obtenidos a partir de los
ensayos en el tunel de viento. Las configuraciones ensayadas son las que se indican
en el cuadro 8, para las cuales se midieron la velocidad de la corriente libre, la
velocidad angular del pararrotor y la fuerza lateral generada.

Se presentan por un lado los resultados obtenidos para la velocidad an-
gular, junto a su comparacién con el modelo tedrico, y por otro los resultados de
la medicién de la fuerza lateral, en conjunto con la estimacién tedrica del modelo
desarrollado.

4.6.2.1 Procesamiento de los resultados de medicién de la velocidad an-
gular

El primer parametro que se mide en el ensayo es la velocidad angular
que alcanza el pararrotor. A continuacién se muestran los valores medios de los
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resultados obtenidos para los casos indicados en el cuadro 9:

Oy (rad) b5 (rad) Vz(m/s) Qo(rad/s)

0,034 5.3 94,1
0,069 5,3 92,7
0,034 0,104 5,3 90,1
0,139 5,4 88,6
0,174 5,3 87,1
0,034 5.3 107,44
0,069 5,3 107,0
0,060 0,104 5,3 106,8
0,139 5,4 104,3
0,174 5,3 103,9
0,034 5.3 110,5
0,069 5,3 107,6
0,104 0,104 5,4 107,1
0,139 5,3 106,83
0,174 5,4 105,9

Cuadro 9: Resultados

En trabajos anteriores [20], se realizaron ensayos con angulo de paso co-
lectivo constante y angulo de paso ciclico nulo. Estos ensayos son utilizados como
referencia inicial para caracterizar el desempeno de los ensayos realizados en el pre-
sente trabajo. El siguiente cuadro muestra la comparacion del coeficiente de veloci-
dades, definido en esta tesis como p,, = Uy (€ - Rb)_l, entre los ensayos publicados
en el trabajo de referencia y los realizados para el presente trabajo:

0o (rad) p., referencia p,, actual diferencia (%)

0,034 0,35 0,40 12
0,069 0,32 0,34 6
0,104 0,29 0,32 9

Cuadro 10: Comparacién de resultados con trabajo de referencia [20)]

La diferencia para el coeficientes de velocidades f, ,, en términos porcen-
tuales, resulta aceptable. Pueden atribuirse las discrepancias a las distintas configu-
raciones experimentales en cada trabajo.
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4.6.2.1.1 Comparacion con el modelo tedrico

La comparacion entre los resultados experimentales y los obtenidos con
el modelo tedrico se muestran en el siguiente cuadro:

0y (rad) Ois (rad) Qegp(rad/s) Q(rad/s)

0,034 04,1 744
0,069 92,7 74,4
0,034 0,104 90,1 74,4
0,139 88,6 74,4
0,174 87,1 74,4
0,034 107,44 776
0,069 107,0 77,6
0,069 0,104 106,83 77,6
0,139 104,3 77,6
0,174 103,9 77,6
0,034 110,5 80,8
0,069 107,6 80,8
0,04 0,104 107,1 80,8
0,139 106,83 80,8
0,174 105,9 80,8

Cuadro 11: Resultados

Se observa que existe una diferencia considerable (del orden de 30 %)
entre las mediciones en el tinel de viento y lo que predice el modelo tedrico. Ademas,
el modelo no predice la variacién de la velocidad angular con el angulo de paso ciclico.

4.6.2.2 Procesamiento de los resultados de medicién de fuerza en la
balanza

Los datos adquiridos por la balanza se muestran en la siguiente figura.
La misma (figura 35) presenta la evolucién de la tensién (indicada en mV en el eje
vertical) contra el tiempo.

Como se observa, el patron que presenta no se asocia de manera directa
a lo que hipotéticamente se espera en base a lo analizado en el capitulo 3, sino que,
sobre la base de una evolucion peridédica de primer orden, aparecen componentes de
mayor frecuencia que introducen ruidos. El desfasaje que aparece entre las distintas
senales se debe a que segin el angulo de paso ciclico se tienen distintas velocidades
angulares.
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Figura 35: Medida registrada en la balanza para un angulo de paso colectivo 0,104

Con el objetivo de obtener indicaciones comparables para validar el mo-
delo tedrico, el registro realizado mediante el adquisidor de fuerza es procesado
digitalmente.

Se realiza un modelado de los datos experimentales ajustando los mismos
por medio de una combinacién lineal de coeficientes a determinar y una serie de

funciones base de modo que el error experimental asociado a la medicion de la

se puede formular la siguiente expresion:

fuerza en la balanza (variable dependiente) se minimice. En términos matemadticos

X(ar, ag, ..., a,) = Z

Donde:

r=0 @rTr (5’5@))2

(2

AR

g

2
%

=y es el error cuadratico medio del ajuste experimental,

= qa, es el coeficiente de ajuste de datos experimentales,

= y; es la distribucién de datos experimentales,

= 7, es la familia de funciones base para el ajuste de los datos,

= 1; es la variable dependiente de la familia de funciones de ajuste,

= 0; es el error experimental.
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Dado el comportamiento que presentan los datos experimentales se selec-
ciona una base de funciones trigonométricas para realizar el modelado de los datos.
La base de funciones ortogonales es {1, cosz,sin x}, limitando el ajuste a lo que se
conoce como serie de Fourier discreta de primer orden.

Para cada caso de ensayo, se calcularon los coeficientes a; para ajustar
la ecuacién:

F;P = ag + a1 sin®y + az cosy (93)

En el grafico siguiente se muestran las interpolaciones para los resultados
obtenidos tomando dos configuraciones del plato ciclico. Los graficos representan la
evolucién del momento en media vuelta del rotor (se resta a esta senal el valor
promedio del coeficiente de momento a efectos de visualizar mejor el cambio en la
magnitud a lo largo de la vuelta).

0,2 \
--- 615 = 0,139 [rad]
3 - 1 |--- 615 = 0,104 [rad]
01 | |- 615 = 0,069 [rad]
’ < N
7, P AN
/7, = S NN
— - v - \\\ \\\ |
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] < -7y \i\
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LL | _o° //// RN B
’,’ s ASY \\\
—0,1| - S ]
_0’2 | I | |
1 2 3
Y [rad]

Figura 36: Modelo experimental de la fuerza registrada en la balanza para un dngulo
de paso colectivo 0,139 rad.
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Figura 37: Modelo experimental de la fuerza registrada en la balanza para un dngulo
de paso colectivo 0,104 rad.

4.6.2.2.1 Comparacion con el modelo tedrico

La comparacién entre los resultados obtenidos de los ensayos experimen-
tales y el modelo tedrico en el tunel de viento es una herramienta de diagndstico
que permite determinar el grado de aproximacion de las hipdétesis implementadas.
Los resultados tedricos de fuerzas y momentos son reemplazados en la ecuacién (91)
para obtener las figuras 38 a 43.

La primera observacion que se hace es que el modelo tedrico se ajusta a
los resultados experimentales. Se observan diferencias méximas del orden del 13 %,
que disminuyen a menos del 1% a medida que se incrementa 6g.

Con la contrastacion positiva entre el modelo teédrico y los resultados
experimentales, se puede dar validez a los resultados cuantitativos presentados en el
apartado 3.11.3.

4.7 Incertidumbre de las mediciones

Para la estimacion de las incertidumbres asociadas a la realizacion de
los experimentos se toma como guia el trabajo [32]. Este tratamiento de los resul-
tados tiene como objetivo estimar la incertidumbre de los mismos, considerando la
distribucién propia de los distintos valores obtenidos (incertidumbre tipo A) como
asi también la incertidumbre asociada a los distintos instrumentos de medicién y el
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Figura 38: Comparacién entre el modelo experimental de la fuerza registrada en la
balanza y el modelo tedrico para angulos de paso 6,=0,139 rad #,5=0,139 rad.
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Figura 39: Comparacién entre el modelo experimental de la fuerza registrada en la
balanza y el modelo tedrico para angulos de paso 6,=0,139 rad #,5=0,104 rad.
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Figura 40: Comparacién entre el modelo experimental de la fuerza registrada en la
balanza y el modelo tedrico para angulos de paso 8y=0,139 rad 6,5=0,069 rad.
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Figura 41: Comparacién entre el modelo experimental de la fuerza registrada en la
balanza y el modelo tedrico para angulos de paso 8,=0,104 rad 6,5=0,139 rad.
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Figura 42: Comparacién entre el modelo experimental de la fuerza registrada en la
balanza y el modelo tedrico para angulos de paso 6,=0,104 rad #,5=0,104 rad.
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Figura 43: Comparacién entre el modelo experimental de la fuerza registrada en la
balanza y el modelo tedrico para angulos de paso 6,=0,104 rad #,5=0,069 rad.
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peso relativo que cada variable tiene en el resultado final (incertidumbre tipo B).
Las expresiones a partir de la cual se estimaron estos resultados son expresiones sim-
plificadas de la fuerza y la velocidad angular experimental, ya que las expresiones
completas involucran cientos de términos que hacen impracticables los calculos.

La ecuacién (91) es la expresiéon que permite identificar que parametros
intervienen para la estimacién de las incertidumbres en la determinacién de la fuer-
za en la balanza. En ella se observa que, ademas de las longitudes caracteristicas
de la bancada (lp y l¢,), intervienen las expresiones de fuerzas y momentos que
absorbe la balanza. Como se menciona antes, estas expresiones resultan extensas y
complejas para servir al tratamiento de las incertidumbres, sin embargo se analizan
expresiones sencillas de modo de obtener cotas superiores para esta incertidumbre.
Estas expresiones son las que se obtienen a partir del desarrollo en series de Taylor,
reteniendo términos de primer orden para los parametros de control y de segundo
orden para la relacion de velocidades pu., (ver apartado 3.11.1):

FLO9 = —pSQt)?XpR2 ., cos hCprq(brc costh + Oy sin)) (94)

S:yA

M;;XO :pSQ(t)QXpRSCLa [915 Sin2 w<X123 + 'u;A ) + 010 sin w cos w(XIQD + N;A )

(010 cosp + O1gsin)) loa

N fz, €08 PCLy (95)

Ry

Asignando estas expresiones en la ecuacién (91) es posible acotar la incer-
tidumbre en las mediciones de la fuerza en la balanza mediante el uso de la siguiente

expresion:
n OF 2
2 _ )
Vi =3 () (96)

=1

donde n es el nimero de magnitudes medidas y u,, la incertidumbre asociada a cada
una de las magnitudes medidas. Para la incertidumbre de la velocidad angular €2 se
utiliza la del instrumento, ya que se realiza la mediciéon en forma directa.

De este modo, resulta el siguiente cuadro de incertidumbre combinada:

Ois tad] 0,034 0,069 0,104
UF;(”;” [N] 1-107% 2-107% 5-.1073
Ug.., rad/s] 0,1 0,1 0,1

Cuadro 12: Incertidumbre combinada
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Dentro de estas incertidumbres se encuentran contenidas las de origen
experimental, como por ejemplo defectos en el balance de las masas rotantes o de
instrumentacion.

4.8 Conclusiones del capitulo

Se disend y construyé un banco de ensayos para el estudio del efecto de
las variaciones ciclicas del angulo de paso de las palas sobre los pardametros velocidad
angular €2 y fuerza lateral F'. La configuracion experimental adoptada resulté siendo
aquella para la cual las vibraciones mecanicas lograron reducirse. La fuerza lateral
generada por el cambio de paso ciclico fue registrada unidireccionalmente (direccién

ZL’A).

Se estudié experimentalmente el comportamiento de un pararrotor ante
variaciones ciclicas en el angulo de paso de las palas. El momento sobre el cuerpo
del pararrotor es un fenémeno que evoluciona a lo largo de una rotacién sobre su
propio eje.

Se observa que la velocidad angular disminuye con el aumento del angulo
de paso ciclico. Este efecto no es representado adecuadamente mediante el modelo
tedrico, por lo que a partir de aqui se desprende una linea de trabajo en la que,
mediante la mejora de la instrumentacion a tal fin, pueda registrarse con detalle la
evolucién de la velocidad angular a lo largo de una vuelta.

Se confirma que la variacion ciclica del angulo de paso de las palas permite
controlar el momento aerodindmico que generan las palas alrededor del centro de
masas del cuerpo del pararrotor. Esta observacién se desprende del hecho de que la
fuerza lateral registrada por la balanza varia a medida que lo hace el angulo de paso
(tanto ciclico como colectivo).

El modelo tedrico desarrollado, adaptado a la realizacién del ensayo en
el tunel de viento, reproduce los resultados obtenidos en los ensayos. Se observan
diferencias maximas del orden del 13% en los valores de la fuerza lateral medida
por la balanza, atribuibles tanto a factores experimentales como tedricos.

Analizando el conjunto de figuras 36 a 43 , se observa que el incremento
en el angulo de paso ciclico aumenta el momento que se alcanza.

También se observa que, a lo largo de una vuelta, el momento aerodinami-
co respecto al punto A del pararrotor pasa dos veces por el valor méaximo, debido a
la contribucién de las dos palas simultaneamente.

82



5. Simulaciones de trayectorias del desplazamien-
to de un decelerador aerodinamico a través de
las variaciones ciclicas del paso de las palas

5.1 Introduccién

El modelo dindmico desarrollado en el capitulo 3 describe el comporta-
miento en vuelo de un pararrotor. Las distintas configuraciones que tome el vector
de control, definido por el angulo de paso colectivo y los angulos de paso ciclico
lateral y longitudinal, determinaran el tipo de trayectoria que describa el dispositivo
en un régimen de descenso en autorrotacion. En este capitulo de recuperan los con-
ceptos elaborados en el capitulo 3 para estudiar las trayectorias que puede tomar un
pararrotor disenado bajo los conceptos desarrollados en el documento. Partiendo del
modelo dindmico no lineal y la representaciéon matematica obtenida para las fuerzas
y los momentos, se analizan hipdtesis simplificativas para la obtencion de un vector
de control que garantice valores cercanos al equilibrio para las variables de estado.
Las ecuaciones simplificadas son resueltas implementando un cédigo numérico, que
entrega como solucion el vector de control necesario para el cumplimiento de las
condiciones de operacion pre establecidas.

La segunda parte del estudio, se realiza a partir de la implementacion
de otro codigo de simulacién numérica que reproduce el modelo completo de la
dinamica del pararrotor. El vector de control, obtenido para un modelo simplificado
del pararrotor, se utiliza para estudiar la operacion del sistema y la implementacion
de algoritmos de control elementales sobre el modelo completo, en vistas de generar
un aporte al control y el guiado de los pararrotores.

5.2 Modelo matematico

El comportamiento de un pararrotor en vuelo libre puede modelarse me-
diante el uso de las ecuaciones Newton-Euler aplicadas a un sistema de cuerpos
rigidos. Las caracteristicas constructivas de este tipo de dispositivos permiten supo-
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ner en primera instancia esta conducta, ya que los grados de libertad asociados a la
deformacién eldstica de las palas (batimiento, arrastre y paso) pueden despreciarse
respecto a los que involucran las ecuaciones de Newton-Euler. El modelo mateméatico
se desarrollo en el capitulo 3 partiendo de las siguientes ecuaciones:

F' +F 4+ F4, +Fif =0 (97a)

M5 4 MEE 4+ MLE =0 (97b)

Analizando cada uno de los términos de (97a) y (97b) se obtienen las
expresiones representativas correspondientes.

Es posible establecer una relacion entre la razén de cambio temporal del
vector de estado del pararrotor y el propio vector de estado. Esta relacion es no
lineal, ya que existen términos de alto orden que no pueden ser despreciados. Esta
relacion queda establecida analiticamente como:

dx(t)

L (98)

La resolucién de esta ecuacién diferencial, partiendo de condiciones ini-
ciales xo = x(0) adecuadas permite conocer la evolucién temporal del vector de
estado x(t) en funcién del vector de control uc(t). Particularmente, la integracién
del vector velocidad define el vector posicién del centro de masas r%(t), y por lo
tanto la trayectoria del centro de masas del pararrotor.

5.3 Vuelo equilibrado del pararrotor

Se define el vuelo equilibrado como aquel en el que la velocidad del cen-
tro de masas del pararrotor expresada en cjes tierra, VY, es constante, y no hay
cambio de actitud (w,=w,=0). Para una condicién de paso ciclico no nulo, aunque
los angulos de control 6y, 615 y 01 sean constantes, no es posible, en general, en-
contrar soluciones del sistema (98) que satisfagan esta condicién. Es decir, no existe
ninguna configuracion constante del vector de control uc para que las primeras ocho
componentes del vector de estado x5 permanezcan invariantes en el tiempo. Parti-
cularmente las velocidades angulares w, y w, no alcanzan esta condicién de equilibrio
debido al efecto de las fuerzas y momentos aerodinamicos, que varian con el angulo
de azimut. Es decir, para cada posicién azimutal del pararrotor, la magnitud de
las fuerzas y momentos aerodinamicos es distinta, y, en consecuencia, también la
velocidad angular.

En la figura 44 se presenta un esquema de las fuerzas que actian so-
bre un modelo béasico del pararrotor. Las acciones de las palas, representadas por
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los vectores F! y M, las del propio cilindro, representadas por Fy vy M;‘{F y el
peso del pararrotor forman el conjunto de fuerzas y momentos que determinan el
comportamiento dindmico del mismo.

Figura 44: Esquema de fuerzas sobre el pararrotor en vuelo libre

Las fuerzas y momentos que tienen lugar sobre el pararrotor varian tem-
poralmente en el periodo que requieren las palas para describir una revolucion vy,
en general, son rapidas respecto a la dindmica del cuerpo del pararrotor. Bajo esta
idea conceptual es que se realizan simplificaciones en las fuerzas y momentos para
modelizarlas.

5.3.1 Modelado de las acciones transmitidas al pararrotor

Las acciones dinamicas sobre los distintos elementos que constituyen el
pararrotor se representan mediante una fuerza y un momento aplicado sobre un
punto de referencia (punto A).

De este modo se tiene que las palas transmiten instantaneamente una
fuerza F} y un momento respecto al punto de acoplamiento Fj, Mo expresiones
que contienen tanto componentes aerodinamicas como gravitatorias e inerciales. Es-
tas acciones varian temporalmente en el periodo que requiere la pala para describir
una revolucion, y, como se menciona anteriormente, pueden suponerse extremada-
mente rapidas respecto al tiempo que requieren las variables de estado para modifi-
carse de manera significativa. Por ejemplo, si se supone un régimen de operacién de
w,=80 rad/s (que representa un valor tipico alcanzado en los ensayos), el tiempo en
el que realiza una vuelta es t=0,01 s, que, comparado con el tiempo de realizacion
de una maniobra, es despreciable.

No obstante, los valores medios de estas fuerzas son los que modifican el
estado del sistema. Estos promedios pueden calcularse como:
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—t 1 2m
F,—— [ Fld
=5 [ i (99)

—t.A 1 27
M = (MZ’E 4 AE, A Fi) di (100)

27 Jo

Para el cuerpo del pararrotor, se considera que las fuerzas y momentos
aerodinamicos que introduce son despreciables respecto a aquellas que introducen
las palas, por lo que, en una primera aproximacion, se considera nulo el aporte de
las mismas. Puede justificarse esta afirmacién utilizando valores de coeficientes de
resistencia tipicos para cilindros, y determinando el orden de magnitud de la fuerza
de resistencia que se genera sobre el cuerpo. Tomando valores de referencia para Cp
[33], se puede cuantificar la fuerza de resistencia como F = 1pU},SyCp,, ~ 0,02
N, que resulta dos 6rdenes de magnitud menor que la fuerza que generan las palas.

Estos modelos para las acciones transmitidas permiten determinar los
valores que toman las variables de estado para distintas condiciones iniciales selec-
cionadas del vector de estado.

5.3.2 Forma candnica de la ecuacién de equilibrio

El modelo de fuerzas y momentos promediados azimutalmente permite
plantear que existe un estado x. en el que tanto la velocidad VG(t) como la velocidad
angular w(t) (a excepcién de la variable xg=1)) se mantienen constantes. Asi, el
modelo desarrollado en el capitulo 3 se convierte en

F+F,+Myg=0 (101a)
MM =0 (101b)

Como se menciona, a excepcion de 1), el resto de las variables de estado
permanecen invariantes en el tiempo. A partir de esta definicién se pueden establecer
dos condiciones, a saber:

» La velocidad angular del pararrotor en ejes A queda definida como w|y =
[0,0,wz]', que conduce, en vistas de la condiciéon de ligadura cinematica, a
establecer que © y ® son constantes, no asi .

= Al ser © y ® constantes, junto con la velocidad del centro de masas en ejes
A, implica que la velocidad del centro de masas en ejes tierra también sea
constante. Esta condicién se deduce a partir de que, siendo las matrices de
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transformacion [Trir| v [Tari] constantes, se puede definir la posicién del
centro de masas del pararrotor integrando la ecuacién (17):

v = v + [ur, vr, yr] 't (102)

Esta condicion de equilibrio permite obtener 6 ecuaciones con 9 parame-
tros, que corresponden a 6 componentes del vector de estado reducido en equilibrio
(Xpe = [u,v,w,w,,0,®]) y alas 3 del vector de control (uc,). Por lo tanto, prefi-
jando tres parametros es posible determinar el valor del resto.

Las ecuaciones correspondientes a la utilizacion de fuerzas y momentos
promediados en la vuelta quedan planteadas en el formato candnico tal como se
muestran a continuacién:

1 2w 08
— M —fox1}dy =0 103
o | e ] = foada (103
El problema se completa incorporando 5 nuevas variables, junto a las
correspondientes nuevas ecuaciones, a saber:
= Las componentes de V¥ en el sistema de referencia tierra V€| = [up, vp, wy],

= El dngulo entre el eje 27 y la velocidad de desplazamiento (V) Sy (denomi-
nado dngulo de direccién horizontal),

» El médulo de la velocidad V¢, V.
Las ecuaciones que completan el sistema son :

» La transformacién de V¢ de ejes cuerpo a ejes tierra,

ur u
vr | = [Tr71(0)][Tr14(®)] | v (104)
wr w
= La definiciéon de Vg y B en términos de up y v,
Ur
B = arctan — (105)

ur

Vir = Ju + 0} (106)

El vector de estado del sistema ampliado a 11 componentes, denominado
y, se muestra a continuacion:
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y=|® (107)

Br

La figura siguiente muestra las magnitudes definidas:

Yt VA
Ut v VH
Ut I
u
LA

Figura 45: Diagrama de velocidades y angulos auxiliares

Para conocer el estado de equilibrio, junto con los pardmetros de control
correspondientes, se deben resolver de manera conjunta las ecuaciones (103) a (106),
que sintéticamente se escribe:

Fii(y. uc,) =0 (108)

5.3.3 Caracteristicas de la solucion del equilibrado

Tal como se menciona en el apartado anterior, la definiciéon a priori de
tres parametros del vector de estado permite obtener el resto de los parametros para
el caso de un estado de operacion cercano al equilibrio del pararrotor. Claro esta que
la solucién a la que se arriba es la que corresponde al caso simplificado de considerar
las fuerzas y momentos de las palas promediados a lo largo de una vuelta, por lo que
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debera analizarse el desempeno de la solucién del sistema de equilibrio en el modelo
no lineal desarrollado en el capitulo 3.

A modo ilustrativo se analiza la solucién de un caso particular del equi-
librio. La solucién del sistema que se presenta es la que corresponde a una con-
dicién de vuelo con angulo de direccién horizontal (5r) y velocidad de descenso
(wr) constantes, para diferentes velocidades de desplazamiento (Vy). Estos son los
tres parametros que se definen para la resolucién del sistema (108) . El modelo de
pararrotor que se utiliza mantiene las mismas caracteristicas que las del resto del
documento.

La configuracion del vector de estado prefijado para los distintos casos
analizados se resume en el cuadro 13:

Parametro Valor
Br 0 rad
wr 8 a 10 m/s
Vi 0abm/s

Cuadro 13: Elementos prefijados del vector de estado

La implementacién numérica del sistema (108) permite resolverlo y ob-
tener el vector de estado y el de control en el equilibrio. Los resultados obtenidos se
muestran en el conjunto de figuras 46.

Las figuras 46 presentan la solucién del sistema equilibrado para los
pardametros del vector de control (6y, 615 y 61¢c), la velocidad angular (w,) y los
dngulos de cabeceo (©) y balanceo (®) en funcién de la velocidad de desplazamiento
horizontal del pararrotor (Vy), parametrizados con la velocidad de descenso (wr).

Si se analiza la evolucion del dangulo de cabeceo, ©, puede decirse que
para desplazarse a velocidades mas rapidas el pararrotor debe inclinarse respecto a
la vertical. Esto es razonable, ya que la inclinacion del pararrotor genera una com-
ponente de fuerza mayor en la direccién de desplazamiento. El angulo de balanceo,
®, es cada vez mayor a medida que aumenta la velocidad de desplazamiento del
pararrotor.

En las figuras 46¢c y 46d se muestran los angulos de paso ciclico lateral
y longitudinal, que resultan los necesarios para establecer la condiciéon de vuelo
definida. En ellas se observa que la magnitud del angulo de paso ciclico lateral 8¢ es
un orden menor que la del &ngulo de paso ciclico longitudinal ;5. Se puede decir que
la velocidad de traslacién para =0 es controlada principalmente por el angulo 6;5.
También puede observarse el comportamiento no lineal que presentan los angulos
de paso ciclico, indicando que el cambio en la velocidad horizontal Vg requiere
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Figura 46: Soluciones del sistema equilibrado

90




incrementos distintos en el dngulo de paso. En el caso del angulo de paso ciclico
longitudinal (0;5), se observa que es mas sensible (tiene pendiente més pronunciada)
a mayores velocidades de desplazamiento. El dngulo de paso ciclico lateral (6;¢)
muestra dos regiones de mayor sensibilidad (Vg <2 m/s y Vg >3 m/s) y un rango
practicamente constante en los valores intermedios (2 m/s< Vi <3 m/s).

Respecto al dngulo de paso colectivo (46e) se observa que disminuye
conforme aumenta la velocidad de desplazamiento. También disminuye si se buscan
velocidades de descenso wr menores. Se identifica una regién de pendiente variable
(para Vi <2 m/s) y luego una variacién lineal del mismo pardmetro en funcién de
la velocidad de desplazamiento horizontal V.

De la figura que representa la velocidad angular w, ( figura 46f) se ob-
serva que la misma disminuye conforme aumenta la velocidad de traslacién. El valor
méximo se da para descensos puramente verticales (Vy=0). Este comportamiento
es analizado de forma global junto al diagndstico de la solucién dindmica para el
vector de control seleccionado que se realiza en la siguiente seccion.

Por ejemplo, si se toma el caso correspondiente a un desplazamiento
puro en la direccién x7, una velocidad de descenso wy = 8 m/s y una velocidad de
desplazamiento horizontal Vi = 3 m/s, se tiene la siguiente solucién:

[ ] [ 4,25 m/s |
v 0,16 m/s
w 7,40 m/s
W, 91,7 rad/s
© —0,16 rad 0o 0,02 rad
y.=|® | =1 002rad | ,uc, = [6ic| = | 0,008 rad (109)
ur 3 m/s 0.5 —0,13 rad
vy 0m/s
wr 8 m/s
Br 0 rad
| Vi | | 3m/s |

Esta condicion de equilibrio es la que se utiliza en el siguiente apartado
como condicion inicial para la resolucion del problema dinamico completo. Para esta
condicién de equilibrio se tiene la siguiente evolucion del angulo de paso y del angulo
de ataque a lo largo de una vuelta:
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Figura 47: Angulo de paso y de ataque de la pala del sistema equilibrado

En esta figura puede observarse como el dngulo de paso de la pala (6,)
se encuentra en fase con el dngulo de ataque (ap). En la primera media vuelta (i) €
[0,7]) la diferencia entre ambas magnitudes es menor que en la segunda media vuelta
(¢ € [7,27]), posiblemente debido a la diferencia en la configuracién aerodindmica
que tiene la pala en el avance o el retroceso respecto a la direccion de desplazamiento
(x en el caso particular bajo anédlisis).

5.3.4 Solucién del problema dinamico completo a partir de leyes de con-
trol obtenidas en la solucién del equilibrio

Las configuraciones de control estudiadas en el apartado anterior son
aquellas que se obtienen a partir de suponer el promedio azimutal de las acciones
aerodinamicas que introducen las palas. Este factor representa una simplificacion en
el desarrollo del modelo que debe ser evaluada.

Si bien existen técnicas de optimizacion de trayectorias que pueden ana-
lizarse para ser implementadas en el sistema dindmico completo, queda fuera del
alcance del presente estudio.

La pregunta que se pretende responder es si la ley de control constante
determinada como solucién del problema algebraico (108) da lugar a una solucién de
la dindmica completa tal que el vector de estado x5 tienda a la solucién pretendida.
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No se busca determinar rigurosamente las condiciones de existencia y unicidad de
la solucion algebraica que determina la solucién del modelo completo buscada si no
ilustrar casos particulares en donde si lo sea.

El paso siguiente implica la evaluacion en el sistema dinamico completo
de la configuracién de equilibrio obtenida, pudiendose eventualmente recalcular el
vector de control con el objetivo de que el sistema no lineal reproduzca el compor-
tamiento deseado.

El primer indicador que se puede utilizar para evaluar la bondad de la
solucion de equilibrio encontrada es el balance de fuerzas y momentos promediados
sobre el pararrotor, que, como es natural esperar, debe ser nulo para todas sus
componentes. En el siguiente cuadro se muestra la contribucién de cada tipo de
accion sobre el pararrotor segin sus componentes:

Componente  F,, [N] F,, [N] F., [N] M., [Nm] M,,[Nm] M., [Nm]

gravitatoria 0,6863 0,1272 2,6335 0 0 0
inercial -0,0030  -0,0026  -0.0090 -0,0003 -0,00003 -0,00007
aerodindmica  -0,6856  -0,1240  -2,6338 -0,0001 0,0031 -0,00005

total -0,0003 0,0006 -0,0093 -0,0004 0,00309 0

Cuadro 14: Fuerzas y momentos de equilibrio para =0, wy=8 m/s y Vy=3 m/s

La configuracion de control hallada para diversas condiciones de vuelo
propuestas es utilizada en esta seccion para la evaluacién del desempeno del para-
rrotor en su modelo completo.

5.3.4.1 Solucion de la dinamica del pararrotor para desplazamiento la-
teral con velocidades de descenso y traslacion variables

En virtud de ilustrar este comportamiento se continia con el estudio de
los casos ejemplificados en el apartado 5.3.3, donde se utilizaron las condiciones de
vuelo que se mostradas en el cuadro 13. En este apartado, se particulariza el analisis
a los parametros presentados en el siguiente cuadro:

Parametro Valor
Br 0 rad
wr 8 m/s
VH Oadm / S

Cuadro 15: Elementos prefijados del vector de estado
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El vector solucién presentado en (109) es el que permite obtener el con-
junto de condiciones iniciales para el vector de estado y el vector de control constante
para resolver el sistema dindmico completo (98). De este modo, resulta el siguiente
conjunto de condiciones iniciales:

05
_ |
X 05 (110)
TGs,
0,101 rad 0,091 rad
uc,, _, = | 0,00 rad sucy, _, = | 0,004 rad |,
0,00 rad —0,038 rad (111)
0,063 rad 0,021 rad
uc,, _, = | 0,007rad | ,uc, _, = | 0,008 rad
—0,081 rad —0,133 rad

En donde se indica que la velocidad inicial del centro de masas es nula,
como asi también las componentes w, y w, de la velocidad angular w|4. Los dngulos
de Euler son nulos y la posicién inicial del centro de masas es r{’=—1000ky. El

subindice en el vector de control uc indica la velocidad de desplazamiento horizontal
para la cual corresponde.

Las figuras 48 muestran el estado dinamico del pararrotor para la ley de
control obtenida a partir de la solucién del sistema (108). Representa la solucién
del sistema (33) para las condiciones de equilibrio halladas durante un intervalo de
tiempo (¢) de 40 segundos.

Se observa que el pararrotor describe la trayectoria prevista (figura 48a),
con un desplazamiento lateral en la direccién yr menor al 2 % respecto al que tiene
segun la direccién xr. Es convenienta aclarar, para la facilitacién en la interpretacién
de la figura 48a, que la escala del eje vertical es distinta a la del eje horizontal.
El alcance lateral segun la direcciéon xp, dado por la componente rq, del vector
de posicion del centro de masas, es practicamente igual al producto Vg - t,. Por
ejemplo, si la velocidad de desplazamiento es Vy=3 m/s, la distancia horizontal
alcanzada en vuelo de t,=40 s es 7 ~ 120 m. Esto significa que, segin la velocidad
de desplazamiento horizontal deseada, se puede alcanzar la posicién final buscada.

Como es logico, a medida que se configura el vector de control para
incrementar la velocidad de desplazamiento Vj se obtienen mayores alcances. En la
figura 48b se observa que para el mismo tiempo de caida se obtienen desplazamientos
de hasta 120 m.
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Figura 48: Soluciones del sistema canénico con condiciones de control del sistema
equilibrado
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La velocidad angular (figura 48c) presenta un comportamiento transitorio
que varia su magnitud en funcion de la velocidad de desplazamiento pero que alcanza
su equilibrio en aproximadamente el mismo intervalo de tiempo para todos los casos
analizados. Por otra parte, también se observa un comportamiento dinamico de alta
frecuencia, asociado a las fluctuaciones propias del momento en la direccion z4.

Por dltimo, en la figura 48d se comprueba que la velocidad de desplaza-
miento que adquiere el pararrotor es la buscada.

Para completar el analisis se calculan soluciones dinamicas para distintas
configuraciones de equilibrio, a fin de evaluar el impacto de cada variable de estado
en la solucién que alcanza el sistema. Las figuras siguientes (figura 49) muestran
valores convergidos del desempeno de p,,, wr y o, en funcién de la velocidad de
desplazamiento Vy para distintos valores de angulo de paso colectivo.

0,5 10
0,4 - 9 =
o ~
< A
e~
= o3l \M’? 13 8l ’/ |
0’2 | | | | 7 | | | |
0 1 2 3 0 1 2 3
(a) Vi [m/s] (b) Vi [m/s]
075 T T T T
o & |
= x
E 04l ]
S
0,35 | iy
0’3 | | |
0 1 2 3
(¢) Vi [m/s]

—0=2[]— =4[] — 0 =6 ]

Figura 49: Valores caracterisiticos de distintos parametros en el estado de equilibrio

Se observa que para un angulo de paso colectivo determinado (figura
49a), u,, varia levemente en funcién de la velocidad de traslacién. Es decir que al
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aumentar la velocidad de desplazamiento Vg, la velocidad angular se modifica. El
hecho de que disminuya el angulo de paso colectivo al incrementarse la velocidad
de traslacién manteniendo constante la velocidad de descenso (figura 49b) confirma
este comportamiento.

Este fenémeno puede interpretarse como que el sistema compensa el au-
mento del dngulo de paso (o la disminucién del angulo de ataque) de las palas
mediante variaciones en w,, de modo de mantener constante la fuerza de traccién
generada para equilibrar al peso y mantener la operacion del pararrotor en régimen
de autorrotacion. Esta compensaciéon mantiene el equilibrio de fuerzas, manteniendo
la velocidad de descenso (wr) deseada.

Desde otro punto de vista, se puede analizar el comportamiento del para-
rrotor en un régimen de descenso vertical (ur y vr nulas) para distintas velocidades
de descenso wy. En la figura 50 se observa como disminuye el angulo de ataque de
la pala a medida que se incrementa la velocidad de descenso.

0,6 || s

0,4

0,2

oy [rad]

—0,2 |

—0,4 |

Figura 50: Angulo de ataque de la pala b en el sistema equilibrado

Segun los trabajos de referencia [5] y [34], los coeficientes aerodindmicos
pueden suponerse lineales para valores del angulo de ataque «y, hasta 40° (0,7 rad).
Este valor se alcanza para velocidades de descenso wr = 6 m/s, a partir de las cuales
el angulo de ataque disminuye y el modelo lineal implementado en la resolucion tiene
validez.

Atendiendo a esta observacion, se puede explicar la disminucién en «g
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con el aumento de wr considerando que, para mantener el balance de fuerzas sobre
el pararrotor aumentando la velocidad de descenso, es necesario reducir el dngulo de
ataque para que la fuerza aerodinamica resultante se mantenga constante y persista
el equilibrio que plantea la condiciéon de autorrotacion.

5.3.4.2 Solucion de la dinamica del pararrotor para distintas trayectorias
de desplazamiento

Por tdltimo, se presenta el caso de que se requiera la descripcion de tra-
yectorias laterales y longitudinales. Se calculan en primer término los vectores de
estado extendido (y,) y de control (ue,) en equilibrio, para luego ser utilizados en
la solucién de la dindmica completa.

El cuadro siguiente muestra las condiciones de vuelo que se reproducen:

Parametro Valor
Br [45-90-135-180] [°]
wr 8 m/s
Vi 3 m/s

Cuadro 16: Elementos prefijados del vector de estado

Para estas condiciones se tienen la siguientes soluciones de equilibrio:

. Bp=45°
[ ] [ 2,9 ]
v 3,1
w 7,4
W, 91,7
e —0,09 0o 0,02
ve=|1® | =1]013 | ,uc, = (bic| = | 0,1 (112)
ur 2,1 015 —0,08
(% 2,1
wTt 8
Br 0
_VH_ L 3 m
= [ =90°
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= Br = 135°

= Br = 180°

Ye

Ye =

Ye

U —0,1
v 4,2
w 7,4
w, 91,7
) 0,02
| =1016],uc =
ur 0
vT 3
wr 8
BT 0,57’(’
_VH_ L 3 -

[ u ] [—3,15]
v 2.8
w 7,4
w, 91,7
) 0,13
d|=1009|,uc =
ur —2,1
Ur 2,1
wr 8
BT 0,7571’

_VH_ L 3 -

ul  [—4,.25]

v —0,1

w 7,4

W, 91,7

) 0,16

o | =|-002|,uc, =

ur -3

Ut 0

wTt 8

Br ™

Vi | . 3]

o 0,02
01c| = | 0,13 (113)
015 0,008
6o 0,02
O1c 0,08 (114)
015 0,10
0o 0,02
01c| = |—0,008 (115)
015 0,13

Debe aclararse que las velocidades se expresan en [m/s], los dngulos en
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[rad] y las velocidades angulares en [rad/s].

En base a estas soluciones de equilibrio se obtienen las siguientes figuras,
que indican la evolucién de las variables cinematicas del pararrotor para cada una
de las configuraciones propuestas:

120 |- 1 1,000 | |
100 |- I
80 F 1 =900 + B
E ol | E
5 ol 1 & =800 .
20 - N
Of ! ! ! ! ] 0 ! ! ! ! 7\
—100 —50 0 50 100 —100 —50 0 50 100
(a) 27 [m] (b) 27 [m]
100 F T T T = 4 T T T
80 |- 8 30 i
EN 60 |- . E:: 20 i
3 N
40 | : 1 |
20 ! ! ! L] Of ! ! ! ! |
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
(c) ¢ [s] (d) ¢ [s]

’—5T=45°—BT:900—&F= 135° — Br = 180°

Figura 51: Variables cinematicas del pararrotor para distintas trayectorias

La observacion de las figuras 51 permite comprobar que el modelo simpli-
ficado para la obtencion del vector de control equilibrado obtiene valores del vector
de control que generan la realizacion de la trayectoria deseada.

En la figura que representa el movimiento en el plano horizontal (figura
5la), resultan bien definidas las trayectorias para los dngulos deseados. El descen-
so del pararrotor (figura 51b) sigue distintos perfiles en virtud de la trayectoria
requerida y, en funcién de esto, alcanza desplazamientos laterales mayores.

La velocidad angular (figura 51c) es representativa del movimiento cua-
litativo del pararrotor. Las curvas correspondientes a los desplazamientos quedan
completamente superpuestas. Si se analiza el caso para el movimiento puramente
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horizontal o vertical (segin la figura), esto puede explicarse debido a que el vector
de control necesario para realizar una de las trayectorias intercambia con respecto
al necesario para realizar la otra trayectoria sus primera y segunda componentes
entre si, ya que cada una de las componentes (lateral o longitudinal) domina el mo-
vimiento del pararrotor segin el plano correspondiente. El mismo analisis explica el
comportamiento de la velocidad angular para las trayectorias que corresponden a
Br =45°y Br = 135°.

Naturalmente, la velocidad de desplazamiento horizontal (figura 51d)
es la misma para todos los casos, por lo que no se observan diferencias segtn la
trayectoria.

5.4 Conclusiones del capitulo

A partir del desarrollo del presente capitulo puede afirmarse que es po-
sible hallar configuraciones operativas proximas al equilibrio para un pararrotor.

Se comprueba también que se obtienen soluciones de equilibrio a partir
de suponer acciones promediadas en la vuelta, y que estas soluciones determinan el
comportamiento deseado al ser utilizadas para resolver la ecuacién de la dindmica
del pararrotor. El andlisis de estas soluciones brinda elementos de diagnodstico que
explican el comportamiento general del pararrotor.

Partiendo del sistema de ecuaciones de la dinamica del pararrotor, desa-
rrollada en su forma candnica, se obtienen soluciones del vector de estado en funcién
del vector de control que determinan la trayectoria buscada para el centro de masas
del pararrotor de manera univoca. Como se observa en los casos de analisis presen-
tados, existen configuraciones del vector de control que determinan la trayectoria
deseada: es posible describir trayectorias rectas en el plano xr — yr a partir de fijar
el vector de control ug, incluso con componentes de viento atmosférico distintas de
cero. Ademas, las componentes del vector de control presentan un comportamiento
no lineal respecto a la velocidad de desplazamiento, que permite establecer, segin
el caso, acciones de control de distinta naturaleza.

Con estas conclusiones, aparece un abanico de posibilidades de desarrollo
del estudio de las trayectorias que no se brinda en el presente trabajo pero establece
basamento para abordar el estudio de la estabilidad del sistema, la optimizacion
de la trayectorias y el problema del control en tiempo real de los pararrotores. El
estudio de la estabilidad, en el caso de la utilizacién de la variacion ciclica del paso de
las palas, puede orientarse inicialmente hacia la linealizacién del sistema alrededor
de un punto de equilibrio, en el que la tasa de cambio temporal del vector de estado
sea proporcional al vector de estado a través de una matriz de estabilidad periddica.
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6. Conclusiones

6.1 Introduccién

El objetivo primordial del presente trabajo fue el estudio del desplaza-
miento lateral de un pararrotor mediante variaciones ciclicas del paso de las palas.
Se abordé este problema de modo integral, desglosando su analisis entre los aspectos
experimentales y tedricos. El pequeno alargamiento de las palas de los pararrotores
convierten a este estudio en un caso particular dentro del régimen de autorrotacion,
ya que se desarrollan efectos tridimensionales que en otros casos de estudio no son
considerados.

El presente capitulo recoge las principales conclusiones desarrolladas en
cada capitulo, describiendo su interrelacion, los aportes novedosos y planteando
lineas futuras para la profundizacion en el estudio de los pararrotores.

La presente tesis brinda continuidad en las investigaciones y desarrollos
sobre pararrotores, y, particularmente, da cuenta de los efectos que provoca la va-
riacion ciclica del angulo de paso de las palas en el régimen de operacién de los
mismos.

6.1.1 Modelo tedrico

El modelo tedrico, desarrollado a partir de las ecuaciones de Newton-
Euler para un pararrotor, relaciona las fuerzas y momentos que actiian sobre el mo-
delo bajo estudio. Tal como se menciona en el correspondiente capitulo, se desgloso
el modelado de los efectos inerciales, aerodinamicos y gravitatorios, obteniéndose
representaciones matematicas que permitieron analizar el efecto de la modificacién
de las variables de estado y de control a partir de modelos simplificados obtenidos
mediante desarrollos en serie de Taylor. El modelo dindmico completo, representado
sintéticamente en la ecuacién (41), fue resuelto a partir de la obtencién de la formu-
lacion candnica del sistema de ecuaciones. Se obtuvo una representacién canénica de
las ecuaciones de Newton-Euler, junto a las condiciones de ligadura cinematica y la
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ecuaciéon de trayectoria del centro de masas del pararrotor, que fue implementada en
un codigo de resolucion numérica. En particular, se obtuvo la solucién del sistema
de ecuaciones reducido al modelo en tinel de viento.

El modelo simplificado, obtenido a partir de los desarrollos en series de
Taylor para los efectos inerciales y aerodinamicos, también fue resuelto y sus resul-
tados fueron comparados con los obtenidos por el modelo completo. Las principales
conclusiones que se pueden comentar son:

» la velocidad angular (£2) del modelo simplificado excede en un 20 % a la que
se obtiene mediante el modelo completo, posiblemente debido a efectos de
segundo orden no contemplados en el modelo aerodinamico.

» ¢l tiempo de establecimiento de la solucién estacionaria es mayor para el mo-
delo simplificado.

= los momentos inerciales ocurren cuando se aplica un dngulo de paso ciclico. Es-
tos momentos son, para sy 01, lineales segtin los ejes x4 e y4 y cuadraticos
segun 24.

= los momentos aerodinamicos segin x4 e y4 son dominados por la variacion
ciclica del paso de las palas.

= el momento en el eje z4 depende del angulo de paso colectivo, y del coeficiente
Hzy-

La validacion del modelo tedrico sirviéo de base para la extraccion de
conclusiones adicionales a partir de la interpretacion del mismo:

= se demostro la pequena relaciéon entre los 6rdenes de magnitud de los momentos
de origen inercial con los aerodindmicos.

= se obtuvieron valores del momento en el punto de acoplamiento Ej, que pueden
ser utilizados en el diseno de los acoples y los servomecanismos de operacion.

Basado en las anteriores conclusiones parciales, puede decirse que es posi-
ble controlar fuerzas y momentos sobre el pararrotor mediante la variacion ciclica del
angulo de paso de las palas. Esta conclusion responde afirmativamente a la pregunta
de si es posible controlar la trayectoria del pararrotor utilizando una estrategia de
control sobre el angulo de paso ciclico de las palas.

6.1.2 Modelo experimental

Se diseno y construy6 un modelo experimental sobre el que se estudio el
efecto de las variaciones ciclicas del paso de las palas en la fuerza lateral generada
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sobre un banco de pruebas ad hoc.

Los parametros seleccionados para el analisis del comportamiento dinami-
co del pararrotor en el tinel de viento fueron la velocidad angular €2 y la fuerza lateral
F.

Se observa que el incremento en el dngulo de paso ciclico provoca un
aumento en la fuerza lateral F' que genera el pararrotor. Esto se debe a que los
angulos de ataque a los que opera el pararrotor aumentan con el angulo de paso
ciclico, traduciéndose en valores medios del momento sobre el cuerpo del pararrotor
mayores.

Puede decirse que la disminucién de la velocidad angular segin el aumen-
to en el angulo de paso ciclico se debe al incremento en la resistencia ante mayores
angulos de ataque. Este dato complementa investigaciones previas, donde se analiz6
el comportamiento del pardmetro p,, para angulos de paso ciclico nulo. En estos
ensayos, (., disminuye conforme aumenta 6.

6.1.3 Simulacién de trayectorias

El estudio de las trayectorias de descenso permite establecer que existen
configuraciones del vector de control que se traducen en estados de operacion cerca-
nos al equilibrio. En particular, es posible definir un vector de control para describir
una trayectoria deseada.

El modelo de acciones promediadas en la vuelta resulta aceptable. Las
leyes de control obtenidas a partir de las soluciones de equilibrio son utilizadas en
el modelo dindmico completo y brindan soluciones proximas al equilibrio para las
variables de estado.

Se observa que los pardametros de #,g y 01 tienen un comportamiento
no lineal en funcién de la velocidad de desplazamiento y del dngulo de direccion
horizontal. Existen distintas regiones donde la pendientes de las curvas cambian de
signo, por lo tanto la naturaleza de la accién de control depende del régimen de
operacién en el que se encuentra el pararrotor. El parametro 6, tiene un comporta-
miento no lineal para valores bajos de Vg, y pude aproximarse lineal para Vg >=2
m/s.

6.1.4 Futuras lineas de investigacién

En primer lugar, resulta de interés la profundizacion del desarrollo tedri-
co, puntualizando en aspectos que fueron simplificados en el actual trabajo:
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» el estudio y la implementacién de modelos aerodindmicos de mayor compleji-
dad, suponiendo coeficientes de sustentacion y resistencia que representen con
mayor fidelidad el comportamiento tridimensional del flujo.

= ¢l estudio y la implementacion de modelos para la velocidad inducida, me-
jorando el modelo de disco actuador y la teoria de cantidad de movimiento
utilizada.

= el estudio y la implementacién de modelos aerodinamicos para los efectos que
introduce el cuerpo cilindrico del pararrotor.

En cuanto al desarrollo experimental, resulta interesante desarrollar técni-
cas de mediciéon que apunten a obtener mayor informacién del comportamiento de
las variables medidas (velocidad angular y fuerza lateral) a lo largo de una vuelta.
Por ejemplo:

= implementacién de un sistema de medicién de la velocidad angular a lo largo
de la vuelta, para poder comparar dichos perfiles con los modelos tedricos y
perfeccionar los estudios realizados.

= implementacién de un sistema de medicion de fuerzas de 6 ejes, para la ad-
quisicién de las fuerzas y momentos en los 6 grados de libertad que tiene el
pararrotor como solido rigido.

También se pueden trazar lineas tendientes a la implementacién de este
tipo de estrategias de control en modelos de vuelo. El desarrollo de un mecanismo
de variacion ciclica del angulo de las palas en un modelo de vuelo plantea ya de
por si desafios experimentales, ya que en vuelo, el pararrotor (como cualquier otro
aparato volador) no dispone de puntos de soporte en los que fijar un plato oscilante.

La simulacién de trayectorias plantea perspectivas amplias de desarrollo.
El enfoque trabajado en esta tesis resulta en un aporte novedoso en su utilizacion
sobre pararrotores, desde el que pueden desprenderse distintas alternativas de desa-
rrollo:

= ¢l diseno y la implementacién de un sistema de control de trayectoria en tiempo
real, sensible a posibles perturbaciones externas.

= la continuidad en el estudio de la estabilidad, incorporando el analisis de ma-
trices periddicas en funcién de los parametros de control ciclicos.

= ¢l estudio de técnicas de optimizacion de trayectorias, para la determinacion
de controles ciclicos que den lugar a trayectorias de descenso de determinadas
caracteristicas.
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6.2

Aportes originales de la tesis

Los aportes originales de este trabajo pueden condensarse en:

el desarrollo de un modelo dindmico analitico del pararrotor, contemplando el
efecto de las variaciones ciclicas en el angulo de paso de las palas,

la implementacién en un codigo de resolucion numérica del modelo analitico
completo,

el desarrollo de modelos simplificados para las fuerzas y momentos que apare-
cen en este tipo de dispositivos,

el estudio experimental del efecto de las variaciones ciclicas en el paso de las
palas sobre parametros relevantes,

la identificaciéon de acciones de control para la obtencién de determinadas
trayectorias.
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7. Anexos

7.1 Caracterizacién aerodinamica de las palas

En este apartado se aborda el problema vinculado a la determinacion
de los coeficientes aerodinamicos necesarios para la evaluacion del modelo tedrico.
Es necesario destacar que la utilizacion de las palas de bajo alargamiento introduce
efectos no lineales que deben ser evaluados. Para el comportamiento de la posiciéon
del centro de presiones segin la cuerda del ala desde el borde de ataque se adopta
la distribucién propuesta en [35], que modela la distribucién de la diferencia de
presiones para cualquier tipo de ala mediante la siguiente expresion:

AC(z) = —sin(ﬂn)CL(l—x)n (116)

™n T

El pardmetro n, en el caso de AR < 1, varia segun la ley:

n=1-—14/— (117)

y la posicion del centro de presiones asociada a este modelo resulta:

1—n

T = —5— - 100% (118)

Cabe observar que la ecuacién (116) representa una familia de funciones
de distribucién de carga a lo largo de la cuerda que incluye los casos extremos, cuyos
resultados son conocidos: la posicién del centro de presiones se encuentra al 25 %
de la cuerda cuando AR—o00, y es 0 cuando AR—0.

El gréfico siguiente muestra la distribucion de la diferencia de presiones
para distintos angulos de ataque:

107



ol —a = 0,034 [rad
—a = 0,069 [rad
1 |—a =10,104 [rad
0.5 —a = 0,139 [rad
o) |
<
1 |
~-15 i
| | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

X

Figura 52: Distribucién del coeficiente de presiones sobre una placa plana.

Existen distintos modelos para la representacion de los coeficientes ae-
rodindmicos Cp y Cp, [0]. Si bien las palas de pequeno alargamiento presentan un
comportamiento no lineal para sus coeficientes aerodinamicos, se puede calcular la
pendiente inicial de la curva Cj, vs « a partir del ajuste realizado en la curva de
sustentacion. Esta pendiente es comparada con otros modelos lineales. Para la pen-
diente del coeficiente de sustentacion, el primer modelo se deriva de la teoria de linea
sustentadora de Prandtl:

Ola

Cro =
T G (14 7)

[1/rad] (119)

Donde 7 es el coeficiente de eficiencia de Glauert, que varia entre 0,05
y 0,25. El valor de Cy, es C},=5,374 [1/rad] que corresponde al valor promedio de
los experimentos realizados en [(] para placas planas infinitas. Otro modelo es el de
Lowry y Polhamus, que es mas preciso para AR< 2 :

2rAR

CrLa = >
2—1—\/’47]—@(1+tan2/\)+4

[1/rad] (120)

Por 1ltimo, se presenta el modelo de Hoerner y Borst, que para alas

rectangulares delgadas de bajo alargamiento es:
36,5

CLQ == [A—R + QAR]il (121)

La utilizacién de estos modelos implica asumir un comportamiento lineal
para la sustentacién. Polhamus [6] propone el siguiente modelo no lineal para el

108



coeficiente de sustentacién: 2
Cr = KpsiHOzCOSQOz—i-KU cos asin® v (122)

donde K, es un factor que depende del alargamiento, el d&ngulo de flecha y la forma
del borde de ataque; y K, un factor aproximadamente constante cercano a m. En
el caso de la estimacion del coeficiente de resistencia, la siguiente ecuacion no lineal
fue propuesta por Lamar:

Cp =Cpo+ K, sin? o cos a + K, sin® o (123)

Sin embargo, el ajuste a los datos experimentales de este modelo no
resulté adecuado. Un mejor ajuste se encuentra utilizando la ecuacién clasica de
resistencia inducida:

Cp = CD0+K[CL]2 (124)

siendo K el factor de resistencia inducida, parametro que depende del alargamiento,
la forma de la pala y de la forma del borde de ataque.

Ortiz et. al [31] presenta una distribucién para el coeficiente de resistencia
segun el alargamiento en la que se alcanzan angulos de ataque de 45 °. Para una pala
como la del pararrotor bajo estudio (AR=0,63), se tiene la siguiente distribucién:

1,5 I E—— I ) B B L B B

Figura 53: Modelo de coeficiente de resistencia [31]

En principio se analiza la implementaciéon de un modelo aerodinamico
simple, en el que los coeficientes de sustentacion y resistencia sean los siguientes:

Crla,p) =Cp,« (125a)

2si bien esta expresién es desarrollada para alas tipo delta, la eleccién adecuada de los coefi-
cientes permite utilizarla para alas rectangulares
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Cpla,B) = Cp (125D)

La variedad de métodos que se han desarrollado para la caracterizacion
aerodinamica de las palas de bajo alargamiento muestra que es un aspecto sensible
a tener en cuenta para el modelo aerodinamico del pararrotor. Sobre todo teniendo
en consideracion que el régimen de autorrotacion en el que operan estos dispositivos
establece una configuracion aerodindmica que no es estudiada profundamente en la
bibliografia de referencia, por lo que estos pardametros deben ser ajustados atentos
a los resultados experimentales.

7.2 Obtencidén de expresiones matematicas para el desarrollo en serie de
Taylor del modelo en tiinel de viento

El presente apartado tiene como objetivo describir la obtencién de las
expresiones correspondientes para las fuerzas y momentos, tanto inerciales como ae-
rodinamicas o gravitatorias. En el capitulo 3 se obtienen dichas expresiones de forma
simplificada, a partir de las cuales se realizan observaciones que permiten categorizar
los efectos que introducen los parametros de control. A continuacién se describe la
obtencion de dichas ecuaciones para el caso de los términos inerciales, seguida de la
descripcion de la obtencion de los términos aerodinamicos y los gravitatorios.

7.2.1 Obtencién de términos inerciales

La obtenciéon de expresiones matematicas para los términos de origen
inercial se divide segtin los cuerpos que conforman un pararrotor. Primero se obtiene
la formulacion correspondiente para el cuerpo del pararrotor, y a continuacién, las
expresiones para las palas del pararrotor.

7.2.1.1 Fuerzas y momentos inerciales del cilindro del pararrotor

Las variables de estado, definidas en la seccion 3.4, aparecen en las expre-
siones de las fuerzas y momentos inerciales a través de las aceleraciones y velocidades
que las definen. En este apartado, de desarrolla de modo general la obtencion de las
expresiones matematicas, para ser utilizadas en el modelo dinamico completo y, tam-
bién, para la realizacion de desarrollos en series de Taylor a partir de la asignacién
de ordenes de magnitud para cada una de las variables.

Las fuerzas inerciales que genera el cilindro del pararrotor, denominado
H, son originadas debido a las aceleraciones lineales del mismo. Para cuantificarlas,
pueden definirse como:
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F, = —My - a° (126)

La aceleracion del centro de masas del cilindro del pararrotor se deter-
mina a partir de calcular la derivada absoluta respecto al tiempo de la velocidad del
centro de masas del pararrotor expresada en el sistema Alb (V| 415), y expresandola
en el sistema A:

dVE|

s W|a1o AV a1 (127)

aG|A1b =

La expresion de esta aceleracién en el sistema A se realiza mediante la
transformacién siguiente:

a% 4 = Taaa®| (128)

Reemplazando en la expresion (126) se obtiene la representacién en fun-
cién de las variables de estado para las fuerzas, que permite obtener los coeficientes
M, necesarios para la formulacién canénica de la ecuacién de Newton realizada en
el apartado 3.9.1 .

Por medio de la ecuacion de Euler pueden cuantificarse los momentos
inerciales que genera el cilindro del pararrotor. En el caso general, se tiene la siguiente
formulacién:

_dhy

My =="4

(129)

Asimismo, el momento cinético del cilindro del pararrotor en ejes Alb
puede expresarse como:

hy = Ig|aw - wamw (130)

La derivada absoluta de esta ecuacién, expresada en ejes Alb, es la que permite
obtener expresiones para los coeficientes MAH4 en funcion de las variables de estado,
que son utilizadas en el apartado 3.9.2.

7.2.1.2 Fuerzas y momentos inerciales de las palas

Para las palas, el procedimiento es el mismo que para el caso del cilindro
del pararrotor. En primer lugar, se busca determinar analiticamente la fuerza inercial
que introducen. Para esto se busca la expresién correspondiente a la aceleracion del
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centro de masas de la pala b (a9PP), a partir de la derivada absoluta de la velocidad
del centro de masas:

dvGBb
aGBb|Bb = —dt |Bb + wb|Bb A VGBb|Bb (131)

Su expresion, en el sistema de referencia A, se obtiene premultiplicando
por las matrices de transformacion correspondientes:

a%P 4 = [T aaw)[Tans,]a"" s (132)

La fuerza inercial se define como:

Fj = —M,-a%"" (133)

La fuerza inercial resultante de las dos palas se calcula sumando cada
una de las contribuciones de las mismas:

L =F! +F, (134)

A partir del desarrollo de esta ecuacion se pueden identificar los términos
de la submatriz M5, utilizados en el apartado 3.9.1.

La expresion general de los momentos inerciales que introducen las palas
se obtienen a partir de definir el momento cinético respecto al punto Ej (punto de
acoplamiento de la pala b):

hb|Bb = ]B -wb|Bb (135)

El momento inercial se relaciona con la derivada temporal absoluta de

hy| g» como se muestra en la siguiente ecuacion:

_dhy|py

dt — WpRy N hb|Bb (136)

0By _
Mp," =
Para obtener su expresion en ejes A es necesario premultiplicar por la

matriz [TAAlb] [TAleb]:
M5 = [T gan)[Tarns, | Mg, (137)

Finalmente, para lograr su expresion respecto al centro de masas del pararrotor
(punto G), se anaden los momentos que hacen las fuerzas inerciales respecto a G:

M;‘;j = M5 + (GEy|4 AF}|4) (138)
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Nuevamente, se llega a una expresion a partir de la cual se pueden extraer
los coeficientes Mgf en funcién de las variables de estado para la expresién candnica
desarrollada en 3.9.2 .

Las expresiones desarrolladas para las fuerzas y momentos inerciales de
las palas y el cilindro se encuentran presentadas en forma vectorial debido a la com-
plejidad y extension que presentan segin sus componentes. A los efectos de obtener
expresiones que permitan el andlisis cualitativo de la influencia de los pardametros
que la componen, se realiza el desarrollo en series de Taylor que se presenta en el
apartado 3.11.1, particularmente para el caso del modelo en tinel de viento.

Suponer el pararrotor montado en el tinel de viento implica realizar una
serie de simplificaciones en las condiciones operativas que se traducen, matemati-
camente, en expresiones mas sencillas. Se puede asumir que la velocidad angular w
tiene solamente una componente, es decir w=w,k 4. También se asume que la veloci-
dad del centro de masas es nula (V€=0), que la velocidad del viento tiene solamente
componente segun el eje del tunel de viento (Uy = U ky) y que la velocidad induci-
da es nula (v; = 0). Por otro lado, la geometria del pararrotor se puede simplificar,
suponiendo que las palas se encuentran contenidas en el plano que contiene al centro
de masas (por lo tanto el centro de presiones de las mismas, punto F).

Estas simplificaciones permiten encontrar la siguiente expresion para las
fuerzas inrciales, aplicadas en el centro de masas de la pala y expresadas en el sistema

A:

: i d . dQ ]
Fy ., =—My |—cos 1/’17%9(6 + xgp) — sin wba(e + z¢B)) (139a)

: . d o ]
By, = —M, —sml/)b%(l(e—l—ngg) "‘COS@ZJ{,E(G—FZ'GB)) (139b)
Fy., =0 (139¢)

Del mismo modo se obtiene la expresion de los momentos inerciales en
el sistema de referencia A:

: d do
M;fb = — Iy |cos wb% sin 0, cos 0,€) 4 sin wbd—tb cos? 0,2(t)

Q
+ sin ¢bcfi—t sin 0y, cos 0, — sin @Z)b(il—etb sin? 6,9 (140a)
d>6, ., doy diy,
T S T I ay
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' d de
M;f” =—1,, |sin djb% sin 0, cos 0,2 — cos Q/de—tb cos” 0,(t)

d§2 do
— COS wb% sin 8y, cos 0, — cos wbd—tb sin? 6,9 (140b)
d*o, . dby, d
+ Wb SlIl'(h, -+ cos ¢bd—tb%
. d$) . df
M;:AEb - _ (cos2 Opl,, + IyB) o + 21,,,€2 cos 6, sin de—tb
. d d§2
— M, {a:ggbe cos Yy (— sin %%Q + cos wb%) (140c)

; diy, . ds2
— sinyap,e (_ Ccos %EQ — sin ¢b%)

Sobre las ecuaciones (139) y (140) se realiz6 el desarrollo en series de
Taylor multivariable, definiendo los siguientes érdenes de magnitud para cada una
de las variables seleccionadas:

Parametro Orden de magnitud
0o [rad] lo2
015 [rad] lo2
01¢ [rad] lo2
Hoz 4 H lo2
e [m] 1
Tep e yop [m] 1

Cuadro 17: Ordenes de magnitud para los desarrollos en series de Taylor de fuerzas
y momentos inerciales

Las ecuaciones (78), (79) y (80) se obtienen realizando el desarrollo en
series de Taylor con los 6rdenes de magnitud del cuadro 17.

7.2.2 Obtencién de términos aerodinamicos

Para el cuerpo cilindrico del pararrotor se supone que las fuerzas y mo-
mentos aerodinamicos son nulos, tal como se justifica en el apartado 5.3.1.

Las fuerzas aerodindmicas (ecuaciones (58) y (59)), generadas en el régi-
men de autorrotacion del pararrotor, se encuentran expresadas en el sistema de
referencia viento, ya que, naturalmente, es mas sencillo hallar las expresiones de las
mismas en este sistema de referencia. La transformacion al sistema de referencia de
la pala se obtiene premultiplicando por las matrices correspondientes, tal como se
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observa en la ecuacion (60). La expresion que se obtiene al desarrollar dicha ecuacién
es la siguiente:

FCL

bvab

—0 (141a)

1 .
F;’be ZEpS [((cos 0,Qyp,)? + (— cos 6,Q(e + zp,) — sin 6,Up)?

oy

+ (sin6,Q2(e + zp,) — o

yp, — cos O,Upy)? (cos apCp + sin oszLab)
(141b)

1
Fb‘fZBb :§pS [((cos Qyp,)? + (— cos 6,Q(e + zp,) — sin 6,Uyy)?

o,

+ (sin0,Q2(e + xp,) — o

Yp, — COS 0, Uy )? (sin apCp + cos abC’L%)
(141c)

El momento aerodindmico de las palas se calcula multiplicando el vector
posicién del centro de presiones (E,Py) por la fuerza aerodindmica (ecuacién (141)).
La expresién, de forma compacta, se presenta a continuacion:

M§™ = EyPy AFy 5, (142)

El desarrollo de la ecuacién resulta en las siguientes expresiones segin
las componentes:

1
MaE :§p5ypb [((cos Hbepb)2 + (—cos6,Q2(e + xp,) — sin 0, Uy )?

Q?Bb

_db

+ (sin0,Q2(e + xp,) o

Yp, — COS 0, Uy )? (sin apCp + cos abC’Lab)
(143a)

1 .
M;];fb IEP&CP,; [((cos 0,Qyp,)? + (— cos 6,Q(e + zp,) — sin O,Up )

oy

+ (SiIl HbQ(e + ;Cpb) — I

yp, — cos O,U)? (sin aCp + cos abC’Lab)
(143b)
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1
Mg);f" ziprpb [((cos Qyp,)? + (— cos 6,Q(e + zp,) — sin O,Uy)?

o,

o YR, — cos 0, Uy )? (cos apCp + sin abC’Lab)

(143c)

+ (sin 0,Q2(e + xp,) —

El conjunto de ecuaciones (141) y (143) son el punto de partida para
el desarrollo en series de Taylor del apartado 3.11.1. En estas ecuaciones, aparecen
las variables de estado y de control sobre las que interesa analizar la relevancia del
orden de magnitud. Para completar el estudio, se definieron los siguientes parametros
adimensionales:

_ UO .z .
" Jl, =g relacion de velocidades,

Tp, .y, . . .
= X p:R—:, posicion adimensional del centro de presiones de la pala.

El cuadro siguiente muestra los érdenes de magnitud utilizados para el
analisis en serie de Taylor:

Pardmetro Orden de magnitud
0o
ths
tc

Hza 1

e

XPb

Yyp,

O = O 0 = = =
[\

Cuadro 18: Ordenes de magnitud para los desarrollos en series de Taylor de fuerzas
y momentos aerodindmicos.

Finalmente, el desarrollo en series de Taylor para las fuerzas y momentos
aerodindmicos, resulta en las ecuaciones (81), (82) y (83).

7.2.3 Obtencién de términos gravitatorios

Los efectos de los términos gravitatorios son presentados a continuacion.

Por un lado, se representa el peso del cilindro del pararrotor en el sistema
de referencia A:
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— My sin ©g
FY = | My sin ® cos Og (144)
My cos ® cos Og

Las fuerzas gravitatorias que introduce la pala b, expresadas en el siste-
mad de referencia A, se muestran a continuacién:

— M, sin Og
F] = | M,sin ® cos Og (145)
My cos @ cos Og

Los momentos gravitatorios de las dos palas respecto al centro de masas
del pararrotor (punto G) se expresan del siguiente modo:

M), cos ©g [cos (e + xgp,) — Lsin @]
M%C = Mg [— cosp cos @ cos Oe — L sin O] (146)
Mg [(cospsin® cos © +sin ©sin) (e + zgp,)]

Con estas expresiones se representa el efecto gravitatorio de cada com-
ponente del pararrotor en la ecuacién canénica de la dinamica.
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